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Ao meu orientador e amigo, Dr. Luiz Mariano Paes de Carvalho Filho, por me

servir de inspiração.

Aos colaboradores do meu trabalho, os amigos/professores Dr. Michael Souza e

Dr. Paulo Goldfeld.
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RESUMO

ALMEIDA, Moisés Ceni de. Precondicionador de Inversa Aproximada por Blocos. 95 f.

Tese (Doutorado em Engenharia Mecânica) - Faculdade de Engenharia, Universidade do

Estado do Rio de Janeiro (UERJ), Rio de Janeiro, 2019.

Neste trabalho apresentamos o Algoritmo de Inversa Aproximada por blocos, o

qual gera um precondicionador para sistemas lineares esparsos de grande porte. Faremos

o tratamento matemático e apresentaremos as condições suficientes para execução do Al-

goritmo. Além disso, apresentaremos algumas provas matemáticas das boas propriedades

referentes à robustez do AINV.

Palavras-chave: Sistema Linear; Precondicionador; Inversa Aproximada; Matrizes em

bloco.



ABSTRACT

ALMEIDA, Moisés Ceni de. Block Approximate Inverse Preconditioner. 95 f. The-

sis (PhD in Mechanical Engineering) - Engineering Faculty, Rio de Janeiro State Univer-

sity (UERJ), Rio de Janeiro, 2019.

In this work, we present a block approximate inverse algorithm, which generates

a preconditioner for sparse linear systems. We discuss the mathematical treatment and

present sufficient conditions for the algorithm. In addition, we present some mathematical

proofs of the good properties regarding the robustness of the AINV.

Keywords: Linear System; Preconditioner; Approximate Inverse; Block Matrices.
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REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88



10

INTRODUÇÃO

Afim de resolver um sistema linear Ax = b, onde A é matriz quadrada não-singular,

é comum o uso de um métodos diretos baseados na eliminação gaussiana com pivoteamento

parcial. Infelizmente, tanto em tempo de computação, quanto em uso memória, esses

métodos são inviáveis para sistemas lineares grandes, esparsos e não estruturados.

Uma alternativa viável são os métodos de projeção em subespaços de Krylov (KSP)

[40,69,70]. No caso de matrizes simétricas e positivo definidas (SPD), a escolha canônica

é o método de gradientes conjugados (CG, na sigla em inglês) [44]. Contudo, é fato

conhecido que os KSPs podem convergir lentamente sem um precondicionador adequado,

[40]. Em geral, a ideia por trás de qualquer precondicionador é construir um operador P

tal que PAx = Pb ou APy = b, com Py = x, seja mais apropriado para a aplicação de

um método de Krylov do que o sistema original Ax = b. Idealmente, o precondicionador

P deveria ser igual a A−1 requerendo apenas uma iteração, mas isso é mais caro que

quanto resolver o sistema linear original. Então, por uma questão de eficiência, um

precondicionador, quando aplicado a um sistema linear espećıfico, necessita levar em

consideração uma fase de construção, onde o precondicionador P é montado, e uma fase

de aplicação, onde o método de Krylov é aplicado ao sistema precondicionado. A arte

de criar precondicionadores é encontrar um balanço entre o tempo gasto entre cada uma

dessas fases.

Em relação à aplicação, precondicionadores podem ser classificados em impĺıcitos

ou expĺıcitos. Os precondicionadores impĺıcitos baseiam-se no cálculo de uma aproximação

de A, como, por exemplo, a fatoração LU incompleta (ILU) [60]. Nesse caso, na fase de

aplicação, são resolvidos dois sistemas lineares triangulares.

As estratégias de precondicionadores expĺıcitos, por outro lado, dependem da com-

putação e armazenamento de uma aproximação esparsa de A−1 que reduz a etapa de

aplicação a um produto de uma matriz esparsa por um vetor denso. Enquanto a cons-

trução de alguns precondicionadores expĺıcitos pode ser dif́ıcil de se paralelizar, a aplicação

é massivamente paralela, com bibliotecas nativas com desempenho notável em várias ar-

quiteturas paralelas e em vários processadores (CPU, GPU) [11,12,33,42,53,80]. Alguns

autores vão além e argumentam que os algoritmos de inversa aproximada podem ser mais
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robustos na prática do que a classe de precondicionadores impĺıcitos [9, 13]. AINV [12],

FSAI [53,80], ISM-based [23], SPAI [42], and BIF [25,26] estão entre os algoritmos perten-

centes à classe inversa aproximada. Notavelmente, as fases de instalação e aplicação do

FSAI e SPAI são totalmente paralelas. Em contraste Algoritmos como o AINV, a ISM,

baseada na Inversa de Sherman-Morrison e a Fatoração Balanceada Incompleta (BIF)

são baseados em algoritmos de ortogonalização de Gram-Schmidt, clássico ou modificado,

(CGS ou MGS) ou ILU, que podem apresentar um baixo ńıvel de paralelismo dependendo

de decisões de implementação, como o uso de algoritmos CGS ou MGS.

Neste trabalho, vamos estudar a teoria envolvendo a versão bloco do AINV. As

principais vantagens para se ter estrutura de bloco são as melhorias de desempenho e a

estabilidade. Primeiramente, a blocagem é uma técnica padrão para melhorar o desempe-

nho dos cálculos matriciais especialmente com matrizes esparsas, onde o endereçamento

indireto de esquemas de armazenamento esparsos reduz a localização durante o produto

de matriz esparsa por vetor denso [2, 27, 35]. Em muitas aplicações, como na simulação

do reservatório de petróleo, cada ponto de malha pode estar relacionado a propriedades

distintas (pressão e saturações de diversos hidrocarbonetos), originando uma estrutura de

matriz com blocos densos e quadrados. Portanto, esses problemas podem se beneficiar

da combinação de paralelismo proveniente da aplicação de um precondicionador do tipo

inversa aproximada e operações de álgebra linear densa devido à ocorrência de blocos den-

sos. Além disso, expĺıcitos ou não, os precondicionadores são aproximações que devem

ser razoavelmente significativas, especialmente quando se trata de equações lineares de

sistemas f́ısicos. Consequentemente, se na matriz original os coeficientes são blocados por

orientações f́ısicas, então é prefeŕıvel um precondicionador blocado da mesma maneira.

Na verdade, alguns autores advogam que o ILU em blocos pode ser mais robusto e mais

eficiente do que a versão escalar desse algoritmo [72,73].

Existem alternativas em blocos para alguns dos métodos de inversa aproximada.

Entre eles podemos encontrar, BFSAI [37,48–50] , BSPAI [8,77], Block ISM-based [28] e

BSAINV [10]. Todas essas alternativas pretendem fornecer uma melhor combinação das

duas caracteŕısticas principais dos precondicionadores para matrizes de blocos esparsos:

paralelismo, com base na multiplicação matriz-vetor na fase de aplicação e aumento da

intensidade computacional, devido ao uso de operações de álgebra linear em blocos densos.

Neste trabalho, apresentamos o desenvolvimento teórico de um precondicionador
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expĺıcito para matrizes SPD em bloco proposto em [10]. Neste artigo, os autores descrevem

brevemente sua alternativa de bloco SAINV (SBAINV), onde S significa estabilizado, com

um passo extra, que retira a possibilidade de quebras no algoritmo. Os autores concluem

que, para problemas de mecânica estrutural, o SBAINV produz resultados inferiores ao

SAINV quanto ao número de iterações e ao tempo. Além disso, o filtro de preenchimento

pode afetar o desempenho do SBAINV.

Neste trabalho, vamos estudar sistematicamente o BAINV e o SBAINV, além

de apresentar a prova da estabilidade do BAINV para matrizes M e, mais geralmente,

matrizes H.

Um fato importante sobre os precondicionadores produzidos pelo AINV é que eles

costumam ser densos. Assim, seu cálculo para grandes matrizes é inviável. Portanto,

faz-se indispensável um processo de esvaziamento do precondicionar durante seu proces-

samento. Esse processo é chamado de descarte da matriz. Apresentamos uma análise de

algumas novas técnicas de descarte e os precondicionadores oriundos deles.

Este trabalho está organizado do seguinte modo: o Caṕıtulo 1 trata da resolução de

Sistemas Lineares via métodos iterativos, em especial os Métodos de Krylov. No caṕıtulo

2 faremos uma análise de artigos relacionados ao Precondicionador AINV. No caṕıtulo 3

nós apresentaremos formalmente o Algoritmo de Inversa Aproximada em Blocos (BAINV)

e demonstraremos algumas propriedades importantes, além de apresentar a prova formal

para uma classe de matrizes que generaliza o conceito de matrizes simétricas e positivo

definidas. Nos Caṕıtulos 4 e 5 apresentaremos as provas de que o BAINV é livre de

quebras para matrizes M e H. Finalmente, no Caṕıtulo 6 apresentaremos variantes em

bloco de alguns algoritmos e a proposição de trabalhos futuros.
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1 SISTEMAS LINEARES E MÉTODOS ITERATIVOS

A fim de introduzir os conceitos e as ideias principais para a solução de um sistema

linear através de um método de Krylov, usaremos como principais referências e seguiremos

fortemente os trabalhos de Ipsen, Motta e Lago, respectivamente, [47,55,63].

Considere o sistema linear:

Ax = b, (1)

onde A é matriz quadrada de ordem n e b ∈ Rn.

Neste trabalho trataremos de sistemas como o da Equação (1), quando A for uma

matriz grande, quando n é muito grande e esparsa (i.e, com muitos zeros) ou caso a ma-

triz seja dada implicitamente, como por exemplo uma função f(x) definida como uma

sub-rotina dentro de um Algoritmo. Tais matrizes surgem naturalmente da discretização

de EDP’s com o uso do Método das Diferenças Finitas (FDM, na sigla em inglês), com o

Método de Volumes Finitos (MVF, na sigla em inglês) ou com o Método dos Elementos Fi-

nitos (FEM, na sigla em inglês). Para tais matrizes, métodos diretos são desaconselháveis

por possúırem um custo de ordem n3. Nessas ocasiões, os métodos iterativos são mais

competitivos.

Os métodos iterativos mais aplicados atualmente são os métodos de Krylov. Os

métodos de Krylov são considerados uma das dez mais importantes classes de métodos

numéricos, [34]. Como discutiremos a seguir, a solução da Equação (1) reside em um

espaço de Krylov que possui a mesma dimensão do polinômio mı́nimo de A. Assim,

quando o polinômio mı́nimo de A possui grau pequeno então o espaço procurado também

é pequeno e, nesse caso, o método tem a oportunidade de convergir rapidamente.

1.1 Operadores de Projeção

Nesta seção discutiremos alguns pontos relevantes da Álgebra Linear que nos aju-

darão nas discussões posteriores.

Definição 1. Seja P uma transformação linear. Então diremos que P : Rn → Rn é uma

projeção se P 2 = P . Neste caso, diremos também que P é idempotente.

Definição 2. A transformação I : Rn → Rn tal que I(x) = x para todo x ∈ Rn é chamada

de transformação identidade.
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Definição 3. Dada uma transformação T : Rn → Rn, definimos o núcleo da trans-

formação T como sendo o conjunto N (T ) = {x ∈ Rn;T (x) = 0} e a imagem da trans-

formação T como sendo o conjunto Im(T ) = {y ∈ Rn; ∃x ∈ Rn, T (x) = y}.

O próximo teorema nos encaminhará aos resultados mais aguardados dessa seção:

a partição do espaço Rn como soma direta do núcleo de uma projeção com sua imagem.

Teorema 1. Se P é uma projeção então:

• N (P ) = Im(I − P );

• N (P ) ∩ Im(P ) = {0};

• Se x ∈ Im(P ) =⇒ P (x) = x.

Demonstração. Dado x ∈ N (P ), então P (x) = 0 e, consequentemente, x − P (x) =

(I − P )(x) = x ∈ Im(I − P ). Por outro lado, se y ∈ Im(I − P ) então existe x ∈ Rn

tal que (I − P )(x) = x − P (x) = y e, aplicando P em ambos os lados teremos P (y) =

P (x)− P (x) = 0, donde conclúımos que y ∈ N (P ).

Agora, seja x ∈ N (P ) ∩ Im(P ). Então, P (x) = 0 e existe y tal que P (y) = x.

Assim, P (y) = P (x) = 0 e, como P (y) = x devemos ter x = 0. A inclusão {0} ⊂

N (P ) ∩ Im(P ) é trivial.

O terceiro item segue imediatamente da definição de projeção.

Do item 2 Teorema 1 segue que:

Rn = N (P )⊕ Im(P ).

Assim, portanto, do item 1 temos que qualquer vetor x ∈ Rn pode ser escrito como

x = x1 + x2, aonde x1 ∈ Im(I − P ) e x2 ∈ Im(P ).

Reciprocamente, dados dois subespaços M e N tais que a soma direta resulte em

Rn, então existe uma única projeção P tal que Im(P ) = M e N (P ) = N e, conse-

quentemente, se u = P (x) ∈ M então x − u ∈ N (para uma demonstração completa,

veja [63]).

Sem perda de generalidade, a matriz de transformação do operador de projeção P

também será denotada por P .
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Definição 4. Uma projeção P é dita ortogonal se

PT = P.

Dito de outra forma, uma projeção é dita ortogonal se é simétrica. Caso contrário, a

projeção será dita Obĺıqua.

Teorema 2. Seja P uma projeção ortogonal. Então N (P ) = Im(P )⊥

Demonstração. Seja x ∈ N (P ) e y ∈ Im(P ) de modo que existe x1 com P (x1) = y.

Devemos ter:

〈x, y〉 = 〈x, P (x1)〉 = 〈P (x), x1〉 = 0.

Por outro lado, se y ∈ Im(P )⊥ então 〈P (x), y〉 = 0 para todo P (x) ∈ Im(P ).

Assim, 〈P (x), y〉 = 〈x, P (y)〉 = 0 e, como x ∈ Rn é genérico, então P (y) = 0 e y ∈ N (P ).

É fato conhecido da Álgebra Linear que qualquer espaço vetorial Euclidiano, em

particular o espaço Rn, pode ser decomposto como uma soma direta Rn = U ⊕U⊥, aonde

U é um subespaço qualquer de Rn e U⊥ representa o complemento ortogonal de U . Nesse

sentido, se P é uma projeção ortogonal então

Rn = N (P )⊕ Im(P )

Teorema 3. Se P é uma projeção ortogonal, então:

N (PT) = Im(P )⊥ e N (P ) = Im(PT)⊥

Demonstração. Seja x ∈ N (PT) e considere um y ∈ Rn. Então, 0 = 〈PT(x), y〉 =

〈x, P (y)〉 e, assim, x⊥Im(P ). Agora, se x ∈ Im(P )⊥ então 0 = 〈x, P (y)〉 = 〈PT(x), y〉 e

x ∈ N (PT).

A segunda igualdade segue analogamente.

Teorema 4. Se P é uma projeção ortogonal então:

‖x‖22 = ‖P (x)‖22 + ‖(I − P )(x)‖22
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Demonstração. De fato, segue imediatamente de x = P (x) + (I − P )(x) e do fato de que

P (x)⊥(I − P )(x).

Assim, é imediato verificar que ‖P (x)‖22 6 ‖x‖22 e, consequentemente,
‖P (x)‖2
‖x‖2

6 1.

Mais ainda, se x ∈ Im(P ) então P (x) = x e
‖P (x)‖2
‖x‖2

= 1. Assim, sup‖x‖2 6=0
‖P (x)‖2
‖x‖2

= 1,

de modo que ‖P‖2 = 1.

1.2 Método de Projeção

Considere o sistema (1) e dois subespaços K e L de Rn. Queremos obter uma

projeção obĺıqua sobre K com direção ortogonal a L de tal modo que Rn = N (P )⊕Im(P ).

O procedimento é o seguinte: considere um chute inicial x0 para o sistema (1).

Vamos procurar a solução x̃ no espaço x0 +K tal que b− Ax̃⊥L.

Como x̃ ∈ x0+K, temos x̃ = x0+k, onde k ∈ K. O vetor reśıduo inicial é dado por

r0 = b−Ax0 e, de posse da solução exata, podemos observar que, b−Ax̃ = b−A(x0+k) =

r0 − Ak. Logo, queremos encontrar uma aproximação x̃ = x0 + k tal que

〈r0 − Ak,w〉 = 0 (2)

para todo w ∈ L. O vetor erro é medido por e = xsol − x, aonde xsol é a solução do

sistema (1).

Considere V e W matrizes cujas colunas representem bases de K e L, respectiva-

mente e suponha que K e L sejam de mesma dimensão m. Escreva k = V y.

x̃ = x0 + V y

V y = x̃− x0

AV y = A(x̃− x0)

AV y = −(b− Ax̃) + (b− Ax0)

AV y = r0 − r̃

WTAV y = WT(r0 − r̃)

WTAV y = WTr0

y = (WTAV )−1WTr0
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Logo, o processo fica assim descrito:

Algoritmo 1: Método da Projeção

1 Imput: matriz A, right-hand b, a stop criterion τ and an initial guess x;
2 Output: an approximate solution x̃. ;
3 Select K and L and their respectives bases V and W ;
4 while ‖r‖ 6 τ do
5 r ← b− Ax;
6 y ← (WTAV )−1WTr;
7 x← x+ V y;

O estudo mais completo feito em [69] nos permite uma melhor compreensão a

respeito de como os métodos de projeção funcionem e quais são as condições necessárias

para tal. Assim, por exemplo, o autor prova que se A é SPD e K = L então WTAV é

inverśıvel para quaisquer bases V e W . Por outro lado, se A é apenas não singular, mas

K = AL então também teremos WTAV inverśıvel.

Mais importante, se A é SPD e K = L e se x̃ minimiza a A-norma do erro,

isto é, x̃ = minx∈x0+K 〈A(xsol − x), xsol − x〉 12 então x̃ resulta de um método de projeção

ortogonal sobre K. Analogamente, se A é não singular e K = AL e se x̃ minimiza a norma

Euclidiana do reśıduo, isto é x̃ = minx∈x0+K 〈b− Ax, b− Ax〉
1
2 , então x̃ é um operador de

projeção obĺıqua sobre K com direção ortogonal a K.

1.3 Espaços de Krylov

A partir de agora daremos ińıcio ao estudo dos Espaços de Krylov. Tais espaços

tem relevância fundamental para nossos objetivos.

Definição 5. Seja A ∈ Rn×n e b ∈ Rn. Chamamos de Espaço de Krylov associado à A e

b ao espaço:

K = span{b, Ab,A2b, . . .}. (3)

Já o espaço

Kk = span{b, Ab,A2b, . . . , Ak−1b} (4)

é chamado de subespaço de Krylov de dimensão k. Quando não houver ambiguidade

usaremos apenas a notação Kk.

Como b ∈ Rn, então Ajb ∈ Rn para todo j inteiro. Assim, dim(Kj) 6 n e deve

existir um primeiro k tal que Akb seja linearmente dependente dos vetores anteriores em
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Kj. Ou seja, existem αi, 0 6 i 6 k − 1 tais que:

Akb =
k−1∑
i=0

αiA
ib

Definição 6. O polinômio caracteŕıstico da matriz A ∈ Rn×n é o polinômio

p(t) = det(A− tI),

e pode ser escrito como p(t) =
∏d

i=1(t − λi)
ni, com λi, 1 6 i 6 d um autovalor de

multiplicidade ni e
∑d

i=1 ni = n.

Definição 7. O polinômio mı́nimo p de um vetor v com relação a matriz A ∈ Rn×n é o

polinômio mônico de menor grau tal que p(A)v = 0. O grau do polinômio p é chamado o

grau v com relação a A.

Agora, como Akb =
∑k−1

i=0 αiA
ib temos um polinômio com p(A)b = 0, a saber

p(t) = tk −
∑k−1

i=0 αit
i.

Assim, podemos enunciar o seguinte Teorema:

Teorema 5. Seja k o grau do polinômio mı́nimo de b com relação a A. Então, dim(Kj(A, b)) =

min{j, k}.

Demonstração. Veja [55].

Vamos provar agora que a solução do sistema linear (1) vive num espaço de Krylov.

De fato, seja k o grau do polinômio mı́nimo de A e escrevamos:

p(t) =
k∑

i=0

αit
i;

Assim, como p(A) = 0 temos que:

A−1p(A) = A−1α0I + α1A+ . . .+ αkA
k = 0

α0A
−1 = −

∑k−1
i=1 αiA

i−1

A−1 = − 1

α0

∑k−1
i=1 αiA

i−1
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Assim, multiplicando ambos os lados por b e percebendo que a solução exata xsol =

A−1b teremos: xsol = A−1b = − 1

α0

∑k−1
i=1 αiA

i−1b, de modo que x ∈ Kk(A, b).

Teorema 6. Seja xsol a solução exata do sistema linear (1) para A não singular com

polinômio mı́nimo de grau k. Então,

xsol = x0 +Kk(A, r0),

onde x0 é um aproximação inicial de xsol.

Demonstração. Se x0 = 0 então Kk(A, b) = Kk(A, r0) e podemos usar Kk(A, r0). Suponha

agora x0 6= 0. Assim, b = b − Ax0 + Ax0 = Ax0 + r0 e, portanto, xsol = A−1b =

A−1(Ax0 + r0) = x0 + A−1r0 e xsol ∈ x0 +Kk(A, r0).

No tocante aos principais métodos de projeção, daremos enfoque em apenas dois

deles: o GMRES (Método do Reśıduo Mı́nimo Generalizado) e o CG (Método dos Gra-

dientes Conjugados).

1.4 Método do Reśıduo Mı́nimo Generalizado

Antes de discutirmos o GMRES, falaremos brevemente sobre outros dois anteces-

sores: o Método de Arnoldi, o Algoritmo do Reśıduo Conjugado Generalizado (GCR) e o

Método da Ortogonalização Completa (FOM).

O método de Arnoldi foi inicialmente proposto em 1951, [5]. O método foi conce-

bido para problemas de autovalores, e nos interessa, já que constrói uma base ortonormal

V = {v1, v2, . . . , vm} para o espaço de Krylov Km(A, v1).

Algoritmo 2: Método de Arnoldi

1 Choise a vector v1 with ‖v1‖ = 1;
2 for j ← 1 to m− 1 do
3 for i← 1 to j do
4 hij = 〈Avj, vi〉
5 v̂j+1 = Avj −

∑j
i=1 hijvi;

6 hj+1,j = ‖v̂j+1‖ if hj+1,j = 0 then end;

7 vj+1 =
v̂j+1

hj+1,j

O resultado mais relevante sobre o método de Arnoldi é que span{v1, . . . , vm} =

span{v1, Av1, . . . , Am−1v1} = Km(A, v1). Para uma prova completa, veja [63]. Nesse caso,
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a matriz Vm = [v1, . . . , vm] satisfaz AVm = Vm+1Hm, onde Hm é uma matriz de Hessenberg

superior.

Vamos abordar agora o Método do Reśıduo Conjugado Generalizado (GRC), que é

equivalente ao GMRES em aritmética exata e foi proposto inicialmente em 1983, [36] e foi

concebido para solução de sistemas lineares onde a matriz de coeficientes é Hermitiana,

não simétrica e positivo definida.

Algoritmo 3: Reśıduo Conjugado Generalizado (GRC)

1 Choise x0 and calculate r0 = b− Ax0, p0 = r0;
2 for j ← 0, . . ., until converge do

3 αj =
〈rj, Apj〉
〈Apj, Apj〉

;

4 xj+1 = xj + αjpj;
5 rj+1 = rj − αjApj;
6 for i← 1toj do

7 βij = −〈Arj+1, Api〉
〈Api, Api〉

;

8 pj+1 = rj+1 +
∑j

i=0 βijpi.

Sobre esse método, é posśıvel provar que o conjunto de reśıduos produzidos é

um subespaço de Krylov, mais especificamente, span{p0, . . . , pi} = span{r0, . . . , ri} =

Ki(A, p0). Além disso, prova-se que xi+1 minimiza E(w) = ‖b − Aw‖2 sobre o espaço

x0 +Ki(A, p0), [63].

Já o Método de Ortogonalização Completa (FOM) foi inicialmente proposta em

1981, [74]. Neste método, a cada iteração buscaremos ck ∈ Kk(A, r0), de modo que

xk = x0 + ck e

b− Axk⊥Kk, (5)

a qual é chamada condição de Galerkin.

A explicação de que é necessário qe ck ∈ Kk consiste no seguinte: vamos procurar

uma solução ck ∈ Kk para o sistema Ack = r0. Assim, como b − Ax0 = r0 = Ack o que

nos dá que b = A(ck + x0). Desse modo, encontrando tal ck teremos resolvido o sistema

original. Para esse objetivo começamos com o vetor v1 =
r0
‖r0‖2

e cada iteração gera um

novo vk+1 ∈ Kk+1 através do processo de Arnoldi (veja o Algoritmo 2) obtendo assim uma

base ortonormal para Kk+1(A, r0). Segue que, como ck ∈ Kk podemos escrever ck como
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ck = Vkyk, y ∈ Rk e, portanto:

AVkyk = Vk+1Hkyk = r0 (6)

Logo,

Hkyk = V T
k+1r0, (7)

e, como
r0
‖r0‖2

= v1 = Vk+1e1, de modo que:

r0 = ‖r0‖Vk+1e1. (8)

De acordo com a condição de Galerkin, (5), b − Axk = b − A(x0 + ck) = r0 −

Ack⊥Kk. Logo, como r0 = ‖r0‖Vk+1e1 e ck = Vkyk teremos Ack = AVkyk = Vk+1Hkyk

para finalmente obtermos:

Vk+1(‖r0‖e1 −Hkyk)⊥Kk. (9)

Se conseguirmos um yk tal que ‖r0‖e1 − Hkyk = 0 e, consequentemente, yk =

‖r0‖H−1k e1 teremos o resultado desejado. Infelizmente, não há garantias de que Hk seja

inverśıvel, o que nos levaria a uma quebra. Caso a quebra não ocorra, ck = Vkyk.

Algoritmo 4: Método da Ortogonalização Completa (FOM)

1 Entradas: A, b, x0;
2 r0 = b− Ax0;
3 v1 =

r0
‖r0‖2

;

4 for j ← 1ton do
5 vj+1 = Avj;
6 for j ← 1toj do
7 ηij = 〈vi, vj+1〉;
8 vj+1 = vj+1 − ηijvi;
9 ηj+1,j = ‖vj+1‖2;

10 Se ηj+1,j = 0 go to 13;

11 vj+1 =
vj+1

ηj+1,j

12 y = ‖r0‖H−1k e1;
13 x = Vjy.

O GMRES (Método do Reśıduo Mı́nimo Generalizado) foi inicialmente por pro-

posto em 1986, [71]. Nesse método, assim como no FOM busca-se uma correção ck de

modo que xk = x0 + ck e consequentemente rk = b−Axk = r0−Ack. Mais precisamente,



22

procuraremos ck tal que:

ck = arg min
c∈Kk

‖r0 − Ac‖2.

Semelhantemente ao que foi feito no FOM teremos:

min
c∈Kk

‖r0 − Ac‖2 = min
y∈Rn
‖Vk+1(‖r0‖e1 −Hkyk)‖2

e, como Vk+1 é unitário então minc∈Kk
‖r0 − Ac‖2 = miny∈Rn ‖‖r0‖e1−Hkyk‖2. Com isso,

o problema original recai sobre um problema de mı́nimos quadrados:

Hkyk = ‖r0‖e1.

Caso seja posśıvel calcular uma decomposição QR econômica de Hk teremos QkRkyk =

‖r0‖e1 e, portanto, yk = R−1k QT
k ‖r0‖e1. Como Qk é unitária e QTHk = Rk teremos:

min
y∈Rn
‖Qk(‖r0‖e1 −Hkyk)‖2 = min

y∈Rn
‖gk −Rky‖,

aonde gk = ‖r0‖Qke1, de modo que y é a solução do sistema Rky = gk.

De um modo geral, fatoração QR pode ser bem cara. Porém, nesse caso em

particular, é posśıvel calcular a fatoração com um custo baixo através das rotações de

Givens. Assim, aplica-se k rotações de Givens na matriz Hk de modo que sua parte

triangular inferior fique zerada, ou seja, G1G2 . . . GkHk = Rk.

1.5 Método dos Gradientes Conjugados

O método dos Gradientes Conjugados foi publicado em 1952, [44] e tem grande

importância histórica. O método foi concebido para sistemas lineares cuja matriz de

coeficientes é simétrica e positivo definida.

Defina o erro ek como ek = xk − A−1b. Perceba que Aek = Axk − b = −rk. Essa

relação é essencial, visto que não dispomos de A−1.

Suponha que existe um conjunto de vetores p0, p1, . . . , pn ortogonais entre si tal

que e0 = x0 − A−1b = −
∑n−1

i=0 αipi. Estes vetores serão chamados de vetores de busca.
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Algoritmo 5: Método do Reśıduo Mı́nimo Generalizado (GMRES)

1 A, b, x0;
2 r0 ← b− Ax0;
3 v1 ←

r0
‖r0‖2

;

4 j ← 1 while ‖rj−1‖2 > tol do
5 wj = Avj;
6 for j ← 1 to j do
7 hij = 〈vi, vj+1〉;
8 wj+1 = wj+1 − hijvi;
9 hj+1,j = ‖wj+1‖2;

10 vj+1 =
vj+1

hj+1,j

;

11 Atualiza gj = Gjgj−1;
12 Hjy = ‖r0‖e1;
13 xj = x0 + Vjy;
14 rj = r0 − Vj+1y

Tais vetores deveriam ser constrúıdos de tal modo que:

xk+1 = x0 +
k∑

i=0

αipi = xk + αkpk. (10)

O objetivo agora é encontrar tais vetores e seus respectivos coeficientes. Primeira-

mente,

ek = xk − A−1b =
∑k−1

i=0 αipi + x0 − A−1b

=
∑k−1

i=0 αipi −
∑n

i=0 αipi = −
∑n

i=k αipi.

(11)

Assim, ek⊥pj, j < k, pois os vetores de busca são ortogonais entre si. Usando

novamente a mesma técnica da equação (11) temos que:

ek+1 = ek + αkpk. (12)

Assim, multiplicando ambos os lado da equação (12) por pk teremos:

0 = 〈pk, ek+1〉

= 〈pk, ek〉+ αk〈pk, pk〉

αk = −〈pk, ek〉
〈pk, pk〉

.

(13)
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Infelizmente, mais uma vez, o erro não está dispońıvel. Assim, o que iremos exigir

é a A-ortogonalidade. Pois desse modo, teremos:

αk = −〈pk, Aek〉
〈pk, Apk〉

=
〈pk, rk〉
〈pk, Apk〉

.

Note que desse modo, αk pode ser calculado, já que: rk+1 = −Aek+1 = −A(ek + αkpk) =

rk − αkApk = r0 −
∑k

i=0 αiApi.

Falta agora encontrar as direções conjugadas. Para esse objetivo, vamos supor que:

pk = rk +
k−1∑
i=0

βk,ipi, (14)

com p0 = r0.

Observe que para j < k temos 〈pj, rk〉 = 〈pj,
∑n−1

i=k αiApi〉 = 0, pois pj é A-

ortogonal a pi para i > j. Assim, pj e rk são ortogonais. Mais que isso, os reśıduos são

mutuamente ortogonais, pois:

0 = 〈pj, rk〉 = 〈rk +
k−1∑
i=0

βk,ipi, rk〉 = 〈rj, rk〉+
k−1∑
i=0

βk,i〈pi, rk〉 = 〈rj, rk〉.

Desse modo, como 〈rj, rk〉 = 〈rk, rj〉 = 0 temos o resultado desejado. Essas propriedades

nos serão úteis adiante.

Multiplicando ambos os lados da equação (14) por Apj, j < k teremos:

0 = 〈pk, Apj〉 = 〈rk, Apj〉+
∑k−1

i=0 βk,i〈pi, Apj〉

= 〈rk, Apj〉+ βk,j〈pj, Apj〉

βk,j = −〈rk, Apj〉
〈pj, Apj〉

.

(15)

A partir de agora vamos simplificar as expressões que definem α e β: multiplicando

ambos os lados de rj+1 = rj − αjApj por rk teremos: 〈rj+1, rk〉 = 〈rj, rk〉 + αj〈Apj, rk〉.

Agora, se j = k teremos

αk =
〈rk, rk〉 − 〈rk+1, rk〉

〈Apk, rk〉
.
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Agora, como 〈rk+1, rk〉 = 0 teremos:

αk =
‖rk‖22
〈Apk, rk〉

.

Finalmente, como pk = rk + βkpk−1 e pk é A ortogonal a pk−1 temos 〈Apk, rk〉 =

〈Apk, pk〉 e

αk =
‖rk‖22
‖pk‖2A

.

Analogamente, obteremos:

βk =
‖rk‖22
‖rk−1‖22

.

Algoritmo 6: Método dos Gradientes Conjugados (CG)

1 A, b, x0;
2 p0 = r0;
3 while ‖ri‖2 > tol do

4 αi =
‖ri‖22
‖pi‖2A

;

5 xi+1 = xi + αipi;
6 ri+1 = ri − αiApi;

7 βi =
‖ri+1‖22
‖ri‖22

;

8 pi+1 = ri+1 + βi+1pi.
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2 ANÁLISE DE ARTIGOS

Vamos apresentar neste caṕıtulo um histórico contendo o percurso do Algoritmo

de Inversa Aproximada (AINV) proposto por Benzi, Meyer e Tüma de 1996 até os últimos

resultados divulgados em 2016. Nesse percurso de 20 anos foram apresentadas diversas va-

riações do AINV, que foram pensadas para diferentes famı́lias de matrizes: não singulares,

simétricas e positivo definidas, não simétricas e positivo definidas, matrizesM e matrizes

H. Os focos teóricos dos trabalhos que discutiremos a seguir podem ser resumidos nos

seguintes tópicos:

• Os autores procuraram determinar para quais matrizes os seus respectivos algorit-

mos eram livre de quebra;

• Para que efetivamente fosse calculada uma inversa aproximada, os autores procura-

ram qual seria a melhor estratégia para que vetores e matrizes envolvidas em cada

iteração fossem esparsos. Tais estratégias eram chamadas de estratégias de descarte.

• Os autores procuraram reescalonamentos e reordenamentos que pudessem contribuir

com os resultados computacionais.

• Verificar qual é a fatoração de A−1 obtida ou até mesmo de A.

Dessa forma, a nossa discussão sobre o conteúdo é voltada quase que em sua

integralidade nos focos apresentados acima.

Uma procura particular nossa foi compreender em quais desses algoritmos a versão

bloco foi devidamente explorada e nenhuma prova matemática foi apresentada nos ra-

ros trabalhos sobre o tema. Assim, faremos um tratamento matemático nos caṕıtulos

posteriores.

2.1 A sparse approximate inverse preconditioner for the conjugate gradient method. [11]

Em 1996, Benzi, Meyer e Tüma, em [11], apresentaram a versão escalar do AINV

para matrizes simétricas e positivo definidas (SPD). A ideia é encontrar vetores Zi, i =

1, . . . , n conjugados por A, aonde An×n é SPD utilizando um processo baseado em Gramm-

Schmidt. Encontrados esses vetores forma-se a matriz Z tal que ZTAZ = D e, portanto,

A−1 = ZD−1ZT , com D matriz diagonal. As entradas da matriz D são chamadas de pivôs
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Algoritmo 7: AINV

1 z
(0)
i ← ei, i = 1, . . . , n;;

2 for 1← 1 to n do
3 for J ← i to n do

4 p
(i−1)
j ← aTi z

(i−1)
j

5 if i← n then
6 go to 11

7 for j ← i+ 1 to n do

8 z
(i)
j ← z

(i−1)
j −

p
(i−1)
j

p
(i−1)
i

z
(i−1)
i

9 D ← Diag(p1, p2, ..., pn) and Z ← (z1, z2, ..., zn)

e são calculadas como pi = aTi zi, aonde aTi é uma linha da matriz A. Assim, o AINV

calcula uma fatoração da inversa exata de A, o que é inviável para sistemas lineares de

grande porte. A viabilidade do algoritmo então se dá na construção dos vetores zi, quando

é implementada um descarte de entradas, para inserir uma estrutura esparsa em Z.

As principais dificuldades advindas desse procedimento estão relacionadas aos

pivôs: é posśıvel que pi deixe de ser positivo, podendo assim ser negativo (o que faz

com o que o precondicionador gerado não seja apropriado para o método do Gradiente

Conjugado) ou zero (o que pararia o processo).

No mesmo artigo, os autores concluem que o algoritmo é livre de quebra (ou seja,

não permite pivôs iguais a zero ou negativos) para duas famı́lias de matrizes: as matrizes

M e, mais geralmente para as matrizes H.

Uma possibilidade de investigação é uma consequência importante do resultado

acima: podemos realizar um ”shift”, ou seja, encontrar um α tal que A′ = A + αI é

diagonalmente dominante e toda matriz diagonalmente dominante é H.

No caso geral, é posśıvel encontrar matrizes com as quais o AINV quebra. Como

veremos mais adiante, o BAINV possui mais estabilidade que AINV escalar. Como mos-

traremos a seguir, o Bloco AINV possui maior estabilidade que o AINV escalar proposto

pelo artigo.

Quanto a implementação, os autores também propuseram uma modificação para

evitar quebras: quando o pivô pi for muito pequeno (menor que
√
εM , onde εM é a precisão

da máquina), deve ser trocado por max{√εM , µρθ}, com µ = 0.1, ρ é o máximo dentre

os p
(i−1)
j , j ≥ i e θ é a norma do infinito da coluna i de Z.
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Quanto à performance, em um conjunto de testes com matrizes retiradas da Matrix

Market, o AINV foi comparável ao IChol, tanto em número de iterações quanto em tempo

de execução.

2.2 A sparse approximate inverse preconditioner for nonsymmetric linear systems. [12]

Em 1998, Benzi e Tüma, [12], os autores apresentaram a versão não simétrica

do AINV. A ideia é encontrar duas matrizes W e Z tais que W TAZ = D e, então,

A−1 = ZD−1W T , com um processo conhecido como Biconjugação. O algoritmo foi essen-

cialmente proposto por Fox, [38].

No Algoritmo 8 abaixo, cTi representa a i-ésima coluna de AT .

Algoritmo 8: NS AINV

1 w
(0)
i = z

(0)
i ← ei, i = 1, . . . , n;

2 for i← 1 to n do
3 for j ← 1 to n do

4 p
(i−1)
j ← aTi z

(i−1)
j ;

5 q
(i−1)
j ← cTi w

(i−1)
j ;

6 if i← n then
7 go to 9

8 for j ← i+ 1 to n do

9 z
(i)
j ← z

(i−1)
j −

p
(i−1)
j

p
(i−1)
i

z
(i−1)
i ;

10 w
(i)
j ← w

(i−1)
j −

q
(i−1)
j

q
(i−1)
i

w
(i−1)
i ;

11 D ← Diag(p1, p2, ..., pn), Z ← (z1, z2, ..., zn) and W ← (w1, w2, ..., wn).

Uma observação essencial aqui é que, em aritmética exata:

pi = wT
i Azi = zTi A

Twi = qi

Queremos chamar atenção para o seguinte fato importante: os pivôs pi podem ser

escritos como razão dos menores principais de A:

pi =
∆i

∆i−1
, (i = 1, . . . , n)

aonde ∆i denota o menor principal de ordem i de A e ∆0 = 1. Portanto, o Algoritmo
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não quebra se e somente se todos os menores principais são não nulos. Esse fato será

generalizado para o contexto bloco mais adiante.

No texto os autores conclúıram que o Algoritmo 8 com descarte é livre de quebras

para matrizes H, mas que pode produzir um precondicionar G tal que I −GA tenha raio

espectral maior do que 1 (ao contrário do ILU), mesmo no caso simétrico de matrizesM,

o que compromete a performance tal qual é o caso da matriz:
2 −1 0

−1 2 −1

0 −1 1

 ,

que, aplicado ao AINV, com descarte por tolerância de 0.5 produz G com ρ(I − GA) =

1.2153. Um resultado também importante é que se A é umaM matriz e G = Z̃D̃−1W̃ T ≈

A−1 teremos:

DA ≤ G ≤ A−1,

ou mais geralmente, se G1 e G2 são duas aproximações da inversa de A de tal maneira

que o descarte usado em G1 seja maior que o descarte usado em G2 então

DA ≤ G1 ≤ G2 ≤ A−1.

Os experimentos numéricos se deram nos métodos QMR, Bi-CGSTAB e o GMRES

com restarte de 20 passos. Baseados em muitos testes numéricos, os autores conclúıram

que o precondicionador pode ser usado para enriquecer muitos solvers diferentes e que o

raio de convergência é comparável, em média, com o ILU(0).

2.3 Robust Approximate Inverse Preconditioning for the Conjugate Gradient Method.

[14]

Em 2000, Benzi, Cullum e Tüma, [14], apresentaram uma versão livre de quebra e

estabilizada do AINV para matrizes SPD: o SAINV.

Nessa versão, a formulação de pi = aTi zi é trocada por pi = zTi Azi, que é feita em

dois passos: vi = Azi e pi = vTi zi. Como A é SPD, pi > 0, mesmo que zi seja alterado (não

anulado totalmente). Quando não há descarte, essas duas formulações são equivalentes,
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Algoritmo 9: SAINV

1 z
(0)
i ← ei, i = 1, ..., n;

2 for i← 1 to n do

3 vi ← Az
(i−1)
i ;

4 for j ← i to n do

5 p
(i−1)
j ← vTi z

(i−1)
j ;

6 if i← n then
7 go to 10

8 for j ← i+ 1 to n do

9 z
(i)
j ← z

(i−1)
j −

p
(i−1)
j

p
(i−1)
i

z
(i−1)
i ;

10 D ← diag(p1, p2, ..., pn) and Z ← (z1, z2, ..., zn).

como mostraremos mais adiante. Os autores respondem a uma pergunta central: Qual é o

custo dessa nova forma de calcular os pivôs? Num primeiro olhar, parece que o Algoritmo

9 requer n produtos matriz-vetor. Para ver que isso não é verdade, os autores argumentam

os vetores zi são mantidos esparsos, de modo que os produtos matriz-vetor são efetuados

no modo esparso-esparso. Assim, vi é formado a partir de poucas colunas de A (aquelas

que correspondem aos não-zeros de zi) e, adicionalmente, como, zi é triangular superior,

somente as i primeiras colunas de A entram no cálculo. Portanto, o custo é de ordem n

do sistema.

Os autores apresentam também um método, devido a Axelsson e Kolotilina, [6]

e [7], que encontra uma matriz M que possui uma relação direta com uma dada matriz

SPD A. A ideia é dividir A em duas partes: A = B + R, aonde R contém todas as

entradas positivas fora da diagonal de A e tomar a matriz Â = B+∆, aonde ∆ é a matriz

diagonal que satifaz ∆e = Re, com e vetor só de 1’s. Assim, Â = A + (∆ − R) é uma

matriz associada a matriz A que é M. O AINV clássico pode ser perfeitamente aplicado

a Â sem quebras.

Quanto a performance, os autores recomendam o uso de um rescalonamento da

matriz, como o rescalonamento pela diagonal (Jacobi), e o uso de um reordenamento

da matriz com MMD (Minimum Multiple Degree). Atualmente, o Matlab recomenda o

uso do AMD (Approximate Minimum Degree), [4]. Os autores concluem que o SAINV

é um precondicionador confiável, tanto em número de iterações quanto em tempo de

precondicionamento e que não precisa de uma forma esparsa pré-estabelecida e, sim,
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de uma tolerância para as entradas da matriz Z, tipicamente, 10−1. Os experimentos

mostraram que o SAINV é superior a outros precondicionadores paralelizáveis tais como

o de Jacobi, o precondicionador polinômio de mı́nimos quadrados e o FSAI.

2.4 Refining an Approximate Inverse. [22]

Ainda em 2000, Bridson e Tang, [22] apresentaram o trabalho ”Refining an Ap-

proximate Inverse”. Os autores apresentam uma versão não simétrica para o SAINV (que

não é livre de quebras).

Algoritmo 10: SAINV-NS

1 w
(0)
i = z

(0)
i ← ei, i = 1, . . . , n;

2 for j ← 1 to n do
3 l← Azj;
4 u← wT

j A;

5 djj ← uzj or wT
j l, whichever is cheapest;

6 for i > j and li 6= 0 do

7 wi ← wi − drop(
li
djj

wj);

8 for i > j and ui 6= 0 do

9 zi ← zi − drop(
ui
djj

zj);

10 Return D, Z and W

A fatoração que se pretende obter é A−1 = ZD−1WT. Nós devemos observar que

o descarte é suavemente diferente do praticado no NS-AINV. No Algoritmo 8 primeiro

avaliamos o valor de |zi| e depois o descartamos. Aqui, primeiro avaliamos
ui
djj

zj para

saber se devemos atualizar zi.

No mesmo os autores propõem uma versão em bloco, não simétrica para o SAINV,

que foi mais lenta que o SAINV na maior parte dos exemplos:

2.5 Stabilized and Block Approximate Inverse Preconditioners for Problens in Solid and

Structural Mechanics, [10]

Em 2001, Benzi, Kouhia e Tůma apresentaram o trabalho ”Stabilized and Block

Approximate Inverse Preconditioners for Problens in Solid and Structural Mechanics”,

[10]. No texto é apresentada uma a versão simétrica em bloco do SAINV que é, na-

turalmente, livre de quebras para matrizes Simétricas e Positivo Definidas. Os autores
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Algoritmo 11: SBAINV-NS

1 W
(0)
i = Z

(0)
i ← Ei;

2 Get block row i of A: R;
3 for j < i, Uji 6= 0 (determined by symbolic factorization) do
4 Wi ← Wi −Wj(RZjD

−1
jj )T ;

5 ;
6 Get block column i of A: C for j < i, Lji 6= 0 (determined by symbolic

factorization) do
7 Zi ← Zi −Wj(D

−1
jj WjC);

8 Set Dii = W T
i AZi. Return D, Z and W .

recomendam ainda o uso de um rescalonamento de Bloco Jacobi, que calcula os fatores

de Cholesky dos blocos diagonais de A, isto é, Aii = LiL
T
i e faz Â = G−1AG−T , aonde

G = diag(L1.L2, . . . , LN).

O bloco Aij tem ordem ni × nj e a i-ésima linha de A é denotada por AT
i =

[Ai1 Ai2 . . . AiN ].

Algoritmo 12: SBAINV

1 Z
(0)
i ← Ei, i = 1, . . . , n;

2 for i← 1 to n do

3 Vi ← AZ
(i−1)
i ;

4 for j ← i to n do

5 P
(i−1)
j ← V T

i Z
(i−1)
j ;

6 if i = n then
7 go to 10

8 for j ← i+ 1 to n do

9 Z
(i)
j ← Z

(i−1)
j − Z(i−1)

i (P
(i−1)
i )−1P

(i−1)
j ;

10 D ← Diag(P1, P2, ..., Pn) and Z ← (Z1, Z2, ..., Zn).

Os autores salientam que a estrutura em blocos pode surgir, tanto naturalmente,

da discretização do problema real, como por exemplo, quando usamos o método dos

elementos finitos para discretizar uma equação diferencial parcial, quanto artificialmente,

caso melhore o desempenho. Os autores consideram ainda dois tipos de descarte: o

absoluto, quando uma entrada é descartada se é menor que um parâmetro pré-estabelecido

e o descarte relativo, quando uma entrada é descartada se é menor que um parâmetro

multiplicado pela norma da linha de A fixada na iteração.

Primeiramente, os autores comparam o AINV escalar com descarte de preenchi-

mento zero (nesse caso o preenchimento de Z deve ser igual ao preenchimento da parte



33

triangular superior de A) com o BAINV sem rescalonamento, com rescalonamento de

Jacobi e com rescalonamento de Bloco Jacobi e concluem que, essa ordem vai do pior pre-

condicionador para o melhor no caso da matriz S3RMQ4M1. Na sequência, o SBAINV

é comparado a outros precondicionadores como o Ichol, com o Ichol de Ajiz-Jennings em

blocos, [1], e com o SAINV. Os autores concluem que o SAINV é um precondicionador

atrativo e que o SBAINV tem uma convergência suavemente mais lenta que versão escalar,

mas que pode ser mais eficiente que o confiável precondicionador de Ajiz-Jennings.

2.6 A Robust Preconditioner with Low Memory Requirements for Large Sparse Least

Squares Problems. [15]

Em 2003 foi a vez de Benzi e Tüma apresentarem o trabalho ”A Robust Precondi-

tioner with Low Memory Requirements for Large Sparse Least Squares Problems”, [15].

A proposta dos autores foi resolver um problema de mı́nimos quadrados da forma

min
x∈Rn

‖b− Ax‖,

onde A é grande e esparsa, de ordem m × n, com posto completo. Naturalmente, as

técnicas dos autores são aplicáveis no caso m = n, mas o caso de maior interesse é

quando m > n. O sistema modificado é Cx = f, C = ATA, f = AT b. Métodos diretos

esparsos são confiáveis, mas podem ser caros quanto ao armazenamento e número de

operações. A alternativa são métodos iterativos. O algoritmo que será utilizado pelos

autores é CGLS, o que significa que precisamos de um bom precondicionador. Nesse

trabalho, os autores apresentaram o RIF(Robust Incomplete Factorization), que encontra

um precondicionador para o método dos mı́nimos quadrados usando C-ortogonalização.

Como C = ATA é simétrico e positivo definido, já que A tem posto completo, a maneira

como isso será feita é através do SAINV. O desejo é que esse precondicionador tenha as

seguintes propriedades:

• Nenhuma entrada de C = ATA precise ser explicitamente calculada.

• A fatoração incompleta não quebre;

• O armazenamento intermediário seja insignificante.
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A primeira propriedade é garantida pelo seguinte fato: o SAINV calcula vetores zi

e zj tais que zTi Czj = 0. Assim, 0 = zTi Czj = zTi A
TAzj = (Azi)

TAzj e ATA não precisa

ser explicitamente calculada. O segundo fato é garantido pelo SAINV já que C é matriz

simétrica e positivo definida.

Os autores comentam também que pode ser vantajoso escalar as linhas de A para

‖a‖2 = 1 (isto é, C tem diagonal unitária), pois isso tende a melhorar o condicionamento

das equações normais e ajuda a utilizar uma tolerância de descarte absoluta τ . Um

comentário importante dos autores é que, tipicamente, o produto interno de AZi com AZj

é zero (eles não possuem entradas não nulas nas mesmas posições) e que a implementação

deve fazer uso de informação estrutural para evitar checar quais produtos são zero, o que

corresponderia a O(n2) operações.

Duas variações podem ser obtidas: os vetores Z̃i são armazenados, que são as

colunas do fator Z, já os multiplicadores 〈zi, zj〉C/〈zj, zj〉C são descartados depois de

usados.

Um segundo algoritmo é proposto quando escolhemos armazenar os multiplicadores

e descartar os vetores Zi assim que são usados para formar as partes correspondentes

do fator de Cholesky L = [lij] de C. Deste modo, o algoritmo calcula uma fatoração

incompleta de Cholesky sem cálculo de ráızes quadradas C = ATA ≈ L̃D̃L̃. Note que

d̃j = z̃jCz̃j > 0, pois C é matriz SPD e o algoritmo também é livre de quebra e, por isso,

é chamado de RIF (Robust Incomplete Factorization).

Nesse ponto há uma observação importante, não há versões em bloco dos métodos

descritos acima, podendo ser objeto de pesquisa. Porém, o RIF, possui um concorrente de

peso: O BIF (Balanced Incomplete Factorization), [23,25,26]. Nessa versão, é utilizada a

fórmula de Shermonn-Morrison para criar a fatoração incompleta.

2.7 An Improvement of Sainv and Rif Precondtionings of CG Method by Double Drop-

ping Strategy. [39]

Em 2004, foi a vez de Seiji Fujino e Yusuke Ikeda, [39] apresentarem sua versão do

SAINV: o ISAINV, aonde esse I se refere a improved.

Essa versão utiliza uma estratégia diferente de descarte: além do descarte por to-

lerância da magnitude de uma entrada de Z, antes a magnitude de p
(i−1)
j /p

(i−1)
i é avaliada.

Caso essa magnitude seja menor que uma tolerância previamente definida (e possivelmente
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Algoritmo 13: ISAINV

1 z
(0)
i ← ei, i = 1, ..., n;

2 for i← 1 to n do

3 vi ← Az
(i−1)
i ;

4 for j ← i to n do

5 p
(i−1)
j ← vTi z

(i−1)
j ;

6 if i = n then
7 go to 13

8 for j ← i+ 1 to n do
9 if |dj/di| > tol − 2 then

10 for k ← 1 to i do

11 if |z(i−1)jk −
p
(i−1)
j

p
(i−1)
i

z
(i−1)
ik | > tol − 1 then

12 z
(i)
j ← z

(i−1)
j −

p
(i−1)
j

p
(i−1)
i

z
(i−1)
i ;

13 D ← Diag(p1, p2, ..., pn) and Z ← (z1, z2, ..., zn).

diferente da tolerância nas entradas de Z), a coluna de Zj não será atualizada na i-ésima

iteração. Os autores também propôem que essa mesma estratégia pode ser usada no RIF,

gerando o IRIF. Os testes indicaram que o IRIF é um precondicionador confiável e que, em

geral, produz uma densidade (razão entre não zeros de Z por não zeros de A) muito baixa

comparado aos demais precondicionadores, a saber o Sainv, o Isainv e o próprio RIF. Os

autores concluem que o número de iterações e o tempo total (precondicionamento mais

aplicação) podem ser significativamente menores. No entanto, os autores comentam que o

IRIF não é tão efetivo para problemas advindos do Métodos dos Elementos Finitos (FEM,

na sigla em inglês) aplicados a problemas de Mecânica dos Sólidos e que, portanto, há

espaço para trabalhos futuros.

Nesse sentido, há espaço para uma futura implementação do ISBAINV. Já que

essa proposta de descarte não é utilizada no contexto de matrizes em bloco.

2.8 New breakdown-free variant of AINV method for nonsymmetric positive definite

matrices. [66]

Em 2008, Rafiei e Toutounian apresentaram o trabalho New breakdown-free variant

of AINV method for nonsymmetric positive definite matrices. O objetivo é apresentar
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uma variante do AINV para matrizes não simétricas e positivo definidas (NSPD). Os

autores utilizam uma forma recursiva para obter os pivôs e mostram que não é preciso

utilizar a biconjugação. Eles demonstram que p
(i−1)
j = wTAej e, assim conseguem provar

mais geralmente que:

p
(i−1)
j = aij −

i−1∑
k=1

p
(k−1)
j

p
(k−1)
k

q
(i−1)
i , 1 ≤ i ≤ j ≤ n.

Analogamente,

q
(i−1)
j = aji −

i−1∑
k=1

q
(k−1)
j

q
(k−1)
k

p
(i−1)
i , 1 ≤ i ≤ j ≤ n.

Um comentário importante, essas relações aqui, são ajustáveis para o caso bloco. Por-

tanto, o algoritmo proposto posteriormente é, também, ajustável para blocos.

Usando as relações acima e o fato de que A−1 = ZD−1WT e, consequentemente,

Z−1 = U = D−1W TA, aonde U é o fator triangular superior da fatoração LDU, conclui-

se que uij =
p
(i−1)
j

p
(i−1)
i

. Assim, como p
(i−1)
j pode ser calculado sem o conhecimento de Z,

podemos calcular a matriz U conhecendo apenas W .

A fatoração desejada é A−1 = U−1D−1WT. Agora, para calcular U−1 usaremos a

série de Newmann com truncamento de quarta ordem:

U−1 ≈ I + (I − U) + (I − U)2 + (I − U)3 + (I − U)4.

O Algoritmo 14 descreve esta implementação.

Quantos aos experimentos, o conjunto de testes mostrou que o precondicionador é

efetivo em reduzir o custo de sua construção, além de reduzir a densidade do precondici-

onador. Como os próprios autores dizem:

Numerical experiments show that the new preconditioner is effective at redu-

cing the number of iterations and is sparser and cheaper (in terms of precon-

ditioning costs and total costs) than the well-known AINV-A preconditioner.

Also we can conclude that SAINV-NS (SAINV-VAR) is a robust and effective

preconditioner for iterative methods to obtain the solution of large and sparse

nonsymmetric systems of linear equations.

O algoritmo AINV-A foi desenvolvido por Kharchenko e outros, e nada mais é que
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Algoritmo 14: SAINV-VAR

1 w
(0)
i ← ei, i = 1, ..., n;

2 for i← 1 to n do

3 vi ← Aw
(i−1)
i ;

4 q
(i−1)
i ← (w

(i−1)
i )Tvi;

5 p
(i−1)
i ← q

(i−1)
i ;

6 if i = n then
7 go to 13

8 for j ← i+ 1 to n do

9 q
(i−1)
j ← (w

(i−1)
j )Tvi;

10 p
(i−1)
j ← aij −

∑i−1
k=1 ukjq

(i−1)
i ;

11 uij ←
p
(i−1)
j

p
(i−1)
i

;

12 w
(i)
j ← w

(i−1)
j −

q
(i−1)
j

q
(i−1)
i

w
(i−1)
i ;

13 wi ← w
(i−1)
i and qi ← q

(i−1)
i . Return W ← [w1, ..., wn], U ← [Uij]ij and

D ← diag(p1, ..., pn).

o SAINV, feito de modo independente em [51].

Há um caminho muito natural de se propor este resultado para o caso bloco. E

isto pode ser tema de investigação.

2.9 A Sparse Approximate Inverse Preconditioner for Nonsymmetric Positive Definite

Matrices. [75]

Em 2010, Salkuyeh, [75], apresentou o trabalho ”A Sparse Approximate Inverse

Preconditioner for Nonsymmetric Positive Definite Matrices”, na qual propõe um método

baseado no FFAPINV, de 2002, [82], só que para matrizes não simétricas e positivo defi-

nidas. O texto de Lee e Zhang mostra que o FFAPINV está bem definido para matrizes

M. Já a versão de Salkuyeh, pode ser aplicada a qualquer matriz NSPD. Salkuyeh

também mostrou em um trabalho anterior que, sem descarte, o AINV e o FFAPINV são

matematicamente equivalentes, [76].

Vamos rever o FFAPINV: queremos encontrar matrizes W e Z tais que WAZ = D,

com D matriz diagonal. Para tal, as linhas da matriz W e as colunas Z são constrúıdas

recursivamente, a partir da identidade e das colunas previamente constrúıdas, isto é,



38

z1 = e1 e:

zj = ej +

j−1∑
i=1

αizi, j = 2, . . . , n.

Analogamente,

wj = eTj +

j−1∑
i=1

βiwi, j = 2, . . . , n.

Assim, primeiramente, observe que d1 = wiAzi = a11. Agora, para k = 1, . . . , j− 1 temos

0 = wkAzj

= wkAej +
∑j−1

i=1 αiwkAzi

= wkA∗j + αkwkAzk

= wkA∗j + αkdk

Assim,

αk = −wkA∗j
dk

, k = 1, . . . , j − 1.

Do mesmo modo, obtemos que:

βk = −Aj∗zk
dk

, k = 1, . . . , j − 1.

Algoritmo 15: FFAPINV

1 z
(0)
1 ← e1;w1 = eT1 , i = 1, ..., n;

2 for j ← 2 to n do
3 zj ← ej, wj ← eTj ;

4 for i← 1 to j − 1 do

5 αk ← −
wkA∗j
dk

;

6 βk ← −
Aj∗zk
dk

;

7 if |αk| > τ then
8 zj ← ej + αizi;

9 if |βk| > τ then
10 wj ← eTj + βiwi;

11 Drop entries of zj and wj whose absolute values are smaller than τ

12 dj ← wjAzj

Devemos observar que o descarte é avaliado nos multiplicadores zα e β antes de
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atualizar as colunas de Z e W .

Afim de construir o FFAPINV para matrizes não Simétricas e positivo xefinidas

(NSPD), precisamos primeiramente observar que dj = zTj Azj = wjAw
T
j para j = 1, . . . , n.

De fato, como WAZ = D segue que ZTAZ = ZTW−1D. Assim, como ZTW−1D é

triangular inferior e diag(ZTW−1D) = D, podemos concluir que diag(ZTAZ) = D e,

portanto, dj = zTj Azj. A segunda igualdade demonstra-se de modo análogo. Dessa

discussão temos que dj > 0 para matrizes NSPD.

Algoritmo 16: FFAPINV-NSPD

1 z
(0)
i ← ei;w1 ← eT1 , i = 1, ..., n;

2 for j ← 2 to n do
3 zj ← ej, wj ← eTj ;

4 for i← 1 to j − 1 do

5 αk ← −
wkA∗j
dk

;

6 βk ← −
Aj∗zk
dk

;

7 if |αk| > τ then
8 zj ← ej + αizi;

9 if |βk| > τ then
10 wj ← eTj + βiwi;

11 Drop entries of zj and wj whose absolute values are smaller than τ

12 dj ← Aj∗zk;
13 if dj = 0 then
14 dj ← wjAzj

Quantos aos experimentos, os autores puderam concluir que FFAPINV-NSPD é

muito efetivo e melhora tanto o número de iterações quanto o tempo de convergência da

CPU. Os testes indicaram ainda que FFAPINV-NSPD se mostrou melhor que o SAINV-

NS.

2.10 Robust Incomplete Factorization for Nonsymmetric Matrices. [67]

Em 2011 Rafiei e Bollhöfer apresentaram o trabalho ”Robust incomplete facto-

rization for nonsymmetric matrices”. Nele, os autores propuseram o RIF-NS(sigla do

algoritmo que dá nome ao artigo). O algoritmo faz biconjugação e um dos focos prin-

cipais são as estratégias de descarte propostas, que empregam as técnicas que o próprio

Bollhöfer utiliza em trabalhos anteriores, [18], [19], [21].
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A versão “right-looking” é apresentada no Algoritmo 17.

Algoritmo 17: Right-looking AINV with extraction of L and U

1 z
(0)
i ← ei;w1 ← e1, i = 1, ..., n;

2 for i← 1 to n do
3 vi ← Aei, ui ← AT ei {not positive definite};
4 vi ← Aw

(i−1)
i , ui ← Az

(i−1)
i {positive definite};

5 q
(i−1)
i ← (w

(i−1)
i )Tvi, p

(i−1)
i ← (z

(i−1)
i )Tui;

6 dii ← q
(i−1)
i or p

(i−1)
i ;

7 for j ← i+ 1 to n do

8 q
(i−1)
j ← (w

(i−1)
j )Tvi, p

(i−1)
j ← (z

(i−1)
j )Tui;

9 Lji ←
q
(i−1)
j

q
(i−1)
i

, Uij ←
p
(i−1)
j

p
(i−1)
i

;

10 apply a dropping rule to Lji and Uij;

11 w
(i)
j ← w

(i−1)
j −

q
(i−1)
j

q
(i−1)
i

w
(i−1)
i , z

(i)
j ← z

(i−1)
j −

p
(i−1)
j

p
(i−1)
i

z
(i−1)
i ;

12 for all l ≤ i apply a dropping rule to w
(i)
lj and z

(i)
lj

13 Let zi ← z
(i−1)
i and wi ← w

(i−1)
i for 1 ≤ i ≤ n;

14 Z ← [z1, . . . , zn],W ← [w1, . . . , wn] and D ← diag[dii].

A estratégia de descarte aqui tem um destaque especial: o uso do critério natural,

ou seja, o uso de dois parâmetros εZ e εW tais que

|w(i)
lj | < εW , |z(i)lj | < εZ ,

para 1 ≤ l < i < j ≤ n é feito na maioria dos textos. Porém, se nenhuma descarte é feito

em Lij e Uij, então as matrizes L e U tendem a ser densas. No texto de Benzi et al., [15],

isso é realizado com filtragem posterior, que, na prática é utilizar outros dois parâmetros

εL e εU de modo que são descartados os termos tais que

|Lji| < εL, |Uij| < εU .

Rafiei e Böllhofer sugerem usar então usar o mesmo parâmetro εL,W para L e W , bem

como εU,Z para U e Z que satisfazem as seguintes relações:

|w(i)
lj | < εL,W , |z(i)lj | < εU,Z ,
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e também

|Lji|‖W:,i‖∞ < εL,W , |Uij|‖Z:,i‖∞ < εU,Z .

Rafiei e Böllhofer sugerem usar então usar o mesmo parâmetro εL,W para L e W , bem

como εU,Z para U e Z que satisfazem as seguintes relações:

|w(i)
lj | < εL,W , |z(i)lj | < εU,Z ,

e também

|Lji|‖W:,i‖∞ < εL,W , |Uij|‖Z:,i‖∞ < εU,Z .

Uma outra formulação usa, novamente a relação

p
(i−1)
j = aij −

i−1∑
k=1

p
(k−1)
j

p
(k−1)
k

q
(j−1)
i , 1 ≤ i ≤ j ≤ n,

de modo que,

p
(i−1)
j = aij −

i−1∑
k=1

LikdkkUkj.

Essas identidades geram o Algoritmo 18.

No Algoritmo 18 as entradas w
(i)
lj e Lji são descartadas com a mesma tolerância

εL,W . Logo após, depois de aproximar o valor de ‖eTi U−T‖∞, pelo Algoritmo 19, os valores

Uij são descartados usando |Uij‖eTi U−T‖∞ < εU .

Os autores apresentam também a versão left-looking do Ainv:

Jã a versão Left-looking do RIF-NS é:

Por fim, os autores propõem ainda um novo scaling simétrico para preservar a

positividade definida: Suponha que Ã = DLA = (ãij), aonde DL é definida por:

DL = diag(dL11, . . . , d
L
nn), dLii =

a

maxj|aij|
.

Suponha também que B = ÃDR = (bij) com DR definida por:

DR = diag(dR11, . . . , d
R
nn), dRjj =

a

maxi|ãij|
.

Dessas definições conclúımos que maxi |bij| ≤ 1, maxj |bij| ≤ 1. Defina a matriz
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Algoritmo 18: Right-looking RIF-NS

1 w
(0)
i ← ei, 1 ≤ i ≤ n;

2 for i← 1 to n do
3 vi = Aei {not positive definite};
4 vi = Aw

(i−1)
i {positive definite};

5 dii = p
(i−1)
i = q

(i−1)
i = (w

(i−1)
i )Tvi;

6 for j ← i+ 1 to n do

7 q
(i−1)
j = (w

(i−1)
j )Tvi;

8 Lji =
q
(i−1)
j

q
(i−1)
i

;

9 apply a dropping rule to Lji;

10 w
(i)
j = w

(i−1)
j −

q
(i−1)
j

q
(i−1)
i

w
(i−1)
i ;

11 for all l ≤ i apply a dropping rule to w
(i)
lj

12 p
(i−1)
j = aij, i+ 1 ≤ j ≤ n;

13 for k ← 1 to n do
14 for j ← i+ 1 to n do

15 p
(i−1)
j = p

(i−1)
j − LikdkkUkj;

16 Uij =
p
(i−1)
j

p
(i−1)
i

, i+ 1 ≤ j ≤ n;

17 apply a dropping rule to Uij;

18 Let wi = w
(i−1)
i for 1 ≤ i ≤ n;

19 W = [w1, w2, . . . , wn], D = diag[dii].

escalada M = DAD, onde

D = diag(d11, . . . , dnn), dii =
√
dLiid

R
ii .

Podemos concluir que:

|mij||mji| = (dii|aij|djj)(djj|aji|dii)

= (dLii|aij|dRjj)(dLjj|aji|dRii)

|bij||bji| ≤ 1

.

Portanto, |mij| ≤ 1 ou |mij| ≤ 1. Como M é positivo definida então (mij + mji)
2 ≤

4miimjj = 4biibjj ≤ 4. Assim, se |mij| ≤ 1 então mji ≤ 3 e se |mji| ≤ 1 então mij ≤ 3, de

modo que M é limitada.
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Algoritmo 19: Condition Estimator

1 On entry: Unit upper triangular matrix U = (Uij);
2 On return: t = (t1, . . . , tn) such that ti ≈ ‖eTi U−T‖∞;
3 u = (u1, . . . , un) = (0, . . . , 0)T ;
4 v = (v1, . . . , vn) = (0, . . . , 0)T ;
5 for i← 1 to n do
6 x+ = 1− vi,x− = −1− vi;
7 y+ = 1− ui,y− = −1− ui, n+ = n− = 0;
8 Let I be the set of column indices of the nonzero entries of Uii+1, . . . , Uin;
9 v+ = ‖(vj + Uijx+)j∈I‖1, v− = ‖(vj + Uijx−)j∈I‖1;

10 if v+ > v− then
11 xi = x+ else
12 xi = x−

13 for j ∈ I do
14 vj = vj + Uijxi

15 for j ∈ I do
16 if |uj + Uijy+| > max(2|uj|, 1/2) then
17 n+ = n+ + 1

18 if max(2|uj + Uijy+|, 1/2) < |uj| then
19 n+ = n+ − 1

20 if |uj + Uijy−| > max(2|uj|, 1/2) then
21 n− = n− + 1

22 if max(2|uj + Uijy−|, 1/2) < |uj| then
23 n− = n− − 1

24 if n+ > n− then
25 yi = y+ else
26 yi = y−

27 for j ∈ I do
28 uj = uj + Uijyi

29 ti = max(|x+|, |x−|, |y+|, |y−|).

Quanto aos experimentos, os autores conclúıram que, além de livre de quebras

para matrizes positivo definidas, as novas estratégias de descarte tornam o precondicio-

nador mais robusto. Os autores puderam observar também que, ambas ambas as versões

(left-looking e right-looking) são efetivas em reduzir o número de iterações dos métodos

de Krylov com precondicionamento, mas que a versão left-looking apresentou melhores

resultados. Além disso, a versão left-looking foi mais rápida e mais apropriada em termos

de geração e armazenamento dos fatores L e U .
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Algoritmo 20: Left-looking AINV with extraction of L and U

1 for i← 1 to n do

2 z
(0)
i ← ei;wi ← ei;

3 for j ← 1 to i− 1 do

4 q
(j−1)
i = (w

(j−1)
i )TAej, p

(j−1)
i = (z

(j−1)
i )TAT ej;

5 Lij =
q
(j−1)
i

q
(j−1)
j

, Uji =
p
(j−1)
i

p
(j−1)
j

;

6 apply a dropping rule to Lij and Uji;

7 w
(j)
i = w

(j−1)
i − q

(j−1)
i

q
(j−1)
j

w
(j−1)
j , z

(j)
i = z

(j−1)
i − p

(j−1)
i

p
(j−1)
j

z
(j−1)
j ;

8 for all l ≤ i apply a dropping rule to w
(i)
lj and z

(i)
lj

9 ;

10 q
(i−1)
i = (w

(i−1)
i )TAei, p

(i−1)
i = (z

(i−1)
i )TAT ei (not positive definite);

11 q
(i−1)
i = (w

(i−1)
i )TAw

(i−1)
i , p

(i−1)
i = (z

(i−1)
i )TAT z

(i−1)
i (positive definite);

12 dii = q
(i−1)
i or p

(i−1)
i

13 Let zi ← z
(i−1)
i and wi ← w

(i−1)
i for 1 ≤ i ≤ n;

14 Z = [z1, . . . , zn],W = [w1, . . . , wn] and D = diag[dii].

2.11 Left-looking Version of AINV Preconditioner with Complete Pivoting Strategy. [68]

Em 2014, o trabalho “Left-looking version of AINV preconditioner with com-

plete pivoting strategy”, de Rafiei, [68], discute sobre o AINV aplicado a matrizes não

simétricas. Baseado no trabalho de Bollhöfer e Saad, [20], que apresentaram uma es-

tratégia de pivoteamento completo para a versão right-looking, o autor verifica a eficácia

do método na versão left-looking. O Algoritmo 22 fica com as seguintes entradas e sáıdas:

Entradas: A ∈ Rn×n, tolerâncias τw e τz ambos em ]0, 1] e um fator de pivoteamento

α ∈]0, 1]. Sáıdas: (ΠAΣ)−1 ≈ ZD−1W T .

Da Tabela 1 a Tabela 14 apresentamos, esquematicamente, os diversos artigos

discutidos até aqui.
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Algoritmo 21: Left-looking RIF-NS

1 for i← 1 to n do

2 w
(0)
i ← ei;

3 for j ← 1 to i− 1 do

4 q
(j−1)
i = (w

(j−1)
i )TAej;

5 Lij =
q
(j−1)
i

q
(j−1)
j

apply a dropping rule to Lji;

6 w
(i)
j = w

(i−1)
j − q

(j−1)
i

q
(i−1)
i

w
(i−1)
i ;

7 for all l ≤ j apply a dropping rule to w
(j)
li

8 dii = p
(i−1)
i = q

(i−1)
i = (w

(i−1)
i )TAei (not positive definite);

9 dii = p
(i−1)
i = q

(i−1)
i = (w

(i−1)
i )TAw

(i−1)
i (positive definite);

10 p
(i−1)
j = aij, i+ 1 ≤ j ≤ n;

11 for k ← 1 to n do
12 for j ← i+ 1 to n do

13 p
(i−1)
j = p

(i−1)
j − LikdkkUkj;

14 Uij =
p
(i−1)
j

p
(i−1)
i

, i+ 1 ≤ j ≤ n;

15 apply a dropping rule to Uij;

16 Let wi = w
(i−1)
i for 1 ≤ i ≤ n;

17 W = [w1, w2, . . . , wn], D = diag[dii].
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Algoritmo 22: Left-looking version of A-biconjugation process with complete
pivoting and dropping

1 Π = Σ = In;
2 for i← 1 to n do
3 mi ← ni ← 0, iter ← 0, satisfiedp = satisfiedq = false;
4 while Not satisfiedq do

5 z
(0)
i = ei, iter ← iter +1;

6 for j ← 1 to i− 1 do

7 p
(j−1)
i ← eTj (ΠAΣ)z

(j−1)
i . z

(j)
i = z

(j−1)
i − p

(j−1)
i

p
(i−1)
i

z
(j−1)
j , For all l ≤ j

apply dropping rule to z
(j)
li if its absolute value is less than τZ .

8 if iter = 1 then

9 q
(i−1)
i = eTi (ΠAΣ)z

(i−1)
i , Else q

(i−1)
i = p

(i−1)
i .

10 for j ← i+ 1 to n do

11 q
(i−1)
i = eTj (ΠAΣ)z

(i−1)
i

12 if |q(i−1)i | < αmaxm≥i+1|q(i−1)m | then

13 mi = mi + 1, π
(i−1)
mi = In, satisfiedp = false. Choose k such that

|q(i−1)k | = maxm≤i+1|q(i−1)m |. Interchange rows i and k of π
(i−1)
mi and

elements q
(i−1)
i and q

(i−1)
k and Π = π

(i−1)
mi Π.

14 satisfiedq = true. if Not satisfiedp then

15 w
(0)
i = ei. for j ← 1 to i− 1 do

16 q
(j−1)
i = (w

(j−1)
i )T (ΠAΣ)ej. w

(j)
i = w

(j−1)
i − q

(j−1)
i

w
(j−1)
j

w
(j−1)
j , For all

l ≤ j apply dropping rule to w
(j)
li if its absolute value is less

than τW .

17 p
(i−1)
i = q

(i−1)
i . if |p(i−1)i | < αmaxm≥i+1|p(i−1)m | then

18 ni = ni + 1, σ
(i−1)
mi = In. satisfiedp = false. Choose l such that

|p(i−1)l | = maxm≤i+1|p(i−1)m |. Interchange rows i and l of σ
(i−1)
mi

and elements p
(i−1)
i and p

(i−1)
l . Σ = Σσ

(i−1)
mi .

19 satisfiedq = true.

20 dii = q
(i−1)
i .
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AINV

AUTORES Benzi, Meyer e Tüma

ANO 1996

CONCEBIDO PARA Matrizes SPD

SOLVER CG

FATORAÇÃO A−1 ≈ ZD−1ZT.

MATRIZ Z Começa pela identidade: z
(0)
i = ei. Atualiza

usando ”Gramm-Schmidt”com o produto In-
terno de A: z

(k)
i = z

(k−1)
i −mikz

(k−1)
k .

DESCARTES Tolerância (normalmente 0.1) ou Estrutura
de Zeros Pré-definida

ESCALONAMENTO Máximo

LIVRE DE QUEBRA Matrizes M e H

Tabela 1 AINV

NS-AINV

AUTORES Benzi e Tüma

ANO 1998

CONCEBIDO PARA Matrizes Não Singulares e Não Simétricas
(NS)

SOLVER (nos testes) Bi-CGSTAB, QMR e GMRES

FATORAÇÃO A−1 ≈ ZD−1WT.

MATRIZES Z e W Começam pela identidade: w
(0)
i = z

(0)
i = ei.

As colunas de Z são constrúıdas sobre as li-

nhas de A: mik =
aTk zi
aTi zi

, enquanto que as co-

lunas de W são constrúıdas sobre as colunas

de A: nik =
cTk zi
cTi zi

. Atualizam usando: z
(k)
i =

z
(k−1)
i −mikz

(k−1)
k e z

(k)
i = w

(k−1)
i −nikw

(k−1)
k .

DESCARTES Tolerância (normalmente 0.1) ou Estrutura
de Zeros Pré-definida

ESCALONAMENTO Máximo

LIVRE DE QUEBRA Matrizes M e H

Tabela 2 NS-AINV
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SAINV

AUTORES Benzi, Cullum e Tüma

ANO 2000

CONCEBIDO PARA Matrizes SPD

SOLVER (nos testes) CG

FATORAÇÃO A−1 ≈ ZD−1ZT.

PIVÔS Calculados em dois passos: vi = Azi e pi =
vTi zi.

MATRIZES Z Começa pela identidade: = z
(0)
i = ei. Atua-

liza usando: z
(k)
i = z

(k−1)
i −mikz

(k−1)
k .

DESCARTES Tolerância (normalmente 0.1) ou Estrutura
de Zeros Pré-definida

ESCALONAMENTO Pela Diagonal

REORDENAMENTO MMD

LIVRE DE QUEBRA SPD

Tabela 3 SAINV

NS-SAINV

AUTORES Bridson e Tang

ANO 2000

CONCEBIDO PARA Matrizes NS

SOLVER (nos testes) CG e BICGSTAB

FATORAÇÃO A−1 ≈ ZD−1WT.

MULTIPLICADORES Pivô em um passo: Dii = wT
i Azi. Multi-

plicadores calculados como: mik =
aTk zi
Dii

e

nik =
wT

i ck
Dii

.

MATRIZES Z e W Começam pela identidade: w
(0)
i = z

(0)
i = ei.

Atualizam usando: z
(k)
i = z

(k−1)
i −mikz

(k−1)
k

e z
(k)
i = w

(k−1)
i − nikw

(k−1)
k .

DESCARTES Tolerância (normalmente 0.1)

ESCALONAMENTO Pela Diagonal

REORDENAMENTO MIP

LIVRE DE QUEBRA Não

Tabela 4 NS-SAINV
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NS-SBAINV

AUTORES Bridson e Tang

ANO 2000

CONCEBIDO PARA Matrizes NS (em blocos)

SOLVER (nos testes) CG e BICGSTAB

FATORAÇÃO A−1 ≈ ZD−1WT.

MULTIPLICADORES Pivô em um passo: Dii = WT
i AZi. Multipli-

cadores calculados como: Mik = Dii
−1AT

kZi

e Nik = Dii
−1WT

i Ck.

MATRIZES Z e W Começam pela identidade: W
(0)
i = Z

(0)
i =

Ei. Atualizam usando: Z
(k)
i = Z

(k−1)
i −

Z
(k−1)
k Mik e Z

(k)
i = W

(k−1)
i −W (k−1)

k Nik.

DESCARTES Tolerância (normalmente 0.1)

ESCALONAMENTO Bloco Diagonal

REORDENAMENTO MIP

LIVRE DE QUEBRA Não

Tabela 5 NS-SBAINV
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SBAINV

AUTORES Benzi, Kouhia e Tüma

ANO 2001

CONCEBIDO PARA Matrizes SPD (em blocos - Apenas Matrizes
de problemas de Mecânica Estrutural e dos
Sólidos foram utilizadas)

SOLVER (nos testes) CG

FATORAÇÃO A−1 ≈ ZD−1ZT.

MULTIPLICADORES Pivô em um passo: Dii = ZT
i AZi. Multipli-

cadores calculados como: Mik = Pii
−1AT

kZi.

MATRIZ Z Começam pela identidade: Z
(0)
i = Ei. Atua-

lizam usando: Z
(k)
i = Z

(k−1)
i − Z(k−1)

k Mik.

DESCARTES

• AINV(0) - copia em Z a esparsidade de
A.

• Tolerância

• Descarte Relativo (cada entrada de Z
é descartada caso seja menor que uma
tolerância multiplicada pela norma in-
finito da atual linha de A).

• Forma pré-definida de zeros.

• Filtragem posterior (depois que Z é
calculado, usa-se outra tolerância, para
descartar mais entradas de Z).

ESCALONAMENTO Bloco Jacobi

REORDENAMENTO MMD

LIVRE DE QUEBRA Matrizes SPD

Tabela 6 SBAINV
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RIF

AUTORES Benzi e Tüma.

ANO 2003

CONCEBIDO PARA Matrizes NS

SOLVER (nos testes) CGLS

FATORAÇÃO C = ATA e C−1 ≈ ZD−1ZT.

MULTIPLICADORES O Pivô, que é: Dii = zTi A
TAzi é calculado

em dois passos: ui = Azi e Dii = uTi ui. Mul-

tiplicadores calculados como: mik =
uTkui
Dkk

.

MATRIZ Z Começa pela identidade: z
(0)
i = ei. Atuali-

zam usando: z
(k)
i = z

(k−1)
i −mikz

(k−1)
k .

DESCARTES Tolerância (normalmente entre 0.1 e 0.5)

LIVRE DE QUEBRA Para qualquer matriz NS

Tabela 7 RIF

ISAINV

AUTORES Fujino e Ikeda.

ANO 2004

CONCEBIDO PARA Matrizes SPD

SOLVER (nos testes) CG

FATORAÇÃO A−1 ≈ ZD−1W .

MULTIPLICADORES O Pivô, que é: Dii = zTi Azi é calculado em
dois passos: ui = Azi e Dii = uTi zi. Multipli-

cadores calculados como: mik =
uTk zi
Dkk

.

MATRIZ Z Começa pela identidade: z
(0)
i = ei. Atuali-

zam usando: z
(k)
i = z

(k−1)
i −mikz

(k−1)
k .

DESCARTES Double Dropping: Se |dj/di| > tol − 2 e se

|z(i−1)jk −
p
(i−1)
j

p
(i−1)
i

z
(i−1)
ik | > tol − 1 então: z

(i)
j ←

z
(i−1)
j −

p
(i−1)
j

p
(i−1)
i

z
(i−1)
i .

LIVRE DE QUEBRA Para qualquer matriz SPD

Tabela 8 ISAINV
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SAINV VARIETY

AUTORES Rafiei e Toutonian.

ANO 2008

CONCEBIDO PARA Matrizes Não Simétricas e Positivo Definidas
(NSPD).

SOLVER (nos testes) QMR, BICSTAB e GMRES(10)

FATORAÇÃO A−1 ≈ U−1l D−1WT, aonde U vai ser obtido
nos multiplicadores e U−1 é estimado pela
série de Newmann: U−1l = I+(I−U)+ . . .+
(I − U)l.

MULTIPLICADORES O Pivô, que é: Dii = wT
i Awi é calculado em

dois passos: vi = Awi e Dii = vTi wi. Multi-

plicadores calculados como: mik =
vTkwi

Dkk

. As

entradas de U são calculas como: p
(i−1)
j =

aij −
∑i−1

k=1 ukjq
(i−1)
i e Uij =

p
(i−1)
j

p
(i−1)
i

.

MATRIZ W Matriz Z não é calculada diretamente. A
matriz W começa pela identidade: z

(0)
i = ei.

Atualiza usando: w
(k)
i = w

(k−1)
i −mikw

(k−1)
k .

DESCARTES Tolerância (entre 0.001 e 0.01)

LIVRE DE QUEBRA Para qualquer matriz NSPD

Tabela 9 SAINV VARIETY

FFAPINV

AUTORES Zhang.

ANO 2000

CONCEBIDO PARA Matrizes Não Simétricas e não singulares
(NS).

SOLVER (nos testes) GMRES

FATORAÇÃO A−1 ≈ ZD−1W .

MULTIPLICADORES O Pivô é: Di = wiAzi. Multiplicadores

calculados como: mik = −wkA∗i
Dk

e nik =

−Ai∗zk
Dk

.

MATRIZES Z E W Começam pela identidade: z
(0)
i = ei e

w
(0)
i = eTi . Atualiza usando: z

(k)
i = z

(k−1)
i −

mikz
(k−1)
k e w

(k)
i = w

(k−1)
i − nikw

(k−1)
k .

DESCARTES Tolerância (normalmente 0.1)

LIVRE DE QUEBRA Não

Tabela 10 FFAPINV
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FFAPINV - NSPD

AUTORES Salkuyeh.

ANO 2010

CONCEBIDO PARA Matrizes Não Simétricas e Positivo Definidas
(NSPD).

SOLVER (nos testes) GMRES

FATORAÇÃO A−1 ≈ ZD−1W .

MULTIPLICADORES O Pivô é: Di = Ai∗zi ou Di = zTi Azi, caso
Ai∗zi = 0. Multiplicadores calculados como:

mik = −wkA∗i
Dk

e nik = −Ai∗zk
Dk

.

MATRIZES Z E W Começam pela identidade: z
(0)
i = ei e

w
(0)
i = eTi . Atualiza usando: z

(k)
i = z

(k−1)
i −

mikz
(k−1)
k e w

(k)
i = w

(k−1)
i − nikw

(k−1)
k .

DESCARTES Tolerância (normalmente 0.1)

LIVRE DE QUEBRA Para quaisquer matrizes NSPD

Tabela 11 FFAPINV-NSPD
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RL-AINV

AUTORES Rafiei e Bollhöfer.

ANO 2011

CONCEBIDO PARA Matrizes Não Simétricas (NS).

SOLVER (nos testes) BICGSTAB, GMRES(30) e TFQMR

FATORAÇÃO A−1 ≈ ZD−1WT.

MULTIPLICADORES Calculam-se primeiro ui = Az
(i−1)
i e vi =

Aw
(i−1)
i . Logo após calculam-se p

(i−1)
j =

(z
(i−1)
j )Tui e q

(i−1)
j = (w

(i−1)
j )Tvi. Os pivôs

são dados por di = p
(i−1)
i ou di = q

(i−1)
i . Os

multiplicadores são dados por: Lji =
q
(i−1)
j

q
(i−1)
i

e Uij =
p
(i−1)
j

p
(i−1)
i

.

MATRIZES Z E W Começam pela identidade: z
(0)
i = ei e w

(0)
i =

ei. Atualiza usando: z
(k)
i = z

(k−1)
i −Uikz

(k−1)
k

e w
(k)
i = w

(k−1)
i − Lkiw

(k−1)
k .

DESCARTES Dados εL,W e εU,Z serão descartados: |w(i)
lj | <

εL,W , |Lji| < εL,W , |z(i)lj | < εU,Z e |Uij| <
εU,Z . Caso |w(i)

lj | < εL,W ocorra, um descarte
”safe”é aplicado ao fator L: |Lji|‖W∗i‖∞ <

εL,W . Analogamente, caso |z(i)lj | < εU,Z
ocorra, um descarte ”safe”é aplicado ao fa-
tor U : |Uij|‖Z∗i‖∞ < εU,Z .

LIVRE DE QUEBRA Para quaisquer matrizes NSPD

Tabela 12 Right-Looking AINV
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RL-RIF

AUTORES Rafiei e Bollhöfer.

ANO 2011

CONCEBIDO PARA Matrizes Não Simétricas (NS).

SOLVER (nos testes) BICGSTAB, GMRES(30) e TFQMR

FATORAÇÃO A ≈ LDU (precondicionador do tipo ILU).

MULTIPLICADORES O pivô é calculado em dois passos: vi =
Aw

(i−1)
i e dii = p

(i−1)
i = q

(i−1)
i = (w

(i−1)
i )Tvi.

Temos q
(i−1)
j = (w

(i−1)
j )Tvi e os multiplica-

dores são dados por: Lji =
q
(i−1)
j

q
(i−1)
i

. Temos

p
(i−1)
j = aij, i + 1 ≤ j ≤ n. Para k = 1

até i − 1 temos p
(i−1)
j = p

(i−1)
j − LikdkkUkj e

Uij =
p
(i−1)
j

p
(i−1)
i

.

MATRIZ W Começa pela identidade: w
(0)
i = ei. Atualiza

usando: w
(k)
i = w

(k−1)
i − Lkiw

(k−1)
k .

DESCARTES Dado εL,W serão descartados: |w(i)
lj | < εW,L e

|L(i)
lj | < εW,L. Caso aconteça de |w(i)

lj | < εW,L

então o descarte ”safe”é aplicado para o fator
L: |L(i)

lj |‖W∗i‖∞ < εW,L. Um descarte é apli-

cado também no fator U : |Uij|‖eTi U−T‖∞ <
εU . O valor de ‖eTi U−T‖∞ é utilizado um ou-
tro algoritmo que aproxima o valor.

LIVRE DE QUEBRA Para quaisquer matrizes NSPD

Tabela 13 Right-Looking RIF
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LL-NSAINV

AUTORES Rafiei.

ANO 2014

CONCEBIDO PARA Matrizes Não Simétricas (NS).

SOLVER (nos testes) BICGSTAB e TFQMR

FATORAÇÃO (ΠAΣ)−1 ≈ ZD−1WT.

MULTIPLICADORES Os multiplicadores da matriz Z são p
(j−1)
i =

eTj (ΠAΣ)z
(j−1)
i e os da matriz W são:

q
(j−1)
i = (w

(j−1)
i )T(ΠAΣ)ej. Os pivôs de pi

são trocados pelo maior multiplicador da-
quela iteração (agindo nas linhas de A), já os
pivôs de qi são trocados pelo maior multipli-
cador daquela iteração (agindo nas colunas
de A).

MATRIZES Z E W Começam pela identidade: w
(0)
i = z

(0)
i =

ei. Atualiza usando: w
(k)
i = w

(k−1)
i −

q
(j−1)
i

q
(i−1)
i

w
(k−1)
k e z

(k)
i = z

(k−1)
i − p

(j−1)
i

p
(i−1)
i

w
(k−1)
k .

DESCARTES Por tolerância.

REORDENAMENTO MLND

LIVRE DE QUEBRA Para quaisquer matrizes NSPD

Tabela 14 Left-Looking AINV With Complete Pivoting
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3 O BAINV E SUA VALIDAÇÃO

Considere o espaço Rn×n. Suponha que A ∈ Rn×n possua uma partição interna em

blocos da seguinte maneira:

A =



A11 A12 . . . A1k

A21 A22 . . . A2k

...
...

. . .
...

Ak1 Ak2 . . . Akk


(16)

aonde Aij é matriz de ordem ni× nj para i, j = 1, . . . , k, n =
∑k

i=1 ni. Note que, a partir

dessa definição, os blocos diagonais são quadrados. No caso em que todos os blocos da

partição são de mesma ordem, diremos que a partição de blocos é uniforme. As colunas

(em bloco) da matriz A podem ser chamadas de vetores-bloco ou bloco-colunas. As

matrizes Aij ∈ Rni×nj , 1 ≤ i, j ≤ k são chamadas de blocos de A (ou entradas-bloco de

A) e k é a dimensão bloco da matriz A. Os vetores bloco canônicos Ei com respeito a

partição de A são a i-ésima do coluna-bloco da identidade de ordem n, In, com a mesma

partição de A, com i = 1, . . . , k.

Definição 8 (A-conjugação). Seja V = {V1, . . . , Vk} com uma partição análoga a partição

de A em 16. Diremos que V é conjugado por A ou ortogonal por A se

V T
i AVj = 0ni×nj

, i 6= j,

onde 0ni×nj
é uma matriz nula de ordem ni × nj. Nesse caso, também dizemos que Vi e

Vj são conjugados por A.

Seja A uma matriz de ordem n, SBPD e seja um conjunto {Zi} ⊂ Rn×ni , i =

1, . . . , k de vetores conjugados por A, então a matriz n× n:

Z = [Z1 Z2 . . . Zk],

é tal que

ZTAZ = D,
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com D sendo uma matriz diagonal por blocos.

Como A é não singular, então, se Z é não singular, temos:

A−1 = ZD−1ZT. (17)

Essa decomposição é a base do BAINV.

Quando A é uma matriz não simétrica, procuramos duas matrizes Z e W tais que

W TAZ = D, ou seja, as colunas bloco de W são conjugadas por A às colunas bloco de

Z. Assim, a fatoração da inversa de A obtida é A−1 = ZD−1WT.

Em [11], o AINV foi apresentado para matrizes simétricas e positivo definidas. O

critério de Sylvester, [43], diz que uma matriz quadrada é simétrica e positivo definida se

e somente se todos os seus menores principais são estritamente positivos. Para a versão

bloco do AINV, como mostraremos mais adiante, não precisamos de tal restrição quanto

aos menores principais, só precisaremos que alguns menores principais sejam diferente

de zero, mais especificamente, os menores principais de ordem N1 = n1, N2 = n1 +

n2, . . . , Nk = n1 + . . .+ nk = n.

De modo a fixar a notação usada, vamos determinar o seguinte: O ij-ésimo bloco

de A é denotado por Aij. Já a i-ésima coluna de A é denotada por Ai. Por fim, a

submatriz principal de A de ordem bloco Ni, ou seja, A(1 : Ni, 1 : Ni), será denotada por

ANi
.

Definição 9 (SBPD). Uma matriz simétrica A de dimensão bloco k é dita simétrica e

bloco-positivo definida (SBPD) se det(ANi
) > 0, i = 1, . . . , k.

Dizemos que A, não necessariamente simétrica, possui uma partição ŕıgida de

blocos det(ANi
) 6= 0, i = 1, . . . , k. Mais adiante, demonstraremos que essa condição

é suficiente para garantir a validade do BAINV.

Nós pontuamos aqui que a Definição 9 acima, coincide com a definição de matriz

SPD quando todos os blocos são de tamanho 1, pelo Critério de Sylvester, [43]. Mais

geralmente, é posśıvel que uma matriz SBPD não seja SPD, enquanto que, qualquer

matriz SPD, independentemente da partição de blocos utilizada é SBPD.

Seja A, de ordem n e SBPD, e sejam Ai e Zi as i-ésimas colunas em bloco de A

e Z, respectivamente. O AINV em blocos (BAINV), em notação inspirada no Matlab, é

descrito pelo Algoritmo 23.
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Algoritmo 23: BAINV

1 Z1 ← E1;
2 D11 ← A11;
3 for J ← 2 to N do

4 Z
(0)
J ← EJ ;

5 for I ← 1 to J − 1 do

6 M
(I−1)
J ← AT

I Z
(I−1)
J ;

7 Z
(I)
J ← Z

(I−1)
J − ZID

−1
II M

(I−1)
J ;

8 ZJ ← Z
(J−1)
J ;

9 DJJ ← AT
JZJ ;

10 D ←

 D11

. . .

DNN

 and Z ←
[
Z1 · · · ZN

]
;

No Algoritmo 23, os ı́ndices altos referem-se à iteração em curso.

Os blocos Di são também chamados de pivôs.

Lema 1. Se o algoritmo não quebrar (i.e., nenhum DII singular for gerado), nós temos,

para qualquer 1 6 J 6 N fixado,

ZJ = Z
(K)
J −

J−1∑
I=K+1

ZID
−1
II M

(I−1)
J (18)

para todo 0 6 K 6 J − 1.

Demonstração. Esse resultado segue imediatamente das linhas 4, 7 e 8 do Algoritmo 23

A seguir provamos que o Algoritmo 23 produz as matrizes desejadas.

Teorema 7. Seja A, n×n, uma matriz com uma partição ŕıgida de blocos. O Algoritmo

23 produz, em aritmética exata, uma matriz D não singular e uma matriz Z triangular

superior (por blocos) não singular, cujos blocos diagonais são a identidade e cujas colunas

em bloco são conjugadas por A.

Demonstração. Nós iremos proceder por indução. É suficiente provar que a hipótese HJ
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abaixo vale para cada J ∈ {1, . . . , N}.

HJ :



DJJ é inverśıvel; (19a)

ZT
JAZJ = DJJ ; (19b)

ZT
I AZJ = ZT

JAZI = 0, I ∈ {1, 2, . . . , J − 1}; (19c)

ET
JZJ = I; (19d)

ET
I ZJ = 0, I ∈ {J + 1, J + 2, . . . , N}; (19e)

AT
I ZJ = 0, I ∈ {1, 2, . . . , J − 1}; (19f)

Para J = 1, as condições 19c e 19f são vazias e as condições 19a, 19b, 19d e 19e

seguem do fato que D11 = A11 e Z1 = E1. Agora, para o passo de indução, nós assumimos

que H1, H2, . . . , HJ−1 valem e os usaremos para provar HJ .

Usando o Lema 1 com K = 0 e pré-multiplicando por ET
L teremos que

ET
LZJ = ET

LZ
(0)
J −

J−1∑
I=1

ET
LZID

−1
II M

(I−1)
J .

Então 19d e 19e seguem de J 6 L 6 N e usando os fatos de que Z
(0)
J = EJ e, por hipótese

de indução, ET
LZI = 0 para 1 6 I 6 J − 1 e L > I.

A fim de provar que 19f, nós iniciaremos pré-multiplicando a linha 7 do Algo-

ritmo 23 por AT
I para algum I < J , obtendo

AT
I Z

(I)
J = AT

I Z
(I−1)
J − AT

I ZID
−1
II M

(I−1)
J .

Nós reconhecemos o primeiro termo no lado direito como M
(I−1)
J (cf. linha 6 do Algo-

ritmo 23) e, notando que AT
I ZI = DII (cf. linha 9 do Algoritmo 23), nós conclúımos que

AT
I Z

(I)
J = 0. Agora, nós invocaremos o Lema 1 com K = I e escrevemos

AT
I ZJ = AT

I Z
(I)
J −

J−1∑
L=I+1

AT
I ZLD

−1
LLM

(L−1)
J .

Nós acabamos de provar que o primeiro termo no lado direito é zero. Por conta da hipótese

de indução, que garante que AT
I ZL é sempre zero, o segundo termo no lado direito é zero

também.

O que nós provamos até agora nos garante que a N × J bloco matriz Z:,1:J é
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bloco triangular superior e que AZ:,1:J é bloco triangular inferior. Nós observamos que

ZT
:,1:JAZ:,1:J é produto de duas matrizes triagular inferiores, ZT

:,1:J(AZ:,1:J), sendo então tri-

angular inferior também. Analogamente, ZT
:,1:JAZ:,1:J é o produto de duas matrizes bloco

triangulares superior, (AZ:,1:J)TZ:,1:J e, portanto, é bloco triangular superior também.

Isso prova 19c.

Escrevendo a identidade como I =
∑N

K=1EKE
T
K , nós temos

ZT
J AZJ =

N∑
K=1

(ET
KZJ)T (ET

KA)ZJ =

=
J−1∑
K=1

(ET
KZJ)TAT

KZJ + (ET
J ZJ)TAT

JZJ +
N∑

K=J+1

(ET
KZJ)TAT

KZJ .

Perceba que as duas somas no último termo são zero devido as equações 19f e 19e da

hipótese de indução. Então 19b segue de 19d e a linha 9 do Algoritmo 23.

Devemos notar que as hipóteses 19b e 19c implicam que ZT
:,1:JAZ:,1:J igual a

diag(D11, . . . , DJJ), uma matriz bloco-diagonal com DJJ em sua bloco-diagonal. Além

disso, 19e garante ZJ+1:N,1:J é zero, de modo que diag(D11, . . . , DJJ) = ZT
:,1:JAZ:,1:J =

ZT
1:J,1:JA1:J :,1:JZ1:J :,1:J . A matriz Z1:J,1:J e sua transposta são matrizes triangulares com

a diagonal de 1’s, e, por isso, são inverśıveis. Uma vez que A1:J :,1:J também é inverśıvel,

por hipótese, nós temos 19a.

Devemos notar que essa demonstração pode ser generalizada para o caso não

simétrico, pois as contas que envolvem as colunas da matriz W são análogas àquelas

que fizemos com as colunas da matriz Z.

Corolário 1. Seja A ∈ Rn×n, com n = m ∗ k, uma matriz SBPD. Seja ANr a submatriz

ĺıder principal de ordem n1 + . . .+ nr de A. Então

det(ANr) =
r∏

i=1

det
(
Pi

)
, (20)

onde Pi, 1 ≤ i ≤ r ≤ k, são os blocos da diagonal da matriz D, computada pelo BAINV.
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Demonstração. Da demonstração do Teorema 7 vimos que

ZT
Nr

ANr
ZNr

=



D1 0 · · · 0

0 D2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · Dr


,

Assim, aplicando o determinante em ambos os lados e utilizando o fato de que det(ZNr) =

1, o resultado segue imediatamente.

Corolário 2. Seja A uma matriz SBPD de ordem n partiocinada como em 16. Considere

a submatriz ĺıder principal ANi
, com i = 1, . . . , k, ∆0 = 1, e ∆i = det(ANi

). Então:

det(Di) =
∆i

∆i−1
.

Demonstração. Faremos indução em i. Para i = 1, do Corolário 1, temos que det(D1) =

det(A1) =
∆1

∆0

.

Agora, usando a hipótese de indução

∆k+1 = det(Ak+1) =
k+1∏
i=1

det(Di) =

∆1

∆0

∆2

∆1

. . .
∆k

∆k−1
det(Dk+1) = ∆k det(Dk+1).

3.1 Matemática do BAINV

Nessa seção vamos analisar como, matematicamente, o AINV funciona. Nesse

sentido vamos buscar analisar a geometria e suas generalizações aos caso bloco. Assim,

vamos acompanhar qual é o efeito de uma iteração, tanto no sentido geométrico quanto no

preenchimento das matrizes em questão. Esse entendimento melhora o acompanhamento

das demonstrações dos próximos caṕıtulos.

Sobre a geometria do AINV, veja a Figura 1. Nela, vemos como o AINV constrói

um vetor Z
(i)
i+1 ortogonal a Ai usando Zi e Z

(i−1)
i+1 .
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-se

Figura 1 Representação Geométrica do BAINV

Geometricamente, a ortogonalidade surge da seguinte maneira: pega-se a última

versão de Zi+1, ou seja, Z
(i−1)
i+1 que foi calculada na iteração anterior e soma-se com um

múltiplo de Zi de tal modo que a diferença entre Z
(i−1)
i+1 e Zi seja ortogonal.

Note que, na i-ésima iteração, o AINV leva a coluna Zr, r > i, no complemento

ortogonal de {Z1, . . . , Zi}. Ou seja, em cada iteração, adiciona-se a ortogonalidade a mais

uma linha de A. É interessante observar que, como AT
1Z1 > 0, o vetor Z2 é constrúıdo no

semi-plano gerado por Z1 que mantém a mesma orientação de e1 e e2. Mais geralmente,

a orientação de {e1, . . . , ei} é mantida por {Z1, . . . , Zi}, já que os menores principais da

matriz A são positivos pelo critério de Sylvester.

Vamos considerar o seguinte exemplo, com o Ainv aplicado em sua versão escalar:

A :=


2 1 0

1 3 0

0 0 2


Na primeira iteração do Algoritmo 23, teremos D1 = a11 = 2 e Z1 = (1 0 0)T. A primeira

direção A-conjugada é e1.
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A primeira coluna de A é

a1 =


2

1

0

 ,

que tem projeção não nula em e1. Para que o Algoritmo 2 não quebre nessa etapa devemos

ter ∆1 6= 0. Isso nada mais é que dizer que a projeção da primeira coluna de A em e1 é

não nula e essa projeção possui a mesma orientação de e1.

Seguindo esta linha de pensamento, na segunda iteração do Algoritmo 2 temos:

D2 = 2, 5 e Z2 = (−0, 5 1 0)T. Uma vez que a primeira iteração foi completa, para que

a segunda esteja garantida, é necessário que ∆2 6= 0 e é, pois é igual a 5. Note que a

segunda direção A conjugada Z2 está no plano xy e é linearmente independente de e1 (

naturalmente, se fosse linearmente dependente de Z1, teŕıamos, necessariamente, ∆2 = 0).

Mas o que isto quer dizer geometricamente?

Observe as duas primeiras colunas de A: a1 =


2

1

0

 , e a2 =


1

3

0

 . As projeções desses

vetores sobre o plano xy, gerado por e1 e e2 são ã1 =

2

1

 , e ã2 =

1

3

 . Como ∆2 > 0,

teremos que esses vetores são linearmente independentes e possuem a mesma orientação

de e1 e e2. Ou seja, na segunda iteração do Algoritmo 2, se não houve quebra, o que

aconteceu na prática, é que estamos aumentando a dimensão do conjunto de direções A

conjugadas, mantendo a orientação.

Na terceira e última iteração conclúımos: D3 = 1 e Z3 = e3. Temos ainda, ∆3 = 10, ou

seja, as três colunas de A são linearmente independentes e possuem a mesma orientação

de e1, e2 e e3.

Vamos imprimir generalidade ao que fizemos acima. Inicialmente, suponha, por

simplicidade, que a ordem dos blocos é um, ou seja, que Aij seja um escalar. Vamos
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considerar ainda que m = 3 (ordem da matriz A) para maior clareza de ideias. Assim,

existem três vetores, v1, v2 e v3 ∈ R3 tais que:

A = [v1 v2 v3].

Na primeira iteração do algoritmo é calculado D1 = A11. Portanto, para que a

segunda iteração seja completada é necessário que A11 6= 0, ou seja, a projeção de v1 em

e1 deve ser não nula, o que é compreenśıvel uma vez que nossa primeira direção conjugada

é exatamente e1. Como a matriz A é SBPD, temos ∆1 > 0, o que implica que a projeção

de v1 em e1 tem a mesma direção de e1. Observe que se fosse, ∆1 > 0, o algoritmo não

quebraria, o que aconteceria apenas é que a orientação de e1 inverteria.

O que aconteceria caso fosse D2 = 0?

D2 = Z2TAZ1

Z1TAZ1
e ZT

2 = [b1 1 0 . . . 0]. Então D2 = 0 se ZT
2 AZ1 = b1a11 + a12 = 0 =

a11 + b1a21 = Z1TAZ2. O que implica que b1 = −a12
a11

= −a11
a21

ou

a211 = a12 · a21. (21)

Mas D2 = Z2TAZ2 = b21a11 + b1a12 + b1a21 + a22 = −b1a12 + b1a12 − a11 + a22 = 0

ou

a11 = a22. (22)

Assim, juntando as Equações 21 e 22, ∆2 = 0.

Devemos que ∆2 6= 0. Ora isto quer dizer que as projeções de v1 e v2 sobre o plano

gerado por e1 e e2 são não nulas. Esta parece uma condição razoável para que se tenha

uma terceira direção conjugada bem definida.

Além disso, ∆2 > 0, quer dizer que a projeção do segundo vetor v2 no plano xy

deve estar localizado no semiplano superior dos determinados por v1

Considere o espaço vetorial Rn×m, com n diviśıvel por m e sobre ele, vamos induzir

uma estrutura em blocos, de maneira que cada matriz (vetor bloco) b ∈ Rn×m tenha seus

blocos iguais de ordem m × m. Vamos denotar o espaço Rn×m com essa estrutura em
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blocos por R[n,m]. Por exemplo, o vetor bloco,

A =

A11

A21



onde, A11 =

1 0

2 1

 e A21 =

4 2

3 1

 é um elemento de R[4, 2].

Os k vetores Ei, i = 1, . . . , k geram o espaço R[n,m] no sentido de que qualquer

c ∈ R[n,m] é escrito na forma

C = E1α1 + E2α2 + . . .+ Ekαk,

onde cada αi ∈ Rn×n (Note que Rn×n não é um corpo). Por exemplo, qualquer vetor

bloco em R[4, 2] pode ser escrito como:



a b

c d

e f

g h


=



1 0

0 1

0 0

0 0


a b

c d

+



0 0

0 0

1 0

0 1


e f

g h



Infelizmente, como R2×2 não é um corpo, R[4, 2] não é um espaço vetorial no sentido

tradicional, mas é um espaço vetorial um sentido generalizado, onde as matrizes fazem o

papel escalares.

Assim, diremos que R[n,m] é um espaço vetorial generalizado.

Em analogia com o espaço vetorial, Rm tentaremos agora induzir uma operação

sobre R[n,m] que seja o equivalente do produto interno para o Rm.

Sobre R[n,m] × R[n,m] considere o operador Produto Interno Generalizado: Dada a

matriz A SBPD de ordem m×m, defina gA : R[n,m]× R[n,m] −→ Rn×n por

gA(u, v) = uTAv.
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Para a i-ésima coluna ui de u e a j-ésima coluna vj de v temos que (uTAv)ij = uTi Avj =‖

ui ‖ · ‖ vj ‖ cos(θij), onde θij é o ângulo entre ui e vj. Portanto, a matriz gA(u, v), em

cada componente, determina o produto interno (induzido por A) entre uma coluna de u

e uma coluna de v.

Perceba que quando n = 1, temos o produto interno no sentido usual. Se A = I,

então teremos o produto interno Euclidiano.

Para que a aplicação gA seja realmente uma generalização do conceito de produto

interno, devemos ter:

• gA simétrica;

• gA bilinear;

• Se u ∈ R[n,m], a aplicação gA é positivo definida, no sentido de que a imagem uTAu

de qualquer par (u, u) é uma matriz positivo definida.

Lema 1. A aplicação g é simétrica.

Demonstração. Sejam u, v ∈ R[n,m]. Queremos provar que g(u, v) = g(v, u).

Seja Z ∈ Rn×n. É fácil ver que ZTAZ é uma matriz simétrica. Em particular, o ij-ésimo

bloco de ZTAZ é Bij = (ZTAZ)ij = (ZTAZ)ji = Bji.

Defina a matriz Z = [u v E3 . . . Ek]. Então,

uTAv = B12 = B21 = vTAu.

Lema 2. A aplicação g é bilinear.

Demonstração. Temos g(u+ w, v) = (u+ w)TAv = uTAv + wTAv = g(u, v) + g(w, v).

É óbvio ainda que g(λu, v) = λg(u, v), onde λ ∈ R.

Lema 3. Seja u ∈ R[n,m] com posto completo. A aplicação g é positivo definida, no

sentido de que a imagem uTAu de qualquer par (u, u) é uma matriz positivo definida.
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Demonstração. Seja x ∈ Rm não nulo. Como u é matriz n×m tem posto completo, então

ux ∈ Rm é não nulo e, portanto, xTuTAux

Sobre o preenchimento da matriz Z observe a seguinte figura:

Figura 2 Matriz Z após algumas iterações.

Para melhor entender as demonstrações a seguir, é crucial entender o processo

de preenchimento das matrizes Z, as quais preenchem linha bloco a linha bloco. Na

Figura Figura 2, por simplicidade, consideramos o caso escarar e, assim, cada ponto azul

representa um ponto de Z.

3.2 BAINV vs AINV

Naturalmente, o BAINV calcula a inversa exata da matriz A e, portanto, é muito

caro. O cálculo exato então, para matrizes grandes é inviável, a menos que haja um

descarte. Esse descarte é feito na parte estritamente superior de Z, ou seja, vamos zerar,

segundo alguns critérios que serão vistos mais adiante, algumas entradas da matriz Z,

para que a mesma fique esparsa. Na prática, o descarte é implementado na linha 7 do

Algoritmo 23. No caso bloco, a matriz D também pode ter pivôs densos. Portanto, é

importante implementar na linha 3 do Algoritmo 23 um descarte para essas matrizes.

Eventualmente, podemos aplicar também, um descarte na inversa de Di, que pode ser

densa, mesmo que Di seja esparsa. Para um pivô Di o descarte é feito fora de sua diagonal.

O tipo mais simples de descarte é por tolerância, quando descartamos uma entrada se sua

magnitude é menor que um parâmetro pré estabelecido.
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Baseado em um exemplo similar dado em [11] (no exemplo original a matriz é de

ordem 3), vamos considerar a matriz

A =



2.00 0.40 0.10 0.00

0.40 1.08 2.00 0.00

0.10 2.00 3.96 0.00

0.00 0.00 0.00 1.00


,

e uma tolerância de descarte igual 0.06 para a parte estritamente superior de Z. Aplicando

o BAINV em A no caso de bloco de ordem 1 (o qual coincide com o algoritmo dado

em [11]), há quebra em D3:

D =



2.00 0.00 0.00 0.00

0.00 1.00 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00 NaN


.

Agora, a t́ıtulo de comparação, usaremos no caso bloco o mesmo tipo de descarte.

Considere novamente a matriz A com tolerância de descarte igual a 0.06 para a parte

estritamente superior de Z. Vamos reaplicar o BAINV, mas desta vez com bloco de

ordem 2: assim, primeiramente repartimos a matriz A em

A =

A11 A12

A21 A22

 ,

onde

A11 =

2.00 0.40

0.40 1.08

 , A12 =

0.10 0.00

2.00 0.00

 .A21 =

0.10 2.00

0.00 0.00

 .

e A22 =

3.96 0.00

0.00 1.00

 .



70

Nesse caso, o BAINV produz as matrizes:

D =



2.00 0.40 0.00 0.00

0.40 1.08 0.00 0.00

0.00 0.00 0.04 0.00

0.00 0.00 0.00 1.00


e

Z =



1.00 0.00 0.04 0.00

0.00 1.00 −1.98 0.00

0.00 0.00 1.00 0.00

0.00 0.00 0.00 1.00


.

Repare que não houve quebra. Essa diferença é explicada pelo Teorema 2, pois

os menores principais necessários para o BAINV eram diferentes de zero nesse caso. Ou

seja, a matriz não precisa ser SPD, basta ter menores principais positivos das ordens dos

blocos. O critério de Sylvester diz que uma matriz simétrica é SP se e somente se todos

os menores principais são positivos.

Para provar-se BAINV não quebra precisa-se olhar para menos menores principais,

em relação ao AINV. No entanto, é necessário provar a não singularidade de uma matriz

pivô; enquanto que no AINV, basta provar que o elemento da diagonal é não nulo. Ou

seja, há menos restrições com relação aos blocos, porém, cada uma das restrições é mais

dif́ıcil, matematicamente falando.

É importante citar que a versão estável do AINV escalar é livre de quebra no caso

da matriz acima. A versão estável, troca D
(i−1)
i = aTi Zi por dois produtos: vi = AZi e

D
(i)
j = ZT

i vi.
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4 ROBUSTEZ DO DESCARTE PARA MATRIZES M

Nesta seção, vamos demonstrar que o BAINV pode ser aplicado com descarte nas

matrizes M. Para isso, vamos utilizar algumas caracterizações dessa classe de matrizes,

que estão reunidas em [65]. A classe das M matrizes foi estudada sistematicamente

por Ostrowski [64]. Em [65], foram propostas 40 caracterizações para M matrizes não

singulares.

Esse resultado já é conhecido quando a ordem do bloco é igual a um, ou seja,

quando estamos tratando de matrizes escalares. A seguir são introduzidos os conceitos

necessários e logo após, alguns Lemas, que serão utilizados no principal resultado dessa

Seção.

Precisamos de algumas definições iniciais.

Definição 10. Uma matriz A, de ordem n, é uma Z matriz (ou, simplesmente, A ∈ Z)

se aij ≤ 0 para i 6= j.

Definição 11. Seja ρ(B) o espectro1 de B. A matriz A ∈ Z, de ordem n, pertence à

classe das M matrizes (ou, simplesmente, A ∈M), se A = sI −B, onde B = (bij), com

bij ≥ 0, 1 ≤ i, j ≤ n, e s ≥ ρ(B) e A é não singular.

Por essas definições, M⊂ Z.

Um dos Lemas mais importantes para os nossos propósitos, nessa e na próxima

seção é:

Lema 2 (Caracterização N39 em [65]). Seja A, de ordem n, uma Z matriz. Então A é

umaM matriz não singular se, e somente se, sua diagonal é positiva e existe uma matriz

diagonal positiva tal que AD é estritamente diagonal dominante, ou seja,

aiidi ≥
∑
j 6=i

|aij|dj,

para i = 1, . . . , n.

Os próximos dois lemas nos dão caracteŕısticas dos pivôs vindos do BAINV no caso

de, respectivamente, matrizes SPD e matrizesM. Essas propriedades serão fundamentais

no principal resultado dessa seção.

1ρ(B) = máx{|λ|;λ ∈ Λ(B)}, onde Λ(B) é o conjunto dos autovalores de B.
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Lema 3. Seja A uma matriz SPD2 e Dr, 1 ≤ r ≤ k, um pivô produzido pelo Algoritmo

23. Então, Dr é uma matriz SPD.

Demonstração. De AT = A, segue que DT = (ZTAZ)T = ZTAZ = D. Seja x ∈ Rm \{0}.

Pelo Algoritmo 23, Dr = ZT
r AZr e

xTDrx = xTZT
r AZrx.

Note que, como Z é não singular, Zr ∈ Rn×m, com n > m, tem posto completo. Portanto,

u = Zrx 6= 0 e

xTDrx = uTAu > 0,

já que A é SPD. Estamos considerando a desigualdade calculada compenente a compo-

nente.

Lema 4. Seja A ∈ M e SPD. Sejam Dr, 1 ≤ r ≤ k, os pivôs produzidos pelo Algoritmo

23. Se Z ≥ 0, então Dr ∈M.

Demonstração. Primeiramente, provaremos que Dr ∈ Z, para 1 ≤ r ≤ k. De fato, pelo

Algoritmo 23, para 1 ≤ r ≤ k

Dr =
r−1∑
`=1

Ar`Z`r + Arr.

Sabemos que A ∈ M, Arr ∈ Z e Arl ≤ 0, para r 6= l. Assim, uma vez que Z ≥ 0, temos

que Dr é uma soma de Z matrizes.

Agora, pela Proposição 3, Dr é SPD, logo, pelo critério de Sylvester [43], Dr possui

todos os menores principais positivos. Usando a Caracterização D11 apresentada em [65],

conclúımos que Dr ∈M e é não singular.

Um comentário importante aqui é que, quando A não é simétrica e não singular,

mas é M, ela possui todos os seus menores principais positivos, já que é matriz M

não singular. Assim, fazendo-se as restrições das matrizes W,A e Z às suas submatrizes

principais ĺıderes de ordem i, temos WT
i AiZi = Di e aplicando-se o determinante em

ambos os lados, veremos queD também possui todos os seus menores positivos e, portanto,

também valerá o Lema 4.

2Matriz SPD é simétrica, A = AT, e positivo definida, xTAx > 0, caso x 6= 0.
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Lema 5. Se B e C são matrizes n× p tais que B ≤ C e A é matriz positiva q× n então

AB ≤ AC.

Demonstração. Fixe as colunas Bj e Cj de B e C respectivamente. De B ≤ C segue que

Bj ≤ Cj. Fixe ainda a linha Ai de A. Como A é positivo segue que AiBj ≤ AiCj e,

portanto, AB ≤ AC.

Lema 6. Sejam A e B ∈ M, de ordem n e não singulares, com A ≤ B. Então, B−1 ≤

A−1.

Demonstração. De A ≤ B temos, pelo Lema 5, In = A−1A ≤ A−1B, pois A−1 ≥ 0 pela

Caracterização F15, [65]. Agora, utilizando o fato de que B−1 ≥ 0 teremos, multiplicando

pela direita, que B−1 ≤ A−1.

Reunimos as condições técnicas para enunciar e demonstrar um dos principais

resultados deste trabalho.

Durante o Teorema 8 usaremos a seguinte notação: quando o BAINV for aplicado

com descarte usaremos a notação Z̃ e D̃ para denotar as matrizes de sáıda do Algoritmo

7 e Z e D para quando o Algoritmo 7 for aplicado sem descarte.

Teorema 8. Seja A ∈ M matriz em blocos, SPD e de ordem n, com uma partição em

blocos de dimensão de bloco igual a k. Então,

det(D̃i) 6= 0.

Demonstração. Provaremos por indução que

H(r) :=



M
(r−1)
j ≤ M̃

(r−1)
j ≤ 0, j > r, (23a)

0 ≤ Z̃
(r−1)
j ≤ Z

(r−1)
j , j > r, (23b)

Dr ≤ D̃r, (23c)

D̃r ∈M, com det(D̃r) 6= 0. (23d)

para 1 ≤ r ≤ k.

Para r = 1, temos que, uma vez que A ∈ M e não sendo realizado descarte na
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matriz inicial Z = I,

A1j = M
(0)
j ≤ M̃

(0)
j ≤ 0, para 2 ≤ j ≤ k.

Para as colunas da matriz Z, Z̃
(0)
j = Z

(0)
j = Ej ≥ 0.

Com relação ao pivô, D1 = A11 ≤ P̃1 (nesse ponto já ocorreu descarte, mas apenas

fora da diagonal do pivô, pois Z1 é a primeira coluna bloco da identidade).

Note que D̃1 tem diagonal positiva (pois é maior que uma matriz M) e

(D̃1)ij :=

(D1)ij

0

Assim, D̃1 é matriz Z. Agora, como D1 ∈M tem-se que existe matriz diagonal D,m×m

tal que (D1)iidi >
∑

j 6=i |(D1)ij|dj para i = 1, . . . ,m. Portanto, como (D̃1)ii ≥ (D1)ii e

|(D1)ij| ≥ |(D̃1)ij|, temos que (D̃1)iidi >
∑

j 6=i |(D̃1)ij|dj, para i = 1, . . . ,m. Portanto,

pelo Lema 2, D̃1 é uma matriz M não singular.

Vamos provar que Hs ser verdadeira, para 2 ≤ s < r, implica que Hr será verda-

deira.

Antes de começarmos pelos multiplicadores, vale lembrar o seguinte fato: até a

(r − 1)-ésima iteração Z
(r−1)
j , j > r só preencheu nas r − 1 primeiras posições bloco e

na posição bloco j, pois trata-se de uma matriz identidade de ordem m, como indica o

esquema a seguir:

Z
(r−1)
j = (×, · · · ,×, 0, 0, · · · , I, 0, · · · , 0)T

Com relação aos diversos multiplicadores, M
(r−1)
j , podemos escrever

M
(r−1)
j = AT

r Z
(r−2)
j =

r−2∑
`=1

Ar`Z
(r−2)
`j + Arj. (24)

Pela hipótese de indução, Z
(r−2)
j ≥ Z̃

(r−2)
j ≥ 0 e A ∈ M, segue que M

(r−1)
j ≤

M̃
(r−1)
j ≤ 0, para j > r − 1, pois Aij ≤ 0, para i 6= j.

Já para as colunas de Z, vamos provar que 0 ≤ Z̃
(r−1)
j ≤ Z

(r−1)
j , para j > r − 1.

Temos que Z̃
(r−1)
j = Z̃

(r−2)
j − Z̃(r−2)

r−1 D̃−1r−1M̃
(r−1)
j ≥ 0. Então, como 0 ≤ Z̃

(r−2)
j ≤ Z

(r−2)
j ,
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0 ≤ −M̃ (r−1)
j ≤ −M (r−1)

j e, pelo Lema 6, 0 ≤ D̃−1r−1 ≤ D−1r−1 segue do Lema 5 que

0 ≤ Z̃
(r−1)
j ≤ Z

(r−1)
j .

Com relação aos pivôs. Como Z é triangular superior e tem blocos identidade no

bloco diagonal principal, então

Dr = AT
r Z

(r−1)
r =

r−1∑
`=1

Ar`Z
(r−1)
`r + Arr.

Agora, já sabemos que Z
(r−1)
r ≥ Z̃

(r−1)
r ≥ 0. Também, A ∈ M, de maneira que, Ar` ≤ 0,

para r 6= `, assim, Ar`Z`r ≤ Ar`Z̃`r. Assim, Dr ≤ D̃r. Havendo ainda descarte no pivô,

só podemos aumentar D̃r visto que é matriz Z.

Pelo Lema 4, Dr ∈ M e, assim, D̃r ∈ Z e possui entradas diagonais estritamente

positivas. Assim sendo, existe matriz diagonalD,m×m, tal que (Dr)iidi >
∑

j 6=i |(Dr)ij|dj

para i = 1, . . . ,m. Portanto, como (D̃r)ii ≥ (Dr)ii e |(Dr)ij| ≥ |(D̃r)ij| tem-se que

(D̃r)iidi >
∑

j 6=i |(D̃r)ij|dj para i = 1, . . . ,m. Portanto, pelo Lema 2, D̃r é uma matriz

M não singular.

Não podemos considerar que Z̃i é uma cópia de Zi com apenas algumas entradas

anuladas. A construção dos vetores bloco Z̃i e Zi depende dos vetores Z̃j e Zj, com

1 ≤ j < i, respectivamente. Não há como calcular Z̃i diretamente a partir de Zi. Outro

fato relevante é o tratamento dos pivôs, já que no caso escalar é apenas um número real

e aqui é uma matriz quadrada. Provar que uma matriz é não singular é certamente mais

complicado do que mostrar que um número é não nulo.

Por exemplo, considere a matriz a seguir, com uma estrutura em blocos de ordem

2, 

17 −1 −1 −1 −1 −1

−1 16 −1 −1 −1 −1

−1 −1 17 −1 −1 −1

−1 −1 −1 16 −1 −1

−1 −1 −1 −1 17 −1

−1 −1 −1 −1 −1 16
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Sem descarte, o AINV produz Z3 =



0.0720 0.0720

0.0763 0.0763

0.0720 0.0720

0.0763 0.0763

1.0000 0.0000

0.0000 1.0000


. Agora, com descarte de

0.063 temos Z̃3 =



0.0000 0.0000

0.0756 0.0756

0.0675 0.0675

0.0714 0.0714

1.0000 0.0000

0.0000 1.0000


.

Mais uma vez, a demonstração feita pode ser generalizada para o caso não simétrico.
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5 ROBUSTEZ DO DESCARTE PARA MATRIZES H

Definição 12 (Matriz H). Uma matriz A, de ordem n, pertence à classe de matrizes H

(ou, simplesmente, A ∈ H) se Â = (âij) ∈M, onde

âij :=

−|aij|, se i 6= j,

aii, se i = j.

Â é denominada de matriz M associada à A.

Definição 13. Seja A de ordem n, a matriz de comparação de A, C(A) = (cij), de

ordem n, é definida por

cij :=

−|aij|, se i 6= j,

|aii|, se i = j.

.

Repare que A ∈M⇒ A = C(A).

Lema 7. Se A ∈ Z, B ∈M não singular e B ≤ A, então A ∈M e A é não singular.

Demonstração. Para esta demonstração faremos o uso do Lema 2, o qual propõe uma

caracterização para M matrizes não singulares.

Temos que aii ≥ bii > 0 e bij ≤ aij ≤ 0. Portanto, a matriz diagonal positiva tal

que BD é estritamente diagonal dominante é tal que

diaii >
m∑
j=1
j 6=i

dj|aij|,

e A é matriz M. Logo, AD é estritamente diagonal positiva e D é uma matriz diagonal

positiva. Assim, vale o Lema 2 e A é uma matriz M e não singular.

Lema 8. (Desigualdade de Ostrowsky) Se A ∈ H é não singular então |A−1| ≤ C(A)−1.

Demonstração. Veja [54].

Lema 9. Seja A ∈ H. Se C(A) é não singular, então A é não singular.

Demonstração. Veja [24].
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Lema 10 (Teorema 4 em [65]). Seja A ∈ Cn×n, tal que aii 6= 0, 1 ≤ i ≤ n. A ∈ H é

não singular se, e somente se, para cada matriz B ∈ Cn×n, com C(B) ≥ C(A), B é não

singular.

Teorema 9. Sejam A ∈ H e Â a matriz M associada à A, com A ∈ Rn×n e n = m× k,

onde k é a ordem dos blocos em A. Sejam Di e D̂i os pivôs produzidos por A e Â pelo

BAINV sem descarte. Considere ainda os pivôs D̃i produzidos pelo BAINV com descarte.

Todos os pivôs tem ordem k. Então,

det (D̃i) 6= 0.

Demonstração. Levando em conta a notação apresentada no Algoritmo 23, vamos usar

indução em r. Os vetores em bloco Zi, Z̃i e Ẑi e os multiplicadores Mi, M̃i e M̂i seguem

a notação proposta para os pivôs.

H(r) :=


|M̃ (r−1)

j | ≤ −M̂ (r−1)
j , j > r, (25a)

|Z̃(r−1)
j | ≤ Ẑ

(r−1)
j , j ≥ r, (25b)

D̂r ≤ C(D̃r), det(D̃r) 6= 0, (25c)

para 1 ≤ r ≤ k.

Para r = 1 e j > 1, |M (0)
j | = |A1j| = −Â1j = −M̂ (0)

j . Portanto, |M̃ (0)
j | ≤ −M̂

(0)
j .

Com relação a matriz Z, na primeira iteração, Z
(0)
i = Ei. Como não há descarte nessa

etapa, |Z̃(r)
j | ≤ Ẑ

(r)
j .

Já para os pivôs D1 = A11 e D̂1 = Â11, portanto, D̂1 = C(D1). Como

(D̃1)ij :=

(D1)ij

0

, para i 6= j, e (D̃1)ii := (D1)ii,

já que não há descarte nos elementos da diagonal principal, temos D̂1 ≤ C(D̃1). Como

D̂1 ∈M e C(D̃1) ∈ Z, segue, do Lema 7, que C(D̃1) ∈M e é não singular. Logo, D̃1 ∈ H,

pois suas diagonais são as da matriz original, e , do Lema 9, é não singular.

Vamos provar que Hr−1 =⇒ Hr é verdadeira. Para os multiplicadores, por
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analogia à (24),

|M̃ (r−1)
r | = |

r−2∑
l=1

ÃrlZ̃
(r−2)
lj + Ãrj| ≤

r−2∑
l=1

|Ãrl||Z̃(r−2)
lj |+ |Ãrj| ≤

≤
r−2∑
l=1

−ÂrlẐ
(r−2)
lj − Ârj = −M̂ (r−1)

j .

Analisando as colunas da matriz Z. Como, pela hipótese de indução, D̂r−1 ≤

C(D̃r−1), temos, pelo Lema 7, que C(D̃r−1) é não singular e, pelo Lema 9, que D̃r−1 é

matriz H e não é singular. Sendo assim, dos Lemas 6 e 8

|D̃−1r−1| ≤ C(D̃r−1)
−1 ≤ D̂−1r−1.

Com isso, podemos concluir que:

|Z̃(r−1)
j | = |Z̃(r−2)

j − Z̃r−1D̃
−1
r−1M̃

(r−2)
j | ≤ |Z̃(r−2)

j |+ |Z̃r−1||D̃−1r−1||M̃
(r−2)
j | ≤

≤ Ẑ
(r−2)
j − Ẑr−1D̂

−1
r−1M̂

(r−2)
j = Ẑ

(r−1)
j .

Finalmente, do Algoritmo 7, temos

D̃r = Arr +
r−1∑
l=1

ArlZ̃lr. (26)

Queremos mostrar que D̂r ≤ C(D̃r). Para isso, devemos comparar D̂r e C(D̃r)

como matrizes escalares. Analisando a equação (26), vamos estudar os elementos fora da

diagonal principal de D̂r,

(D̂r)ij = (Ârr)ij +
r−1∑
l=1

(ÂrlẐlr)ij, i 6= j,

e os de sua diagonal principal,

(D̂r)ii = (Ârr)ii +
r−1∑
l=1

(ÂrlẐlr)ii.

Primeiramente, vamos entender como é a construção das entradas de D̃r fora da
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sua diagonal principal. Como (Ârr) ∈M, (Ârr)ij ≤ 0; assim,

(Ârr)ij ≤ (Ãrr)ij ≤ −(Ârr)ij.

Pelas definições das matrizes, Ârl ≤ 0 e Ârl ≤ Ãrl ≤ −Ârl, para l 6= r. Pela hipótese de

indução, |Zlr| ≤ Ẑlr, para 1 ≤ l < r. Portanto, temos

(Ârr)ij +
r−1∑
l=1

(ÂrlẐlr)ij ≤ (Ãrr)ij +
r−1∑
l=1

(ÃrlZ̃lr)ij ≤ −(Ârr)ij −
r−1∑
l=1

(ÂrlẐlr)ij

⇒ −

∣∣∣∣∣(Ârr)ij +
r−1∑
l=1

(ÂrlẐlr)ij

∣∣∣∣∣ ≤ −
∣∣∣∣∣(Ãrr)ij +

r−1∑
l=1

(ÃrlZ̃lr)ij

∣∣∣∣∣. (27)

Agora, vamos provar que para a diagonal principal de D̃r, calculada na equação

(26), vale que D̂r ≤ C(D̃r). Agora, |(Ãrr)ii| = (Ârr)ii e ÂrlẐlr ≤ ÃrlZ̃lr, pois ÂrlẐlr é

negativo.

Nesse ponto, há dois casos a se considerar: (Ãrr)ii e
∑r−1

l=1 (ÃrlZ̃lr)ii ou possuem

sinais iguais ou possuem sinais diferentes.

Caso tenham sinais diferentes, teremos

(D̂r)ii = (Ârr)ii − |
r−1∑
l=1

(ÂrlẐlr)ii| ≤ ||(Ãrr)ii| − |
r−1∑
l=1

(ÃrlZ̃lr)ii|| = |(D̃r)ii|.

Já se (Ãrr)ii e
∑r−1

l=1 (ÃrlZ̃lr)ii possúırem sinais iguais, então (D̂r)ii = (Ârr)ii−|
∑r−1

l=1 (ÂrlẐlr)ii| ≤

||(Ãrr)ii|+ |
∑r−1

l=1 (ÃrlZ̃lr)ii|| = |(D̃r)ii|.

Portanto, D̂r ≤ C(D̃r). Logo, como D̂r é uma matrizM e C(D̃r) é matriz Z, segue

do Lema 7 que C(D̃r) é matrizM e não é singular. Assim, pelo Lema 9, D̃r é uma matriz

H e não é singular.

Devemos notar que, em nenhum dos lemas e nem mesmo na demonstração do

Teorema 9 a simetria foi uma condição sine qua non para realização da demonstração, de

modo que a mesma é pasśıvel generalização para o caso não simétrico.
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6 AVANÇOS E FUTURAS PESQUISAS

Além do BAINV vamos propor algumas variações desses métodos de precondici-

onamento que terão suas experimentações feitas em trabalhos futuros. Exibimos aqui

a generalização de alguns métodos apresentados e vamos apresentar adicionalmente as

opções de descartes que podem ser utilizadas mais adiante em trabalhos futuros.

Algumas dessas variações que apresentaremos são livre de quebras, pois usam como

pano de fundo, a versão estável SBAINV. Este é o caso do BRIF, apresentado no Algoritmo

24.

Algoritmo 24: BRIF

1 Let A a nonsingular matrix and C = ATA and a preset block structure in C.

Z
(0)
i ← Ei, i = 1, ..., n;

2 for i← 1 to n do

3 Vi ← AZ
(i−1)
i ;

4 for j ← i to n do

5 P
(i−1)
j ← V T

i (AZ
(i−1)
j );

6 if i← n then
7 go to 13

8 for j ← i+ 1 to n do

9 Z
(i)
j ← Z

(i−1)
j − Z(i−1)

i (P
(i−1)
i )−1P

(i−1)
j ;

10 D ← diag(P1, P2, ..., Pn) and Z ← (Z1, Z2, ..., Zn).

Naturalmente, essa versão é livre de quebra. Caso use a versão não estável, com

menos custo computacional, o que podemos garantir é que para matrizes H o Algoritmo

também é livre de quebra.

Baseado no trabalho de Rafiei e Toutounian, [66], podemos, através de algumas

adaptações, propor uma variação do SAINV, para matrizes não simétricas e positivo

definidas em bloco, que também é livre de quebras.

Primeiramente, vamos relembrar o AINV em bloco não simétrico e poderemos tirar

algumas conclusões (no Algoritmo 25, CT
i representa a i-ésima bloco coluna de AT).

A primeira importante conclusão que queremos chegar é que:

P
(i−1)
i = W T

i AZi = ZT
i AWi = Qi.

Essa relação se demonstra com perfeita analogia ao que fizemos no caṕıtulo 2.
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Algoritmo 25: Block Biconjugation Process

1 W
(0)
i = Z

(0)
i = Ei, i = 1, . . . , n;

2 for i← 1 to n do
3 for j ← 1 to n do

4 P
(i−1)
j = AT

i Z
(i−1)
j ;

5 Q
(i−1)
j = CT

i W
(i−1)
j ;

6 if i← n then
7 go to 15

8 for j ← i+ 1 to n do

9 Z
(i)
j := Z

(i−1)
j − Z(i−1)

i (P
(i−1)
i )−1P

(i−1)
j ;

10 W
(i)
j := W

(i−1)
j −W (i−1)

i (Q
(i−1)
i )−1Q

(i−1)
j ;

11 D = Diag(P1, P2, ..., Pn), Z = (Z1, Z2, ..., Zn) and W = (W1,W2, ...,Wn).

A segunda conclusão diz respeito às seguintes igualdades:

P
(i−1)
j = W T

i AEj e Q
(i−1)
j = ZT

i AEj,

para 1 ≤ i ≤ j ≤ k.

Para provar essas relações faremos uso do Lema 1, que nos diz que:

Z
(i−1)
j = Ej −

j−1∑
s=1

Zs(Ps)
−1P

(s)
j .

Assim, como P
(i−1)
j = W T

i AZ
(i−1)
j e, sabendo que W T

i AZs = 0, para j > s obtemos

o resultado desejado. A relação Q
(i−1)
j = ZT

i AEj se obtém analogamente.

Teorema 10. Sejam P
(i−1)
j e Q

(i−1)
j pivôs produzidos pelo Algoritmo 25. Então:

P
(i−1)
j = Aij −

(i−1)∑
k=1

[Q
(k−1)
i ]T(P

(k−1)
k )−1P

(k−1)
j

e

Q
(i−1)
j = Aji −

(i−1)∑
k=1

[P
(k−1)
i ]T(Q

(k−1)
k )−1Q

(k−1)
j

Demonstração. Sabendo que P
(i−1)
j = ET

i AZ
(i−1)
j e Z

(i−1)
j = Ej−

∑i−2
k=0 Z

(k)
k+1(Pk+1)

−1P
(k)
j ,

temos

P
(i−1)
j = ET

i A(Ej −
i−2∑
k=0

Z
(k)
k+1(Pk+1)

−1P
(k)
j ).
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Assim,

P
(i−1)
j = Aij −

i−2∑
k=0

[Q
(k−1)
i ]T(Pk+1)

−1P
(k)
j ,

que é equivalente a:

P
(i−1)
j = Aij −

i−1∑
k=1

[Q
(k−1)
i ]T(Pk)−1P

(k−1)
j ,

A segunda relação se obtém de modo análogo.

Usando essas relações podemos propor o Algoritmo 26.

Algoritmo 26: SBAINV-Variety

1 W
(0)
i ← Ei, i = 1, ..., n;

2 for i← 1 to n do

3 Vi ← AW
(i−1)
i ;

4 Q
(i−1)
i ← ((W

(i−1)
i ))TVi;

5 P
(i−1)
i ← Q

(i−1)
i ;

6 if i = n then
7 go to 13

8 for j ← i+ 1 to n do

9 Q
(i−1)
j ← (W

(i−1)
j )TVi;

10 P
(i−1)
j ← Aij −

∑i−1
k=1(Q

(i−1)
i )TUj;

11 Uj ← (P
(i−1)
i )−1P

(i−1)
j ;

12 W
(i)
j ← W

(i−1)
j −W (i−1)

i (Q
(i−1)
i )−1Q

(i−1)
j ;

13 Wi ← W
(i−1)
i and Qi ← Q

(i−1)
i . Return W ← [W1, ...,Wn], U ← Uij and

D ← diag(P1, ..., Pn).

Naturalmente, essa versão é equivalente ao SBAINV e, portanto, é livre de quebras.

Nesse caso, nós calcularemos as matrizes U e W e, para construir a fatoração: A−1 =

U−1D−1W faremos uso da série de Newmann de quarta ordem a fim de estimar U−1.

Podemos também generalizar o FFAPINV para bloco (ver Algoritmo 27): queremos

encontrar matrizes W e Z tais que WAZ = D, com D matriz diagonal. Para tal, as linhas

da matriz W e as colunas Z são constrúıdas recursivamente, a partir da identidade e das

colunas previamente constrúıdas, isto é, z1 = e1 e:

Zj = Ej +

j−1∑
i=1

Ziαi, j = 2, . . . , n.
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Analogamente,

Wj = ET
j +

j−1∑
i=1

Wiβi, j = 2, . . . , n.

Assim, primeiramente, observe que D1 = WiAZi = A11. Agora, para k = 1, . . . , j − 1

temos

0 = WkAZj

= WkAEj +
∑j−1

i=1 WkAZiαi

= WkA∗j +WkAZzkαk

= wkA∗j +Dkαk

Assim,

αk = −Dk
−1WkA∗j, k = 1, . . . , j − 1.

Do mesmo modo, obtemos que:

βk = −Dk
−1Aj∗Zk, k = 1, . . . , j − 1.

Algoritmo 27: BFFAPINV

1 Z
(0)
i ← Ei;W1 = ET

1 , i = 1, ..., n;
2 for j ← 2 to n do
3 Zj ← Ej,Wj ← ET

j ;

4 for i← 1 to j − 1 do
5 αk ← −dk−1wkA∗j;

6 βk ← −dk−1Aj∗zk;
7 Zj ← Zj + Ziαi;
8 Wj ← Wj +Wiβi;
9 Drop entries of Zj and Wj whose absolute values are smaller than τ

10 Dj ← WjAZj

Novamente, afim de construir o FFAPINV para matrizes não simétricas e posi-

tivo definidas (NSPD), precisamos primeiramente observar que Dj = ZT
j AZj = WjAW

T
j

para j = 1, . . . , n. De fato, como WAZ = D segue que ZTAZ = ZTW−1D. As-

sim, como ZTW−1D é triangular inferior e diag(ZTW−1D) = D, podemos concluir que

diag(ZTAZ) = D e, portanto, Dj = ZTAZ. A segunda igualdade demonstra-se de modo

análogo. Dessa discussão temos que Dj é positivo definida, ver Algoritmo 28.

Todas essas variações entre outras possuem uma possibilidade de investigação
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Algoritmo 28: BFFAPINV-NSPD

1 Z
(0)
i ← Ei;W1 ← ET

1 , i = 1, ..., n;
2 for j ← 2 to n do
3 Zj ← Ej,Wj ← ET

j for i← 1 to j − 1 do
4 αk ← −Dk

−1WkA∗j;

5 βk ← −Dk
−1Aj∗Zk;

6 if |αk| > τ then
7 Zj ← Ej + Ziαi;

8 if |βk| > τ then
9 Wj ← ET

j +Wiβi;

10 Drop entries of Zj and Wj whose absolute values are smaller than τ

11 Dj ← Aj∗Zk if det(Dj) = 0 then
12 Dj ← WjAZj

quanto aos experimentos numéricos.

Outra possibilidade é investigar qual é o efeito dos diferentes tipos de descartes,

reordenamentos e reescalonamentos para cada uma dessas variações. Abaixo listaremos

algumas possibilidades:

Reescalonamentos:

• Máximo;

• Jacobi;

• Bloco Jacobi;

• DCR.

Reordenamentos:

• AMD;

• MIP.

Descartes:

• Por tolerância;

• Por tolerância de bloco;

• Por preenchimento pré-definido;
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• Por bloco com preenchimento pré-definido;

• AINV(0) - só preenche aonde A tiver preenchimento;

• BAINV(0) - só preenche nas posições de bloco que são não nulos em A;

• Por tolerância de zli vezes a linha i de A;

• Usando os fatores L e U .
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CONCLUSÃO

Nesta tese, estudamos a estrutura matemática, as principais propriedades e o

histórico contendo contribuições ao algoritmo de Inversa Aproximada proposto em [11],

especialmente aquelas que possuem uma estrutura de blocos.

Primeiramente, nós discutimos as bases matemáticas de alguns métodos iterativos,

em especial, o método dos Gradientes Conjugados (CG) e o método do Reśıduo Mı́nimo

Generalizado (GMRES). Nessa discussão apresentamos os algoritmos e algumas de suas

propriedades.

Exibimos também diversas propostas de evolução do AINV e apresentamos as

principais propriedades dessas versões. Generalizamos, matematicamente, tais algoritmos

para as suas versões em bloco. Observamos que as várias formas de se conceber o AINV

diferiam principalmente quanto: como o descarte é realizado, como os multiplicadores

são calculados ou como a fatoração da inversa de A é feita. Observamos também que

foram raros os trabalhos feitos com versões em bloco e, nesses raros trabalhos, nenhuma

tratamento sobre estabilidade ou complexidade desses algoritmos foram exibidos.

Com relação à versão bloco do AINV, estabelecemos suas condições matemáticas

de funcionamento. Nesse sentido, propusemos algumas definições e generalizações de

conceitos básicos de Álgebra Linear. Exibimos também uma demonstração da validade

do BAINV e apresentamos uma interpretação geométrica e algébrica das condições ne-

cessárias para validação do BAINV.

Adicionalmente, conseguimos verificar que as matrizes M e as matrizes H podem

ser utilizadas no BAINV, mesmo com descarte, com garantias de ser livre de quebra.

Durante esse processo, nós pudemos observar e demonstrar algumas propriedades dessas

duas famı́lias de matrizes.

Por fim, propusemos versões em bloco de algumas variações do AINV e apresenta-

mos suas demonstrações matemáticas de validação e propusemos um catálogo de trabalhos

futuros.
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[21] BOLLHÖFER, M.: A robust and efficient ILU that incorporates the growth of the

inverse triangular factors. Siam J. S. C. 25(1), pp 86–103, 2003.



90

[22] BRIDSON R. e TANG W. Refining an Approximate Inverse. Appeared in J. of

Comp. and Appl. Math, vol. 123 (Numerical Analysis 2000 vol. III: Linear Algebra),

pp. 293–306, 2000.
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