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2 MODELO MECANICO

Neste capitulo aplicaremos a teoria de mistura para modelar o escoamento
de um liguido por um meio poroso rigido, homogéneo, isotrépico e em repouso. A
mistura serd formada por 3 constituintes: um liquido incompressivel, 0 meio poroso
e um gas inerte com baixissima densidade. Assumiremos também que a mistura €

isotérmica e que 0s componentes sdo quimicamente inertes, ou seja, ndo havera

reacdo quimica entre eles. Iremos nos referir ao constituinte liquido por C:
(componente-F), e as grandezas associadas a ele por p.,v-,TF, . .etc, e ao

constituinte gasoso por Cs.
Alguns conceitos associados ao meio poroso sdo descritos a seguir:

e POROSIDADE ( €): corresponde a razéo entre o volume maximo de liquido
gue pode ser colocado em um meio poroso e o volume total da regido
contendo o meio poroso. Intuitivamente, € € uma medida da quantidade de
vazios ativos no meio poroso, e seus valores variamde 0 <g < 1.

e FRACAO DE FLUIDO ( @) : corresponde a razéo entre o volume de liquido
em um meio poroso dV; (volume do liquido tratado como continuo isolado

fora da mistura) e o volume total da regido contendo o meio poroso dV.
Analisando um fluido contido em um volume infinitesimal, temos :

_dmg
av

Pr

onde p.corresponde a densidade parcial do fluido em dV. Sabemos que

_dm,
Po dVF

onde p, corresponde a densidade usual do fluido. Logo a fra¢do de fluido
vale

— dVF — de/pO :& (21)
dv.dmg/p: po

4
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e SATURACAO (v) : corresponde a quanto do meio poroso esta preenchido
com fluido, ou seja, a razdo entre o volume de fluido em um meio poroso e o
volume méximo de fluido que pode ser colocado no meio poroso, portanto
seus valores podem variarde 0 < v <1.Em um dV teremos:

_1dv
¢ dVv

y (2.2)

substituindo p,e p. temos:

(2.3)

VariagOes de saturacgéo e fracdo de fluido

Na mistura em foco neste trabalho s6 trabalharemos com as equagdes que
governam o movimento do liquido, pois 0 meio poroso é rigido e estd em repouso e
0 gas inerte serve apenas para dotar a mistura de uma certa compressibilidade ao
preencher os espagos ndo preenchidos pelo fluido, portanto a saturagdo w nos
indicard quanto de fluido e quanto de gés teremos no meio poroso. Vamos entédo

simplificar a notagéo, denotando:

vi=v

Observe que neste capitulo, v ndo esta representando a velocidade baricéntrica,

como no capitulo anterior.
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Analisando um paralelepipedo de um meio poroso uniforme, chamaremos

de A, a soma das areas dos poros em uma face (em preto) e A a area da face.

Matriz porosa em forma de paralelepipedo

Teremos entéo :
IAg dz=A_h=volume dos poros

portanto:
A, h=¢Ah=A_=cA
observe que esta relacdo serve para cortes em qualquer direcdo, para um meio
poroso natural, independente dele ser isotrépico.
A presséo de gas-liquido dentro dos poros, sera denotada por p,, e pode ser
calculada por:
_dF _dF
Po= dA, &dA
A presséo parcial da mistura gas-liquido, que é a soma das pressdes parciais pg + Pg,

vale:

dF
Pe + Pg ZdiAzgpo (2.4)

O valor de F é 0 mesmo nas 2 equages, pois no calculo das pressbes parciais, s6
havera gas-fluido, nos poros.

A relacdo entre p.e pg, depende de quanto gas e quanto liquido ha nos

poros, ou seja, elas serdo proporcionais aos respectivos volumes. Teremos entéo:
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[// = dVF = pF
dVe +dVg P +Pg
substituindo as eqs. (2.4) e (2.3) :
Pr =V EPy =

Pe =9 P

Quanto as relagBes constitutivas para o tensor parcial de tensdes T", 0 meio

poroso ndo permite a formacédo das laminas do fluxo laminar. A dire¢cdo em que o

fluido se desloca, ndo € regida pela viscosidade, pois o fluido segue o caminho dos

poros, portanto seu movimento é dominado pela acdo da pressdo. Descartaremos

entdo as componentes de cisalhamento do tensor de tens@es e a forca de superficie

na interface. O tensor de tensdes consistira apenas das tensdes normais do fluido, ou
seja:

T" =P 1==py0| (2.5)

onde | é o tensor identidade e p, sera assumida constante enquanto ndo houver

saturacdo.

Reescrevendo a equagdo da continuidade (1.14), para Cr teremos:

substituindo a eq. (2.1) obtemos:

a((ppo)+div(g0po\7) =0

Como p, é constante:
op . =\
EJFdIV((DV ) =0 (2.6)

que no caso unidimensional se reduz a:

a£+6(¢v)

=0 2.7
ot oX 27)

A equacdo do momento linear para o componente-F, é da forma:

peat =H  +p. G" +divTF



44

como af =2V vy + e por (2.5) TF =—p, ¢! teremos:
Dt ot
—— v — —F .
Pe| VV v +E =H" +p.G" —div(p, ¢l )=

—— v ) TF =F
= pr (Vv v +6tj: H™ +p.G" =V (p, 9) (2.8)

A forga de corpo pr (? sera desconsiderada, pois seu efeito é desprezivel,

comparado as outras forcas. Assumiremos também que HF esta relacionado ao
gradiente de saturacédo [18]:

H =42V, (2.9)

4 -representa a viscosidade do fluido
onde: < D -€é o coeficiente de difuséo
K -permeabilidade especifica do meio poroso

substituindo as eqs. (2.1) e (2.9) na equagdo de momento linear, teremos:

¢(v\7-\7+a\’ - —V[“D+p°(p]
ot Kpo  Po

podemos reescrever a equacgdo acima de forma mais conveniente definindo presséo:

Kpo Po
observando que p é funcdo apenas de ¢ . A pressdo p ndo é uma pressao usual ou
parcial, sua definicdo serve apenas para normalizar a equacdo . Substituindo p

teremos:
—— v
(D(VV v +8t]+Vp=0 (2.11)

gue pode ainda ser reescrita somando-se v vezes a equagao (2.6)

\Tdiv(go\T) vi‘pﬂp%ﬂva-v +Vp=0 =

6((pv)

V(gp\T)-\T +cp\7div7 +Vp=0 ou
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a(<p\7)

+V((p\7)-\7+ div(go\7®\7)+Vp=0

No caso unidimensional, faremos as substitui¢des:

Vp—)a—p e Ve —>va—v
OX oX
naeg. (2.11) e teremos
ov ov 0op
oV—+p—+—=
0 ot ox

somando v vezes a eq. (2.7) :

o(pv
v7<(p )<pva—v+cpa—v+va—q)+@=0
OX OX ot ot ox

o(pw) agv)
ot

obtendo a seguinte equagdo do momento linear no caso unidimensional

o(pv) o(ev?+p)
ot * OX

=0 (2.12)

Nosso modelo matematico para o escoamento unidimensional em meio
poroso, consiste nas equagfes (2.7) e (2.12). Teremos ainda que t>0 e a fragdo de
fluido ¢ , pode variar no maximo até os poros estarem totalmente preenchidos pelo
fluido, ou seja quando houver saturacéo:

Pmax =€
resultando no sistema hiperbdlico néo linear de equacdes diferenciais parciais,
20, 2(pv)
ot oX
o(pv) , oov*+p)
ot oX

(2.13)

para x e R e t >0, sujeito a restricdo geométrica0 < ¢ < ¢.
A seguir, iremos desenvolver as condi¢cbes de salto para o caso

unidimensional. Substituindo p=p, ¢ na equagado da continuidade (1.28) , teremos:
[@ po(v —u)ieri]=0
observe que n s6 pode assumir os valores i, que implica

[¢ po(v —u)]=0 = p,[eV]= pu[e] =
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[ov]=u[e] (2.14)
gue é a condicdo de salto da equagdo da continuidade no caso unidimensional.
Na equagdo do momento linear (1.29), iremos substituir também

TF=-pyel, obtendo:
[po(pvi((v —u)i-ﬁ)+<ppoﬁ]= 0=

[ PepV? = popvu + 9P | = 0
dividindo por p,:
2 Po | _
pvZ+9-2 |=[pv]u
0

pela equacdo (2.10), sabemos que {(ppo}: [p]. portanto:

Po
2
[gpv + p] =[ev]u
gue é a condicdo de salto para o momento linear no caso unidimensional.

As duas condicdes de salto podem ser reescritas da forma:

[v]_[evi+p]

[go] = [(pv] (2.15)
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3 O PROBLEMA DE RIEMANN ASSOCIADO AO ESCOAMENTO
EM MEIO POROSO

O sistema de equagdes diferenciais parciais (2.12)

o0, dlev) _,
ot 6x
3(<0V)

ot 6 (p+(ov) 0

discutido no capitulo 2, juntamente com as condicOes iniciais

(@ v, )parax<O0
(pv)=1 *
(pr,Vg )para x>0

emt=0

torna-se um problema de Riemann classico, que possui a mesma estrutura em
problemas de elasticidade e dindmica de gases.

Na nossa analise inicial, adotaremos p como funcdo de ¢ ( ndo
necessariamente pog ) . Teremos ainda que p’ > 0 nos dara um problema hiperbdélico
e p”> 0 um sistema ndo linear.

Definindo £=x/t (ver Apéndice B) teremos que tanto ¢, vV e p serdo fungdes
de &, e fazendo a mudanga de varidvel de (X, t) para &, nosso sistema de equagdes
diferenciais parciais se transforma num sistema de equagdes diferenciais ordinarias.

Aplicando a regra da cadeia

w__xdw
ot t*d
¢ obtemos
ow_ ldw
ox  tde
g4, dov)_g
dé d§
LML LN
dé d§ dé dé
usando a derivada do produto v d((pv)_ d—q)+<p dv para substituir av
dg dé¢ ~d¢ dé

obtemos:
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_gde, dlov)_g

d¢ d¢
. o2vde d(ev) _
(p'=v )E+(2v—§) de =0

que escrito na forma matricial

o2 amo)seloHs) 6
(p'-v?) (v-¢)] dglov] 7|0

O sistema possui a solugéo trivial:

d|e 0
— =| |= @ eV constantes
délev| [O

Nao havera solucdo continua em todo dominio (t> 0) satisfazendo a solucdo acima,

pois @y #@, e Vi =V . O sistema tera também solucéo se:

(oo o)
det , =0 (3.2)
(p'=v7) (&v=¢)

e as solucgdes estariam no nucleo da transformacdo. Resolvendo a equacéo (3.2)

obtemos:

ll=v—\/ﬁ e A,=Vv +\/F

Podemos observar que 4, e 4, sdo os autovalores da matriz

vy o)
(p'=v?) 2v

Substituindo o valor 4,=v—,/p' e efetuando a primeira linha do produto
matricial (3.1)(observe que uma linha do produto matricial ja é suficiente), obtemos:
(Jp'-v)de+d(pv)=0=

Jp' dp+p dv=0 (3.3)

Integrando os dois lados, obtemos o primeiro invariante de Riemann:
R,=v +J‘\/p7dq)
4

Analogamente, substituindo o valor A,=v+./p', obtemos o segundo invariante de

Riemann :
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R,=v —J‘\/Fd(p
4

Tanto }vl=v—\/F como A,=V+,/p' ndo geram solugdo continua em todo
dominio (§ € ]R), pois a condicéo inicial (¢ ,v, ) para x<0 e t=0 implicaria que
& %vLim que possui um valor finito, enquanto sabemos que £ »>—-o. O
mesmo ocorre para (¢g,Vg) para x>0 e t=0. Iremos nos referir aos 3 tipos de
solucéo por:

e S quando ¢ e v constantes

X

« Siquando cf:?:v—\/ﬁ

.« S quando §=%=v+\/ﬁ

Como nenhuma das 3 gera uma soluc¢ao continua em toda reta £ e R, para
obter tal solucdo teremos de combinar os 3 tipos de solugcdo em subintervalos da

reta. Como em & —+00,ndo héa solugdo do tipo Sl ou Sz , teremos que ¢ e v serdo

constantes nos intervalos:

{(p:% para é e (-0,& ] e {gozpr para £ e [&;,+ )
V=v, V =vg

paraalgum & e &; .

E
5;_ SR
Fracdo de fluido e velocidade em + o0

Vale observar que intervalos na reta &, correspondem a leques no plano x x t.

(ver figura abaixo)
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Correlagéo entre intervalos no eixo & e leques no plano x x t

Um intervalo com solugéo Sl néo pode encostar em outro com solucéo Sg ,
ou seja; ndo existe a,bec e R talqueem [a, b] hésolugdo Sl eem [b, c]solucéo
S, (ou vice versa), pois teriamos que :

b pertence ao primeiro intervalo = b=v —\/?
b pertence ao segundo intervalo = b=v +\/? , logo
Vv — p'=v+\/ﬁ = \/on = p'=0
gue é falso pois por hipétese, p'>0.
N&o poderemos ter também um intervalo satisfazendo S o entre dois

intervalos satisfazendo S; (ou S, )

S1 S S1

a b

Situacdo impossivel - S, entre dois intervalos do mesmo tipo
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No intervalo do meio (inclusive emaeb), ¢, eV, sdo constantes. Como a esta no
primeiro intervalo, vale : a=v,—./p'(¢,). Idem para b no segundo intervalo
b=v,-./p'(¢,) . Portanto:

a=v,—/p'(go) =b
ou seja, nao ha intervalo nenhum no meio.

Também nao ocorrera a situagdo em que teremos os intervalos na ordem

(esquerda para direita) : S-S - Si.

Sy S o S1

a

Seqiiéncia impossivel de intervalos (Sz -So - Sl)

Como aeb e[a,b], satisfazem So . Teremos para ambos ¢ = ¢, ev =v, . Como a

satisfaz Sz e b satisfaz 81 , teremos ainda:

a=Vvy+4/p ()
b=v,—/P'(¢)

como a<b

a=V, +/P'(9,) <Vo—+/P (@) =b = /p'(p,) <O

que é falso.
Construindo as tnicas sequéncias possiveis de intervalos, para que

tenhamos solug¢do continua, teremos:

1- S0-51-5-S:-S,
2- S50-S:-S,
3- So—Sz—So
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S[] Sl SU

==
& Sk
- =
S[] S;'_ SD
=
) o
- ==
So S1 So Sy So
==

& a b &

Todas as sequéncias possiveis de intervalos

Os valores de ¢ e v sdo constantes quando a solugao é do tipo So.ParaSie$;, eles

tem que satisfazer as equagdes diferenciais ordinarias (3.3), e conseqiientemente os
respectivos invariantes de Riemann.

Analisando a seqiiéncia (So S - So) podemos facilmente calcular & e &; ,

pois :
SL=VL—/P(¢) e &r=Vg —/P'(¥Rr)

Podemos ainda determinar ¢ ev entre & e &y resolvendo a equagdo diferencial
ordindria (3.3) , com a condicdo inicial ¢ =¢, ev =v  em & . Este problema ja tera
solucdo bem definida independente dos valores ¢ = ¢; e v =vg em &, e tais valores
s6 serdo satisfeitos por coincidéncia. O mesmo ocorre para seqiiéncia ( So-5,-S, )-
Tais casos dificilmente ocorrerdo, e na prética teremos apenas a solucao do tipo

(So Si-S,-5 - So). Para esta sequiéncia de intervalos, podemos encontrar

¢ e &g pois:
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S =V A P'(p) e &r=Vg +4/ P'(¢r)
Entre &, e &, ,p =9, eV =v, sdo constantes, e seus valores estdo relacionados por :
§1=V* — p|((0*) e §2=V* +4/ pl((p*)
Para resolvermos o problema de Riemann, temos ainda de encontrar ¢, e v, .
Como & e ¢, estdao no segundo (S 1) e no quarto( Sz) intervalos ambos estaréo

sujeitos as equacdes diferenciais / invariantes de Riemann correspondentes aos seus

intervalos:
® Ox ;
£d¢) =V, -v, e
o %
z (3.4)
£d¢=vR—v*
Jo. P

gue resolvendo as integrais vira um sistema de equacdes algébricas em ¢, e v, com
uma unica solucdo. Assim teremos uma solucdo continua para o problema de
Riemann no eixo & Para gque esta solucdo seja coerente, precisamos ainda que:
S <8< &<ép
Sabemos que:
&=V, —P(@) < V. +4P'(p.) =&,
portanto basta conferir as desigualdades :
SL<& €& &<&q (3.5)

Caso alguma das desigualdades (3.5) ndo seja satisfeita, teremos de

encontrar uma solucdo descontinua para o problema de Riemann. Tal solucdo tera

de satisfazer os principios fisicos da equa¢do do momento linear e da conservacéo de

massa, ou seja, as condi¢des de salto (2.14).
Iremos tratar de agora em diante, do caso p:czgo , discutido no nosso

modelo mecénico do capitulo anterior. Teremos que:
.2 N
p'=c® e | +—dp=clnp+cte
®

No caso continuo, teremos que as integrais (3.4) viram:
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vV, -V, =c|n[¢*] e
P

(3.6)
Vg =V, =c|n(%]
(8
Resolvendo o sistema, encontraremos:
5
Q. =\lp.pp € %
V, +V, C (3.7)
v, = LTR Tl A
2 2 O

Podemos agora verificar as condi¢Bes para existéncia de uma solucdo continua

através das desigualdades (3.5):

{§L<§l =V, -C<V,—C = V <V, (32.8)

E<Er =V, +C<Vg+C = V<V,

substituindo o valor de v,da equacéo (3.7)

V +Vg C
vL<LR+In[¢L]<VR =
2 o

Vi=Ve Cln[%]<vR —Vu
2 O 2

@

gue é a desigualdade que deve ser atendida para se garantir a existéncia de solugao

que implica:

c <Vgi -V, (3.9)

continua.

Teremos também desigualdades para a fracéo de fluido ¢ :

V, <V, = V -V, =c|n[¢*]<0 = P
D P
analogamente para ¢ teremos entéo:
P> € >0, (3.10)

Na Literatura classica estas solugfes que encontramos associadas a S;eS, :

sdo chamadas de rarefagfes, nome que surgiu na dindmica de gases. O nome

também tem justificativa fisica no nosso problema, visto que a fracdo de fluido
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encontrada (¢,) é menor que as fragdes de fluido iniciais (¢_e ¢g). Na solugao
continua, iremos nos referir as rarefagbes associadas a 81 e Sz ,por rarefacdao-1 e

rarefacao-2.

Supondo que alguma ou ambas as desigualdades em (3.10) ndo sejam
satisfeitas, teremos que buscar uma solucdo descontinua para o problema de
Riemann.

Analisando inicialmente o caso

0. >0 e o>, (3.11)
encontrariamos que o segundo intervalo ndo existe, visto que o ponto final do

intervalo seria menor que o inicial (§ > &, e £,<&; ). Nao ha problema em relagao
ao quarto intervalo; continua valendo S; . Buscaremos uma solucao sem o segundo

intervalo, e teremos uma descontinuidade/choque entre o primeiro e o “terceiro”

intervalo, no ponto que chamaremos de &;. Iremos nos referir a este caso como

choque-1 rarefagado-2, e teremos de usar as condigdes de salto (2.14) em¢; .

So So Ss So
&y > &r

{choque)

Seqiiéncia de intervalos para choque-1 / rarefacao-2

Recalculando os pontos da reta &, através de um novo sistema constituido

por (2.14) e (3.6):

£ Va0V _Cotoni-Cop —pvi
1 1
D =P PN =PV

Vg —V, =c|n[%j
2

Apesar da descontinuidade ser em &, o valor de &, terd de ser recalculado,

(3.12)

porém as desigualdades (3.11) se mantém, visto que as curvas de choque e de

rarefacdo tem contato C* no espaco de estados (¢, V).
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Simplificando a primeira equacgédo do sistema (3.12), obtemos:

(QD* _(DL)

\ PP

nos conduz a resultados que satisfaz a desigualdade

V,=V, *C

(‘P* _Q’L)

A\ PP

(3.9) (calculo consiste em substituir v, da solucdo acima, em (3.6)), portanto a

A solugéo v,=v +cC

solucédo seria do tipo rarefacdo-1/rarefacdo-2 , e ndo haveria descontinuidade, que é

falso. A Unica solucdo valida seria :

(o -o)
V,=V —Cf—"
Voo (3.13)
V, =Vg —cln(%]
P
onde concluimos que :
V,<Vgp € V,<V_ (3.14)

O sistema (3.13) pode ser resolvido, determinando os valores de v, e ¢,.
Manipulando algebricamente as inequacdes (3.11) e as relac¢des (3.13), chegaremos
em uma condicdo suficiente para a existéncia de uma solucdo do tipo choque-

1/rarefacéo-2 :

cln(%} vL—vR<cM (3.15)
Pr \VPrPL

Uma analise analoga para os casos ¢, > @, € ¢, > ¢ (rarefacdo-1/choque-2)
e o, > € ¢,>¢g (choque-1/choque-2) nos forneceréo:

e Rarefagdo-1/choque-2

V,=V +C In((pLj
?s

((0* _§0R)

\ P Pr

V,>Vg € V, >V,

V,=Vg+C

condic¢0Oes suficientes para existéncia de solucéo:



CLR ) <Vgp—V, < cln[(oLJ

VPrPL Pr

e Choque-1/choque-2

condicdo suficiente:

((PR _‘PL)

\VPRPL

c <V, —Vg

Condicdes para as 4 possibilidades de solucdo para o problema de Riemann

se entdo a solugéo € do tipo

(48
Dr

/wi - /ﬂ >Vg =V, Choque-1/choque-2
28 Pr
c /(LR — /ﬂ <Vp -V <C In& Rarefacdo-1/choque-2
AKX PR | Pr
—c /(LR - /ﬂ <Vk -V, <—C In Choque-1/rarefagéo-2
Vo PR | Pr

Vg -V, >cCln Rarefacdo-1/rarefagio-2

—C

57
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4 A TRANSIGAO INSATURADO - SATURADO

Devido a incompressibilidade do liquido e a rigidez da matriz porosa, o

problema resolvido no capitulo anterior:

20, olpv) _,
ot ox

o(pv) , @ 2\ _
T+67(p+¢v )—O

juntamente com a condicéo inicial:

v ara x<0
(¢,V)={(¢L )P emt=0

(¢r,Vg )para x>0
s6 tem sentido fisico se a restricdo ¢ < ¢ for satisfeita em toda parte, para qualquer
instante de tempo. Seu significado é que o poro ndo pode comportar mais liquido do
gue cabe nele. Dos quatro tipos de solugdo possiveis para o problema hiperbélico
sob investigacdo, 3 satisfazem essa restricdo fisico/geométrica, lembrando que as
condigdes iniciais sobre a fragdo de fluido (¢, e ¢g) serdo sempre menores que a
porosidade ¢, isto é:
Q<& € pg<ée
Quando a solucéo for do tipo:
e Rarefacdo-1/Rarefagdo-2, o estado intermediario sera tal que
0, <@Q <& e @, <@g <& (solugdo continua).
e Choque-1/Rarefacdo-2, o estado intermediério sera tal que
(0 <@, < Pr <é&.
e Rarefacdo-1/Choque-2, o estado intermediério seré tal que
Pr <o, < (0 <é€.
Em todos os casos citados acima, fica assegurada a desigualdade ¢ <¢ em
toda parte. O Unico caso em que ndo podemos garantir que ¢ < ¢, é o caso Choque-

1/Choque-2, pois teremos:

PL<P. €& Pg <P,
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que ndo limita ¢, superiormente. Uma solucdo em que ¢, > ¢, ndo é fisicamente
aceitavel. Além disso, quando a fragdo de fluido tiver o mesmo valor da porosidade,
a pressdo nao serd mais uma funcdo da fracédo de fluido.

O modelo mecéanico tratado no capitulo anterior, ndo se aplica a partir do
instante que houver saturacéo (¢, = ¢ ). Apesar disto, mesmo num contexto onde héa
descontinuidade, as equag¢bes do momento linear e da conservacdo de massa,
continuam validas, em outras palavras, valem as condi¢8es de salto (2.14) , porém,
n&do poderemos usar a relacéo constitutiva para pressdo (p = c%p, ), ja que a partir da

saturacdo, a fracdo de fluido ir4 se manter constante. Substituindo ¢, = ¢ nas

condicOes de salto (2.14), obtemos:

2 2 2
eV~ EVL —QVL + P, —Cp

§1=
E—Q EV, — @V,
2 2, 2
§ _(ORVR — &V, _(pRVR —&v, +C Or — p*
= =
Pgr—€ PrVR — &V,

gue é um sistema de 2 equagBes em 2 incognitas: v, e p,. Efetuando algumas

simplificacOes, ficamos com:

(V. ~v,)% = (p. —czcoL)(l—lJ
()

(V. ~Vo)? = (p. —c%)[l—l]
g €

Apesar de cada equacdo do sistema fornecer 2 valores para v,, somente um sera

admitido, por motivos ja discutidos no capitulo anterior (condi¢des de entropia),

1 1
V.=V, _\/(p* _C2€DL)(_J
O €
1 1
v £
P €

A seguir, mostraremos algumas simula¢cbes onde podemos comparar a solucgéo

portanto

obtida com e sem a restrigdo geométrica ¢ < ¢ . Estaremos simulando o caso choque-

1/choque-2 com a fracdo de fluido a esquerda igual a direita (¢, =¢g) € com
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velocidades de aproximagao simétricas (v, = Vg ). Teremos resultados para fracao
de fluido (¢, ), pressao (p,) e velocidade de propagacao (s). Observe que S ndo é a
velocidade do componente liquido apds o choque, e sim a velocidade da onda de
choque. Mostraremos também a discrepancia percentual entre os resultados com e

(com) — (sem)

sem restricao
(sem)

J, chamando a atengdo que os resultados onde ¢ > ¢

ndo tem sentido fisico.

Em outras palavras “com restricio” e “sem restricdo” ndo sdo apenas uma
questdo de opgdo de simulagdo. Sdo dois contextos: o primeiro sempre tem sentido
fisico, enquanto o segundo representa um problema meramente matematico (e bem

mais simples).



DADOS INICIAIS

SEM RESTRICAO

COM RESTRICAO

DISCREPANCIAS

_ _ ~ Velocidade
P = Pr VL==Vgr P S P. Dx S P. Pressao propagacio
0,20 0,05 0,21 0,975 0,21 0,21 0,975 0,21 0,00% 0,00%
0,20 0,20 0,244 0,905 0,244 0,244 0,905 0,244 0,00% 0,00%
0,32 0,45 0,50 0,80 0,50 0,50 0,80 0,50 0,00% 0,00%
0,32 0,80 0,698 0,677 0,698 0,60 0,914 0,759 8,70% 35,04%
0,32 1,25 1,042 0,554 1,042 0,60 1,429 1,391 33,57% 157,75%
0,44 1,80 2,218 0,445 2,218 0,60 4,95 5,786 160,83% 1011,45%
0,44 3,20 5,349 0,287 5,349 0,60 8,80 17,336 224,07% 2968,38%
0,56 4,05 10,275 0,233 10,275 0,60 56,70 138,341 1246,40% | 24187,18%
0,56 5,00 15,099 0,193 15,099 0,60 70,00 210,560 1294,51% | 36248,05%
0,56 6,05 21,603 0,161 21,603 0,60 84,70 308,021 1325,83% | 52507,17%




o, =0, =044
v, =—v, =180
=006

p - constrained

p -unconstramed

ot

Lo
e
=%

o

=t
e
e

Error when the constraint 1s disregarded
speed of propagation — 1011%

pressure —161%
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5 CONSIDERAGOES FINAIS

A contribuicdo principal deste trabalho foi a descricdo do processo de
saturagdo num meio porosos rigido, levando em conta as restricdes geométricas
impostas pela incompressibilidade do liquido e pela rigidez do meio poroso.

Tais restri¢Oes, oriundas da realidade fisica, vinham sendo sistematicamente
desconsiderada em trabalhos anteriores onde, muitas vezes, a quantidade de liquido
presente numa regido superava o maximo admissivel.

As consequéncias da ndo imposicdo de limites para a quantidade de liquido
nos poros era, além da aberracéo fisica, a obtencdo de pressdes muito abaixo das
reais e de velocidades de propagacdo muito menores do que as fisicamente realistas.
Dessa forma, diversos processos eram simulados longe da sua realidade fisica. Por
exemplo, sem 0 uso da restricdo, dificilmente poderiamos prever a fratura de um
meio poroso.

O uso da restricdo deu origem a uma nova classe de problemas de Riemann,
cuja solucgéo era desconhecida. Uma das contribuicdes desse trabalho foi apresentar a
solucdo exata para um problema de Riemann com uma variavel sujeita a uma
restricdo (um limite) fisico. Certamente outros surgiréo...

De maneira nenhuma esse trabalho é considerado uma solucao definitiva
para o processo de transicdo insaturado-saturado. Ele é um ponto de partida. Mas,
antes de tudo, é uma prova de que podemos nos aproximar muito mais da realidade
fisica e um bom motivo para que ndo aceitemos resultados provenientes de situacdes
virtuais, convenientemente manipuladas.

Este trabalho tem vérias continua¢des naturais como, por exemplo, a
simulacdo de problemas com condigdes iniciais quaisquer e/ou 0 emprego de novas
relagbes constitutivas para a presséo.

Além disso, levando em conta os efeitos da transi¢cdo insaturado-saturado
aqui descritos, € intencdo do autor simular o processo de propagacdo de poluentes

e/ou contaminantes em contextos onde haja transi¢édo insaturado-saturado.
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O uso de aproximantes de Riemann também faz parte do espectro de

trabalhos futuros pretendidos pelo autor.
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APENDICE A - Continuidade da Densidade

Diremos que a densidade em um ponto P vale p, sempre que:

dado &> 0, existe § > 0 tal que

se AcB(P,0) :>\I\;I((:))—p<e
onde B(P, é) corresponde a bola de centro P e raio 6, M(A) massae V (A) volume
limitados por A, uma regido Jordan-mensuravel. Vale entéo :
Proposigéao :

Se p esté definida em um aberto A em R®, entdo p é continua em A

Seja x €A ;dado ¢> 0, existe 6 >0 com B(x,0)c A, tal que se Rc B(x,0) entédo

M(R)

V(R) <g/2

- p(X)

se y €B(x,0) existe 5,>0 tal que R =B(y,5,) c A :>V((§)) -p(y)<e

se tomarmos R =B(x,0)nB(y,d,) , sabemos que R € aberto (intersecéo de abertos) e

ndo vazia pois y pertence a R e como R esta contido emB(x,5) e B(y,d;) temos::

M(R)

M(R)
V(R)

vR) P

-p(y)<e =|p(x)-p(y)<e

que vale para qualquer y € B(x,0), portanto p é continuo em qualquer x A, ou seja,

p é continuo em A.
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APENDICE B - A Substituicdo & = x/t em Leis de Conservagéo

As equac0es diferenciais parciais do tipo:

ou off(w) _ (B.1)
ot OX

sdo chamadas de leis de conservagdo em analogia a alguns sistemas fisicos. A
substituicdo £ = x/t surge quando buscamos uma solucéo continua para (B.1) comt
>0 e condigéo inicial :

U, se x<O0
comU, =U,

u(x,O):{

U, se x>0

A condicéo inicial possui uma descontinuidade em (0 , 0). Iremos procurar

uma soluc¢ao continua em :
R ={(xt)eR*[t=0 e (xt)#(0,0)|

ou seja, a Unica descontinuidade estara na origem. Reescrevendo (B.1):

a—u+f'
ot

(u)a—u =(f'(u),)+Vu =0 (B.2)
OX

Analisando as curvas de nivel u = cte, teremos que f'(u)=C também sera

constante, e por (B.2):
Vu+(C31)=0

Como a curva de nivel é sempre perpendicular a Vu, o vetor (C,l)seré
sempre paralelo a sua reta tangente, ou seja; a curva de nivel serd uma reta. Sabemos
gue curvas de nivel para diferentes valores de u, ndo podem se interceptar, nem
interceptar os semi-eixos X > 0 e X < 0, pois u vale U_ e Uy (respectivamente) nos
semi-eixos. Uma forma de ndo ocorrer esta intercessdo, seria tomar retas paralelas ao
eixo x , porém tal solucdo ndo seria continua em t = 0, pois u ndo pode tender
simultaneamente para U, e U,. A Gnica forma de ndo haver descontinuidade em R
seria se todas as curvas de nivel (retas) se interceptarem na origem, ja que a origem

(0,0) ndo pertence aR . Sendo assim, as curvas de nivel serédo as retas da forma :

x=¢t
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portanto os pontos onde u é constante correspondem aos pontos em que &= x/t logo

u é funcdo de &=x/t .
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APENDICE C - O Esquema de Glimm

James Glimm introduziu o Método de Escolha Aleatdéria como uma prova
construtiva da existéncia de solugdes para uma classe de sistemas de leis de
conservacdo hiperbdlicos nao lineares. A teoria deste método tem como base o
estudo das iteragdes de ondas elementares na solucdo do problema de Riemann, cuja
formulagdo matematica apresenta uma forte base termodinamica - representada pela
condicdo de entropia.

O Método de Glimm é uma técnica semianalitica para tratar solugdes
descontinuas de sistemas hiperbdlicos de leis de conservagdo, no qual solucgdes
aproximadas sdo representadas por fungdes constantes por partes.

Chorin modificou o método original e o transformou em uma ferramenta
computacional para a solugdo numérica de leis de conservacdo hiperbdlicas
homogéneas. Colella propds um procedimento mais preciso e investigou uma
extensdo do esquema de Glimm a sistemas bidimensionais usando o método de
particao do operador.

Entre as principais caracteristicas do método de Glimm estdo a sua
capacidade de ndo dissipar o choque, preservando assim, a sua magnitude e posicao,
além do baixo custo computacional se comparado a outros métodos de aproximagao
de problemas ndo lineares como o método de elementos finitos associado a uma
técnica de captura de choques, por exemplo. Além disto, quando o comprimento dos
passos tomados em relacdo a varidvel espacial tende a zero, a aproximagado obtida
tende a solugdo exata do problema, considerando, neste caso, a sua solugao fraca.

No entanto, tal método apresenta uma inconveniente desvantagem uma vez
que sua implementacdo, na simulacdo de problemas de valor inicial, requer o
conhecimento prévio da solucdo completa do problema de Riemann associado a
sistemas hiperbolicos.

Em esséncia, o método consiste em um procedimento numérico que utiliza a
solucdo do problema de Riemann associado na geragdo de solugdes aproximadas de

equagdes hiperbdlicas, sujeitas a condig¢des iniciais arbitrdrias. Os problemas de
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Riemann sao problemas de valor inicial cuja condicdo inicial é, necessariamente, uma
funcao degrau. Como o esquema de Glimm constréi a solu¢do para um problema de
valor inicial a partir da solu¢do de um certo ntmero pré-determinado de problemas

de Riemann associados, para marchar no tempo de um instante t =t ,a um instante
t,., =1, + At, a condigao inicial arbitraria deve ser aproximada por fungdes constantes

por partes.
A fim de evitar uma interacdo direta entre choques referentes a dois
problemas de Riemann consecutivos, o avanco de tempo At deve ser escolhido de tal
forma a satisfazer a condicdo de Courant-Friedrichs-Lewy , assegurando, desta
forma, a unicidade da solugao, ou seja,
AX
2

max

At=t -t <

n+1

(C.1)

onde M\maxé a velocidade méaxima de propagacdo, em valor absoluto, da

descontinuidade considerando todos os problemas de Riemann no tempot, , ou seja,

a norma do valor maximo dos autovalores do sistema.

O método de Glimm permite, assim, a constru¢do de uma solugdo para
problemas de valor inicial - conhecidos como sistemas hiperbdlicos ndo lineares
sujeitos a valores iniciais arbitrarios - através da solucao de um certo namero de
problemas de Riemann associados. A condicdo inicial arbitraria, dada por uma
funcdo da posicdo x é aproximada por fungdes constantes por partes, conhecidas
como funcdes degrau. Em seguida, um problema de Riemann - um problema de
valor inicial cuja condicdo inicial é necessariamente uma funcdo degrau - deve ser
resolvido para cada dois passos consecutivos.

Desta forma, o objetivo deste método é unir de forma apropriada a solucdo
de tantos problemas de Riemann quantos forem necessarios para evoluir de forma

sucessiva de um tempot =t, para um tempo t_ =t +At.

Este procedimento pode ser facilmente compreendido através da ilustracdo

de um degrau genérico em um plano X x t, mostrado na Figura abaixo.
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£ X

X JI .3 X J'_",r X J__]' X JI X J--_]' X j"'} X

llustracdo de um passo genérico no esquema de Glimm.

A Figura acima ilustra a evolugdo de um instante de tempo t, para um

instante subsequente t,,,, mostrando que a solucdo obtida no tempo t,,, ndo € mais

n+11

uma funcéo degrau e, assim, uma nova escolha aleatéria de 6, , apos cada passo de

tempo, é requerida, a fim de construir a condicéo inicial para o proximo instante que

deve ser constante por partes. Aqui 6, € um numero escolhido aleatoriamente no
. 1 1 ]
intervalo |-—,+—-| e Ax é o tamanho de cada passo (AX = X;,; — X; ).

2 2

Uma aproximacéo inicial para os campos F, G e H no tempo t ., denotada

n+1?

como F én+1 e H ¢ obtida pela aplicacdo do método de Glimm ao problema

n+1’ int1?

homogéneo associado, definido pelo seguinte sistema de equacdes:

oF 0G
-t — =
ot or
G 0(G> .
ot ar(F Pl )j (€2
M, o GH)O 1m
ot or\ F
com
F=F (x) em t=t,
G=G,(x) em t=t, (C.3)
H=H_(x) em t=t,

Como o sistema homogéneo associado as equagdes (C.2) pode estar sujeito a

um conjunto qualquer de dados arbitrarios, é construida uma solugdo para este
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problema de valor inicial, aproximando os dados iniciais por fungdes constantes por
partes - as fungdes degrau, com degraus de mesma largura.

Antes de empregar o esquema de Glimm para a resolucao das equagdes (C.2)
-(C.3), a solugdo (ou aproximagdo) do problema de Riemann associado deve ser
conhecida.

Como (C.2) pode estar sujeita a quaisquer dados iniciais arbitrarios é
conveniente representa-los como:

F(x,0)=Fy(x)
G(x,0)=G,(x) (C4)
H, (x,0) =H,, (x)

Assim, (C.2) e (C.4) caracterizam um problema de valor inicial. A
implementacdo do esquema de Glimm requer a aproximagao das condig¢des iniciais
(C.4) por funcdes degrau que, para o problema considerado neste trabalho, serdo
consideradas func¢des com larguras iguais a dos passos.

O primeiro procedimento para empregar este esquema é aproximar os dados

iniciais (no tempo t,) pelas fungdes constantes por partes apresentadas a seguir:

F

Q

R (%)

2 A A
Fnj =Fn(xj+0nAx) para xj—7x<x<xj+—x

Il
@

2 AX AX
G =G,(x) ~G, =Gn(xj +9nAx) para X == <X <X+ (C.5)

Hzﬁin(x)zH. =I:|in(xj+0nAx) para xJ.—AZX<x<xJ.+A2X

Inj
onde, como mencionado anteriormente, 6, é um ntimero escolhido aleatoriamente

1 1
no intervalo }—2,+2[ e AX é o tamanho de cada passo (Ax=X;,—X;). Tal

procedimento é ilustrado pela aproximagdo mostrada na Figura:
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AX AX

Construcédo de uma distribuicdo constante por partes para uma funcéo F

As aproximacdes mostradas na equagdo (C.5) para os dados iniciais geram,
para cada dois degraus consecutivos, um problema de valor inicial conhecido como
problema de Riemann, associado as equacgfes (C.2)-(C.3) desde que algumas
condicdes sejam verificadas. Primeiro, o sistema deve ser hiperbdlico e genuinamente
ndo linear. A fim de garantir essa hipdtese, a primeira derivada da pressdo em

relacdo a massa especifica, p', deve ser positiva. Além disto, o problema de Riemann

representa um tipo especial de problema de valor inicial definido, neste caso, como:

oF G _,

ot or

oG o (G?

ot ar(F p( )J (C.6)
ot or\ F

com

(F,G,H):(Fn,,Gn,,H. ) para t=t_, —oo<x<x.+&
j it Inj J 2 (C7)
para t=t

n

(F.GH)=(F, G

AX
i nj+l,Hinj+l X; +7 <X <00
Seja IEnj ,énj e I:Iinj a solucédo generalizada das equagdes (C.6) - (C.7). Entéo, a

aproximacao para a solucéo das equacdes (C.2) - (C.3) no tempo t, ., € dada por:
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F=F.(X)~ Ifnj (X t,)  para x; <X <X,
G=G,.(x)~ Gy (X thg)  Para x; <x<x, (C.8)
H=H, (X)~H (X t.,) para X <x<X,,

* ]

Apo6s cada avango no tempo, a solucdo obtida ndo mais representa uma
funcd@o degrau. Assim sendo, uma nova escolha aleatéria é necessaria que permita
construir a condicédo inicial na forma de uma func¢éo degrau para realizar a evolucéo

no tempo de um dado instante t, para o proximo instantet_,,, empregando o método

n+1?

de Glimm.

Se a solucdo para um dado instante de tempo t, for conhecida, os dados

iniciais para o proximo degrau, t_,,, sdo aproximados por:

F. =F(x +6,Mxt,) para xj—A2X<x<xj+A2X

AX AX
G, =G(xj+t9nAX,tn) para xj—?<x<xj+? (C.9

lin

H, =H (x,+6,Axt,) para xj—A2X<x<xj+A2X



