INTRODUCAO

Problemas de controle para sistemas descritos por equacoes lineares de evolugao
(grosso modo, equagoes envolvendo derivadas parciais relativas ao tempo e a coordena-
das espaciais) tem recebido considerdvel aten¢ao na literatura recente, ver por exemplo
(KOGUT; LEUGERING, 2011; TROLTZSCH, 2010; ZUAZUA, 2002) ¢ suas referéncias).

Em particular, o objetivo bésico de atingir aproximadamente um estado final de-
sejado a partir de um dado estado inicial tem dado origem a varios problemas de controle
otimo (em malha aberta) para equagoes parabdlicas em geral e, em especial, para a
equacdo do calor. Tais problemas podem englobar diferentes tipos de condi¢oes de fron-
teira (de Dirichlet, Neumann ou Robin) e os casos de controle atuando na fronteira do

dominio espacial considerado ou como um termo de fonte no interior do mesmo.

Usualmente, estes problemas visam a obtencao de uma func¢ao de controle definida
(de forma geral) tanto em um intervalo de tempo pré-especificado quanto no dominio es-
pacial no qual a equacao é definida, 7.e., em cada instante o “sinal” de controle assume

como “valor” uma func¢ao definida em todo o dominio espacial em questao.

Por outro lado, tendo em vista potenciais aplicagoes, é interessante considerar o
caso de fungdes de controle dependente apenas do tempo (em cada instante o sinal de
controle assume como “valor” um ponto no R", para algum n fixado a priori), cuja agao
espacial é definida pelos “atuadores” utilizados. Neste trabalho, serd considerado um
problema de controle otimo quadrdtico para a equagao do calor em dominios retangulares
com condicao de fronteira do tipo Dirichlet e, no qual, a fun¢ao de controle (dependente

apenas no tempo) constitui um termo de fonte.

No Capitulo 1, é apresentada a fundamentacao tedrica desde a 6tica da engenharia
do problema de controle 6timo de transmissao térmica. No Capitulo 2, é apresentada a
equacao do calor na forma classica e uma solucao no sentido das series de Fourier. No
Capitulo 3, é apresentada a equagao do calor na forma cldssica e uma representacao da
solugdo (no sentido fraco) em termos de sequéncias definidas pelo método de Galerkin.
No Capitulo 4, um problema de controle 6timo é formulado e uma caracterizacao da
solugao otima é obtida na forma de uma equagao linear em um espago de funcoes reais
definidas no intervalo de tempo considerado. No Capitulo 5, utiliza-se uma sequéncia
de projecoes em subespacos de dimensao finita para obter aproximacoes para o controle

otimo, cada uma das quais pode ser gerada por um sistema linear de dimensao finita. No
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Capitulo 6 sao apresentados resultados numéricos para dominios espaciais de dimensao 1.
Finalmente, no Capitulo 7 apresentam-se algumas consideragoes finais. As demonstracoes
das proposicoes apresentadas ao longo do texto encontram-se em (CORREA; LOPEZ-
FLORES; MADUREIRA, 2012b).



1 PROBLEMA DE POSICIONAMENTO APROXIMADO DO ESTADO FINAL

1.1 Descricao Matematica da Conducgao de Calor em Corpos Rigidos

1.1.1 Introducao

A equagao da energia para um corpo continuo, também conhecida como primeira

lei da termodinamica, consiste em um axioma que estabelece que:

A taza de variacio da quantidade de energia de um corpo (cinética + interna) € igual
a taza de realizacao de trabalho mecanico sobre este corpo (poténcia mecanica as forgas
atuando sobre o corpo) mais a taza de energia transmitida na forma de calor (calor trans-

mitido por unidade de tempo pela fronteira + a geragao interna de calor).

O principio acima é representado matematicamente por

d 1
— | p [u +-v- V:| dV = / (Tn)-vdS+/ pg-vdV+/ —q-ndS—I—/ gdv, (1.1.1)
dt Jy, 2 au; o, au, Uy

onde:

/ (Tn) - vdS : poténcia mecanica das forcas da superficie (contato);
auy
/ pg-vdV : poténcia mecanica das forcas do corpo;
oty
/ —q-ndS : fluxo de calor cruzando (entrando) a fronteira do corpo;
s

/ gdV . taxa de geragao interna de calor (energia).
Uy

A quantidade p representa a densidade do corpo U; (configuragdo atual do corpo), a
funcao u representa a energia interna do corpo e v representa o campo velocidades do
corpo. A quantidade q representa o vetor fluxo de calor (por unidade de tempo e area),
enquanto que a quantidade ¢ representa a taxa de geragao de calor (por unidade de tempo
e volume). Por exemplo, quando uma corrente elétrica flui através de um condutor, ¢ é
positivo e, na média, igual ao produto da diferenca de potencial pela corrente, dividido
pelo respectivo volume de material condutor. O sinal negativo na pentltima integral da
equagao acima, aparece para que essa integral represente o fluxo que entra e nao o que

sal.
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Reescrevendo (1.1.1) com auxilio do teorema do transporte de Reynolds (cf. APEN-
DICE A.1), na seguinte forma,

/ut{gt [P (U+;V-V>] + P(u—i-;v-v) dz’vv} dV = (1.1.2)

:/ (Tn)-vd5’+/ pg-vdV+/ —q-ndS+/ qdV.
U Uy oUy Uy

Reescrevendo a parte interna da integral do lado esquerdo de (1.1.2) como

Dt plu 2V \% plU 2V A% vV =

D (1 s Dy, 1 »
=p— V-V V-V | — V-V v
Poi\" "3 Ty Dt TP "3 w

= Dp+ di —1—1 + D —1—1 (1.1.3)
= | pg Trdwv|{utgv-v P\ vt vV A

e considerando que a equacdao da continuidade estabelece o seguinte

D
F[t) + pdivv = 0. (1.1.4)

Logo obtém-se
D 1 .
/ {p (u—i— —v- V) } dv = / (Tn)-vdS+/ pg-vdV+/ —q-ndS—i—/ gdV. (1.1.5)
u, U Dt 2 o, au, au, Uy

A simetria do tensor tensio, T, e o teorema da divergéncia (cf. APENDICE A.1)

permite escrever

/ (Tn)-vdS—/ q-ndS = / (Tv)-ndS—/ q-ndS
Uy Uy Uy OU

= /dz’v(Tv)dV—/ divqdV. (1.1.6)
Z/{t Mt

Assim, a equacao da energia, (1.1.1), fica

D 1
/ {p (u +-v- v> } dv = / div (Tv) dV+/ pg-vdV — diquV—f—/ Ggdv. (1.1.7)
Uy Dt 2 U Uy U U
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Como a regiao U; é arbitraria, pode-se concluir que (a forma local da equagao da
energia para um corpo continuo) é dada por

pg (u—l—lv-v) = div (Tv) + pg - v — divg + q. (1.1.8)
Dt 2
Uma vez que
div (Tv) = (divT) - v+ T - gradv (1.1.9)
e que
D (/1 Dv
i =—_. 1.1.1
Dt (2V V) Dt " (1.1.10)

a equagao (1.1.8) pode-se escrever como

D D
,031; + p?‘tf -v = (divT) - v+ T - gradv + pg - v — divq + . (1.1.11)

Levando em conta que a equacao de movimento linear estabelece que

D
pF‘t’ — divT + pg (1.1.12)
a forma local da equagdo da energia dada por (1.1.8), se reduz a

Du

P = T - gradv — divq + q. (1.1.13)

A simetria do tensor de tenséo e a definicio de derivada material (cf. APENDICE

A.1) permite reescrever como

p(%-kgmdu-v) = —divq+ T -D + ¢, (1.1.14)

onde D é a parte simétrica do gradiente de velocidades (cf. APENDICE Al). E impor-

tante mencionar que para corpos rigidos, gradv é antissimétrico e entao T - D = 0.

1.1.2 A Lei de Fourier

Inicialmente admite-se que o vetor fluxo de calor dependa apenas da distribuicao
de temperaturas. Em outras palavras, o vetor de fluxo de calor q deve ser uma funcao
da temperatura 6 e do seu gradiente espacial grad 6. Para atender aos principios de
objetividade da Mecéanica do Continuo, tem-se que (SLATTERY, 1999, p. 251-256, 273~
275)
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q=K (0, grad 0) grad 6. (1.1.15)

A Lei de Fourier é uma caso particular da equacao acima onde K depende apenas

de #. No caso de materiais isotrépicos, a Lei de Fourier se reduz a
q=—+k(0)grad 6 (1.1.16)

onde o escalar k é chamado de condutividade térmica. Em engenharia é comum se apro-
ximar a condutividade térmica por um valor médio constante. Em outras palavras, é

comum desprezar a dependéncia da condutividade térmica com a temperatura.

1.1.3 Conducao de Calor em Sélidos Rigidos, Isotropicos e em Repouso

Para um sélido opaco, rigido e em repouso, a equagao da energia se reduz a

pait‘ — —divq + g (1.1.17)
Por ser um corpo rigido, o calor especifico a volume constante sé depende da temperatura.
Denotando este calor especifico por ¢, pode-se escrever

o0
- i ; 1.1.18
pc " divq + ¢ ( )

onde @ representa o campo de temperaturas.

Considerando que q = —k grad 6, tem-se entao a equacao geral da condugao de
calor num sélido rigido, isotrépico e em repouso dada por

pc% = div (k grad 0) + q. (1.1.19)

A equacao diferencial acima requer condicoes iniciais e condi¢oes de contorno. No caso
de problemas em regime permanente, a derivada com respeito ao tempo sera nula. Neste
trabalho serd analisado o caso unidimensional plano (1-D). Serd suposto que a conduti-
vidade térmica k, a densidade do material p e o calor especifico ¢ sao constantes. Logo
desde que ¢ ndo dependa da temperatura 6 é possivel escrever (1.1.19) como

00 020

o — a5 = f(.t), (1.1.20)

onde o = ﬁ > 0 é a difusividade térmica e f(x,t) = pi'c. E importante ressaltar que
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a condutividade térmica é estritamente positiva. “O calor flui no sentido oposto ao do

gradiente de temperaturas”.

1.1.4  Condigoes de Contorno (C.C.)

Condigoes de contorno do tipo Dirichlet (Temperatura prescrita) e Neumann (pa-
rede isolada) sdo as que mais aparecem na literatura cldssica de transmissao de calor. No
entanto, ambas sao pouco realistas. Em ultima andlise, nao ha como prescrever tempera-
tura e ndo existe material isolante perfeito (a condi¢cdo de Neumann pode ser usada com
precisao apenas quando descrever simetria). Assim, com o intuito de manter um minimo
de coeréncia com a realidade, devemos utilizar condigoes de contorno que correlacionem
a temperatura na fronteira com o fluxo normal de calor. Por exemplo, a lei de Newton

do resfriamento, dada por
q-n=h(0—0) sobre OU. (1.1.21)

Contudo, pela simplicidade relativa dos problemas resultantes e do carater da
aproximagcao (ainda grosseira) em vérios casos, condigoes de contorno Dirichlet sdo comu-
mente encontradas na literatura, ver por exemplo, (MARUSIC-PALOKA, 1999), (KU-
NICH; VEXLER, 2007), (BELGACEM; BERNARDI; FEKIH, 2011).

Assim sendo, o problema de posicionamento aproximado do estado final de um
sistema térmico descrito pela equagao do calor, neste caso 1-D, serd aqui formulado como
um problema de controle étimo de equacoes diferenciais parciais para tempo final, ¢z, com
a condicao de contorno de Dirichlet. Ainda que nao seja uma condi¢cao muito realista,
ela permite fazer um analise mais rapido e intuitivo dos resultados numéricos. Bem como

comparar os resultados aqui obtidos com outros previamente disponiveis.

A formulagao aqui apresentada pode-se estender para dimensoes maiores do que
1, cf. (CORREA; LOPEZ FLORES; MADUREIRA, 2012a).
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1.2 Problema de Controle Otimo do Sistema Térmico Descrito pela Equacgao
do Calor

1.2.1 Enunciado do Problema

Um problema de controle 6timo padrao com tempo final livre possui (TRC)LTZSCH,
2010, pg. 2):

e um funcional de custo a ser minimizado,
e um problema de valor inicial para uma equacao diferencial,
e uma funcao de controle u e

e varias restrigoes que devem ser satisfeitas.

O controle u pode ser escolhido livremente dentro do conjunto das restricoes dadas, en-
quanto o estado do sistema é determinado de forma tnica pela equagao diferencial e as
condicoes iniciais. A escolha de u deve ser de tal maneira que a funcao de custo seja mi-
nimizada. Este tipo de controles sao chamados de dtimos. A representacao matematica
do problema de posicionamento do estado final, i.e., levar o sistema para um estado em

um tempo final finito ¢tz preestabelecido, estara dado pelo seguinte problema:

Achar u tal que

. 2 : 2
ueLIQ%,ItlF)m J (u) = HUHLQ(o,tF)m + pr 6o (tr;u) — 8, (xatF)HLQ((o,Lx)) ; onde ppeRy

sujeito a
00 %0 T
0(x,t) = 0 para x = {0, L.}, Vt € (0,tp)
0(x,0) = g(z) Vo € (0, L,).

1.2.2  Interpretacao do Problema

A escolha deste tipo de problema se deve ao fato que ele fornece muita informacao
sobre o sistema e como ele se comporta sob a influencia de um ou varios controles. Estes

detalhes serao esclarecidos nos capitulos posteriores.
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O funcional de custo, J(u), é um funcional convero, continuo e coercivo o que

juntamente com o fato de Ly(0,%7)™ ser convexo e fechado garante a existéncia de uma

u que o minimiza (EKELAND; TENEMAM, 1976, p. 35-36). Cada um dos Membros

deste funcional contem informacao importante.

A “energia” que o controle u utiliza para levar o sistema ao estado final de-
sejado (objetivo) em um intervalo finito de tempo, (0,tr), podes ser estudada anali-
sando o comportamento de ||u||ig(0,tp)m' Consegue-se isto ao variar o parametro pp que
penaliza a aproximagao do sistema sob a atuacao do controle, 6, (tp;u), ao estado fi-
nal desejado, 0, (z,tr). Esta informagao pode ser de utilidade no momento de proje-
tar um controlador real para um sistema representado pela equacao do calor. O termo
10, (tr;uw) — 0, (z, tF)Hi((o,Lx)) da informacao sobre a proximidade do estado final 6timo

do sistema sob a atuagao do controle e o estado (objetivo) ao qual espera-se aproximar.

Todo isto sujeito ao sistema descrito pela equagao do calor com um termo de fonte,
que esta em um estado inicial dado por 6 (x,0) = g(x) o qual esta sendo controlado no in-
tervalo de tempo finito (0,¢r), com tx > 0. Este termo de fonte consiste em uma termo de
pertubacdo nao controlada, fs(z,t), e um termo Bg(x)T que representa a posicao em um
dominio espacial unidimensional de uma ou varias fontes de calor, (0, L,), para L, > 0,
com valores na fronteira prescritos (condi¢ao de contorno Dirichlet), de diferentes fontes
controladas, Bg,(x),i = 1,...,m, por a funcdo de controle u(t). Cabe salientar que esta
funcao de controle pode ser uma fungao vetorial w(t) € R™, i.e., w(t) = (u1(t), ..., un(t)),

onde cada elemento do vetor representaria controles para cada fonte individual de Bg(z)7,

ie., Bg;(x)u;(t),i=1,...,m.

Nos capitulos seguintes, desenvolve-se todo um procedimento rigoroso e detalhado
para conseguir resolver de forma aproximada o problema de controle 6timo proposto.
Assim obtendo-se um procedimento numérico para simular o comportamento dos estados

6(x,t) do sistema e do controle u(t) para z € (0,L,) et € (0,tr) ao variar o parametro

PF-



2 PROBLEMA CLASSICO

2.1 Solugao Analitica da Equagao do Calor (1-D)

Considere o problema de condicao inicial e de fronteira de Dirichlet para a equagao
do calor definido (na forma classica) (PINCHOVER; RUBINSTEIN, 2005, p. 99-105,
159-161) por:

Dadas as fungoes f, g e a constante a € R, , achar 6 tal que

00 o

5% %9 f(z,1) Vo e UVt € (0,00) (2.1.1)
O(x,t) = 0 Vo € oU, vt € (0,00) (2.1.2)
0(x,0) = g(x) Veeld (2.1.3)

onde U £ {z:2€(0,L,)}, L, € Ry, U, é a fronteira de U C R, i.e. U = cl(U) — U,
com cl(U) £ {z :z € [0,L,]}, f e g sio funcdes dadas.

Usando o método de separacdo de varidveis, procura-se uma solucao da forma
O(x,t) = X(z)T(t). (2.1.4)

Primeiro resolve-se o problema homogéneo. Introduzindo (2.1.4) em (2.1.1) e tomando
f =0 obtém-se
X(z)T'(t) — oX"(z)T(t) = 0. (2.1.5)

Dividindo ambos os lados por X(z)T(¢) obtém-se

T X'

™ X~ (2.1.6)
Reescreve-se (2.1.6) e obtém-se

X"(z) + MX(z) = 0, (2.1.7)

onde A = —é%(tt)) Logo aplicando (2.1.4) a (2.1.2) obtém-se X(z)T(t) =0 Va € oU -i.e.

X(0) = X(L,) = 0. (2.1.8)
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Do anterior obtém-se a equacao diferencial ordinaria com condigoes de fronteira

dada pelo seguinte problema de auto-valores de Sturm — Liouwville

X"(z) + XX(z) =0
X(0) = X(L,) = 0. (2.1.9)

E possivel mostrar que para que o problema anterior possua solucao peridédica nao trivial
é necesséario que A > 0 (PINCHOVER; RUBINSTEIN, 2005, p. 134-135). Para este caso

obtém-se uma solucao periédica geral dada por
X(z) = Acos(VAz) + Bsin(vVAz). (2.1.10)

Aplicando (2.1.8) a (2.1.10) obtém-se o conjunto de solugoes

ke k
A\ = (L_W) , Xg(z) =sin ( Ex) , com By=1parak€eZ,. (2.1.11)

Usando o principio de superposi¢io (KREYSZIG; KREYSZIG; NORMINGTON,

2011, p. 106) no anterior (2.1.4) reescreve-se como

0(z,1) = > Ty(t)sin (kg‘”) . (2.1.12)

k=1

Substituindo em (2.1.1) obtém-se

)
k=1

Expandindo f e g em series de Fourier

T,(t) + o <IZ—:>2Tk(t)

sin ("Z”") = f(x,1). (2.1.13)

fat) = 3 filt)sin (kg‘”
k=0 z

g(z) = ;gksm <kgf) (2.1.15)

) : (2.1.14)
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onde
2 L= k 2 (L= k
fr(t) = . ). f(z,t)sin ( ;j) dr e g, = L_z/o g(x)sin ( Z/f) dr, (2.1.16)
obtém-se
> Er\ 2 kmx > krx
T (t) + « (—) Ty(t sin( ) = t sin( ) ) 2.1.17
> [0+ ) 10| s () = X sersin (7 .17

Da unicidade da expansdo de Fourier chega-se a familia de EDOs

TL(t) + o (’Z—”) T(t) = fi(8). (2.1.18)

De (2.1.3) tem-se

0(z,0) = ng(O) sin (kgj) - ggk sin (kgj) = g(x) (2.1.19)

o que implica
Tr(0) = gi, para k € Z,. (2.1.20)

O anterior pode ser escrito como

km

10+ a (37) Tl = ()
! . (2.1.21)

T(0) = gr para k€ Z,

Usando o método do fator integrante (KREYSZIG; KREYSZIG; NORMINGTON,
2011, p. 28-29) para resolver (2.1.21) obtém-se

Ty(t) = gi exp [—a (i—:)?t + /Ot exp [—a (’Z-”)z (t— T)] fu(r)dr.  (2.1.22)
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De forma equivalente

t
Tu(t) = guesp (-) + | exp () (s (2.1.29
0
2
onde v = « (E—:) . Logo escreve-se
> ¢ . kmx
O(z,t) = {gk exp (—ut) —|—/ exp (—vg) fk(T)dT} sin ( 7 ) , (2.1.24)
k=1 0 -

1.€.,

0(z,t) = iTk(tm(x) (2.1.25)

com z € [0,L,] et € (0,00).



3 FORMULACAO DO PROBLEMA APROXIMADO

3.1 Solugao “Fraca” da Equacao do Calor (1-D)

Considere o problema de condicao inicial e de fronteira de Dirichlet para a equacao

do calor definido (na forma cldssica) por:

Dadas as funcgoes f,g e a € Ry, achar 6 tal que

06 020
0(z,t) = 0 Vo € oU,Vt € (0,00) (3.1.2)
0(x,0) = g(z) Ve el (3.1.3)

onde U = {x:x € (0,L,)}, L, € Ry, OU, é a fronteira de U C R, i.e. U = cl(U) — U,
com cl(U) £ {z : 2 € [0,L,]}, f e g sdo funcdes dadas.

Para evitar hip6teses excessivamente restritivas sobre o par (f,g) no processo de
garantir existéncia e unicidade de solucoes para a equacao acima, considera-se uma ge-
neralizacao da mesma envolvendo derivadas parciais definidas no sentido fraco (EVANS,
2010, p. 371-380). A existéncia de uma unica solugao (no sentido fraco) para cada para
(f,g9) com g € Ly (U) e f(-,t) € Ly(q.t.p. em [0,tr],tr < c0) pode ser entdo estabe-
lecida por meio do método de Galerkin (cf. APENDICE B) conforme descrito a seguir.
Escreve-se (3.1.1)-(3.1.3) como

00 020
<E7¢> —Oé<@,¢> = <f7¢>

onde (0, ¢) = |,0¢dx. Usando a primeira identidade de Green (cf. APENDICE A.2)

tem-se

0N [P [ [ @00, (0 %
<@,¢>_/M@¢du_/w Ry /uaxaxd“_ <ax’ax>' (3.1.5)

v~

(3.1.4)

por (_3A1A2)0
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Daf (3.1.4) reescreve-se como

00 90 96\
<E7¢> +a<%7%> - <fa¢>

(3.1.6)
(0(,0),9) = (9,9)
Para aproximar 6, assuma-se que as fungoes ¢, = ¢ (), k = 1,2,... sdo suaves,
{éx}re, & uma base ortogonal de Hy (U) (3.1.7)
e
{or}e, & uma base ortonormal de Lo (U) , (3.1.8)

onde HJ (U) é o espaco das fungoes definidas sobre U que possuem derivadas parciais de
12 ordem no sentido fraco que se anulam na fronteira de U e Lo(U) é o espago das fungdes

reais definidas sobre U que sao quadrado integravel.

Escolhendo-se {¢y},., como o conjunto das auto-fungées apropriadamente nor-

malizadas do operador A = 66—;2 em H} (U).

Escolhe-se o conjunto

{on}i2, = {\/szsin (kgj) }:Ol . (3.1.9)

O conjunto é ortogonal, pois

(6, 61) = <\/szin (lz_x) ’\/L%Sin (kgx»

2 [fe (1 k
= —/ sin ( mc) sin < mc) de =0, se | #k. (3.1.10)
Lz 0 L:L"

L,
Também é ortonormal, pois

2 Ly
(fr, dn) = Hq/%sin (kzm) H - Li/ sin? (TC) do = 1. (3.1.11)
T x z JO T
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Além disso (3.1.9) satisfaze a propriedade de ter derivadas ortogonais (LEWIS, 1953).

Tem-se
2 I e 2 kmw kmx
/ / . = = T
o) = (VoL (T)VETe (D))
okn? (Lo lrx kmx
_ il — ) 112
I /0 cos(Lm)cos<Lm)dx 0, se l#k (3 )
e

b 2 km kmx | 2 km kmx
(D4 D) —< Lmmeos ) Lmmeos I

2k?m? (L= (kmx km\®
B /0 cos (L:c )dac— (L_a:) . (3.1.13)

Os célculos completos das integrais anteriores encontram-se no APENDICE A.3.

Para um niimero inteiro positivo K,, procura-se por uma funcao g, : [0,tr] —

Hj (U) da forma,

O, (1) = _Cl () ¢ (3.1.14)
=1
Onde os coeficientes {C/* (t)}l[ia1 sao tais que O, (-, t) satisfazem (3.1.6) restritos ao
span (¢1, ..., ¢K,) para t > 0. Logo constréi-se um sistema andlogo a (3.1.6)
00k, Mg, 0dr\
< ot 7¢k>+a< O 7(91. _<f7¢k>

(3.1.15)
<9(70>7¢k> = <g7¢k> para k= 1;---7Ka

De (3.1.14) tem-se

00 o (& o ICHe
!

=1



Logo que

Agora tem-se

Logo que

Dai

00 B
<W’¢’“> -

K,
= <Zcf<a ¢l,¢k>

= ZClK ) (D1, &)

= C;f()-
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(3.1.17)

(3.1.18)

(3.1.19)

(3.1.20)

(3.1.21)
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Usando (3.1.17), (3.1.19) e (3.1.21) escreve-se (3.1.15) como

9CE (1) _
—a

’Z—”) e (8) 4+ (£ 1), 60)

(3.1.22)

C’,f{“ (0) ={g,¢r) para k=1,..., K,

Observa-se que (3.1.22) pode ser escrito na forma matricial como

Denota-se

[oCi (1) ]
ot

aCk" (1)
ot

oCK" (1)
L Ot

[Cf (0)]

Cie (0)

[CRe(0)

[ 0CT™ (1)

ot

oC;* (1)
ot

80?; (1)
ot

12

(9, Pr)

(9, 9K,

G RK(L, gKu (t) —

1 [e 0] (f(,1), 61)

2 .
" IR

[Cks )] L{F( 1), oK)

(3.1.23)
Cfe (t) Cf (0)
e R¥, Cx (0) = € R¥a
Cfe (t) * Cfe (0)
Cre (t) Cre(0)

(3.1.24)
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[ (f(.1),60) (g, 1)
fr (t) = O] € REa, 8y = (9.6 € R¥a (3.1.25)
_<f('7 t)’ ¢Ka>_ _<97 ¢Ka>_
I (D)2
(77
0
Ak, = —a ((ZW) € RE*Ke (3.1.26)

Escreve-se (3.1.23) na forma

QKa (t) = AKagKa (t) + fKa (t)
{ (3.1.27)

gKa (0) = gKa
Assim como em (2.1.21) a solugao de (3.1.27) estd dada por

Cpg, (1) = 8y, XD (Agat) + /Ot exp [Ag, (t — 1) fg, (7)dr. (3.1.28)
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Os coeficientes do vetor Cy (t) estao dados por

OFa(t) = grexp (—vit) + /Ot exp [—vg(t — 7)] fx(7)dr, (3.1.29)

2
onde Vk:CY(E—:) ,parak=1,... K,.

Definindo ®, (t) = exp (Ag,t) reescreve-se o anterior como

Cg, (1) = gKaéKa (t) + /Ot Sy, (t —7)fg, (7)dr. (3.1.30)

Com {C,f(“ (t)}kK:“1 definida por (3.1.29) a sequéncia de fungoes,

{eKa (z,t) = Z O (t) dr (x)} , (3.1.31)

k=1

converge fracamente em Ly ((0,t); Hy(U)) e o limite correspondente, denotado por 6, é
a unica solucado fraca do problema apresentado em (3.1.1)-(3.1.3) para o par (f,g) dado
(EVANS, 2010, p. 371-379).



4 POSICIONAMENTO APROXIMADO DO ESTADO FINAL

4.1 Escolha do Sinal de Controle u

Neste capitulo, aborda-se um problema de controle 6timo para a escolha de um
sinal de controle uw : [0,tp] — R™ que, agindo por meio de um termo de fonte em (2.1.1),
leve 6§ (tp) : U — R (i.e., a fungdo 6 (-, tr) no instante final tx) até uma fungao “préxima”

de uma funcao desejada (objetivo) 6, . Neste sentido, considera-se o caso em que f é

.
soma de uma perturbacdo externa fs e de um termo que distribui sobre uma regiao do

dominio espacial a acao de wu, i.e.,

f(x7t):f5 (x7t>+fu (x7t>7 (411)
onde f, (z,t) = Bs(z) u(t) e Bs(z) € R™ é uma funcio dada (usualmente, com

Bs ()" = [Bgy (2),..., B, ()], cada Bs; (+), ¢ ndo nula em apenas uma “pequena”

regiao de U). Como 6, é fungao linear de (f, g) pode-se entao escrever
b, (t;u) =0, () + 0y (t;u), (4.1.2)

onde 0, (t) e 0, (t;u) sdo respectivamente aproximadas por

Ourc (£) =D car (t) O (4.1.3)

k=1
Ori (tu) = Z cor (t;w) o, (4.1.4)
car (1) = exp (—vit) g, + /Ot exp [—vg (t — 7)] fsr (1) dr, (4.1.5)
i (1) = /0 exp [—vg (t — 7)] Bgpu (T) dT (4.1.6)

com fsk (T) = <f5 ('77_) ) ¢k> € IBSkz = [</6317¢k>’ R <ﬂSm7¢k>]T'

O funcional de custo aqui considerado é definido por

T () = |[ullL, 0 + prlles (triw) — 0,117, (4.1.7)

36
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onde pr € Ry, ou equivalentemente,

T () = Il gy + 9515 1] — B, (2) 1,00 (118)
onde
pr € Bl one 2 [ w0 (4.09)
6100 2 (6.6 = [ € @) (4.1.10)
Tolul = 6, (triw) e 0, (t) = 6, — 0, (tr). (1.11)

4.2 Problema de Otimizacao

O sinal de controle desejado é escolhido por meio do problema de otimizacao,

Problema 1
min _ J (u), (4.2.1)

uELz(O,tp)m
isto é, deseja-se obter solugoes aproximadas e de “dimensao finita” para este problema.

Para este fim duas estratégias gerais podem ser usadas, quais sejam

(2) aproximar Tg[u] por um modelo de dimensao finita (por exemplo, fixando K e subs-
tituindo Ty[u] por 8y, (-, tr)) no funcional de custo e resolver o problema resultante

ou

(4%) resolver o Problema 1 obtendo uma caracterizagao do sinal de controle 6timo u., e

entao aproximar u, a partir da mesma.

Na derivagao a seguir serd seguida a estratégia (#z). Neste sentido, a solugdo 6tima do

Problema 1 é caracterizada na proposicao abaixo.

Proposicao 4.1. A dnica solugdo u, do Problema 1 satisfaz a condi¢ao de otimalidade
w, + prTy o Tolw,] — prTy8,,) =0 (4.2.2)

onde T+ Lo (U) — Ly (0,tp)™ € o adjunto do operador Ty : Ly (0,tp)™ — Lo (U) e o

denota composi¢ao de funcoes. v
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A equacao (4.2.2) é obtida do fato que u, é 6timo se, somente se para todo w € Lo(0,tp)™
(o, w)t + pr(Toltso] — b, Tow])o = 0. (4.2.3)
Isto é equivalente a para todo w € Lq(0,tp)™
(o, w)e + pr(Ty" [To[to] — 0,.,], w)e = 0, (4.2.4)

1.€.
U, + pF7Z)* o %[uo] - pF%* [Qro] = 0.



5 SOLUCOES APROXIMADAS

5.1 Deducao da Funcao de Controle Aproximado wuy

Uma maneira natural de obter aproximacoes para u, ¢ introduzir projecoes or-
togonais, Pk em subespacos Sk C Lo (U) e substituir 7y por Pk o Ty na condigao de
otimalidade da Proposicao 4.1. Assim procedendo, obtém-se uma versao “truncada” de
(4.2.2), isto é

u + ppTy o Pk o Tolu| — prT, o Pkll,,] =0 (5.1.1)

onde qualquer solucao (digamos) wy satisfaz
ug = —prTy © P {Tolux] — 0,,} (5.1.2)

o que implica que ux pertence ao subespago de dimensao finita 7, [Sk]| e, portanto, sua
determinacao fica reduzida & resolucao de uma equacao linear em R¥, onde K ¢ a dimensao
de Sk. Mais especificamente, seja Sk o subespaco gerado por {¢y : k =1,..., K}. Neste

caso u € T, [Sk] se, e somente se existem {ax : k= 1,..., K} tais que

= a Ty o] (5.1.3)

e portanto (5.1.1) pode ser reescrita em termos dos coeficientes {dy}, i.e.,

K K
To {Z QP + pr Z &P o Too Ty [dn] — %*prK[gm]} = 0. (5.1.4)
k=1 =1
Como {¢r:k=1,...,K} é uma base ortonormal para Sk C Lo (U), o termo

entre chaves em (5.1.4) pode ser escrito como

K K K
Z@k¢k +PFZ lz Or, To [Tq" (1)) or. — Permmk (5.1.5)
k=1 k=1

=1

ou, equivalentemente (trocando a ordem dos somatdérios no segundo termo),

K
Z{O‘ +PFZO@ To'[ox], To'loul)r pFérok}¢k (5.1.6)

k=1

tp
onde Oyox = (0,0, B1), (v1,v2)1 = / v ()" va (t) dt.
0

39
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Segue-se de (5.1.4) e (5.1.6) que se para todo k =1,..., K

K
b+ pr Y an(T5[0k), T3 [60))r — prbror = 0, (5.1.7)
1=1
entao .
k=1

é solucao da equagao (5.1.1).

Observe-se que, para reescrever, em notagao matricial, a equacao (5.1.7) relativa
aos coeficientes {¢y : k = 1,...,K}. Dai que (5.1.7) é equivalente a para todo p =
1,...,K

K
ap+pr Y (T3 [0, Ty (0K ) r = prbiop = 0 (5.1.9)
r=1
onde p =k, r =1, o = Gy, o = Gy, Y = g, UK = @y, € O = Oy, i, (5.1.7) &
equivalente a
ay + prGrar = prlx (5.1.10)

onde o = [o1...ak]", Ok = [Oror ... 0rox)", {Gi},, = (TFWE] T [WE) 1, por =
1. K

A tnica solugao de (5.1.10) é dada por
ax = (I+ prGr) ™ prfx € R¥. (5.1.11)

Segue-se, da construcao de Gg, mostrada em (5.2.12), i.e., de Gk ser ndo negativa
definida e de pr > 0, que I + prGg é sempre invertivel. E que a sequéncia de fungoes

ug assim obtida aproxima wu, conforme enunciado na proposicao a seguir.

K
Proposicao 5.1. Seja up = Zozp%*[w;{]. A sequéncia uy, K = 1,2, ..., converge em

p=1
Ly (0,tp)™ para u,. v

Corolario 5.1. O funcional J (ug) converge para J,, onde J, = J (wo) € o valor dtimo
do Problema 1. v



