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5.2 Calculo da Fungao de Controle Aproximado uy

Passa-se, a seguir, a obtencao de uma caracterizagao mais explicita de ux e da
matriz Gxg € RE*X. Neste sentido, note, inicialmente, que como para todo v € L, (0,15),
’9/1 € Ly (U),

(T (), v)r = (¥, T (v)), (5.2.1)
e
W, T () " E lim (0,6, (b))
por (114 lim Zcbl tr;v) (1, ¢r)
(4.1.6) - '
oy > (w0 / exp [~ (tr — 7)] Bgy (7) dr
= Jim(x, (¥),0)r (5.2.2)
onde ;
b) & Z b, &) exp [—v (tr — 7)] Bg,. (5.2.3)

=1

Segue-se de (5.2.1) e (5.2.3) que para todo v € Ly (0,tr) e para toda ¢ € Loy (U)
(Ty (), v)r = lim (x, (), v)r. (5.2.4)

Em particular, para todo v € Ly (0,1r), para p < K, para toda L > K, x, (vF) =
X1 (ox) = X (¢r) e k =1 e, portanto,

(To (0) s o)r = (e (05) 0D, (5.2.5)

Segue-se que
75 (40) = X, (9) (5.2.6)

onde
X (¥p) (1) =exp[~vi (tr —7)|Bs, e p=F. (5.2.7)
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5.2.1 Forma Matricial de uy

De (5.1.8) e de (5.2.7) a fungdo uk pode ser escrita em forma matricial como

ug (1) = B;KQK (tp —T)ax € R™ para todo 7 € [0, tF], (5.2.8)

onde m é nuimero de sinais ﬁsj(x),j =1,...,m aserem controladas, K < K, é o tamanho
do truncamento para calcular o sinal de controle e K, é o nuimero de coeficientes da
fungao fracamente convergente g, dada em (3.1.31), BEK = [(Bg, ?1),---,{Bg, 0k)] €
R™ K onde (Bg, ) = [(Bs1,®i)s---s (Bgm, )] para i = 1,.... K, ®x(tr —7) =
exp [Ak (tp — 7)] € REXE @&k definida em (5.1.11) e

(%)

2
Ax —a ((lz)ﬂ) eRE*E. (5.29)
2
Y ((K)ﬂ')
5.2.2 Forma da Matriz Gx
Decorre, entao de (5.1.10) e (5.2.7) que para todo i,j =1,..., K,
tp
(@udy = [ ewlule -8 Bsevly -l (210
0
ou equivalentemente,
tp
{Gk},; = / exp [—vit] B5;Bs; exp [—v;t] dt (5.2.11)
0
ondei=1,....,Kej=1,..., K e, portanto,
tp o T
Gk :/ exp (Axt) BsrBgx exp (Akt) dt (5.2.12)
0
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onde Ak estd dada por (5.2.9) e Bgx = [(Bg, 01),...,{Bs, o )" € REx™,
Finalmente, para todo ¢ € [0,tp| defina-se

F (t) £ exp (Agt) BSKBEK exp (Agt) € REXK, (5.2.13)

Entao (5.2.12) pode ser reescrita como
tp
Gx = / F(t)dt. (5.2.14)
0

Derivando (5.2.13) com respeito a varidvel ¢ obtém-se

F(t) = Ax(exp[Axt] Bsi) (Bsk oxp[Axt]) + (xp [Axt) Bx) (B exp [Axt]) Ax

= AF()+F () Ag. (5.2.15)

Obtém-se assim que para todo t € [0, t5]

F(t) = F(0)+ /Ot {AKF (0) + F (0) Ak} do
= F(0)+ Ax /OtF (0)do + /OtF (0) doA. (5.2.16)
Logo para t = tp temos
F(tr) = F(0) + AxGr + GrAg (5.2.17)

e portanto G € REXK pode ser obtido como a tinica solucao da equacdo de Lyapunov

(LAUB, 2005, p. 144-148), (ZHOU; DOYLE; GLOVER, 1996, p. 71-72)
AxGr + GrAy =F (tp) — F(0). (5.2.18)

Note-se que as matrizes na equacao (5.2.18) tém dimensdes K e, portanto nao

dependem do ntumero m de sinais escalares de controle.
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5.3 Calculo da Funcao Aproximadamente Controlada 6.,

Como assume-se que ug (7) é um controle 6timo aproximado, entao é possivel
definir a funcao aproximadamente controlada no tempo tr como O.on:.. Determina-se, a
seguir, a representagao explicita desta fungao. Usando (4.1.1) a expressao em (3.1.30)

pode ser reescrita como

Cr, (1) = g, P, (1) + /th,Ka (t — 7). (7)dr (5.3.1)

= BP0+ | Ba =D Lar (Vdr+ [ B (0= 7) B (7) i

onde By, = [(Bs:d1)s-- - (Bs 6x,)] € R™HKe ¢ By (t—7) = explAy, (t—7)] €
RKGXKG.

Definindo

Csi, (1) = g, ®r, (1) + /0 tcha (t —7)fgy, (1) dr (5.3.2)

~

t

Curr, (ug () = / Py, (t —7) B ur (1)dr. (5.3.3)
0

Rescreve-se (5.3.1) como

Cx, (1) = Cgr, (1) + Co s, (tu (1)) € REw. (5.3.4)

A seguir define-se explicitamente a fungao aproximadamente controlada no tempo
t=1tp,

o (2, 15) = 3 Cln (1) 6. () (5.3.5)
k=1

onde os coeficientes estao dados por
Co (tr) = Cai (t7) + Cur (tr; ug (7)) (5.3.6)

com Csy, (tp) € Cgp, (tr) e Cuper (tr;ur (7)) € Cy, . (tr; ug (7).
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Estes coeficientes calculam-se da seguinte maneira,

é\gk (tr) = grexp|[—uwitr] + /0 ’ exp [—vg (tp — 7)] for (7)dT (5.3.7)

= grexp [—a (i—:)?tp +/OtFexp [—a (i—:) (F—T)] fon (1) dr

onde g = (g (), o) € for (7) = (fs (x,7), Pr).

Substituindo (5.2.8) em (5.3.3) obtém-se

~

Coupr, triug (1)) = ‘I’Ka tr —7) Bsxk, ﬁSK‘I’K (tr — 7)Cgdr

/ O (tr — ) Bs Bog @i (tr — 1) dT}aK (5.3.8)

Il
F’HF’HO\

eXp [Ak, (tr — 7)] Bk, BSKeXp [Ag (tp —7)] dT}

Fazendo a mudanca de varidvel w = tp — 7 em (5.3.8) define-se

tp o .
Grcae = [ exp A, ()] By Bk exp [Aue ()] do (539
0
Definindo para todo w € [0, ]

H(w) £ exp [Ax, ()] B, B oxp [Ax (w)] € REK (5.3.10)

e seguindo o mesmo raciocinio usado para obter (5.2.18) obtém-se a seguinte equac¢do de
Sylvester (LAUB, 2005, p. 144-148), (ZHOU; DOYLE; GLOVER, 1996, p. 71-72)

AKGGKQK‘i‘GKaKAK :H(tF) —H(O) (5.3.11)

que tem como tnica solucao a G, g € REXK,

Logo (5.3.8) pode ser escrita da forma

~

Cowr, (triuk (1)) = G, gk € R (5.3.12)
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Os coeficientes QuKk (tp;uk (7)) serao da forma

~

K

Couger s ug (1)) = Zﬁkjdj7 (5.3.13)
j=1

onde gy; € Gg,x eq;€agcomk=1,....K,ej=1,..., K.

5.4 Sequéncia de Calculos Necessarios para a Obtencao de ux € .oy

5.4.1 Calculos para Obter ug

A sequéncia de cédlculos necessarios para a obtencao de ux é sumarizada a seguir

(para um dado K):

e Obtencdo de Oy (definido apés (5.1.10)) a partir dos dados (f, g, Bs,0r, tr, pr),
da matriz diagonal Ax € RE*K (definida em (5.2.9)) e da matriz Bg; € RE*™
(definida apds (5.2.12) acima).

, — =T — =T
e Calculo de F (0) = BgxBsk ¢ F (tr) = exp (Axtr) BgxBsk exp (Axtr).
e Resolver (5.2.18) para obter Gg.
e Resolver (I + prGg) @k = prOg para obter ax € RX,

o Obter ux = BgK exp [Ag (tp — 7)] ak.

Note-se que ugx pode ser gerado pelo sistema linear de dimensao finita

[ %, (1) = —Agxy (1)

u () =Bexxu(t) - (5.4.1)

( Xu (0) =exp(Axip)ax
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5.4.2 Célculos para Obter 0.,.

A sequéncia de calculos necessérios para a obtencao de €.y, € sumarizada a seguir

(para um dado K,):

e Obtencdo da matriz diagonal Ay, € RF«*Fe (definida em (3.1.26)), da matriz
Bsx, € RE=™ (definidos apés (5.3.1) acima).

, —= =T — =T
Célculo de H(0) = Bgk, Bk € H(tr) = exp (Ak,tr) Bsk,Bsx exp (Axtp).

Resolver (5.3.11) para obter G, k.

Calcular (5.3.2) e (5.3.12) para obter Cyy(tr) em (5.3.6).

Obter Ocont. (x,tr) = ZkKil @k (tr) ¢r ().



6 RESULTADOS NUMERICOS

A seguir, apresentam-se dezesseis exemplos numéricos que mostram a aplicagao
do método desenvolvido anteriormente para o caso 1-D. Estes exemplos representam uma
barra com coeficiente de condutividade térmica, o = 1, com um comprimento L, = 1
sem perturbagao inicial, isto é fg (z,t) = 0, assim como g (z) = 0, mas com uma fonte
de calor forgante dada por Bg (), a qual serd regulada ou controlada no tempo, num
intervalo [0, 1] pela fungao u(t). Como objetivo queremos atingir no tempo tp = 1, um
perfil de temperatura especifico dado por 8, (z,1) o qual serda aproximado por o (z, 1).
Baseado nestas condi¢oes podemos formular matematicamente o seguinte problema de

controle étimo.
Problema de Controle Otimo.

Achar u tal que

min 7 (u) = HUHQL2(0,1) + pr [0 (triw) — Qr”i?((o,l)) , onde preRy  (6.0.1)

u€Lo(0,1)™
sujeito a
a0 020
5% 9 Bs () u(t) Vr e (0,1), vt € (0,1) (6.0.2)
0(x,t) = 0 para x = {0,1}, V¢t € (0,1) (6.0.3)
0(x,0) = 0 Vx € (0,1). (6.0.4)

Para cada exemplo mantém-se fixos os tamanhos dos truncamentos para as fungoes

aproximadas, K, = 20 para obter 0..,. € K = 10 para obter ug.

48
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6.1 Exemplo # 1

Aproximagao do estado final desejado 6, =1 — 2 ‘x — %‘ usando a funcao de dis-
0 se 0<z< 1—76,
tribuicao espacial Bg(z) =< 1 se % <z< 1%,
0 se % <z<l.

Figura 1: Gréficos das fungoes 6, (esquerda) e Bg (direita).

Fonte controlada de forma individual.

0
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 01 02 03 04 05 06 07 08 09 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
Comprimento ) Comprimento (x) Compiimento )

(a) pr = 5000. (b) pr = 10000. (c) pr = 20000.

Figura 2: Graficos comparativos entre .. (tracejada) e 6, (continua) para diferentes
valores de pp.

Resultados numéricos obtidos variando pr nas normas do maximo e Lo para o caso

em que se tem uma fonte com o seu controle.

Tabela 1: Energia de ug e erro de aproximacao.

PF ||uK||%2 Hecont. - Qr”Lz Hecont. - Qr”oo
5000 | 164.0856 2.2815 0.1016
10000 | 186.9709 1.3547 0.0665
20000 | 202.6782 0.8238 0.0531
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y
I
0 an
35 E3
a0
)l Ell
25 / &% 2w
0 10
10
5 5

01 02 03 04 05 06 07 08 09 01 02 03 04 05 06 07 08 09 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
Tempo (t) Tempo (i)

(a) pr = 5000. (b) pr = 10000. (c) pr = 20000.

Figura 3: Gréfico de ux no intervalo de tempo [0, 1] para os diferentes valores de pg.

Resultados numéricos obtidos variando pr nas normas do maximo e Lo para o caso

em que se tem uma fonte com o seu controle.

Tabela 2: Valor maximo atingido por ux no intervalo de tempo [0, 1] para os diferentes
valores de pp.

pr | llukllo
5000 | 49.4989
10000 || 49.3003
20000 | 50.5635

Os resultados acima (e das demais tabelas) corroboram a expectativa intuitiva de
que a medida que pr aumenta é possivel alcancar estados finais mais proximos do dese-

jado a custa de maior “energia” (norma quadratica) dos sinais de controle correspondentes.

O valor de maximo de ug ¢ calculado da seguinte forma

Jesclloe = sup [l (Hug (8] : t € [0, i},

Observe-se que a fungao de controle ug consegue levar o sistema ao estado final
desejado com a peculiaridade de que faz um “ esforco maior” nos instantes finais antes
de alcancar o tempo tp = 1 prescrito. Nesses instantes finais acontece o pico maximo
e consequentemente o controle usa a “energia maxima”, apresentada na tabela anterior,

para alcancar o objetivo desejado.
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6.2 Exemplo # 2

Aproximagao do estado final desejado 6, =1 — 2 ‘x — %‘ usando a fungao de dis-

(

0 se 0§x<1%,

7
se <z <1,

tribuicao espacial Bg(z) <z< 1%,

11
Sx<T67
<z <l1.

se

se

S = O =

se

5IZ Ble 5 5l

Figura 4: Graficos das fungoes 0, (esquerda) e Bg (direita).

Fontes controladas de forma individual.

ot /SN 08

07 y N 07

06 o6

05 Zos
/ z

\ g
04 / \ 504 S04
/ A
03 3 03 03
/ b

02 /' A\ 02 k 02

Ocort.
. —
,,,,, 0e -
y. \
4 N 7 N\
, \ 07 ; S
/ N - / N
X @06 / 3
. \ 3 / \
7 \
p

Zos

0
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Comprimento (x)

mmmmmmmmmmmm

(a) pr = 5000. (b) pr = 10000. (c) pr = 20000.

Figura 5: Graficos comparativos entre ... (tracejada) e 6, (continua) para diferentes
valores de pg.

Resultados numéricos obtidos variando pr nas normas do maximo e Ly para o

casos em que se tem fontes com controles individuais.

Tabela 3: Energia de ux e erro de aproximagao.

pr | luklli, | 0cont. = 0,1, | IBcont. — b, lloc
5000 | 107.4066 2.0242 0.2295
10000 | 117.0282 1.6378 0.1935
20000 | 125.5832 1.4368 0.1669
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Figura 6: Graficos de ug, ¢ ug, no intervalo de tempo [0, 1] para os diferentes valores de

PE-

Tabela 4: Valor maximo atingido por ux no intervalo de tempo [0, 1] para os diferentes

valores de pp.

PF

[k [loo

5000

45.2938

10000

49.4313

20000

55.6379




6.3 Exemplo # 3

Aproximagao do estado final desejado 6, =1 — 2 ‘x — %‘ usando a fungao de dis-

tribuigao espacial Bg(z) =

Figura 7: Graficos das fungoes 6, (esquerda) e Bg

(

1

se

se

se

se

0 se 0<z<

<z<
<z <
<z <
<z <

—
[

se

o = O = O
sl SIE Gle 5~ Sl 5o

se

<z <
<z <l.

% 5= Sl 5~ Sl

=
=]

Fontes controladas de forma individual.
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02p /
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0

0 01 02 03 04 05 08 07
Comprimento )

08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Compiimenta ()

Comprimenta (x) mpr

(b) pr = 10000. (¢) pr = 20000.

Figura 8: Graficos comparativos entre O.on. (tracejada) e 6, (continua) para diferentes
valores de pp.

Resultados numéricos obtidos variando pr nas normas do maximo e Ly para o

casos em que se tem uma fonte com o seu controle.

Tabela 5: Energia de uy e erro de aproximacao.

Pr ||uK||%2 [0cont. — 0,12 | 10cons. — 0, |l
5000 | 97.9070 1.3474 0.1190
10000 | 106.1226 0.7729 0.0779
20000 | 111.2549 0.4652 0.0552




03 04 05 08 07

Ternpo (t)

03 04 05 06 07

Ternpo (t)

03 04 05 0B 07

Tempao (t)

(b) pr = 10000.

(¢) pr = 20000.

o4

Figura 9: Gréficos de ug,, uk, € uk, no intervalo de tempo [0, 1] para os diferentes valores

de PF-

E possivel ver que o comportamento “individual” de cada funcao de controle

satisfazendo-se assim as expectativas intuitivas fisicas.

Tabela 6: Valor méximo atingido por ux no intervalo de tempo [0, 1] para os diferentes

valores de pg.

pr | vkl
5000 || 51.1433
10000 | 53.0475
20000 || 52.1600

Comparando os exemplos 1 e 3 nota-se que no caso de trés controles independentes

consegue-se alcancar uma melhor aproximacao do estado final desejado (no sentido da

norma quadratica) e com menor “energia de controle” do que no caso de um tinico controle.
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6.4 Exemplo # 4

Aproximagao do estado final desejado §, = —4x (x — 1) usando a fungao de distri-
0 se 0<x< %,
buicao espacial Bg(z) =¢ 1 se £ <z < %,
0 se 1% <zr<l1.

Figura 10: Gréficos das fungoes 6, (esquerda) e Bg (direita).

Fontes controladas de forma individual.

04 05 06 07 08 03 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 03 1 0 01 02 03 04 05 06
Comprirento (x) Comprirento (x) Comprimento (<)

(a) pr = 5000. (b) pr = 10000. (c) pr = 20000.

Figura 11: Gréficos comparativos entre 6., (tracejada) e 6, (continua) para diferentes
valores de pp.

Resultados numéricos obtidos variando pr nas normas do maximo e L, para o

casos em que se tem fontes com controles individuais.

Tabela 7: Energia de uy e erro de aproximagao.

PF “'UJK“%Q chont- _Qr”L2 Hecont- _Qr”oo
5000 | 279.9367 4.3797 0.2056
10000 | 347.2604 3.0774 0.1521
20000 | 413.5566 2.1631 0.1125
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40 a0
40
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10 0 o
10
0 20
20
0 01 02 03 04 05 06 07 08 08 01 02 03 04 05 06 07 08 09 .mﬂ 01 02 03 04 05 06 07 08 089
Tertpo () Tertpo () Tempo ()
(a) pr = 5000. (b) pr = 10000. (¢) pr = 20000.

Figura 12: Gréfico de ux no intervalo de tempo [0, 1] para os diferentes valores de pp.

Tabela 8: Valor maximo atingido por ux no intervalo de tempo [0, 1] para os diferentes
valores de pp.

pr || ekl
5000 || 59.6615
10000 || 66.2299
20000 || 72.0370
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6.5 Exemplo # 5

Aproximagao do estado final desejado §, = —4x (x — 1) usando a fungao de distri-

buigao espacial Bg(x) =

0

(e =

se 0§x<%,

se

se

se

se

<w< g,
<z<
<< g,
<z<l.

512 Ble 5 5l

Figura 13: Gréficos das fungoes 0, (esquerda) e Bg (direita).

Fontes controladas de forma individual.
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2 — 2 —5
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o / \\x N L \ N / N
, . | : / \
\‘\
O s e
HHHHHHHHHHH B SN il
(a) pp = 5000 (b) pr = 10000. (¢) pr = 20000.

Figura 14: Graficos comparativos entre 6.,y (tracejada) e 6, (continua) para diferentes
valores de pp.

Resultados numéricos obtidos variando pr nas normas do maximo e Ly para o

casos em que se tem fontes com controles individuais.

Tabela 9: Energia de ug e erro de aproximagao.

pr | luklli, | 0cont. = 0,1, | IBcont. — b, lloc
5000 | 175.1499 2.8539 0.1469
10000 | 195.6230 2.2154 0.1165
20000 | 223.9487 1.7427 0.0897
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Figura 15: Gréficos de ug, ¢ ug, no intervalo de tempo [0, 1] para os diferentes valores

de PF-

Tabela 10: Valor méximo atingido por wy no intervalo de tempo [0, 1] para os diferentes

valores de pp.

pr | lukll
5000 || 48.0708
10000 | 50.3654
20000 | 53.3308




6.6 Exemplo # 6

59

Aproximagao do estado final desejado §, = —4x (x — 1) usando a fungao de distri-
0 se 0<z< 1%,

buigao espacial Bg(z) =

se

se

se

se

se

S = O = O =
sz SlE Sle 5~ Sl gles

se

<z< L,
<z <
<z <
<z <
<p<l3

i
16°

©

160 -
11
16>

16>

<z <l1.

Figura 16: Graficos das fungoes 6, (esquerda) e Bg (direita).

Fontes controladas de forma individual.

01 02 03 04 05 06 07 08 03
Comprimento ()

(b) pr = 10000.

3

nnnnnnnnnn

(¢) pr = 20000.

Figura 17: Graficos comparativos entre €.,y (tracejada) e 6, (continua) para diferentes

valores de pp.

Resultados numéricos obtidos variando pr nas normas do maximo e L, para o

casos em que se tem fontes com controles individuais.

Tabela 11: Energia de ug e erro de aproximacao.

pr | llukllZ, | [cont. — Oullzs | 1fcont. — 0, ]l
5000 | 151.2469 1.6336 0.0771
10000 | 162.0141 1.0375 0.0538
20000 | 169.7699 0.7147 0.0424
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Figura 18: Graficos de ug,,uk, € ug, no intervalo de tempo [0, 1] para os diferentes

valores de pp.

Tabela 12: Valor méximo atingido por wy no intervalo de tempo [0, 1] para os diferentes

valores de pp.

pr || [lexlle
5000 || 51.5650
10000 | 53.4364
20000 || 55.0973

Comparando os exemplos 4 e 6 observe-se que novamente consegue-se alcangar um

estado final mais préximo do desejado (tanto no sentido da norma quadratica como no

caso da norma uniforme) e com menor “energia de controle”’do que no caso de um tnico

controle.
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6.7 Exemplo # 7

Aproximagao do estado final desejado 8, = x usando a fungao de distribuigao es-
7
0 se 0<z<qg
pacial Bg(z) =¢ 1 se £ <z <&
0 se 2 <z<l.

Figura 19: Gréficos das fungoes 0, (esquerda) e Bg (direita).

Fontes controladas de forma individual.
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N
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Comprimento ) Comprimento (x) Compiimento ()

(a) pr = 5000. (b) pr = 10000. (c) pr = 20000.

Figura 20: Graficos comparativos entre €., (tracejada) e 6, (continua) para diferentes
valores de pg.

Resultados numéricos obtidos variando pr nas normas do maximo e L, para o

casos em que se tem fontes com controles individuais.

Tabela 13: Energia de ug e erro de aproximacao.

pr | lukli, | I0cont. = 6,11, | [1Bcont. — b, lloc
5000 | 127.4222 | 11.8709 1
10000 | 189.5779 | 11.4942 1
20000 | 282.4022 | 11.2077 1
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(a) pr = 5000. (b) pr = 10000. (c) pr = 20000.

Figura 21: Gréfico de ux no intervalo de tempo [0, 1] para os diferentes valores de pp.

Tabela 14: Valor méximo atingido por wy no intervalo de tempo [0, 1] para os diferentes
valores de pp.

pr || ekl
5000 || 39.8878
10000 || 47.9663
20000 || 58.0119




6.8 Exemplo # 8

Aproximagao do estado final desejado 8, = x usando a fungao de distribuigao es-
(
0<z<

pacial Bg(z) =

0 se
se
se

se

S = O

se

Figura 22: Graficos das fungoes 6, (esquerda) e Bg (direita).
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Figura 23: Gréficos comparativos entre f..n. (tracejada) e 6, (continua) para diferentes
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Resultados numéricos obtidos variando pr nas normas do maximo e Lo para o
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Tabela 15: Energia de uk e erro de aproximacao.

PF “'UJK“%Q chont- _Qr”L2 Hecont- _Qr”oo
5000 | 130.9287 10.2141 1
10000 | 228.7800 9.5362 1
20000 | 412.2293 8.8489 1
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Figura 24: Gréficos de ug, e ug, no intervalo de tempo [0, 1] para os diferentes valores

de PF-

Tabela 16: Valor méximo atingido por wy no intervalo de tempo [0, 1] para os diferentes

valores de pp.

pr || [luxlle
5000 || 49.4544
10000 || 76.2146
20000 | 108.1131




6.9 Exemplo # 9

Aproximagao do estado final desejado 8, = x usando a fungao de distribuigao es-
(

pacial Bg(z) =

Figura 25: Gréficos das fungoes 0, (esquerda) e Bs
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se}—ggxgl.

Fontes controladas de forma individual.
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Figura 26: Graficos comparativos entre f.o. (tracejada) e 8, (continua) para diferentes

valores de pg.

Resultados numéricos obtidos variando pr nas normas do maximo e Ly para o
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Tabela 17: Energia de uwi e erro de aproximacao.

PF “’UJK“%Q [0cont. — 0, [[Ls | 10cont. — 6, ]l
5000 | 117.8714 8.7433 1
10000 | 167.7176 8.3383 1
20000 | 265.7428 7.9302 1
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Figura 27: Gréaficos de ug,,ur, € ug, no intervalo de tempo [0, 1] para os diferentes

valores de pg.

Tabela 18: Valor méximo atingido por wy no intervalo de tempo [0, 1] para os diferentes

valores de pp.

pr || lluxlle
5000 || 66.2620
10000 || 84.7802
20000 || 133.1046

Comparando os exemplos 7 ao 9 observe-se que ainda que a funcao objetivo nao

satisfaz uma das condigoes de fronteira prescritas (valores na fronteira nulos), o resultado

numérico nao apresenta oscilacoes abruptas como acontece com uma aproximacao de

Fourier nao controlada de 10 termos, mostrando assim a estabilidade de método numérico

obtido.



