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6.10 Exemplo # 10

Aproximagao do estado final desejado #, = 1 usando a funcao de distribuigao es-
7
0 se 0<z<qg,
pacial Bg(z) =¢ 1 se £ <z < &,

9
0 seG<z<1.

Figura 28: Gréficos das fungoes 0, (esquerda) e Bg (direita).

Fontes controladas de forma individual.

1
=== Bt = et = Ot
12 —s 12 — 12 —
, - ~ .
.
\

N v 4 \
0
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 01 02 03 04 05 06 07 08 09 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
Comprimento ) Comprimento (x) Compiimento )

(a) pr = 5000. (b) pr = 10000. (c) pr = 20000.

Figura 29: Graficos comparativos entre 6.,y (tracejada) e 6, (continua) para diferentes
valores de pg.

Resultados numéricos obtidos variando pr nas normas do maximo e L, para o

casos em que se tem fontes com controles individuais.

Tabela 19: Valor méximo atingido por wy no intervalo de tempo [0, 1] para os diferentes
valores de pp.

pr | luklz, | [cont. = ,llz, | l6cont. — 6, o
5000 | 509.6887 15.1439 1
10000 | 758.3117 13.9332 1
20000 | 1129.6321 | 12.9659 1
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(b) pr = 10000.

RED
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Tempo ()

(¢) pr = 20000.
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Figura 30: Gréfico de ux no intervalo de tempo [0, 1] para os diferentes valores de pp.

Tabela 20: Valor méximo atingido por wy no intervalo de tempo [0, 1] para os diferentes

valores de pp.

pr || [luxlle
5000 || 79.7757
10000 || 95.9326
20000 || 116.0238
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6.11 Exemplo # 11

Aproximagao do estado final desejado #, = 1 usando a funcao de distribuigao es-
(

0 se 0§x<%,

<z <4,

<< 15,

<< g5,

<z <1

se
pacial Bg(z) = se

se

S = O =
SIZ Ble s~ Glo

se

Figura 31: Graficos das fungoes 6, (esquerda) e Bg (direita).

Fontes controladas de forma individual.

Temperatura (6)

\ / /
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Comprirento (x) Comprirento (x) Compiimento (<)

(a) pr = 5000. (b) pr = 10000. (¢) pr = 20000.

Figura 32: Gréficos comparativos entre f..ne. (tracejada) e 6, (continua) para diferentes
valores de pp.

Resultados numéricos obtidos variando pr nas normas do maximo e Lo para o

casos em que se tem fontes com controles individuais.

Tabela 21: Energia de ug e erro de aproximacao.

PF “'UJK“%Q chont- _Qr”L2 Hecont- _Qr”oo
5000 | 335.5301 14.3559 1
10000 | 516.0621 13.4691 1
20000 | 876.0623 12.5153 1
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.
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Figura 33: Gréficos de ug,,ur, € ug, no intervalo de tempo [0, 1] para os diferentes

valores de pg.

Tabela 22: Valor méximo atingido por wy no intervalo de tempo [0, 1] para os diferentes

valores de pp.

pr || lluklls
5000 || 64.9906
10000 || 104.4451
20000 || 163.7960
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6.12 Exemplo # 12

Aproximagao do estado final desejado #, = 1 usando a funcao de distribuigao es-
(
3

0 se 0<or< 167

5
S T < 16

7
<z < 16°

9
S T < 160
<z <

13
S T < 167
<z <1

1 se
se

pacial Bg(z) = se

11

Se 167

se

S = O = O

se

5% Sl2 Sle 5~ Sl Sl

Figura 34: Gréficos das fungoes 6, (esquerda) e Bg (direita).

Fontes controladas de forma individual.

*******************

peratura (&)

04 05 08 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
aaaaaaaaaaa ) Comprimenta () Comprimenta ()

(a) pr = 5000. (b) pp = 10000. (¢) pr = 20000.

Figura 35: Graficos comparativos entre f.o. (tracejada) e 6, (continua) para diferentes
valores de pg.

Resultados numéricos obtidos variando pr nas normas do maximo e Ly para o

casos em que se tem fontes com controles individuais.

Tabela 23: Energia de ui e erro de aproximacao.

PF “’UJK“%Q [0cont. — 0, [[Ls | 10cont. — 6, ]l
5000 | 309.9112 12.3383 1
10000 | 420.8874 11.6664 1
20000 | 686.0625 10.8934 1
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Figura 36: Graficos de ug,,uk, ¢ ug, no intervalo de tempo [0, 1] para os diferentes

valores de pp.

Tabela 24: Valor méximo atingido por wy no intervalo de tempo [0, 1] para os diferentes

valores de pp.

pr || [luxlle
5000 || 95.6680
10000 || 127.7172
20000 || 247.1365

Comparando os exemplos 10 ao 12 observe-se que a funcao objetivo nao satis-

faz nenhuma das condicoes de fronteira prescritas e o resultado numérico nao apresenta

oscilacgoes abruptas conhecidas como o fenomeno de Gibbs como acontece com uma apro-

ximagao de Fourier nao controlada de 10 termos, mostrando novamente a estabilidade de

método numérico obtido.
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6.13 Exemplo # 13

Aproximagao do estado final desejado 6, =1 — 2 ‘x — %‘ usando a fungao de dis-

0 se 0<x< %,
tribuicdo espacial Bg(z) = ¢ —256 (22 — 2 + 23) se & <z < %, -
0 se 1% <z<l.

Figura 37: Graficos das fungoes 6, (esquerda) e Bg (direita).

Fontes controladas de forma individual.

r N
08 7N 08 / " 08
v /
\ \
07 / . 07
/

Tos Tos

01 02 03 04 05 08 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 O
o0 nto nto (1)

(¢) pr = 20000.

(a) pr = 5000. (b) pr = 10000.

Figura 38: Gréficos comparativos entre f..n. (tracejada) e 6, (continua) para diferentes
valores de pp.

Resultados numéricos obtidos variando pr nas normas do maximo e Ly para o

casos em que se tem fontes com controles individuais.

Tabela 25: Energia de uk e erro de aproximacao.

pr | luklli, | 0cont. = 0,1, | 1Bcont. — O, lloc
5000 | 281.0877 |  4.1694 0.1801
10000 | 357.1539 2.4974 0.1041
20000 | 412.2672 1.4775 0.0648




-

empo

01 02 03 04 05 06 07 08 09
Tempo (1)

(b) pr = 10000.

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
Tempo ()

(¢) pr = 20000.

74

Figura 39: Gréfico de ux no intervalo de tempo [0, 1] para os diferentes valores de pp.

Tabela 26: Valor méximo atingido por wy no intervalo de tempo [0, 1] para os diferentes

valores de pp.

pr || ekl
5000 || 65.7758
10000 || 70.3506
20000 || 73.4630




6.14 Exemplo # 14
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Aproximagao do estado final desejado 6, =1 — 2 ‘x — %‘ usando a funcao de dis-

tribuicao espacial Bg(z) =

Figura 40: Gréficos das fungoes 0, (esquerda) e Bg (direita).

0
—256 (22 — 1z + 22)
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Fontes controladas de forma individual.
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0 01 02

(¢) pr = 20000.

03 04 05 06 07 08 08 1

Figura 41: Graficos comparativos entre 6., (tracejada) e 6, (continua) para diferentes

valores de pp.



Resultados numéricos obtidos variando pr nas normas do maximo e Ly para o

casos em que se tem fontes com controles individuais.

Tabela 27: Energia de uk e erro de aproximacao.

2
PF ||UKHL2 10cont. = &pllzs | 0cont. — &, lloc
5000 | 185.5286 2.5530 0.1856
10000 | 215.1007 1.4677 0.1139
20000 | 234.6635 0.8398 0.0701
40
= Uk
4/ ‘;‘x— @ : J
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— u = U
T i // Tow i /vj
DEI EII1 EI‘E EIIS El‘d EIIS EIIE 1 o8 EI‘B 1 DEI EI‘1 EI‘E EII3 El‘d EIIE EI‘E 0.7 08 EI‘B 1
Tempo (1) Tempo 1)
T 40
J E‘;n - uK3 /‘\
DEI EII1 EI‘Z EII3 El‘il EIIS 06 07 EIIB EI‘B 1 I:lEI EI‘1 EI‘Z EII3 [I‘d EIIE 0B 0.7 EI‘B EI‘B 1
Termpao (1) Tempao (1)
(a) pr = 5000. (b) pp = 10000.
&0 T T T
= U Ty
50 L L L L L L L L L
o 0.1 0z 0.3 04 0.5 0.6 o7 0.8 09 1
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DD D.IW DIZ D.‘E DIA D.‘G D.IB 07 08 DIQ 1
Tempo (1)
a0 T T T
= Y T
oo : .
50 . . : . : : . :
0.1 02 0.3 04 0.5 0.6 o7 0.8 09 1
Termpo (t)

(¢) pr = 20000.

Figura 42: Gréficos de ug,,uk, ¢ ug, no intervalo de tempo [0, 1] para os diferentes
valores de pp.
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Tabela 28: Valor méximo atingido por wy no intervalo de tempo [0, 1] para os diferentes
valores de pp.

pr | lukll
5000 || 65.6504
10000 | 71.3055
20000 || 73.7362

Comparando os exemplos 13 e 14 observe-se que ainda mudando a forma da funcao
espacial B¢ que novamente consegue-se alcancar um estado final mais proximo do desejado
(tanto no sentido da norma quadrética como no caso da norma uniforme) e com menor

“energia de controle” do que no caso de um tnico controle.
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6.15 Exemplo # 15

Aproximagao do estado final desejado 8, = x usando a fungao de distribuigao es-

0 se 0< o< &,
pacial Bg(z) = ¢ —256 (22 —z+ £3) se &£ <a < 1%, -
0 se &= <z <1

Figura 43: Gréficos das fungoes 0, (esquerda) e Bg (direita).

Fontes controladas de forma individual.

— —

01 02 03 04 05 06 07 08 09 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
Comprimento (x) Compiimento )

(b) pr = 10000. (¢) pr = 20000.

Figura 44: Gréficos comparativos entre 6.,y (tracejada) e 6, (continua) para diferentes
valores de pg.

Resultados numéricos obtidos variando pr nas normas do maximo e L, para o

casos em que se tem fontes com controles individuais.

Tabela 29: Energia de ug e erro de aproximacao.

pr | lukllf, | 0cont. — 0,1, | [IBeont. — b lloc
5000 | 176.8242 |  12.4758 1
10000 | 267.8122 | 11.9456 1
20000 | 398.4390 |  11.5517 1
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ED
01 02 03 04 05 06 07 08 09 01 02 03 04 05 06 07 08 09 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
Tempo (1) Tempo (1) Tempo ()

(a) pr = 5000. (b) pr = 10000. (c) pr = 20000.

Figura 45: Gréfico de ux no intervalo de tempo [0, 1] para os diferentes valores de pp.

Tabela 30: Valor méximo atingido por wy no intervalo de tempo [0, 1] para os diferentes
valores de pp.

pr || ekl
5000 | 47.0104
10000 || 57.8896
20000 || 69.7871




6.16 Exemplo # 16
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Aproximagao do estado final desejado 8, = x usando a fungao de distribuigao es-

pacial Bg(z) =

Figura 46: Graficos das fungoes 6, (esquerda) e Bg
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Figura 47: Gréficos comparativos entre 6.y, (tracejada) e 6, (continua) para diferentes

valores de pp.



Resultados numéricos obtidos variando pr nas normas do maximo e Ly para o

casos em que se tem fontes com controles individuais.

Tabela 31: Energia de uk e erro de aproximacao.

0]
",
bt
=]

PF ||UKH?:2 10cont. = &pllzs | 0cont. — &, lloc
5000 | 179.9926 9.3757 1
10000 | 250.7242 8.8229 1
20000 | 355.9756 8.3992 1
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Figura 48: Graficos de ug,,uk, ¢ ug, no intervalo de tempo [0, 1] para os diferentes

valores de pp.
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Tabela 32: Valor méximo atingido por wy no intervalo de tempo [0, 1] para os diferentes
valores de pp.

pr || llukll
5000 || 75.0357
10000 || 95.4455
20000 || 122.3139

Comparando os exemplos 15 e 16 observe-se novamente a funcao objetivo nao
satisfaz uma das condigoes de fronteira prescritas e ainda variando a forma da fungao
de distribuicao espacial B¢, o resultado numérico continua nao apresentando oscilagoes

abruptas como acontece com uma aproximacao de Fourier nao controlada de 10 termos.



7 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, o posicionamento aproximado do estado final de sistemas descri-
tos pela equacao do calor foi abordado, no caso especifico de condigoes de fronteira tipo
Dirichlet homogéneas e controles “localizados” no espago (i.e., dependentes apenas do

tempo), por meio de um problema de controle 6timo.

A solucao deste problema foi caracterizada por uma equacao linear em um espaco
de funcoes de controle definidas no intervalo de tempo pré-especificado - esta equagao
envolve o “operador de controlabilidade” que leva um dado sinal de controle no estado
final correspondente (a partir do estado inicial zero). Utilizando proje¢des em subespagos
de dimensao finita da imagem deste operador, uma sequéncia de sinais de controle é ob-
tida cujos elementos podem ser gerados por sistemas lineares de dimensao finita. Esta

sequéncia converge para a solugao do problema de controle 6timo original.

Alguns exemplos relativos a dominios espaciais de dimensao 1 ilustram a possibi-
lidade de alcancar aproximadamente, em um intervalo finito de tempo pré-especificado,
uma desejada fun¢ao do dominio espacial utilizando um pequeno nimero de sinais esca-

lares de controle (ou até mesmo um 1nico).
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GLOSSARIO

Auto-funcao

Convergéncia
Fraca

Derivada Par-

cial Fraca

Malha Aberta

Solucgao Fraca

(KREYSZIG, 1978, p. 372) Seja X # & um espagco funcional nor-
mado e T : D(T') — X um operador linear com dominio D(T") C X.
Se para um x € X tem-se (I'—A)z =0 e x # 0, entdo A é um
auto-valor de T'. O vetor x é chamado auto-func¢ao de T correspon-

dente ao auto-valor A.

(KREYSZIG, 1978, p. 257) A sequéncia {x,} em um espago nor-
mado X ¢ dita de fracamente convergente se existe um xz € X tal
que Vf € X', onde X' é o espaco dual de X, i.e., o espaco de to-
dos os funcionais lineares de X, lim,,_, f(z,) = f(x). Denota-se
T, — x ou x,, — z. O elemento z dito de limite fraco de {z,} e
disse-se que {x,} converge fracamente para z.

(MIKLAVCIC, 1998, p. 127) Seja 0 € L}, (Q) e v um multi-indice
disse-se que 0 possui a y— ésima derivada fraca (ou que D70 existe)
se existir ¢ € L;,. (Q) tal que

(—1)M! /QGD7¢ = /Qﬁqﬁ para toda ¢ € C;° (1),

onde C§° (£2) é o espago das fungdes que possuem infinitas derivadas

e se anulam fora de {).

(GOLNARAGHI; KUO, 2010, p. 5) O controle em malha aberta
consiste em aplicar um sinal de controle pré-determinado que nao
¢é calculado a partir de uma medicao do sinal de saida, esperando-
se que ao final de um determinado tempo t a variavel controlada

atinja um determinado valor.

MIKLAVCIC, 1998, p. 62-63) Dadas f e @ tal que L# = f. Seja L*
o operador adjunto formal do operador L, tal que (L8, ¢) = (0, L*¢)
para ¢ € Z (L*),(o é o espago das fungoes teste) entao 6 é dita de
solugao fraca de LO = f,se (0, L*¢) = (f, ¢) para toda ¢ € Z (L*).

86



APENDICE A-INFORMACOES E CALCULOS AUXILIARES

APENDICE A.1-Elementos de Mecanica dos Meios Continuos

O material a seguir foi obtido de (GAMA, 2011) e (GAMA, 2012).

Teorema da Divergéncia (para campos tensoriais)

Considere o vetor constante arbitrario, a. Entao, para um campo tensorial S suficiente-

mente regular, vamos escrever que

/ S'a - ndS :/ Sn-adS = / (divSdS) - a
o0 o0 Q

e que

/ STa - ndS = / div (STa) dV.
a0 0

Logo, definindo divS de tal forma que

(divS) - a = div (S™a)

/ SndS:/dz'deV.
89 Q

pode-se escrever

Gradiente de Velocidades

Seja v = vyt + v, 7 + v,k um campo vetorial. O gradiente de velocidades de v é definido

por

g Ove  Oug

oz Oy 0z

=[O v vy

9 radv = ox oy 0z
vz Qv vy

ox oy 0z

Logo tem-se

gradv= D + W

Parte Parte
simétrica anti-simétrica

onde . :
D= 5 [gradv + (gradv)™] e W = 3 [gradv — (gradv)"] .
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Derivada Material

Seja w um campo vetorial. Define-se a derivada material como

Dw Ow
Tr = 5t + (gradw) v.

Teorema do Transporte de Reynolds

Seja o campo ¥, funcao da varidvel x € R? (representando a posicao) com componentes

(x,y, 2) e do tempo t, dado neste caso, por

U= U(x,t) = U(z,y, 2 1).

Seja a variavel x € R? com componentes (X,Y,7) definida de tal forma que, dados X e

t, x é determinado de forma tnica a partir da funcao regular
X (X, t) = (z,y,2) = (2(X,Y, 2),59(X,Y, Z),2(X,Y, Z)).
Assim, pode-se escrever que
U =0 (X,t)=U(E(X,Y,2),5(X,Y,2),2(X,Y, Z)) = ¥ (X,t).
O Teorema do Transporte de Reynolds estabelece, no caso de campos regulares, que
% 5 l% (xp (X,t)) + (\If (X,t)) tr (%—fF1>] AV = /Q [% + \Ifdivv} dv,

. D
onde F = F (X, 1), i representa a derivada material e €2, é a configuracao do corpo no

instante ¢ (pode varia no tempo t).

APENDICE A.2-Identidades de Green

Para fungoes 0, ¢ que sao duas vezes diferenciaveis em um dominio & C R com fronteira
OU, tem-se a seguir as identidades de Green (Taylor; Mann, 1983, p. 492-493),



89

A Primeira Identidade

%0 00 0¢
L(@ +8$8> /au_¢ nd&Z/{)

onde n é o vetor normal a JU.

A Segunda Identidade

920 82 B d¢
L(W‘Q%)W—/ (aﬂ 9%) AOU).

APENDICE A.3-Integrais Trigonométricas

Para a integral em (3.1.10) para [ # k

2L () = [ o (15) ()

3
(7)1T [(z - y S0 (U Li)ﬂ) - i o <(z +L,Z)M>Km

Para a integral em (3.1.11)

2 [l 1 [Le 2
Lx/o sin? (kgj> dr = Lx/O {l—cos( ]ZZ:E)] dx

Para a integral em (3.1.12) para [ # k

Ak /Lwcos Ime\ o (km\ o lkm? /L wos [+ R)Tz + cos (1= k)m\],
2/ L. L, )" T I3, L, L. .

z ;Lkg{(zik) Sm<(l+L]i)m)+(l—lk) Sin((l_lemﬂjz




Para a integral em (3.1.13)

2k2g2 [Le
3 / COS2 (
L;t 0

krx
L,

) as
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APENDICE B-O METODO DE GALERKIN

APENDICE B.1-Alguns Fatos Preliminares

Apresenta-se a seguir um material explicativo sobre o método de Galerkin, utilizado no
enfraquecimento das da equagao do calor apresentada em (3.1.1). Para maiores detalhes
sobre este material encontram-se em (SALSA, 2008, p. 334-342).

Na formulagao variacional de problemas de valor na fronteira aparecem com muita frequéncia
as formas bilineares. Dados dois espacos lineares Vi, V5, a forma bilinear em V; x V; é
uma funcao

a:VixVy—=R

satisfazendo as seguintes propriedades:

i) Para toda y € V4 a funcéo = — a(z,y) é linear em V.

ii) Para toda z € V; a funcao y — a(x,y) é linear em V5.
Quando Vi = V5, simplesmente é dito que a é uma forma bilinear em V.
Seguem alguns exemplos de formas bilineares:

e O produto interno em um espaco de Hilbert.

e Seja 2 um dominio limitado em R",
a(u,v) = / (aVu- Vv +ub(x) - Vv + qp(x)uv) dx, (a>0).
Q

ou
a(u,v) = /gVu - Vvdx —|—/ huv dS, (a>0).
Q o0

Varios problemas de valor na fronteira podem ser representados abstratamente pelo pro-

blema a seguir:
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Problema A

Seja V um espaco de Hilbert, a uma forma bilinear em V e F' € V*. Considere o seguinte

problema, chamado de problema variacional abstrato:

Achar ueV
tal que : (B.1.1)
a(u,v)=(F,v), YwevV

A seguir serd apresentado um teorema, sem demonstracao, que sera usado como referéncia

dentro do texto. A demonstracao deste teorema encontra-se em (SALSA, 2008, p. 336).

Teorema B.1 (Lax - Milgram). Seja V' um espacio de Hilbert real fornecido com produto

interno (-,-) e norma || - ||. Seja a = a(u,v) uma forma bilinear em V. Se:

i) a € continuo, i.e., existe uma constante M tal que

la (w,v) [ < MlJufffiv],  Vu,veV;

i1) a € V— coercivo, i.e., eriste a constante o > 0 tal que

a(v,v) = ol vl

entdo existe uma unica solugio W € V para o problema (B.1.1). Além disso, a seguinte

estimativa de estabilidade se mantém:

[l < =[]

V.

e | =

APENDICE B.2-0 Método de Galerkin

A solugao u do problema variacional abstrato (B.1.1), satisfaz a equagao
a(u,v) = (F,v), (B.2.1)

para cada v no espaco de Hilbert V. Em aplicacoes concretas, é importante calcular as

solugoes aproximadas com um determinado grau de precisao e a dimensao infinita de V' é o
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principal obstaculo. Muitas vezes, porém, V pode ser escrito como uma uniao subespagos

de dimensao finita, de forma que, em principio, pode ser razoavel obter solucoes aproxi-

madas “projetando” a equacao (B.2.1) nesses subespagos. Esta é a ideia do método de

Galerkin.

Em principio, quanto maior for a dimensao do subespago melhor deve ser o grau de

aproximagao. Mais precisamente, a ideia é construir uma sequncia {V}} de subespagos de

V' com as seguintes propriedades:
a) Cada Vj é de dimensao finita: dimVj, =k,
b) Vi C Viy1 (ndo necessariamente estrita)

c) W =V.

Para realizar a projecao, suponha que span(Vy) = {1, p2,...,¢r}. Em seguida, Logo,

procura-se para uma aproximacao da solucao u na forma

k
Ug = Z Ci¥j
j=1
solucionando o problema projetado
a(ug,v)=(F,v), VYvevV.
Dado que {¢1, @2, ..., pr} forma uma base em Vj, a equagao anterior requer
a(ug, o) =(F, @) r=12,... k.

Substituindo (B.2.2) em (B.2.4), obtém-se k equagdes lineares algébricas

k
cha(gpj790'f'>:<F7%0r>* T:1,27...,]€.
j=1
para os coeficientes desconhecidos ¢y, ca, ..., cx. Introduzindo os vetores
€1 <F7 @1)*
c F7 *
c= |7 F — ( ?02>

Ck <F7 S0k>*

(B.2.2)

(B.2.3)

(B.2.4)

(B.2.5)
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e a matriz A = [a,;]|, com entradas
arj =al(pj, @) rT=12 ..k,
entao é possivel escrever (B.2.5) na forma compacta
Ac=F. (B.2.6)

A matriz A é chamada de matriz de rigidez e tem um papel muito importante na analise

numérica do problema.

Se a forma bilinear a é coerciva, A é estritamente positiva definida. De fato, seja & € R*.

Entao, pela linearidade e a coercividade:

k k
AE-& = ) ay6s =) alp,e)&é
r,Jg=1 r,j=1
k k k
= Z a(fjgpj,frgpr) =a <Z ngDj, Zfr@f>
r,j=1 j=1 r=1
> allv|?
onde .
vV = ij@j - Vk
j=1
Como {p1,p9,...,¢r} é uma base em Vi, tem-se que v = 0 se e somente se & = 0.

Portanto, A é estritamente positiva definida e em particular, nao singular. Assim, para
cada k > 1, existe uma unica solucao u; € V) para (B.2.6). Deseja-se mostrar que
ur — u, quando k — oo, i.e., a convergéncia do método e fornecer controle sobre o erro

de aproximacao.

APENDICE B.3—Convergéncia do Método de Galerkin

O seguinte lema mostra a utilidade da continuidade e das constantes de coercividade (M
e a, respectivamente) da forma bilinear a. Este lema mostra a convergéncia do método e

mostra o controle que se tem sobre o erro de aproximagcao.
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Lema B.1 (Céa). Assuma-se que todas as hipdteses do Teorema de Lax-Milgram sdo

satisfeitas e que u € a solugdo do problema (B.1.1). Se uy € a solugio do problema

(B.2.4), entao

M
lu —ugl] < — inf [ju—v].
(07 veVy

Demonstracao. Tem - se

a(ug,v) = (F,v), Vv eV

a(u,v) = (F,v), VveV.

Subtraindo as duas equagoes obtém-se
a(u—ug,v) =0 WVveV.
Em particular, tem-se para v —u, € Vj,
alu—ug,v—u) =0 VYve
o que implica

a(u,up, u—ug) = alu—ugu—v)+alu—u,v—u)

= a(u—ug,u—v).
Logo, pela coercividade de a,
aflu—wl* < a(u—up,u—w) < Ml —wfflu—vl|
disto obtém-se,

M
lo = ull < —Jfu = .

(B.3.1)

(B.3.2)

Esta desigualdade vale para todo v € Vi, com % independente de k. Portanto, (B.3.2)

vale se é tomado o infimo do lado direito sobre todo v € V.

]

Agora, tem-se os elementos necessarios para analisar a convergéncia do método de Galer-

kin. Como tem-se assumido que



96

existe a sequéncia {wy} C Vj tal que w, — u quando £k — oo. Do lema de Céa tem-se

que para toda k:

=

—[Ju = wi|
o)

M
Ju—wf| < — inf [lu—v| <
(03 veVy

assim obtém-se

lu —ugl| — 0.



