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RESUMO

SILVA, Wendel Fonseca d&imulacdo de problemas de transferéncia de caloregnme
permanente com uma relacéo entre condutividadeit@rmtemperatura constante por
partes.2013. 56f. Dissertacdo (Mestrado em Engenharia Megp— Faculdade de
Engenharia, Universidade do Estado do Rio de Jgrieio de Janeiro, 2013.

Este trabalho estuda a transferéncia de calor modugdo considerando a
condutividade térmica como uma funcdo constanteppaes da temperatura. Esta relacéo,
embora fisicamente mais realista que supor a condiale térmica constante, permite obter
uma forma explicita bem simples para a inversam@dasformada de Kirchhoff (empregada
para tratar a nao linearidade do problema). Conemngio, apresenta-se uma solucdo exata
para um problema com simetria esférica. Em segpidgbe-se uma formulacao variacional
(com unicidade demonstrada) que introduz um furadionja minimizagdo é equivalente a
solucéo do problema na forma forte. Finalmente @ayge uma solucdo exata obtida pela
inversa da Transformada de Kirchhoff com a solwgf#ala via formulacdo variacional.

Palavras-chave: Transferéncia de calor ndo lin€amdutividade térmica temperatura-

dependente; Formulacao variacional; Transformad&ird@hoff.



ABSTRACT

This work studies conduction heat transfer considethermal conductivity as a
piecewise constant function of temperature. Thistienship, although physically more
realistic than assuming constant thermal condugtiprovides a simple explicit form for the
inverse of Kirchhoff transformation (employed toat&ith the problem non-linearity). An
exact solution for a problem with spherical symmeg presented, as an example. In the
sequence, a variational formulation (with demonsttauniqueness) is proposed. This
formulation introduces a functional whose minimiaatis equivalent to the solution of the
problem in the strong form. Finally an exact santbbtained using the inverse of Kirchhoff
transformation is compared with the solution oledinia variational formulation.

Keywords: Nonlinear heat transfer; Temperature-ddpet thermal conductivity; Variational

Formulation; Kirchhoff transformation.
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INTRODUCAO

Problemas de transferéncia de calor por condug@geralmente simulados utilizando
uma aproximacgao que supde a condutividade térmapendente da temperatura, a fim de
simplificar a simulacdo dos problemas considerado$im de tentar representar de uma
forma mais realista este problema, um primeirogassia considerar um problema com uma
dependéncia simples entre a condutividade térmictemperatura. Neste trabalho considera-
se a condutividade térmica uma funcdo constanteppdes da temperatura. Esta relacao,
embora fisicamente mais realista que supor a comdiade térmica constante, ainda permite
obter uma forma explicita bem simples para a imvels Transformada de Kirchhoff, a ser
empregada para tratar a ndo linearidade do problema

Em diversos problemas com relevancia engenharificaese uma dependéncia que
nao pode ser desprezada da condutividade térmimmaademperatura. Por exemplo, no caso
de nanotubos de carbono (conhecidos pelas suaadakewvcondutividades térmicas), a
condutividade térmica dependente da temperaturacdatas cristalinas de nanotubos de
carbono de parede Unica diminui suavemente conrmanuicdo da temperatura e apresenta
uma dependéncia linear da temperatura quando kiste & inferior a 30 K (Hone et al. ,
1999). Alem disso, quando a condutividade térmiceoisiderada como uma funcdo da
temperatura, verifica-se um pico da condutividaélenica e, em seguida, sua queda, a
temperaturas mais elevadas (Osman e Srivastavh). Bxopriedades térmicas desempenham
um papel importante no silicio poroso, especialmesh relacdo as suas aplicacbes em
optoelectronica. Geseley et al. (1997) verificatara a condutividade térmica aumenta com o
aumento da temperatura. Outro material importanéeagpresenta interesse em optoeletronica
e aplicacbes eletrbnicas € o 0xido de zinco. Asletividades térmica maximas do 6xido de
zinco policristalino ocorrem a cerca de 60 K e edssvalores sao quase uma ordem de
grandeza mais baixa do que aquelas do Oxido de ziomum (Alvarez-Quintana et al.,
2010).
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Em diversas aplicacbes de Engenharia simula-se uwoblgma néo-linear de
transferéncia de calor complexo apenas para \arifie a temperatura maxima se mantem
inferior a um determinado limite. Nesses casosmalacao deixa de ser necessaria se for
determinada uma estimativa do limite superior parsolucdo. No caso de condutividade
térmica constante, foram propostos limites supesipara problemas sujeitos a condi¢des de
contorno nao-lineares, dadas por transferénciaatle conducgéo- radiacdo (Saldanha da
Gama, 1997; Saldanha da Gama, 2000), que permitgrioroar a necessidade de uma
simulacdo completa do processo de transferénaialde por conducéo.

O objetivo principal deste trabalho é estudar asfiexéncia de calor por conducdo em
problemas nos quais considera-se a condutividanect uma funcdo constante por partes da
temperatura. Neste sentido, apresenta-se uma fxpiiita para a inversa da Transformada
de Kirchhoff e uma solucdo analitica através dd3tapde-se uma formulacao variacional,
demonstrando sua unicidade. Esta formulagcdo intradu funcional cuja minimizacéo é
equivalente a solucdo do problema na forma diféaerieinalmente compara-se uma solucao
exata obtida pela inversa da Transformada de Kaftldom a solucdo obtida via formulacao
variacional.

Para melhor compreensao, o trabalho serd estrotwead capitulos. O capitulo 1
apresenta a equacgado que caracteriza a condutiviladiea dependente da temperatura a ser
empregada neste trabalho. Ele apresenta probleswssude trasferéncia de calor por
conducao, com condi¢ao de contorno linear, coredier a conditividade térmica constante e
mostra a solucdo exata para um problema unidimeasid®® capitulo 2 apresenta os
fundamentos tedricos, a partir da equacdo de o de energia e da hipotese
constitutiva dada pela lei de Fourier e expresseoaslicoes de contorno lineares a serem
utilizadas, a saber temperatura e /ou troca de paloconveccao prescritas na fronteira. No
capitulo 3 € introduzida a transformada de Kirchl@ofser empregada para tratar a nao
linearidade do problema, uma vez que, sempre quaditividade térmica for dependente da
temperatura, o problema serd governado por uma&quhiferencial ndo linear. Apresenta-se
o problema completo de transferéncia de calor conditvidade térmica dependente da
temperatura em regime permanente, empregando sdmarada de Kirchhoff. O capitulo 4
apresenta a solugdo exata para um problema contrisirasférica utilizando a metodologia
introduzida no capitulo anterior.

No capitulo 5 é construida uma formulacéo variaigrara a transferéncia de calor com
condutividade térmica dependente da temperaturatramolo-se que a minimizacdo do

funcional proposto neste trabalho € equivalentgrablema introduzido no capitulo 3. O
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capitulo 6 mostra que a solucdo dada pelo funciapa¢sentado no capitulo 5 é Unica,
mostrando a convexidade do referido funcional. @ita 7 introduz uma mudanca de
variavel conveniente no problema original e no [t modificado pela introducdo da
transformada de Kirchhoff. No capitulo 8 € aprem@mtum exemplo, enquanto o capitulo 9
compara duas metodologias para tratar um problesna solucdo exata — a inversa da
Transformada de Kirchhoff e a solugao obtida vianidacao variacional
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1 CONSIDERACOES INICIAIS

Em geral, de forma a simplificar os problemas,oadatividade térmica é suposta
constante. Em outras palavras, ela afeta a digtibule temperaturas, mas nao € afetada por
essa distribuigao.

Nesta Dissertacdo de Mestrado, cujo texto tem damibima finalidade didatica,
vamos considerar uma classe de problemas de candig&alor onde a condutividade
térmica, denotada pela letig, € uma funcdo (constante por partes) da temparatom a

seguinte forma:

k=|2(T): k. paraT,<T (1.1)
k, paraT,>T '

onde T, é uma temperatura de referéncia (convenientemestelhida) ek, e k, séo

constantes positivas. Esse tipo de relacdo pemmitg aproximacdo sempre melhor que a
hipotese de condutividade constante e, como veramas adiante, oferece uma forma
explicita bem simples para a inversa da TransfoandadKirchhoff.

A escolha de&k, e k, vai depender do comportamento real da condutieidédnicak

com a temperatura e dos valores de temperaturdvetng

Apesar dessa pequena classe de problemas serntbastaodesta ela €
consideravelmente mais geral do que os problemasngados na literatura basica de
transmissao de calor por condugcao. Podemos afgoea esmagadora maioria dos livros de
transmissdo de calor apenas trata a conduc¢ao aleeralcorpos com condutividade térmica
constante e, em geral, com temperatura prescrit@guma parte do contorno. Em problemas
reais, a temperatura ndo € prescritivel em lugamal bem como néo existem materiais ndo

condutores, os chamados isolantes perfeitos.
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Antes de passar para a analise tedrica mais eispeddf interessante observar o gréafico
apresentado na Figura 1.1, o qual apresenta cueagondutividade térmica versus
temperatura para materiais refratarios (Holman3198 comportamento das curvas permite
observar que, independentemente das unidades, amilegr variacdes na condutividade

térmica com a variagéo de temperatura.
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Figura 1.1. Condutividade térmica versus tempeagtara alguns refratarios.
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A Figura 1.2 (Holman, 1983) mostra algumas curvascdndutividade térmica versus
temperatura para materiais condutores. Neste casdém pode-se verificar grandes
variacbes na condutividade térmica com a variagdidethperatura, para alguns metais,
enquanto para outros, como prata, cobre, ourongiaio, a hipotese de condutividade térmica

independente de temperatura € bem razoavel.

r,atq

Cobre

Ouro
Aluminio

),
Jungsténio

™ Platina

Ferro
L

Condutividade
(W/mK) _
- 20

7]

\

10

=
{00 300 500 1000 4000
Temperatura (K)

Figura 1.2. Condutividade térmica versus tempeagbara alguns metais.
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O problema (plano) unidimensional em regime peensn com condutividade

térmica k constante, fonte interna de calqr constante e com condigbes de contorno de

Dirichlet (temperaturas prescritas) € dado por

d(dej+q:k£+—ﬂ:0, para & x< L

dx\ " dx dx
T=T, x=0 (1.2)
T=T x=L

ondelL representa o comprimento na direcao longitudoc@iforme mostrado na Figura 1.3,
gue mostra um problema plano com dimensdes perpédadis a direcdo considerada (a
direcdox) muito grandes, de forma a se considerar apetrasisferéncia de calor na dire¢éo

X.

I-lI—L—I'-l
- N

Figura 1.3. Esquema para o problema plano.
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O problema descrito pela equacéo (1.2) tem comm&olexata a seguinte expressao:

. _ .12
T=—qx2+ -l gt x+T, para &x<L (1.3)
2k L 2k

Este problema representa o processo de transfar@ecicalor numa placa plana

infinita, com condutividade térmica constante eagé@o interna de calor constante, cuja face

x=0 é mantida na temperatufg e cuja facex= L é mantida na temperatufa.

Para ser um pouco mais realista, 0 problema anteoderia considerar um processo
de troca de calor por conveccao entre as facetada p o ambiente externo (que poderia ser
suposto diferente em cada lado). Neste caso, ceggocde transferéncia de calor seria

representado por

i(k£j+q: kﬂ+—q:0, para & x< L
dx\  dx dX Kk

k%ﬂ"b(T—'l;o) em x=0 (1.4)

—k%:h(T—TL) em x=1L

00

onde h, e h sdo os coeficientes de troca de calor por coneeecd, e T, sdo as

temperaturas dos ambientes (a esquerda e a direita)
A solucgédo para o problema descrito na equacad élddda por

T=—%+Clx+g para & x< L (1.5)
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com as constantes, e C, dadas por

W&+hk+th{thIJ

c - 2k k-
[en et
(1.6)
ho[hOT +h T + gL+ h[qZLZ j h+ h+ hofll—j 0]'()]
C. =
' hyh L
[m+n+ kjk
ou, numa forma alternativa, por
T:—Zik(x——;j +Q(X_—;j+ C para & x< L 2.7)

com as constantes, e C, dadas, neste caso, por

b N (1.8)
(']I_[l _ 1]+Tmo—TmL

N 212

szq_L(iJriJ_ 4 h h 2 (L—LJ+QL+T‘”°+T‘”L

4\ h h L+£+L h h 8k 2

0 L

e, quandoh, e h tendem para o infinito, as temperaturasem0 e emx =L tendem para
T,, e paral, . Em outras palavras, o problema de Dirichlet écasp limite deste problema

(que é mais realista por ndo prescrever tempegtugaiandoh, e h, tendem para o infinito

ficamos com

®9

o (T -T. gL
T:_qxz{ L °°°+qLJx+T para & x< L (1.9)

Neste trabalho vamos considerar, além das corslg@eontorno ja discutidas, que a

condutividade térmica possa depender da temperatura
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2 FUNDAMENTOS TEORICOS

A equacdo da energia®(lei da Termodinamica) estabelece, para um meitiraom
que a taxa de variacdo (no tempo) da quantidadenergia de um corpo (soma de energia
cinética e energia interna) é igual a soma da dexeealizacdo de trabalho mecénico sobre
este corpo (poténcia mecéanica das forgcas atuanble s corpo) e da taxa de energia
transmitida na forma de calor (calor transmitido ypoidade de tempo pela fronteira e geracéo
interna de calor).

O principio acima é representado matematicamentéStattery, 1999)

d 1 _ .
4 Qtp[u+5v[]/}dV—J‘aQt(Tn)EV ds+| pglv dw( -qmb dS | “qd

(2.1)

onde o significado fisico das integrais da equ#2a0 é descrito a seguir:

LQ (Tn) W dS - Poténcia mecanica das forcas de superficie.
J'Q pgvydV - Poténcia mecanica das forcas de corpo.
LQ —-qhdS - Fluxo de calor entrando atravées da fronteira dp@@@q, ).

IQ g dV - Taxa de geracéo interna de calor por unidade denel

Nas quantidades definidas na equacédo (2.Iepresenta o tensor tensdo de Cauchy,

g o vetor aceleracdo da gravidade @ campo de velocidades. Estas quantidades nao ser

utilizadas neste trabalho.

As quantidades a serem consideradas neste trabathq, representando o vetor
fluxo de calor por unidade de tempo e de arpga, representando a densidadede

representando a taxa de geracdo de calor por uniladempo e de volume. Por exemplo,

quando uma corrente elétrica flui através de undetam, ¢ € positivo e, na média, igual ao

produto da diferengca de potencial pela correntelidio pelo respectivo volume de material
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condutor. Alem dissd, representa a configuragéo ocupada por um corpodadn instante
t, com fronteiradQ, .

O sinal negativo na penultima integral da equd2ab) aparece para que esta integral
represente o fluxo de calor entrando através datdira 0Q, (em vez do fluxo de calor
deixando a fronteir@Q, ).

Para um corpo rigido, podemos escrever que

ou_.oT 2.2)
a ot

ou seja, a taxa de variagdo da energia internaiéispeu € proporcional a taxa de variagdo
da temperaturd . A quantidadec representa o calor especifico do corpo em questéo.

Para qualquer corpo rigido em repouso (supostocoop@ara que possamos
desconsiderar a transmissao de energia por radéuiges do corpo), caracterizado por uma
configuracdo fixaQ, podemos reescrever a equacao da energia, eq(fagfoda seguinte

forma
oT . .
jQchdv_ _-qlh ds+jQ qadv (2.3)
ou ainda,
j pca—Tdv:—j div g dV+J' qdv (2.4)
o ot b Q '

0 que nos conduz a seguinte equacéo diferencieibpéristo que a equacdo acima deve valer
para qualquer configuracdo):

pc%—l_z—divq+q (2.5)
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O vetor fluxo de calog €, em geral, dado pela Lei de Fourier. Para uno g@itinuo

isotrépico, a Lei de Fourier associa o vetor flabeocalor e o vetor gradiente de temperaturas

da seguinte forma (Slattery, 1999)

g=-kgradT (2.6)

ondek € a condutividade térmica. Para um meio continagpf) homogéneds = I?(T) :

Levando em conta a Lei de Fourier, a equacdo e@aginanteriormente obtida —

equacgao (2.5) — pode ser escrita como:
pc%—l-zdiv(kgradT)+ q (2.7)

A equacéo diferencial (2.7) requer condi¢Bes icgacondi¢cdes de contorno. Neste
trabalho consideraremos apenas problemas em remgmeanente, quando a equacgao (2.7)

reduz-se a:
div (k gradT)+¢g= C (2.8)

O problema expresso pela equagéo (2.8) ndo requdigdes iniciais.
Como condig&o de contorno, empregaremos a segeiatso:

~k grad Tth= W T- T) sobre o contorn (2.9)

onden representa o vetor normal unitério exterior, ddéirsobredQ (fronteira deQ, h € o

coeficiente de troca de calor por conveccéo (quke ger variavel, mas € conhecido) eé a

temperatura do ambiente exterior (pode ser variava$ € conhecida).

Podemos sintetizar a descricdo matematica em rieste trabalho como (Slattery,
1999; Incropera e Dewitt, 1966):



div (k gradT)+¢= 0
~kgradTh=h(T-T,)

ondek = R(T) .

em)
sobr@Q

(2.10)
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3 A TRANSFORMADA DE KIRCHHOFF

Quando a condutividade térmica é uma funcdo dpdeatura, ou sejak = I?(T), a

equacao diferencial que governa a conducéo de iwaloorpo que ocupa a configuragoé
necessariamente nao linear.
A figura 3.1 ilustra o problema: um corpo que ocaganfiguracad , com fronteira

0Q e normal exterion.

Figura 3.1. llustracao do problema.

Uma forma eficaz de se evitar essa nao linearidadespresentar o problema com o

auxilio da Transformada de Kirchhcmf[T], caracterizada por (Arpaci, 1966)
17~
w=0[T] :EL k(&) d¢ (3.1)

onde k, € uma constante de referéncia sempre positigaé uma constante escolhida de

forma conveniente.
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A nova variavel, denotada pev, sera a incégnita de uma equacdo diferencialrlinea

uma vez que
1,7~ lz(T)
gradw= gra —j k(¢) dé |=—— grad (3.2)
ko 72 Ko
e, consequentemente,

div(gradw) = gra(ﬁ J:i di% K(T) gradT)
s (3.3)

E difk grad)

Uma vez que a condutividade térmica é uma qualdgid@mpre positiva, para cada
temperatural teremos apenas um valor da incognitaEm outras palavras, a Transformada
de Kirchhoff € Unica. Se admitirmos (e isso é fata) que exista um ndimero positivo fixo
tal quek >0 >0, temos assegurada a inversibilidade da Transfardadirchhoff.

Neste trabalho, por conveniéncia, empregaremopreeky unitario. Dessa forma, a

transformada de Kirchhoff definida na equacao (Bdyz-se a expressao

T A~

w=|[ k(&) d¢ (3.4)
0 que nos conduzira a seguinte igualdade:

div (k gradT) + g= div( gradw)+ g= 0 enf (3.5)

Sempre que a taxa de geracdo de cglandepender da temperatufa a equacéo na

variavel w sera linear.
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Como mencionado no capitulo 1, consideraremos quandutividade seja dada pela

seguinte expressao

k:lz(T): k. paraT,<T (1.1)
k, paraT,>T '

Assim sendo, podemos representar a varisdwelomo
w=0[T]= j E)( )+|T H('ﬁ—zk) (3.6)

Considerando a dependéncia da condutividade térmacaemperatura dada pela
equacao (1.1), a inversa da Transformada defiridaquacao (3.6) € facilmente obtida, de

forma exata, sendo dada por

T e - 2| 67
2k 2k, 2k 2k

As condicdes de contorno do tipo Dirichlet pataraperatura ddo origem a condi¢des
também do tipo Dirichlet para a func&w, solucdo do problema transformado. Assim, nos

casos aqui considerados, teremos

k, +k k-k
\N|CONTORNO= (T| CONTORNO_ TD) ( : 2 ) +‘T| CONTORNB -E‘ ( 2 ) (38)
Quando, no contorno, é considerada a troca de jgafaronvecc¢ao, ou seja,
~kgradTm=h(T-T,) sobréQ (3.9)

a condicdo de contorno equivalente para a fungdica

_ 1 1 1
_gradwﬁh—h(w{£+£}+|v\y[2—k:l 2kj+-E 1;] sobredQ (3.10)
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O processo de transferéncia de calor, em regimmgrente, neste caso é descrito por

div(gradw) + emQ

4= 0
_gradwm:h(“{z”’i} M{— —}E I] sobrn oY

Se for conveniente prescrever a temperatura ete garfronteira, além do fluxo de
calor prescrito no restante da fronteira, entaescricdo do problema pode ser generalizada

na forma a seguir

div(gradw)+¢g=0 emQ

—gradwﬁhzh{w{m(1 ij W = 2k1 ij T- 1;} sobredQ, (3.12)

w = prescrito  sobréQ -0Q,
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4 UM EXEMPLO: PROBLEMA COM SIMETRIA ESFERICA

A titulo de ilustracdo, vamos considerar agora acgsso de transferéncia de calor

numa esfera opaca em repouso com geracao interoalatepositiva ¢ >0) e constante,

trocando calor por conveccéo, sendo o coeficibngea temperaturd, dados e constantes.

Figura 4.1. Corpo esférico.

A descricdo matematica para esse problema em rgggmeanente € a seguinte:

{ d( }q:o 0<r<R
e dr (4.1)
—kz—T—h(T T.) para r=R

r

Se a condutividade térmida for constante, a solucdo do problema é obtida rér pio

procedimento a seguir:

d( dej g = rzo'—Tz—iP+c:1 4.2)
dr dr dr 3k

Comor =0 faz parte do dominio, a constariig é nula. Dessa forma,
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dT _

7=-9 ¢ (4.3)
dr 6k '

A constanteC, é obtida a partir da condi¢éo de contorno, oy seja

L —h(T|_ —1;) = —l{ qu _GR, C-TI| =
ar|, . =R 3K 6k
(4.4)
szl?+q_|$+']‘oo
3h 6k
Assim,
_9 2\, R
T—&(Rz—r)+E+Tw para &r<R (4.5)

Consideremos agora a condutividade térmica depé&nakntemperatura segundo a

relacéo abaixo, anteriormente definida:

k =

|A<(T)={k1 para I =< T (1.1)

k, paraT,=2T

A descricdo matematica para esse problema em equ@nmanente € a seguinte:

{ d(z dTH+q:O 0<r<R
rdr (4.6)
—kz—T—h( -T,) para r=R

r

ou, com o auxilio da Transformada de Kirchhoff,



32

{ii(rzd—wﬂ+q:0 0<r<R
d
—d—\:vzh[w[i+i}+|vq{2—llﬁ—2—t}+'g—'l;j para r=k

Neste caso, a conservacdo de energia, permitalarale variavelw no contorno

4.7)

diretamente, uma vez que (Carslaw e Jaeger, 1959)

[izi( Z%Vj}+q:0 = —d(r iV\ﬁ+r2q=0 =

4.8
dW\ 4R (4.8)
> —— == =
dri,.x 3
1 1 grR
= h —+—|+|W -—— |+T-T |=—
[W{Zkl [ 3T Lj 3
ondew, denota o valor dev no contornor =R.
A partir da relacéo (4.7), podemos escrever que
grR
—+— =—+T -T 4.9
[Zkl ZkJ \ F{ ij I )
ou seja,
@) e
3h 2 3 2

Assim, w é dado por

{ii(ﬁﬂ"j}rq:o 0<r <R (4.11)

dr
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ou seja, comaj =constante,

E(rzﬂvj gt o e dw -l o (4.12)
dr dr dr 3

Uma vez que =0 faz parte do dominio, temos q@g=0. Assim,

rzd_vvzﬂ = ﬂl:__qr = W:—'q_r2+c:2 (413)
dr 3 d 3 6
onde a constant€, é dada por
WR:—¥+C2 = czszq—f (4.14)
Logo,
w=d(rR-r)+w,=I(rR- )+
6 6 (4.15)
+(%+TW—TDj(kl+k2j+iR+Tm— D(ﬁj para & r< R
3h 2 3h 2

Invertendo a Transformada de Kirchhoff (Carslaw aegér, 1959), temos a seguinte
distribuicdo de temperaturas:

T=T,+
+ H(Rz—r2)+(q—+T —'I'D)(kl-;kzj+ %1R+T —'E‘(kl;zkz H%+%}+
RSy LN _E‘(K—zgj‘%_ﬂ
p_ara U <R
(4.16)

A temperatura no contorno € entdo dada por



6 2
A A e
(4.18)

ou seja,

34
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PN T AN
T TD+{6( )+(3h+1:° E)( 2 )|l x (4.20)
:%(Rz—r2)+[q3—§+ij para <Or<R

0 que coincide com a solucdo obtida sob a hip@esmndutividade constante (independente
deT.).

Esses resultados sao suficientes para mostramakjwconsequéncias oriundas da
hip6tese de condutividade constante.
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S UM PRINCIPIO VARIACIONAL PARA O PROBLEMA

Vamos considerar o problema de transmissédo de eatoregime permanente num

corpo (representado pela configuradd) cuja condutividade térmica seja dada por

k:lz(T): k. paraT,<T (1.1)
k, paraT,>T '

admitindo uma com fonte interna de cafpconhecida (independente da temperatura).
Sera proposto o seguinte funciomz{ﬂ/] , que € minimizado pela solucéo do problema,

dada porw:

1 [v] :%jg(gradv)tﬂ gradv) dv—j qv d\W+

+Lﬁlh(vz{k1 kj VM{I@ kj“TD_L)V]dS .

onde 0Q -0Q, € o subconjunto da fronteira com temperatura ptasenquantodQ, € o
subconjunto da fronteira onde ha troca de calor gmiveccdo comh e T, sSupostos

conhecidos, mas ndo necessariamente constantesd@sa supuser que uma dada parte de

0Q, esteja isolada, ou seja, esta partedds né&o troca calor, entdd =0 nessa parte,
caracterizando uma condicdo de contorno do tipardan.

Para demonstrar a equivaléncia entre a minimizagaduncional | [v] dado pela

equacao (5.1) e o problema original, dado pela @ud3.2), que, por conveniéncia, €
repetida abaixo

div(gradw)+¢g=0 emQ

)+4
—gradwﬁhzh{w{z(1 ZkJ |V\P{2k1 ij T- 'Lj sobredQ, (3.12)

w = prescrito  sobréQ —-0Q,
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vamos calcular a primeira variacdo do funcioh[al] e iguala-la a zero, levando em conta a
seguinte condi¢éo de contorno essendietprescrito sobréQ —oQ, .

Supondo que a funcédo admissiveseja representando como
V=wW+é&n (5.2)

onde & é um parametro escalay,€& uma variacdo admissivel, que é nula nos subtimgjao

contorno onde a temperatura é prescritay €& o campo gue minimiza[v], teremos a

primeira variagao dé¢[v] dada por (Taylor, 1958)

ol :[%I [W+£/7]} (5.3)

£=0

ou seja

dl :%Ejg(grad(w+£/7))[ﬁgrad( w en7)) dv—jQ q wen) dw

+f h{MF o1 } L (wren)|(w+en) {_1__1}}1& (5.4)

4 |k Kk 4 k &

+ LQl h((T,-T.)(w+en)) dSl=0

ou ainda

] :Ejgi(grad(w+£/7))mgrad(wr£/7)) dv-|_ q(f—g( wen) dw

s e e o

+ LQI h((TEI -T, )%( W+ 5/7)) dSl:O




Efetuando as derivacdes ficamos com a primeiragao del [v] dada por

ol :BIQ((gradn)[Qgrad(W+£/7))+( grad( ersn))[ﬂ gra@)) dw

~Jyamave] {[MJE+%D ds+ (5.6)
+"’th[£w}{kl kZDdS Juo, (T T)n) %0

ou seja,

] :{J'Q(gradn)tﬂgradvxb av-[ @ dw| ﬁ(z"‘”j{kl ktD ds

|vv| (5.7)
2\wn 1

Iaczl {( 4 j{kl kz}jds J-OQ f( ) d%

Se levarmos em conta que (Gurtin, 1981)

div(n(gradw))=( grady)[{ graav)+s di grad) (5.8)

podemos representar a primeira variacad [d}é ol , como

ol :[Ig(div(n(gradw))—n div( gradw )dv—jQ oy dv+

T A T A
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ou ainda, com o auxilio do teorema da divergér@iat{n, 1981; Taylor, 1958),

ol :[—Ig(div(gradw)+q n dV+j 7 (gradw) [ dS

(M el B N UE R

Uma vez quey =0 sobredQ -0Q,, ficamos com

jag_aglq (gradw) h dS= ¢ (5.11)
E, assim, a primeira variagao tifv] pode ser escrita como

ol :[—jg(div(gradw)+q)n dV+I n(gradV\)Eh ds

*fml“[(“"ﬂkl kj [Mr’j{h d*“'t)n}ds] 612

ou ainda, como

] :[—jg(div(gradw)+q)/7dv+

+jagl{(gradw)m+hu"z"j[%ré}{%j[_é__é}%_TW)J}” ds} (5.13)

Uma vez quey (variagcdo admissivel) é arbitrario (exceto sodife-0Q, ), a primeira
variacdo sera nula, para qualqugradmissivel, se e somente se forem satisfeitag &@nt

equacado de Euler-Lagrange como a condicdo de cuntmatural, dadas, respectivamente,

pelas equacotes (5.14) e (5.15), apresentadas ia segu
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div (gradw)+g=0 em Q (5.14)

(gradw)m + h{(‘%’}[é+%} +[

sendo a condig¢é@o de contorno natural (equagéo)fdfida sobredQ, .

@J{—l——l}(ﬁ-t)}o (5.15)

Uma vez quew é prescrito sobredQ —-0Q, (condi¢cdo de contorno essencial), a

equivaléncia entre o problema original e a minié@xado funcional esta demonstrada.
Para problemas planos unidimensionais, caracteriz@or dependéncia apenas na

variavel cartesiana retangular, considerando troca de calor por conveccéoxen®d e em

x =1L, o funcionall [v] definido na equacéao (5.1), se reduz a

L dv)’ L.
I[v]== (—Xj dx—J'O gudx+

HVZE d VM[I@ kj (T_T‘”)V]Lf (529

i e

+h

J>|<



6 UNICIDADE DA SOLUCAO

Ja foi demonstrada a equivaléncia entre o extigorfancionall [v] dado por

1[V] =2, (grach) { grac) dv- | qv dve
+Lﬁlh(vz{k1 kj VM{I@ kj“TD_L)V]dS .

e a solugéo do problema

div(gradw)+¢g=0 emQ

)+
_gradwﬁhzh{w{Zk1 ij |V\f{2k1 ij T- 1;} sobredQ, (3.12)

w = prescrito  sobréQ —-0Q,

41

Se o funcionall [v] for convexo, entdo o extremo correspondera a umimmie sera

anico, garantindo-se, assim, a unicidade da sol(iCayor, 1959). Vamos mostrar agora que

o funcional é estritamente convexo. Para ser astehte convexo € preciso que (Taylor,

1959)

[ &, +(1-8)v, | <O1[v)] +(1-6) I[v,],

(6.1)
para tododd( 01, com#v,



Para o funcional [v] , a desigualdade apresentada na equacéao (6.Ieéerfada por

2 forolon(-0)u)) aradou( +0)))ave

-] a(ow+(-6)v) av+] {(HV1+(14_ 2 E%B ©

o h[(BVl+(l_9)V2)‘(9"l+(1‘9) VZ)‘F 1Dds+

4 Kk
+] h((T-T)(0y+(1-6) v)) ds <

1 .
< H[EIQ(gradvl)Eﬂ grads) dV—J'Q qy dv+

+ h(v—f{i+i}+m{—l——l}+ﬁm—{°)\{} d8:|+
ek k) 4K Kk

+(1—49)Ejg(gradv2)tﬂ grads,) dV—J'Q qy dv+

il oo e

Uma vez que
jQq(evl+(1—9) V) dv:ejQ qy dw(l—e)jQ ‘qy d) (6.3)
e que

Juo P((T-T)(6u+(1-6) v)) ds=6[ K( T J) .y ds

+(1—H)Iaglh((TD—Tw) v) ds 64

42



a desigualdade expressa pela equagéo (6.2) podeeserita como

_I (grad(6v, +(1-6)v,)) f arad 6y, +( £6) v,)) dv+

#f G (14_3)"2) E+Eﬂd3+

oo (9\/1+(1—9)v2)L(9v1+(1—9) v)| [% %Bds <
< e[ [ (gracy,)f gracy) dv+[ r{ E El},vlhﬁl E__QD d%+
+(1- 0){ [_ (gradv,){ grads, dv+j 5{% ?12}\’2':2' E——éD d%
(6.5)
Assim, para demonstrar a convexidade, é suficigmear que
(grad(8v, + (1-6) ) ) f arad &y +( £6) v)) < (6.6)
< 6(grady) [ grady) +(1-6)(grad y) [{ grady)
e que
(9\/1+(1—9)v2)2E+a+(9vl+(1—e) v)|(8%+(1-6) \é)\[—kll—ﬂ < o

ol reol i)

43
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Uma vez que
ga® +(1-6)b* - (9a+(1-6) b =
= 6a’ +(1-6) b* - (6%a*+ 26(1-6) ab+ (1-6)° B) = (6.8)
=9(1-6)a +(1-6)(1-(1-6))b* - D(+6) ab=6( 1-6)(a B’

temos que, par&1(0,1) e paraa# b,
ga® +(1-6)b* -(9a+(1-6) ) > 0 (6.9)

Logo, sef1(0,1) e sev, # v, +constante,

(orad(ev, +(1-6)v,))f grad 6y +( £6) v;)) <

< 0(grac){ grac) +( 36)( gra){ graa) 10
Sev, = v, + constante, vale a igualdade.
Para mostrar que
(v, +(1-6) vz)z[%+a+(9v1+(l—9) v)|(8v+(1-6) VZ)‘E_%}
<o) o )
6.11)

vamos considerar uma fung&o continua e diferericiaga por f (x) =ax’ +BX ¥, com

a>0 ea>f. Aprimeira derivada dd (x) é dada por

f'(x) = 2ax+ 28| (6.12)



Enquanto a segunda derivada fiex) é dada por

(6.13)

£(x) = 20 +23, se x> |
2a-23, se x< (

Logo, comoa > S, a derivada primeira é estritamente crescentesdiesmaf (x) é

convexa.

Assim, fazendo
a:{i+_1i| e ﬂ:|:_1—_1i| (614)
asseguramos a convexidade estrita da funcéo
1 1 1 1
f(x =x{—+—}+x {———} (6.15)
)= | e
ou seja, fica provado que

(v, +(1-6)v,)’ E +?1j +(6v+(1-6) v,)|(6w+(1-6) \,2)‘[_; _El} <

<ol 2] ool el 93

(6.16)

Esta, assim, assegurada a unicidade da soluciloi;,TES59).
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7 UMA MUDANCA DE VARIAVEL CONVENIENTE

Para o problema de conducdo de calor com convepgéscrita na fronteira e

condutividade térmica dependente da temperatuittea seguir

div (k gradT)+¢g=0 enD
~kgradTm=h(T-T) sobréQ (7.1)

com k= k() k, paraT,<T
k, paraT,=2T

fica interessante a seguinte redefinicdo de teryera
O=T-T, (7.2)

dando origem ao seguinte problema

div (k grad®)+qg= 0 enD
~-kgrad®@Mm=h(©-0,) sobréQ (7.3)
~ ara 0O
com k:k(G)+TD):{k1 P
k, para @O

A redefinicdo da temperatura leva a Transformaddidhoff a assumir a seguinte forma

k) |@|(k1 ) 7.4

w= LJ ) df = j K(E+T) &= e( 5

sendo sua inversa dada por



a7

P | 1 1
T‘Tﬂ‘e‘%*ﬂ '“*h zkj 79

Neste caso, o problema descrito pela equacdog& rBduz a

div (gradw)+¢= 0 en

—gradwm:h(w{i+_} M[_l__l}_@m] sobre)0 (7.6)
2k 2k 2k 2k

Quando a taxa de geracdo de calor é dadagpoconstante O, redefine-se a

incégnitaW como
w=Y2 (7.7)
q

e o problema transformado pode ser escrito como
div(gradw)+ 1= 0 @&m
(7.8)
—gradw h = h(W{i +—1} +| v\r{—l——l}—%} sobredQ
2k 2k, q

A inversa do problema transformado permite obter

R ek b i "
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8 RESULTADOS

A titulo de ilustracdo do emprego do funciorhz[w], proposto neste trabalho, vamos

construir uma aproximacao para a solucao do prabfdano definido a seguir:

( j+q 0 O<x<L
dx
dT _ _
ka (T—'I;O) para x= 0 (8.1)
dT
“-k—=h(T-T, ara x= L
dr h-( °°L) P

com a condutividade térmica, dada por uma funcésteate por partes da temperatura, com
a seguinte forma

k=|2(T): k. paraT,<T (1.1)
k, paraT,>T '

Empregando a Transformada de Kirchhoff (Arpacg@)3emos

d?w

dx2

— hO[W[Z_IngZ_kj {2 __1kj j para x= 0 (8.2)

_d_W:hL[ [ } {—1 —1} L] para x= L
dx 2k 2k 2k 2k] ™

Vamos aproximar o campe, solucéo do problema transformado, por

+4=0 0<x<lL

W=V\{+(W“1A—;W)(x— x), para X< x< X, , E 12,..N- (8.3)
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onde

x =(i-1)Ax
N-1 (8.4)

Ax = =XaTX

O funcional | [v] neste caso, da origem a funcad\deariaveis, descrita abaixo:

+h{(Wl)2 FJri}rMF'_l}(‘T%)W} (8.5)

St st

No caso da taxa de geracéo de calor por unidadenggo e de volumeq) ser constante, a

funcao definida na equacéo (8.5) pode, ainda,s&¢it@ como

P (W WU:E{%(WH— W)= o w, w)A—ZX}+
w((mﬁ)z E*a*%[—é-—é}(—g)w} (8.6)

O valor da aproximacgao nos nés pode ser obtidartar pla resolucédo do sistema néo

linear de equacdes abaixo
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—F(w,...w,)=0,para i=1,2,3,..N (8.7)

ou seja, a partir da solucao de

o) o w) )

g 2% :
0 ()1, 1] wwl1 1 (8.8)
+a‘“’l{h{ 4 {UE}T[E'E}*(‘ wo)w]}:o
0\(/3VN {Z_ZX(WN _WN—1) - Q( W, + %_1)7}4_
2 (8.9)

' a t (WN) {l-ki]kw{_l__l]k(;rm )WN =0

oM 4 Lk ok 4 |k k A

o 1 - e
a_vvk{EJwk Wey) 4o (Wea = W) -

O sistema de equacdes (8.8)-(8.10), apos as déasapode ser reescrito como

S SN S (1 S 1| S e

(v = w) q2+h)[2[kl+kj+ Zh kj 1;0]—0 (8.11)
_(WN _WN—l)_ Q%*’ n[w_zl\‘{:l"'%]"@[—é——é}— LL]:O (8.12)
i(wk —Wk_l)—A—lx(w(ﬂ— W)- A x=0, k= 2,34, N (8.13)
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Nesse ponto é interessante chamar a atencdo ue)=gonstante¢ para
X < X< X,,, entdo a equacao (8.5) dara origem a equagédo (B&lor da aproximagédo nos

nos pode ser obtido a partir da resolucéo do sesenequacdes (8.8)-(8.10), que, apds as

derivacoes, é representado pelo sistema (8.113)(8.1
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9 COMPARACAO COM UMA SOLUCAO EXATA

Vamos supor, por exemplo, que no problema defipidlas equacdes (8.1) e (1.1),

com taxa de geracdo de calorq)( constante, L=1, q=1, k= 0.5k = 1.
h,=h =10, T, =0,375 eT, =- 0,3. Neste caso, o problema (8.2), repetido, aqui, por

conveniéncia,

d?w

dx2

- ho{WL—lifz—kj [2 __1kj J para x=0 (8.2

_d_W:hL[ [ } {—1 —1} L] para x= L
dx 2k 2k 2k 2k] ™

admite a seguinte solugdo exata

+9=0 O<x<lL

O<sx<1 (9.1)

para a qual o valor do funcional

I[v]——j{%j dx- I qudx+
+_h(v—2_i+i—+ﬂ_—l——l_+(TD—Tm)v]— . ©2)
L L4lk k] 41k k] o
+ h(v_2_1+i—+ﬂ__l—_l_+(TD—'l;)V]
L4k k] 41k k] I
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[w]=2 j:(ﬂjzdx— E(Z-Fx—gdfxzjdx+

gl d - os7s, o[l Bl -

AR
6(|l8) (8 8
( [q+ [1 037§j (2154 ]3—%&]1——1;
ou seja,
| [w] =-0,18229166666 (9.4)
Invertendo a transformada, temos que
T—TD:@=%5{3(2+ X=4%)+| 2+ x- 4%\} . e (9.5)

Aproximando a solucdo por uma funcdo continuali por partes, formada por 50

segmentos de reta, temos

w=w+(w”i—‘;w)(x— X), para X< x< X, , E 12,k (9.6)

onde

X ='5;, i=1,2,...,5: (9.7)
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Neste caso, quando o valor obtido para o funciéna[w] =-0,18229166666, obtemos a

seguinte aproximacao

Tabela 1: Exemplo de Comparagéao com Solugcao Exata

Xx= | w= | ©= Xx= | W= | O=
0.00 0.2500] 0.500( 0.52 0.1798 0.3596
0.02 0.2523| 0.5046 0.54 0.1717 0.3434
0.04 0.2542| 0.5084 0.56 0.1632 0.3264
0.06 0.2557| 0.5114 0.58 0.1543 0.3086
0.08 0.2568| 0.5136 0.60 0.14%0 0.2900
0.10 0.2575| 0.5150 0.62 0.13%3 0.2706
0.12 0.2578| 0.5156 0.64 0.12%52 0.2504
0.14 0.2577| 0.5154 0.66 0.1147 0.2294
0.16 0.2572| 0.5144 0.68 0.1038 0.2076
0.18 0.2563| 0.5126 0.70 0.0925 0.1850
0.20 0.2550f 0.5100 0.72 0.0808 0.1616
0.22 0.2533| 0.5066 0.74 0.0687 0.1374
0.24 0.2512| 0.5024 0.76 0.0562 0.1124
0.26 0.2487| 0.4974 0.78 0.0433 0.0866
0.28 0.2458| 0.4916 0.80 0.0300 0.0600
0.30 0.2425| 0.485( 0.82 0.0163 0.0326
0.32 0.2388| 0.4776 0.84 0.0022 0.0044
0.34 0.2347| 0.4694 0.86/ -0.01230.0123
0.36 0.2302| 0.4604 0.88 -0.0272.0272
0.38 0.2253| 0.4506 0.90  -0.0425).0425
0.40 0.2200( 0.4400 0.92 -0.0582.0582
0.42 0.2143| 0.4286 0.94f -0.0743.0743
0.44 0.2082| 0.4164 0.96, -0.0908).0908
0.46 0.2017| 0.4034 0.98 -0.10740.1077
0.48 0.1948| 0.3896 1.00 -0.12560.1250
0.50 0.1875| 0.375(

Note que, parav=0, temos© = 2w e que, parav< 0, temosO =w.
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10 CONCLUSOES E SUGESTOES PARA FUTUROS TRABALHOS

Este trabalho apresentou um problema de transiaré&te calor ndo linear por
conducédo no qual a condutividade térmica € umadfuimpnstante por partes da temperatura.
A néao linearidade do problema é tratada empregardwansformadas de Kirchhoff. Esta
classe de problemas, apesar de ser bem mais gexah dormulacdo com condutividade
térmica constante, permite obter uma forma explitiem simples para a inversa da
Transformada de Kirchhoff. Esta formulacdo permaitebtencdo de solucdes exatas, como
aguela apresentada para um problema com simeféidcas

O trabalho também prop6e uma formulacdo variatiendemonstra sua unicidade,
com relevante aplicacéo para simulagdes utilizamda metodologia numérica de elementos
finitos. A referida formulacdo variacional introduam funcional cuja minimizagdo €
equivalente a solucéo do problema na forma fodd@rma diferencial). A equivaléncia entre
as formas diferencial e variacional € ilustradaas de um exemplo com solucdo exata,
quando os valores obtidos pela inversa da Transiade Kirchhoff coincidem com aqueles
obtidos através da minimizag&o do funcional intmdio na formulagéo variacional.

Uma sugestdo para futuros trabalhos, visando rapnodm comportamento mais
realista da condutividade térmica, como o mostrads Figuras 1.1 e 1.2, seria utilizar
valores fisicamente realistas para a condutividadaica em situacées que se aproximassem
de um comportamento constante por partes. Numa stagsequente, sugere-se considerar a

condutividade térmica com uma dependéncia lineaemaeratura.
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