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Aos demais familiares e amigos que durante todo o tempo deram incentivo e apoio,

acreditando que esse momento chegaria.

Aos amigos do mestrado, Dayane, Aline, Victor, Martha, André, Nayara, Manu-
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RESUMO

FERREIRA, Denis César. Otimalidade Inversa em Controle Extremal com Atrasos. 

61f. Dissertação (Mestrado em Engenharia Eletrônica) - Faculdade de Engenharia, 

Universidade do Estado do Rio de Janeiro (UERJ), Rio de Janeiro, 2019.

O controle extremal tem o objetivo de convergir e manter a sáıda de um mapea-

mento não linear desconhecido em seu ponto de extremo (ponto ótimo). Este trabalho 

apresenta um algoritmo de busca extremal baseado no método do Gradiente para ma-

ximizar mapas desconhecidos na presença de atrasos. Introduz-se uma versão filtrada 

do preditor baseada em estimativa local da Hessiana para mapas quadráticos. A esta-

bilidade exponencial e a convergência para uma pequena vizinhança do ponto extremo 

desconhecido são alcançadas utilizando a transformação backstepping e a teoria da média 

em dimensões infinitas. Um filtro passa-baixa (com um polo suficientemente alto) na 

realimentação do preditor permite aplicação da técnica do teorema da média de Hale e 

Lunel para equações diferenciais funcionais e também estabelece o resultado da otimali-

dade inversa para o sistema de malha fechada. Esta propriedade de otimalidade inversa é 

pela primeira vez demonstrada em projetos de busca extremal e justifica o uso heuŕıstico 

de um filtro passa-baixa entre o sinal de demodulação e o integrador, que tem sido histo-

ricamente utilizado em implementações de busca extremal sem atrasos.

Palavras-Chave: Otimalidade Inversa; Atrasos; Controle Extremal; Controle Adaptativo; 

Preditores; Teoria da Média em Dimensões Infinitas.



ABSTRACT

FERREIRA, Denis César. Inverse Opitmality of Extremum Seeking with Delays. 61f. 

Master Thesis (Master in Science of Electronic Engineering) - Engineering Faculty, State 

University of Rio de Janeiro (UERJ), Rio de Janeiro, 2019.

The extremum seeking control aims to converge and maintain the output of an 

unknown nonlinear mapping on its extreme point (optimal point). In this work, we 

present a Gradient-based extremum seeking algorithm for maximizing unknown maps 

in the presence of constant delays. It is corporated a filtered predictor feedback with 

a perturbation-based estimate for the Hessian of locally quadratic maps. Exponential 

stability and convergence to a small neighborhood of the unknown extremum point are 

achieved by using backstepping transformation and averaging theory in infinite dimensi-

ons. The low-pass filter (with a high enough pole) in the predictor feedback allows the 

technical application of the Hale and Lunel’s averaging theorem for functional differential 

equations and also establishes an inverse optimal result for the closed-loop system. This 

inverse optimality property is for the first time demonstrated in extremum seeking de-

signs and justifies the heuristic use of a low-pass filter between the demodulation and the 

integrator, which has historically been a part of the extremum seeking implementations 

free of delays.

Keywords: Inverse Optimality; Time Delay; Extremum-seeking; Adaptive Control; Pre-

dictor; Averaging in infinite dimensions.
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H Sinal da Hessiana

a Amplitude da perturbação do ESC

k Ganho de adptação

ω Frequência do sinal de perturbação de demodulação

Q(·) Mapa desconhecido
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ā Coeficiente do funcional de Lyapunov

Ψ Norma completa do estado

J Função custo

L(t) Funcional do sistema médio

D̂(t) Atraso desconhecido



SUMÁRIO
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INTRODUÇÃO

O Controle por Busca Extremal (Extremum Seeking Control - ESC) é um método

adaptativo de otimização que tem a capacidade de determinar o extremo de um mapa

não-linear de desempenho de uma planta [1]. O ESC não possui a obrigatoriedade do

conhecimento expĺıcito da planta nem da função que se pretende otimizar, desde que

se tenha o conhecimento de que essa possua um extremo. O que irá definir se o mape-

amento estático se trata de uma função de máximo ou de mı́nimo é o sinal da Hessiana [2].

Breve Histórico

Em 1922, surge o controle extremal com Leblanc [3] no qual foi proposto um

mecanismo de controle que buscava manter uma máxima transferência de potência entre

uma linha de transmissão e um bonde elétrico.

Draper e Li [4] em 1951, publicaram um estudo sobre um algoritmo de Controle

por Busca Extremal detalhando suas funcionalidades, que propunha otimizar um motor

de combustão interna. Sendo, provavelmente esta, a primeira publicação sobre o assunto

na literatura inglesa. Após essa publicação, várias outras aplicações do controle extremal

em motores de combustão interna surgiram [5].

Nas décadas de 1950 e 1960, o controle extremal ganhou destaque, assim como

outras formas de controle adaptativo, com estudos focados na descrição de algoritmos e

em outras aplicações. Entre as décadas de 1970 e 2000 o foco da pesquisa passou a ser

a busca de novas estratégias de controle adaptativo de maior complexidade com garantia

de desempenho e estabilidade [6].

No ano de 2000 a publicação de Krstić e Wang [1], que provou a estabilidade do

sistema clássico de controle extremal, despertou novamente o interesse no assunto. No

livro do Astrom Adaptive Control [7], o Controle Extremal é considerado uma das áreas

mais promissoras do controle adaptativo. Tendo em vista que a necessidade de otimizar

plantas com o objetivo de reduzir os custos operacionais se adequando às especificações

do produto é cada vez maior, o controle extremal vem ganhando destaque também em

teoria de controle. Na última década, por exemplo, o número de publicações a respeito

do tema cresceu aproximadamente dez vezes em relação à década anterior [8].
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Aplicações Recentes em Controle por Busca Extremal

Como mencionado, o ESC é considerada uma área promissora do controle adapta-

tivo, com isso vem se destacando e sendo alvo de estudos em diversas aplicações.

A área de ESC tem alcançado uma certa maturidade e uma nova geração de es-

tratégias de ESC tem sido aplicada numa ampla classe de problemas, tais como: busca ex-

tremal para sistemas dinâmicos h́ıbridos [9], sistemas dinâmicos com atrasos [10], equações

diferenciais parciais [11] e busca extremal estocástica [12], para citar alguns.

Uma dessas áreas de destaque é a indústria automobiĺıstica e o projeto de freios

ABS (Antilock Braking System), onde o coeficiente de força de fricção alcança um valor

máximo para um valor desconhecido não-nulo de coeficiente de deslizamento da roda.

Essa função varia dependendo da superf́ıcie onde o carro se encontra, fazendo com que

o sistema tenha que se adaptar ao tipo de solo que esteja tendo contato. Com isso, o

ESC seria usado para sintonizar um controlador capaz de alcançar esse valor máximo

independente do tipo de pista, [13], [14], [15].

Uma outra importante aplicação do ESC nas indústrias em geral está na otimização

dos ganhos controladores PID (Proporcional-Integral-Derivativo) [15]. Em [16] a técnica

de busca extremal é apresentada como uma potencial ferramenta para sintonizar um

controlador PID, sendo feita ainda uma comparação de desempenho com outros métodos

de sintonia, porém todos apresentando um pior desempenho.

Em [17] foi estudada a possibilidade de usar o método de ESC para otimizar a

produção de petróleo em poços que operam por elevação artificial através da injeção de

gás lift. O objetivo seria encontrar o sistema em malha fechada e conservá-lo em torno

do ponto ótimo desconhecido da curva de produção, aumentando assim o Valor Presente

Ĺıquido (VPL) do sistema e os lucros de operação. Os métodos aplicados hoje se mostram,

em geral, lentos e não automatizados. Essa proposta foi desenvolvida com o intuito de

ser uma alternativa, e por se tratar de um controle adaptativo que não necessita do

conhecimento expĺıcito da planta. Assim sendo, o ESC se mostra uma boa opção por

permitir incertezas na modelagem do problema.

Em [18] o controle extremal é aplicado na otimização de bioreatores. Enquanto que

em [19] é apresentada uma forma de diminuir os impactos em válvulas eletromecânicas
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de motores de combustão interna.

Na área de energia renovável, o ESC tem se destacado na utilização em algoritmos

de MPPT (maximum power point tracking), ajudando na extração da máxima potência

dos painéis fotovoltaicos (PV). No trabalho [20], o ESC aplicado em MPPT mostrou-se

superior em comparação com algoritmos clássicos como o perturbar e observar (P&O).

Sistemas de controle com Atraso

A presença de atrasos é uma caracteŕıstica inerente de sistemas f́ısicos e de enge-

nharia, dos quais podemos destacar: controle de processos qúımicos, controle através de

redes de comunicação, sistemas de tráfego rodoviário, entre outros [2].

Em geral, os atrasos podem ocorrer devido a três razões distintas: uma propriedade

intŕınseca do sistema, como consequência indesejada da ação de controle, ou da introdução

intencional de atrasos no sistema de controle. Atrasos podem ser fixos ou variantes no

tempo, e podem ocorrer nos estados do sistema, nas entradas do sistema, ou ainda, nas

sáıdas medidas do processo.

Sistemas sujeitos a atrasos têm sido fonte de estudo ao longos dos anos. Podemos

destacar na literatura os seguintes livros: [21], [22], [23] e [24]. O artigo visto em [10]

mostra que a presença de atrasos na malha do controle extremal pode levar o sistema à

instabilidade. Logo, existe a necessidade de se aprimorar os estudos de teoria do controle

extremal na presença de atrasos.

Otimalidade Inversa

Uma contribuição importante para o desenvolvimento da teoria de controle linear

ótimo foi o trabalho de Kalman [25], no qual o conceito de otimalidade inversa em controle

foi introduzida. A teoria da otimalidade inversa em controle pode ser definida da seguinte

forma: “Dado um sistema dinâmico e uma lei de controle conhecida, encontre critérios de

desempenho (se houver) para os quais essa lei de controle é ótima” [25]. Kalman conside-

rou uma formulação precisa desse problema para sistemas lineares autônomos e derivou

muitas propriedades interessantes no domı́nio do tempo e no domı́nio da frequência de

sistemas de controle linear [26]. A otimalidade inversa pode ser relacionada a um conceito



14

de Lyapunov, como uma lei de controle especial. Nesse sentido, a otimalidade inversa é

garantida quando um controlador estabilizante é ótimo para alguns critérios e, para uma

determinada função de Lyapunov, é posśıvel mostrar que a lei de realimentação é ótima

em relação a alguma função custo. Em geral, essa funcionalidade inclui uma penalidade no

esforço de controle (ou em sua derivada) e possui uma margem de ganho infinita [27], [28].

O conceito de otimalidade inversa é de significativa importância prática, pois per-

mite projetar de leis de controle ótimo sem a necessidade de resolver uma equação dife-

rencial parcial de Hamilton-Jacobi-Isaacs (HJI), que pode inclusive não possuir solução.

A necessidade de resolver as equações HJI pode ser evitada usando a abordagem da

otimalidade inversa, originada por Kalman e introduzida no controle não-linear robusto

através das Funções de Lyapunov de Controle (Control Lyapunov Functions - CLF’s) [29].

Objetivo

Este trabalho busca pela primeira vez na literatura discutir a prova da otimalidade

inversa e a sua influência no controle por busca extremal na presença de atrasos, embora

os resultados também sejam válidos no caso livre de atrasos.

O objetivo desta dissertação é investigar alguns aspectos da otimalidade inversa

no controle por busca extremal, onde vários trabalhos aplicam filtros passa-alta e passa-

baixa para melhorar o ajuste/sintonia dos parâmetros do controlador e o desempenho do

sistema em malha fechada. Entretanto, os mesmos não apresentam nenhuma sustentação

teórica que justifique a inclusão dos filtros [30], [31], [32], [33], [34], [12], [35], [36], [37]

e [15], pelo contrário, apenas argumentações heuŕısticas são levantadas.

Dessa forma, espera-se obter uma prova matemática que justifique a utilização

intuitiva de filtros passa-baixa para melhorar o desempenho dos sistemas de controle ex-

tremal.

Metodologia

Para o desenvolvimento desta dissertação, utilizou-se como base o Controle por

Busca Extremal pelo no método Gradiente. Foi inserido um atraso no mapa não linear

a ser otimizado, a compensação desse atraso é feita através de um preditor realimentado
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com a estimativa da Hessiana. A análise da estabilidade é obtida via Transformação

Backstepping e pela Teoria de Averaging em dimensões infinitas. Os efeitos da otimalidade

inversa em ESC com atraso são fundamentado pelos Teoremas 6 e 2.18, presentes em [38]

e [39], respectivamente.

Para tal, a metodologia empregada se baseia nos seguintes passos:

• Desenvolver as equações de malha fechada para controle extremal com atraso;

• Representar o atraso por um sistema de equações diferenciais parciais (Partial Dif-

ferential Equation -PDE ) de transporte;

• Encontrar o modelo médio do sistema em malha fechada;

• Aplicar a Transformação Backstepping de forma a levar o sistema original a outro

sistema de equações conveniente, chamado de sistema alvo;

• Encontrar o funcional de Lyapunov-Krasovskii para o sistema alvo;

• Encontrar uma estimativa exponencial da norma de L2 para o sistema médio;

• Invocar o Teorema da Média para garantir a convergência assintótica para a vizi-

nhança do extremo;

• Simular o Controle Extremal com atrasos, sem otimalidade inversa;

• Provar matematicamente a otimalidade inversa aplicada no ESC com atrasos;

• Simulação satisfazendo a otimalidade inversa.

Organização da Dissertação

A dissertação está estruturada da seguinte forma:

No Caṕıtulo 1 serão apresentados os fundamentos de controle extremal para sis-

temas estáticos empregando o método Gradiente, ilustrando-se por meio de simulações

numéricas o comportamento da entrada e da sáıda do sistema. Este caṕıtulo é uma re-

visão bibliográfica e servirá como base para o estudo desenvolvido no caso do controle

extremal com atrasos conhecidos.
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No Caṕıtulo 2 será abordado o caso do controle por busca extremal para mapea-

mentos estáticos escalares com atraso constante. O projeto do preditor para compensar

o atraso no ESC gradiente é apresentado. A estabilidade exponencial com funções de

Lyapunov-Krasovskii e a convergência em tempo real a uma pequena vizinhaça do ex-

tremo desejado são também demonstradas. Ao final do caṕıtulo um exemplo numérico

juntamente com simulações demonstram o sistema controlado.

No Caṕıtulo 3, que é a principal contribuição desse trabalho, introduz-se a prova

matemática da otimalidade inversa, ilustrando-se também através de simulações os resul-

tados da utilização da mesma em ESC com atrasos.

As conclusões e sugestões para trabalhos futuros desta pesquisa são apresentados

no último caṕıtulo.
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FUNDAMENTOS E DEFINICÕES

Notações e Normas

A norma-2 de um vetor de estado X(t) de dimensão finita de uma equação dife-

rencial ordinária (EDO) é denotada por barras simples, |X(t)|. Em contraste, as normas

de funções (de x) são denotadas por barras duplas. Por padrão, ‖ · ‖ denota a norma

espacial L2[0, D], i.e., ‖ · ‖ = ‖ · ‖L2[0,D]. Como a variável de estado u(x, t) da equação di-

ferencial parcial (EDP) é uma função de dois argumentos, deve-se dar ênfase que levando

em conta a norma de uma das variáveis faz-se a norma uma função da outra variável,

assim como adotado em [2]. Por exemplo, a norma L2[0, D] de u(x, t) em x ∈ [0, D] é

‖u(t)‖ =
(∫ D

0
u2(x, t)dx

)1/2

. Em [40], define-se uma função vetorial f(t, ε) ∈ Rn é dita

de ordem O(ε) dentro do intervalo [t1, t2] se existem constantes positivas k e ε∗ tais que

|f(t, ε)| ≤ kε ∀ε ∈ [t1, t2] e ∀t ∈ [t1, t2]. Por vezes, é pośıvel estimar k e ε∗ e, com

isso, quantificar O(ε). Caso contrário, deve-se admitir O(ε) como sendo uma “ordem da

relação de magnitute” para “ε suficientemente pequeno”. As derivadas parciais de u(x, t)

são denominadas por ut(x, t) e ux(x, t) ou, ocasionalmente, por ∂tuav(x, t) e ∂xuav(x, t)

para indicar o operador do sinal médio uav(x, t).

Teorema da Média para Equações Diferenciais Ordinárias [40]

Teorema A Considere o sistema original

ż = f(ωt, z), z(0) = z0. (1)

sendo f(ωt, z) e suas derivadas parciais em relação a z até segunda ordem cont́ınuas e

limitadas por (ωt, z) ∈ [0,∝) ×D0 para cada conjunto compacto D0 ⊂ D, onde D ⊂ Rn

é o domı́nio. Assumindo f uma função T -periódica com T > 0 em ωt, ou seja, f(s, z) =

f(s+ T, z), ∀ s ∈ [0,∞), considere o sistema médio

żav = fav(zav), zav(0) = zav,0. (2)

com

fav(zav) =
1

T

∫ T

0

f(τ, zav)dτ. (3)
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Supondo que zav = 0 ∈ D é um ponto de equiĺıbrio exponencialmente estável do sistema

médio (2), D0 ⊂ D é um subconjunto compacto da região de atração, zav(0) ∈ D0, e

z(0)− zav = O(1/ω), então existe algum ω > 0, ∀ ω > ω, tal que

||z(t)− zav(t)||Rn ≤ O(1/ω), ∀t ∈ [0,∞). (4)

Além disso, (1) tem uma única solução, T-periódica, exponencialmente estável z(t, 1/ω)

com propriedade ||z((t, 1/ω)||Rn ≤ O(1/ω).

Deve-se notar que z é a aproximação da solução de (1), ao considerarmos a solução

do sistema médio como sendo (2) [40]. Analizando o sistema médio e provando que este

é exponencialmente estável, pode-se aplicar o caso acima. Então, o sistema original (1)

é exponencialmente estável e a solução tem comportamento semelhante à (4).

Teorema da Média para Equações Diferenciais Funcionais [41], [42]

Teorema B Considerando um sistema com atraso

ẋ(t) = f
( t
ε
, xt

)
, ∀t > 0, (5)

onde ε é um parâmetro real, xt(Θ) = x(t+ Θ) para −r ≤ Θ ≤ 0, e f : R×Ω→ Rn é um

funcional cont́ınuo de uma vizinhança Ω de 0 do espaço de Banach X = C
(
[−r, 0];Rn

)
de funções cont́ınuas de [−r, 0] em Rn. Asssume-se que f(t, ϕ) é periódico em t uni-

formemente com respeito a ϕ em subconjuntos compactos de Ω e que f tem uma de-

rivada de Fréchet cont́ınua ∂(f, ϕ)/∂ϕx em ϕ para R × Ω. Se y = y0 ∈ Ω é um

equiĺıbrio exponencialmente estável para o sistema médio ẏ(t) = f0(yt), para t > 0, onde

f0(ϕ) = limT→∞(1/T )
∫ T

0
f(s, ϕ)ds, então, para algum ε0 > 0 e 0 ≤ ε ≤ ε0, existe uma

única solução periódica t→ x∗(t, ε) de (5) com as propriedades de ser cont́ınua em t e ε,

satisfazendo |x∗(t, ε)−y0| ≤ O(ε), para t ∈ R, e tal que exista ρ > 0 de modo que, se x(.; ρ)

é uma solução para (5) com x(s) = ϕ e |ϕ − y0| < ρ, então |x(t) − x∗(t, ε)| ≤ Ce−γ(t−s),

para C > 0 e γ > 0.
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Desigualdades Úteis

Algumas desigualdades importantes vistas em [2] serão invocadas neste trabalho:

Desigualdade de Young

ab ≤ γ

2
a2 +

1

2γ
b2 ∀γ > 0. (6)

Desigualdade de Cauchy-Schwartz

∫ 1

0

u(x)w(x)dx ≤
(∫ 1

0

u(x)2dx

) 1
2
(∫ 1

0

w(x)2dx

) 1
2

. (7)
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1 CONTROLE EXTREMAL

1.1 Busca Extremal Escalar

Na versão mais comum do controle extremal (Extremum Seeking Control - ESC),

utiliza-se sinais de perturbações com o propósito de estimar o gradiente do mapa desco-

nhecido que será otimizado. Para entender melhor a ideia do controle extremal, considere

a Figura 1, que apresenta um mapeamento estático na forma quadrática com uma única

entrada.

y∗ + H
2 (θ(t)− θ∗)2

k

s
×+

y (t)

G (t)θ̂ (t)

θ (t)

S(t) = asen(ωt) M(t) = 2
asen(ωt)

Figura 1 - Esquema de busca extremal para mapeamento escalar y(t) = Q(θ(t)) =
y∗ + H

2
(θ − θ∗)2 baseado em perturbações senoidais, S(t) e M(t)

A Figura 1 apresenta três diferentes θ’s, onde:

• θ∗ é o valor desconhecido da entrada que leva a sáıda do mapeamento para o ponto

de otimização y∗;

• θ̂(t) é a estimativa em tempo real de θ∗;

• θ(t) é a entrada do mapeamento.

A entrada θ(t) é a estimativa θ̂(t) perturbada pelo sinal S(t) = a sen(ωt) com o

propósito de se estimar o gradiente desconhecido [H(θ(t) − θ∗)] do mapeamento Q(θ(t))

no ponto G(t), sendo Q∗, H e θ∗ todos desconhecidos. O projetista deve conhecer apenas

o sinal da Hessiana H, ou seja, saber se o mapa possui um máximo (valor de H < 0) ou

um mı́nimo (valor de H > 0), e ser capaz de escolher um ganho de adaptação k tal que

sgn(k) = - sgn(H). O projetista também deve escolher uma frequência ω relativamente

grande quando comparada aos valores de a, k e H. A senóide foi escolhida para o sinal
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de perturbação, entretanto outros tipos de perturbações tais como ondas quadradas a

rúıdos estocásticos, poderiam ser utilizados em vez da senóide, desde que possuam média

nula [43]. A estimativa θ̂(t) é gerada pelo integrador com função de transferência k/s cujo

ganho de adaptação k ajusta a velocidade de estimação.

1.2 Análise de Convergência

Considere a Figura 1, na qual apresenta-se um esquema de busca extremal baseado

no método gradiente. Nela, o mapa quadrático é Q(θ) = y∗ + H
2

(θ − θ∗)2, sendo que Q∗,

H e θ∗ são todos desconhecidos.

Os sinais de perturbação empregados são definidos como

S(t) = asen (ωt) , (8)

M(t) =
2

a
sen (ωt) . (9)

Analisando a Figura 1, pode-se concluir que

y(t) = Q(θ) = y∗ +
H

2
(θ (t)− θ∗)2 , (10)

θ (t) = θ̂ (t) + a sen (ωt) . (11)

Sabe-se que o objetivo do algoritmo de busca extremal é encontrar uma entrada

θ(t) em uma pequena vizinhança do ponto θ∗ que maximize ou minimize a sáıda y apenas

com sua informação [44]. Para atingir esse objetivo o erro entre a estimativa θ̂(t) e o

ponto desconhecido θ∗:

θ̃ (t) := θ̂ (t)− θ∗ (12)

deve convergir para zero, ou alguma vizinhaça pequena da origem.

Com aux́ılio da equação (12) e pela análise da Figura 1, pode-se reescrever (11)

como

θ (t) = θ̃ (t) + θ∗ + a sen (ωt) . (13)
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Analisando novamente a Figura 1, conclui-se que

˙̂
θ (t) = k

2

a
sen (ωt) y

= k
2

a
sen (ωt)

[
y∗ +

H

2
(θ (t)− θ∗)2

]
. (14)

A partir da equação, (12) pode-se perceber que ˙̃θ (t) =
˙̂
θ (t). Então, substituindo-se

(13) em (14), tem-se

˙̃θ (t) = k
2

a
sen (ωt)

[
y∗ +

H

2

(
θ̃ (t) + a sen (ωt)

)2
]

= k
2

a
sin (ωt)

[
y∗ +

H

2

(
θ̃2 (t) + 2aθ̃ (t) sen (ωt) + a2 sen2 (ωt)

)]
= k

2

a
y∗ sen (ωt) +

kH

a
sen (ωt) θ̃2 (t) + 2kHθ̃ (t) sen2 (ωt) + kaH sen3 (ωt) ,

sabendo que sen2 (ωt) = (1− cos (2ωt)) /2. Logo,

˙̃θ (t) = k
2

a
y∗ sen (ωt) +

kH

a
sen (ωt) θ̃2 (t) + kHθ̃ (t)− kHθ̃ (t) cos (2ωt) + kaH sen3 (ωt) .

(15)

Aplicando o Teorema da Média, o método aproxima a solução de um dado sistema

pela solução de um sistema médio [40]. No sistema analisado isto é feito calculando-se a

média temporal dos termos senoidais, o que nos leva a

˙̃θav (t) = kHθ̃av (t) . (16)

Sabendo que k = |k| sgn (k) = − |k| sgn (H), tem-se

˙̃θav (t) = − |k| |H| θ̃av (t) , (17)

cuja solução é exponencialmente estável. O Teorema da Média [40] garante a existência

de uma frequência ω suficientemente grande tal que, se a condição inicial de θ̂ (t) estiver

suficientemente próxima ao ponto de otimização θ∗, então:

|θ (t)− θ∗| ≤ |θ (0)− θ∗| exp (− |k| |H| t) +O
(
a+

1

ω

)
, ∀t ≥ 0 . (18)
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A inequação (18) garante que, se a é escolhido suficientemente pequeno e ω é

escolhido suficiente grande, a entrada θ converge exponencialmente para um conjunto

residual pequeno próximo ao ponto θ∗ desconhecido e, consequentemente, a sáıda y =

Q(θ(t)) converge para a vizinhança da sáıda otimizada y∗.

1.3 Exemplo Numérico de Busca Extremal

Para ilustrar esse exemplo, as Figuras 4, 5, 6 e 7 apresentam os resultados da

simulação. O mapeamento utilizado nesta simulação é dado por

Q(θ) = 5− (θ − 3)2, (19)

onde o ponto de extremo são (θ∗, y∗), respectivamente 3 e 5. Na simulação utilizou-se

os parâmetros: a = 0.2, ω = 10, k = 0.2, θ(0) = 0.5 e H = −2. O comportamento da

entrada θ(t) e da sáıda y(t) converge para o valor ótimo θ∗ e y∗, respectivamente. Além

disso, a estimativa θ̂ também converge para o valor que otimiza o mapa e o gradiente do

mapeamento converge para zero na medida que a sáıda converge para o ponto extremo.
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Figura 2 - Entrada θ(t).

Tempo (seg)
0 10 20 30 40 50 60 70 80

y
(t
)

-4

-2

0

2

4

6

Figura 3 - Sáıda y(t).
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Figura 4 - Estimativa θ̂(t).
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Figura 5 - Gradiente do mapeamento G(t).
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2 CONTROLE EXTREMAL UTILIZANDO MÉTODO GRADIENTE

COM ATRASOS CONSTANTES

Conforme discutido no caṕıtulo anterior, o controle por busca extremal escalar

considera aplicações em que o objetivo é maximizar (ou minimizar) a sáıda y∈R de um

mapeamento não-linear estático variando-se a entrada θ ∈R. Neste caṕıtulo, assume-se

adicionalmente que existe um atraso constante e conhecido D ≥ 0 no caminho de atuação

ou no sistema de medição tal que a sáıda mensurada é dada por

y(t) = Q(θ(t−D)) . (20)

+

+

+

S(t)

1
s

1
s

c
s+c k ×

×

M(t)

Q(·) e−Ds

e−Ds

× N(t)

θ̂

Q(θ) y

GU

θ

Ĥ

Predictor

−

Preditor

Figura 6 -Diagrama de blocos do esquema básico de predição para compensação do atraso
no ESC gradiente.

A fim de facilitar a notação, assume-se ao longo deste caṕıtulo que o sistema tem

sua sáıda atrasada de acordo com o diagrama de blocos na Figura 6. Entretanto, os

resultados nesta dissertação podem ser diretamente estendidos para o caso da entrada

atrasada, visto que qualquer atraso na entrada pode ser movido para a sáıda do mapa

estático. O caso onde atrasos de entrada Din e de sáıda Dout ocorrem simultamente pode

também ser tratado assumindo-se que o atraso total a ser neutralizado é D = Din +Dout,

com Din , Dout ≥ 0. Sem perda de generalidade, considera-se o problema de busca pelo

máximo, tal que o valor de θ que maximiza y é denotado por θ∗. Por simplicidade,

assume-se que o mapeamento não-linear é quadrático:

Q(θ) = y∗ +
H

2
(θ − θ∗)2 , (21)
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onde além das constantes θ∗ ∈ R e y∗ ∈ R serem desconhecidas, o escalar H < 0 é a

Hessiana desconhecida do mapa estático. Substituindo-se (21) em (20), obtém-se o mapa

quadrático e estático com atraso de interesse:

y(t) = y∗ +
H

2
(θ(t−D)− θ∗)2 . (22)

2.1 Sinais do Sistema

Seja θ̂ a estimativa de θ∗ e

θ̃(t) = θ̂(t)− θ∗ (23)

o erro de estimativa. Da Figura 6, a dinâmica do erro pode ser escrita como

˙̃θ(t−D) = U(t−D) . (24)

Além disso, tem-se que

G(t) = M(t)y(t) , θ(t) = θ̂(t) + S(t) , (25)

onde os sinais de perturbação são redefinidos por

S(t) = a sen(ω(t+D)) , M(t) =
2

a
sen(ωt) , (26)

com a amplitude a > 0 e a frequência ω > 0. O sinal

Ĥ(t) = N(t)y(t) (27)

é aplicado para se obter uma estimativa da Hessiana H desconhecida, onde o sinal de

demodulação N(t) é dado por

N(t) = − 8

a2
cos(2ωt) . (28)
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Em [34], foi provado que

1

Π

∫ Π

0

N(σ)ydσ = H , Π = 2π/ω , (29)

se um mapa quadrático como em (21) é considerado. Em outras palavras, a versão média

de Ĥ(t) é dada por Ĥav = (Ny)av = H.

2.2 Realimentação por Preditor com Estimativa da Hessiana

Utilizando-se a análise média (averaging analysis) pode-se verificar que a versão

média do sinal G(t) em (25) é dada por

Gav(t) = Hθ̃av(t−D) . (30)

De (24), os seguintes modelos médios podem ser obtidos

˙̃θav(t−D)=Uav(t−D) , (31)

Ġav(t)=HUav(t−D) , (32)

onde Uav ∈ R é o controle médio resultante para U ∈ R.

No sentido de motivar o projeto de controle por preditor, a ideia aqui é compensar

o atraso pela realimentação do estado futuro G(t + D), ou Gav(t + D) no sistema médio

equivalente. Dado qualquer ganho de estabilização k > 0 para o sistema não atrasado,

deseja-se ter uma lei de controle tal que

Uav(t) = kGav(t+D) , ∀t ≥ 0 , (33)

o que parece ser não implementável já que ela requer valores futuros do estado. No

entanto, aplicando a fórmula da variação das contantes para (32) pode-se expressar o

estado futuro como

Gav(t+D) = Gav(t) +H

∫ t

t−D
Uav(σ)dσ , (34)

que fornece o estado futuro Gav(t + D) em termos do sinal de controle médio Uav(σ) na
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janela causal de tempo [t−D, t]. Isto produz a lei de realimentação:

Uav(t) = k

[
Gav(t) +H

∫ t

t−D
Uav(σ)dσ

]
. (35)

Portanto, de (34) e (35), a lei de realimentação média (33) pode ser obtida de fato

como desejada. Consequentemente,

˙̃θav(t) = kGav(t+D) , ∀t ≥ 0 . (36)

Dessa forma, a partir de (30), tem-se

dθ̃av(t)

dt
= kHθ̃av(t) , ∀t ≥ D , (37)

com um equiĺıbrio θ̃eav = 0 exponencialmente atrativo, uma vez que k > 0 no projeto do

controlador e H < 0 por hipótese.

O desempenho do controle pode ser melhorado aplicando-se o conceito de otima-

lidade inversa, tema que será discutido no próximo caṕıtulo, onde um filtro passa-baixas

é inserido no controlador baseado em preditor. Neste caso, propõe-se a seguinte versão

filtrada do preditor de dimensão infinita para a compensação do atraso [28]. Ou seja a

realimentação por preditor com a Hessiana baseada em pertubação e averaging obedece

a equação:

U(t) =
c

s+ c

{
k

[
G(t) + Ĥ(t)

∫ t

t−D
U(τ)dτ

]}
, (38)

onde c > 0 é suficientemente grande. A versão média do sinal (38) é um sinal filtrado de

(35). Esta filtragem passa-baixa é também particularmente necessária na análise de estabi-

lidade quando o teorema da média em dimensões infinitas [41,42] é invocado, uma vez que

não existe resultados de Teorema da média para sistemas com atrasos na sáıda/entrada.

Assim, manipulamos matemáticamente o sistema, inserindo o filtro e transformando atra-

sos de sáıda em atrasos distribúıdos no estado, assim como a variável de controle U(t)

passa a ser vista como uma variável de estado do sistema em malha fechada.

2.3 Análise de Estabilidade

O Teorema a seguir é um caso particular do Teorema 1 presente em [10].
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Teorema 1. Considere o sistema em malha fechada da Figura 6, com sáıda atra-

sada (22). Então, existe c∗ > 0 tal que, ∀c ≥ c∗, ∃ ω∗(c) > 0 tal que, ∀ω > ω∗, o sistema

atrasado em malha fechada (24) e (38), com G(t) em (25), Ĥ(t) em (27) e estado θ̃(t−D),

U(σ), ∀σ ∈ [t−D, t], tem uma única solução periódica exponencialmente estável em t de

peŕıodo Π = 2π/ω, denotada por θ̃Π(t−D), UΠ(σ), ∀σ ∈ [t−D, t], satisfazendo, ∀t ≥ 0:

(∣∣∣θ̃Π(t−D)
∣∣∣2 +

[
UΠ(t)

]2
+

∫ t

t−D

[
UΠ(τ)

]2
dτ

)1/2

≤ O(1/ω) (39)

Além disso,

lim sup
t→+∞

|θ(t)− θ∗| = O(a+ 1/ω) , (40)

lim sup
t→+∞

|y(t)− y∗| = O(a2 + 1/ω2) . (41)

Prova: A demonstração segue os passos 1 a 8 abaixo.

Passo1: EDP para Representação do Atraso

˙̃θ(t−D) = U(t−D)
θ̃(t−D)U(t−D)

u(0, t)
e−sD

U(t)

u(D, t)

Figura 7 - Sistema ˙̃θ(t−D) = U(t−D) com atuador de atraso em D unidades de tempo.

De acordo com [2], o atraso em (24) pode ser representado usando uma EDP de

transporte conforme a Figura 7, sendo

˙̃θ(t−D) = u(0, t) , (42)

ut(x, t) = ux(x, t) , x ∈ [0, D] , (43)

u(D, t) = U(t) , (44)

onde a solução de (43)–(44) é

u(x, t) = U(t+ x−D) . (45)
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Passo 2: Equações em Malha Fechada

Primeiramente, substituindo-se S(t) de (26) em θ(t) na equação (25), obtém-se

θ(t) = θ̂(t) + a sin(ω(t+D)) . (46)

Agora, colocando-se (23) e (46) em (22) tal que a sáıda seja dada em termos de θ̃, tem-se:

y(t) = y∗ +
H

2
(θ̃(t−D) + a sin(ωt))2 . (47)

Substituindo-se M(t) definido por (26) em G(t) dado por (25), além disso (28) em (27) e

representando o integrando em (38) usando o estado da EDP de transporte, obtém-se

U(t) =
c

s+ c

{
k

[
G(t) + Ĥ(t)

∫ D

0

u(σ, t)dσ

]}
, (48)

G(t) =
2

a
sin(ωt)y(t), (49)

Ĥ(t) = − 8

a2
cos(2ωt)y(t). (50)

Posteriormente, substituindo-se (47) em (49) e (50) e, então depois o resultado de (49) e

(50) em (48), assim como extraindo o fator comum y na versão resultante de (48), tem-se

U(t) =
c

s+ c

{
k

[
y∗ +

H

2
(θ̃(t−D) + a sin(ωt))2

]
×
[

2

a
sin(ωt)− 8

a2
cos(2ωt)

∫ D

0
u(σ, t)dσ

]}
. (51)

Expandindo-se o binômio em (51), obtém-se

U(t) =
c

s+ c

{
k

[
y∗ +

H

2
θ̃2(t−D) +Ha sin(ωt)θ̃(t−D) +

a2H

2
sin2(ωt)

]
(52)

×
[

2

a
sin(ωt)− 8

a2
cos(2ωt)

∫ D

0
u(σ, t)dσ

]}
.
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Finalmente, substituindo (52) em (44), pode-se reescrever (42)–(44) como

˙̃θ(t−D) = u(0, t), (53)

∂tu(x, t) = ∂xu(x, t), x ∈ [0, D], (54)

u(D, t) =
c

s+ c

{
k

[
y∗ +

H

2
θ̃2(t−D)+

Ha sin(ωt)θ̃(t−D) +
a2H

2
sin2(ωt)

]
×
[

2

a
sin(ωt)− 8

a2
cos(2ωt)

∫ D

0

u(σ, t)dσ

]}
=

c

s+ c

{
k

[
y∗

2

a
sin(ωt)− y∗ 8

a2
cos(2ωt)

∫ D

0

u(σ, t)dσ

+
H

a
θ̃2(t−D) sin(ωt)

−4H

a2
θ̃2(t−D) cos(2ωt)

∫ D

0

u(σ, t)dσ

+2H sin2(ωt)θ̃(t−D)

−8H

a
sin(ωt)θ̃(t−D) cos(2ωt)

∫ D

0

u(σ, t)dσ

+aH sin3(ωt)− 4H sin2(ωt) cos(2ωt)

∫ D

0

u(σ, t)dσ

]}
=

c

s+ c

{
k

[
y∗

2

a
sin(ωt)− y∗ 8

a2
cos(2ωt)

∫ D

0

u(σ, t)dσ

+
H

a
θ̃2(t−D) sin(ωt)

−4H

a2
θ̃2(t−D) cos(2ωt)

∫ D

0

u(σ, t)dσ

+Hθ̃(t−D)−H cos(2ωt)θ̃(t−D)

−4H

a
[sin(3ωt)− sin(ωt)]θ̃(t−D)

∫ D

0

u(σ, t)dσ

+
3aH

4
sin(ωt)− aH

4
sin(3ωt)−2H cos(2ωt)

∫ D

0

u(σ, t)dσ

+[H +H cos(4ωt)]

∫ D

0

u(σ, t)dσ

]}
. (55)

Passo 3: Modelo Médio do Sistema em Malha Fechada

Agora, denotando-se

ϑ̃(t) := θ̃(t−D) , (56)
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a versão média do sistema (53)–(55) é:

˙̃
ϑav(t) = uav(0, t) , (57)

∂tuav(x, t) = ∂xuav(x, t) , x ∈ [0, D] , (58)

d

dt
uav(D, t) = −cuav(D, t)+ckH

[
ϑ̃av(t)+

∫ D

0
uav(σ, t)dσ

]
(59)

onde na última linha simplesmente foram zeradas todas as funções seno e cosseno de ω,

2ω, 3ω e 4ω com média zero. Além do mais, o filtro c/(s + c) também foi representado

na forma em espaço de estado. A solução da EDP de transporte (58)–(59) é dada por

uav(x, t) = Uav(t+ x−D) . (60)

Passo 4: Transformação backstepping, sua inversa e o sistema alvo

Considere a transformação backstepping de dimensão infinita do estado atrasado

w(x, t) = uav(x, t)− kH
[
ϑ̃av(t) +

∫ x

0

uav(σ, t)dσ

]
, (61)

que mapeia o sistema (57)–(59) no sistema alvo:

˙̃ϑav(t) = kHϑ̃av(t) + w(0, t) , (62)

wt(x, t) = wx(x, t) , x ∈ [0, D] , (63)

w(D, t) = −1

c
∂tuav(D, t) . (64)

Utlizando-se (61) para x = D e o fato de que uav(D, t) = Uav(t), a partir de (64) obtém-se

(59), ou seja,

Uav(t) =
c

s+ c

{
kH

[
ϑ̃av(t) +

∫ D

0

uav(σ, t)dσ

]}
. (65)

Considere agora o sinal w(D, t). É fácil mostrar que

wt(D, t) = ∂tuav(D, t)− kHuav(D, t) , (66)

onde ∂tuav(D, t)= U̇av(t). A inversa de (61) é dada por

uav(x, t) = w(x, t) + kH

[
ekHxϑ̃av(t) +

∫ x

0
ekH(x−σ)w(σ, t)dσ

]
. (67)
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Substituindo-se (64) e (67) em (66), obtém-se

wt(D, t) = −cw(D, t)− kHw(D, t)− (kH)2

[
ekHDϑ̃av(t) +

∫ D

0
ekH(D−σ)w(σ, t)dσ

]
(68)

Passo 5: Funcional de Lyapunov-Krasovskii

Considere o seguinte funcional de Lyapunov

V (t)=
ϑ̃2

av(t)

2
+
ā

2

∫ D

0
(1 + x)w2(x, t)dx+

1

2
w2(D, t) , (69)

onde o parâmetro ā > 0 será escolhido mais adiante. Tem-se que

V̇ (t) = kHϑ̃2
av(t) + ϑ̃av(t)w(0, t)

+ā

∫ D

0
(1 + x)w(x, t)wx(x, t)dx+ w(D, t)wt(D, t)

= kHϑ̃2
av(t) + ϑ̃av(t)w(0, t) +

ā(1 +D)

2
w2(D, t)

− ā
2
w2(0, t)− ā

2

∫ D

0
w2(x, t)dx

+w(D, t)wt(D, t) (70)

≤ kHϑ̃2
av(t) +

ϑ̃2
av(t)

2ā
− ā

2

∫ D

0
w2(x, t)dx

+w(D, t)

[
wt(D, t) +

ā(1 +D)

2
w(D, t)

]
. (71)

Lembrando-se que k > 0 e H < 0, escolhe-se

ā = − 1

kH
. (72)

Então,

V̇ (t) ≤ kH

2
ϑ̃2

av(t) +
1

2kH

∫ D

0
w2(x, t)dx

+w(D, t)

[
wt(D, t)−

(1 +D)

2kH
w(D, t)

]
= − 1

2ā
ϑ̃2

av(t)− ā

2

∫ D

0
w2(x, t)dx

+w(D, t)

[
wt(D, t) +

ā(1 +D)

2
w(D, t)

]
. (73)
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Agora, considera-se (73) juntamente com (68). Completando-se os quadrados, obtém-se

V̇ (t) ≤ − 1

4ā
ϑ̃2

av(t)− ā

4

∫ D

0
w2(x, t)dx

+ā
∣∣∣(kH)2ekHD

∣∣∣2w2(D, t)

+
1

ā

∥∥∥(kH)2ekH(D−σ)
∥∥∥2
w2(D, t)

+

[
ā(1 +D)

2
− kH

]
w2(D, t)− cw2(D, t) . (74)

Para escrevermos (74), utilizou-se das seguintes relações

− w(D, t)
〈

(kH)2ekH(D−σ) , w(σ, t)
〉

≤ |w(D, t)|
∥∥∥(kH)2ekH(D−σ)

∥∥∥ ‖w(t)‖ (75)

≤ ā

4
‖w(t)‖2 +

1

ā

∥∥∥(kH)2ekH(D−σ)
∥∥∥2
w2(D, t) ,

onde a primeira desigualdade é a de Cauchy-Schwartz e a segunda é a de Young. A

notação 〈· , ·〉 denota o produto interno na variável espacial σ ∈ [0 , D], das quais ambas

ekH(D−σ) e w(σ, t) dependem deste produto e ‖ · ‖ denota a norma L2 em σ. Então, a

partir de (74), chega-se a

V̇ (t) ≤ − 1

4ā
ϑ̃2

av(t)− ā

4(1 +D)

∫ D

0
(1 + x)w2(x, t)dx

−(c− c∗)w2(D, t) , (76)

onde

c∗ =
ā(1 +D)

2
− kH + ā

∣∣∣(kH)2ekHD
∣∣∣2 +

1

ā

∥∥∥(kH)2ekH(D−σ)
∥∥∥2

. (77)

A partir de (77), é claro que um limitante superior c∗ pode ser obtido de limitantes

inferiores e superiores da Hessiana desconhecida H e do atraso D. Portanto, de (76), se

c é escolhido tal que c > c∗, obtém-se

V̇ (t) ≤ −µV (t) , (78)

para algum µ > 0. Com isso, o sistema em malha fechada é exponencialmente estável no

sentido da norma completa do estado

(
|ϑ̃av(t)|2 +

∫ D

0

w2(x, t)dx+ w2(D, t)

)1/2

, (79)
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ou seja, na variável transformada (ϑ̃av , w).

Passo 6: Estabilidade Exponencial (na norma L2) para o Sistema em Malha

Fechada Médio (57)–(59)

Para obter a estabilidade exponencial com relação à norma

(
|ϑ̃av(t)|2 +

∫ D

0

u2
av(x, t)dx+ u2

av(D, t)

)1/2

, (80)

é preciso mostrar que existem números positivos α1 e α2 tal que

α1Ψ(t) ≤ V (t) ≤ α2Ψ(t) , (81)

onde Ψ(t) := |ϑ̃av(t)|2 +
∫ D

0
u2

av(x, t)dx+ u2
av(D, t), ou equivalentemente,

Ψ(t) := |θ̃av(t−D)|2 +

∫ t

t−D
U2

av(τ)dτ + U2
av(t) , (82)

usando-se (56) e (60).

Isto é estabelecido diretamente a partir de (61), (67), (69) e empregando a desi-

gualdade de Cauchy-Schwartz e outros cálculos, como mostra-se na prova do Teorema 2.1

em [2]. Portanto, assim como (78), tem-se

Ψ(t) ≤ α2

α1

e−µtΨ(0) , (83)

que completa a prova da estabilidade exponencial.

Passo 7: Invocando o Teorema da Média

Primeiramente, note que o sistema em malha fechada (24) e (38) pode ser escrito

como:

˙̃
θ(t−D) = U(t−D) , (84)

U̇(t) = −cU(t) + c

{
k

[
G(t) + Ĥ(t)

∫ t

t−D
U(τ)dτ

]}
, (85)
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onde z(t) = [θ̃(t−D), U(t)]T é o vetor de estado. Além disso, a partir de G(t) em (25) e

Ĥ(t) em (27), obtém-se

ż(t) = f(ωt, zt) , (86)

onde zt(Θ) = z(t + Θ) para −D ≤ Θ ≤ 0 e f é uma função cont́ınua apropriada, de

maneira que o teorema da média dado por [41] e [42] pode ser diretamente aplicado

considerando ω = 1/ε.

Relembrando que de (83), a origem do sistema em malha fechada (57)–(59) com

a EDP de transporte para a representação do atraso, é exponencialmente estável. Então,

de acordo com o teorema da média [41, 42], para ω suficiente grande, (53)–(55) tem uma

única solução periódica exponencialmente estável ao redor de seu equiĺıbrio (a origem)

satisfazendo (39).

Passo 8: Convergência Assintótica na Vizinhança do Extremo (θ∗, y∗)

Fazendo a mudança de variáveis (56) e em seguida integrando ambos os lados de

(42) no intervalo de integração [t, σ +D], obtém-se:

ϑ̃(σ +D) = ϑ̃(t) +

∫ σ+D

t

u(0, s)ds . (87)

De (45), pode-se reescrever (87) em termos de U , ou seja

ϑ̃(σ +D) = ϑ̃(t) +

∫ σ

t−D
U(τ)dτ . (88)

Agora, note que

θ̃(σ) = ϑ̃(σ +D) , ∀σ ∈ [t−D, t] . (89)

Consequentemente,

θ̃(σ) = θ̃(t−D) +

∫ σ

t−D
U(τ)dτ , ∀σ ∈ [t−D, t] . (90)
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Aplicando o supremo em ambos os lados de (90), obtém-se

sup
t−D≤σ≤t

∣∣∣θ̃(σ)
∣∣∣ = sup

t−D≤σ≤t

∣∣∣θ̃(t−D)
∣∣∣+ sup

t−D≤σ≤t

∣∣∣∣∫ σ

t−D
U(τ)dτ

∣∣∣∣
≤ sup

t−D≤σ≤t

∣∣∣θ̃(t−D)
∣∣∣+ sup

t−D≤σ≤t

∫ t

t−D
|U(τ)| dτ

≤
∣∣∣θ̃(t−D)

∣∣∣+

∫ t

t−D
|U(τ)| dτ (Cauchy-Schwarz)

≤
∣∣∣θ̃(t−D)

∣∣∣+

(∫ t

t−D
dτ

)1/2

×
(∫ t

t−D
|U(τ)|2 dτ

)1/2

≤
∣∣∣θ̃(t−D)

∣∣∣+
√
D

(∫ t

t−D
U2(τ)dτ

)1/2

. (91)

Agora, é fácil verificar que

∣∣∣θ̃(t−D)
∣∣∣ ≤ (∣∣∣θ̃(t−D)

∣∣∣2 +

∫ t

t−D
U2(τ)dτ

)1/2

, (92)(∫ t

t−D
U2(τ)dτ

)1/2

≤
(∣∣∣θ̃(t−D)

∣∣∣2 +

∫ t

t−D
U2(τ)dτ

)1/2

. (93)

Usando (92) e (93), tem-se

∣∣∣θ̃(t−D)
∣∣∣+
√
D

(∫ t

t−D
U2(τ)dτ

)1/2

≤ (1 +
√
D)

(∣∣∣θ̃(t−D)
∣∣∣2

+

∫ t

t−D
U2(τ)dτ

)1/2

. (94)

A partir (91), é posśıvel concluir que

sup
t−D≤σ≤t

∣∣∣θ̃(σ)
∣∣∣ ≤ (1 +

√
D)

(∣∣∣θ̃(t−D)
∣∣∣2 +

∫ t

t−D
U2(τ)dτ

)1/2

(95)

e, consequentemente,

∣∣∣θ̃(t)∣∣∣ ≤ (1 +
√
D)

(∣∣∣θ̃(t−D)
∣∣∣2 +

∫ t

t−D
U2(τ)dτ

)1/2

. (96)

A desigualdade (96) pode também ser dada em termos da solução periódica θ̃Π(t −D),

UΠ(σ), ∀σ ∈ [t−D, t] assim como

∣∣∣θ̃(t)∣∣∣ ≤ (1 +
√
D)

(∣∣∣θ̃(t−D)− θ̃Π(t−D) + θ̃Π(t−D)
∣∣∣2

+

∫ t

t−D

[
U(τ)− UΠ(τ) + UΠ(τ)

]2
dτ

)1/2

. (97)
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Aplicando-se a desigualdade de Young e métodos algébricos, o lado direito de (97) e
∣∣∣θ̃(t)∣∣∣

podem ser majorados por

∣∣∣θ̃(t)∣∣∣ ≤ √
2 (1 +

√
D)

(∣∣∣θ̃(t−D)− θ̃Π(t−D)
∣∣∣2 +

∣∣∣θ̃Π(t−D)
∣∣∣2

+

∫ t

t−D

[
U(τ)− UΠ(τ)

]2
dτ +

∫ t

t−D

[
UΠ(τ)

]2
dτ

)1/2

. (98)

De acordo com o Teorema da Média [41, 42], tem-se que θ̃(t − D)− θ̃Π(t − D)→ 0 e∫ t
t−D

[
U(τ)−UΠ(τ)

]2
dτ→0, exponencialmente. Logo,

lim sup
t→+∞

|θ̃(t)| =
√

2 (1 +
√
D)

×
(∣∣∣θ̃Π(t−D)

∣∣∣2 +

∫ t

t−D
[UΠ(τ)]2dτ

)1/2

. (99)

De (39) e (99), pode se escrever lim supt→+∞ |θ̃(t)|=O(1/ω). De (23) e lembrando que

θ(t) = θ̂(t) + S(t) com S(t) = a sin(ω(t+D)), pode-se reescrever

θ(t)− θ∗ = θ̃(t) + S(t) . (100)

Uma vez que o primeiro termo do lado direito de (100) é em última análise da ordem

O(1/ω) e o segundo termo é da ordem O(a), então

lim sup
t→+∞

|θ(t)− θ∗| = O(a+ 1/ω) . (101)

Finalmente, de (22) e (101), obtém-se (41). �

2.4 Simulações

A simulação a seguir demonstra a estabilidade do sistema realimentado baseado

em preditor discutido neste caṕıtulo para o controle de busca extremal com atrasos co-

nhecidos. É importante mencionar que nestas simulações não é satisfeita a condição para

otimalidade inversa, ou seja não foi utilizado o filtro passa-baixa na lei de controle (38).

O mapeamento quadrático considerado foi

Q(θ) = 5− (0, 1)(θ − 3)2. (102)



40

Diferentemente da simulação apresentada no Caṕıtulo 1, este resultado possui um atraso

de D = 5 s. Conforme o mapeamento em (102), o ponto de extremo é (θ∗, y∗) = (3; 5)

e a Hessiana desse mapeamento estático é H = −0, 2. Para a simulação foram utilizados

os seguintes parâmetros: ω = 10 rad/s; k = 0, 2; θ(0) = −5 e a = 0, 2.

t[s]
0 20 40 60 80 100 120

θ
(t
)

-6

-4

-2

0

2

4

6

θ(t)

θ
*
=3

Figura 8 - Entrada θ(t) sem o efeito da otimalidade inversa.
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t[s]
0 20 40 60 80 100 120

y
(t
)
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1

2
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4

5

y(t)

y∗ = 5

Figura 9 - Sáıda y(t) sem o efeito da otimalidade inversa.
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U
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Figura 10 - Sinal de controle U(t) sem o efeito da otimalidade inversa.
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t[s]
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U̇
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15
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Figura 11 - Derivada do sinal controle U(t) sem o efeito da otimalidade inversa.
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H = −0, 2

Figura 12 - Estimativa da Hessiana Ĥ(t) sem o efeito da otimalidade inversa.
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A estratégia de busca extremal via preditor com estimativa da Hessiana baseada

em perturbação senoidal apresentada neste caṕıtulo foi capaz de garantir ao sistema em

malha fechada propriedades de estabilidade mesmo na presença de atrasos nos sensores. A

estabilidade exponencial e a convergência a uma vizinhaça pequena do ponto de extremo,

foram alcançadas. Entretanto ainda observa-se uma grande ultrapassagem em relação

ao ponto de extremo θ∗ na Figura 8 e verifica-se uma oscilação transitória forte no sinal

da sáıda y(t) da Figura 9, além de um consideravél esforço de controle na Figura 10 e

Figura 11 assim como na estimativa da Hessiana da Figura 12. No próximo caṕıtulo

será introduzido a prova matemática da otimalidade inversa e a verificação de melhora de

desempenho do sistema de controle proposto.
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3 OTIMALIDADE INVERSA

Na formulação da otimalidade inversa, a variável U̇(t) será considerada como en-

trada do sistema, enquanto que U(t) continua sendo a variável de atuação. Consequen-

temente, a otimilidade inversa será implementada depois do integrador, ou seja, como

uma realimentação dinâmica. Tratando o sinal U̇(t) como uma entrada é o mesmo que

adicionar um integrador, que tendo sido observado como sendo benéfico para projeto de

controle em sistemas com atraso em [45]. Resultados teóricos e simulação apresentados a

seguir comprovam as vantagens de se satisfazer a otimalidade inversa, para o sistema de

controle extremal em malha fechada.

3.1 Otimalidade inversa em ESC com atrasos

Teorema 2 Existe um c∗ tal que o sistema médio realimentado (32) e (38) é

exponencialmente estável no sentido da norma

Ψ(t) =

(
|θ̃av(t−D)|2 +

∫ t

t−D
Uav(τ)2dτ + Uav(t)2

)1/2

(103)

para todo c > c∗. Além disso, existe c∗∗ > c∗ tal que, para qualquer c ≥ c∗∗, a lei de

controle (38) minimiza a função custo

J =

∫ ∞
0

(L(t)) + U̇av(t)2)dt, (104)

onde L(t) é um funcional de (θ̃av(t−D), U(τ)) , τ ∈
[
t−D, t

]
tal que

L(t) ≥ µΨ(t)2 (105)

para algum µ(c) > 0 com a propriedade que µ(c) −→∞ à medida que c −→∞.

Prova: Baseando-se na prova do Teorema 6 em [38] e no Teorema 2.8 em [39], no qual
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escolhe-se c∗∗ = 4c∗ e c = 2c∗ e define-se L(t) como:

L(t) := −2cV̇ (t) + c(c− 4c∗)w2(D, t)

≥ c
(

1

2
kϑ̃2

av(t) +
ā

2

∫ D

0
w2(x, t)dx+ (c− 2c∗)w2(D, t)

)
, (106)

onde ϑav(t):= θ̃av(t−D).

Substituindo a transformação backstepping (68) na derivada do funcional de Lya-

punov (70), tem-se

V̇ (t) = kHϑ̃2
av(t) + ϑ̃av(t)w(0, t) +

ā(1 +D)

2
w2(D, t)

− ā
2
w2(0, t)− ā

2

∫ D

0

w2(x, t)dx− 2c∗w2(D, t)

−kHw2(D, t)− (kH)2w(D, t)ekHDϑ̃av(t)

−(kH)2w(D, t)

∫ D

0

ekH(D−σ)w(σ, t)dσ . (107)

Então, substituindo (107) em (106), L(t) pode ser reescrito como:

L(t) = −2ckHϑ̃2
av(t)−2cϑ̃av(t)w(0, t)−2c

ā(1+D)

2
w2(D, t)

+cāw2(0, t) + cā

∫ D

0

w2(x, t)dx+ 2ckHw2(D, t)

+2c(kH)2w(D, t)ekHDϑ̃av(t)

+2c(kH)2w(D, t)

∫ D

0

ekH(D−σ)w(σ, t)dσ+c2w2(D, t). (108)

No entanto, substituindo-se a versão média do sistema (57) no sistema alvo em

(62), obtém-se

uav(0, t) = kHϑ̃av(t) + w(0, t). (109)

Reorganizando (109) para isolar w(0, t), tem-se:

w(0, t) = uav(0, t)− kHϑ̃av(t). (110)

Então, substituindo-se (110) em (108), e adicionando-subtraindo o termo γϑ̃2
av(t)
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(em azul) no lado direito da equação resultante, obtém-se:

L(t) = c
(
ā(kH)2ϑ̃2

av(t)− 2(ākH + 1)uav(0, t)ϑ̃av(t)

−ā(1 +D)w2(D, t)− γϑ̃2
av(t) + 2(kH)2w(D, t)

×
[
ekHDϑ̃av(t) +

∫ D

0

ekH(D−σ)w(σ, t)dσ
])

+āu2
av(0, t) +

ā

2

∫ D

0

w2(x, t)dx+ w2(D, t)(2c∗ + 2kH)

+c
(
γϑ̃2

av(t)+
ā

2

∫ D

0

w2(x, t)dx+(c− 2c∗)w2(D, t)
)
. (111)

Sabe-se que ā = − 1
kH

, então substituindo-se kH por − 1
ā

em (111), tem-se

L(t) = c
([1

ā
− γ
]
ϑ̃2

av(t)
(
2c∗ − ā(1 +D)− 2

ā

)
w2(D, t)

+āu2
av(0, t) +

ā

2

∫ D

0

w2(x, t)dx+
2

ā2
w(D, t)

×
[
ekHDϑ̃av(t) +

∫ D

0

ekH(D−σ)w(σ, t)dσ
])

+c
(
γϑ̃2

av(t)+
ā

2

∫ D

0

w2(x, t)dx+(c−2c∗)w2(D, t)
)
. (112)

Após algumas manipulações matemática dos termos em (112), L(t) pode ser rees-

crita como:

L(t) = Υ(D, t) + c
(
γϑ̃2

av(t) +
ā

2

∫ D

0

w2(x, t)dx+ (c− 2c∗)w2(D, t)
)
, (113)

onde Υ(D, t) é dado por:

Υ(D, t) = c
([1

ā
−γ
]
ϑ̃2

av(t)+
(
2c∗−ā(1+D)− 2

ā

)
w2(D, t)

+āu2
av(0, t) +

ā

2

∫ D

0

w2(σ, t)dσ +
2

ā2
w(D, t)ekHDϑ̃av(t)

+
2

ā2
w(D, t)

∫ D

0

ekH(D−σ)w(σ, t)dσ
)
. (114)

Para satisfazer a desigualdade (106), é necessário garantir Υ(D, t) ≥ 0. Para

satisfazer essa condição, serão analisados os termos de sinais não definidos presentes em

(114) de modo que assegure que estes não sejam negativos. Após adicionar e subtrair os

termos 1
ā2

[ϑ̃2
av +w2(D, t)] e 2

√
D

ā2
[w2(D, t) +

∫ D
0
w2(σ, t)dσ] (em azul e vermelho) em (114),
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Υ(D, t) pode ser reescrito como:

Υ(D, t) = c
([1

ā
− 1

ā2
− γ
]
ϑ̃2

av(t)

+
(
2c∗ − ā(1 +D)− 2

ā
− 1

ā2
− 2
√
D

ā2

)
w2(D, t)

+āu2
av(0, t) +

[ ā
2
− 2
√
D

ā2

] ∫ D

0

w2(σ, t)dσ

+
2

ā2
w(D, t)ekHDϑ̃av(t) +

1

ā2
w2(D, t) +

1

ā2
ϑ̃2

av(t)

+
2

ā2
w(D, t)

∫ D

0

ekH(D−σ)w(σ, t)dσ

+
2
√
D

ā2
w2(D, t) +

2
√
D

ā2

∫ D

0

w2(σ, t)dσ
)
. (115)

Empregando as desigualdades de Young e Cauchy-Schwartz, é posśıvel verificar os

limites inferiores válidos para os termos que foram adicionados e subtráıdos em (115), de

modo que:

1

ā2
w2(D, t) +

1

ā2
ϑ̃2

av(t) ≥ 2

ā2

∣∣∣w(D, t)ekHDϑ̃av(t)
∣∣∣ , (116)

2
√
D

ā2

(
w2(D, t) +

∫ D

0

w2(σ, t)dσ
)
≥ 2

ā2

∣∣∣∣w(D, t)

∫ D

0

ekH(D−σ)w(σ, t)dσ

∣∣∣∣ . (117)

Analisando Υ(D, t) pelos termos dos limites inferiores em (116) e (117), tem-se

Υ(D, t) ≥ c
([1

ā
− 1

ā2
− γ
]
ϑ̃2

av(t)

+
(
2c∗ − ā(1 +D)− 2

ā
− 1

ā2
− 2
√
D

ā2

)
w2(D, t)

+āu2
av(0, t) +

[ ā
2
− 2
√
D

ā2

] ∫ D

0

w2(σ, t)dσ

+
2

ā2
w(D, t)ekHDϑ̃av(t) +

2

ā2

∣∣∣w(D, t)ekHDϑ̃av(t)
∣∣∣

+
2

ā2
w(D, t)

∫ D

0

ekH(D−σ)w(σ, t)dσ

+
2

ā2

∣∣∣∣w(D, t)

∫ D

0

ekH(D−σ)w(σ, t)dσ

∣∣∣∣ ). (118)
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Logo, para garantir Υ(D, t) ≥ 0 é necessário satisfazer as seguintes condições:

1◦ Condição:

1

ā
− 1

ā2
− γ > 0

γ <
1

ā
− 1

ā2

γ <
ā− 1

ā2
(119)

2 ◦ Condição:

Sabendo que c = 2c∗

2c∗ − ā(1 +D)− 2

ā
− 1

ā2
− 2
√
D

ā2
> 0

c > ā(1 +D) +
2

ā
+

1

ā2
+

2
√
D

ā2
(120)

3 ◦ Condição:

ā

2
− 2
√
D

ā2
> 0

ā >
3

√
4
√
D (121)

Portanto, considerando L(t) dado em (113) e Υ(D, t) dado em (114), nas condições

impostas para γ, ā e c, pode-se concluir que Υ(D, t) ≥ 0 logo:

L(t)≥c
(

1

2
kϑ̃2

av(t)+
ā

2

∫ D

0

w2(x, t)dx+(c−2c∗)w2(D, t)

)
,

com γ = k/2.

Ou seja, L(t) ≥ µΨ(t)2, pelo mesmo motivo que (81) é válido, completando a prova

da otimalidade inversa. �
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Corolário 1. Para o caso livre de atraso (D = 0), um resultado equivalente da

otimalidade inversa também pode ser provada para o sistema de malha fechada com a lei

de controle

U̇(t) = −cU(t) + ckG(t) , (122)

considerando a norma

Ψ̄(t) =

(
|θ̃av(t−D)|2 + Uav(t)2

)1/2

. (123)

Basicamente, haverá um c∗∗ > c∗ > 0 tal que para qualquer c ≥ c∗∗, a lei de controle 122)

minizará a função custo

J̄ =

∫ ∞
0

(L(t) + U̇2
av(t))dt, (124)

onde L(t) é o funcional de (θ̃av(t), U(t)), tal que

L(t) ≥ µΨ̄(t)2 (125)

para algum µ(c)>0 com uma propriedade que µ(c)→∞ as c→∞.

A prova do resultado acima pode ser obtida diretamente do Teorema 1 com a

Função de Lyapunov V (t) = θ̃2
av(t)/2.

Observação 3.1: A robustez da estabilidade é garantida variando o parâmetro

c de algum valor grande de c∗ para ∞, recuperando-se no limite o resultado básico do

preditor não filtrado em (35). Essa propriedade de robustez poderia ser intuitivamente

esperada de métodos de perturbação singular, embora fosse altamente improvável en-

contrarmos um teorema na literatura apropriado para as particularidades do sistema de

dimensão infinita em questão.

Observação 3.2: A realimentação em (35) não garante a otimalidade inversa,

mas a realimentação em (38) a garante para qualquer c ∈ [c∗∗,∞). Sua otimalidade vale

para uma função custo que é limitada pela norma L2[0,∞) do estado θ̃av(t−D) da ODE,

a norma do sinal de controle Uav(t), assim como a norma da derivada U̇av(t) (além disso∫ 0

−D Uav(θ)2dθ, é fixo, ou seja a realimentação tem influência sobre ela). O controle (38)

é estabilizante quando c = ∞, ou seja, na forma nominal em (35); no entanto, visto que
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µ(∞) = ∞, não sendo ótimo com relação a um funcional que inclui uma penalidade em

U̇(t).

3.2 Simulações

Para aferir o efeito da otimalidade inversa no sistema apresentado na Figura 6,

utilizou-se como base e para comparação o mesmo mapa quadrático (102), simulado no

caṕıtulo anterior. As curvas em vermelho nas simulações adiante são dos mesmos gráficos

apresentados no caṕıtulo 2. Conforme os gráficos a seguir (Figura 13 a 17), a aplicação da

otimalidade no controle de busca extremal na presença de atrasos, melhora o desempenho

do sistema, observa-se que o efeito da otimalidade minimiza a sobre-elevação da curva de

busca do ponto de extremo θ∗, na Figura 13. No gráfico da Figura 14, verifica-se que a

otimalidade inversa atenua a oscilação observada no transitório, deixando mais suave a

curva de sáıda. Outra observação positiva é a diminuição do esforço no sinal de controle

visto nas Figuras 15, 16 e na estimativa da Hessiana dada na Figura 17.

t[s]
0 20 40 60 80 100 120

θ
(t
)

-6

-4

-2

0

2

4

6

θ(t) com otimalidade inversa

θ(t) sem otimalidade inversa

θ
∗ = 3

Figura 13 - Entrada θ(t) com e sem o efeito da otimalidade inversa.
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t[s]
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3
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y(t) com otimalidade inversa

y(t) sem otimalidade inversa

y∗ = 5

Figura 14 - Sáıda y(t) com e sem o efeito da otimalidade inversa.
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U(t) com otimalidade inversa
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Figura 15 - Sinal de controle U(t) com e sem o efeito da otimalidade inversa.
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t[s]
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U̇(t) com otimalidade inversa
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Figura 16 - Derivada do sinal de controle U(t) com e sem o efeito da otimalidade inversa.
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Figura 17 - Estimativa da Hessiana Ĥ(t) com e sem o efeito da otimalidade inversa.
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CONCLUSÃO

Nesta dissertação, buscou-se apresentar a prova da otimalidade inversa e seus efei-

tos no controle extremal. Como pôde ser verificado na introdução deste trabalho, muitas

pesquisas na área de ESC utilizam de forma heuŕıstica filtros passa-baixa entre o sinal

de demodulação e o integrador, embora estes não apresentem a justificativa matemática

para os mesmos.

No Caṕıtulo 1, foi apresentado um caso simples de controle extremal para sistemas

estáticos através do método Gradiente, servindo como base para o caṕıtulo seguinte, no

qual foi aplicado um atraso fixo na sáıda do mapeamento quadrático. Ainda no Caṕıtulo

2, a estratégia de busca extremal via preditor com estimativa da Hessiana baseada em

perturbação senoidal apresentada foi capaz de garantir ao sistema em malha fechada

propriedades de estabilidade mesmo na presença de atrasos. As simulações ilustraram a

estabilidade exponencial e a convergência ao ponto de extremo. Entretanto, quando não

é utilizado o filtro passa-baixa na malha de controle, a sáıda apresentou oscilações no

transitório e uma elevada sobre-elevação na busca do ponto de extremo θ∗.

No Caṕıtulo 3, a otimalidade inversa foi apresentada em ESC com atraso, demons-

trando quais condições devem ser respeitadas para se projetar o filtro, presente na lei

de controle (38). Quando a otimalidade inversa é garantida, os sinais θ(t) e y(t) conver-

gem monotonicamente, trazendo uma melhora no controle do ES. Além dos resultados

teóricos, simulações ilustraram uma considerável diminuição no esforço de controle e no

transitório da estimativa da Hessiana, que resultaram numa suavização da busca ao ponto

de extremo e na sáıda do sistema. Embora o atraso tenha sido considerado ao longo dessa

dissertação, a otimalidade inversa também pode ser estendida em sistemas cujas plantas

não possuem atrasos.

Trabalhos Futuros

Esse estudo focou no controle extremal na presença de atrasos constantes e co-

nhecidos. Para trabalhos futuros, indica-se o estudo da otimalidade inversa considerando

atrasos desconhecidos. Nesse tipo de prosposta os desafios serão projetar um novo tipo de

preditor capaz de lidar com o atraso desconhecido e fazer a estimativa do atraso desconhe-
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cido que garantam a estabilidade do sistema. Como a estimativa do atraso dependerá do

tempo, deve-se considerar preditores para atrasos variantes no tempo [46]. As equações e

o diagrama de controle para esse novo tipo de abordagem são dados na Figura 18:

Q(·)

Preditor com D̂(t)1
s

+

e−Ds

×

×
U(t)θ̂

S(t) = asen(ω(t+ D̂(t)))

θ y(t) y(t−D)

G(t)

M(t)

N(t)

Ĥ(t)

D̂(t)

Figura 18 - Esquema de busca extremal baseado no método do Gradiente para atrasos
desconhecidos.

O mapeamento quadrático Q : R→ R a ser otimizado seria definido como

Q(θ) = y∗ +
H

2
(θ − θ∗)2, H < 0. (126)

Analisando o diagrama de controle da Figura 18, o sinal de sáıda medido y(t) será

dada por:

y(t) = Q(θ(t)−D)). (127)

Entretanto, neste caso assume que D > 0 e tem o valor desconhecido. Então

definindo θ como

θ(t) = θ̂(t) + a sen(ω(t+ D̂(t))), (128)

= θ̂(t) + a sen(ω(t+ D̃(t) +D)), (129)

onde D̂(t) é a estimativa do atraso D desconhecido, sendo que D̃(t) = D̂(t)−D. Então,
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a média do sinal

y(t)
8

a2
sen(2ωt) (130)

é dada por

sen(2D̃)H. (131)

Portando, uma nova lei de atualização para D̂(t) será

˙̂
D(t) = y(t)

8

a2
sen(2ωt), (132)

e o sistema médio associado ao erro será

˙̃Dav = sen(2D̃av)H, ⇒ ˙̃Dav = 2HD̃av, H < 0, (133)

apresentando infinitos pontos de equiĺıbrios assintoticamente estáveis em kπ, k ∈ Z.

Uma dificuldade a ser contornada nessa proposta é que a condição inicial do atraso

desconhecido deve estar limitada entre [0, π
2

)
.Caso a estimativa D̂(0) do atraso inicie fora

desta condição o sistema pode se tornar instável.



56

Publicação

Trabalho aceito para publicação [47] realizado durante o mestrado e que serviu de

base para o desenvolvimento desta dissertação.

FERREIRA, D. C; OLIVEIRA, T. R. Otimalidade Inversa em Controle Extremal

com Atrasos. XIV Simpósio Brasileiro de Automação Inteligente - SBAI, 2019, Ouro

Preto.
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sáıda. [S.l.]: Tese de mestrado, COPPE/UFRJ, 2013.

[14] YU, H.; OZGUNER, U. Extremum-seeking control strategy for ABS system with

time delay. American Control Conference, 2002. Proceedings of the 2002, v. 5, p. 3753–

3758, 2002.

[15] ZHANG, C.; ORDONEZ, R. Extremum Seeking Control and Application: A Nume-

rical Optimization-Based Approach. [S.l.]: Springer-VerlagLondom Limited,, 2012.
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[28] KRSTIĆ, M. Lyapunov tools for predictor feedbacks for delay systems: inverse opti-

mality and robustness to delay mismatch. Automatica, v. 44, p. 2930–2935, 2008.

[29] KRSTIC, M.; LI, Z. Inverse optimal design of input-to-state stabilizing nonlinear

controllers. IEEE Trans Autom Control., v. 43, p. 336–350, 1998.
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