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RESUMO

MARINHO, Leonardo Ribeiro. Análise Completa das Fibras de Bragg de Núcleo Oco.

2013. 97f. Dissertação (Mestrado em Engenharia Eletrônica) - Faculdade de Engenharia,

Universidade do Estado do Rio de Janeiro (UERJ), Rio de Janeiro, 2013.

A evolução nos sistemas digitais de comunicação está intrinsicamente relacionada

ao desenvolvimento da tecnologia de fibras ópticas. Desde a sua criação, na década de 60,

inúmeras pesquisas vem sendo realizadas com o intuito de aumentar a capacidade de in-

formação transmitida, por meio da redução da atenuação, controle da dispersão cromática

e eliminação das não-linearidades. Neste contexto, as Fibras de Bragg surgem como uma

estrutura de grande potencialidade para se minimizar tais inconvenientes. As fibras de

Bragg possuem um mecanismo de operação diferente em relação às fibras tradicionais

de suportar os modos confinados. Nelas, o núcleo possui um baixo ı́ndice de refração,

e a casca é constitúıda por anéis dielétricos de diferentes ı́ndices de refração, alocados

alternadamente. Para uma fibra de Bragg com núcleo oco, como a considerada neste tra-

balho, há perdas decorrentes dos modos de fuga. Portanto, a análise da dispersão destas

estruturas se situa no plano complexo, tornando-a muito dif́ıcil. Esta dissertação será

fundamentada em uma estratégia imprescind́ıvel à análise dos modos transversais TE0m,

TM0m e dos h́ıbridos. Os resultados encontrados são validados confrontando-os com os

obtidos na literatura. O trabalho discutirá as perdas e dispersões dos modos citados, e os

resultados obtidos poderão nortear as pesquisas das fibras de Bragg.

Palavras-chave: Fibras de Bragg. Equações de Helmholtz. Modos TE0m, TM0m e h́ıbridos.

Modos de Fuga. Dispersão e perdas.



ABSTRACT

The evolution of digital communication systems is intrinsically related to the de-

velopment of optical fiber technology. Since its creation in the 1960s, many studies have

been conducted in order to increase the system capacity, such as the attenuation reduc-

tion, chromatic dispersion control and elimination of nonlinearities. In this context, Bragg

fibers appear as a structure with great potential to mitigate these drawbacks. Bragg fi-

bers have a different operational mechanism with respect to traditional fibers to support

the confined modes. Their core has a low refractive index, and the cladding consists of

dielectric rings of different refractive indices, allocated alternately. For a Bragg fiber with

hollow core, as considered in this paper, there are losses due to the occurrence of leaky

modes. Therefore, the dispersion analysis of these structures falls in the complex plane,

making it even harder. This dissertation will be based on a strategy essential to the

analysis of transverse modes: TE0m, TM0m and hybrids. The found results have been

validated by comparing them with those obtained in the literature. The paper discusses

the losses and dispersions of the mentioned modes, and the results obtained will serve to

guide the research on Bragg fibers.

Keywords: Bragg fibers. Helmholtz equation. TE0m, TM0m and hybrid modes. Leaky

modes. Dispersion and losses.
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INTRODUÇÃO 
 

 

desenvolvimento da tecnologia de fibras ópticas foi um grande passo na 

revolução das comunicações globais e da tecnologia de informação. Durante a 

segunda metade do século XX, percebeu-se que o aumento de várias ordens de 

grandeza nas taxas e distâncias de transmissão apenas seria possível se ondas 

ópticas fossem utilizadas como portadoras do sinal. (AGRAWAL, 2002).  

Em 1966, sugeriu-se que as fibras ópticas poderiam ser a melhor opção para 

o transporte destas ondas, uma vez que elas eram capazes de guiar a luz de forma 

similar ao transporte de elétrons em fios de cobre. (KAO; HOCKHAM, 1966). O 

principal obstáculo, entretanto, advinha do fato que as fibras disponíveis nos anos 60 

possuíam perdas da ordem de 1000 dB/km. A partir daí, o avanço mais significativo 

ocorreu na década de 70, com o surgimento das fibras ópticas com baixa atenuação, 

que possibilitaram as comunicações de longa distância e com elevada largura de 

banda. (KAPRON; KECK; MAURER, 1970). 

Desde o início do novo milênio, efetuaram-se mudanças consideráveis na 

indústria de telecomunicações, que geraram profundas implicações ao estilo de vida 

da sociedade. Devido à contínua e crescente demanda por mais capacidade e 

eficiência nas redes de comunicações, a adequação das indústrias de 

telecomunicações tornou-se imprescindível à nova realizade. (RAMASWAMI; 

SIVARAJAN; SASAKI, 2010)  

Esta demanda é alimentada por diversos fatores. O enorme crescimento da 

Internet, por exemplo, tanto em termos de número de clientes quanto do período de 

utilização, exige um aumento na largura de banda dos usuários. O tráfego da rede 

mundial de computadores tem crescido rapidamente durante muitos anos, e as 

estimativas mostram uma duplicação a cada três ou quatro meses. (KAMINOW; LI, 

2002).  

Há, entretanto, outros tipos de serviços que também necessitam do crescente 

desenvolvimento dos sistemas ópticos. O aumento das demandas nas companhias 

O
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de telecomunicações exige a contínua expansão de seus backbones, que 

atualmente são estruturados em redes ópticas. Sistemas atuais para oferta de 

serviços conhecidos como triple play (telefone, TV e internet) utilizam tecnologias 

FTTX (como o Fiber to the Home ou o Fiber to the Building), que também fazem uso 

das fibras ópticas. 

Neste cenário, destacam-se, também, as redes de comunicações de longas 

distâncias, que fazem uso de cabos submarinos. Neste ínterim, vários sistemas 

WDM foram implantados através dos oceanos Atlântico e Pacífico entre os anos de 

1998 e 2001, em resposta ao aumento do tráfego na Internet. (AGRAWAL, 2002).  

O acréscimo de sistemas instalados obrigou que as taxas de transmissão 

evoluíssem de forma exponencial. A utilização de vários canais simultâneos permitiu 

transmissões de informações surpreendentes, na ordem dos Terabits/s. (ITO, 2004). 

A evolução tecnológica empregada no desenvolvimento das fibras ópticas 

possibilitou a implementação de dispositivos apropriados ao processamento óptico 

na própria fibra. Assim, reduziram-se as perdas de inserção e houve ganhos na 

qualidade de processamento. 

Percebe-se que os sistemas tendem a se tornarem mais robustos, rápidos e 

confiáveis, exigindo, portanto, tecnologias cada vez mais sofisticadas na indústria 

das telecomunicações. Neste cenário, as fibras ópticas desempenham um papel 

fundamental, e a busca de tecnologias que possibilitem aumentar a capacidade de 

transmissão, aliada à redução da atenuação e das distorções do sinal nas fibras, 

ainda serão tema de muitas pesquisas. 

A redução da atenuação em fibras ópticas para valores abaixo dos atingidos 

atualmente (0,2 dB/km) é de importância fundamental aos sistemas atuais de 

telecomunicações, sugerindo novos projetos de fibra. Um dos que possuem grande 

potencial para uma redução drástica das perdas é a fibra de Bragg (BF – Bragg 

Fibers). (DORAN; BLOW, 1983).  

O objetivo deste trabalho consiste na análise completa das fibras de Bragg 

com núcleo oco. As fibras de Bragg, importante campo de pesquisa, visam integrar 

os sistemas ópticos de capacidades superiores de transmissão de dados. 
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Nesta dissertação, será abordada a análise da dispersão das BF, que se 

situam no plano complexo, e que exige uma certa estratégia para ser concretizada. 

Esta estratégia é imprescindível à análise dos modos transversais TE0m e TM0m, 

assim como aos modos híbridos. 

Serão efetuadas simulações computacionais para vários comprimentos de 

ondas, e os gráficos dos resultados calculados serão confrontados com os obtidos 

na literatura. Como algumas avaliações realizadas não foram divulgadas por outros 

autores, deve-se ter em conta, neste caso, um tratamento mais criterioso. 

As fibras de Bragg são mais eficientes que as fibras disponíveis no mercado, 

como será evidenciado nas seções posteriores. Portanto, um contínuo estudo e 

desenvolvimento da tecnologia com estas estruturas será de grande valia para os 

futuros sistemas de comunicações ópticas. 

Esta dissertação contém três capítulos, além de uma introdução e uma 

conclusão. Neles, as fibras de Bragg de núcleo oco serão analisadas 

detalhadamente. A teoria é desenvolvida minuciosamente, permitindo simulações 

computacionais e previsões para aplicações futuras. 

No primeiro capítulo, será descrita a teoria de uma rede de difração de Bragg, 

princípio básico da fibra de Bragg, quando, então, serão apresentados os princípios 

e as características da estrutura das fibras de núcleo oco, foco principal deste 

trabalho. 

No segundo capítulo desenvolve-se rigorosamente o formalismo matemático 

para se analisar os modos TE0m, TM0m e HEMnm nas fibras de Bragg. O teorema da 

dualidade mostrou-se ser de grande utilidade na obtenção das formulações TE e 

TM, assim como a propriedade da linearidade, do modo TE e TM, na elaboração do 

formalismo do modo híbrido. Os modos híbridos analisados são referenciados por 

1HEMnm (primeira polarização) e 2HEMnm (segunda polarização, ortogonal à 

primeira), que são degenerados. 

No terceiro capítulo, obtém-se os resultados (perdas e dispersões) de 

diferentes estruturas de Bragg pela teoria desenvolvida neste trabalho, que ao 

serem confrontados com aqueles publicados na literatura, mostraram-se em 

excelente concordância. 
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Finalmente, na conclusão desta dissertação, será abordado a relevância dos 

resultados obtidos, além de serem apontadas algumas sugestões para investigações 

em trabalhos futuros. 
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1 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA DAS 

FIBRAS DE BRAGG 
 

1.1 Definição e Origem 

 

s guias de onda podem ser considerados o backbone dos sistemas de 

telecomunicações e da optoeletrônica moderna. Existem atualmente dois tipos 

de guias de onda, metálico e dielétrico, que são utilizados em dois regimes distintos 

do espectro eletromagnético. Para frequências de rádio, o cabo coaxial metálico é 

de maior predominância. Neste tipo de guia, todo o campo eletromagnético está 

confinado entre dois cilindros metálicos coaxiais. O modo eletromagnético 

fundamental de um cabo coaxial é o transverso eletromagnético (TEM), o qual 

possui uma simetria radial na distribuição do campo, além de uma relação linear 

entre a frequência e o vetor de onda. Com isso, o modo TEM apresenta duas 

propriedades: Primeiro, a simetria radial implica que não é preciso se preocupar com 

possíveis rotações da polarização do campo após atravessar o guia de onda; e em 

segundo, a relação linear assegura que um pulso de diferentes frequências irá 

manter a sua forma original durante a propagação ao longo do guia de ondas. 

(IBANESCU et al, 2000).  

A principal desvantagem de um guia de ondas coaxial metálico é o fato de 

não poder ser utilizado com sinais ópticos, devido à impossibilidade de se 

confeccionar estruturas metálicas de dimensões do comprimento de onda óptico. 

Por esta razão, a propagação de sinais ópticos é restrita à utilização de materiais 

dielétricos. No entanto, devido às diferenças nas condições de contorno dos campos 

eletromagnéticos nas superfícies metálicas e dielétricas, não é possível excitar o 

modo TEM em materiais puramente dielétricos. 

As fibras de Bragg (BF – Bragg Fibers) caracterizam-se como uma ótima 

alternativa para a condução de sinais ópticos em guias de onda dielétricos ao 

mesmo tempo em que possibilitam a eliminação de problemas de absorção, 

O
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dispersão por modos de polarização e não linearidades, os quais são inerentes das 

fibras ópticas tradicionais. (OUYANG; XU; YARIV, 2001). 

O princípio básico presente na teoria das fibras de Bragg está nas grades de 

difração. Estas grades, também chamadas de redes de difração, define-se como um 

conjunto uniforme de pontos onde ocorre o espalhamento de ondas ópticas, com 

deslocamento de fase. (RAMASWAMI; SIVARAJAN; SASAKI, 2010).  

De acordo com o princípio de Huygens, citado em Lindell (1996), cada ponto 

de espalhamento representa uma fonte secundária de ondas esféricas. Estas ondas 

esféricas secundárias interferem entre si de forma construtiva ou destrutiva, 

dependendo da relação entre comprimentos de onda. A Figura 1-1 ilustra este 

fenômeno. Uma abordagem completa sobre o formalismo matemático empregado 

nas grades de difração pode ser encontrado em Hecht (2001) e em Ramaswami, 

Sivarajan e Sasaki (2010). 

 

Figura 1-1: Rede de difração1.  

A partir deste conceito de grades de difração, surgiu uma estrutura que, 

atualmente, é amplamente utilizada em sistemas de comunicações ópticas: a grade 

ou rede de difração de Bragg. Este nome provém do cientista William Henry Bragg, 

que junto com seu filho Lawrence, entre 1913 e 1914, realizou uma importante e 

                                                            
1 Disponível em <http://www.askamathematician.com>. Acesso em 13/10/2013. 
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Abertura 
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significativa pesquisa a respeito da análise de estruturas cristalinas por meio de  

raios-X. Por estes estudos, ambos receberam o prêmio Nobel em 19152. 

A Figura 1-2 contribui para a compreensão dos estudos realizados por William 

Bragg. Em suas pesquisas, constatou-se que, quando os raios-x são espalhados a 

partir de uma estrutura cristalina, os picos de intensidade na onda dispersada são 

observados mediante as seguintes condições: quando o ângulo de incidência é igual 

ao ângulo de espalhamento; e quando a diferença de comprimento da trajetória é 

igual a um número inteiro de comprimentos de onda. 

 

Figura 1-2: Lei de Bragg3.  

Portanto, a equação que descreve a lei de Bragg é dada por: 

ߣ݉  ൌ  ߠ݊݁ݏ2݀

 

(1-1)

Onde m é um inteiro (m = 1, 2, 3, ...), λ é o comprimento de onda dos raios 

incidentes e d é o espaçamento entre camadas atômicas no cristal. 

Considerando o caso de incidência perpendicular à grade (θ = π/2), 

utilizando-se a lei de Bragg é possível concluir que as reflexões ocorrerão apenas 

nos seguintes comprimentos de onda. (RAMASWAMI; SIVARAJAN; SASAKI, 2010): 

஻௥௔௚௚ߣ݉  ൌ 2݊௘௙௙Λ 

 

(1-2)

Onde Λ representa o período da grade de difração, e neff, o índice de refração efetivo 

do modo; m é um inteiro, que representa a ordem da difração de Bragg. 

                                                            
2 Biografia de Bragg. Disponível em <http://www.nobelprize.org>. Acesso em 13/10/2013. 
3 Disponível em < http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/quantum/bragg.html >. Acesso em 13/10/2013. 

Onda
Incidente

Onda
Difratada
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As grades de difração de Bragg em fibras ópticas foram originadas dos 

conceitos expostos anteriormente, as quais são obtidas com a introdução de uma 

variação periódica no índice de refração do núcleo da fibra, ao longo do seu 

comprimento. Neste caso, a luz incide perpendicularmente à grade. Na prática, a 

eficiência de reflexão diminui à medida que o comprimento de onda da onda 

incidente se afasta do comprimento de onda de Bragg. Assim, se vários 

comprimentos de onda são transmitidos em uma grade de Bragg, o comprimento de 

onda Bragg é refletido, enquanto que os outros comprimentos de onda são 

transmitidos. (RAMASWAMI; SIVARAJAN; SASAKI, 2010). 

A Figura 1-3 representa o funcionamento de uma grade de Bragg aplicada em 

uma seção do núcleo de uma fibra óptica. O período da grade de difração (Λ) deve 

ser projetado de tal forma a gerar a reflexão do comprimento de onda desejado. 

Como pode ser observado na figura, o espectro transmitido é exatamente o 

incidente subtraído do comprimento de onda refletido na grade de Bragg. 

 

Figura 1-3: Grade de Bragg em Fibra Óptica4.  

 

As grades de difração de Bragg possuem diversas aplicações em sistemas 

ópticos. Dentre eles, a extração e adição de canais WDM, filtros e compensadores 

de dispersão. (OUYANG; XU; YARIV, 2002). A abordagem completa das grades de 

difração de Bragg não faz parte do escopo desta dissertação. Entretanto, estes 
                                                            
4 Disponível em < http://spie.org >. Acesso em 13/10/2013. 

Núcleo Casca

Região com o índice de 
refração modificado
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conceitos apresentados formam a base do princípio de funcionamento de um guia 

de onda de Bragg, uma vez que estes mesmos fenômenos de difração e reflexão 

são utilizados para manter o confinamento dos modos transversais na propagação 

da onda no interior do núcleo da fibra. 

 

1.2 Guias de Onda de Bragg 

 

Os denominados guias de onda de Bragg consistem em um núcleo com baixo 

índice de refração, e uma casca cujo índice aumenta e diminui alternadamente. 

Entretanto, esta estrutura foi inicialmente proposta para um guia de onda plano, e 

apenas alguns anos depois o mesmo conceito foi utilizado para guias de onda 

cilíndricos. 

Considerando uma configuração de placas dielétricas, sabe-se que estes 

guias de onda ópticos são capazes de suportar modos confinados sem perdas, 

desde que o índice de refração da camada interna exceda os índices dos meios 

delimitadores. Esta condição é necessária para se obter uma constante de 

propagação transversal que corresponda a um desvanecimento do campo modal no 

meio circundante. 

A possibilidade de utilização da reflexão de Bragg a fim de obter uma 

propagação sem perdas em ambiente confinado, aplicado em placas com uma 

constante dielétrica mais baixa do que a dos meios circundantes, foi inicialmente 

proposta e analisada em Yeh e Yariv (1976). Tais situações surgem quando o meio 

interior é o ar, por exemplo. 

Na pesquisa realizada por Yeh e Yariv (1976), foi apresentado que, em 

princípio, uma propagação com menores perdas é possível quando as placas nas 

fronteiras possuem índices periódicos e maiores do que o meio de transmissão. A 

Figura 1-4 ilustra um guia de onda composto de um meio com baixo índice (neste 

caso, o ar) separando dois meios periódicos finitos, além de sua distribuição de 

campo. Nas análises realizadas nesta referência, constata-se que, para o completo 

decaimento da onda no meio delimitador, necessita-se de pelo menos 10 células 

com variações periódicas no índice.  
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Figura 1-4: Distribuição transversal de campo do modo fundamental de um típico guia de onda de Bragg. 

Estes estudos foram fundamentais para mostrar que guias de onda utilizando 

os princípios de reflexão de Bragg nas fronteiras podem suportar modos de 

propagação confinados e com baixas perdas, além de utilizar um núcleo com baixo 

índice de refração. A partir destes estudos, advieram as pesquisas com as Fibras de 

Bragg, que são o foco principal desta dissertação. 

 

1.3 Fibras Ópticas de Bragg 

 

O estudo da propagação de ondas eletromagnéticas em guias de ondas 

dielétricos simetricamente cilíndricos tornou-se cada vez mais importante na 

comunicação por fibras ópticas. Uma fibra dielétrica é capaz de suportar os modos 

confinados desde que o índice de refração do núcleo seja maior do que a da casca. 

Isso garante o decaimento evanescente do sinal óptico enquanto o raio tende para o 

infinito. E para efetuar a análise destas estruturas, é possível fazê-lo aplicando as 

funções seno e cosseno ou através das funções de Bessel – como feito em 

Kawanishi e Izutsu (2000) – de ambas as espécies.   
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às outras. A partir daí, elas combinam-se com a onda incidente e produzem uma 

onda estacionária que não se propaga através da estrutura. A Figura 1-8 ilustra esta 

situação. 

 

Figura 1-8: Comprimento de onda dentro da banda fotônica.  

Em um comprimento de onda fora da banda fotônica, ocorre o efeito 

apresentado na Figura 1-9. As ondas refletidas estão fora de fase, e 

consequentemente cancelam-se umas com as outras. Por consequência, a luz se 

propaga através da estrutura apenas com uma sutil atenuação. 

 

Figura 1-9: Comprimento de onda fora da banda fotônica.  

ANÉIS DE BRAGG1 ONDA INCIDENTE

2 ONDAS REFLETIDAS EM FASE

3 ONDA RESULTANTE

1 ONDA INCIDENTE

2 ONDAS REFLETIDAS FORA DE FASE

3 ONDA RESULTANTE



26 
 

Quando a fibra de Bragg está operando na banda fotônica, a intensidade do 

campo nos anéis decai exponencialmente, o que significa que o confinamento do 

campo pode ser aprimorado por meio da adição de novas camadas. Logo, a 

configuração ideal requer um número infinito de anéis. Isto implica que, em uma 

estrutura prática, com um número finito de camadas, todos os modos são, em algum 

grau, de fuga. Além disso, conforme citado em Doran e Blow (1983), as BF suportam 

uma quantidade infinita de modos, no qual todos possuem perdas. Entretanto, se em 

algum intervalo de frequências as perdas de um desses modos é significativamente 

menor que os demais, então a fibra é considerada, de fato, monomodo. (STERKE; 

BASSETT; STREET, 1994). 

Desta forma, uma vez satisfeitas as condições da banda fotônica, as BF 

tornam-se extremamente úteis, já que passam a apresentar-se como uma alternativa 

para as atuais transmissões em fibras ópticas na área das telecomunicações.  

Dentre as vantagens mais relevantes, estão a ausência de perdas por absorção, 

sendo possível reduzir a atenuação da fibra para valores abaixo de 0,2 dB/km (valor 

presente nas fibras de telecomunicações atuais) e a redução das não linearidades, 

tal como o Espalhamento Raman Estimulado (através do aumento da potência de 

limiar onde iniciam-se os efeitos não lineares), segundo Vienne et al (2003); além do 

controle da dispersão devido à condução da luz no núcleo de ar e à manipulação 

das regiões periódicas que formam os anéis da casca. (ABEELUCK et al, 2002). 

 

1.3.2 Metodologia de Análise das Fibras de Bragg 

 

Conforme já citado, as fibras de Bragg começaram a ser estudadas na 

década de 70. (YEH; YARIV, 1978). Desde então, a literatura sobre este tema tem 

sido vasta. Entre as inúmeras abordagens empregadas na análise das fibras de 

Bragg estão o método assintótico, citados em Xu e Yariv (2003) e por Xu et al 

(2002), Galerkin, citado em Guo e Albin (2004), método dos elementos finitos, citado 

em Cucinotta et al (2002), Uranus e Hoekstra (2004) e Brechet et al (1999) e o 

método da matriz de transferência, como em Guo e Albin (2004) e Argyros (2002). 

Para uma fibra de Bragg com núcleo oco, como a considerada neste trabalho, 

há perdas decorrentes dos modos de fuga, como comentado na seção anterior. 
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Portanto, a análise completa da dispersão destas estruturas se situa no plano 

complexo, tornando-a muito difícil.  

Para a solução deste problema da dispersão no plano complexo, este 

trabalho segue, de uma forma geral, a abordagem baseada na sub-rotina DZANLY, 

presente na biblioteca de rotinas matemáticas do IMSL Fortran, com base no 

método de Müller. Trata-se de uma generalização do Método da Secante, e consiste 

da aplicação de iterações a fim de obter os zeros de uma função complexa 

invariável.  (VNI, [199-?]). 

Um dos problemas que podem ocorrer ao aplicar o Método da Secante em 

polinômios é a possibilidade deste polinômio conter raízes complexas mesmo 

quando todos os coeficientes são números reais. Caso a aproximação inicial seja um 

número real, todas as aproximações subsequentes também serão números reais. 

Uma maneira de contornar este problema é começar com uma aproximação inicial 

complexa e realizar todos os cálculos utilizando aritmética complexa. Uma descrição 

mais detalhada do Método de Müller, além de sua comparação com o Método da 

Secante, pode ser encontrada em Burden e Faires (2009). 

Além do Método de Müller, este trabalho também abordará o Método da Falsa 

Posição (também conhecido como Regula Falsi). Este método gera aproximações 

tal como o método da Secante, mas inclui um teste para garantir que a raiz estará 

sempre incluída entre sucessivas iterações. (BURDEN; FAIRES, 2009). Um exemplo 

prático da aplicação desta técnica pode ser encontrado em Gardiol (1970). 

Sendo assim, utilizando as técnicas apresentadas, este trabalho apresenta 

uma estratégia para o cálculo, no plano complexo, da dispersão dos modos 

transversais TE0m e TM0m. Tal estratégia é também aplicada aos modos híbridos. 

Toda a formulação matemática utilizada a fim de obter as equações de dispersão 

dos modos serão apresentadas na próxima seção. 
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2 MODELO MATEMÁTICO 
 

esta seção, serão apresentadas as análises dos modos TM0m, TE0m, e HEMnm, 

as quais foram utilizadas para a modelagem das fibras de Bragg investigadas 

neste trabalho. 

Como o modo TE0m é dual do TM0m, ou vice versa, será desenvolvido apenas 

o formalismo do modo TM0m, já que o do modo TE0m é obtido a partir do primeiro 

pelo Teorema da Dualidade. (BALANIS, 1997). 

2.1 Modo TM0m 

2.1.1 Formalismo do Modo TM0m 

Considera-se a excitação temporal e(jwt), e portanto, a onda direta se expressa 

por e(-jβz). O eixo da BF é o da coordenada “z”. 

O modo TM0m, assim como o TE0m, são caracterizados por simetria angular 

n=0 (não há variação angular). Por conseguinte, os campos eletromagnéticos 

dependem unicamente das coordenadas r e z. 

A formulação do modo TM0m tem por base a componente longitudinal Ez (r,ϕ), 

que satisfaz a equação de Helmholtz no sistema de coordenada polar (r,ϕ,z). 

(COLLIN, 1979). Ou seja: 

௭೛ܧଶ׏  ൅ ݇௣ଶܧ௭೛ ൌ 0 

p = 0, 1, 2, 3, ... , N (regiões que compõem a BF, sendo p=0 a região do núcleo). 

 
1
ݎ
߲
ݎ߲
ቆ
߲ሺܧݎ௭೛ሻ

ݎ߲
ቇ ൅

1
ଶݎ

߲
ݎ߲
ቆ
߲ଶܧ௭೛
߲߮ଶ

ቇ ൅
߲ଶܧ௭೛
ଶݖ߲

൅݇௣ଶܧ௭೛ ൌ 0 (1)

Pelo método da separação das variáveis: 

,ݎ௭೛ሺܧ  ߮, ሻݖ ൌ ܴ௣ሺݎሻ߶௣ሺ߮ሻܼ௣ሺݖሻ (2)

Substituindo (2) em (1), tem-se a equação de Helmholtz que governa os três modos 

HEMnm, TE0m e TM0m. 

 
1
ݎ
݀
ݎ݀
൫ܴݎ௣ሺݎሻ൯ ൅

1
ଶݎ
݀ଶ߶௣ሺ߮ሻ
݀߮ଶ

൅
݀ଶܼ௣ሺݖሻ
ଶݖ݀

ൌ െ݇௣ଶ (3)

N
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A solução de (3) se expressa: 

 ܼሺݖሻ ൌ ݁ି௝ఉ௭; ߶ሺ߮ሻ ൌ ሼୱୣ୬ሺ௡ఝሻ
ୡ୭ୱሺ௡ఝሻ  (4)

Idênticas para todas as regiões dielétricas p = 0, 1, 2, 3, ... , N. 

O comportamento radial é regido pela equação de Bessel ordinária: 

 
1
ݎ
݀
ݎ݀
൬ݎ
ܴ݀௣
ݎ݀

൰ ൅ ൤்݇௣
ଶ െ ቀ

݊
ݎ
ቁ
ଶ
൨ ܴ௣ሺݎሻ ൌ 0 (5)

Sendo ்݇௣ o número de onda transversal da região p = 0, 1, 2, 3, ... , N. 

Onde ்݇௣
ଶ ൌ ݇௣

ଶ െ  ଶߚ

Substituindo (4) em (2), tem-se: 

,ݎ௭೛ሺܧ  ߮, ሻݖ ൌ ܴ௣ሺݎሻ ൜
cosሺ݊߮ሻ
senሺ݊߮ሻൠ ݁

ି௝ఉ௭ (6)

O campo longitudinal procurado é caracterizado pelas funções ordinárias de 

Bessel que solucionam a Eq. 5. São elas: 

,ݎሺܤ  ߮, ሻݖ ൌ ,ሻݎ௡ሺ்݇ܬ ௡ܻሺ்݇ݎሻ, ௡ܪ
ሺଵሻሺ்݇ݎሻ, ௡ܪ

ሺଶሻሺ்݇ݎሻ (7)

Por meio da Eq. 7, tem-se que o comportamento radial, do respectivo campo 

longitudinal, é constituído por uma onda estacionária circular, ܬ௡ሺ்݇ݎሻ, e outra que 

flui radialmente, propagando-se do núcleo para a região externa, ܪ௡
ሺଶሻሺ்݇ݎሻ. Logo, o 

campo longitudinal do modo TMnm, referente à região “p” da estrutura, será: 

,ݎ௭೛ሺܧ  ߮, ሻݖ ൌ ቀܣ௣ܬ௡൫்݇௣ݎ൯ ൅ ௡ܪ௣ܤ
ሺଶሻ൫்݇௣ݎ൯ቁ ൜

cosሺ݊߮ሻ
senሺ݊߮ሻൠ ݁

ି௝ఉ௭ (8)

Substituindo em (8) a função de Hankel de 2ª espécie pelas funções 

ordinárias de Bessel de 1ª e 2ª espécie, ܪ௡
ሺଶሻሺ்݇ݎሻ ൌ ሻݎ௡ሺ்݇ܬ െ ݆ ௡ܻሺ்݇ݎሻ, tem-se 

uma segunda expressão equivalente para o campo ܧ௭೛: 

,ݎ௭೛ሺܧ  ߮, ሻݖ ൌ ቀܣ௣ܬ௡൫்݇௣ݎ൯ ൅ ௣ܤ ௡ܻ൫்݇௣ݎ൯ቁ ൜
cosሺ݊߮ሻ
senሺ݊߮ሻൠ ݁

ି௝ఉ௭ (9)

O modo TM e TE não apresentam variações angulares, então, n=0. 

Portanto, o modo TM0m tem por base, em cada região dielétrica, o campo 

elétrico longitudinal ܧ௭೛ሺݎ,  .ሻݖ
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,ݎ௭ሺܧ  ሻݖ ൌ ଴ܪேܣൣ
ሺଵሻሺ்݇ேݎሻ ൅ ଴ܪேܤ

ሺଶሻሺ்݇ேݎሻ൧݁ି௝ఉ௭ (11.2)

Sendo implícito que AN = 0. 

,ݎሬԦ்௟ሺܧ  ሻݖ ൌ
െ݆ߚ

݇௟
ଶ ,ݎ௓௟ሺܧ்׏ ሻ (11.3)ݖ

,ݎሬሬԦ்௟ሺܪ  ሻݖ ൌ
െ݆ߝݓ଴ߟ௟ଶ

݇௟
ଶ ሺݖԦ ∧ ௓௟ሻ (11.4)ܧ்׏

Onde ்׏ൌ
డ

డ௥
 Ԧ, já queݎ

డ

డఝ
ൌ 0. 

 ்݇௟
ଶ ൌ ൫݇௟

ଶ െ ଶ൯ߚ ൌ ݇଴
ଶ൫ߟ௟ଶ െ ௘௙ଶ൯ (12.1)ߟ

 

 
௟ଶߟ଴ߝݓ

݇௟
ଶ ൌ ൬

଴ߝݓ
݇଴

൰
௟ଶߟ

݇଴൫ߟ௟ଶ െ ௘௙ଶ൯ߟ
ൌ

௟ଶߟ

ܼ଴݇଴൫ߟ௟ଶ െ ௘௙ଶ൯ߟ
 (12.2)

Onde Z0 = 120π. 

 

2.1.2 Campos Eletromagnéticos do Modo TM0m 

 

As componentes dos campos elétrico e magnético referentes ao modo TM0m são 

obtidas pelas Eqs. (11) e (12). 

Para as regiões internas (0 ≤ ≤ (N-1)): 

,ݎ௓௟ሺܧ  ሻݖ ൌ ሾܣ௟ܬ଴ሺ݇௟ݎሻ ൅ ௟ܤ ଴ܻሺ݇௟ݎሻሿ݁ି௝ఉ௭ (13.1)

 

,ݎ௥௟ሺܧ  ሻݖ ൌ
ߚ݆
݇௟
ሾܣ௟ܬଵሺ݇௟ݎሻ ൅ ௟ܤ ଵܻሺ݇௟ݎሻሿ݁ି௝ఉ௭ (13.2)

 

 
,ݎఝ௟ሺܪ ሻݖ ൌ

௟ଶߟ݆

ܼ଴ට൫ߟ௟ଶ െ ௘௙ଶ൯ߟ
ሾܣ௟ܬଵሺ݇௟ݎሻ ൅ ௟ܤ ଵܻሺ݇௟ݎሻሿ݁ି௝ఉ௭ (13.3)

 

Hz = Hr = Eϕ = 0. No núcleo,  = 0 e implícito B0 = 0. 
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Para a região externa ( = N): 

,ݎ௓ேሺܧ  ሻݖ ൌ ଴ܪேܣൣ
ሺଵሻሺ݇ேݎሻ ൅ ଴ܪேܤ

ሺଶሻሺ݇ேݎሻ൧݁ି௝ఉ௭ (13.4)

 

,ݎ௥௟ሺܧ  ሻݖ ൌ
ߚ݆
݇௟
ଵܪேܣൣ

ሺଵሻሺ݇ேݎሻ ൅ ଵܪேܤ
ሺଶሻሺ݇ேݎሻ൧݁ି௝ఉ௭ (13.5)

 

 
,ݎఝ௟ሺܪ ሻݖ ൌ

ேଶߟ݆

ܼ଴ට൫ߟேଶ െ ௘௙ଶ൯ߟ
ଵܪேܣൣ

ሺଵሻሺ݇ேݎሻ ൅ ଵܪேܤ
ሺଶሻሺ݇ேݎሻ൧݁ି௝ఉ௭ (13.6)

Sendo implícito AN = 0. 

Nas Eqs. 13, foi utilizada a identidade: ܬ଴
ᇱሺ்݇௟ݎሻ ൌ െܬଵሺ்݇௟ݎሻ 

Definem-se: 

்݇௟ ൌ ݇଴ට൫ߟ௟ଶ െ ௘௙ߟ :௘௙ଶ൯, ondeߟ ൌ ܴ݈݁ܽ൫ߟ௘௙൯ െ  ௘௙ሻߟሺ݉ܫ݆

Logo: 
௪ఌబఎ೗మ

௞೗
ൌ ቀ

௪ఌబ
௞బ
ቁ

ఎ೗మ

ට൫ఎ೗మିఎ೐೑మ൯
ൌ

ఎ೗మ

௓బට൫ఎ೗మିఎ೐೑మ൯
 

As componentes dos campos elétrico e magnético que satisfazem as 

condições nas respectivas fronteiras, Ez e Hϕ, são, pelas Eqs 13, expressas 

matricialmente conforme indicado a seguir. 

Para as regiões internas (0 ≤ ≤ (N-1)): 

 ൬
௭௟ܧ
ఝ௟ܪ

൰ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ

ሻݎ଴ሺ݇௟ܬ ଴ܻሺ݇௟ݎሻ
௟ଶߟ݆

ܼ଴ට൫ߟ௟ଶ െ ௘௙ଶ൯ߟ
ሻݎଵሺ݇௟ܬ

௟ଶߟ݆

ܼ଴ට൫ߟ௟ଶ െ ௘௙ଶ൯ߟ
ଵܻሺ݇௟ݎሻ

ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې
൬
௟ܣ
௟ܤ
൰ (14)

 

 

 



33 
 

 

 

Para a região externa ( = N): 

 ൬
௭ேܧ
ఝேܪ

൰ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ ଴ܪ

ሺଵሻሺ݇ேݎሻ ଴ܪ
ሺଶሻሺ݇ேݎሻ

ேଶߟ݆

ܼ଴ට൫ߟேଶ െ ௘௙ଶ൯ߟ
ଵܪ

ሺଵሻሺ݇ேݎሻ
ேଶߟ݆

ܼ଴ට൫ߟேଶ െ ௘௙ଶ൯ߟ
ଵܪ

ሺଶሻሺ݇ேݎሻ

ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

൬
ேܣ
ேܤ
൰ (15)

 

Para simplificar, as respectivas matrizes serão referenciadas por: 

Para as regiões internas (0 ≤  ≤ (N-1); r1 ≤ r ≤ r(N-1)): 

 ݉ሾ݈ሿሺ௥ሻ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ

ሻݎ଴ሺ݇௟ܬ ଴ܻሺ݇௟ݎሻ
௟ଶߟ݆

ܼ଴ට൫ߟ௟ଶ െ ௘௙ଶ൯ߟ
ሻݎଵሺ݇௟ܬ

௟ଶߟ݆

ܼ଴ට൫ߟ௟ଶ െ ௘௙ଶ൯ߟ
ଵܻሺ݇௟ݎሻ

ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې
 (16)

 

Logo: ൬
௭௟ܧ
ఝ௟ܪ

൰ ൌ ݉ሾ݈ሿሺ௥ሻ ൬
௟ܣ
௟ܤ
൰ 

Na região do núcleo, é subentendido que B0 = 0. 

Para a região externa ( = N; r ≥ rN): 

 ݉ሾܰሿሺ௥ሻ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ ଴ܪ

ሺଵሻሺ݇ேݎሻ ଴ܪ
ሺଶሻሺ݇ேݎሻ

ேଶߟ݆

ܼ଴ට൫ߟேଶ െ ௘௙ଶ൯ߟ
ଵܪ

ሺଵሻሺ݇ேݎሻ
ேଶߟ݆

ܼ଴ට൫ߟேଶ െ ௘௙ଶ൯ߟ
ଵܪ

ሺଶሻሺ݇ேݎሻ

ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 (17)

 

Portanto: ൬
௭ேܧ
ఝேܪ

൰ ൌ ݉ሾܰሿሺ௥ሻ ൬
ேܣ
ேܤ
൰ 

Sendo implícito AN = 0. 

Nas Eqs. 14 e 15, foi omitido o fator e(-jβz). 
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Pela Eq. 19 pode-se encontrar os coeficientes da região mais afastada do 

núcleo em função da anterior, ou vice-versa. 

Considerando a fronteira r = r: 

 ൬
௟ܣ
௟ܤ
൰ ൌ ൫݉ሾ݈ሿሺ௥ୀ௥೗ሻ൯

ିଵ
݉ሾ݈ െ 1ሿሺ௥ୀ௥೗ሻ ൬

ሺ௟ିଵሻܣ
ሺ௟ିଵሻܤ

൰ (20)

 

Pela Eq. 14 temos ൫݉ሾ݈ሿሺ௥ୀ௥೗ሻ൯
ିଵ
ൌ ቎

௟ሻݎ଴ሺ݇௟ܬ ଴ܻሺ݇௟ݎ௟ሻ
௝ఎ೗మ

௓బට൫ఎ೗మିఎ೐೑మ൯
௟ሻݎଵሺ݇௟ܬ

௝ఎ೗మ

௓బට൫ఎ೗మିఎ೐೑మ൯
ଵܻሺ݇௟ݎ௟ሻ቏

ିଵ

 

Portanto; 

 ൫݉ሾ݈ሿሺ௥ୀ௥೗ሻ൯
ିଵ
ൌ ൬

െߨሺ݇௟ݎ௟ሻ
2

൰

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

ଵܻሺ݇௟ݎ௟ሻ
݆ܼ଴ට൫ߟ௟ଶ െ ௘௙ଶ൯ߟ

௟ଶߟ
଴ܻሺ݇௟ݎ௟ሻ

െܬଵሺ݇௟ݎ௟ሻ
െ݆ܼ଴ට൫ߟ௟ଶ െ ௘௙ଶ൯ߟ

௟ଶߟ
ے௟ሻݎ଴ሺ݇௟ܬ

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 (21)

Na Eq. 21, utilizou-se o Wronskian W(J,Y), conforme Hartman (1964): 

ሻݖ௏ାଵሺܬ ௏ܻሺݖሻ െ ሻݖ௏ሺܬ ௏ܻାଵሺݖሻ ൌ
2
ݖߨ

 

ሻݖଵሺܬ ଴ܻሺݖሻ െ ሻݖ଴ሺܬ ଵܻሺݖሻ ൌ
2
ݖߨ

 

Ou seja, na Eq. 21: 
ଵ

௃బሺ௞೗௥೗ሻ௒భሺ௞೗௥೗ሻି௒బሺ௞೗௥೗ሻ௃భሺ௞೗௥೗ሻ
ൌ

గሺ௞೗௥೗ሻ

ିଶ
 

Substituindo as Eqs. 21 e 14 em 20, tem-se a matriz que relaciona os 

coeficientes entre as duas regiões fronteiriças a r = r. 

 ൬
௟ܣ
௟ܤ
൰ ൌ ݉ሾሺ݈ሻ, ሺ݈ െ 1ሻሿሺ௥ୀ௥೗ሻ ൬

ሺ௟ିଵሻܣ
ሺ௟ିଵሻܤ

൰ (22)

A matriz ࢓ሾሺ࢒ሻ, ሺ࢒ െ ૚ሻሿሺ࢘ୀ࢘࢒ሻ é conhecida por matriz de transferência entre as regiões  

[(), ( -1)] em r = r. 

Para simplificar a representação da matriz de transmissão na Eq. 22, definem-se: 
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ߜ ൌ ሺ݈ െ 1ሻ ߟఋ ൌ  ሺ௟ିଵሻߟ

଴ఋܬ ൌ ௟ሻ െݎఋሺ݇ఋܬ ଴ܻఋ ൌ ଴ܻሺ݇ఋ,  ௟ሻݎ

ଵ௟ܬ ൌ ,ଵሺ݇௟ܬ ௟ሻ ଵܻ௟ݎ ൌ ଵܻሺ݇௟,  ௟ሻݎ

൬
݇௟
݇ఋ
൰ ൌ ඨ

൫ߟ௟ଶ െ ௘௙ଶ൯ߟ

൫ߟሺ௟ିଵሻଶ െ ௘௙ଶ൯ߟ
 

 

Então: 

݉ሾ݈, ሿሺ௥ୀ௥೗ሻߜ ൌ ൬
െߨሺ݇௟ݎ௟ሻ

2
൰

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ ଴ఋܬ ଵܻ௟ െ ൬

݇௟
݇ఋ
൰ ൬
ఋߟ
௟ߟ
൰
ଶ
ଵఋܬ ଴ܻ௟ ଴ܻఋ ଵܻ௟ െ ൬

݇௟
݇ఋ
൰ ൬
ఋߟ
௟ߟ
൰
ଶ

ଵܻఋ ଴ܻ௟

െܬ଴ఋܬଵ௟ ൅ ൬
݇௟
݇ఋ
൰ ൬
ఋߟ
௟ߟ
൰
ଶ
଴௟ܬଵఋܬ െ ଴ܻఋܬଵ௟ ൅ ൬

݇௟
݇ఋ
൰ ൬
ఋߟ
௟ߟ
൰
ଶ

ଵܻఋܬ଴௟ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې
 (23)

 

A matriz de transmissão na Eq. 23 é reescrita mais detalhadamente da seguinte 

forma: 

 ݉ሾ݈, ሺ݈ െ 1ሻሿሺ௥ୀ௥೗ሻ ൌ ൬
െߨሺ݇௟ݎ௟ሻ

2
൰ ൤
݉ଵଵሺݎ௟ሻ ݉ଵଶሺݎ௟ሻ
݉ଶଵሺݎ௟ሻ ݉ଶଶሺݎ௟ሻ

൨ (24)

Sendo: 

 

݉ଵଵሺݎ௟ሻ ൌ ,଴ሺ݇௟ିଵܬ ௟ሻݎ ଵܻሺ݇௟, ௟ሻݎ െ ൬
݇௟
݇௟ିଵ

൰ ൬
௟ିଵߟ
௟ߟ

൰
ଶ

,ଵሺ݇௟ିଵܬ ௟ሻݎ ଴ܻሺ݇௟,  ௟ሻݎ

݉ଵଶሺݎ௟ሻ ൌ ଴ܻሺ݇௟ିଵ, ௟ሻݎ ଵܻሺ݇௟, ௟ሻݎ െ ൬
݇௟
݇௟ିଵ

൰ ൬
௟ିଵߟ
௟ߟ

൰
ଶ

ଵܻሺ݇௟ିଵ, ௟ሻݎ ଴ܻሺ݇௟,  ௟ሻݎ

݉ଶଵሺݎ௟ሻ ൌ െܬ଴ሺ݇௟ିଵ, ,ଵሺ݇௟ܬ௟ሻݎ ௟ሻݎ ൅ ൬
݇௟
݇௟ିଵ

൰ ൬
௟ିଵߟ
௟ߟ

൰
ଶ

,ଵሺ݇௟ିଵܬ ,଴ሺ݇௟ܬ௟ሻݎ  ௟ሻݎ

݉ଶଶሺݎ௟ሻ ൌ െ ଴ܻሺ݇௟ିଵ, ,ଵሺ݇௟ܬ௟ሻݎ ௟ሻݎ ൅ ൬
݇௟
݇௟ିଵ

൰ ൬
௟ିଵߟ
௟ߟ

൰
ଶ

ଵܻሺ݇௟ିଵ, ,଴ሺ݇௟ܬ௟ሻݎ  ௟ሻݎ

(25)

2.1.3.2 Fronteira Externa (r = rN) 

 

O relacionamento dos coeficientes da região externa (p = N) e os do último 

dielétrico da célula de Bragg (p = N-1) é obtido adaptando-se as componentes 

(Ez,Hϕ) de ambas as regiões, na fronteira r = rN. 

A Eq. 18 em r = rN se expressa: 



37 
 

 ቆ
௭ሺேିଵሻܧ
ఝሺேିଵሻܪ

ቇ
ሺ௥ୀ௥ಿሻ

ൌ ቆ
௭ேܧ
ఝேܪ

ቇ
ሺ௥ୀ௥ಿሻ

 (26)

Substituindo as Eqs. 16 e 17 na Eq. 26: 

 ൬
ேܣ
ேܤ
൰ ൌ ൫݉ሾܰሿሺ௥ୀ௥ಿሻ൯

ିଵ
݉ሾܰ െ 1ሿሺ௥ୀ௥ಿሻ ൬

ሺேିଵሻܣ
ሺேିଵሻܤ

൰ (27)

 

Onde ݉ሾܰሿሺ௥ୀ௥ಿሻ é a Eq. 17, e ݉ሾܰെ1ሿሺ௥ୀ௥ಿሻ é a Eq. 16, da seguinte forma: 

൫݉ሾܰሿሺ௥ୀ௥ಿሻ൯
ିଵ
ൌ ൦

଴ܪ
ሺଵሻሺ݇ேݎேሻ ଴ܪ

ሺଶሻሺ݇ேݎேሻ
௝ఎಿమ

௓బට൫ఎಿమିఎ೐೑మ൯
ଵܪ

ሺଵሻሺ݇ேݎேሻ
௝ఎಿమ

௓బට൫ఎಿమିఎ೐೑మ൯
ଵܪ

ሺଶሻሺ݇ேݎேሻ൪

ିଵ

. 

onde: 

 ൫݉ሾܰሿሺ௥ୀ௥ಿሻ൯
ିଵ

ൌ ൬
െ݆ߨሺ݇ேݎேሻ

4
൰

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ଵܪ

ሺଶሻሺ݇ேݎேሻ
݆ܼ଴ට൫ߟேଶ െ ௘௙ଶ൯ߟ

ேଶߟ
଴ܪ

ሺଶሻሺ݇ேݎேሻ

െܪଵ
ሺଵሻሺ݇ேݎேሻ

െ݆ܼ଴ට൫ߟேଶ െ ௘௙ଶ൯ߟ

ேଶߟ
଴ܪ

ሺଵሻሺ݇ேݎேሻے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 (28)

Na Eq. 28, usou-se o Wronskian W(H0,H1). 

௏ାଵܪ
ሺଵሻሺݖሻܪ௏

ሺଶሻሺݖሻ െ ௏ାଵܪ
ሺଶሻሺݖሻܪ௏

ሺଵሻሺݖሻ ൌ െ
4݆
ݖߨ

 

ଵܪ
ሺଵሻሺݖሻܪ଴

ሺଶሻሺݖሻ െ ଵܪ
ሺଶሻሺݖሻܪ଴

ሺଵሻሺݖሻ ൌ െ
4݆
ݖߨ

 

Então: 
ଵ

ுభ
ሺభሻሺ௓ሻுబ

ሺమሻሺ௓ሻିுబ
ሺభሻሺ௓ሻுభ

ሺమሻሺ௓ሻ
ൌ

గ௭

ସ௝
ൌ െ

௝గ௭

ସ
 

Substituindo as Eqs. 28 e 16 na Eq. 20, tem-se a matriz de transmissão em r = rN. 

 ൬
ேܣ
ேܤ
൰ ൌ ൫݉ሾܰ, ሺܰ െ 1ሻሿሺ௥ୀ௥ಿሻ൯ ൬

ሺேିଵሻܣ
ሺேିଵሻܤ

൰ (29)

Para simplificar a representação da matriz de transmissão, Eq. 29, definem-se: 

ݍ  ൌ ሺܰ െ 1ሻ ߟ௤ ൌ  ሺேିଵሻߟ

଴௤ܬ (30) ൌ ଵ௤ܬ ேሻݎ଴ሺ݇ேିଵܬ ൌ ,ଵሺ݇ேିଵܬ  ேሻݎ

 ଴ܻ௤ ൌ ଴ܻሺ݇ேିଵ, ேሻ ଵܻ௤ݎ ൌ ଵܻሺ݇ேିଵ,  ேሻݎ
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଴ேܪ 
ሺଵሻ ൌ ଴ܪ

ሺଵሻሺ݇ே, ଵேܪ ேሻݎ
ሺଵሻ ൌ ଵܪ

ሺଵሻሺ݇ே,  ேሻݎ

଴ேܪ 
ሺଶሻ ൌ ଴ܪ

ሺଶሻሺ݇ே, ଵேܪ ேሻݎ
ሺଶሻ ൌ ଵܪ

ሺଶሻሺ݇ே,  ேሻݎ

 

 

Pelas Eqs. 27 e 29, temos: 

 ൫݉ሾܰ, ሺܰ െ 1ሻሿሺ௥ୀ௥ಿሻ൯ ൌ ൫݉ሾܰሿሺ௥ୀ௥ಿሻ൯
ିଵ
݉ሾܰ െ 1ሿሺ௥ୀ௥ಿሻ (31)

 

Substituindo as Eq. 28 e 16 na Eq. 31, e considerando as notações abreviadas nas 

Eqs. 30: 

൫݉ሾܰ,ܰ െ 1ሿሺ௥ୀ௥ಿሻ൯ ൌ ൬
െ݆ߨሺ݇ேݎேሻ

4
൰

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ଵேܪ

ሺଶሻ
݆ܼ଴ට൫ߟேଶ െ ௘௙ଶ൯ߟ

ேଶߟ
଴ேܪ

ሺଶሻ

െܪଵே
ሺଵሻ

െ݆ܼ଴ට൫ߟேଶ െ ௘௙ଶ൯ߟ

ேଶߟ
଴ேܪ

ሺଵሻ

ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ

଴௤ܬ ଴ܻ௤

ۉ

ۇ ݆ሺߟேିଵሻଶܬଵ௤

ܼ଴ට൫ߟேିଵଶ െ ی௘௙ଶ൯ߟ

ۊ

ۉ

ۇ ݆ሺߟேିଵሻଶ ଵܻ௤

ܼ଴ට൫ߟேିଵଶ െ ی௘௙ଶ൯ߟ

ۊ

ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 (32)

Portanto, a matriz de transmissão ݉ሾܰ, ሺܰ െ 1ሻሿሺ௥ୀ௥ಿሻ, na Eq. 29, é escrita da 

seguinte forma: 

ሾܰ, ሺܰ െ 1ሻሿሺ௥ୀ௥ಿሻ ൌ ൬
െ݆ߨሺ݇ேݎேሻ

4
൰

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ ଵேܪ଴௤ܬ

ሺଶሻ െ ൬
݇ே
݇ேିଵ

൰ ൬
ேିଵߟ
ேߟ

൰
ଶ

଴ேܪଵ௤ܬ
ሺଶሻ

଴ܻ௤ܪଵே
ሺଶሻ െ ൬

݇ே
݇ேିଵ

൰ ൬
ேିଵߟ
ேߟ

൰
ଶ

ଵܻ௤ܪ଴ே
ሺଶሻ

െܬ଴௤ܪଵே
ሺଵሻ ൅ ൬

݇ே
݇ேିଵ

൰ ൬
ேିଵߟ
ேߟ

൰
ଶ

଴ேܪଵ௤ܬ
ሺଵሻ െ ଴ܻ௤ܪଵே

ሺଵሻ ൅ ൬
݇ே
݇ேିଵ

൰ ൬
ேିଵߟ
ேߟ

൰
ଶ

ଵܻ௤ܪ଴ே
ሺଵሻ

ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې
 (33)

 

Onde: q = (N – 1) e ቀ ࡺ࢑
ష૚ࡺ࢑

ቁ ൌ ට
൫ࡺࣁ૛ିࢌࢋࣁ૛൯

൫ࡺࣁష૚૛ିࢌࢋࣁ૛൯
 

 

A matriz de transmissão é reescrita mais detalhadamente: 

 ൫݉ሾܰ, ሺܰ െ 1ሻሿሺ௥ୀ௥ಿሻ൯ ൌ ൬
െ݆ߨሺ݇ேݎேሻ

4
൰ ൤
݉ଵଵሺݎேሻ ݉ଵଶሺݎேሻ
݉ଶଵሺݎேሻ ݉ଶଶሺݎேሻ

൨ (34)

Sendo: 

݉ଵଵሺݎேሻ ൌ ,଴ሺ݇ேିଵܬ ଵܪேሻݎ
ሺଶሻሺ݇ே, ேሻݎ െ ൬

݇ே
݇ேିଵ

൰ ൬
ேିଵߟ
ேߟ

൰
ଶ
,ଵሺ݇ேିଵܬ ଴ܪேሻݎ

ሺଶሻሺ݇ே,  ேሻݎ

݉ଵଶሺݎேሻ ൌ ଴ܻሺ݇ேିଵ, ଵܪேሻݎ
ሺଶሻሺ݇ே, ேሻݎ െ ൬

݇ே
݇ேିଵ

൰ ൬
ேିଵߟ
ேߟ

൰
ଶ

ଵܻሺ݇ேିଵ, ଴ܪேሻݎ
ሺଶሻሺ݇ே,  ேሻݎ

(35)
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݉ଶଵሺݎேሻ ൌ െܬ଴ሺ݇ேିଵ, ଵܪேሻݎ
ሺଵሻሺ݇ே, ேሻݎ ൅ ൬

݇ே
݇ேିଵ

൰ ൬
ேିଵߟ
ேߟ

൰
ଶ
,ଵሺ݇ேିଵܬ ଴ܪேሻݎ

ሺଵሻሺ݇ே,  ேሻݎ

݉ଶଶሺݎேሻ ൌ െ ଴ܻሺ݇ேିଵ, ଵܪேሻݎ
ሺଵሻሺ݇ே, ேሻݎ ൅ ൬

݇ே
݇ேିଵ

൰ ൬
ேିଵߟ
ேߟ

൰
ଶ

ଵܻሺ݇ேିଵ, ଴ܪேሻݎ
ሺଵሻሺ݇ே,  ேሻݎ

 

2.1.4 Equação de Dispersão dos Modos TM0m 

 

A equação de dispersão dos modos TM0m é obtida relacionando-se os 

coeficientes da região externa (AN, BN) aos do núcleo (A0, B0). 

Consideremos uma BF constituída por N regiões, mais o núcleo (p = 0), 

portanto N fronteiras, tal como a Figura 2-2. A interdependência entre os coeficientes 

dos campos da região externa (AN, BN) e os do núcleo (A0, B0) é estabelecida pelos 

produtos sequenciais das matrizes de transmissão da fronteira externa (rN) até a que 

limita o núcleo (r1), ou seja: 

 ൬
ேܣ
ேܤ
൰ ൌ ݉ሾ0,ܰሿ ൬

଴ܣ
଴ܤ
൰ (36)

Onde: 

݉ሾ0,ܰሿ ൌ ݉ሾܰ, ሺܰ െ 1ሻሿሺ௥ୀ௥ಿሻ ∙ ݉ሾሺܰ െ 1ሻ, ሺܰ െ 2ሻሿሺ௥ୀ௥ಿషభሻ …݉ሾ2,1ሿሺ௥ୀ௥మሻ ∙ ݉ሾ1,0ሿሺ௥ୀ௥భሻ (37)

 

A matriz ݉ሾܰ, ሺܰ െ 1ሻሿሺ௥ୀ௥ಿሻ é calculada pelas Eqs. 34 e 35. As demais são obtidas 

pelas Eqs. 24 e 25. 

A Eq. 37 estabelece a relação entre os coeficientes dos campos das regiões 

limítrofes da BF (externa e núcleo). Substituindo-a na Eq. 36, tem-se: 

 ൬
ேܣ
ேܤ
൰ ൌ ൤

்݉ெሺ1,1ሻ ்݉ெሺ1,2ሻ
்݉ெሺ2,1ሻ ்݉ெሺ2,2ሻ

൨ ൬
଴ܣ
଴ܤ
൰ (38)

 

A Eq. 38 se desacopla, já que, na região externa, AN = 0, e no núcleo, B0 = 0. 

Considerando-se estas hipóteses na Eq.38, obtém-se duas expressões 

independentes: 

 0 ൌ ்݉ெሺ1,1ሻܣ଴ (39)
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ேܤ  ൌ ்݉ெሺ2,1ሻܣ଴ (40)

 

 

A Eq. 39 é a equação de dispersão dos modos TM0m, pois sua solução exige o 

cálculo da função ்ܨெ, descrita abaixo: 

 ்݉ெ ൌ 0 		 ⇒ ,ெ൫݇଴்ܨ ௘௙ሺ݇଴ሻ൯ߟ ൌ 0 (41)

 

2.1.5 Representação das Componentes (Ez,Hφ) do Modo TM0m 

 

As componentes (Ez,Hϕ) exigem muita atenção na análise das BF, pois estas 

são as responsáveis pelo vetor de Poynting radial. A dissipação da potência que flui 

ao longo da estrutura relaciona-se à constante de atenuação pelo termo imaginário 

do índice efetivo dos respectivos modos TM0m, conforme descrito na expressão 

abaixo:  

௘௙ߟ ൌ ܴ݈݁ܽ൫ߟ௘௙൯ െ  ௘௙൯ߟ൫݃ܽ݉ܫ݆

A representação das referidas componentes em função do raio transversal da 

BF são descritas pelas Eqs. 13, considerando que ݆ ൌ ݁௝
ഏ
మ. 

Para a região do núcleo (0 ≤ r ≤ ࢘૚,  = 0): 

 

,ݎ௓଴ሺܧ ሻݖ ൌ  ሻ݁ି௝ఉ௭ݎ଴ሺ݇଴ܬ଴ܣ

,ݎఝ଴ሺܪ ሻݖ ൌ

ۉ

ۇ ଴ଶߟ

ܼ଴ට൫ߟ଴ଶ െ ی௘௙ଶ൯ߟ

ሻ݁ݎଵሺ݇଴ܬ଴ܣۊ
ି௝ቀఉ௭ିగଶቁ 

(42)

 

Para as regiões internas à BF (࢘૚ ≤ r ≤ ࢘1 ,ࡺ ≤  ≤ (N-1)): 

,ݎ௓௟ሺܧ  ሻݖ ൌ ൫ܣ௟ܬ଴ሺ݇௟ݎሻ ൅ ௟ܤ ଴ܻሺ݇௟ݎሻ൯݁ି௝ఉ௭ (43)
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,ݎఝ௟ሺܪ ሻݖ ൌ

ۉ

ۇ ௟ଶߟ

ܼ଴ට൫ߟ௟ଶ െ ی௘௙ଶ൯ߟ

ሻݎଵሺ݇௟ܬ௟ܣ൫ۊ ൅ ௟ܤ ଵܻሺ݇௟ݎሻ൯݁
ି௝ቀఉ௭ିగଶቁ 

 

 

 

Para as regiões externas (r ≥ ࢘ࡺ,  = N, AN = 0): 

 

,ݎ௓ேሺܧ ሻݖ ൌ ଴ܪேܤ
ሺଶሻሺ݇ேݎሻ݁ି௝ఉ௭ 

,ݎఝேሺܪ ሻݖ ൌ

ۉ

ۇ ேଶߟ

ܼ଴ට൫ߟேଶ െ ی௘௙ଶ൯ߟ

ଵܪேܤۊ
ሺଶሻሺ݇ேݎሻ݁

ି௝ቀఉ௭ିగଶቁ 
(44)

Desta forma, a representação das respectivas componentes (Ez,Hϕ) são 

descritos a partir do cálculo dos coeficientes (A, B) das regiões explicitadas nas 

Eqs. 42, 43 e 44. 

Há dois enfoques para se calcular estes coeficientes. Estipula-se, no núcleo, 

A0 = 1, caracterizando gráficos normalizados. 

 

2.1.5.1 Primeiro Enfoque 

 

Parte-se do núcleo em direção à região externa, seguindo os passos 

apresentados a seguir. 

 Primeiro Passo: No núcleo (0 ≤ r ≤࢘૚, A0 = 1, B0 = 0), as componentes (Ez,Hϕ) são 

descritas pelas Eqs. 42. 

 Segundo Passo: Nas regiões fronteiriças ao núcleo (࢘૚≤ r ≤ ࢘૛,  = 1), os 

coeficientes da região contígua ao núcleo são obtidos pela matriz de transmissão 

da fronteira r = r1 (Eqs. 22, 24 e 25) e pelos coeficientes do núcleo (A0 = 1, B0 = 

0), da seguinte forma: 
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൬
ଵܣ
ଵܤ
൰ ൌ ்݉ெሾሺ݈ ൌ 1ሻ, ሺ݈ ൌ 0ሻሿሺ௥ୀ௥೗ሻ ቀ

1
0
ቁ 

Os coeficientes (A1, B1) são calculados, e as componentes (Ez1,Hϕ1) em  

(࢘૚ ≤ r ≤ ࢘૛) serão descritas pelas Eqs. 43. 

 Terceiro Passo: Nas regiões Internas à BF ((࢘૛≤ r ≤࢘ିࡺ૚), 2 ≤  ≤ (N - 1)), os 

coeficientes (A, B) são calculados sequencialmente pelas Eqs. 22, 24 e 25, e os 

coeficientes da região anterior (A-1, B-1) serão dados por: 

൬
௟ܣ
௟ܤ
൰ ൌ ்݉ெሾሺ݈ሻ, ሺ݈ െ 1ሻሿሺ௥ୀ௥೗ሻ ൬

௟ିଵܣ
௟ିଵܤ

൰ 

Conhecendo-se (A, B), as componentes (Ez,Hϕ) em (࢘࢒ ≤ r ≤ ࢘࢒ା૚) são descritas 

graficamente pelas Eqs. 43. 

 Quarto Passo: Nas regiões externas (r ≥ ࢘ࡺ,  = N, AN = 0), as componentes 

(EzN,HϕN) em r ≥ rN são descritas graficamente pelas Eqs. 44, a partir do cálculo 

do coeficiente BN, pois AN = 0. O coeficiente é encontrado pela matriz de 

transmissão ்݉ெሾሺܰሻ, ሺܰ െ 1ሻሿሺ௥ୀ௥ಿሻ, nas Eqs. 29, 34 e 35, da seguinte forma: 

൬
0
ேܤ
൰ ൌ ்݉ெሾሺܰሻ, ሺܰ െ 1ሻሿሺ௥ୀ௥ಿሻ ൬

ேିଵܣ
ேିଵܤ

൰ 

 

2.1.5.2 Segundo Enfoque 

 

Parte-se da região externa em direção ao núcleo. 

Pela hipótese da normalização dos gráficos, A0 = 1, e pela Eq. 40, tem-se o 

coeficiente da região externa: ܤே ൌ ்݉ெሺ2,1ሻ. 

As componentes (EzN,HϕN) são descritas pela Eq. 44. 

Na região fronteiriça à região externa ((࢘ିࡺ૚ ≤ r ≤ ࢘ࡺ),  = (N - 1)), utilizando o 

mesmo raciocínio do primeiro enfoque, as componentes (Ez,Hϕ) são descritas pelas 

Eqs. 43 e 44, e os coeficientes são descritos pela inversa da matriz de transmissão 

்݉ெሾሺܰሻ, ሺܰ െ 1ሻሿሺ௥ୀ௥ಿሻ, nas Eqs. 22, 24 e 25. Ou seja: 
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൬
ேିଵܣ
ேିଵܤ

൰ ൌ ൣ்݉ெሾሺܰሻ, ሺܰ െ 1ሻሿሺ௥ୀ௥ಿሻ൧
ିଵ
൬
0
ேܤ
൰ 

E assim sequencialmente até a fronteira do núcleo (r ≥ r1). 

Este enfoque exige que, em cada fronteira, a inversa da matriz de transmissão seja 

conhecida. 

 

2.2 Modo TE0m 

 

2.2.1 Formalismo do Modo TE0m 

 

A análise do modo TE0m é dual a do modo TM0m. Portanto, a análise do 

respectivo modo será efetuada, nesta seção, aplicando-se o Teorema da Dualidade 

ao formalismo do modo TM0m, desenvolvido na seção anterior. 

Pelo Teorema da Dualidade, os dois modos se relacionam da seguinte forma: 

Modo TM0m  ଓ݀ܽ݀݁ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ Modo TE0m݈ܽݑܦ

ሬሬԦܪ  ሬԦܧ 

ሬԦܧ  െܪሬሬԦ 

ߤ  ߳ 

߳  ߤ 

ܼ଴  ଴ܻ ൌ 1
ܼ଴ൗ  

ߚ  ߚ 

݇௟ ൌ ௟்ܭ  ݇௟ ൌ  ௟்ܭ

ሺܣ௟, ௟ሻܤ  ሺെܥ௟, െܦ௟ሻ 

 

Aplicando-se o Teorema da Dualidade na Eq. 10, têm-se as equações 

básicas da formulação do modo TE0m, (Hz ≠ 0, Ez = 0), vide Figura 2-1. 

Para as regiões internas (0 ≤  ≤ (N-1)): 
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,ݎ௓௟ሺܪ  ሻݖ ൌ ൫ܥ௟ܬ଴ሺ்݇௟ݎሻ ൅ ௟ܦ ଴ܻሺ்݇௟ݎሻ൯݁ି௝ఉ௭ (45.1)

No núcleo, = 0, sendo implícito D0 = 0. 

Para a região externa ( = N): 

,ݎ௓ேሺܪ  ሻݖ ൌ ቀܥேܪ଴
ሺଵሻሺ்݇ேݎሻ ൅ ଴ܪேܦ

ሺଶሻሺ்݇ேݎሻቁ ݁ି௝ఉ௭ (45.2)

Sendo implícito CN = 0. 

 

,ݎሬሬԦ்௟ሺܪ  ሻݖ ൌ
െ݆ߚ଴௠
݇௟
ଶ ,ݎ௓௟ሺܪ்׏ ሻ (45.3)ݖ

 

,ݎሬԦ்௟ሺܧ  ሻݖ ൌ
଴ߤݓ݆
݇௟
ଶ ሺݖԦ ∧ ௓௟ሻ (45.4)ܪ்׏

 

Onde: ݇௟ ൌ ்݇௟ ൌ ݇଴ඥߟ௟ଶ െ ,ݎ௓௟ሺܪଶ׏  ௘௙ଶ eߟ ሻݖ ൅ k௟
ଶܪ௓௟ሺݎ, ሻݖ ൌ 0.  

Sendo  = 0, 1, 2, 3, ... , N.  

 

2.2.2 Campos Eletromagnéticos do Modo TE0m 

 

As componentes dos campos elétrico e magnético do modo TE0m são duais 

das do modo TM0m, e portanto, aplicando o Teorema da Dualidade nas Eqs. 11 e 12, 

têm-se as equações básicas da formulação do respectivo modo, ou seja: 

Para as regiões internas (0 ≤  ≤ (N-1)), ( = 0, núcleo da BF, implícito D0 = 0) 

 

,ݎ௓௟ሺܪ ሻݖ ൌ ൫ܥ௟ܬ଴ሺ݇௟ݎሻ ൅ ௟ܦ ଴ܻሺ݇௟ݎሻ൯݁ି௝ఉ௭ 

,ݎ௥௟ሺܪ ሻݖ ൌ
ߚ݆
݇௟
൫ܥ௟ܬଵሺ݇௟ݎሻ ൅ ௟ܦ ଵܻሺ݇௟ݎሻ൯݁ି௝ఉ௭ 

,ݎఝ௟ሺܪ ሻݖ ൌ 0 

(46.1)
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,ݎ௭௟ሺܧ ሻݖ ൌ 0 

,ݎ௥௟ሺܧ ሻݖ ൌ 0 

,ݎఝ௟ሺܧ ሻݖ ൌ
െ݆ܼ଴

ඥߟ௟ଶ െ ௘௙ଶߟ
൫ܥ௟ܬଵሺ݇௟ݎሻ ൅ ௟ܦ ଵܻሺ݇௟ݎሻ൯݁ି௝ఉ௭ 

(46.2)

 

 

 

 

Para a região externa ( = N), sendo implícito CN = 0: 

 

,ݎ௓ேሺܪ ሻݖ ൌ ቀܥேܪ଴
ሺଵሻሺ݇ேݎሻ ൅ ଴ܪேܦ

ሺଶሻሺ݇ேݎሻቁ ݁ି௝ఉ௭ 

,ݎ௥ேሺܪ ሻݖ ൌ
ߚ݆
݇ே

ቀܥேܪଵ
ሺଵሻሺ݇ேݎሻ ൅ ଵܪேܦ

ሺଶሻሺ݇ேݎሻቁ ݁ି௝ఉ௭ 

,ݎఝேሺܧ ሻݖ ൌ
െ݆ܼ଴

ඥߟேଶ െ ௘௙ଶߟ
ቀܥேܪଵ

ሺଵሻሺ݇ேݎሻ ൅ ଵܪேܦ
ሺଶሻሺ݇ேݎሻቁ ݁ି௝ఉ௭ 

(46.3)

 

As componentes eletromagnéticas que satisfazem as condições nas 

respectivas fronteiras (Hz, Eϕ) são, pela Eq. 46, expressas matricialmente da 

seguinte forma: 

Para as regiões internas (0 ≤  ≤ (N-1)): 

 ൬
௭௟ܪ
ఝ௟ܧ

൰ ൌ ቎

ሻݎ଴ሺ݇௟ܬ ଴ܻሺ݇௟ݎሻ
െ݆ܼ଴

ඥߟ௟ଶ െ ௘௙ଶߟ
ሻݎଵሺ݇௟ܬ

െ݆ܼ଴
ඥߟ௟ଶ െ ௘௙ଶߟ

ଵܻሺ݇௟ݎሻ
቏ ൤
௟ܥ
௟ܦ
൨ (47)

 

Para a região externa ( = N): 

 ൬
௭ேܧ
ఝேܪ

൰ ൌ ൦
଴ܪ

ሺଵሻሺ݇ேݎሻ ଴ܪ
ሺଶሻሺ݇ேݎሻ

െ݆ܼ଴
ඥߟேଶ െ ௘௙ଶߟ

ଵܪ
ሺଵሻሺ݇ேݎሻ

െ݆ܼ଴
ඥߟேଶ െ ௘௙ଶߟ

ଵܪ
ሺଶሻሺ݇ேݎሻ

൪ ൤
ேܥ
ேܦ
൨ (48)
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Observa-se que ඥߟ௟ଶ െ ௘௙ଶߟ ൌ ቀ௄೅೗
௄బ
ቁ é invariante na dualidade. 

Nas Eqs. 47 e 48, o fator ࢠࢼ࢐ିࢋ foi omitido. 

ഥ݉ ሾ݈ሿ௥é a matriz referente à Eq. 47 (0 ≤  ≤ (N-1)): 

൬
௭௟ܧ
ఝ௟ܪ

൰ ൌ ഥ݉ሾ݈ሿ௥ ൬
௟ܥ
௟ܦ
൰ 

 

 

ഥ݉ ሾܰሿ௥é a matriz referente à Eq. 48 (= N): 

൬
௭ேܧ
ఝேܪ

൰ ൌ ഥ݉ሾܰሿ௥ ൬
ேܥ
ேܦ
൰ 

 

2.2.3 Matrizes de Transmissão 

 

Aplicando as condições que os campos elétrico e magnético tem que 

satisfazer, nas respectivas fronteiras, a equação dual da Eq. 18 será: 

 ൬
௭ሺ௟ିଵሻܪ
ఝሺ௟ିଵሻܧ

൰
ሺ௥ୀ௥೗ሻ

ൌ ൬
௭௟ܪ
ఝ௟ܧ

൰
ሺ௥ୀ௥೗ሻ

 (49)

 

A seguir, as matrizes de transmissão de cada região constituinte da BF são 

calculadas pelo Teorema da Dualidade. 

 

2.2.3.1 Fronteiras Internas (r1 ≤ rl  ≤ r(n-1)) 

 

Pela Eq. 20: 

 ൬
௟ܥ
௟ܦ
൰ ൌ ൫ ഥ݉ሾ݈ሿሺ௥ୀ௥೗ሻ൯

ିଵ
ഥ݉ሾ݈ െ 1ሿሺ௥ୀ௥೗ሻ ൬

௟ିଵܥ
௟ିଵܦ

൰ (50)
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Onde: 

൫ ഥ݉ሾ݈ሿሺ௥ୀ௥೗ሻ൯
ିଵ
ൌ ቎

௟ሻݎ଴ሺ݇௟ܬ ଴ܻሺ݇௟ݎ௟ሻ
െ݆ܼ଴ܬଵሺ݇௟ݎ௟ሻ

ඥߟ௟ଶ െ ௘௙ଶߟ
െ݆ܼ଴ ଵܻሺ݇௟ݎ௟ሻ

ඥߟ௟ଶ െ ௘௙ଶߟ
቏

ିଵ

ൌ ൬
െ݇ߨ௟ݎ௟
2

൰

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ

ଵܻሺ݇௟ݎ௟ሻ
െ݆ඥߟ௟ଶ െ ௘௙ଶߟ ଴ܻሺ݇௟ݎ௟ሻ

ܼ଴

െܬଵሺ݇௟ݎ௟ሻ
݆ඥߟ௟ଶ െ ௟ሻݎ଴ሺ݇௟ܬ௘௙ଶߟ

ܼ଴ ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 (51)

 

Na Eq. 51, fez-se uso do Wronskian ܬଵሺݖሻ ଴ܻሺݖሻ െ ሻݖ଴ሺܬ ଵܻሺݖሻ ൌ
ଶ

గ௭
 : 

 

 ഥ݉ ሾ݈ െ 1ሿሺ௥ୀ௥೗ሻ ൌ ቎

௟ሻݎ଴ሺ݇௟ିଵܬ ଴ܻሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ
െ݆ܼ଴

ඥߟ௟ିଵଶ െ ௘௙ଶߟ
௟ሻݎଵሺ݇௟ିଵܬ

െ݆ܼ଴
ඥߟ௟ିଵଶ െ ௘௙ଶߟ

ଵܻሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ
቏ (52)

 

Substituindo as Eqs. 51 e 52 na Eq. 50, obtém-se as matrizes de transmissão 

referentes às respectivas fronteiras internas: 

 

 
൬
௟ܥ
௟ܦ
൰ ൌ ൫ ഥ݉ሾ݈, ሺ݈ െ 1ሻሿሺ௥ୀ௥೗ሻ൯ ൬

௟ିଵܥ
௟ିଵܦ

൰ 

ഥ݉ ሾ݈, ሺ݈ െ 1ሻሿሺ௥ୀ௥೗ሻ ൌ ൫ ഥ݉ሾ݈ሿሺ௥ୀ௥೗ሻ൯
ିଵ
ഥ݉ሾ ݈ െ 1ሿሺ௥ୀ௥೗ሻ 

(53)

 

Para simplificar a escrita da matriz de transmissão na Eq. 53, são definidos os 

seguintes parâmetros: 

ߜ ൌ ሺ݈ െ 1ሻ ߟఋ ൌ  ሺ௟ିଵሻߟ

଴ఋܬ ൌ ௟ሻ െݎ଴ሺ݇ఋܬ ଴ܻఋ ൌ ଴ܻሺ݇ఋ,  ௟ሻݎ

ଵ௟ܬ ൌ ,ଵሺ݇௟ܬ ௟ሻ ଵܻ௟ݎ ൌ ଵܻሺ݇௟,  ௟ሻݎ

 

Então: 
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 ഥ݉ ሾ݈, ሿሺ௥ୀ௥೗ሻߜ ൌ ൬
െ݇ߨ௟ݎ௟
2

൰

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ ଴ఋܬ ଵܻ௟ െ ൬

݇௟
݇ఋ
൰ ଵఋܬ ଴ܻ௟ ଴ఋܬ ଵܻ௟ െ ൬

݇௟
݇ఋ
൰ ଵܻఋ ଴ܻ௟

െܬ଴ఋ ଵܻ௟ ൅ ൬
݇௟
݇ఋ
൰ ଴௟ܬଵఋܬ െ ଴ܻఋܬଵ௟ ൅ ൬

݇௟
݇ఋ
൰ ଵܻఋܬ଴௟ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې
 (54)

 

Observa-se que a matriz de transmissão do modo TE0m é a matriz de 

transmissão do modo TM0m sob o Teorema da Dualidade. 

Eq. 23(modo TM0m)  ଓ݀ܽ݀݁ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ Eq. 54 (modo TE0m)݈ܽݑܦ

൬
݇௟
݇ఋ
൰  ൬

݇௟
݇ఋ
൰ ൌ ඨ

௟ଶߟ െ ௘௙ଶߟ

௟ିଵଶߟ െ ௘௙ଶߟ
 

߳௥௟
߳௥ሺ௟ିଵሻ

ൌ ൬
௟ߟ
௟ିଵߟ

൰
ଶ

 ൬
௟ߟ
௟ିଵߟ

൰
ଶ

ൌ ቆ
௥௟ߤ

௥ሺ௟ିଵሻߤ
ቇ ൌ 1 

 

Como pode ser verificado, o fator ቀ࢒࢑
ࢾ࢑
ቁ ൌ ට

૛ࢌࢋࣁ૛ି࢒ࣁ

૛ࢌࢋࣁష૚૛ି࢒ࣁ
 é invariante na aplicação 

do Teorema da Dualidade. 

A matriz de transmissão (Eq. 54) é reescrita mais detalhadamente da seguinte 

forma: 

 

 ഥ݉ ሾ݈, ሺ݈ െ 1ሻሿሺ௥ୀ௥೗ሻ ൌ ൬
െ݇ߨ௟ݎ௟
2

൰ ቈ
݉ଵଵതതതതതሺ௥೗ሻ ݉ଵଶതതതതതሺ௥೗ሻ
݉ଶଵതതതതതሺ௥೗ሻ ݉ଶଶതതതതതሺ௥೗ሻ

቉ (55)

Onde: 

݉ଵଵതതതതതሺݎ௟ሻ ൌ ,଴ሺ݇௟ିଵܬ ௟ሻݎ ଵܻሺ݇௟, ௟ሻݎ െ ൬
݇௟
݇௟ିଵ

൰ ,ଵሺ݇௟ିଵܬ ௟ሻݎ ଴ܻሺ݇௟,  ௟ሻݎ

݉ଵଶതതതതതሺݎ௟ሻ ൌ ଴ܻሺ݇௟ିଵ, ௟ሻݎ ଵܻሺ݇௟, ௟ሻݎ െ ൬
݇௟
݇௟ିଵ

൰ ଵܻሺ݇௟ିଵ, ௟ሻݎ ଴ܻሺ݇௟,  ௟ሻݎ

݉ଶଵതതതതതሺݎ௟ሻ ൌ െܬ଴ሺ݇௟ିଵ, ,ଵሺ݇௟ܬ௟ሻݎ ௟ሻݎ ൅ ൬
݇௟
݇௟ିଵ

൰ ,ଵሺ݇௟ିଵܬ ,଴ሺ݇௟ܬ௟ሻݎ  ௟ሻݎ

݉ଶଶതതതതതሺݎ௟ሻ ൌ െ ଴ܻሺ݇௟ିଵ, ,ଵሺ݇௟ܬ௟ሻݎ ௟ሻݎ ൅ ൬
݇௟
݇௟ିଵ

൰ ଵܻሺ݇௟ିଵ, ,଴ሺ݇௟ܬ௟ሻݎ  ௟ሻݎ

 

(56)
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2.2.3.2 Fronteira Externa (r1 = rN) 

 

A matriz de transmissão referente à fronteira externa, r = rN, relaciona os 

coeficientes dos campos da região  = N com os da última célula de Bragg,  = (N-

1). 

O dual da Eq. 26 exprime a imposição das condições da fronteira, r = rN, nos 

campos eletromagnéticos de ambas as regiões: 

 ൬
௭ேܪ
ఝேܧ

൰
ሺ௥ୀ௥ಿሻ

ൌ ൬
௭ሺேିଵሻܪ
ఝሺேିଵሻܧ

൰
ሺ௥ୀ௥ಿሻ

 (57)

 

Os coeficientes dos campos das referidas regiões se relacionam pela Eq. 50: 

 ൬
ேܥ
ேܦ
൰ ൌ ൫ ഥ݉ሾܰሿሺ௥ୀ௥ಿሻ൯

ିଵ
ഥ݉ሾܰ െ 1ሿሺ௥ୀ௥ಿሻ ൬

ேିଵܥ
ேିଵܦ

൰ (58)

 

Através da Eq. 52, temos: 

 ഥ݉ ሾܰ െ 1ሿሺ௥ୀ௥ಿሻ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ۍ

ேሻݎ଴ሺ݇ேିଵܬ ଴ܻሺ݇ேିଵݎேሻ
െ݆ܼ଴

ටߟሺேିଵሻଶ െ ௘௙ଶߟ
ேሻݎଵሺ݇ேିଵܬ

െ݆ܼ଴

ටߟሺேିଵሻଶ െ ௘௙ଶߟ
ଵܻሺ݇ேିଵݎேሻ

ے
ۑ
ۑ
ې
 (59)

 

E através da Eq. 48, temos: 

 ഥ݉ ሾܰሿሺ௥ୀ௥೗ሻ ൌ ൦
଴ܪ

ሺଵሻሺ݇ேݎ௟ሻ ଴ܪ
ሺଶሻሺ݇ேݎ௟ሻ

െ݆ܼ଴
ඥߟேଶ െ ௘௙ଶߟ

ଵܪ
ሺଵሻሺ݇ேݎ௟ሻ

െ݆ܼ଴
ඥߟேଶ െ ௘௙ଶߟ

ଵܪ
ሺଶሻሺ݇ேݎ௟ሻ

൪ (60)

 

Cuja inversa é dada por: 

 ഥ݉ ሾܰሿିଵ ൌ ൬
െ݆݇ߨேݎே

4
൰

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ ଵܪ

ሺଶሻሺ݇ேݎேሻ
െ݆ඥߟேଶ െ ௘௙ଶߟ

ܼ଴
଴ܪ

ሺଶሻሺ݇ேݎேሻ

െܪଵ
ሺଵሻሺ݇ேݎேሻ

݆ඥߟேଶ െ ௘௙ଶߟ

ܼ଴
଴ܪ

ሺଵሻሺ݇ேݎேሻ ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 (61)
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Na Eq. 61 foi utilizado o Wronskian: ܪ଴
ሺଵሻሺݖሻܪଵ

ሺଶሻሺݖሻ െ ଵܪ
ሺଵሻሺݖሻܪ଴

ሺଶሻሺݖሻ ൌ ି௝గ௭

ସ
 

Substituindo as Eqs. 60 e 61 na Eq. 58, tem-se a matriz de transmissão da 

fronteira externa, r = rN, entre as regiões (N) e (N-1): 

 ൬
ேܥ
ேܦ
൰ ൌ ൫ ഥ݉ሾܰ, ሺܰ െ 1ሻሿሺ௥ୀ௥ಿሻ൯ ൬

ேିଵܥ
ேିଵܦ

൰ (62)

Para simplificar a escritura da matriz de transmissão, da Eq. 62, usam-se os 

parâmetros abreviados definidos nas Eqs. 30. 

Através da Eq. 58: 

 ഥ݉ ሾܰ, ሺܰ െ 1ሻሿሺ௥ୀ௥ಿሻ ൌ ൫ ഥ݉ሾܰሿሺ௥ୀ௥ಿሻ൯
ିଵ
ഥ݉ሾܰ െ 1ሿሺ௥ୀ௥ಿሻ (63)

 

Substituindo as matrizes das Eqs. 59 e 61 na Eq. 63, a matriz de transmissão 

é expressa pelos parâmetros abreviados das Eqs. 30, que definem-se pelo produto 

de duas matrizes: 

 

ഥ݉ ሾܰ, ሺܰ െ 1ሻሿሺ௥ୀ௥ಿሻ ൌ ൬
െ݆݇ߨேݎே

4
൰

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ ଵேܪ

ሺଶሻ െ݆ඥߟேଶ െ ௘௙ଶߟ

ܼ଴
଴ேܪ

ሺଶሻ

െܪଵே
ሺଵሻ ݆ඥߟேଶ െ ௘௙ଶߟ

ܼ଴
଴ேܪ

ሺଵሻ

ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

቎

଴௤ܬ ଴ܻ௤

െ݆ܼ଴
ඥߟேିଵଶ െ ௘௙ଶߟ

ଵ௤ܬ
െ݆ܼ଴

ඥߟேିଵଶ െ ௘௙ଶߟ
ଵܻ௤
቏ (64)

Onde ݍ ൌ ሺܰ െ 1ሻ 

A Eq. 64 se escreve na notação abreviada: 

ഥ݉ ሾܰ, ሺܰ െ 1ሻሿሺ௥ୀ௥ಿ ሻ ൌ ൬
െ݆݇ߨேݎே

4
൰

ۏ
ێ
ێ
ۍ ଵேܪ଴௤ܬ

ሺଶሻ െ ൬
݇ே
݇ேିଵ

൰ ଴ேܪଵ௤ܬ
ሺଶሻ

଴ܻ௤ܪଵே
ሺଶሻ െ ൬

݇ே
݇ேିଵ

൰ ଵܻ௤ܪ଴ே
ሺଶሻ

െܬ଴௤ܪଵே
ሺଵሻ ൅ ൬

݇ே
݇ேିଵ

൰ ଴ேܪଵ௤ܬ
ሺଵሻ െ ଴ܻ௤ܪଵே

ሺଵሻ ൅ ൬
݇ே
݇ேିଵ

൰ ଵܻ௤ܪ଴ே
ሺଵሻ

ے
ۑ
ۑ
ې
 (65)

 

Onde ቀ ࡺ࢑
ష૚ࡺ࢑

ቁ ൌ ට
૛ࢌࢋࣁ૛ିࡺࣁ

૛ࢌࢋࣁష૚૛ିࡺࣁ
. 

 

A matriz de transmissão, Eq. 65, é reescrita mais detalhadamente da seguinte 

forma: 
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 ഥ݉ ሾܰ, ሺܰ െ 1ሻሿ ൌ ൬
െ݆݇ߨேݎே

4
൰ ൤
ഥ݉ଵଵሺݎேሻ ഥ݉ଵଶሺݎேሻ
ഥ݉ଶଵሺݎேሻ ഥ݉ଶଶሺݎேሻ

൨ (66)

 

Onde: 

݉ଵଵതതതതതሺݎேሻ ൌ ,଴ሺ݇ேିଵܬ ଵܪேሻݎ
ሺଶሻሺ݇ே, ேሻݎ െ ൬

݇ே
݇ேିଵ

൰ ,ଵሺ݇ேିଵܬ ଴ܪேሻݎ
ሺଶሻሺ݇ே,  ேሻݎ

݉ଵଶതതതതതሺݎேሻ ൌ ଴ܻሺ݇ேିଵ, ଵܪேሻݎ
ሺଶሻሺ݇ே, ேሻݎ െ ൬

݇ே
݇ேିଵ

൰ ଵܻሺ݇ேିଵ, ଴ܪேሻݎ
ሺଶሻሺ݇ே,  ேሻݎ

݉ଶଵതതതതതሺݎேሻ ൌ െܬ଴ሺ݇ேିଵ, ଵܪேሻݎ
ሺଵሻሺ݇ே, ேሻݎ ൅ ൬

݇ே
݇ேିଵ

൰ ,ଵሺ݇ேିଵܬ ଴ܪேሻݎ
ሺଵሻሺ݇ே,  ேሻݎ

݉ଶଶതതതതതሺݎேሻ ൌ െ ଴ܻሺ݇ேିଵ, ଵܪேሻݎ
ሺଵሻሺ݇ே, ேሻݎ ൅ ൬

݇ே
݇ேିଵ

൰ ଵܻሺ݇ேିଵ, ଴ܪேሻݎ
ሺଵሻሺ݇ே,  ேሻݎ

 

(67)

Observa-se que a matriz de transmissão do modo TE0m, em r = rN (Eq. 67), é 

a matriz de transmissão do modo TM0m (Eq. 35), sob o Teorema da Dualidade. 

O fator ቀ ࡺ࢑
ష૚ࡺ࢑

ቁ ൌ ൬
ሻࡺሺࢀ࢑
ష૚ሻࡺሺࢀ࢑

൰ ൌ ට
૛ࢌࢋࣁ૛ିࡺࣁ

૛ࢌࢋࣁష૚૛ିࡺࣁ
 é invariante na aplicação da dualidade. 

 

2.2.4 Equação de Dispersão dos Modos TE0m 

 

A equação de dispersão do modo TE0m é obtida com o mesmo procedimento 

usado no cálculo da dispersão do modo TM0m, Eqs. 39 e 41. 

Sendo assim, calculam-se as interdependências entre os coeficientes da 

região externa e os do núcleo, pelos produtos sequenciais das matrizes de 

transmissão da fronteira externa (rN) com a que limita o núcleo (r1): 

 ൬
ேܥ
ேܦ
൰ ൌ ഥ݉ሾ0, ܰሿ ൬

଴ܥ
଴ܦ
൰ (68)

Onde: 

 ഥ݉ ሾ0, ܰሿ ൌ ഥ݉ሾܰ, ሺܰ െ 1ሻሿሺݎൌܰݎሻ ഥ݉ ሾሺܰ െ 1ሻ, ሺܰ െ 2ሻሿሺݎൌܰݎെ1ሻ … ഥ݉ሾ2,1ሿሺݎൌ2ݎሻ ഥ݉ ሾ1,0ሿሺݎൌ1ݎሻ (69)
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A matriz ഥ݉ ሾܰ, ሺܰ െ 1ሻሿ é calculada pelas Eqs. 66 e 67. As demais são obtidas 

pelas Eqs. 55 e 56. 

A Eq. 69 estabelece a relação entre os coeficientes dos campos das regiões 

limítrofes da BF. Substituindo-a na Eq. 68: 

 ൬
ேܥ
ேܦ
൰ ൌ ൤

ഥ்݉ாሺ1,1ሻ ഥ்݉ாሺ1,2ሻ
ഥ்݉ாሺ2,1ሻ ഥ்݉ாሺ2,2ሻ

൨ ൬
଴ܥ
଴ܦ
൰ (70)

A Eq. 70 se desacopla, já que, na região externa, CN = 0, e no núcleo, D0 = 0. 

Este fato é comprovado através das Eqs. 45 ou 46. 

 

 

 

Estas duas hipóteses, levadas à Eq. 70, derivam duas equações 

independentes: 

 

 0 ൌ ഥ்݉ாሾ1,1ሿܥ଴ (71)

ேܦ  ൌ ഥ்݉ாሾ2,1ሿܥ଴ (72)

 

A Eq. 71 é a equação de dispersão do modo TE0m, a qual soluciona-se por meio da 

resolução da função ்ܨா, conforme apresentado abaixo: 

 ഥ்݉ா ൌ 0	 ⟹ ா்ܨ ቀ݇଴, ௘௙ሺ݇଴ሻቁ=0 (73)ߟ

 

A Eq. 72 é redundante, pois o cálculo do coeficiente DN pode ser efetuado 

admitindo-se C0 = 1 (campos normalizados), pelos produtos sequenciais das 

matrizes de transmissão da região externa em direção ao núcleo, como estabelecido 

no segundo enfoque do item 2.1.5.2. 

 

2.2.5 Representação das Componentes (Hz, Eφ) do modo TE0m 
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A representação das respectivas componentes (Hz, Eϕ) em função do raio 

transversal da BF são descritos pelas Eqs. 46, considerando – ࢐ ൌ ࢐ିࢋ
࣊
૛. 

 

 

Para a região do núcleo (0 ≤ r ≤ r1), ( = 0), (D0 = 0): 

 

 

,ݎ௭బሺܪ ሻݖ ൌ  ሻ݁ି௝ఉ௭ݎ଴ሺ݇଴ܬ଴ܥ

,ݎఝబሺܧ ሻݖ ൌ
ܼ଴

ඥߟ଴ଶ െ ௘௙ଶߟ
ሻ݁ݎଵሺ݇଴ܬ଴ܥ

ି௝ቀఉ௭ାగଶቁ 
(74)

 

 

Para as regiões internas à BF (r1 ≤ r ≤ rN), (1 ≤  ≤ (N-1)): 

 

 

,ݎ௭೗ሺܪ ሻݖ ൌ ൫ܥ௟ܬ଴ሺ݇௟ݎሻ ൅ ௟ܦ ଴ܻሺ݇௟ݎሻ൯݁ି௝ఉ௭ 

,ݎఝ೗ሺܧ ሻݖ ൌ
ܼ଴

ඥߟ௟ଶ െ ௘௙ଶߟ
൫ܥ௟ܬଵሺ݇௟ݎሻ ൅ ௟ܦ ଵܻሺ݇௟ݎሻ൯݁

ି௝ቀఉ௭ାగଶቁ 
(75)

 

Para as regiões externas (r ≥ rN), ( = N), (CN = 0): 

 

 

,ݎ௭ಿሺܪ ሻݖ ൌ ଴ܪேܦ
ሺଶሻሺ݇ேݎሻ݁ି௝ఉ௭ 

,ݎఝಿሺܧ ሻݖ ൌ
ܼ଴

ඥߟேଶ െ ௘௙ଶߟ
ଵܪேܦ

ሺଶሻሺ݇ேݎሻ݁
ି௝ቀఉ௭ାగଶቁ 

(76)

 

De acordo com o item 2.1.5, e considerando a menor complexidade nos 

desenvolvimentos matemáticos, a representação das componentes transversais do 

modo TE0m serão apenas descritos pelo primeiro enfoque: Partindo-se do núcleo em 

direção à região externa. 
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As descrições gráficas das respectivas componentes (Hz, Eϕ) seguem os 

mesmos passos compreendidos no item 2.1.5, ou seja: 

 Primeiro Passo: No núcleo (0≤ r ≤ r1, C0 = 1, D0 = 0), as componentes (ࢠࡴ૙,	࣐ࡱ૙) 

são descritas pelas Eqs. 74. 

 Segundo Passo: Nas regiões fronteiriças ao núcleo (r1 ≤ r ≤ r2, = 1), os 

coeficientes da região contígua ao núcleo são obtidos pela matriz de transmissão 

da fronteira r = r1 (Eqs. 53, 55 e 56) e pelos coeficientes do núcleo (C0 = 1, D0 = 

0). Conhecendo-se os coeficientes (C1, D1), as componentes (ࢠࡴ૚,	࣐ࡱ૚)  em  

(r1 ≤ r ≤ r2) serão descritas graficamente pelas Eqs. 75. 

 Terceiro Passo: Nas regiões Internas à BF ((r2 ≤ r ≤ rN-1), 2 ≤  ≤ (N - 1)), os 

coeficientes (C, D) são calculados sequencialmente pelas Eqs. 53, 55 e 56, e 

pelos coeficientes da região anterior (C-1, D-1): 

൬
௟ܥ
௟ܦ
൰ ൌ ഥ݉ሾሺ݈ሻ, ሺ݈ െ 1ሻሿ ൬

௟ିଵܥ
௟ିଵܦ

൰ 

Conhecendo (C, D), as componentes (Ez,Hϕ) em (r ≤ r ≤ r+1) são descritas 

graficamente pelas Eqs. 75. 

 Quarto Passo: Nas regiões externas (r ≥ ࢘ࡺ,  = N, CN = 0), as componentes 

(EzN,HϕN) em r ≥ rN são descritas graficamente pelas Eqs. 76, já que CN = 0, 

empreendido pela matriz de transmissão ഥ݉ ሾሺܰሻ, ሺܰ െ 1ሻሿሺ௥ୀ௥ಿሻ, nas Eqs. 62, 66 e 

67, da seguinte forma: 

൬
0
ேܦ
൰ ൌ ഥ݉ሾሺܰሻ, ሺܰ െ 1ሻሿሺ௥ୀ௥ಿሻ ൬

ேିଵܥ
ேିଵܦ

൰ 

 

2.3 Modos Híbridos (HEMnm, n ≠ 0) 

 

Os modos híbridos são aqueles excitados com ambas as componentes 

longitudinais (Ez ≠ 0 e Hz ≠ 0).  
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Como os meios constituintes da estrutura são lineares, é válido o princípio da 

superposição. Portanto, o formalismo dos modos HEMnm se resume na combinação 

linear dos modos TE e TM (HEM = TE + TM), expressa pelas equações citadas a 

seguir. 

Equações de Helmholtz, que devem ser satisfeitas simultaneamente: 

 

 
,ݎ௭೛ሺܧଶ׏ ߮, ሻݖ ൅ ݇௣ଶܧ௭೛ሺݎ, ߮, ሻݖ ൌ 0 

,ݎ௭೛ሺܪଶ׏ ߮, ሻݖ ൅ ݇௣ଶܪ௭೛ሺݎ, ߮, ሻݖ ൌ 0 
(77)

 

As componentes transversais dos campos é uma combinação linear das do 

modo TM (Eq. 11) e do modo TE (Eq. 45). Considerando a onda direta ࢋሺିࢠࢼ࢐ሻ࢓࢔: 

 

 

ܧ
೛்
ሺݎ, ߮, ሻݖ ൌ

െ݆ߚ௡௠
݇௣

ଶ ,ݎ௭೛ሺܧ୘׏ ߮, ሻݖ ൅
଴ߤ݆߱
݇௣

ଶ ቀzԦ ∧ ,ݎ௭೛ሺܪ୘׏ ߮,  ሻቁݖ

ܪ
೛்
ሺݎ, ߮, ሻݖ ൌ

െ݆ߚ௡௠
݇௣

ଶ ,ݎ௭೛ሺܪ୘׏ ߮, ሻݖ െ
௣ଶߟ଴ߝ݆߱

݇௣
ଶ ቀzԦ ∧ ,ݎ௭೛ሺܧ୘׏ ߮,  ሻቁݖ

(78)

 

As respectivas regiões dielétricas são dadas por (p = 0, 1, 2, 3, ... , N).  

Já (p = 0) corresponde ao núcleo da BF e (p = N) à região dielétrica externa. 

O termo ݇௣ ൌ ݇
೛்
ൌ ݇଴ඥߟ௣ଶ െ  .௘௙ଶ representa o número de onda transversalߟ

Os campos que satisfazem as Eqs. 77 são os das Eqs. 9 (modo TMnm) e 45 

(modo TEnm), para n ≠ 0. 

Para a região do núcleo e anéis dielétricos (0 ≤ p ≤ (N-1)): 

,ݎ௭೛ሺܧ ߮, ሻݖ ൌ ൫ܣ௣ܬ௡൫݇௣ݎ൯ ൅ ௣ܤ ௡ܻሺ݇௣ݎሻ൯ ൜
cosሺ݊߮ሻ
senሺ݊߮ሻൠ ݁

ି௝ఉ೙೘௭  

,ݎ௭೛ሺܪ ߮, ሻݖ ൌ ൫ܥ௣ܬ௡൫݇௣ݎ൯ ൅ ௣ܦ ௡ܻሺ݇௣ݎሻ൯ ൜
senሺ݊߮ሻ
cosሺ݊߮ሻൠ ݁

ି௝ఉ೙೘௭  
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Para a região externa (p = N): 

,ݎ௭ಿሺܧ ߮, ሻݖ ൌ ൫ܣேܪ௡
ሺଵሻሺ݇ேݎሻ ൅ ௡ܪேܤ

ሺଶሻሺ݇ேݎሻ൯ ൜
cosሺ݊߮ሻ
senሺ݊߮ሻൠ ݁

ି௝ఉ೙೘௭  

,ݎ௭ಿሺܪ ߮, ሻݖ ൌ ൫ܥேܪ௡
ሺଵሻ൫݇௣ݎ൯ ൅ ௡ܪேܦ

ሺଶሻሺ݇ேݎሻ൯ ൜
senሺ݊߮ሻ
cos	݊ ߮ሻ ൠ ݁

ି௝ఉ೙೘௭  

Sendo implícito AN = CN = 0. 

Há, portanto, duas formulações ortogonais a serem consideradas: 
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 Primeiro Formalismo: 

Para a região do núcleo e anéis dielétricos (0 ≤ p ≤ (N-1)): 

 
,ݎ௭೛ሺܧ ߮, ሻݖ ൌ ൫ܣ௣ܬ௡൫݇௣ݎ൯ ൅ ௣ܤ ௡ܻሺ݇௣ݎሻ൯cosሺ݊߮ሻ݁ି௝ఉ೙೘௭ 

,ݎ௭೛ሺܪ ߮, ሻݖ ൌ ൫ܥ௣ܬ௡൫݇௣ݎ൯ ൅ ௣ܦ ௡ܻሺ݇௣ݎሻ൯senሺ݊߮ሻ݁ି௝ఉ೙೘௭ 
(79.1)

 

Para a região externa (p = N): 

 
,ݎ௭ಿሺܧ ߮, ሻݖ ൌ ൫ܣேܪ௡

ሺଵሻሺ݇ேݎሻ ൅ ௡ܪேܤ
ሺଶሻሺ݇ேݎሻ൯cosሺ݊߮ሻ݁ି௝ఉ೙೘௭ 

,ݎ௭ಿሺܪ ߮, ሻݖ ൌ ൫ܥேܪ௡
ሺଵሻ൫݇௣ݎ൯ ൅ ௡ܪேܦ

ሺଶሻሺ݇ேݎሻ൯senሺ݊߮ሻ݁ି௝ఉ೙೘௭ 
(79.2)

 

 Segundo Formalismo (ortogonal ao primeiro): 

Para a região do núcleo e anéis dielétricos (0 ≤ p ≤ (N-1)): 

 
,ݎ௭೛ሺܧ ߮, ሻݖ ൌ ൫ܣ௣ܬ௡൫݇௣ݎ൯ ൅ ௣ܤ ௡ܻሺ݇௣ݎሻ൯senሺ݊߮ሻ݁ି௝ఉ೙೘௭ 

,ݎ௭೛ሺܪ ߮, ሻݖ ൌ ൫ܥ௣ܬ௡൫݇௣ݎ൯ ൅ ௣ܦ ௡ܻሺ݇௣ݎሻ൯cosሺ݊߮ሻ݁ି௝ఉ೙೘௭ 
(80.1)

 

Para a região externa (p = N): 

 
,ݎ௭ಿሺܧ ߮, ሻݖ ൌ ൫ܣேܪ௡

ሺଵሻሺ݇ேݎሻ ൅ ௡ܪேܤ
ሺଶሻሺ݇ேݎሻ൯senሺ݊߮ሻ݁ି௝ఉ೙೘௭ 

,ݎ௭ಿሺܪ ߮, ሻݖ ൌ ൫ܥேܪ௡
ሺଵሻ൫݇௣ݎ൯ ൅ ௡ܪேܦ

ሺଶሻሺ݇ேݎሻ൯cosሺ݊߮ሻ݁ି௝ఉ೙೘௭ 
(80.2)

 

As funções radiais das duas formulações são idênticas, e o que as diferencia 

são as funções angulares, onde o cosሺ݊߮ሻ de uma delas é substituído pelo senሺ݊߮ሻ 

e vice-versa, como mostram as Eqs. 79 e 80. 

Nas duas formulações está implícito que, para o núcleo, p = 0 (B0 = D0 = 0), e 

para a região externa, p = N (AN = CN = 0). 

A condição dos modos HEMnm dependerem da variável angular (n ≠ 0) 

acarreta que, no eixo da BF, lim௥→଴ ሻݎ௡ሺ்݇଴ܬ ൌ 0. Logo, não existem campos elétrico 

e magnético pelo eixo da fibra, r = 0, que caracteriza a propriedade básica dos 

referidos modos. Por esta propriedade se compreende a razão dos modos HEMnm 

serem referenciados, na teoria do raio, aos raios helicoidais. 
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2.3.1.1 Campos Eletromagnéticos 

 

As componentes dos campos elétrico e magnético da primeira formulação são 

obtidas substituindo-se na Eq. 78 as componentes longitudinais da Eq. 79. 

Para a região do núcleo e anéis dielétricos (0 ≤  ≤ (N-1)): 

 

,ݎ௭೗ሺܧ ߮, ሻݖ ൌ ሺܣ௟ܬ௡ሺ݇௟ݎሻ ൅ ௟ܤ ௡ܻሺ݇௟ݎሻሻcosሺ݊߮ሻ݁ି௝ఉ௭ 

,ݎ௭೗ሺܪ ߮, ሻݖ ൌ ሺܥ௟ܬ௡ሺ݇௟ݎሻ ൅ ௟ܦ ௡ܻሺ݇௟ݎሻሻsenሺ݊߮ሻ݁ି௝ఉ௭ 

௥೗ܧ ൌ െ݆ ൤
ߚ
݇௟
൫ܣ௟ܬ௡

ᇱሺ݇௟ݎሻ ൅ ௟ܤ ௡ܻ
ᇱሺ݇௟ݎሻ൯ ൅ ൬

଴ߤ߱
݇௟

൰ ൬
݊
݇௟ݎ

൰ ൫ܥ௟ܬ௡ሺ݇௟ݎሻ ൅ ௟ܦ ௡ܻሺ݇௟ݎሻ൯൨ cosሺ݊߮ሻ݁ି௝ఉ௭ 

ఝ೗ܧ ൌ ݆ ൤
ߚ
݇௟
൬
݊
݇௟ݎ

൰ ൫ܣ௟ܬ௡ሺ݇௟ݎሻ ൅ ௟ܤ ௡ܻሺ݇௟ݎሻ൯ ൅ ൬
଴ߤ߱
݇௟

൰ ൫ܥ௟ܬ௡
ᇱሺ݇௟ݎሻ ൅ ௟ܦ ௡ܻ

ᇱሺ݇௟ݎሻ൯൨ senሺ݊߮ሻ݁ି௝ఉ௭ 

௥೗ܪ ൌ െ݆ ቈቆ
௟ଶߟ଴ߝ߱

݇௟
ቇ ൬

݊
݇௟ݎ

൰ ൫ܣ௟ܬ௡ሺ݇௟ݎሻ ൅ ௟ܤ ௡ܻሺ݇௟ݎሻ൯ ൅
ߚ
݇௟
൫ܥ௟ܬ௡

ᇱሺ݇௟ݎሻ ൅ ௟ܦ ௡ܻ
ᇱሺ݇௟ݎሻ൯቉ senሺ݊߮ሻ݁ି௝ఉ௭ 

ఝ೗ܪ ൌ െ݆ ቈቆ
௟ଶߟ଴ߝ߱

݇௟
ቇ ൫ܣ௟ܬ௡

ᇱሺ݇௟ݎሻ ൅ ௟ܤ ௡ܻ
ᇱሺ݇௟ݎሻ൯ ൅

ߚ
݇௟
൬
݊
݇௟ݎ

൰ ൫ܥ௟ܬ௡ሺ݇௟ݎሻ ൅ ௟ܦ ௡ܻሺ݇௟ݎሻ൯቉ cosሺ݊߮ሻ݁ି௝ఉ௭ 

(81)

 

Sendo implícito que B0 = D0 = 0. 

 

Para a região externa ( = N): 

,ݎ௭ಿሺܧ ߮, ሻݖ ൌ ൫ܣேܪ௡
ሺଵሻሺ݇ேݎሻ ൅ ௡ܪேܤ

ሺଶሻሺ݇ேݎሻ൯cosሺ݊߮ሻ݁ି௝ఉ௭ 

,ݎ௭ಿሺܪ ߮, ሻݖ ൌ ൫ܥேܪ௡
ሺଵሻሺ݇ேݎሻ ൅ ௡ܪேܦ

ሺଶሻሺ݇ேݎሻ൯senሺ݊߮ሻ݁ି௝ఉ௭ 

௥ಿܧ ൌ െ݆ ൤
ߚ
݇ே

൬ܣேܪ௡
ሺଵሻᇱሺ݇ேݎሻ ൅ ௡ܪேܤ

ሺଶሻᇱሺ݇ேݎሻ൰ ൅ ൬
଴ߤ߱
݇ே

൰ ൬
݊
݇ேݎ

൰ ቀܥேܪ௡
ሺଵሻሺ݇ேݎሻ ൅ ௡ܪேܦ

ሺଶሻሺ݇ேݎሻቁ൨ cosሺ݊߮ሻ݁ି௝ఉ௭ 

ఝಿܧ ൌ ݆ ൤
ߚ
݇ே

൬
݊
݇ேݎ

൰ ቀܣேܪ௡
ሺଵሻሺ݇ேݎሻ ൅ ௡ܪேܤ

ሺଶሻሺ݇ேݎሻቁ ൅ ൬
଴ߤ߱
݇ே

൰ ቀܥேܪ௡
ሺଵሻᇲሺ݇ேݎሻ ൅ ௡ܪேܦ

ሺଶሻᇲሺ݇ேݎሻቁ൨ senሺ݊߮ሻ݁ି௝ఉ௭ 

௥ಿܪ ൌ െ݆ ቈቆ
ேଶߟ଴ߝ߱

݇ே
ቇ ൬

݊
݇ேݎ

൰ ቀܣேܪ௡
ሺଵሻሺ݇ேݎሻ ൅ ௡ܪேܤ

ሺଶሻሺ݇ேݎሻቁ ൅
ߚ
݇ே

ቀܥேܪ௡
ሺଵሻᇲሺ݇ேݎሻ ൅ ௡ܪேܦ

ሺଶሻᇲሺ݇ேݎሻቁ቉ senሺ݊߮ሻ݁ି௝ఉ௭ 

ఝಿܪ ൌ െ݆ ቈቆ
ேଶߟ଴ߝ߱

݇ே
ቇ ൬ܣேܪ௡

ሺଵሻᇱሺ݇ேݎሻ ൅ ௡ܪேܤ
ሺଶሻᇱሺ݇ேݎሻ൰ ൅

ߚ
݇ே

൬
݊
݇ேݎ

൰ ቀܥேܪ௡
ሺଵሻሺ݇ேݎሻ ൅ ௡ܪேܦ

ሺଶሻሺ݇௟ݎሻቁ቉ cosሺ݊߮ሻ݁ି௝ఉ௭ 

(82)

 

Sendo implícito que AN = CN = 0. 
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As Eqs. 81 e 82 são escritas mais sucintamente pelos seguintes parâmetros: 

 

݇௟ ൌ ݇଴ටߟ௟ଶ െ  ௘௙ଶߟ

௟ߛ ൌ ݇௟ݎ ൌ ݇଴ ൬ටߟ௟ଶ െ ௘௙ଶ൰ߟ ݎ ൌ ߨ2 ൬ටߟ௟ଶ െ ௘௙ଶ൰ߟ ቀ
ݎ
ߣ
ቁ 

ܼ௟ ൌ
଴ߤ߱
݇௟

ൌ
଴ߤ߱
݇଴

1

ඥߟ௟ଶ െ ௘௙ଶߟ
ൌ
ܼ଴݇଴
݇௟

ൌ
ܼ଴

ඥߟ௟ଶ െ ௘௙ଶߟ
 

௟ݕ ൌ
଴ߝ߱
݇௟

௟ଶߟ ൌ ൬
݇଴
ܼ଴
൰
௟ଶߟ

݇௟
ൌ

1
ܼ଴

௟ଶߟ

ඥߟ௟ଶ െ ௘௙ଶߟ
 

௟ߚ ൌ
ߚ
݇௟
ൌ

௘௙ߟ

ඥߟ௟ଶ െ ௘௙ଶߟ
 

(83)

Onde: ܼ଴ ൌ  .ߨ120

Observa-se que a análise é feita em função do raio elétrico (࢘ ൗࣅ ) da estrutura. 

As Eqs. 81 e 82 são, a seguir, expressas mais sucintamente, omitindo-se o 

termo ࢠࢼ࢐ିࢋ. 

Para a região do núcleo e anéis dielétricos (0 ≤  ≤ (N-1)): 

 

௭೗ܧ ൌ ሺܣ௟ܬ௡ሺߛ௟ሻ ൅ ௟ܤ ௡ܻሺߛ௟ሻሻcosሺ݊߮ሻ 

௭೗ܪ ൌ ሺܥ௟ܬ௡ሺߛ௟ሻ ൅ ௟ܦ ௡ܻሺߛ௟ሻሻsenሺ݊߮ሻ 

௥೗ܧ ൌ െ݆ ൤ߚ௟൫ܣ௟ܬ௡
ᇱሺߛ௟ሻ ൅ ௟ܤ ௡ܻ

ᇱሺߛ௟ሻ൯ ൅ ൬
ܼ݊௟
௟ߛ
൰ ൫ܥ௟ܬ௡ሺߛ௟ሻ ൅ ௟ܦ ௡ܻሺߛ௟ሻ൯൨ cosሺ݊߮ሻ 

ఝ೗ܧ ൌ ݆ ൤൬
௟ߚ݊
௟ߛ
൰ ൫ܣ௟ܬ௡ሺߛ௟ሻ ൅ ௟ܤ ௡ܻሺߛ௟ሻ൯ ൅ ܼ௟൫ܥ௟ܬ௡

ᇱሺߛ௟ሻ ൅ ௟ܦ ௡ܻ
ᇱሺߛ௟ሻ൯൨ senሺ݊߮ሻ 

௥೗ܪ ൌ െ݆ ൤൬
௟ݕ݊
௟ߛ
൰ ൫ܣ௟ܬ௡ሺߛ௟ሻ ൅ ௟ܤ ௡ܻሺߛ௟ሻ൯ ൅ ௡ܬ௟ܥ௟൫ߚ

ᇱሺߛ௟ሻ ൅ ௟ܦ ௡ܻ
ᇱሺߛ௟ሻ൯൨ senሺ݊߮ሻ 

ఝ೗ܪ ൌ െ݆ ൤ݕ௟൫ܣ௟ܬ௡
ᇱሺߛ௟ሻ ൅ ௟ܤ ௡ܻ

ᇱሺߛ௟ሻ൯ ൅
௟ߚ݊
௟ߛ

൫ܥ௟ܬ௡ሺߛ௟ሻ ൅ ௟ܦ ௡ܻሺߛ௟ሻ൯൨ cosሺ݊߮ሻ 

(84)

 

Sendo implícito que B0 = D0 = 0. 
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Para a região externa ( = N): 

 

௭ಿܧ ൌ ൫ܣேܪ௡
ሺଵሻሺߛேሻ ൅ ௡ܪேܤ

ሺଶሻሺߛேሻ൯cosሺ݊߮ሻ 

௭ಿܪ ൌ ൫ܥேܪ௡
ሺଵሻሺߛேሻ ൅ ௡ܪேܦ

ሺଶሻሺߛேሻ൯senሺ݊߮ሻ 

௥ಿܧ ൌ െ݆ ൤ߚே ൬ܣேܪ௡
ሺଵሻᇱሺߛேሻ ൅ ௡ܪேܤ

ሺଶሻᇱሺߛேሻ൰ ൅ ൬
ܼ݊ே
ேߛ

൰ ቀܥேܪ௡
ሺଵሻሺߛேሻ ൅ ௡ܪேܦ

ሺଶሻሺߛேሻቁ൨ cosሺ݊߮ሻ 

ఝಿܧ ൌ ݆ ൤
ேߚ݊
ேߛ

ቀܣேܪ௡
ሺଵሻሺߛேሻ ൅ ௡ܪேܤ

ሺଶሻሺߛேሻቁ ൅ ܼே ൬ܥேܪ௡
ሺଵሻᇲሺߛேሻ ൅ ௡ܪேܦ

ሺଶሻᇲሺߛேሻ൰൨ senሺ݊߮ሻ 

௥ಿܪ ൌ െ݆ ൤
ேݕ݊
ேߛ

ቀܣேܪ௡
ሺଵሻሺߛேሻ ൅ ௡ܪேܤ

ሺଶሻሺߛேሻቁ ൅ ேߚ ൬ܥேܪ௡
ሺଵሻᇲሺߛேሻ ൅ ௡ܪேܦ

ሺଶሻᇲሺߛேሻ൰൨ senሺ݊߮ሻ 

ఝಿܪ ൌ െ݆ ൤ݕே ൬ܣேܪ௡
ሺଵሻᇱሺߛேሻ ൅ ௡ܪேܤ

ሺଶሻᇱሺߛேሻ൰ ൅
ேߚ݊
ேߛ

ቀܥேܪ௡
ሺଵሻሺߛேሻ ൅ ௡ܪேܦ

ሺଶሻሺߛேሻቁ൨ cosሺ݊߮ሻ 

(85)

 

Sendo implícito que AN = CN = 0. 

As componentes dos campos, nas Eqs. 84 e 85, que satisfazem as condições 

nas respectivas fronteiras, são expressas matricialmente conforme apresentado a 

seguir. 

 

Para as regiões internas (0 ≤  ≤ (N-1)): 

 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
௭೗ܧ
ఝ೗ܧ
௭೗ܪ
ےఝ೗ܪ

ۑ
ۑ
ۑ
ې
ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

௟ሻcosሺ݊߮ሻߛ௡ሺܬ ௡ܻሺߛ௟ሻcosሺ݊߮ሻ 0 0
௟ߚ݆݊
௟ߛ

௟ሻsenሺ݊߮ሻߛ௡ሺܬ
௟ߚ݆݊
௟ߛ

௡ܻሺߛ௟ሻsenሺ݊߮ሻ ݆ܼ௟ܬ௡
ᇱሺߛ௟ሻsenሺ݊߮ሻ ݆ܼ௟ ௡ܻ

ᇱሺߛ௟ሻsenሺ݊߮ሻ

0 0 ௟ሻsenሺ݊߮ሻߛ௡ሺܬ ௡ܻሺߛ௟ሻsenሺ݊߮ሻ

െ݆ݕ௟ܬ௡
ᇱሺߛ௟ሻcosሺ݊߮ሻ െ݆ݕ௟ ௡ܻ

ᇱሺߛ௟ሻcosሺ݊߮ሻ
െ݆݊ߚ௟
௟ߛ

௟ሻcosሺ݊߮ሻߛ௡ሺܬ
െ݆݊ߚ௟
௟ߛ

௡ܻሺߛ௟ሻcosሺ݊߮ሻے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

൦

௟ܣ
௟ܤ
௟ܥ
௟ܦ

൪ (86)

 

Sendo implícito que B0 = D0 = 0. 
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Para a região externa ( = N): 

 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
௭ಿܧ
ఝಿܧ
௭ಿܪ
ےఝಿܪ

ۑ
ۑ
ۑ
ې
ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ ௡ܪ

ሺଵሻሺߛேሻcosሺ݊߮ሻ ௡ܪ
ሺଶሻሺߛேሻcosሺ݊߮ሻ 0 0

ேߚ݆݊
ேߛ

௡ܪ
ሺଵሻሺߛேሻsenሺ݊߮ሻ

ேߚ݆݊
ேߛ

௡ܪ
ሺଶሻሺߛேሻsenሺ݊߮ሻ ݆ܼேܪ௡

ሺଵሻᇲሺߛேሻsenሺ݊߮ሻ ݆ܼேܪ௡
ሺଶሻᇱሺߛேሻsenሺ݊߮ሻ

0 0 ௡ܪ
ሺଵሻሺߛேሻsenሺ݊߮ሻ ௡ܪ

ሺଶሻሺߛேሻsenሺ݊߮ሻ

െ݆ݕேܪ௡
ሺଵሻᇲሺߛேሻcosሺ݊߮ሻ െ݆ݕேܪ௡

ሺଶሻᇲሺߛேሻcosሺ݊߮ሻ
െ݆݊ߚே
ேߛ

௡ܪ
ሺଵሻሺߛேሻcosሺ݊߮ሻ

െ݆݊ߚே
ேߛ

௡ܪ
ሺଶሻሺߛேሻcosሺ݊߮ሻے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

൦

ேܣ
ேܤ
ேܥ
ேܦ

൪ (87)

 

Sendo implícito que AN = CN = 0. 

 

Para simplificar a notação, as respectivas matrizes serão referenciadas da 

seguinte forma: 

ന݉ ሾ݈ሿ௥ é a matriz referente à Eq. 86. 

ന݉ ሾܰሿ௥ é a matriz referente à Eq. 87. 

Portanto: 

Para as regiões internas (0 ≤  ≤ (N-1)): 

 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
௭೗ܧ
ఝ೗ܧ
௭೗ܪ
ےఝ೗ܪ

ۑ
ۑ
ۑ
ې
ൌ ന݉ሾ݈ሿሺ௥ሻ ൦

௟ܣ
௟ܤ
௟ܥ
௟ܦ

൪ (88)

Para a região externa ( = N): 

 

 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
௭ಿܧ
ఝಿܧ
௭ಿܪ
ےఝಿܪ

ۑ
ۑ
ۑ
ې
ൌ ന݉ሾܰሿሺ௥ሻ ൦

ேܣ
ேܤ
ேܥ
ேܦ

൪ (89)
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2.3.1.2 Matrizes de Transmissão 

 

As matrizes de transmissão dos modos híbridos, referentes às fronteiras da 

BF, são calculadas impondo as condições que os campos eletromagnéticos devem 

satisfazer nas referidas fronteiras, ou seja: 

 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
௭೗ܧ
ఝ೗ܧ
௭೗ܪ
ےఝ೗ܪ

ۑ
ۑ
ۑ
ې

ሺ௥ୀ௥೗ሻ

ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
௭ሺ೗షభሻܧ
ఝሺ೗షభሻܧ
௭ሺ೗షభሻܪ
ےఝሺ೗షభሻܪ

ۑ
ۑ
ۑ
ې

ሺ௥ୀ௥೗ሻ

 (90)

 

As matrizes de transmissão relacionam os coeficientes dos campos contíguos 

às respectivas fronteiras. 

 

Para as regiões internas (r1 ≤ r ≤ r(N-1)): 

Substituindo a Eq. 88 na Eq. 90, temos: 

 ൦

௟ܣ
௟ܤ
௟ܥ
௟ܦ

൪ ൌ ൣ ന݉ሾ݈ሿሺ௥ୀ௥೗ሻ൧
ିଵ
ന݉ሾ݈െ1ሿሺ௥ୀ௥೗ሻ ൦

௟ିଵܣ
௟ିଵܤ
௟ିଵܥ
௟ିଵܦ

൪ (91)

 

A Eq. 86 caracteriza a matriz ന݉  [], cuja inversa, calculada através do 

software MAPLE, é dada por: 

 ൣ ന݉ሾ݈ሿሺ௥ୀ௥೗ሻ൧
ିଵ
ൌ
1
ܹ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ ௡ܻ

ᇱ

cosሺ݊߮ሻ
0

௟ߚ݊ ௡ܻ

௟ܻߛ௟senሺ݊߮ሻ
െ݆ ௡ܻ

௟ܻcosሺ݊߮ሻ
െܬ௡

ᇱ

cosሺ݊߮ሻ
0

െ݊ߚ௟ܬ௡
௟ܻߛ௟senሺ݊߮ሻ

௡ܬ݆
௟ܻcosሺ݊߮ሻ

௡ݕ௟ߚ݊
ܼ௟ߛ௟cosሺ݊߮ሻ

௡ݕ݆
ܼ௟senሺ݊߮ሻ

௡ܻ
ᇱ

senሺ݊߮ሻ
0

െ݊ߚ௟ܬ௡
ܼ௟ߛ௟cosሺ݊߮ሻ

െ݆ܬ௡
ܼ௟senሺ݊߮ሻ

െܬ௡
ᇱ

senሺ݊߮ሻ
0

ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 (92)
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Onde: 

 ܹ ൌ ሾܬ௡ሺߛ௟ሻ ௡ܻ
ᇱሺߛ௟ሻ െ ௡ܻሺߛ௟ሻܬ௡

ᇱሺߛ௟ሻሿ௥ୀ௥೗ (93)

 

O valor de W, assim como os das derivadas das Funções de Bessel, são 

calculados pelas relações  de recorrências: 

 
௡ܬ
ᇱ ൌ

1
2
ሺܬ௡ିଵ െ  ௡ାଵሻܬ

௡ܻ
ᇱ ൌ

1
2
ሺ ௡ܻିଵ െ ௡ܻାଵሻ 

(94)

Utilizando o Wronskian: 

ሻݖ௡ାଵሺܬ  ௡ܻሺݖሻ െ ሻݖ௡ሺܬ ௡ܻାଵሺݖሻ ൌ
2
ݖߨ

 (95)

 

Substituindo na Eq. 93 as relações de recorrências (Eqs. 94), temos: 	

ܹ ൌ ௃೙
ଶ
ሺܬ௡ିଵ െ ௡ܻାଵሻ െ

௒೙
ଶ
ሺܬ௡ିଵ െ ௡ܻାଵሻ  

Com um simples algebrismo, “W” é expresso em função dos Wronskians: 

 ܹ ൌ
1
2
ሾሺܬ௡ାଵ ௡ܻ െ ௡ܻାଵܬ௡ሻ ൅ ሺܬ௡ ௡ܻିଵ െ ௡ܻܬ௡ିଵሻሿ (96)

 

Reconhecendo na Eq. 96 os Wronskians estabelecidos na Eq. 95, onde 

ܼ ൌ ௟ߛ ൌ ሺ݇௟ݎ௟ሻ ൌ ௟ଶߟඥߨ2 െ ௘௙ଶߟ ቀ
௥೗
ఒ
ቁ, tem-se: 

 

 ܹሺݖሻ ൌ
1
2
൬
2
ݖߨ

൅
2
ݖߨ
൰ ൌ

2
ݖߨ

ൌ
2

௟ሻݎሺ݇௟ߨ
 (97)

 

Substituindo na Eq. 97, ሺ݇௟ݎ௟ሻ ൌ ௟ଶߟඥߨ2 െ ௘௙ଶߟ ቀ
௥೗
ఒ
ቁ, vide Eq. 83, obtemos: 

 ሾܹఊ೗ሺ௥ୀ௥೗ሻሿ ൌ
2

௟ሻݎሺ݇௟ߨ
ൌ

1

௟ଶߟଶඥߨ െ ௘௙ଶߟ ቀ
௟ݎ
ቁߣ

 (98)
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A matriz de transmissão na fronteira interna, r = r , limítrofe entre as regiões  

( - 1) e (), é deduzida substituindo-se na Eq. 91 as matrizes estabelecidas nas 

Eqs. 92 e 86. 

 ൦

௟ܣ
௟ܤ
௟ܥ
௟ܦ

൪ ൌ ന݉ሾ݈, ሺ݈ െ 1ሻሿሺ௥ୀ௥೗ሻ ൦

௟ିଵܣ
௟ିଵܤ
௟ିଵܥ
௟ିଵܦ

൪ (99)

Onde: 

 ന݉ ሾ݈, ሺ݈ െ 1ሻሿሺ௥ୀ௥೗ሻ ൌ
௟ሻݎሺ݇௟ߨ

2
൦

݉ଵଵ ݉ଵଶ ݉ଵଷ ݉ଵସ
݉ଶଵ ݉ଶଶ ݉ଶଷ ݉ଶସ
݉ଷଵ ݉ଷଶ ݉ଷଷ ݉ଷସ
݉ସଵ ݉ସଶ ݉ସଷ ݉ସସ

൪ (100)

 

Os respectivos termos da matriz da Eq. 100 são: 

݉ଵଵ ൌ ௟ሻݎ௡ሺ݇௟ିଵܬ ௡ܻ
ᇱሺ݇௟ݎ௟ሻ െ ൬

݇௟
݇௟ିଵ

൰ ൬
௟ିଵߟ
௟ߟ

൰
ଶ

௡ܬ
ᇱሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ ௡ܻሺ݇௟ݎ௟ሻ 

݉ଵଶ ൌ ௡ܻሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ ௡ܻ
ᇱሺ݇௟ݎ௟ሻ െ ൬

݇௟
݇௟ିଵ

൰ ൬
௟ିଵߟ
௟ߟ

൰
ଶ

௡ܻ
ᇱሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ ௡ܻሺ݇௟ݎ௟ሻ 

݉ଵଷ ൌ ݊ ௡ܻሺ݇௟ݎ௟ሻܬ௡ሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ ൤൬
௟ߚ
௟ߛ
െ
௟ିଵߚ
௟ିଵߛ

൰
1
௟ݕ
൨ 

݉ଵସ ൌ ݊ ௡ܻሺ݇௟ݎ௟ሻ ௡ܻሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ ൤൬
௟ߚ
௟ߛ
െ
௟ିଵߚ
௟ିଵߛ

൰
1
௟ݕ
൨ 

 

(101.1)

 

݉ଶଵ ൌ െܬ௡
ᇱሺ݇௟ݎ௟ሻܬ௡ሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ ൅ ൬

݇௟
݇௟ିଵ

൰ ൬
௟ିଵߟ
௟ߟ

൰
ଶ

௡ܬ௟ሻݎ௡ሺ݇௟ܬ
ᇱሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ 

݉ଶଶ ൌ െܬ௡
ᇱሺ݇௟ݎ௟ሻ ௡ܻሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ െ ൬

݇௟
݇௟ିଵ

൰ ൬
௟ିଵߟ
௟ߟ

൰
ଶ

௟ሻݎ௡ሺ݇௟ܬ ௡ܻ
ᇱሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ 

݉ଶଷ ൌ െ݊ܬ௡ሺ݇௟ݎ௟ሻܬ௡ሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ ൤൬
௟ߚ
௟ߛ
െ
௟ିଵߚ
௟ିଵߛ

൰
1
௟ݕ
൨ 

݉ଶସ ൌ െ݊ܬ௡ሺ݇௟ݎ௟ሻ ௡ܻሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ ൤൬
௟ߚ
௟ߛ
െ
௟ିଵߚ
௟ିଵߛ

൰
1
௟ݕ
൨ 

 

(101.2)
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݉ଷଵ ൌ ݊ ௡ܻሺ݇௟ݎ௟ሻܬ௡ሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ ൤൬
௟ߚ
௟ߛ
െ
௟ିଵߚ
௟ିଵߛ

൰
1
ܼ௟
൨ 

݉ଷଶ ൌ ݊ ௡ܻሺ݇௟ݎ௟ሻ ௡ܻሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ ൤൬
௟ߚ
௟ߛ
െ
௟ିଵߚ
௟ିଵߛ

൰
1
ܼ௟
൨ 

݉ଷଷ ൌ ௡ܻ
ᇱሺ݇௟ݎ௟ሻܬ௡ሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ െ ൬

݇௟
݇௟ିଵ

൰ ௡ܻሺ݇௟ݎ௟ሻܬ௡
ᇱሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ 

݉ଷସ ൌ ௡ܻ
ᇱሺ݇௟ݎ௟ሻ ௡ܻሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ െ ൬

݇௟
݇௟ିଵ

൰ ௡ܻሺ݇௟ݎ௟ሻ ௡ܻ
ᇱሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ 

 

(101.3)

 

݉ସଵ ൌ െ݊ܬ௡ሺ݇௟ݎ௟ሻܬ௡ሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ ൤൬
௟ߚ
௟ߛ
െ
௟ିଵߚ
௟ିଵߛ

൰
1
ܼ௟
൨ 

݉ସଶ ൌ െ݊ܬ௡ሺ݇௟ݎ௟ሻ ௡ܻሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ ൤൬
௟ߚ
௟ߛ
െ
௟ିଵߚ
௟ିଵߛ

൰
1
ܼ௟
൨ 

݉ସଷ ൌ െܬ௡
ᇱሺ݇௟ݎ௟ሻܬ௡ሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ ൅ ൬

݇௟
݇௟ିଵ

൰ ௡ܬ௟ሻݎ௡ሺ݇௟ܬ
ᇱሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ 

݉ସସ ൌ െܬ௡
ᇱሺ݇௟ݎ௟ሻ ௡ܻሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ ൅ ൬

݇௟
݇௟ିଵ

൰ ௟ሻݎ௡ሺ݇௟ܬ ௡ܻ
ᇱሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ 

 

(101.4)

Os termos das Eqs.101 são obtidos pelas expressões na Eq. 83, ou seja: 

 

݇௟ݎ௟ ൌ ௟ଶߟටߨ2 െ ௘௙ଶߟ ቀ
௟ݎ
ߣ
ቁ 

݇௟ିଵݎ௟ ൌ ௟ଶߟටߨ2 െ ௘௙ଶߟ ቀ
௟ݎ
ߣ
ቁ 

൬
݇௟
݇௟ିଵ

൰ ൌ ඨ
௟ଶߟ െ ௘௙ଶߟ

௟ିଵଶߟ െ ௘௙ଶߟ
 

൤൬
௟ߚ
௟ߛ
െ
௟ିଵߚ
௟ିଵߛ

൰
1

௟ܻ
൨ ൌ

60

௟ଶߟ ቀ
௟ݎ
ቁߣ

ቈቆ
௘௙ߟ

ඥߟ௟ଶ െ ௘௙ଶߟ
ቇ ቆ1 െ ൬

݇௟
݇௟ିଵ

൰
ଶ

ቇ቉ 

൤൬
௟ߚ
௟ߛ
െ
௟ିଵߚ
௟ିଵߛ

൰
1
ܼ௟
൨ ൌ

1

ଶߨ240 ቀ
௟ݎ
ቁߣ

ቈቆ
௘௙ߟ

ඥߟ௟ଶ െ ௘௙ଶߟ
ቇቆ1 െ ൬

݇௟
݇௟ିଵ

൰
ଶ

ቇ቉ 

(102)
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TE 

TM 

Observa-se que: 

ቂቀ
ఉ೗
ఊ೗
െ

ఉ೗షభ
ఊ೗షభ

ቁ
ଵ

௓೗
ቃ ൌ ቀ

ఎ೗
ଵଶ଴గ

ቁ
ଶ
ቂቀ
ఉ೗
ఊ೗
െ

ఉ೗షభ
ఊ೗షభ

ቁ
ଵ

௒೗
ቃ  

ቀ
ఎ೗

ଵଶ଴గ
ቁ
ଶ
ൌ ቀ

ఎ೗మ

ଵ,ସଶଵൈଵ଴ఱ
ቁ  

 

Portanto, é suficiente calcular somente um dos dois termos entre parênteses. 

As expressões das Eqs. 102 substituídas nas respectivas parcelas da Eq. 

101, completa a dedução da matriz de transmissão nas primeiras interfaces, 

referente ao primeiro formalismo. 

Fica evidente a propriedade da combinação linear dos modos TM0m e TE0m na 

formulação do modo HEMnm ao se considerar: n = 0, ܬ଴
ᇱ ൌ െܬଵ e ଴ܻ

ᇱ ൌ െ ଵܻ nas  

Eqs. 101. 

Com estas especificações, a matriz de transmissão do modo híbrido, Eqs. 100 

e 101, se desacopla nas dos modos TM0m e TE0m, como mostra a Eq. 103 a seguir. 

 

 ന݉ ሾ݈, ሺ݈ െ 1ሻሿ ൌ ቀିగ௞೗௥೗
ଶ

ቁ ൦

݉ଵଵ ݉ଵଶ 0 0
݉ଶଵ ݉ଶଶ 0 0
0 0 ഥ݉ଵଵሺݎ௟ሻ ഥ݉ଵଶሺݎ௟ሻ
0 0 ഥ݉ଶଵሺݎ௟ሻ ഥ݉ଶଶሺݎ௟ሻ

൪ (103)

 

A submatriz ்݉ெ da Eq. 103 é a própria matriz de transmissão do modo TM0m 

(Eqs. 24 e 25), e a submatriz ഥ்݉ா se identifica ao do modo TE0m (Eqs. 55 e 56). 

 

Para a região externa (r = rN): 
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A matriz de transmissão referente à fronteira externa r = rN (vide Figura 2-1), é 

obtida impondo aos campos eletromagnéticos as condições que devem ser 

satisfeitas na última fronteira da estrutura de Bragg (vide Figura 2-2): 

 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
௭ಿܧ
ఝಿܧ
௭ಿܪ
ےఝಿܪ

ۑ
ۑ
ۑ
ې

ሺ௥ୀ௥ಿሻ

ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
௭ሺಿషభሻܧ
ఝሺಿషభሻܧ
௭ሺಿషభሻܪ
ےఝሺಿషభሻܪ

ۑ
ۑ
ۑ
ې

ሺ௥ୀ௥ಿሻ

 (103)

 

Substituindo as matrizes das Eqs. 86 e 87 na Eq. 103, tem-se uma relação 

entre os coeficientes dos campos das regiões contíguas à respectiva fronteira: 

 

 ൦

ேܣ
ேܤ
ேܥ
ேܦ

൪ ൌ ൣሺ ന݉ሾܰሿሻሺ௥ୀ௥ಿሻ൧
ିଵ
ሺ ന݉ሾܰ െ 1ሿሻ ൦

ேିଵܣ
ேିଵܤ
ேିଵܥ
ேିଵܦ

൪ (104)

A matriz ሺ ന݉ሾܰ െ 1ሿሻሺ௥ୀ௥ಿሻ é dada pela Eq. 86, e ൣሺ ന݉ሾܰሿሻሺ௥ୀ௥ಿሻ൧
ିଵ

 é dada pela 

inversa da Eq. 87, considerando em ambas que r = rN. 

 

 ൣധ݉ധധሾܰሿሺ௥ୀ௥ಿሻ൧
ିଵ
ൌ
1
ܹ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ െܪ௡

ሺଶሻᇲሺߛேሻ

cosሺ݊߮ሻ
0

െ݊ߚேܪ௡
ሺଶሻሺߛேሻ

ேߛ ேܻsenሺ݊߮ሻ
௡ܪ

ሺଶሻሺߛேሻ

ேcosሺ݊߮ሻݕ

௡ܪ
ሺଵሻᇱሺߛேሻ

cosሺ݊߮ሻ
0

௡ܪேߚ݊
ሺଵሻሺߛேሻ

ேߛ ேܻsenሺ݊߮ሻ
െ݆ܪ௡

ሺଵሻሺߛேሻ

ேcosሺ݊߮ሻݕ

െ݊ߚேܪ௡
ሺଶሻሺߛேሻ

ܼேߛேcosሺ݊߮ሻ
െ݆ܪ௡

ሺଶሻሺߛேሻ

ܼேsenሺ݊߮ሻ
െܪ௡

ሺଶሻሺߛேሻ

senሺ݊߮ሻ
0

௡ܪேߚ݊
ሺଵሻሺߛேሻ

ܼேߛேcosሺ݊߮ሻ
௡ܪ݆

ሺଵሻሺߛேሻ

ܼேsenሺ݊߮ሻ
௡ܪ

ሺଵሻᇱሺߛேሻ

senሺ݊߮ሻ
0

ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 (105)

 

Onde: 

 
ܹ ൌ ௡ܪ

ሺଵሻᇱሺݖሻܪ௡
ሺଶሻሺݖሻ െ ௡ܪ

ሺଵሻሺݖሻܪ௡
ሺଶሻᇲሺݖሻ 

ݖ ൌ ሺ݇௡ݎ௡ሻ 
(106)
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Substituindo na Eq. 106 as relações de recorrências das Funções de Hankel: 

௡ܪ
ሺଶሻᇲ ൌ ଵ

ଶ
௡ିଵܪൣ

ሺଶሻ െ ௡ାଵܪ
ሺଶሻ൧  

௡ܪ
ሺଵሻᇲ ൌ ଵ

ଶ
௡ିଵܪൣ

ሺଵሻ െ ௡ାଵܪ
ሺଵሻ൧  

 

Lembrando o Wronskian entre as funções de Hankel: 

௡ାଵܪ
ሺଵሻሺݖሻܪ௡

ሺଶሻሺݖሻ ൌ ௡ܪ
ሺଵሻሺݖሻܪ௡ାଵ

ሺଶሻሺݖሻ ൌ ି௝ସ

గ௭
  

 

Com um simples algebrismo, a Eq. 106 é expressa pela soma de dois Wronskians: 

ܹ ൌ
ଵ

ଶ
ቂെ ቀܪ௡ାଵ

ሺଵሻሺݖሻܪ௡
ሺଶሻሺݖሻ െ ௡ܪ

ሺଵሻሺݖሻܪ௡ାଵ
ሺଶሻሺݖሻቁ െ ቀܪ௡

ሺଵሻሺݖሻܪ௡ିଵ
ሺଶሻሺݖሻ െ ௡ିଵܪ

ሺଵሻሺݖሻܪ௡
ሺଶሻሺݖሻቁቃ  

 

Portanto: ܹ ൌ ଵ

ଶ
ቀ௝ସ
గ௭
൅ ௝ସ

గ௭
ቁ ൌ ௝ସ

గ௭
 

 

Para ݖ ൌ ݇ேݎே, temos: 

 

 
1
ܹ

ൌ ൬
െ݆݇ߨேݎே

4
൰ ൌ

െ݆
2
ଶߨ ൬ටߟேଶ െ ௘௙ଶ൰ߟ ቀ

ேݎ
ߣ
ቁ (107)

 

A matriz de transmissão referente à fronteira externa, r = rN, Eq. 104, é escrita 

da seguinte forma: 

 

 

൦

ேܣ
ேܤ
ேܥ
ேܦ

൪ ൌ ന݉ሾܰ, ሺܰ െ 1ሻሿሺ௥ୀ௥ಿሻ ൦

ேିଵܣ
ேିଵܤ
ேିଵܥ
ேିଵܦ

൪ 

ന݉ ሾܰ, ሺܰ െ 1ሻሿሺ௥ୀ௥ಿሻ ൌ ൬
ேݎே݇ߨ݆

4
൰ ൦

݉ଵଵ ݉ଵଶ ݉ଵଷ ݉ଵସ
݉ଶଵ ݉ଶଶ ݉ଶଷ ݉ଶସ
݉ଷଵ ݉ଷଶ ݉ଷଷ ݉ଷସ
݉ସଵ ݉ସଶ ݉ସଷ ݉ସସ

൪ 

(108)
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Os termos da matriz da Eq. 108 são multiplicados por (-1), já que o Wronskian 

substituído na Eq. 108 foi 
૚

ࢃ
ൌ ቀࡺ࢘ࡺ࢐࣊࢑

૝
ቁ, vide a Eq. 107. Portanto, os respectivos 

termos da Eq. 108 são: 

 

݉ଵଵ ൌ ௡ܪேିଵሻߛ௡ሺܬ
ሺଶሻᇲሺߛேሻ െ ൬

݇ே
݇ேିଵ

൰ ൬
ேିଵߟ
ேߟ

൰
ଶ

௡ܬ
ᇱሺߛேିଵሻܪ௡

ሺଶሻሺߛேሻ 

݉ଵଶ ൌ ௡ܻሺߛேିଵሻܪ௡
ሺଶሻᇲሺߛேሻ െ ൬

݇ே
݇ேିଵ

൰ ൬
ேିଵߟ
ேߟ

൰
ଶ

௡ܻ
ᇱሺߛேିଵሻܪ௡

ሺଶሻሺߛேሻ 

݉ଵଷ ൌ ௡ܪேିଵሻߛ௡ሺܬ݊
ሺଶሻሺߛேሻ ൤൬

ேߚ
ேߛ

െ
ேିଵߚ
ேିଵߛ

൰
1
ேݕ
൨ 

݉ଵସ ൌ ݊ ௡ܻሺߛேିଵሻܪ௡
ሺଶሻሺߛேሻ ൤൬

ேߚ
ேߛ

െ
ேିଵߚ
ேିଵߛ

൰
1
ேݕ
൨ 

 

(109.1)

 

݉ଶଵ ൌ െܬ௡ሺߛேିଵሻܪ௡
ሺଵሻᇲሺߛேሻ ൅ ൬

݇ே
݇ேିଵ

൰ ൬
ேିଵߟ
ேߟ

൰
ଶ

௡ܬ
ᇱሺߛேିଵሻܪ௡

ሺଵሻሺߛேሻ 

݉ଶଶ ൌ െ ௡ܻሺߛேିଵሻܪ௡
ሺଵሻᇲሺߛேሻ ൅ ൬

݇ே
݇ேିଵ

൰ ൬
ேିଵߟ
ேߟ

൰
ଶ

௡ܻ
ᇱሺߛேିଵሻܪ௡

ሺଵሻሺߛேሻ 

݉ଶଷ ൌ െ݊ܬ௡ሺߛேିଵሻܪ௡
ሺଵሻሺߛேሻ ൤൬

ேߚ
ேߛ

െ
ேିଵߚ
ேିଵߛ

൰
1
ேݕ
൨ 

݉ଶସ ൌ െ݊ ௡ܻሺߛேିଵሻܪ௡
ሺଵሻሺߛேሻ ൤൬

ேߚ
ேߛ

െ
ேିଵߚ
ேିଵߛ

൰
1
ேݕ
൨ 

(109.2)

 

݉ଷଵ ൌ ௡ܪேିଵሻߛ௡ሺܬ݊
ሺଶሻሺߛேሻ ൤൬

ேߚ
ேߛ

െ
ேିଵߚ
ேିଵߛ

൰
1
ܼே
൨ 

݉ଷଶ ൌ ݊ ௡ܻሺߛேିଵሻܪ௡
ሺଶሻሺߛேሻ ൤൬

ேߚ
ேߛ

െ
ேିଵߚ
ேିଵߛ

൰
1
ܼே
൨ 

݉ଷଷ ൌ ௡ܪேିଵሻߛ௡ሺܬ
ሺଶሻᇲሺߛேሻ െ ൬

݇ே
݇ேିଵ

൰ ௡ܬ
ᇱሺߛேିଵሻܪ௡

ሺଶሻሺߛேሻ 

݉ଷସ ൌ ௡ܻሺߛேିଵሻܪ௡
ሺଶሻᇲሺߛேሻ െ ൬

݇ே
݇ேିଵ

൰ ௡ܻ
ᇱሺߛேିଵሻܪ௡

ሺଶሻሺߛேሻ 

 

(109.3)
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݉ସଵ ൌ െ݊ܬ௡ሺߛேିଵሻܪ௡
ሺଵሻሺߛேሻ ൤൬

ேߚ
ேߛ

െ
ேିଵߚ
ேିଵߛ

൰
1
ܼே
൨ 

݉ସଶ ൌ െ݊ ௡ܻሺߛேିଵሻܪ௡
ሺଵሻሺߛேሻ ൤൬

ேߚ
ேߛ

െ
ேିଵߚ
ேିଵߛ

൰
1
ܼே
൨ 

݉ସଷ ൌ െܬ௡ሺߛேିଵሻܪ௡
ሺଵሻᇲሺߛேሻ ൅ ൬

݇ே
݇ேିଵ

൰ ௡ܬ
ᇱሺߛேିଵሻܪ௡

ሺଵሻሺߛேሻ 

݉ସସ ൌ െ ௡ܻሺߛேିଵሻܪ௡
ሺଵሻᇲሺߛேሻ ൅ ൬

݇ே
݇ேିଵ

൰ ௡ܻ
ᇱሺߛேିଵሻܪ௡

ሺଵሻሺߛேሻ 

 

(109.4)

 

Os parâmetros (γ, β, z, y;  = N, (N-1)) são os definidos nas expressões da Eq. 

83, então: 

ቀ࢟ࡺష૚
ࡺ࢟

ቁ ൌ ቀ ࡺ࢑
ష૚ࡺ࢑

ቁ ቀ ࡺࣁ
ష૚ࡺࣁ

ቁ
૛
;    ቀ ࡺࢠ

ష૚ࡺࢠ
ቁ ൌ ቀ ࡺ࢑

ష૚ࡺ࢑
ቁ  

 

2.3.2 Segundo Formalismo dos Modos HEMnm (2HEM) 

 

Este formalismo, que se fundamenta nos campos longitudinais 

ቂܧ௭೛൫݊݁ݏሺ݊߮ሻ൯;  ሺ݊߮ሻ൯ቃ, tem por base o primeiro formalismo, com o cos(nϕ) noݏ݋௭೛൫ܿܪ

lugar do sen(nϕ) e vice-versa, vide as Eqs. 79 e 80. 

O desenvolvimento é idêntico ao do primeiro formalismo. Portanto, ele será 

apresentado diretamente, omitindo-se as explicações redundantes dos itens que o 

compõem. 

 

2.3.2.1 Campos Eletromagnéticos 

 

As componentes dos campos elétrico e magnético, da segunda formulação, 

são obtidas substituindo-se na Eq. 78 as componentes longitudinais da Eq. 80, 

referente à ܧ௭೛senሺ݊߮ሻ e ܪ௭೛cosሺ݊߮ሻ. 
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Para a região do núcleo e anéis dielétricos (0 ≤  ≤ (N-1)): 

 

,ݎ௭೗ሺܧ ߮, ሻݖ ൌ ሺܣ௟ܬ௡ሺ݇௟ݎሻ ൅ ௟ܤ ௡ܻሺ݇௟ݎሻሻsenሺ݊߮ሻ݁ି௝ఉ௭ 

,ݎ௭೗ሺܪ ߮, ሻݖ ൌ ሺܥ௟ܬ௡ሺ݇௟ݎሻ ൅ ௟ܦ ௡ܻሺ݇௟ݎሻሻcosሺ݊߮ሻ݁ି௝ఉ௭ 

௥೗ܧ ൌ െ݆ ൤
ߚ
݇௟
൫ܣ௟ܬ௡

ᇱሺ݇௟ݎሻ ൅ ௟ܤ ௡ܻ
ᇱሺ݇௟ݎሻ൯ െ ൬

଴ߤݓ
݇௟

൰ ൬
݊
݇௟ݎ

൰ ൫ܥ௟ܬ௡ሺ݇௟ݎሻ ൅ ௟ܦ ௡ܻሺ݇௟ݎሻ൯൨ senሺ݊߮ሻ݁ି௝ఉ௭ 

ఝ೗ܧ ൌ ݆ ൤െ
ߚ
݇௟
൬
݊
݇௟ݎ

൰ ൫ܣ௟ܬ௡ሺ݇௟ݎሻ ൅ ௟ܤ ௡ܻሺ݇௟ݎሻ൯ ൅ ൬
଴ߤݓ
݇௟

൰ ൫ܥ௟ܬ௡
ᇱሺ݇௟ݎሻ ൅ ௟ܦ ௡ܻ

ᇱሺ݇௟ݎሻ൯൨ cosሺ݊߮ሻ݁ି௝ఉ௭ 

௥೗ܪ ൌ െ݆ ቈെቆ
ଶߟ଴ߝݓ

݇௟
ቇ ൬

݊
݇௟ݎ

൰ ൫ܣ௟ܬ௡ሺ݇௟ݎሻ ൅ ௟ܤ ௡ܻሺ݇௟ݎሻ൯ ൅
ߚ
݇௟
൫ܥ௟ܬ௡

ᇱሺ݇௟ݎሻ ൅ ௟ܦ ௡ܻ
ᇱሺ݇௟ݎሻ൯቉ cosሺ݊߮ሻ݁ି௝ఉ௭ 

ఝ೗ܪ ൌ െ݆ ቈቆ
ଶߟ଴ߝݓ

݇௟
ቇ ൫ܣ௟ܬ௡

ᇱሺ݇௟ݎሻ ൅ ௟ܤ ௡ܻ
ᇱሺ݇௟ݎሻ൯ െ

ߚ
݇௟
൬
݊
݇௟ݎ

൰ ൫ܥ௟ܬ௡ሺ݇௟ݎሻ ൅ ௟ܦ ௡ܻሺ݇௟ݎሻ൯቉ senሺ݊߮ሻ	݁ି௝ఉ௭ 

(110)

 

Sendo implícito que B0 = D0 = 0. 

 

Observando os campos eletromagnéticos da primeira formulação (Eq. 81) e 

da segunda (Eq. 110), percebe-se que a segunda formulação pode ser deduzida da 

primeira sob as seguintes substituições: 

 

 Primeiro Formalismo

(Eq. 81)
 Segundo Formalismo 

(Eq. 110) 

(111)
 cos	ሺ݊߮ሻ  senሺ݊߮ሻ 

 sen	ሺ݊߮ሻ  cosሺ݊߮ሻ 

 ൬
݊
݇௟ݎ

൰  ൬
െ݊
݇௟ݎ

൰ 

Portanto:  

     ݊  െ݊ 

 

Para a região externa ( = N): 

Substituindo na Eq. 82 as relações entre os dois formalismos, expressas na 

Eq. 111, têm-se os campos eletromagnéticos referentes à região externa do 

segundo formalismo: 
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,ݎ௭೗ሺܧ ߮, ሻݖ ൌ ൫ܣ௟ܪ௡
ሺଵሻሺ݇௟ݎሻ ൅ ௡ܪ௟ܤ

ሺଶሻሺ݇௟ݎሻ൯senሺ݊߮ሻ݁ି௝ఉ௭ 

,ݎ௭೗ሺܪ ߮, ሻݖ ൌ ൫ܥ௟ܪ௡
ሺଵሻሺ݇௟ݎሻ ൅ ௡ܪ௟ܦ

ሺଶሻሺ݇௟ݎሻ൯cosሺ݊߮ሻ݁ି௝ఉ௭ 

௥೗ܧ ൌ െ݆ ൤
ߚ
݇௟
൬ܣ௟ܪ௡

ሺଵሻᇱሺߛ௟ሻ ൅ ௡ܪ௟ܤ
ሺଶሻᇱሺߛ௟ሻ൰ െ ൬

଴ߤݓ
݇௟

൰ ൬
݊
݇௟ݎ

൰ ቀܥ௟ܪ௡
ሺଵሻሺߛ௟ሻ ൅ ௡ܪ௟ܦ

ሺଶሻሺߛ௟ሻቁ൨ senሺ݊߮ሻ݁ି௝ఉ௭ 

ఝ೗ܧ ൌ ݆ ൤
െߚ
݇௟

൬
݊
݇௟ݎ

൰ ቀܣ௟ܪ௡
ሺଵሻሺߛ௟ሻ ൅ ௡ܪ௟ܤ

ሺଶሻሺߛ௟ሻቁ ൅ ൬
଴ߤݓ
݇௟

൰ ൬ܥ௟ܪ௡
ሺଵሻᇲሺߛ௟ሻ ൅ ௡ܪ௟ܦ

ሺଶሻᇲሺߛ௟ሻ൰൨ cosሺ݊߮ሻ݁ି௝ఉ௭ 

௥೗ܪ ൌ െ݆ ቈെቆ
ଶߟ଴ߝݓ

݇௟
ቇ ൬

݊
݇௟ݎ

൰ ቀܣ௟ܪ௡
ሺଵሻሺߛ௟ሻ ൅ ௡ܪ௟ܤ

ሺଶሻሺߛ௟ሻቁ ൅
ߚ
݇௟
൬ܥ௟ܪ௡

ሺଵሻᇲሺߛ௟ሻ ൅ ௡ܪ௟ܦ
ሺଶሻᇲሺߛ௟ሻ൰቉ cosሺ݊߮ሻ݁ି௝ఉ௭ 

ఝ೗ܪ ൌ െ݆ ቈቆ
ଶߟ଴ߝݓ

݇௟
ቇ ൬ܣ௟ܪ௡

ሺଵሻᇱሺߛ௟ሻ ൅ ௡ܪ௟ܤ
ሺଶሻᇱሺߛ௟ሻ൰ ൅

െߚ
݇௟

൬
݊
݇௟ݎ

൰ ቀܥ௟ܪ௡
ሺଵሻሺߛ௟ሻ ൅ ௡ܪ௟ܦ

ሺଶሻሺߛ௟ሻቁ቉ senሺ݊߮ሻ݁ି௝ఉ௭ 

(112)

 

Sendo implícito que AN = CN = 0. 

 

Com auxílio dos parâmetros indicados na Eq. 83, os respectivos campos 

(Eqs. 110 e 112) são expressos suscintamente, apropriados à linguagem de 

máquina. Conforme já citado, a linguagem adotada neste trabalho foi a FORTRAN. 

Para a região do núcleo e anéis dielétricos (0 ≤  ≤ (N-1)): 

 

௭೗ܧ ൌ ሺܣ௟ܬ௡ሺߛ௟ሻ ൅ ௟ܤ ௡ܻሺߛ௟ሻሻsenሺ݊߮ሻ 

௭೗ܪ ൌ ሺܥ௟ܬ௡ሺߛ௟ሻ ൅ ௟ܦ ௡ܻሺߛ௟ሻሻcosሺ݊߮ሻ 

௥೗ܧ ൌ െ݆ ൤ߚ௟൫ܣ௟ܬ௡
ᇱሺߛ௟ሻ ൅ ௟ܤ ௡ܻ

ᇱሺߛ௟ሻ൯ െ ൬
ܼ݊௟
௟ߛ
൰ ൫ܥ௟ܬ௡ሺߛ௟ሻ ൅ ௟ܦ ௡ܻሺߛ௟ሻ൯൨ senሺ݊߮ሻ 

ఝ೗ܧ ൌ ݆ ൤൬
െ݊ߚ௟
௟ߛ

൰ ൫ܣ௟ܬ௡ሺߛ௟ሻ ൅ ௟ܤ ௡ܻሺߛ௟ሻ൯ ൅ ܼ௟൫ܥ௟ܬ௡
ᇱሺߛ௟ሻ ൅ ௟ܦ ௡ܻ

ᇱሺߛ௟ሻ൯൨ cosሺ݊߮ሻ 

௥೗ܪ ൌ െ݆ ൤൬
െ݊ݕ௟
௟ߛ

൰ ൫ܣ௟ܬ௡ሺߛ௟ሻ ൅ ௟ܤ ௡ܻሺߛ௟ሻ൯ ൅ ௡ܬ௟ܥ௟൫ߚ
ᇱሺߛ௟ሻ ൅ ௟ܦ ௡ܻ

ᇱሺߛ௟ሻ൯൨ cosሺ݊߮ሻ 

ఝ೗ܪ ൌ െ݆ ൤ݕ௟൫ܣ௟ܬ௡
ᇱሺߛ௟ሻ ൅ ௟ܤ ௡ܻ

ᇱሺߛ௟ሻ൯ െ
௟ߚ݊
௟ߛ

൫ܥ௟ܬ௡ሺߛ௟ሻ ൅ ௟ܦ ௡ܻሺߛ௟ሻ൯൨ senሺ݊߮ሻ 

(113)

 

  



74 
 

Para a região externa ( = N): 

 

௭ಿܧ ൌ ൫ܣேܪ௡
ሺଵሻሺߛேሻ ൅ ௡ܪேܤ

ሺଶሻሺߛேሻ൯senሺ݊߮ሻ 

௭ಿܪ ൌ ൫ܥேܪ௡
ሺଵሻሺߛேሻ ൅ ௡ܪேܦ

ሺଶሻሺߛேሻ൯cosሺ݊߮ሻ 

௥ಿܧ ൌ െ݆ ൤ߚே ൬ܣேܪ௡
ሺଵሻᇱሺߛேሻ ൅ ௡ܪேܤ

ሺଶሻᇱሺߛேሻ൰ െ ൬
ܼ݊ே
ேߛ

൰ ቀܥேܪ௡
ሺଵሻሺߛேሻ ൅ ௡ܪேܦ

ሺଶሻሺߛேሻቁ൨ senሺ݊߮ሻ 

ఝಿܧ ൌ ݆ ൤
െ݊ߚே
ேߛ

ቀܣேܪ௡
ሺଵሻሺߛேሻ ൅ ௡ܪேܤ

ሺଶሻሺߛேሻቁ ൅ ܼே ൬ܥேܪ௡
ሺଵሻᇲሺߛேሻ ൅ ௡ܪேܦ

ሺଶሻᇲሺߛேሻ൰൨ cosሺ݊߮ሻ 

௥ಿܪ ൌ െ݆ ൤
െ݊ݕே
ேߛ

ቀܣேܪ௡
ሺଵሻሺߛேሻ ൅ ௡ܪேܤ

ሺଶሻሺߛேሻቁ ൅ ேߚ ൬ܥேܪ௡
ሺଵሻᇲሺߛேሻ ൅ ௡ܪேܦ

ሺଶሻᇲሺߛேሻ൰൨ cosሺ݊߮ሻ 

ఝಿܪ ൌ െ݆ ൤ݕே ൬ܣேܪ௡
ሺଵሻᇱሺߛேሻ ൅ ௡ܪேܤ

ሺଶሻᇱሺߛேሻ൰ െ
ேߚ݊
ேߛ

ቀܥேܪ௡
ሺଵሻሺߛேሻ ൅ ௡ܪேܦ

ሺଶሻሺߛேሻቁ൨ senሺ݊߮ሻ 

(114)

 

Nas Eqs. 113 e 114, foi omitido o fator ࢠࢼ࢐ିࢋ. 

As componentes dos campos eletromagnéticos (Eqs. 113 e 114) que 

satisfazem as condições de fronteiras são expressas matricialmente da seguinte 

forma: 

Para as regiões internas (0 ≤  ≤ (N-1)): 

 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
௭೗ܧ
ఝ೗ܧ
௭೗ܪ
ےఝ೗ܪ

ۑ
ۑ
ۑ
ې
ൌ ෥݉ሾ݈ሿሺ௥ሻ ൦

௟ܣ
௟ܤ
௟ܥ
௟ܦ

൪ (115)

 

Onde: 

 

 ෥݉ ሾ݈ሿሺ௥ሻ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

௟ሻsenሺ݊߮ሻߛ௡ሺܬ ௡ܻሺߛ௟ሻsenሺ݊߮ሻ 0 0
െ݆݊ߚ௟
௟ߛ

௟ሻcosሺ݊߮ሻߛ௡ሺܬ
െ݆݊ߚ௟
௟ߛ

௡ܻሺߛ௟ሻcosሺ݊߮ሻ ݆ܼ௟ܬ௡
ᇱሺߛ௟ሻcosሺ݊߮ሻ ݆ܼ௟ ௡ܻ

ᇱሺߛ௟ሻcosሺ݊߮ሻ

0 0 ௟ሻcosሺ݊߮ሻߛ௡ሺܬ ௡ܻሺߛ௟ሻcosሺ݊߮ሻ

െ݆ݕ௟ܬ௡
ᇱሺߛ௟ሻsenሺ݊߮ሻ െ݆ݕ௟ ௡ܻ

ᇱሺߛ௟ሻsenሺ݊߮ሻ
௟ߚ݆݊
௟ߛ

௟ሻsenሺ݊߮ሻߛ௡ሺܬ
௟ߚ݆݊
௟ߛ

௡ܻሺߛ௟ሻsenሺ݊߮ሻے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 (116)

 

Sendo implícito que B0 = D0 = 0. 
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Para a região externa ( = N): 

 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
௭ಿܧ
ఝಿܧ
௭ಿܪ
ےఝಿܪ

ۑ
ۑ
ۑ
ې
ൌ ෥݉ሾܰሿሺ௥ሻ ൦

ேܣ
ேܤ
ேܥ
ேܦ

൪ (117)

 

Onde: 

 

 ෥݉ ሾܰሿሺ௥ሻ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ ௡ܪ

ሺଵሻሺߛேሻsenሺ݊߮ሻ ௡ܪ
ሺଶሻሺߛேሻsenሺ݊߮ሻ 0 0

െ݆݊ߚே
ேߛ

௡ܪ
ሺଵሻሺߛேሻcosሺ݊߮ሻ

െ݆݊ߚே
ேߛ

௡ܪ
ሺଶሻሺߛேሻcosሺ݊߮ሻ ݆ܼேܪ௡

ሺଵሻᇲሺߛேሻcosሺ݊߮ሻ ݆ܼேܪ௡
ሺଶሻᇱሺߛேሻcosሺ݊߮ሻ

0 0 ௡ܪ
ሺଵሻሺߛேሻcosሺ݊߮ሻ ௡ܪ

ሺଶሻሺߛேሻcosሺ݊߮ሻ

െ݆ݕேܪ௡
ሺଵሻᇲሺߛேሻsenሺ݊߮ሻ െ݆ݕேܪ௡

ሺଶሻᇲሺߛேሻsenሺ݊߮ሻ
ேߚ݆݊
ேߛ

௡ܪ
ሺଵሻሺߛேሻsenሺ݊߮ሻ

ேߚ݆݊
ேߛ

௡ܪ
ሺଶሻሺߛேሻsenሺ݊߮ሻے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 (118)

 

Sendo implícito que AN = CN = 0. 

 

2.3.2.2 Matrizes de Transmissão 

 

As matrizes de transmissão nas respectivas fronteiras r1 ≤ r ≤ rN, vide Figura 2-1, são 

estabelecidas com auxílio das Eqs. 91, 117 e 118. 

Para as regiões internas (r1 ≤ r ≤ r(N-1)): 

Pela Eq. 91: 

 ൦

௟ܣ
௟ܤ
௟ܥ
௟ܦ

൪ ൌ ൣ ෥݉ሾ݈ሿሺ௥ୀ௥೗ሻ൧
ିଵ
෥݉ሾ݈െ1ሿሺ௥ୀ௥೗ሻ ൦

௟ିଵܣ
௟ିଵܤ
௟ିଵܥ
௟ିଵܦ

൪ (119)

  

A Eq. 116 caracteriza a matriz ෥݉ ሾ݈ሿሺ௥ୀ௥೗ሻ, cuja inversa, calculada através do 

software MAPLE, é dada por: 
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 ൣ ෥݉ ሾ݈ሿሺ௥ୀ௥೗ሻ൧
ିଵ

ൌ
1
ܹ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ ௡ܻ

ᇱሺߛ௟ሻ
senሺ݊߮ሻ

0
െ݊ߚ௟ ௡ܻሺߛ௟ሻ
௟cosሺ݊߮ሻߛ௟ݕ

െ݆ ௡ܻሺߛ௟ሻ
௟senሺ݊߮ሻݕ

െܬ௡
ᇱሺߛ௟ሻ

senሺ݊߮ሻ
0

௟ሻߛ௡ሺܬ௟ߚ݊
௟cosሺ݊߮ሻߛ௟ݕ

௟ሻߛ௡ሺܬ݆
௟senሺ݊߮ሻݕ

െ݊ߚ௟ݕ௡ሺߛ௟ሻ
ܼ௟ߛ௟senሺ݊߮ሻ

௟ሻߛ௡ሺݕ݆
ܼ௟cosሺ݊߮ሻ

௡ܻ
ᇱሺߛ௟ሻ

cosሺ݊߮ሻ
0

௟ሻߛ௡ሺܬ௟ߚ݊
ܼ௟ߛ௟senሺ݊߮ሻ

െ݆ܬ௡ሺߛ௟ሻ
ܼ௟cosሺ݊߮ሻ

െܬ௡
ᇱሺߛ௟ሻ

cosሺ݊߮ሻ
0

ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 (120)

 

Onde: 

ܹ ቂߛ௟ሺ௥ୀ௥೗ሻቃ ൌ ௟ሻߛ௡ሺܬ ௡ܻ
ᇱሺߛ௟ሻ െ ௡ܬ

ᇱሺߛ௟ሻ ௡ܻሺߛ௟ሻ  

 

Pelas relações de recorrências das derivadas das funções ordinárias de 

Bessel (Eq. 94) e pelo Wronskian (Eq. 95): 

ሻݖ௡ାଵሺܬ ௡ܻሺݖሻ െ ሻݖ௡ሺܬ ௡ܻାଵሺݖሻ ൌ
ଶ

గ௭
  

 

Tem-se ߛ௟ ൌ ݇௟ݎ௟ 

ܹ ቂߛ௟ሺ௥ୀ௥೗ሻቃ ൌ
ଵ

ଶ
ൣ൫ܬ௡ାଵሺߛ௟ሻ ௡ܻሺߛ௟ሻ െ ௟ሻߛ௡ሺܬ ௡ܻାଵሺߛ௟ሻ൯ ൅ ൫ܬ௡ሺߛ௟ሻ ௡ܻିଵሺߛ௟ሻ െ ௟ሻߛ௡ିଵሺܬ ௡ܻሺߛ௟ሻ൯൧  

 

Portanto: 

 ܹ ቂߛ௟ሺ௥ୀ௥೗ሻቃ ൌ
2

௟ሻݎሺ݇௟ߨ
 (121)

 

A Eq. 121 pode ser mais explícita. De acordo com a Eq. 98, obtemos: 

 ܹ ቂߛ௟ሺ௥ୀ௥೗ሻቃ ൌ
2

௟ሻݎሺ݇௟ߨ
ൌ

1

௟ଶߟଶඥߨ െ ௘௙ଶߟ ቀ
௟ݎ
ቁߣ

 (122)

Observamos que a matriz inversa ൣ ഥ݉ሾ݈ሿሺ௥ୀ௥೗ሻ൧
ିଵ

, Eq. 120, referente à segunda 

formulação, é deduzida prontamente da inversa da primeira formulação (Eq. 92), 

trocando-se sen(nϕ) pelo cos(nϕ) e vice-versa, e (n) por (-n), como esperado. 
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A matriz de transmissão da fronteira r = r, limítrofe entre as regiões internas 

() e (- 1), é deduzida substituindo-se na Eq.119 as matrizes estabelecidas nas 

Eqs. 116 e 120. 

 ൦

௟ܣ
௟ܤ
௟ܥ
௟ܦ

൪ ൌ ෥݉ሾ݈, ሺ݈ െ 1ሻሿሺ௥ୀ௥೗ሻ ൦

௟ିଵܣ
௟ିଵܤ
௟ିଵܥ
௟ିଵܦ

൪ (123)

 

Onde: 

 ෥݉ ሾ݈, ሺ݈ െ 1ሻሿሺ௥ୀ௥೗ሻ ൌ ቆ
௟ሻݎሺ݇௟ߨ
2

ቇ ൦

ഥ݉ଵଵ ഥ݉ଵଶ ഥ݉ଵଷ ഥ݉ଵସ
ഥ݉ଶଵ ഥ݉ଶଶ ഥ݉ଶଷ ഥ݉ଶସ
ഥ݉ଷଵ ഥ݉ଷଶ ഥ݉ଷଷ ഥ݉ଷସ
ഥ݉ସଵ ഥ݉ସଶ ഥ݉ସଷ ഥ݉ସସ

൪ (124)

 

Os respectivos termos da matriz da Eq. 124 são: 

݉ଵଵ ൌ ௟ሻݎ௡ሺ݇௟ିଵܬ ௡ܻ
ᇱሺ݇௟ݎ௟ሻ െ ൬

݇௟
݇௟ିଵ

൰ ൬
௟ିଵߟ
௟ߟ

൰
ଶ

௡ܬ
ᇱሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ ௡ܻሺ݇௟ݎ௟ሻ 

݉ଵଶ ൌ ௡ܻሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ ௡ܻ
ᇱሺ݇௟ݎ௟ሻ െ ൬

݇௟
݇௟ିଵ

൰ ൬
௟ିଵߟ
௟ߟ

൰
ଶ

௡ܻ
ᇱሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ ௡ܻሺ݇௟ݎ௟ሻ 

݉ଵଷ ൌ െ݊ ௡ܻሺ݇௟ݎ௟ሻܬ௡ሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ ൤൬
௟ߚ
௟ߛ
െ
௟ିଵߚ
௟ିଵߛ

൰
1
௟ݕ
൨ 

݉ଵସ ൌ െ݊ ௡ܻሺ݇௟ݎ௟ሻ ௡ܻሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ ൤൬
௟ߚ
௟ߛ
െ
௟ିଵߚ
௟ିଵߛ

൰
1
௟ݕ
൨ 

 

(125.1)
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݉ଶଵ ൌ െܬ௡
ᇱሺ݇௟ݎ௟ሻܬ௡ሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ ൅ ൬

݇௟
݇௟ିଵ

൰ ൬
௟ିଵߟ
௟ߟ

൰
ଶ

௡ܬ௟ሻݎ௡ሺ݇௟ܬ
ᇱሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ 

݉ଶଶ ൌ െܬ௡
ᇱሺ݇௟ݎ௟ሻ ௡ܻሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ ൅ ൬

݇௟
݇௟ିଵ

൰ ൬
௟ିଵߟ
௟ߟ

൰
ଶ

௟ሻݎ௡ሺ݇௟ܬ ௡ܻ
ᇱሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ 

݉ଶଷ ൌ ௟ሻݎ௡ሺ݇௟ିଵܬ௟ሻݎ௡ሺ݇௟ܬ݊ ൤൬
௟ߚ
௟ߛ
െ
௟ିଵߚ
௟ିଵߛ

൰
1
௟ݕ
൨ 

݉ଶସ ൌ ௟ሻݎ௡ሺ݇௟ܬ݊ ௡ܻሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ ൤൬
௟ߚ
௟ߛ
െ
௟ିଵߚ
௟ିଵߛ

൰
1
௟ݕ
൨ 

 

(125.2)

 

݉ଷଵ ൌ െ݊ ௡ܻሺ݇௟ݎ௟ሻܬ௡ሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ ൤൬
௟ߚ
௟ߛ
െ
௟ିଵߚ
௟ିଵߛ

൰
1
ܼ௟
൨ 

݉ଷଶ ൌ െ݊ ௡ܻሺ݇௟ݎ௟ሻ ௡ܻሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ ൤൬
௟ߚ
௟ߛ
െ
௟ିଵߚ
௟ିଵߛ

൰
1
ܼ௟
൨ 

݉ଷଷ ൌ ௡ܻ
ᇱሺ݇௟ݎ௟ሻܬ௡ሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ െ ൬

݇௟
݇௟ିଵ

൰ ௡ܻሺ݇௟ݎ௟ሻܬ௡
ᇱሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ 

݉ଷସ ൌ ௡ܻ
ᇱሺ݇௟ݎ௟ሻ ௡ܻሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ െ ൬

݇௟
݇௟ିଵ

൰ ௡ܻሺ݇௟ݎ௟ሻ ௡ܻ
ᇱሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ 

 

(125.3)

 

݉ସଵ ൌ ௟ሻݎ௡ሺ݇௟ିଵܬ௟ሻݎ௡ሺ݇௟ܬ݊ ൤൬
௟ߚ
௟ߛ
െ
௟ିଵߚ
௟ିଵߛ

൰
1
ܼ௟
൨ 

݉ସଶ ൌ ௟ሻݎ௡ሺ݇௟ܬ݊ ௡ܻሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ ൤൬
௟ߚ
௟ߛ
െ
௟ିଵߚ
௟ିଵߛ

൰
1
ܼ௟
൨ 

݉ସଷ ൌ െܬ௡
ᇱሺ݇௟ݎ௟ሻܬ௡ሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ ൅ ൬

݇௟
݇௟ିଵ

൰ ௡ܬ௟ሻݎ௡ሺ݇௟ܬ
ᇱሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ 

݉ସସ ൌ െܬ௡
ᇱሺ݇௟ݎ௟ሻ ௡ܻሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ ൅ ൬

݇௟
݇௟ିଵ

൰ ௟ሻݎ௡ሺ݇௟ܬ ௡ܻ
ᇱሺ݇௟ିଵݎ௟ሻ 

 

(125.4)

É importante destacar a semelhança entre as matrizes de transmissão do 

primeiro (Eq.120) e segundo (Eq. 125) formalismos. O único fator que os difere é o 

termo (n), em um, o qual passa a ser (-n), no outro. 

Esta relação é também verificada na matriz de transmissão da fronteira 

externa, r = rN, entre o último anel dielétrico ( = N-1) e a região externa ( = N). 
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Assim, a matriz de transmissão referente à fronteira externa do segundo 

formalismo será obtida pelo do primeiro formalismo (Eqs. 108 e 109), substituindo 

neste, o termo (n) por (-n). 

Seja: 

 

 ൦

ேܣ
ேܤ
ேܥ
ேܦ

൪ ൌ ෥݉ሾܰ, ሺܰ െ 1ሻሿሺ௥ୀ௥ಿሻ ൦

ேିଵܣ
ேିଵܤ
ேିଵܥ
ேିଵܦ

൪ (126)

 

Onde: 

 ෥݉ ሾܰ, ሺܰ െ 1ሻሿሺ௥ୀ௥ಿሻ ൌ ൬
ேݎே݇ߨ݆

4
൰ ൦

ഥ݉ଵଵ ഥ݉ଵଶ ഥ݉ଵଷ ഥ݉ଵସ
ഥ݉ଶଵ ഥ݉ଶଶ ഥ݉ଶଷ ഥ݉ଶସ
ഥ݉ଷଵ ഥ݉ଷଶ ഥ݉ଷଷ ഥ݉ଷସ
ഥ݉ସଵ ഥ݉ସଶ ഥ݉ସଷ ഥ݉ସସ

൪ (127)

 

Os respectivos termos da matriz da Eq. 127 são: 

 

݉ଵଵ ൌ ௡ܪேିଵሻߛ௡ሺܬ
ሺଶሻᇲሺߛேሻ െ ൬

݇ே
݇ேିଵ

൰ ൬
ேିଵߟ
ேߟ

൰
ଶ

௡ܬ
ᇱሺߛேିଵሻܪ௡

ሺଶሻሺߛேሻ 

݉ଵଶ ൌ ௡ܻሺߛேିଵሻܪ௡
ሺଶሻᇲሺߛேሻ െ ൬

݇ே
݇ேିଵ

൰ ൬
ேିଵߟ
ேߟ

൰
ଶ

௡ܻ
ᇱሺߛேିଵሻܪ௡

ሺଶሻሺߛேሻ 

݉ଵଷ ൌ െ݊ܬ௡ሺߛேିଵሻܪ௡
ሺଶሻሺߛேሻ ൤൬

ேߚ
ேߛ

െ
ேିଵߚ
ேିଵߛ

൰
1
ேݕ
൨ 

݉ଵସ ൌ െ݊ ௡ܻሺߛேିଵሻܪ௡
ሺଶሻሺߛேሻ ൤൬

ேߚ
ேߛ

െ
ேିଵߚ
ேିଵߛ

൰
1
ேݕ
൨ 

 

(128.1)
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݉ଶଵ ൌ െܬ௡ሺߛேିଵሻܪ௡
ሺଵሻᇲሺߛேሻ ൅ ൬

݇ே
݇ேିଵ

൰ ൬
ேିଵߟ
ேߟ

൰
ଶ

௡ܬ
ᇱሺߛேିଵሻܪ௡

ሺଵሻሺߛேሻ 

݉ଶଶ ൌ െ ௡ܻሺߛேିଵሻܪ௡
ሺଵሻᇲሺߛேሻ ൅ ൬

݇ே
݇ேିଵ

൰ ൬
ேିଵߟ
ேߟ

൰
ଶ

௡ܻ
ᇱሺߛேିଵሻܪ௡

ሺଵሻሺߛேሻ 

݉ଶଷ ൌ ௡ܪேିଵሻߛ௡ሺܬ݊
ሺଵሻሺߛேሻ ൤൬

ேߚ
ேߛ

െ
ேିଵߚ
ேିଵߛ

൰
1
ேݕ
൨ 

݉ଶସ ൌ ݊ ௡ܻሺߛேିଵሻܪ௡
ሺଵሻሺߛேሻ ൤൬

ேߚ
ேߛ

െ
ேିଵߚ
ேିଵߛ

൰
1
ேݕ
൨ 

(128.2)

 

 

݉ଷଵ ൌ െ݊ܬ௡ሺߛேିଵሻܪ௡
ሺଶሻሺߛேሻ ൤൬

ேߚ
ேߛ

െ
ேିଵߚ
ேିଵߛ

൰
1
ܼே
൨ 

݉ଷଶ ൌ െ݊ ௡ܻሺߛேିଵሻܪ௡
ሺଶሻሺߛேሻ ൤൬

ேߚ
ேߛ

െ
ேିଵߚ
ேିଵߛ

൰
1
ܼே
൨ 

݉ଷଷ ൌ ௡ܪேିଵሻߛ௡ሺܬ
ሺଶሻᇲሺߛேሻ െ ൬

݇ே
݇ேିଵ

൰ ௡ܬ
ᇱሺߛேିଵሻܪ௡

ሺଶሻሺߛேሻ 

݉ଷସ ൌ ௡ܻሺߛேିଵሻܪ௡
ሺଶሻᇲሺߛேሻ െ ൬

݇ே
݇ேିଵ

൰ ௡ܻ
ᇱሺߛேିଵሻܪ௡

ሺଶሻሺߛேሻ 

 

(128.3)

 

݉ସଵ ൌ ௡ܪேିଵሻߛ௡ሺܬ݊
ሺଵሻሺߛேሻ ൤൬

ேߚ
ேߛ

െ
ேିଵߚ
ேିଵߛ

൰
1
ܼே
൨ 

݉ସଶ ൌ ݊ ௡ܻሺߛேିଵሻܪ௡
ሺଵሻሺߛேሻ ൤൬

ேߚ
ேߛ

െ
ேିଵߚ
ேିଵߛ

൰
1
ܼே
൨ 

݉ସଷ ൌ െܬ௡ሺߛேିଵሻܪ௡
ሺଵሻᇲሺߛேሻ ൅ ൬

݇ே
݇ேିଵ

൰ ௡ܬ
ᇱሺߛேିଵሻܪ௡

ሺଵሻሺߛேሻ 

݉ସସ ൌ െ ௡ܻሺߛேିଵሻܪ௡
ሺଵሻᇲሺߛேሻ ൅ ൬

݇ே
݇ேିଵ

൰ ௡ܻ
ᇱሺߛேିଵሻܪ௡

ሺଵሻሺߛேሻ 

 

(128.4)
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Os parâmetros (γ, β, z, y;  = N, (N-1)) são os definidos nas expressões da 

Eq. 83, então: 

ቀ ࡺ࢑
ష૚ࡺ࢑

ቁ ቀࡺࣁష૚
ࡺࣁ

ቁ
૛
ൌ ቀ࢟ࡺష૚

ࡺ࢟
ቁ  

ቀ ࡺ࢑
ష૚ࡺ࢑

ቁ ൌ ቀࡺࢠష૚
ࡺࢠ
ቁ  

 

2.3.3 Equação de Dispersão dos Modos Híbridos (HEMnm) 

 

As equações de dispersão dos modos HEMnm (primeira e segunda 

formulações) são inferidas com o mesmo raciocínio pertinente ao modo TM0m (item 

2.1.4): os coeficientes dos campos da região externa (AN, BN, CN, DN) são 

relacionados aos do núcleo (A0, B0, C0, D0) pelos produtos sequenciais das matrizes 

de transmissão da fronteira externa (rN) que limita o núcleo (r1).  

Seja: 

 

 ൦

ேܣ
ேܤ
ேܥ
ேܦ

൪ ൌ ,ுாெሾ0ܯ ܰሿ ൦

଴ܣ
଴ܤ
଴ܥ
଴ܦ

൪ (129)

 

Para a primeira formulação: 

,ுாெሾ0ܯ ܰሿ ൌ ന݉ሾܰ, ሺܰ െ 1ሻሿሺ௥ୀ௥ಿሻ ∙ ന݉ ሾሺܰ െ 1ሻ, ሺܰ െ 2ሻሿሺ௥ୀ௥ಿషభሻ … ന݉ሾ2,1ሿሺ௥ୀ௥మሻ ∙ ന݉ ሾ1,0ሿሺ௥ୀ௥భሻ (130)

 

A matriz ധ݉ധധሾܰ, ሺܰെ 1ሻሿሺݎൌܰݎሻ, referente à fronteira externa, é calculada pelas 

Eqs. 108 e 109. As demais matrizes (regiões internas, rN-1 ≤ r ≤ r1) são obtidas pelas 

Eqs. 100 e 101. 
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De acordo com o segundo formalismo (2HEM): 

,ுாெሾ0ܯ ܰሿ ൌ ෥݉ሾܰ, ሺܰ െ 1ሻሿሺ௥ୀ௥ಿሻ ∙ ෥݉ ሾሺܰ െ 1ሻ, ሺܰ െ 2ሻሿሺ௥ୀ௥ಿషభሻ … ෥݉ሾ2,1ሿሺ௥ୀ௥మሻ ∙ ෥݉ ሾ1,0ሿሺ௥ୀ௥భሻ (131)

 

A matriz ෥݉ ሾܰ, ሺܰ െ 1ሻሿሺ௥ୀ௥ಿሻ, referente à fronteira externa, é calculada pelas 

Eqs. 127 e 128. As demais matrizes (regiões internas, rN-1 ≤ r ≤ r1) são obtidas pelas 

Eqs. 124 e 125. 

 

A matriz da Eq. 129 estabelece, para ambas formulações, o seguinte arranjo: 

,ுாெሾ0ܯ  ܰሿ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ுாெܯ

ଵଵ ுாெܯ
ଵଶ ுாெܯ

ଵଷ ுாெܯ
ଵସ

ுாெܯ
ଶଵ ுாெܯ

ଶଶ ுாெܯ
ଶଷ ுாெܯ

ଶସ

ுாெܯ
ଷଵ ுாெܯ

ଷଶ ுாெܯ
ଷଷ ுாெܯ

ଷସ

ுாெܯ
ସଵ ுாெܯ

ସଶ ுாெܯ
ସଷ ுாெܯ

ସସے
ۑ
ۑ
ۑ
ې
 (132)

 

Levando a Eq. 132 na Eq. 129 e considerando as hipóteses de que, no 

núcleo, B0 = D0 = 0, e na região externa AN = CN = 0, tem-se: 

 

 ൦

0
ேܤ
0
ேܦ

൪ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ுாܯ

ଵଵ ுாܯ
ଵଶ ுாܯ

ଵଷ ுாܯ
ଵସ

ுாܯ
ଶଵ ுாܯ

ଶଶ ுாܯ
ଶଷ ுாܯ

ଶସ

ுாܯ
ଷଵ ுாܯ

ଷଶ ுாܯ
ଷଷ ுாܯ

ଷସ

ுாܯ
ସଵ ுாܯ

ସଶ ுாܯ
ସଷ ுாܯ

ସସے
ۑ
ۑ
ۑ
ې
൦

଴ܣ
0
଴ܥ
0

൪ (133)

 

A matriz da Eq. 133 fornece: 

 ൤
ுாெܯ

ଵଵ ுாெܯ
ଵଷ

ுாெܯ
ଷଵ ுாெܯ

ଷଷ
൨ ൤
଴ܣ
଴ܥ
൨ ൌ ቂ0

0
ቃ (134)
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A Eq. 134 terá solução diferente da trivial, se e somente se, o determinante da 

respectiva matriz se anular. Então: 

ݐ݁݀  ൤
ுாெܯ

ଵଵ ுாெܯ
ଵଷ

ுாெܯ
ଷଵ ுாெܯ

ଷଷ
൨ ൌ 0 (135)

 

A Eq. 135 é a equação de dispersão dos modos híbridos (HEMnm), primeira e 

segunda formulação. 
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3 SOLUÇÕES DA EQUAÇÃO DE 

DISPERSÃO E RESULTADOS OBTIDOS 
 

á inúmeras alternativas para a solução numérica da equação de dispersão no 

plano complexo. Neste trabalho, conforme já informado, se fará uso do método 

da Falsa Posição e da sub-rotina DZANLY (baseada no método de Müller). O 

primeiro método foi programado, e o segundo faz parte da biblioteca IMSL Fortran. 

Os detalhes referentes à programação, bem como o hardware utilizado e tempo de 

duração das execuções estão descritos no APÊNDICE. O objetivo da aplicação do 

método da falsa posição foi para que o uso da teoria desenvolvida, neste trabalho, 

não ficasse atrelada à biblioteca IMSL do Fortran. 

Nesta seção, será apresentada a estratégia utilizada na solução da equação 

de dispersão das fibras de Bragg. Em seguida, serão divulgados os gráficos das 

análises efetuadas, sendo os mesmos comparados com os encontrados na 

literatura. 

A estratégia apresentada é imprescindível à escolha correta dos valores, no 

plano complexo, da solução procurada. 

 

3.1 Estratégia Fundamental para a Análise dos Modos da Fibra de 

Bragg 

 

Como há inúmeros candidatos para a solução das equações de dispersão dos 

modos em uma fibra de Bragg, torna-se extremamente complicado encontrar o valor 

correto sem qualquer estimativa inicial. E esta estimativa pode ser feita através da 

estratégia descrita a seguir. 

Todos os modos que se propagam na fibra de Bragg satisfazem, como em 

todo guia de onda, as condições de ressonância transversa, que, para as fibras de 

Bragg, correspondem aos comprimentos de onda nos quais as perdas de 

propagação são mínimas. Assim, nestes comprimentos de onda de perdas mínimas, 

H
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as camadas dielétricas das células de Bragg refletem fortemente a energia radial, e 

a estrutura pode ser modelada por um núcleo ressonante com borda metálica. 

Portanto, a estimativa pode ser facilmente realizada aplicando a condição de que a 

componente angular do campo elétrico (Eϕ) deve se anular na fronteira do núcleo, 

caso do modo TE0m, assim como a componente radial magnética (Hr) para o modo 

TM0m. 

 

3.1.1 Estimativa do Real(ηef) para os Modos TE0m e TM0m (n = 0) 

 

A estimativa do ܴ݈݁ܽሺ݊௘௙ሻ relacionado aos modos TE0m e TM0m é efetuada 

pela nulidade, na fronteira do núcleo (r = r1), das componentes: 

ݎఝሬሬሬሬሬԦሺܧ	:଴௠ܧܶ ൌ ଵሻݎ ൌ
ߚ଴ܣ݆
்݇଴

ଵሻ݁ି௝ఉ௭ܽఝሬሬሬሬԦݎଵሺ்݇଴ܬ ൌ 0 

ݎ௥ሬሬሬሬԦሺܪ	:଴௠ܯܶ ൌ ଵሻݎ ൌ
ߚ଴ܥ݆
்݇଴

ଵሻ݁ି௝ఉ௭ܽ௥ሬሬሬሬԦݎଵሺ்݇଴ܬ ൌ 0 

Onde: 

ߚ ൌ ݇଴ߟ௘௙ 

௘௙ߟ ൌ ܴ݈݁ܽ൫ߟ௘௙൯ െ  .௘௙ሻ : Índice efetivo do respectivo modoߟሺ݃ܽ݉ܫ݆

݇୘଴ ൌ ݇଴ඥߟ଴ଶ െ  .௘௙ଶ : Número de onda transversal do núcleoߟ

଴ߟ ൌ 1 : Índice de refração do núcleo oco. 

ݎ ൌ  .ଵ : Raio do núcleoݎ

 

Considera-se Real(nef)>>Imag(nef), e portanto: 

 ்݇଴ ൌ ݇଴ට1 െ ܴ݈݁ܽଶሺߟ௘௙ሻ (3-1)
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As estimativas dos modos TE0m e TM0m são condicionadas à: 

ଵሻݎଵሺ்݇଴ܬ  ൌ 0 (3-2)

 

Onde ்݇଴ݎଵ ൌ ߯ଵ௠, sendo ߯ଵ௠ a m-ésima raiz da função de Bessel de primeira 

ordem. Cada raiz corresponde a diferentes estimativas dos modos TE0m. 

Utilizando a equação 3-2, uma boa estimativa para a condição de núcleo  oco, 

onde ߟ଴ ൌ 1, será: 

 ܴ݈݁ܽሺ݊௘௙ሺߣሻሻ ≃ ඨ1 െ ൬
߯ଵ௠
ߨ2

ߣ
ଵݎ
൰
ଶ

 (3-3)

 

O primeiro modo TE01 ocorre em ߯ଵଵ = 3.832: 

 ܴ݈݁ܽሺ݊௘௙ሺߣሻሻ ≃ ඨ1 െ 0.372 ൬
ߣ
ଵݎ
൰
ଶ

 (3-4)

 

Estima-se o ܴ݈݁ܽሺ݊௘௙ሻ do modo TM0m pelo valor obtido da equação de 

dispersão do referido modo, menor e mais próximo do modo TE0m. 

 

3.1.2 Modos Híbridos 

 

Para os modos híbridos, há duas polarizações a serem consideradas. 

 

3.1.2.1 Primeira Polarização (1HEMnm) 

 

Para este modo, a estimativa é realizada anulando-se, em ݎ ൌ  ଵ, aݎ

componente angular do campo elétrico (Eq. 2-81), com B0=D0=0. Desta forma: 
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଴ܣ  ൬
௡௠ߚ݊
்݇଴ݎଵ

൰ ଵሻݎ௡ሺ்݇଴ܬ ൅ሺܼ଴݇଴ሻܥ଴ܬ௡
ᇱ ሺ்݇଴ݎଵሻ ൌ 0 (3-5)

Utilizando a identidade de Bessel na Eq. 3-5, temos: 

௡ܬ 
ᇱሺ்݇଴ݎଵሻ ൌ െ

݊
்݇଴ݎଵ

ଵሻݎ௡ሺ்݇଴ܬ ൅ܬ௡ିଵሺ்݇଴ݎଵሻ (3-6)

 

A Eq. 3-6 é reescrita da seguinte forma: 

 ݊
்݇଴ݎଵ

൬
଴ܣ
ܼ଴ܥ଴

௡௠ߚ
݇଴

െ 1൰ ଵሻݎ௡ሺ்݇଴ܬ ൅ܬ௡ିଵሺ்݇଴ݎଵሻ ൌ 0 (3-7)

 

A partir da consideração inicial ߚ௡௠ ݇଴
ൗ ൌ ܴ݈݁ܽሺ݊௘௙ሻ, e fazendo ܣ଴ ൌ

ሺܼ଴ܥ଴ሻ ଴ൗߟ  

, que é uma escolha razoável, a Eq. 3-7 é expressa como: 

ଵሻݎ௡ିଵሺ்݇଴ܬ  ൌ
݊

ሺ்݇଴ݎଵሻ
ቆ1 െ

ܴ݈݁ܽሺ݊௘௙ሻ
଴ߟ

ቇ ଵሻ (3-8)ݎ௡ሺ்݇଴ܬ

 

Substituindo, na Eq. 3-8, a condição inicial ሺ்݇଴ݎଵሻ, a equação resultante para 

a estimativa do modo 1HEMnm será: 

ଵሻݎ௡ିଵሺ்݇଴ܬ  ൌ
ଵሻݎ௡ሺ்݇଴ܬ݊

ߨ2 ቀݎଵߣ ቁ ଴ߟ
ඪ
1 െ

ܴ݈݁ܽሺ݊௘௙ሺߣሻሻ
଴ߟ

1 ൅
ܴ݈݁ܽሺ݊௘௙ሺߣሻሻ

଴ߟ

 (3-9)

 

Para comprimentos de onda próximos das menores perdas no domínio de 

interesse, ܴ݈݁ܽሺ݊௘௙ሻ ≃ ଴, e consequentemente ሾܴ݈݁ܽሺ݊௘௙ሻߟ ⁄଴ሿߟ ≃ 1, e o lado direito 

da eq. 3-9 é descartado. A equação mais simples para a estimativa de ܴ݈݁ܽሺ݊௘௙ሺߣሻሻ 

para o modo 1HEMnm será: 

ଵሻݎ௡ିଵሺ்݇଴ܬ  ൌ 0 (3-10)
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Portanto: 

 ܴ݈݁ܽሺ݊௘௙ሺߣሻሻ ≃ ඨߟ଴ଶ െ ൬
߯ሾሺ௡ିଵሻ,௠ሿ

ߨ2
ߣ
ଵݎ
൰
ଶ

 (3-11)

 

Onde ߯ሾሺ௡ିଵሻ,௠ሿ é a m-ésima raiz da função de Bessel de ordem (n-1). 

Para a estrutura de núcleo oco, ߟ଴ ൌ 1, o modo 1HEM11=HEM11 requer que 

߯଴ଵ ൌ 2,405, logo: 

 ܴ݈݁ܽ ቀ݊௘௙ሺߣሻቁ ൌ ඨ1 െ 0.1465 ൬
ߣ
ଵݎ
൰
ଶ

 (3-12)

 

3.1.2.2 Segunda Polarização (2HEMnm) 

 

A componente angular do campo elétrico na segunda polarização é obtida 

pela Eq. 2-81, alterando a constante “n” pelo valor “-n”. As funções de Bessel são 

mantidas sem alterações. Sendo assim, a Eq. 3-5 é reescrita da seguinte forma: 

଴ܣ  ൬
െ݊ߚ௡௠
்݇଴ݎଵ

൰ ଵሻݎ௡ሺ்݇଴ܬ ൅ሺܼ଴݇଴ሻܥ଴ܬ௡
ᇱ ሺ்݇଴ݎଵሻ ൌ 0 (3-13)

 

Uma escolha razoável é considerar que ܣ଴ ൌ
െܼ଴ܥ଴ ଴ൗߟ  , tornando a equação 

da segunda polarização (Eq. 3-13) idêntica à primeira polarização (Eq. 3-8), pois as 

duas polarizações são caracterizadas por modos degenerados. 

A estimativa para a segunda polarização é, portanto, calculada pela mesma 

equação da primeira polarização, conforme as Eqs. 3-9 e 3-11. 
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3.2 Resultados da Análise 

 

Para validar o modelo das fibra de Bragg de núcleo oco desenvolvido neste 

trabalho, os resultados obtidos foram comparados com os encontrados na literatura. 

(ARGYROS, 2002). A fibra de Bragg possui as mesmas características descritas na 

Figura 1-5 e na Figura 1-6, ou seja: índice de refração do núcleo (n0 = 1); índice de 

refração das células de Bragg (n1 = 1,49, n2 = 1,17); índice de refração da casca  

(ηN = 1,49); raio do núcleo (r0 = 1,3278 µm); larguras das células de Bragg  

(d1 = 0,2133 µm, d2 = 0,3460 µm); número de células de Bragg (N = 16). As perdas 

dos modos foram calculadas conforme Guo e Albin (2004), através da seguinte 

expressão: 

 

ሻߣሺݏݏ݋ܮ  ൌ
ߨ4

௡ሺ10ሻ݈ߣ
൫݊௘௙൯݃ܽ݉ܫ ൌ

54.57
ߣ

൫݊௘௙൯݃ܽ݉ܫ ∙ 10଺ ൤
ܤ݀
݉
൨ (3-14)

 

Um modo qualquer na banda fotônica da BF apresenta um comprimento de 

onda associado a perdas mínimas, devido às reflexões do campo nas células de 

Bragg. Ao variar o comprimento de onda, as reflexões tornam-se menos intensas, 

produzindo perdas maiores. Portanto, as perdas de um modo na banda fotônica 

serão representados por uma curva parabólica; além disso, a parte real do ݊௘௙ varia 

lentamente próximo ao comprimento de onda de menor perda. 

O modo TE01 possui ߯ଵଵ ൌ 3,832, sendo então estimado pela Eq. 3-4, ou seja, 

 ܴ݈݁ܽ൫݊௘௙൯ ൌ ඥ1 െ ଶ. Enquanto que, para o modo TE02, ߯ଵଶߣ0,211 ൌ 0,7016, sendo 

estimado pela Eq. 3-3 e resultando em ܴ݈݁ܽ൫݊௘௙൯ ൌ ඥ1 െ  .ଶߣ0,7072

A Figura 3-1 confronta os resultados de ܴ݈݁ܽ൫݊௘௙൯, para os modos TE01 e 

TE02, calculados pela rotina DZANLY e o método da falsa posição, com os da 

referência em Argyros (2002). É possível observar que a concordância entre os 

resultados é muito boa. 
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estrutura. Na presente análise, há apenas o modo TE01, como é mostrado na Figura 

3-3. Os resultados para o modo TE01 mostrado na Figura 3-1 e na Figura 3-2, 

obtidos pela rotina DZANLY e o método da Falsa Posição, apresentam-se com uma 

margem de erro menor que 2%. 

Na Figura 3-3 comparam-se os resultados das perdas dos mesmos modos. 

Para o modo TE02, vê-se uma  máxima diferença de cerca de 12% entre o resultado 

encontrado com a rotina DZANLY e o método da falsa posição, apesar das curvas 

exibirem o mesmo comportamento. Para o modo fundamental TE01, a diferença 

entre os resultados é menor que 2%. A comparação com os resultados encontrados 

em Argyros (2002) também foi bastante adequada. 

 

 

Figura 3-3: Comparação das perdas. 

A Figura 3-3 confirma que o modo TE02 representa um modo de fuga. O 

mesmo encontra-se fora da banda fotônica, devido às suas perdas não 

apresentarem um ponto mínimo referente à máxima reflexão. Este fato explica as 

fortes perdas do modo e também a discrepância entre os valores estimados e os 

calculados (conforme a Figura 3-2), concluindo-se então que esta estratégia é 

aplicável apenas nos modos presentes na banda fotônica. 

Considerando o modo TE01, ao comparar as curvas de ܴ݈݁ܽ൫݊௘௙൯, na Figura 

3-2, com a curva de perdas, Figura 3-3, é possível observar um comportamento 
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maior número de anéis, a qual será proposta para trabalhos futuros na próxima 

seção.  
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CONCLUSÃO  
 

presente dissertação abordou uma análise rigorosa das fibras de Bragg de 

núcleo oco. O estudo foi motivado pela necessidade de se prover uma 

estratégia que facilitasse as investigações dos modos de Bragg no plano complexo. 

Sem esta estratégia, a análise destes modos torna-se inviável. 

 Com o modelo teórico deste trabalho, foram analisadas a dispersão e as 

perdas de diferentes fibras de Bragg. Constataram-se, com o aumento do raio do 

núcleo, várias características importantes, tais como: o decréscimo de perdas assim 

como o deslocamento do comprimento de onda no ponto da perda mínima. O 

comportamento das componentes longitudinais e transversais dos campos elétrico e 

magnético foram também levantados. Os resultados encontrados foram validados 

pela comparação com os dos outros métodos publicados na literatura.  

 Um fator importante que foi constatado teoricamente é o fato do modo 

fundamental, nestas estruturas, ser o híbrido. Entretanto, devido às suas excessivas 

perdas, como as dos modos TM, o modo fundamental é considerado o TE01. A 

estrutura, portanto, caracteriza-se como um guia monomodal. E dada as 

características das perdas, a fibra de Bragg atua intrinsicamente como um filtro 

passa-faixa. 

 Para completar a análise, foram consideradas fibras com 16, 32 e 64 anéis, 

com raios distintos. Com 64 anéis, percebeu-se uma anomalia no comportamento 

esperado das perdas. 

A solução da equação não linear das dispersões dos modos TE0m, TM0m e 

híbridos, no plano complexo, foi obtida pela sub-rotina DZANLY e pelo método da 

falsa posição. O método da falsa posição foi programado para que a análise não 

ficasse atrelada à biblioteca do Fortran. Ambos os métodos funcionaram 

satisfatoriamente. 

 

  

A
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Pelo modelo teórico e simulações computacionais apresentados nesta 

dissertação, confirma-se a importância das fibras de Bragg.  A busca pelo aumento 

da capacidade, resultante de transmissões com menores perdas e dispersões, 

podem ser possíveis com o uso destes modelos de fibras ópticas. 

Para trabalhos futuros, sugere-se o projeto de fibras de Bragg (dimensão do 

núcleo e das células, número de anéis, etc.) em que as mínimas perdas ocorram em 

comprimentos de onda em torno de 1550 nm, próprios dos atuais Lasers 

empregados em sistemas ópticos de alta capacidade. 
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APÊNDICE – Simulações 
 

Os simuladores utilizados neste trabalho foram desenvolvidos utilizando-se a 

linguagem de programação FORTRAN, sendo compilados nos softwares PGI Visual 

Fortran e Microsoft Visual Studio. 

O hardware no qual os simuladores foram executados era caracterizado por 

um processador Intel Core 2 Duo, clock de 2 GHz, 4 GB de memória RAM. Foi 

utilizado o sistema operacional Windows 7 Home Premium SP1, na versão 64 bits. 

Os tempos de execução até a obtenção dos resultados variaram de maneira 

proporcional à quantidade de anéis da estrutura. Ou seja, o aumento no número de 

anéis acarretava em um maior tempo de execução.  

Para a análise da fibra com 16 anéis de Bragg, o tempo de execução, para 

cada comprimento de onda foi, em média, de 5 minutos. Com 32 anéis, este tempo 

médio era elevado para 10 minutos. Já na estrutura de 64 anéis, para cada 

comprimento de onda, o tempo de execução era em torno de 20 minutos. 

Vale ressaltar que, tanto para o modelo de simulador utilizando o método da 

falsa posição quanto o que utilizava o método DZANLY, os tempo de execução 

medidos foram equivalentes.  
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