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RESUMO 

 

 

SANCHÍS JORGE, Francisco Simón. Estudo do método da perturbação modal aplicado a 

estruturas dielétricas laminares. 315f. Dissertação (Mestrado em Engenharia Eletrônica) – 

Faculdade de Engenharia, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 20016. 

 

 Este trabalho analisa acoplamentos de guias dielétricos pela técnica da perturbação 

modal (modos acoplados). A abordagem é generalizada, isto é, aplicável a quaisquer 

estruturas constituídas por diferentes tipos e números de guias dielétricos. Os fatores 

fundamentais do acoplamento entre os guias são calculados e os resultados de algumas 

estruturas confirmados com os publicados na literatura. Embora a teoria seja geral, nesse 

estudo, limitou-se às estruturas de duas lâminas dielétricas acopladas. A intenção dessa 

abordagem foi a de se ter uma perfeita compreensão da aplicabilidade do método, para, em 

trabalhos futuros, usá-lo em estruturas complexas; cristais fotônicos; acoplamentos de 

diversas fibras ópticas, etc. O método da permissividade efetiva foi desenvolvido, também, 

sem restrição, com o objetivo de completar a programação do método da perturbação modal. 

No que diz respeito à análise das lâminas isoladas. 

 

Palavras-chave: Método da perturbação modal; Estruturas dielétricas laminares; Guias 

dielétricos; Método da permissividade efetiva; Baixo contraste; Alto contraste; Modos 

acoplados. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

ABSTRACT 

 

 

SANCHÍS JORGE, Francisco Simón. Study of modal perturbation method applied to laminar 

dielectric structures. 315f. Dissertação (Mestrado em Engenharia Eletrônica) – Faculdade de 

Engenharia, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 20016. 

 

 In this work the coupling between dielectric waveguides is analyzed using the modal 

perturbation technique (mode coupling). The approach is general, thus, applicable to any kind 

of structures constituted by different kinds and numbers of dielectric waveguides. 

Fundamental factors related to the coupling between waveguides are calculated and some of 

the structure results compared to those published in the literature. Although the theory is 

general, in this study, were just analyzed coupled dielectric slabs. The reason for this 

approach is to reach a perfect understanding about the applicability of the method, for, in 

future works, be able to apply it in more complex structures; fotonic crystals; coupling 

between several optic fibers, etc. The effective permittivity method was also developed, 

without restrictions, with the purpose of completing the programming of the modal 

perturbation method, related to the analysis of isolated slabs. 

 

 

Keywords: Modal perturbation method; Dielectric slabs; Dielectric waveguides; Effective 

permittivity method; Low contrast; High contrast; Coupled-mode. 
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Introdução 
  

 

A teoria dos modos acoplados, conhecida, também, como teoria da perturbação modal, 

é muito útil ao estudo dos campos de estruturas ópticas integradas; moduladores, 

chaveamento, etc. As primeiras abordagens da análise do acoplamento entre guias de onda 

dielétricos foram feitas por: [Marcatili, EAJ, 1969], [H.F. Taylor, A. Yariv 1974], que não 

explicavam, ainda, o fenômeno com exatidão. Na década de oitenta, com o auxilio do teorema 

da reciprocidade de Lorentz, teorias exatas foram desenvolvidas [Shun-Lien Chuang, 1987], 

[Amos Hardy, William Streiffer, 1985], tornando-se a análise mais rigorosa. Já nos anos 

noventa, essas teorias foram aprimoradas para serem aplicadas a diferentes estruturas 

acopladas dielétricas, [R. R. A. Syms, 1991] estudou o acoplamento entre fibras ópticas 

[Allan W. Snyder, John D. Love, 1996], com grades periódicas e, pouco depois, em 1992, 

Winick aplicou a teoria do acoplamento modal ao estudo de guias de onda baseados em 

grades quase-periodicas [Kim A. Winick, 1992]. Já nos últimos 15 anos, e com a teoria 

completamente consolidada, esta tem sido aplicada a quaisquer tipos de estruturas dielétricas 

acopladas, como evidenciado nos artigos; [K.R. Hiremath, R. Stoffer and M. Hammer, 2003], 

em que se estuda o acoplamento entre guias de onda ópticos e curvilíneos com resultados 

precisos; [S Olivier, H. Benisty, C. Weisbuch, C.J. Smith, T.F. Krauss, R. Houdré, 2003] 

onde é estudado o acoplamento em guias de onda de cristais fotônicos; e, por último [Hoang 

Van Nguyen, Christophe Caloz, 2014], em que a teoria dos modos acoplados é aplicada ao 

estudo de acopladores de linhas acopladas metamateriais. 

O trabalho referente a esta dissertação se refere à análise do acoplamento entre dois 

guias de onda dielétricos pelo método da perturbação modal. Embora o desenvolvimento 

teórico seja generalizado, aplicável a qualquer tipo de guia acoplado (fibra óptica, guias 

dielétricos retangulares, guias de cristais fotônicos, etc), esse estudo se concentrou na análise 

dos guias de lâminas dielétricas. A preferência da escolha dessa estrutura simplificada foi a de 

se ter uma perfeita compreensão da aplicação do método. 

A dissertação consiste de três capítulos:  

No primeiro capítulo, foi desenvolvido, detalhadamente, o método da permissividade 

efetiva, que teve como objetivo complementar a programação do método da perturbação 

modal, no que se refere aos cálculos dos parâmetros dos guias de onda afastados. Pois, a 

aplicação do método perturbacional exige o conhecimento dos parâmetros dos respectivos 

http://ieeexplore.ieee.org/search/searchresult.jsp?searchWithin=%22Authors%22:.QT.Hoang%20Van%20Nguyen.QT.&newsearch=true
http://ieeexplore.ieee.org/search/searchresult.jsp?searchWithin=%22Authors%22:.QT.Hoang%20Van%20Nguyen.QT.&newsearch=true
http://ieeexplore.ieee.org/search/searchresult.jsp?searchWithin=%22Authors%22:.QT.Christophe%20Caloz.QT.&newsearch=true
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guias isolados. Para outros tipos de estruturas acopladas, esse item requer um 

desenvolvimento mais complexo, porém perfeitamente solucionável.  

O segundo capítulo é o que se relaciona ao método perturbacional. O método foi 

desenvolvido detalhadamente, partindo-se dos conceitos básicos; relação da reciprocidade de 

Lorentz; expansão dos campos na estrutura acoplada pelos dos guias isolados. Esse capítulo é 

complementado por doze apêndices, [A-L]. Para melhor compreende-lo, aconselha-se a 

leitura dos mesmos no decorrer do estudo. Deve-se sublinhar que as definições, pertinentes ao 

método, encontradas na literatura, não são uniformes. Diferentes autores utilizam diferentes 

nomenclaturas, como evidenciado no decorrer do capítulo. 

No terceiro capítulo, a teoria desenvolvida no capítulo 2 é usada na análise de 

diferentes estruturas de lâminas dielétricas paralelas, de baixo e alto contraste. Confrontações 

com os resultados de outros autores, encontrados na literatura, foram realizadas, com 

excelente concordância entre os valores, o que comprova a exatidão do método. 

 

Na conclusão, avaliam-se os resultados da teoria desenvolvida, assim como, são 

apresentadas sugestões para aplicações futuras. 
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1.     Análise dos guias de onda ópticos de lâminas dielétricas. 
 

1.1. Introdução. 

 

 O método dos modos acoplados se baseia no estudo da perturbação dos guias de onda, 

isolados, ao se aproximarem entre si. Portanto, é essencial que se examine, separadamente, os 

guias de onda dielétricos que compõem a estrutura perturbada. 

 Há vários recursos para se estudar guias de onda dielétricos. Entre eles, encontram-se 

os métodos da Permissividade Efetiva (PE) e o método dos Elementos Finitos (EF). 

 O método da Permissividade Efetiva (PE) [Marcatili, EAJ, 1969], [Donald L. Lee, 

1986], [Toulios P., Knox R., 1976], pertinente a este capítulo, analisa a propagação em guias 

de onda dielétricos pela hipótese de Marcatili [Marcatili, EAJ, 1969] e Toulios [Toulios P., 

Knox R., 1976], que desconsidera a energia que flui pelos quatro cantos da estrutura mostrada 

na Fig. 1.1. 

Esse estudo, apresentado neste capítulo (Capítulo 1), é desenvolvido rigorosamente, 

aplicado a qualquer seção bidimensional.  

 

 

 

 

Fig. 1.1. Modelo aproximado da estrutura de guia de onda dielétrico [Marcatili, EAJ, 1969] [Toulios P., Knox 

R., 1976]. 

 

 Nas frequências bem acima do corte, em que os campos se concentram no núcleo da 

estrutura (𝜖5), o método (PE) é exato. Porém, em frequências mais baixas, nas vizinhanças do 



24 
 

corte, os campos se expandem além do núcleo, penetram nas quatro áreas desprezadas e a 

permissividade efetiva é aproximada.  

 Nas estruturas acopladas, pertinentes a esse trabalho, o acoplamento é feito por 

lâminas dielétricas. Portanto, do estudo generalizado, serão utilizados apenas os recursos 

necessários para análise dessas estruturas laminares. 

 Para estruturas laminares o importante é se conhecer os parâmetros de propagação; 

constantes de propagação; números de onda transversais; espessura em que se obtém um 

único modo propagante.  

 O estudo das lâminas dielétricas é feito por um modo, o modo fundamental 𝑇𝐸10 que, 

em estruturas assimétricas é visto na Fig. 1.1.a. 

 

Fig. 1.1.a. Lâmina dielétrica assimétrica. 

 

 A análise é feita pela equação característica universal, deduzida no ítem 1.2.5.1. 

 

𝑣3√1 − 𝑏 = tan−1 [(
𝜇2

𝜇1
)√(

𝑎𝑇𝐸 + 𝑏

1 − 𝑏
)] + tan−1 [(

𝜇2

𝜇3
)√(

𝑏

1 − 𝑏
)] + 𝜋𝑛𝑝 − 𝑝𝑎𝑟 

 

Em que: 

𝑎𝑇𝐸 = (
𝜂3

2 − 𝜂1
2

𝜂2
2 − 𝜂3

2) → 𝑃𝑎𝑟â𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑎𝑠𝑠𝑖𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑎 𝑑𝑜𝑠 𝑚𝑒𝑖𝑜𝑠 

 

𝑏 = (
𝜂𝑒𝑓

2 − 𝜂3
2

𝜂2
2 − 𝜂3

2 ) → 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑒 𝑑𝑒 𝐹𝑎𝑠𝑒 𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙𝑖𝑧𝑎𝑑𝑎 

 

𝑣3 = 𝑘0𝑑√𝜂
2
2 − 𝜂

3
2 → 𝐹𝑟𝑒𝑞𝑢ê𝑛𝑐𝑖𝑎 𝐸𝑠𝑝𝑎𝑐𝑖𝑎𝑙 𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙𝑖𝑧𝑎𝑑𝑎 



25 
 

O modo fundamental se refere a n=0. Como o meio é dielétrico 𝜇3 = 𝜇2 = 𝜇1 = 𝜇0. 

Para estruturas simétricas, o modo fundamental par se apresenta como mostrado na 

Fig. 1.1.b. 

 

 

Fig. 1.1.a. Lâmina dielétrica simétrica. 

 

 

 

 Cuja equação característica é: 

 

 

𝑣3√1 − 𝑏 = 2tan−1 [(
𝜇2

𝜇1
)√(

𝑏

1 − 𝑏
)] + 𝜋𝑛𝑝 − 𝑝𝑎𝑟 

 

 

 

Em que o parâmetro de assimetria é nulo. 

A seguir, desenvolve-se rigorosamente o método da permissividade efetiva, 

condizente a qualquer geometria dielétrica retangular. 
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1.2. Método da Permissividade Efetiva (PE). 

 

 A análise dos guias de onda pelo método PE se baseia na propagação de ondas 

eletromagnéticas confinadas no núcleo de estruturas em lâminas dielétricas. 

 

 

 
 

Fig. 1.2. Onda eletromagnética confinada no núcleo de estruturas em lâminas dielétricas. 

 

 

 A fig.1.2. ilustra simplificadamente este tipo de propagação. O estudo será efetuado 

em primeiro lugar por meio da reflexão total de ondas planas na interface entre dois meios 

dielétricos (𝜖2, 𝜖3). A estrutura analisada é constituída por três regiões; a central (𝜖3) e duas 

adjacentes (𝜖1, 𝜖2). A incidência é feita na região de maior índice de refração (𝜖3), com 

reflexão total na interface das às regiões (𝜖1, 𝜖2). A permissividade efetiva, assim como os 

campos elétricos e magnéticos, são calculados aplicando as condições de fronteira nas 

respectivas interfaces.  

Posteriormente a permissividade efetiva será calculada, também pela teoria do raio e 

pela teoria da ressonância transversa. 

 

1.2.1. Condições de fronteira em interfaces dielétricas. 

 

 

As equações de Maxwell são indeterminadas nas fronteiras entre duas regiões 

distintas. Portanto, na análise de ondas eletromagnéticas, é imprescindível que se levantem as 

respectivas indeterminações nas interfaces entre meios diferentes. 

 As condições de fronteira são os requisitos necessários a esse propósito [Donald L. 

Lee, 1986], [Collin R., 1966]. Resumidamente, vide figura 1.3., os meios são considerados 

isotrópicos e a luz polarizada; normal ou paralelamente. As ondas são planas, portanto os 
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campos elétrico e magnético são ortogonais entre si e à direção de propagação. Na figura 

1.3.a., observa-se o campo elétrico no plano de incidência, (polarização paralela ou TM, 

Transversal Magnético). Já na figura 1.3.b., tem-se o modo TE (Transversal Elétrico ou 

polarização perpendicular), o campo elétrico é perpendicular ao plano de incidência. 

 

 
 

Fig. 1.3.a. Incidência do modo 𝑻𝑴𝒛 na interface de dois meios distintos (𝝐𝟏 ≠ 𝝐𝟐). 

          Fig. 1.3.b. Incidência do modo 𝑻𝑬𝒛 na interface de dois meios distintos (𝝐𝟏 ≠ 𝝐𝟐). 

 

 

 Para meios dielétricos sem fontes, na interface x=0, as condições de fronteira são: 

 

𝑛⃗  𝑋 (𝐸1
⃗⃗⃗⃗ − 𝐸2

⃗⃗⃗⃗ ) = 0  ↔   𝐸1𝑧(𝑥 = 0) =  𝐸2𝑧(𝑥 = 0) 

𝑛⃗  𝑋 (𝐻1
⃗⃗ ⃗⃗ − 𝐻2

⃗⃗ ⃗⃗  ) = 0  ↔   𝐻1𝑧(𝑥 = 0) =  𝐻2𝑧(𝑥 = 0)                           

(1.1) 

𝑛⃗  ∙  (𝐷1
⃗⃗⃗⃗ − 𝐷2

⃗⃗ ⃗⃗ ) = 0  ↔   𝜖1𝐸1𝑛(𝑥 = 0) =  𝜖2𝐸2𝑛(𝑥 = 0) 

𝑛⃗  ∙  (𝐵1
⃗⃗⃗⃗ − 𝐵2

⃗⃗⃗⃗ ) = 0  ↔   𝜇1𝐻1𝑛(𝑥 = 0) =  𝜇2𝐻2𝑛(𝑥 = 0) 

 

Para meios dielétricos: 𝜇1 = 𝜇2 = 𝜇0, 𝜖1 ≠ 𝜖2 

 As condições de fronteira entre duas regiões dielétricas estabelecem que o campo 

magnético, ao contrário do campo elétrico, não sofre descontinuidade ao passar de uma região 

a outra. Esta é a razão de se dar preferência à análise da propagação eletromagnética guiada 

pelo método vetorial magnético [Anibal F., Yilong Lu, 1996], [Alexandro N.R., Sapienza A., 

2011], em vez do elétrico. 
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1.2.2. Incidência de ondas planas na fronteira de duas regiões diferentes. 

 

Os métodos da permissividade efetiva e da ressonância transversa são técnicas muito 

úteis para o cálculo da dispersão de guias de onda dielétricos. O método da permissividade 

efetiva se baseia na reflexão total de ondas planas em interfaces dielétricas, veja fig.1.2., cuja 

incidência se faz na região de maior índice.  

 Pela fig.1.3., considera-se a propagação da onda no plano x-z, como não há variação 

com “y” tem-se 
𝜕

𝜕𝑦
≡ 0; 

 Deste modo o número de onda em cada região é expresso: 

 

 

𝑘𝑖
⃗⃗  ⃗ = −𝑘𝑥1 ∙ 𝑥 + β ∙ 𝑧  

                                      𝑘𝑟
⃗⃗⃗⃗ = 𝑘𝑥1 ∙ 𝑥 + β ∙ 𝑧                                      (1.2) 

𝑘𝑡
⃗⃗  ⃗ = −𝑘𝑥2 ∙ 𝑥 + β ∙ 𝑧  

 

 

 Nas equações anteriores foi considerado, devido à simetria do raio incidente e do raio 

refletido: 

𝑘𝑥𝑖 = 𝑘𝑥𝑟 = 𝑘𝑖 cos θi = 𝑘𝑥1 

𝑘𝑡 cos θt = 𝑘𝑥2 

   (1.3) 

𝛽𝑖 = 𝛽𝑟 = 𝑘𝑖 sin θi = 𝛽1 

𝑘𝑡 sin θt = 𝛽2 

 

 

 Pelo casamento de fase entre o raio incidente e o raio refratado encontra-se a 

expressão, correspondente a Lei de Snell: 

 

𝛽1 = 𝛽2 = 𝛽 

𝑘𝑖 sin θi = 𝑘𝑡 sin θt                                                    (1.4) 

sin θi

sin θt
=

𝑘𝑡

𝑘𝑖
= √

𝜇2𝜖2

𝜇1𝜖1
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1.2.3. Estudo da reflexão e transmissão da onda na interface entre dois dielétricos. 
 

Os modos híbridos são combinações lineares dos dois modos, 𝑇𝐸𝑛𝑚e 𝑇𝑀𝑛𝑚, o modo 

𝑇𝑀𝑛𝑚 é dual do 𝑇𝐸𝑛𝑚. Assim, no estudo da incidência plana é suficiente que se analise o 

modo 𝑇𝐸𝑛𝑚, vide fig.1.3.b. 

 Análise do modo TE com polarização perpendicular. 

A análise do modo 𝑇𝐸𝑧 com polarização perpendicular é apresentada. Este modo, sob 

a condição 
𝜕

𝜕𝑦
≡ 0, é constituído pelas componentes (𝐻𝑥, 𝐸𝑦, 𝐻𝑧). Veja fig.2.3. A condição 

∇= −𝑗𝑘⃗  é pertinente às ondas planas.  

Os coeficientes de reflexão (R) e de transmissão (T) entre os dois meios são definidos 

na fronteira x=0: 

 

 

𝑅 =
𝐸𝑟(𝑥 = 0)

𝐸𝑖(𝑥 = 0)
 

(1.5) 

𝑇 =
𝐸𝑡(𝑥 = 0)

𝐸𝑖(𝑥 = 0)
 

 

 

 

 Os campos elétrico e magnético das ondas incidente, refletida e transmitida, nas três 

regiões, são expressos em função dos coeficientes de reflexão e transmissão.  

Para a onda incidente: 

 

𝐸𝑦𝑖
⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐸0𝑒

−𝑗𝑘𝑖⃗⃗  ⃗𝑟 𝑦  

(1.6) 

𝐻𝑖
⃗⃗⃗⃗ =

1

𝜔𝜇0
(𝑘𝑖
⃗⃗  ⃗  × 𝐸𝑦𝑖

⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) 

 

 

Para a onda refletida: 

 

𝐸𝑦𝑟
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑅𝐸0𝑒

−𝑗𝑘𝑟⃗⃗ ⃗⃗  𝑟 𝑦  

(1.7) 

𝐻𝑟
⃗⃗ ⃗⃗  =

1

𝜔𝜇0
(𝑘𝑟
⃗⃗⃗⃗  ×  𝐸𝑦𝑟

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) 
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Para a onda transmitida: 

 

𝐸𝑦𝑟
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑇𝐸0𝑒

−𝑗𝑘𝑡⃗⃗⃗⃗ 𝑟 𝑦  

(1.8) 

𝐻𝑟
⃗⃗ ⃗⃗  =

1

𝜔𝜇0
(𝑘𝑡
⃗⃗  ⃗  × 𝐸𝑦𝑡

⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

 

 

 Sejam 𝑘𝑖
⃗⃗  ⃗, 𝑘𝑟

⃗⃗⃗⃗ , 𝑘𝑡
⃗⃗  ⃗, definidos anteriormente, equações (1.2), e 𝑟 = x𝑥 + z𝑧 , podemos 

expressar as componentes do campo elétrico e magnético como segue: 

 

Para a onda incidente: 

 

𝐸𝑦𝑖
⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (𝐸0𝑒

+𝑗𝑘𝑥1𝑥)𝑒−𝑗𝛽𝑧𝑦  

 

𝐻𝑥𝑖
⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =

−𝛽

𝜔𝜇0
𝐸𝑦𝑖𝑥                                                                 (1.9) 

 

𝐻𝑧𝑖
⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =

−𝑘𝑥1

𝜔𝜇0
 𝐸𝑦𝑖𝑧  

 

 

Para a onda refletida: 

 

𝐸𝑦𝑟
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = (𝑅𝐸0𝑒

−𝑗𝑘𝑥1𝑥) 𝑒−𝑗𝛽𝑧𝑦  

 

𝐻𝑥𝑟
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =

−𝛽

𝜔𝜇1
 𝐸𝑦𝑟𝑥                                                               (1.10) 

 

𝐻𝑧𝑟
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =

−𝑘𝑥1

𝜔𝜇1
 𝐸𝑦𝑟𝑧  

 

 

 

Para a onda transmitida: 

 

𝐸𝑦𝑖
⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (𝑇𝐸0𝑒

+𝑗𝑘𝑥2𝑥) 𝑒−𝑗𝛽𝑧𝑦  

 

𝐻𝑥𝑖
⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =

−𝛽

𝜔𝜇2
 𝐸𝑦𝑡𝑥                                                              (1.11) 

 

𝐻𝑧𝑖
⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =

−𝑘𝑥2

𝜔𝜇2
 𝐸𝑦𝑡𝑧  
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 Observe que as componentes magnéticas (𝐻𝑥, 𝐻𝑧) se relacionam com a componente 

elétrica (𝐸𝑦) pelas respectivas impedâncias de onda.  

 

Para a onda plana incidente, podemos expressar as impedâncias nos eixos x e z: 

 

𝑍𝑧𝑖
(+)

=
𝐸𝑦𝑖

(+)

𝐻𝑥𝑖
(+)

= −𝑍𝑧𝑖
(𝑇𝐸)

= −
𝜔𝜇1

𝛽
 

(1.12) 

𝑍𝑥𝑖
(−)

=
𝐸𝑦𝑖

(−)

𝐻𝑧𝑖
(−)

= −𝑍𝑥𝑖
(𝑇𝐸)

= −
𝜔𝜇1

𝑘𝑥1
 

 

 

Para a onda plana refletida as impedâncias são: 

 

𝑍𝑧𝑟
(+)

=
𝐸𝑦𝑟

(+)

𝐻𝑥𝑟
(+)

= −𝑍𝑧𝑟
(𝑇𝐸)

= −
𝜔𝜇1

𝛽
 

(1.13) 

𝑍𝑥𝑟
(+)

=
𝐸𝑦𝑟

(+)

𝐻𝑧𝑟
(+)

= +𝑍𝑥𝑟
(𝑇𝐸)

= +
𝜔𝜇1

𝑘𝑥1
 

 

 

E por último o valor das impedâncias para a onda plana transmitida: 

 

𝑍𝑧𝑡
(+)

=
𝐸𝑦𝑡

(+)

𝐻𝑥𝑡
(+)

= −𝑍𝑧𝑡
(𝑇𝐸)

= −
𝜔𝜇2

𝛽
 

(1.14) 

𝑍𝑥𝑡
(−)

=
𝐸𝑦𝑡

(−)

𝐻𝑧𝑡
(−)

= −𝑍𝑥𝑡
(𝑇𝐸)

= −
𝜔𝜇2

𝑘𝑥2
 

 

  

 As componentes dos campos responsáveis pelas condições de fronteira são, vide 

equações (1.9), (1.10) e (1.11). 

 

Na região 1, de permissividade 𝜖1: 

 

𝐸𝑦1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐸𝑦𝑖

⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐸𝑦𝑟
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐸0(𝑒

+𝑗𝑘𝑥1𝑥 + 𝑅𝑇𝐸𝑒−𝑗𝑘𝑥1𝑥) 𝑒−𝑗𝛽𝑧𝑦  

(1.15) 

𝐻𝑧1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐻𝑧𝑖

⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐻𝑧𝑟
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =

−𝑘𝑥1

𝜔𝜇1
𝐸0(𝑒

+𝑗𝑘𝑥1𝑥 − 𝑅𝑇𝐸𝑒−𝑗𝑘𝑥1𝑥) 𝑒−𝑗𝛽𝑧𝑧  
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Na região 2, de permissividade 𝜖2: 

 

𝐸𝑦2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = (𝑇𝑇𝐸𝐸0𝑒

+𝑗𝑘𝑥2𝑥) 𝑒−𝑗𝛽𝑧𝑦  

(1.16) 

𝐻𝑧2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =

−𝑘𝑥2

𝜔𝜇2
(𝑇𝑇𝐸𝐸0𝑒

+𝑗𝑘𝑥2𝑥) 𝑒−𝑗𝛽𝑧𝑧  

 

 

 Aplicando agora as condições de fronteira descritas nas equações (1.1) em x=0: 

 

𝐸𝑦1(𝑥 = 0) =  𝐸𝑦2(𝑥 = 0)    ↔    (1 + 𝑅𝑇𝐸) = 𝑇𝑇𝐸 

(1.17) 

𝐻𝑧1(𝑥 = 0) =  𝐻𝑧2(𝑥 = 0)    ↔    
𝑘𝑥1

𝜔𝜇1

(1 − 𝑅𝑇𝐸) =
𝑘𝑥2

𝜔𝜇2
𝑇𝑇𝐸 

 

  

Os coeficientes de reflexão e transmissão são obtidos da equação (1.17): 

 

𝑅𝑇𝐸 = [
1−(

𝜇1
𝜇2

)(
𝑘𝑥2
𝑘𝑥1

)

1+(
𝜇1
𝜇2

)(
𝑘𝑥2
𝑘𝑥1

)
] =

𝐸𝑟(𝑥=0)

𝐸𝑖(𝑥=0)
                                           (1.18)  

 

𝑇𝑇𝐸 = [
2

1+(
𝜇1
𝜇2

)(
𝑘𝑥2
𝑘𝑥1

)
] =

𝐸𝑡(𝑥=0)

𝐸𝑖(𝑥=0)
                                           (1.19) 

 

Nas expressões anteriores podemos considerar 𝜇1 = 𝜇2 = 𝜇0. 

 

 

 Análise do modo TM com polarização paralela. 

O modo 𝑇𝑀𝑛𝑚 com polarização paralela, e sob a condição 
𝜕

𝜕𝑦
≡ 0, é constituído pelas 

componentes (𝐸𝑥, 𝐻𝑦, 𝐸𝑧). Aplicando o teorema da dualidade obtemos os coeficientes de 

reflexão e transmissão do modo TM. 

𝐸⃗ → 𝐻⃗⃗  

𝐻⃗⃗ → 𝐸⃗  

𝜇 → 𝜖 

𝜖 → 𝜇 

𝑅𝑇𝐸 → 𝑅𝑇𝑀 

𝑇𝑇𝐸 → 𝑇𝑇𝑀 
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Os respectivos coeficientes de reflexão e transmissão, 𝑅𝑇𝑀 e 𝑇𝑇𝑀 são: 

 

𝑅𝑇𝑀 = [
1−(

𝜖1
𝜖2

)(
𝑘𝑥2
𝑘𝑥1

)

1+(
𝜖1
𝜖2

)(
𝑘𝑥2
𝑘𝑥1

)
]                                                      (1.20)  

 

𝑇𝑇𝑀 = [
2

1+(
𝜖1
𝜖2

)(
𝑘𝑥2
𝑘𝑥1

)
]                                                      (1.21) 

 

1.2.4. Particularidades da incidência em interface entre meios dielétricos distintos. 

 

Na incidência de ondas planas em fronteiras entre meios dielétricos, há certas 

particularidades do método da permissividade efetiva que não se podem omitir. Duas dessas 

particularidades, necessárias para a compreensão da propagação de ondas planas em guias de 

onda são: o ângulo de Brewster e o ângulo de reflexão total ou ângulo crítico. 

 

1.2.4.1. Ângulo de Brewster. 

 

 O ângulo de incidência em que tanto o modulo, como a fase da onda refletida se 

anulam, é conhecido como ângulo de Brewster. Este fenômeno só acontece no modo TM. 

 

 

 Modo 𝑇𝑀𝑧; 

 

Pelo fato de não se ter reflexão, o coeficiente de reflexão se anula para o ângulo de 

Brewster: 

 

𝑅𝑇𝑀 = [
1−(

𝜖1
𝜖2

)(
𝑘𝑥2
𝑘𝑥1

)

1+(
𝜖1
𝜖2

)(
𝑘𝑥2
𝑘𝑥1

)
] = 0 → 𝜖1𝑘𝑥2 = 𝜖2𝑘𝑥1, e seguindo as equações (1.3):  𝑘𝑖 cos θB = 𝑘𝑥1 e 

𝑘𝑟 cos θr = 𝑘𝑥2  assim, pode-se expressar: 

 

cos𝜃2

√𝜖2
=

cos𝜃𝐵

√𝜖1
                                                    (1.22) 

 

Pela lei de Snell: √𝜖1 sin 𝜃2 = √𝜖2 sin 𝜃𝐵, elevando ao quadrado obtém-se: 

 

sin2 𝜃2 =
𝜖1
𝜖2

sin2 𝜃𝐵                                                 (1.23) 
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Elevando ao quadrado a equação (1.22):     1 − sin2 𝜃2 =
𝜖2

𝜖1
cos2 𝜃𝐵. 

Substituindo (1.23) na anterior equação obtém-se:     1 −
𝜖1

𝜖2
sin2 𝜃𝐵 =

𝜖2

𝜖1
cos2 𝜃𝐵.  

Pela identidade trigonométrica 1 = sin2 𝜃𝐵 + cos2 𝜃𝐵, encontra-se a seguinte 

expressão referente ao ângulo de Brewster:     
𝜖2−𝜖1

𝜖2
sin2 𝜃𝐵 =

𝜖2−𝜖1

𝜖1
cos2 𝜃𝐵. 

Que fornece o ângulo procurado: 

 

tan 𝜃𝐵 = √
𝜖2

𝜖1
                                                     (1.24) 

 

 Interpretação geométrica do ângulo de Brewster.  

Na incidência com o ângulo de Brewster, a onda transmitida faz um ângulo de 𝜋 2⁄  

com a onda refletida, vide Fig. 1.4: 

 

 
 

Fig. 1.4. Representação gráfica da incidência pelo ângulo de Brewster. 

 

 Os dipolos elétricos na região 2 estão em quadratura com a onda refletida. A radiação 

é nula pelo eixo do dipolo, logo, não existe onda refletida.  

 No ângulo de Brewster tem-se que 𝜃2 + 𝜋
2⁄ + 𝜃𝐵 = 𝜋  →   𝜃2 = 𝜋

2⁄ − 𝜃𝐵, ao 

substituir 𝜃2 na equação (1.23) tem-se a expressão correspondente ao ângulo de Brewster: 

√𝜖1 sin 𝜃𝐵 = √𝜖2 sin(
𝜋

2
− 𝜃𝐵)   →   √𝜖1 sin 𝜃𝐵 = √𝜖2 cos 𝜃𝐵   →  tan 𝜃𝐵 = √

𝜖2

𝜖1
 

O ângulo de Brewster é, por tanto, confirmado e verifica-se que o ângulo entre a onda 

refletida e transmitida é 𝜋 2⁄ . 
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 Modo 𝑇𝐸𝑧; 

 

Demonstra-se a seguir a inexistência do ângulo de Brewster nos modos 𝑇𝐸𝑧 .  

Com o mesmo raciocínio do modo TM, a nulidade do coeficiente de reflexão do modo 

TE implica:     𝑅𝑇𝐸 = [
1−(

𝜇1
𝜇2

)(
𝑘𝑥2
𝑘𝑥1

)

1+(
𝜇1
𝜇2

)(
𝑘𝑥2
𝑘𝑥1

)
] = 0.  

Esta condição é satisfeita somente se 𝑘𝑥2 = 𝑘𝑥1. Portanto:  

 

√𝜖1 cos θi = √𝜖2 cos θ2                                            (1.25) 

 

√𝜖1 sen θi = √𝜖2 sen θ2                                            (1.26) 

 

  

Dividindo (1.26) por (1.25) tem-se que tan 𝜃𝑖 = tan𝜃2, logo, 𝜃𝑖 = 𝜃2, que substituído 

na equação (1.25) ou (1.26) tem-se: √𝜖1 = √𝜖2. Assim, não existe ângulo de Brewster na 

polarização perpendicular ou modo 𝑇𝐸𝑧. 

 

1.2.4.2.  Ângulo crítico. 

 

 Quando a incidência se faz pelo meio mais denso, há um ângulo, para ambas as 

polarizações, a partir do qual a reflexão é total. Esse ângulo é conhecido por ângulo crítico. 

 Todos os modos guiados em estruturas dielétricas satisfazem a condição de 

confinamento imposta pelo ângulo crítico. 

 O desenvolvimento do método da permissividade efetiva se fundamenta no 

mecanismo da reflexão total dos campos na interface entre dois dielétricos. 

Consequentemente é imprescindível o estudo do ângulo crítico ao entendimento do referido 

método. 

 

 Incidência de onda plana na região menos densa com ângulo maior que o crítico (𝜃𝑖 ≥

𝜃𝑐) 

 

A representação geométrica da incidência de onda plana na interface entre dois 

dielétricos é vista na Fig.1.5. Considera-se que o meio mais denso é o que tem permissividade 

elétrica 𝜖1. Ou seja, que 𝜖1 ≥ 𝜖2. 
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Fig. 1.5. Representação gráfica da incidência pelo ângulo crítico. 

 

 

A equação de dispersão no meio-1:    𝑘1
2 = 𝑘𝑥1

2 + 𝛽1
2,   e no meio-2:    𝑘2

2 = 𝑘𝑥2
2 + 𝛽2

2. 

Pela lei de Snell ou condição de adaptação da fase, (𝛽
1

= 𝛽
2
): 

 

 k1 sen θ1 = k2 sen θ2                                                     (1.27) 

 

Na incidência com ângulo crítico, θi = θc  e  θ2 = 𝜋
2⁄ . Substituindo em (1.27), tem-

se:   k1 sen θc = k2, e o ângulo crítico: 

 

sen θc =
k2

k1
= √ϵr2

√ϵr1
=

n2

n1
                                                        (1.27a) 

 

Os campos na região refringente (𝜖2) tornam-se evanescentes, quando θi ≥ θc , vide 

equações (1.16). A impedância de onda em “x” do modo TE é 𝑍𝑥𝑡
(𝑇𝐸)

=
𝑘𝑥2

𝜔𝜇2
: 

 

𝐸𝑦𝑡(𝑥, 𝑧) = (𝑇𝑇𝐸𝐸0𝑒
+𝑗𝑘𝑥2𝑥) 𝑒−𝑗𝛽𝑧 

(1.28) 

𝐻𝑧2 =
−1

𝑍𝑥2
(𝑇𝐸)

(𝑇𝑇𝐸𝐸0𝑒
+𝑗𝑘𝑥2𝑥) 𝑒−𝑗𝛽𝑧 
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Na equação (1.28), 𝑘𝑥2 = √𝑘2
2 − 𝛽2, em que 𝛽 = k2 sen θ2 = k1 sen θi. Substituindo 

"𝛽" na expressão de “𝑘𝑥2”: 𝑘𝑥2 = √𝑘2
2 − (k1 sen θi)2 = √(

k2

k1
)
2

− (sen θi)2. Uma vez que 

(
k2

k1
) = sen θc, então 𝑘𝑥2 = ±k1√(sen θc)2 − (sen θi)2. 

Quando θi > θc , sen θi > sen θc, por conseguinte: 

 

𝑘𝑥2 = ±j𝛼𝑥2 

(1.29) 

𝛼𝑥2 = k1√(sen θc)2 − (sen θi)2 

 

 

A equação (1.29) estabelece que os campos são evanescentes na região-2.  

Por (1.28), percebe-se que os campos são atenuados em “x”: 𝑒+𝛼𝑥2𝑥 para 𝑥 ≤ 0. O 

mesmo resultado se obtém caso a região de evanescência se estenda em 𝑥 ≥ 0. Nessa 

circunstância a onda é direta em 𝑥 , 𝑒−𝑗𝑘𝑥2𝑥. Assim a evanescência na região 𝑥 ≥ 0 ocorrerá, 

também, com a escolha 𝑘𝑥2 = −j𝛼𝑥2. 

 

 

 Análise da reflexão total do modo 𝑇𝐸𝑧. 

 

Como visto anteriormente, 𝑅𝑇𝐸 = [
1−(

𝜇1
𝜇2

)(
𝑘𝑥2
𝑘𝑥1

)

1+(
𝜇1
𝜇2

)(
𝑘𝑥2
𝑘𝑥1

)
]. Se θi ≥ θc , 𝑘𝑥2 = −j𝛼𝑥2, então: 

 

𝑅𝑇𝐸 = [
1+𝑗(

𝜇1
𝜇2

)(
𝛼𝑥2
𝑘𝑥1

)

1−𝑗(
𝜇1
𝜇2

)(
𝛼𝑥2
𝑘𝑥1

)
]                                                  (1.30) 

 

 A equação (1.30) na forma polar é: 

 

𝑅𝑇𝐸 = 𝑒𝑗𝜑12 

 

𝜑12 = 2 tan−1 [(
𝜇1

𝜇2
) (

𝛼𝑥2

𝑘𝑥1
)]                                           (1.31) 

 

|𝑅𝑇𝐸| = 1 

 

 Percebe-se que a onda, ao sofrer reflexão total, retorna defasada 𝜑12. 
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1.2.5. Guias de onda em lâmina dielétricas. 

 

 O método da permissividade efetiva (ou índice efetivo) [Toulios P., Knox R., 1976] 

nos fornece uma aproximação da equação de dispersão (𝑛𝑒𝑓(𝑘0)). A análise será 

desenvolvida para um guia dielétrico retangular, mostrado na figura (1.6.a), cuja geometria 

consiste numa região com índice de refração 𝑛1, rodeada de regiões com índices de refração 

(𝑛2 − 𝑛5), inferiores a 𝑛1. A dispersão do guia retangular, Fig.1.6.a, é calculada, 

aproximadamente, pelas dispersões dos respectivos guias em lâminas dielétricas, seja na 

direção ‘x’, Fig.1.6.b, seja em ‘y’, Fig.1.6.c. 

 

 

 

Fig. 1.6.a. Guia de onda retangular a×d. 

 

 

 

 

  

Fig. 1.6.b. Guia de onda em lâminas dielétricas disposta em 𝒙⃗⃗ . 
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Fig. 1.6.c. Os respectivos guias de onda em lâminas dielétricas dispostos em 𝒚⃗⃗ . 

 

 

 Portanto, é de fundamental importância ao método do índice efetivo, que se estude os 

guias de onda em lâminas dielétricas. Fig. 1.6. 

 As estruturas em lâminas dielétricas são analisadas acrescentando uma segunda 

interface refletora à Fig.1.3. Seja: 

 

 

 
 

Fig. 1.7. Propagação de onda confinada no núcleo (𝜼𝟐, 𝜽𝒊 > 𝜽𝒄) de estruturas em lâminas dielétricas. 

 

 

 

 A onda se propaga em zig-zag no núcleo (𝜂2), e evanesce nas camadas da “casca” 

(𝜂1𝑒 𝜂3). Esta condição é pertinente a da reflexão total, 𝜃𝑖 > 𝜃𝑐, estudada no item 1.2.4.2. 
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1.2.5.1. Análise de G.O em lâminas assimétricas pela técnica de continuidade dos campos nas 

fronteiras. 

 

O guia de onda em estrutura assimétrica consiste de um substrato de espessura infinita, uma 

camada finíssima de um filme com índice de refração (𝜂2) maior que o do substrato (𝜂3), e da 

cobertura. Em geral 𝜂2 > 𝜂3 ≥ 𝜂1. Veja figuras 1.7. e 1.8. 

 

 
 

Fig. 1.8. Geometria de guia de onda em lâminas assimétricas. 

 

 

 Há dois modos a serem considerados, 𝑇𝐸𝑧 e 𝑇𝑀𝑧. O modo híbrido é combinação 

linear de ambos, 𝐻𝐸𝑀𝑧 = 𝑇𝐸𝑧 + 𝑇𝑀𝑧. Uma vez que o modo 𝑇𝑀𝑧é dual do modo 𝑇𝐸𝑧, a 

análise se concentra apenas no estudo do modo 𝑇𝐸𝑧. 

 

 Análise dos modos 𝑇𝐸𝑧 (𝐻𝑥, 𝐸𝑦, 𝐻𝑧). 

A condição 
𝜕

𝜕𝑦
≡ 0 reduz as componentes do modo 𝑇𝐸𝑧 em (𝐻𝑥(𝑥, 𝑧), 𝐸𝑦(𝑥, 𝑧),

𝐻𝑧(𝑥, 𝑧)). Essas componentes independem de “y”.  

Os campos satisfazem as equações de Helmholtz nas três regiões, i=1, 2, 3, cobertura, 

filme e substrato. Seja: 
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𝐸𝑦𝑖
⃗⃗ ⃗⃗  ⃗(𝑥, 𝑧) = 𝜑𝑖(𝑥) 𝑒−𝑗𝛽𝑧𝑦 ; i=1, 2, 3 

(1.32) 

∇𝑡
2𝜑𝑖(𝑥) + (𝑘𝑖

2 − 𝛽2)𝜑𝑖(𝑥) = 0 

 

 A equação de dispersão (ou de separação) nos respectivos meios, e a hipótese 𝑘𝑦𝑖 = 0, 

permitem definir o número de onda transversal 𝑘𝑥𝑖. 

Equação de dispersão: 𝑘𝑖
2 = 𝛽2 + 𝑘𝑥𝑖

2 .  

Portanto: 

𝑘𝑥𝑖
2 = 𝑘𝑖

2 − 𝛽2                                                    (1.33) 

 

 

As soluções das equações de Helmholtz, eq. 1.32., são: 

 

 

𝐸𝑦1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐴1𝑒
−𝑗𝑘𝑥1𝑥 𝑒−𝑗𝛽𝑧 ;      𝑥 ≥ 𝑑/2 

 

𝐸𝑦2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = [𝐴′2 cos(𝑘𝑥2𝑥) + 𝐵′2 sen(𝑘𝑥2𝑥)]𝑒−𝑗𝛽𝑧 ;      |𝑥| ≤ 𝑑/2          (1.34) 

 

𝐸𝑦3(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝐴3𝑒
+𝑗𝑘𝑥3𝑥 𝑒−𝑗𝛽𝑧 ;      𝑥 ≤ −𝑑/2 

 

 

 O modo encontra-se confinado no núcleo se: 

 

 
 Assim: 

 

𝑘𝑥1 = −𝑗𝛼𝑥1; 𝛼𝑥1 = √𝛽2 − 𝑘1
2 

 

𝑘𝑥2 = √𝑘2
2 − 𝛽2                                                     (1.35) 

 

𝑘𝑥3 = −𝑗𝛼𝑥3; 𝛼𝑥3 = √𝑘3
2 − 𝛽2 

 

As componentes eletromagnéticas que devem satisfazer as condições de fronteira em 

(𝑥 =
𝑑

2
, 𝑥 = −

𝑑

2
) são 𝐸𝑦, 𝐻𝑧. 
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A equação de Faraday permite calcular 𝐻𝑧: 

 

∇ × 𝐸𝑦𝑖
⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −𝑗𝜔𝜇𝑖𝐻𝑖

⃗⃗⃗⃗      → −
𝜕𝐸𝑦𝑖

𝜕𝑧
𝑥 +

𝜕𝐸𝑦𝑖

𝜕𝑥
𝑧 = −𝑗𝜔𝜇𝑖𝐻𝑖

⃗⃗⃗⃗ , como 𝐻𝑖
⃗⃗⃗⃗ = 𝐻𝑥𝑖𝑥 + 𝐻𝑧𝑖𝑧 ,  

𝐻𝑧𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
−1

𝑗𝜔𝜇𝑖

𝜕𝐸𝑦𝑖(𝑥,𝑦,𝑧)

𝜕𝑥
. Substituindo nas equações (1.35), tem-se: 

Tabela 1.1. Solução modo 𝑻𝑬𝒛. 

 

Regiões 

 

Campo Elétrico (𝑬𝒚𝒊) 

 

Campo Magnético (𝑯𝒛𝒊) 

 

1 

 
 

𝑥 ≥ 𝑑/2 

 

𝐸𝑦1(𝑥, 𝑧) = 𝐴1𝑒
−𝛼𝑥1𝑥 𝑒−𝑗𝛽𝑧 

 

𝐻𝑧1(𝑥, 𝑧) =
−𝑗𝛼𝑥1

𝜔𝜇1
𝐴1𝑒

−𝛼𝑥1𝑥 𝑒−𝑗𝛽𝑧 

 

 

2 

 

 

 

|𝑥| ≤ 𝑑/2 

 

 
 

𝐸𝑦2(𝑥, 𝑧) = {
[𝐴′

2
cos(𝑘𝑥2𝑥) + 𝐵′

2 sen(𝑘𝑥2𝑥)]𝑒−𝑗𝛽𝑧

[𝐴′2 cos(𝑘𝑥2𝑥) − 𝐵′2 sen(𝑘𝑥2𝑥)]𝑒−𝑗𝛽𝑧
} 

 

 

 

 

 
 

𝐻𝑧2(𝑥, 𝑧) =
−𝑗𝑘𝑥2

𝜔𝜇2

{
[𝐴′

2
sen(𝑘𝑥2𝑥) + 𝐵′

2 cos(𝑘𝑥2𝑥)]𝑒−𝑗𝛽𝑧

[𝐴′2 sen(𝑘𝑥2𝑥) − 𝐵′2 sen(𝑘𝑥2𝑥)]𝑒−𝑗𝛽𝑧
} 

 

 

3 

 

 

𝑥 ≤ −𝑑/2 

 

𝐸𝑦3(𝑥, 𝑧) = 𝐴3𝑒
+𝛼𝑥3𝑥 𝑒−𝑗𝛽𝑧 

 

𝐻𝑧3(𝑥, 𝑧) =
+𝑗𝛼𝑥3

𝜔𝜇3
𝐴3𝑒

+𝛼𝑥3𝑥 𝑒−𝑗𝛽𝑧 

 
 

A solução na região do núcleo é constituída por dois modos, par e ímpar, vide Tabela 

1.1. região-2. 

Seja a solução no núcleo, (i=2): 𝜑2(𝑥) = 𝐴′
2 cos(𝑘𝑥2𝑥) ∓ 𝐵′

2 sen(𝑘𝑥2𝑥), 

similarmente: 𝐸𝑦(𝑥) = √𝐴2
′2 + 𝐵2

′2 (
𝐴2

′

√𝐴2
′2+𝐵2

′2
cos(𝑘𝑥2𝑥) ∓

𝐵2
′

√𝐴2
′2+𝐵2

′2
sen(𝑘𝑥2𝑥)), define-se: 

𝐸0 = √𝐴2
′2 + 𝐵2

′2.  

Para o modo par tem-se: 𝐸𝑦2
𝑃𝑎𝑟(𝑥) = 𝐸0 (

𝐴2
′

𝐸0
cos(𝑘𝑥2𝑥) −

𝐵2
′

𝐸0
sen(𝑘𝑥2𝑥)), em que 

𝐴2
′

𝐸0
=

cos𝜑 e 
𝐵2

′

𝐸0
= sen𝜑, a fórmula anterior se escreve:  

𝐸𝑦2
𝑃𝑎𝑟(𝑥) = 𝐸0(cos𝜑 cos(𝑘𝑥2𝑥) − sen𝜑 sen(𝑘𝑥2𝑥)). Assim a solução par será: 

 

𝐸𝑦2
𝑃𝑎𝑟(𝑥, 𝑧) = 𝐸0 cos(𝑘𝑥2𝑥 + 𝜑)𝑒−𝑗𝛽𝑧 

(1.36) 

𝐻𝑧2
𝑃𝑎𝑟(𝑥, 𝑧) =

−𝑗𝑘𝑥2

𝜔𝜇2
𝐸0 sen(𝑘𝑥2𝑥 + 𝜑)𝑒−𝑗𝛽𝑧 
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Para o modo impar tem-se: 𝐸𝑦2
𝐼𝑚𝑝𝑎𝑟(𝑥) = 𝐸0 (

𝐴2
′

𝐸0
cos(𝑘𝑥2𝑥) +

𝐵2
′

𝐸0
sen(𝑘𝑥2𝑥)), em que  

𝐴2
′

𝐸0
= sen𝜑 e 

𝐵2
′

𝐸0
= cos𝜑, A fórmula anterior se escreve:  

𝐸𝑦2
𝐼𝑚𝑝𝑎𝑟(𝑥) = 𝐸0(sen𝜑 cos(𝑘𝑥2𝑥) + cos𝜑 sen(𝑘𝑥2𝑥)), portanto a solução ímpar será 

caracterizada por: 

 

𝐸𝑦2
𝐼𝑚𝑝𝑎𝑟(𝑥, 𝑧) = 𝐸0 sen(𝑘𝑥2𝑥 + 𝜑)𝑒−𝑗𝛽𝑧 

(1.37) 

𝐻𝑧2
𝐼𝑚𝑝𝑎𝑟(𝑥, 𝑧) =

+𝑗𝑘𝑥2

𝜔𝜇2
𝐸0 cos(𝑘𝑥2𝑥 + 𝜑)𝑒−𝑗𝛽𝑧 

 

 Na Fig.1.9, observa-se o comportamento dos campos elétricos do modo par e impar: 

 

 

 

Fig. 1.9. Campos 𝐄𝐲(x), estrutura assimétrica. a) Modo Fundamental 𝑻𝑬𝒛 Par; b) Modo 1º Superior 𝑻𝑬𝒛 Impar. 

 

 

 

 As condições dos campos necessárias para que haja guiamento dos modos 𝑇𝐸𝑧 (par e 

ímpar) no filme consistem em que os campos tangentes às fronteiras (x=d/2, x=-d/2) sejam 

contínuos, vide capítulo 1 equação (1.1).  

 Essas condições são conhecidas por: ressonância transversa, continuidade dos campos, 

guiamento dos modos ou equação de dispersão dos modos 𝜂𝑒𝑓(𝑘0). 
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 Condição de guiamento do modo 𝑇𝐸𝑧 Par. 

 

O modo 𝑇𝐸𝑧 Par (fundamental) é caracterizado pelos campos: 

 

 

𝐸𝑦1
𝑃𝑎𝑟(𝑥) = 𝐴1𝑒

−𝛼𝑥1𝑥 

𝐸𝑦2
𝑃𝑎𝑟(𝑥) = 𝐸0 cos(𝑘𝑥2𝑥 + 𝜑) 

𝐸𝑦3
𝑃𝑎𝑟(𝑥) = 𝐴3𝑒

+𝛼𝑥3𝑥 

(1.38) 

𝐻𝑧1
𝑃𝑎𝑟(𝑥) =

−𝑗𝛼𝑥1

𝜔𝜇
1

𝐴1𝑒
−𝛼𝑥1𝑥 

𝐻𝑧2
𝑃𝑎𝑟(𝑥) =

−𝑗𝑘𝑥2

𝜔𝜇2
𝐸0 sen(𝑘𝑥2𝑥 + 𝜑) 

𝐻𝑧3
𝑃𝑎𝑟(𝑥) =

+𝑗𝛼𝑥3

𝜔𝜇
3

𝐴3𝑒
+𝛼𝑥3𝑥 

 

 Pelas condições de fronteira (x=d/2, x=-d/2), aplicado ao campo elétrico 𝐸𝑦: 

 

𝐸𝑦1 (𝑥 =
𝑑

2
) = 𝐸𝑦2 (𝑥 =

𝑑

2
)    →    𝐴1 = 𝐸0 cos(𝑘𝑥2𝑑/2 + 𝜑)𝑒+𝛼𝑥1𝑑/2 

 

𝐸𝑦2 (𝑥 = −
𝑑

2
) = 𝐸𝑦3 (𝑥 = −

𝑑

2
)    →    𝐴3 = 𝐸0 cos (

𝑘𝑥2𝑑

2
− 𝜑) 𝑒−𝛼𝑥3𝑑/2 

 

Com as amplitudes 𝐴1 𝑒 𝐴3 calculadas em função de 𝐸0 têm-se os respectivos campos.  

 

𝐸𝑦1(𝑥) = 𝐸0 cos(𝑘𝑥2𝑑/2 + 𝜑)𝑒−𝛼𝑥1(𝑥−
𝑑
2
)
 

𝐸𝑦2(𝑥) = 𝐸0 cos(𝑘𝑥2𝑥 + 𝜑) 

𝐸𝑦3(𝑥) = 𝐸0 cos (
𝑘𝑥2𝑑

2
− 𝜑) 𝑒+𝛼𝑥3(𝑥+

𝑑
2
)
 

(1.39) 

𝐻𝑧1(𝑥) =
−𝑗𝛼𝑥1

𝜔𝜇
1

𝐸0 cos(𝑘𝑥2𝑑/2 + 𝜑)𝑒−𝛼𝑥1(𝑥−
𝑑
2
)
 

𝐻𝑧2(𝑥) =
−𝑗𝑘𝑥2

𝜔𝜇2
𝐸0 sen(𝑘𝑥2𝑥 + 𝜑) 

𝐻𝑧3(𝑥) =
+𝑗𝛼𝑥3

𝜔𝜇
3

𝐸0 cos (
𝑘𝑥2𝑑

2
− 𝜑) 𝑒+𝛼𝑥3(𝑥+

𝑑
2
)
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 As condições de fronteira aplicadas aos campos magnéticos 𝐻𝑧 fornecem as equações 

(1.40) e (1.41). 

 

 

𝐻𝑧1 (𝑥 =
𝑑

2
) = 𝐻𝑧2 (𝑥 =

𝑑

2
)   →   

𝛼𝑥1

𝜇
1

cos(𝑘𝑥2𝑑/2 + 𝜑) =
𝑘𝑥2

𝜇2
sen(𝑘𝑥2𝑑/2 + 𝜑) 

tang (
𝑘𝑥2𝑑

2
+ 𝜑) =

𝜇2𝛼𝑥1

𝜇1𝑘𝑥2
                                             (1.40) 

 

𝐻𝑧2 (𝑥 = −
𝑑

2
) = 𝐻𝑧3 (𝑥 = −

𝑑

2
)   →   

𝑘𝑥2

𝜇2
sen(𝑘𝑥2𝑑/2 − 𝜑) =

𝛼𝑥3

𝜇
3

cos (
𝑘𝑥2𝑑

2
− 𝜑) 

 

tang (
𝑘𝑥2𝑑

2
− 𝜑) =

𝜇2𝛼𝑥3

𝜇3𝑘𝑥2
                                              (1.41) 

 

 Com auxílio do ′tan−1′, em ambos os membros obtém-se: 

 

 Pela equação (1.40):  
𝑘𝑥2𝑑

2
+ 𝜑 = tan−1 (

𝜇2𝛼𝑥1

𝜇1𝑘𝑥2
) + 𝑛𝜋            n=0, 1, 2,... 

 

 Pela equação (1.41):  
𝑘𝑥2𝑑

2
− 𝜑 = tan−1 (

𝜇2𝛼𝑥3

𝜇3𝑘𝑥2
) + 𝑚𝜋            m=0, 1, 2,... 

 

 A equação de dispersão do modo 𝑇𝐸𝑧 par é encontrada eliminando ′𝜑′, pela soma de 

ambas as equações.  

 

𝑘𝑥2𝑑 = tan−1 (
𝜇2𝛼𝑥1

𝜇1𝑘𝑥2
) + tan−1 (

𝜇2𝛼𝑥3

𝜇3𝑘𝑥2
) + (𝑚 +𝑛)𝜋                        (1.42) 

 

 

 Sob a condição de reflexão total, os raios incidentes retornam das respectivas 

fronteiras, (1-2) e (2-3), com as seguintes defasagens: 

 

 

𝜑12
𝑇𝐸 = 2tan−1 (

𝜇2𝛼𝑥1

𝜇1𝑘𝑥2
) 

(1.43) 

𝜑23
𝑇𝐸 = 2tan−1 (

𝜇2𝛼𝑥3

𝜇3𝑘𝑥2
) 
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 Multiplicando a equação (1.42) por dois obtém-se: 

 

2𝑘𝑥2𝑑 = 2tan−1 (
𝜇2𝛼𝑥1

𝜇1𝑘𝑥2
) + 2tan−1 (

𝜇2𝛼𝑥3

𝜇3𝑘𝑥2
) + (𝑚 +𝑛)2𝜋, se agora fazemos 𝑙 = (𝑚 + 𝑛) =

0, 1, 2, 3, … 

 

 A equação da ressonância transversa, que rege o guiamento dos modos 𝑇𝐸𝑧 Par em 

estruturas assimétricas será: 

 

 

2𝑘𝑥2𝑑 = 𝜑12
𝑇𝐸 + 𝜑23

𝑇𝐸 + 2𝜋𝑙      𝑐𝑜𝑚 𝑙 = 0, 1, 2, 3, …                         (1.44) 

 

 

 

 Condição de guiamento do modo 𝑇𝐸𝑧 Ímpar. 

 

O modo 𝑇𝐸𝑧 Impar é caracterizado pelos campos: 

 

𝐸𝑦1
𝐼𝑚𝑝𝑎𝑟(𝑥) = 𝐴1𝑒

−𝛼𝑥1𝑥 

𝐸𝑦2
𝐼𝑚𝑝𝑎𝑟(𝑥) = 𝐸0 sen(𝑘𝑥2𝑥 + 𝜑) 

𝐸𝑦3
𝐼𝑚𝑝𝑎𝑟(𝑥) = 𝐴3𝑒

+𝛼𝑥3𝑥 

(1.45) 

𝐻𝑧1
𝐼𝑚𝑝𝑎𝑟(𝑥) =

−𝑗𝛼𝑥1

𝜔𝜇
1

𝐴1𝑒
−𝛼𝑥1𝑥 

𝐻𝑧2
𝐼𝑚𝑝𝑎𝑟(𝑥) =

+𝑗𝑘𝑥2

𝜔𝜇2
𝐸0 cos(𝑘𝑥2𝑥 + 𝜑) 

𝐻𝑧3
𝐼𝑚𝑝𝑎𝑟(𝑥) =

−𝑗𝛼𝑥3

𝜔𝜇
3

𝐴3𝑒
+𝛼𝑥3𝑥 

 

Pelas condições de fronteira (x=d/2, x=-d/2), campo elétrico 𝐸𝑦: 

 

𝐸𝑦1 (𝑥 =
𝑑

2
) = 𝐸𝑦2 (𝑥 =

𝑑

2
)    →    𝐴1 = 𝐸0 sen(𝑘𝑥2𝑑/2 + 𝜑)𝑒+𝛼𝑥1𝑑/2 

 

𝐸𝑦2 (𝑥 = −
𝑑

2
) = 𝐸𝑦3 (𝑥 = −

𝑑

2
)    →    𝐴3 = −𝐸0 sen (

𝑘𝑥2𝑑

2
− 𝜑) 𝑒+𝛼𝑥3𝑑/2 
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A seguir vemos o valor que adotam nas fronteiras as componentes dos campos elétrico 

e magnético tangentes a estas. 

 

𝐸𝑦1(𝑥) = 𝐸0 sen(𝑘𝑥2𝑑/2 + 𝜑)𝑒−𝛼𝑥1(𝑥−
𝑑
2
)
 

𝐸𝑦2(𝑥) = 𝐸0 sen(𝑘𝑥2𝑥 + 𝜑) 

𝐸𝑦3(𝑥) = −𝐸0 sen (
𝑘𝑥2𝑑

2
− 𝜑) 𝑒+𝛼𝑥3(𝑥+

𝑑
2
)
 

(1.46) 

𝐻𝑧1(𝑥) =
−𝑗𝛼𝑥1

𝜔𝜇
1

𝐸0 sen(𝑘𝑥2𝑑/2 + 𝜑)𝑒−𝛼𝑥1(𝑥−
𝑑
2
)
 

𝐻𝑧2(𝑥) =
+𝑗𝑘𝑥2

𝜔𝜇2
𝐸0 cos(𝑘𝑥2𝑥 + 𝜑) 

𝐻𝑧3(𝑥) =
−𝑗𝛼𝑥3

𝜔𝜇
3

𝐸0 sen (
𝑘𝑥2𝑑

2
− 𝜑) 𝑒+𝛼𝑥3(𝑥+

𝑑
2
)
 

 

A condição de fronteira do campo magnético 𝐻𝑧: 

 

 

𝐻𝑧1 (𝑥 =
𝑑

2
) = 𝐻𝑧2 (𝑥 =

𝑑

2
) → −

𝛼𝑥1

𝜇
1

sen(𝑘𝑥2𝑑/2 + 𝜑) =
𝑘𝑥2

𝜇2
sen(𝑘𝑥2𝑑/2 + 𝜑) 

−cotg (
𝑘𝑥2𝑑

2
+ 𝜑) =

𝜇2𝛼𝑥1

𝜇1𝑘𝑥2
                                             (1.47) 

 

 

𝐻𝑧2 (𝑥 = −
𝑑

2
) = 𝐻𝑧3 (𝑥 = −

𝑑

2
) →

𝑘𝑥2

𝜇2
cos(𝑘𝑥2𝑑/2 − 𝜑) = −

𝛼𝑥3

𝜇
3

sen (
𝑘𝑥2𝑑

2
− 𝜑) 

 

−cotg (
𝑘𝑥2𝑑

2
− 𝜑) =

𝜇2𝛼𝑥3

𝜇3𝑘𝑥2
                                              (1.48) 

 

 

 As equações de dispersão são, em geral, expressas em função da tang. Assim, as 

equações (1.47) e (1.48) devem ser referidas à respectiva função tang. 
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 Pela identidade trigonométrica −cotg(𝜑) = tang(𝜑 ± 𝜋
2⁄ ), pode-se reescrever as 

equações (1.47) e (1.48) como segue: 

 

tang((
𝑘𝑥2𝑑

2
+ 𝜑) ± 𝜋

2⁄ ) =
𝜇2𝛼𝑥1

𝜇1𝑘𝑥2
 

(1.49) 

tang((
𝑘𝑥2𝑑

2
− 𝜑) ± 𝜋

2⁄ ) =
𝜇2𝛼𝑥3

𝜇3𝑘𝑥2
 

 

Pelas equações (1.49):  (
𝑘𝑥2𝑑

2
+ 𝜑) ± 𝜋

2⁄ = tan−1 (
𝜇2𝛼𝑥1

𝜇1𝑘𝑥2
) + 𝑛𝜋      n=0, 1, 2,... 

 

 E (
𝑘𝑥2𝑑

2
− 𝜑) ± 𝜋

2⁄ = tan−1 (
𝜇2𝛼𝑥3

𝜇3𝑘𝑥2
) + 𝑚𝜋            m=0, 1, 2,... 

 

Somando: 

 

𝑘𝑥2𝑑 ± 𝜋 = tan−1 (
𝜇2𝛼𝑥1

𝜇1𝑘𝑥2
) + tan−1 (

𝜇2𝛼𝑥3

𝜇3𝑘𝑥2
) + (𝑚 +𝑛)𝜋             (1.50) 

 

 

Definem-se as fases das reflexões: 

 

𝜑12
𝑇𝐸 = 2tan−1 (

𝜇2𝛼𝑥1

𝜇1𝑘𝑥2
) 

(1.50.a) 

𝜑23
𝑇𝐸 = 2tan−1 (

𝜇2𝛼𝑥3

𝜇3𝑘𝑥2
) 

 

 

 E a equação (1.50) é expressa: 

 

 

2𝑘𝑥2𝑑 = 2tan−1 (
𝜇2𝛼𝑥1

𝜇1𝑘𝑥2
) + 2tan−1 (

𝜇2𝛼𝑥3

𝜇3𝑘𝑥2
) + ((𝑚 +𝑛) + 1)2𝜋            (1.51)                                            

𝑙 + 1 = (𝑚 + 𝑛) + 1, 𝑐𝑜𝑚 𝑙 = 0, 1, 2, 3, …                                            

 

E assim: 

 

 2𝑘𝑥2𝑑 = 𝜑12
𝑇𝐸 + 𝜑23

𝑇𝐸 + 2𝜋𝑛𝑖          𝑐𝑜𝑚 𝑛𝑖 =  1, 3, 5… í𝑚𝑝𝑎𝑟                   (1.52) 
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Comparando a equação (1.42), do modo par, com a (1.51), do modo ímpar: 

 

Tabela 1.2. Modos par e impar. 

 Modo Par Modo Impar 

𝑙 = 0 𝑛𝑝 =  𝑙 = 0 𝑛𝑖 =  𝑙 + 1 = 1 

𝑙 = 2 𝑛𝑝 =  𝑙 = 2 𝑛𝑖 =  𝑙 + 1 = 3 

 

Observa-se pelas equações (1.44) e (1.52), que as ressonâncias transversais (par e 

impar), são similares. Diferenciam-se pelo fato do modo par ser regido por 𝜋𝑛𝑝 - número par, 

e o ímpar por 𝜋𝑛𝑖 - número impar.  

 

 Análise dos modos 𝑇𝑀𝑧 (𝐸𝑥, 𝐻𝑦, 𝐸𝑧). 

 

As formulações dos modos 𝑇𝑀𝑧 par e ímpar são obtidas aplicando o teorema da 

dualidade sobre os conjuntos de equações (1.39) e (1.46) respectivamente. 

Para o modo 𝑇𝑀𝑧 par: 

  

𝐻𝑦1(𝑥) = 𝐻0 cos(𝑘𝑥2𝑑/2 + 𝜑)𝑒−𝛼𝑥1(𝑥−
𝑑
2
)
 

𝐻𝑦2(𝑥) = 𝐻0 cos(𝑘𝑥2𝑥 + 𝜑) 

𝐻𝑦3(𝑥) = 𝐻0 cos (
𝑘𝑥2𝑑

2
− 𝜑) 𝑒+𝛼𝑥3(𝑥+

𝑑
2
)
 

(1.53) 

𝐸𝑧1(𝑥) =
+𝑗𝛼𝑥1

𝜔𝜖1

𝐻0 cos(𝑘𝑥2𝑑/2 + 𝜑)𝑒−𝛼𝑥1(𝑥−
𝑑
2
)
 

𝐸𝑧2(𝑥) =
+𝑗𝑘𝑥2

𝜔𝜖2
𝐻0 sen(𝑘𝑥2𝑥 + 𝜑) 

𝐸𝑧3(𝑥) =
−𝑗𝛼𝑥3

𝜔𝜖3

𝐻0 cos (
𝑘𝑥2𝑑

2
− 𝜑) 𝑒+𝛼𝑥3(𝑥+

𝑑
2
)
 

 

 

A equação de guiamento do modo 𝑇𝑀𝑧 par é obtida com mesmo desenvolvimento do 

item ‘Equação de guiamento do modo 𝑇𝐸𝑧 par’: 

 

 

2𝑘𝑥2𝑑 = 𝜑12
𝑇𝑀 + 𝜑23

𝑇𝑀 + 2𝜋𝑛𝑝         𝑐𝑜𝑚 𝑛𝑝 = 0, 2, 4, 6, … 𝑝𝑎𝑟                    (1.54) 
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Em reflexões totais, os raios incidentes retornam com as defasagens: 

 

 

𝜑12
𝑇𝑀 = 2tan−1 (

𝜖2𝛼𝑥1

𝜖1𝑘𝑥2
) 

(1.55) 

𝜑23
𝑇𝑀 = 2tan−1 (

𝜖2𝛼𝑥3

𝜖3𝑘𝑥2
) 

 

As equações (1.54) e (1.55) são, respectivamente, duais das equações (1.42) e (1.43). 

 

 

Para o modo 𝑇𝑀𝑧 ímpar: 

O modo 𝑇𝑀𝑧 ímpar é dual do modo 𝑇𝐸𝑧 ímpar, portanto: 

 

𝐻𝑦1(𝑥) = 𝐻0 sen(𝑘𝑥2𝑑/2 + 𝜑)𝑒−𝛼𝑥1(𝑥−
𝑑
2
)
 

𝐻𝑦2(𝑥) = 𝐻0 sen(𝑘𝑥2𝑥 + 𝜑) 

𝐻𝑦3(𝑥) = −𝐻0 sen (
𝑘𝑥2𝑑

2
− 𝜑) 𝑒+𝛼𝑥3(𝑥+

𝑑
2
)
 

(1.56) 

𝐸𝑧1(𝑥) =
+𝑗𝛼𝑥1

𝜔𝜖1

𝐻0 sen(𝑘𝑥2𝑑/2 + 𝜑)𝑒−𝛼𝑥1(𝑥+
𝑑
2
)
 

𝐸𝑧2(𝑥) =
−𝑗𝑘𝑥2

𝜔𝜖2
𝐻0 cos(𝑘𝑥2𝑥 + 𝜑) 

𝐸𝑧3(𝑥) =
+𝑗𝛼𝑥3

𝜔𝜖3

𝐻0 sen (
𝑘𝑥2𝑑

2
− 𝜑) 𝑒+𝛼𝑥3(𝑥+

𝑑
2
)
 

 

 

 

A equação de guiamento do modo 𝑇𝑀𝑧 ímpar, dual da equação do modo 𝑇𝐸𝑧 ímpar, 

(1.52), é escrita: 

 

 

2𝑘𝑥2𝑑 = 𝜑12
𝑇𝑀 + 𝜑23

𝑇𝑀 + 2𝜋𝑛𝑖      𝑐𝑜𝑚 𝑛𝑖 = 1, 3, 5, 7, … 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟                   (1.57) 

 

 

 

 Os ângulos (𝜑12
𝑇𝑀, 𝜑23

𝑇𝑀), são os mesmos que na equação (1.55). 

 Os campos (𝐻𝑦1(𝑥), 𝐻𝑦2(𝑥), 𝐻𝑦3(𝑥)) são os da figura 1.9., substituindo 𝐸𝑦 → 𝐻𝑦. 
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 Provando que as equações dos modos (𝑇𝐸𝑧, 𝑇𝑀𝑧) par e ímpar são as equações de 

dispersão dos respectivos modos.  

 

Resumo das equações de guiamento dos modos: 

 

Tabela 1.3. Equações de guiamento dos modos 𝑇𝐸𝑧  e 𝑇𝑀𝑧. 

 

  

 

Na Tabela 1.3, 𝛽 = 𝑘0𝜂𝑒𝑓 e: 

 

𝛼𝑥1 = √𝛽2 − 𝑘1
2  =  𝑘0√𝜂𝑒𝑓𝑓

2 − 𝜂1
2         𝑐𝑜𝑚   𝜂1

2 = 𝜖𝑟1 

 

𝑘𝑥2 = √𝑘2
2 − 𝛽2  =  𝑘0√𝜂2

2 − 𝜂𝑒𝑓𝑓
2         𝑐𝑜𝑚   𝜂2

2 = 𝜖𝑟2                      (1.58) 

 

 𝛼𝑥3 = √𝑘3
2 − 𝛽2 = 𝑘0√𝜂𝑒𝑓𝑓

2 − 𝜂3
2        𝑐𝑜𝑚   𝜂3

2 = 𝜖𝑟3 

 

O modo 𝑇𝐸𝑧 (par e ímpar), vide Tabela 1.4, é redigido pelos parâmetros da estrutura: 

 

tan−1 (
𝜇2

𝜇1
√

𝜂𝑒𝑓𝑓
2 −𝜂1

2

𝜂2
2−𝜂𝑒𝑓𝑓

2 ) + tan−1 (
𝜇2

𝜇3
√

𝜂𝑒𝑓𝑓
2 −𝜂3

2

𝜂2
2−𝜂𝑒𝑓𝑓

2 ) + (
𝜋𝑛𝑝 − 𝑝𝑎𝑟

𝜋𝑛𝑖 − í𝑚𝑝𝑎𝑟) − 𝑘0𝑑√𝜂2
2 − 𝜂𝑒𝑓𝑓

2 = 0             (1.59) 

 

Em que 𝜇1 = 𝜇2 = 𝜇3 = 𝜇0. 

 

 

 Aplicando o teorema da dualidade em (1.59) encontra-se a equação de dispersão do 

modo 𝑇𝑀𝑧 (par e ímpar): 

 

tan−1 (
𝜖2

𝜖1
√

𝜂𝑒𝑓𝑓
2 −𝜂1

2

𝜂2
2−𝜂𝑒𝑓𝑓

2 ) + tan−1 (
𝜖2

𝜖3
√

𝜂𝑒𝑓𝑓
2 −𝜂3

2

𝜂2
2−𝜂𝑒𝑓𝑓

2 ) + (
𝜋𝑛𝑝 − 𝑝𝑎𝑟

𝜋𝑛𝑖 − í𝑚𝑝𝑎𝑟) − 𝑘0𝑑√𝜂2
2 − 𝜂𝑒𝑓𝑓

2 = 0             (1.60) 

 

Modo 𝑇𝐸𝑧 
𝜇1 = 𝜇2 = 𝜇3 = 𝜇0 

 

2𝑘𝑥2𝑑 = 2tan−1 (
𝜇2𝛼𝑥1

𝜇1𝑘𝑥2
) + 2tan−1 (

𝜇2𝛼𝑥3

𝜇3𝑘𝑥2
) + {

2𝜋𝑛𝑝 − 𝑝𝑎𝑟
2𝜋𝑛𝑖 − í𝑚𝑝𝑎𝑟

 

 

Modo 𝑇𝑀𝑧 
𝜖1 ≠ 𝜖3 

 

2𝑘𝑥2𝑑 = 2tan−1 (
𝜖2𝛼𝑥1

𝜖1𝑘𝑥2
)+2tan−1 (

𝜖2𝛼𝑥3

𝜖3𝑘𝑥2
)+ {

2𝜋𝑛𝑝 − 𝑝𝑎𝑟
2𝜋𝑛𝑖 − í𝑚𝑝𝑎𝑟
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As equações (1.59) e (1.60), modos par e ímpar, fornecem as dispersões 𝜂𝑒𝑓(𝑘0) dos 

respectivos modos (𝑇𝐸𝑧 𝑒 𝑇𝑀𝑧). Como exemplo, considera-se o modo 𝑇𝐸𝑧. Seja a equação 

(1.59), com 𝜇1 = 𝜇2 = 𝜇3 = 𝜇0 e (
𝜋𝑛𝑝 − 𝑝𝑎𝑟

𝜋𝑛𝑖 − í𝑚𝑝𝑎𝑟) = 𝑙. 

 

tan−1 (√
𝜂𝑒𝑓𝑓

2 −𝜂1
2

𝜂2
2−𝜂𝑒𝑓𝑓

2 ) + tan−1 (√
𝜂𝑒𝑓𝑓

2 −𝜂3
2

𝜂2
2−𝜂𝑒𝑓𝑓

2 ) + 𝜋𝑙 − 𝑘0𝑑√𝜂2
2 − 𝜂𝑒𝑓𝑓

2 = 0                  (1.61) 

 

 A Tabela 1.4 mostra os diferentes modos de propagação (𝑇𝐸𝑧 par e ímpar) em função 

de 𝑙. 

 

Tabela 1.4. Modos 𝑇𝐸𝑧  par e ímpar. 

 𝑻𝑬𝒛 − 𝒑𝒂𝒓  𝑻𝑬𝒛 − í𝒎𝒑𝒂𝒓 

 

𝑙 = 0 

 

Modo Fundamental 

 

𝑙 = 1 
 

1º Modo Superior 

 

𝑙 = 2 

 

2º Modo Superior 

 

𝑙 = 3 
 

3º Modo Superior 

 

... 

 

... 

 

... 

 

... 

 

𝑙 = 2𝑛 

 

2nº Modo Superior 

 
𝑙 = 2𝑛 + 1 

 

(2n+1)º Modo Superior 

 

  

O modo 𝑇𝑀𝑧 do guia assimétrico é obtido pela tabela 1.4 aplicando a dualidade ao 

modo 𝑇𝐸𝑧, equação (1.60). A análise é idêntica a do 𝑇𝐸𝑧, acrescentando (
𝜂2

𝜂1
)
2

no primeiro 

termo e (
𝜂2

𝜂3
)
2

no segundo.  A equação de dispersão do modo 𝑇𝑀𝑧 é: 

 

 

tan−1 ((
𝜂2

𝜂1
)
2
√

𝜂𝑒𝑓𝑓
2 −𝜂1

2

𝜂2
2−𝜂𝑒𝑓𝑓

2 ) + tan−1 ((
𝜂2

𝜂3
)
2
√

𝜂𝑒𝑓𝑓
2 −𝜂3

2

𝜂2
2−𝜂𝑒𝑓𝑓

2 ) + 𝜋𝑙 − 𝑘0𝑑√𝜂2
2 − 𝜂𝑒𝑓𝑓

2 = 0         (1.62) 
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 Equação característica universal dos guias de onda em lâminas dielétricas assimétricas.  

 

 

Embora a equação de dispersão característica, eq. (1.59) própria do modo 𝑇𝐸𝑧 e (1.60) 

do 𝑇𝑀𝑧, forneça a descrição do guia de onda assimétrico em lâminas, esta se encontra em 

função dos parâmetros particulares da estrutura, ou seja, índices de refração dos meios e 

largura do filme (d). A fim de tornar as equações independentes desses parâmetros e expressá-

las de forma generalizada, são definidos os parâmetros normalizados: 𝑢, 𝑤𝑗, 𝑣𝑗 , 𝑉, 𝑏 [Donald 

L. Lee, 1986], [William Streiffer, Amos Hardy, 1987], [Collin R., 1966]. 

Seja o guia da figura 1.10., com 𝜇1 = 𝜇2 = 𝜇3 = 𝜇0. 

 

 

Fig. 1.10. Guia de Onda dielétrico com 𝝁𝟏 = 𝝁𝟐 = 𝝁𝟑 = 𝝁𝟎 

 

 O parâmetro de fase transversal normalizado no filme, u, é definido: 

 

 

𝑢 = 𝑘0𝑑√𝑘2
2 − 𝛽2

                                                         (1.63) 

 

 

Os parâmetros de atenuação normalizados das regiões da casca, 𝑤𝑗, são: 

 

 

𝑤𝑗 = 𝛼𝑗𝑑 = 𝑘0𝑑√𝛽2 − 𝑘
𝑖

2
;    𝑖 = 1, 3                                       (1.64) 

 

 

 As frequências espaciais normalizadas, 𝑣𝑗 , referentes às regiões (i=1,3): 

 

 

𝑣𝑗
2 = 𝑢2 + 𝜔𝑗

2                                                        (1.65) 

 



54 
 

 Sendo que, para a região-1, tem-se: 𝑣1
2 = 𝑢2 + 𝜔1

2, e, portanto: 

 

 

𝑣1 = 𝑘0𝑑√𝜖2 − 𝜖1                                                     (1.66) 

 

 

 Para a região-3, 𝑣3
2 = 𝑢2 + 𝜔3

2: 

 

 

𝑣3 = 𝑘0𝑑√𝜖2 − 𝜖3                                                   (1.67) 

 

 

 A freqüência normalizada do filme se relaciona à região da casca de maior índice de 

refração: 

 

𝑣3 = 𝑉 = 𝑘0𝑑√𝜂
2
2 − 𝜂

3
2                                             (1.68) 

 

 

 O parâmetro de fase normalizado se relaciona ao meio de maior índice de refração, 

𝜂3 > 𝜂1, é definido: 

 

𝑏 = (
𝜔3

𝑣3
)
2

                                                  (1.69) 

 

 

 Que se expressa:  

 

𝑏 = (
𝛼3

2

𝑘2
2−𝑘3

2) = (
𝛽1

2−𝑘3
2

𝑘2
2−𝑘3

2) = (
𝜂𝑒𝑓

2 −𝜂3
2

𝜂2
2−𝜂3

2 )                               (1.70) 

 

 

O parâmetro b é a referência para se traçar as curvas de dispersão dos modos no 

espectro óptico. 

As equações de dispersão da tabela 1.3., modo 𝑇𝐸𝑧 (par e ímpar), são expressas pelos 

parâmetros normalizados: 

 

𝑢 = tan−1 [(
𝜇2

𝜇1
) (

𝜔1

𝑢
)] + tan−1 [(

𝜇2

𝜇3
) (

𝜔3

𝑢
)] + {

𝜋𝑛𝑝 − 𝑝𝑎𝑟
𝜋𝑛𝑖 − í𝑚𝑝𝑎𝑟             (1.71) 
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 Normalizam-se os argumentos dos arcos-tangentes pela freqüência normalizada do 

filme, (𝑣3; 𝜂3 > 𝜂1): 

 

 

𝑢 = tan−1 [(
𝜇2

𝜇1
) (

𝜔1
𝑣3

⁄

𝑢
𝑣3⁄

)] + tan−1 [(
𝜇2

𝜇3
) (

𝜔3
𝑣3

⁄

𝑢
𝑣3⁄

)] + {
𝜋𝑛𝑝 − 𝑝𝑎𝑟

𝜋𝑛𝑖 − í𝑚𝑝𝑎𝑟             (1.72) 

 

 

 Cálculo do parâmetro normalizado do núcleo na freqüência espacial 𝑣3. 

 

Seja a expressão da freqüência espacial normalizada da região-3 (𝜖3 ≥ 𝜖1). 

 

𝑣3
2 = 𝑢2 + 𝜔3

2 = 𝑘0
2𝑑2(𝜂

2
2 − 𝜂

3
2),   logo (𝑢 𝑣3⁄ )

2
+ (

𝜔3
𝑣3

⁄ )
2
= 1 → (𝑢 𝑣3⁄ )

2
= 1 − (

𝜔3
𝑣3

⁄ )
2
 

 

Pela equação (1.69): 

 

1 − 𝑏 = (
𝑢

𝑣3
)
2

 

(1.73) 

𝑢 = 𝑣3√1 − 𝑏 

 

 

 Cálculo do parâmetro de assimetria dos meios. 

 

𝑎 =
𝜔1

2−𝜔3
2

𝑣3
2 = (

𝜔1

𝑣3
)
2

− 𝑏                                          (1.74) 

 

 Por tanto: 

 

𝑎 =
(𝛽2−𝑘1

2)−(𝛽2−𝑘3
2)

𝑘2
2−𝑘3

2 =
𝑘3

2−𝑘1
2

𝑘2
2−𝑘3

2 =
𝜖3−𝜖1

𝜖2−𝜖3
=

𝜂3
2−𝜂1

2

𝜂2
2−𝜂3

2                         (1.75) 

 

 

 Para guias de onda em lâminas simétricas, 𝜂3 = 𝜂1, então a=0. 

 

 

 Parâmetro de atenuação (𝜔1) normalizado na freqüência espacial (𝑣3) 

 

Pela equação (1.74): 

 

(
𝜔1

𝑣3
)
2

= 𝑎 + 𝑏                                                 (1.76) 
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 Equação característica universal. 

 

Pelas equações; (1.72) e dos parâmetros normalizados, têm-se as equações de 

dispersão dos modos 𝑇𝐸𝑧 (par e ímpar) e 𝑇𝑀𝑧 (par e ímpar). 

 Inicia-se pelo modo 𝑇𝐸𝑧 (par e ímpar) com 𝜇1 = 𝜇2 = 𝜇3 = 𝜇0. A equação 

característica ou equação de dispersão do referido modo é expressa: 

 

𝑣3√1 − 𝑏 = tan−1 [(
𝜇2

𝜇1
)√(

𝑎𝑇𝐸+𝑏

1−𝑏
)] + tan−1 [(

𝜇2

𝜇3
)√(

𝑏

1−𝑏
)] + {

𝜋𝑛𝑝 − 𝑝𝑎𝑟
𝜋𝑛𝑖 − í𝑚𝑝𝑎𝑟      (1.77) 

 

 Em que: 𝑎𝑇𝐸 e ‘b’, vide equação (1.79). 

O modo 𝑇𝑀𝑧 (par e ímpar) é obtido pela dualidade, ou seja. 

 

𝑣3√1 − 𝑏 = tan−1 [(
𝜖2

𝜖1
)√(

𝑎𝑇𝐸+𝑏

1−𝑏
)] + tan−1 [(

𝜖2

𝜖3
)√(

𝑏

1−𝑏
)] + {

𝜋𝑛𝑝 − 𝑝𝑎𝑟
𝜋𝑛𝑖 − í𝑚𝑝𝑎𝑟      (1.78) 

 

 Em que: 𝜖1 = 𝜖0𝜂1
2, 𝜖2 = 𝜖0𝜂2

2, 𝜖3 = 𝜖0𝜂3
2 e 𝜖2 > 𝜖3 ≥ 𝜖1 

 

Para 𝜖3 ≥ 𝜖1: 

 

 𝑎𝑇𝐸 = (
𝜂3

2−𝜂1
2

𝜂2
2−𝜂3

2) 

 

𝑏 = (
𝜂𝑒𝑓

2 −𝜂3
2

𝜂2
2−𝜂3

2 )                                                 (1.79) 

 

𝑣3 = 𝑘0𝑑√𝜂
2
2 − 𝜂

3
2                         

 

 

 Entretanto, muitos autores propõem a equação característica do modo 𝑇𝑀𝑧, (vide 

apêndice-K, equação (K.9), por ser mais exata, como: 

 

𝑣3√1 − 𝑏 = tan−1 [√(
𝑎𝑇𝑀+𝑏

1−𝑏
)] + tan−1 [√(

𝑏

1−𝑏
)] + {

𝜋𝑛𝑝 − 𝑝𝑎𝑟
𝜋𝑛𝑖 − í𝑚𝑝𝑎𝑟          (1.80) 

 

 Onde 𝑎𝑇𝑀 = (
𝜖2

𝜖1
)
2

𝑎𝑇𝐸 = (
𝜂2

𝜂1

)
4

(
𝜂3

2−𝜂1
2

𝜂2
2−𝜂3

2) 



57 
 

 Então as equações características dos modos TE e TM são unificadas numa única 

equação:  

𝑣3√1 − 𝑏 = tan−1 [√(
𝑎+𝑏

1−𝑏
)] + tan−1 [√(

𝑏

1−𝑏
)] + {

𝜋𝑛𝑝 − 𝑝𝑎𝑟
𝜋𝑛𝑖 − í𝑚𝑝𝑎𝑟             (1.81) 

Modo TE:     𝑎 = 𝑎𝑇𝐸 = (
𝜂3

2−𝜂1
2

𝜂2
2−𝜂3

2) 

Modo TM:    𝑎𝑇𝑀 = (
𝜂2

𝜂1

)
4

𝑎𝑇𝐸  

 

1.2.5.2. Análise de G.O em lâminas dielétricas simétricas (𝜼𝟐 > 𝜼𝟑 = 𝜼𝟏). 

 

O guia de onda em camadas dielétricas simétricas é analisado pelo guia de onda 

assimétrico sob as condições: 

 

1) 𝜖3 = 𝜖1   O substrato e a cobertura são idênticos. 

2) O formalismo desenvolvido para o guia de onda assimétrico, item. 1.2.5.1. se 

ajusta ao do guia de onda simétrico, considerando que 𝜑 = 0; Equações (1.39) e 

(1.46) para o modo TE (par e ímpar); Equações (1.53) e (1.56) para o modo TM 

(par e ímpar), respectivamente.  

 

 Análise do modo TE – modo H – Polarização perpendicular (𝐻𝑥, 𝐸𝑦, 𝐻𝑧). 

As componentes (𝐸𝑦(𝑥), 𝐻𝑧(𝑥)) do modo TE (par), são as das equações (1.39), com 

𝜑 = 0, ou seja: 

𝐸𝑦1(𝑥) = 𝐸0 cos (
𝑘𝑥2𝑑

2
) 𝑒−𝛼𝑥1(𝑥−

𝑑
2
)
 

𝐸𝑦2(𝑥) = 𝐸0 cos(𝑘𝑥2𝑥) 

𝐸𝑦3(𝑥) = 𝐸0 cos (
𝑘𝑥2𝑑

2
) 𝑒+𝛼𝑥1(𝑥+

𝑑
2
)
 

(1.82) 

𝐻𝑧1(𝑥) =
−𝑗𝛼𝑥1

𝜔𝜇
1

𝐸0 cos (
𝑘𝑥2𝑑

2
) 𝑒−𝛼𝑥1(𝑥−

𝑑
2
)
 

𝐻𝑧2(𝑥) =
−𝑗𝑘𝑥2

𝜔𝜇2
𝐸0 sen(𝑘𝑥2𝑥) 

𝐻𝑧3(𝑥) =
+𝑗𝛼𝑥3

𝜔𝜇
3

𝐸0 cos (
𝑘𝑥2𝑑

2
) 𝑒+𝛼𝑥1(𝑥+

𝑑
2
)
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As componentes (𝐸𝑦(𝑥), 𝐻𝑧(𝑥)) do modo TE (ímpar), são as das equações (1.46), 

com 𝜑 = 0, ou seja: 

 

𝐸𝑦1(𝑥) = 𝐸0 sen (
𝑘𝑥2𝑑

2
) 𝑒−𝛼𝑥1(𝑥−

𝑑
2
)
 

𝐸𝑦2(𝑥) = 𝐸0 sen(𝑘𝑥2𝑥) 

𝐸𝑦3(𝑥) = −𝐸0 sen (
𝑘𝑥2𝑑

2
) 𝑒+𝛼𝑥1(𝑥+

𝑑
2
)
 

(1.83) 

𝐻𝑧1(𝑥) =
−𝑗𝛼𝑥1

𝜔𝜇
1

𝐸0 sen (
𝑘𝑥2𝑑

2
) 𝑒−𝛼𝑥1(𝑥−

𝑑
2
)
 

𝐻𝑧2(𝑥) =
+𝑗𝑘𝑥2

𝜔𝜇2
𝐸0 cos(𝑘𝑥2𝑥) 

𝐻𝑧3(𝑥) =
−𝑗𝛼𝑥3

𝜔𝜇
3

𝐸0 sen (
𝑘𝑥2𝑑

2
) 𝑒+𝛼𝑥1(𝑥+

𝑑
2
)
 

 

O campo 𝐸𝑦(𝑥) se comporta de acordo com a figura 1.9., sob a condição 𝜑 = 0. 

 

 
 

Fig. 1.10.b. Campos 𝑬𝒚(𝒙), estrutura simétrica (𝝐𝟑 = 𝝐𝟏). a) Modo Fundamental 𝑻𝑬𝒛 Par; b) Modo 1º Superior 

𝑻𝑬𝒛 Impar. 

 

 

 As equações de dispersão dos modos 𝑇𝐸𝑧 (par e ímpar) do guia de onda simétrico são as do 

guia de onda assimétrico, equações (1.44) e (1.59) para o modo par, e (1.52) e (1.60) para o modo 

impar, em que 𝜇1 = 𝜇2 = 𝜇3 = 𝜇0. 
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𝜑12
𝑇𝐸 = 𝜑23

𝑇𝐸 = 2tan−1 (
𝜇2𝛼𝑥1

𝜇1𝑘𝑥2
)                                         (1.84) 

 

 Assim, 2𝑘𝑥2𝑑 = 2𝜑12
𝑇𝐸 + 2𝜋 {

𝑛𝑝 − 𝑝𝑎𝑟
𝑛𝑖 − í𝑚𝑝𝑎𝑟, de maneira que: 

 

𝑘𝑥2𝑑 = 𝜑12
𝑇𝐸 + 𝜋 {

𝑛𝑝 − 𝑝𝑎𝑟
𝑛𝑖 − í𝑚𝑝𝑎𝑟                                        (1.85) 

 

 Seja a equação generalizada, pelos parâmetros normalizados, veja equação (1.77). Em 

que o coeficiente de assimetria do meio é 𝑎 = (
𝜖3−𝜖1

𝜖2−𝜖3
), a equação de dispersão torna-se: 

 

𝑣3√1 − 𝑏 = 2tan−1 [(
𝜇2

𝜇1
)√(

𝑏

1−𝑏
)] + {

𝜋𝑛𝑝 − 𝑝𝑎𝑟
𝜋𝑛𝑖 − í𝑚𝑝𝑎𝑟                       (1.86) 

 

 Os parâmetros (𝑣3, 𝑏) são definidos pelas equações (1.79) 

 

 

 Análise do modo TM – Polarização paralela (𝐸𝑥, 𝐻𝑦, 𝐸𝑧). 

 

O modo TM é dual do TE, consequentemente, a análise é derivada do TE pelo teorema 

da dualidade. 

As componentes ( 𝐻𝑦, 𝐸𝑧) do modo 𝑇𝑀𝑧 par, são: 

 

𝐻𝑦1(𝑥) = 𝐻0 cos (
𝑘𝑥2𝑑

2
) 𝑒−𝛼𝑥1(𝑥−

𝑑
2
)
 

𝐻𝑦2(𝑥) = 𝐻0 cos(𝑘𝑥2𝑥) 

𝐻𝑦3(𝑥) = 𝐻0 cos (
𝑘𝑥2𝑑

2
) 𝑒+𝛼𝑥1(𝑥+

𝑑
2
)
 

(1.87) 

𝐸𝑧1(𝑥) =
+𝑗𝛼𝑥1

𝜔𝜖1

𝐻0 cos (
𝑘𝑥2𝑑

2
) 𝑒−𝛼𝑥1(𝑥−

𝑑
2
)
 

𝐸𝑧2(𝑥) =
+𝑗𝑘𝑥2

𝜔𝜖2
𝐻0 sen(𝑘𝑥2𝑥) 

𝐸𝑧3(𝑥) =
−𝑗𝛼𝑥3

𝜔𝜖3

𝐻0 cos (
𝑘𝑥2𝑑

2
) 𝑒+𝛼𝑥1(𝑥+

𝑑
2
)
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 E as componentes do modo 𝑇𝑀𝑧 ímpar: 

 

𝐻𝑦1(𝑥) = 𝐻0 sen (
𝑘𝑥2𝑑

2
) 𝑒−𝛼𝑥1(𝑥−

𝑑
2
)
 

𝐻𝑦2(𝑥) = 𝐻0 sen(𝑘𝑥2𝑥) 

𝐻𝑦3(𝑥) = −𝐻0 sen (
𝑘𝑥2𝑑

2
) 𝑒+𝛼𝑥1(𝑥+

𝑑
2
)
 

(1.88) 

𝐸𝑧1(𝑥) =
+𝑗𝛼𝑥1

𝜔𝜖1

𝐻0 sen (
𝑘𝑥2𝑑

2
) 𝑒−𝛼𝑥1(𝑥+

𝑑
2
)
 

𝐸𝑧2(𝑥) =
−𝑗𝑘𝑥2

𝜔𝜖2
𝐻0 cos(𝑘𝑥2𝑥) 

𝐸𝑧3(𝑥) =
+𝑗𝛼𝑥3

𝜔𝜖3

𝐻0 sen (
𝑘𝑥2𝑑

2
) 𝑒+𝛼𝑥1(𝑥+

𝑑
2
)
 

 

 

 

 Na Fig.1.11, são confrontados os campos 𝐻𝑦 do modo 𝑇𝑀𝑧 (par e ímpar), com os 

campos 𝐸𝑦 do modo 𝑇𝐸𝑧 (par e ímpar). 

 

 

 
 

 

Fig. 1.11. Confrontação dos campos 𝑬𝒚(𝑻𝑬𝒛) com 𝑯𝒚(𝑻𝑴𝒛) 
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 As equações de dispersão dos modos 𝑇𝑀𝑧 (par e ímpar) do guia de onda simétrico são 

obtidas aplicando o teorema da dualidade na equação (1.86). 

 

𝑣3√1 − 𝑏 = 2tan−1 [(
𝜖2

𝜖1
)√(

𝑏

1−𝑏
)] + {

𝜋𝑛𝑝 − 𝑝𝑎𝑟
𝜋𝑛𝑖 − í𝑚𝑝𝑎𝑟                       (1.89) 

 

Em que: (
𝜖2

𝜖1
) = (

𝜂2

𝜂1

)
2

 

 

 Os parâmetros normalizados (𝑣3, 𝑏) são definidos pela equação (1.79), enquanto, o 

coeficiente de simetria do meio, 𝑎 = (
𝜖3−𝜖1

𝜖2−𝜖1
) = 0, já que 𝜖2 > 𝜖3 = 𝜖1. 

 As equações de dispersão (guiamento dos modos) dos guias de onda em lâminas 

dielétricas simétricas e assimétricas foram deduzidas pela condição de continuidade dos 

campos nas fronteiras (x=d/2, x=-d/2). Há outros dois métodos, comumente utilizados, ao 

cálculo da referida equação, são eles: o método da teoria do raio e o da técnica da ressonância 

transversa, que serão apresentados a seguir. O objetivo é confirmar a exatidão do formalismo 

com o auxílio dessas três abordagens. 

 

1.2.6. Equações de dispersão pela teoria do raio. 

 

Todo modo eletromagnético que se propaga confinado numa determinada região 

(núcleo), o faz segundo um raio em que o ângulo depende da freqüência de operação [Donald 

L. Lee, 1986] e [Collin R., 1966], modelo do raio em ‘zig-zag’, vide figura 1.12. 

 

 

Fig. 1.12. Modelo do raio em  “zig-zag” do modo no G.O em lâminas assimétricas. 
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A Fig.1.12., representa o modelo do raio em “zig-zag” referente a certo modo do guia 

de onda em lâminas assimétricas (𝜖3 ≠ 𝜖1). Para que o conjunto dos raios interfira 

construtivamente é necessário que as fases dos respectivos percursos sejam múltiplos de 2𝑛𝜋. 

Considere o percurso (abc) pela figura 1.12. Consideramos 𝑙𝑎𝑏𝑐 o caminho (a-b-c): 

 

 

𝜑12
𝑇𝐸 = 2tan−1 (

𝛼𝑥1

𝑘𝑥2
)  

 

𝜑23
𝑇𝐸 = 2tan−1 (

𝛼𝑥3

𝑘𝑥2
)  

(1.90) 

 

𝜑12
𝑇𝑀 = 2tan−1 (

𝜖2𝛼𝑥1

𝜖1𝑘𝑥2
)  

 

𝜑23
𝑇𝑀 = 2tan−1 (

𝜖2𝛼𝑥3

𝜖3𝑘𝑥2
)  

 

 

 

O caminho (a-b-c) se refere à fase em exp(−𝑗𝑘2𝑙𝑎𝑏𝑐) → 𝜑𝑎𝑏𝑐 = 𝑘2𝑙𝑎𝑏𝑐. 

A condição de guiamento do modo é: 𝜑𝑎𝑏𝑐 + 𝜑12 + 𝜑23 = ±2𝑛𝜋, portanto, 

−𝑘2𝑙𝑎𝑏𝑐 = −𝜑12 − 𝜑23 − 2𝑛𝜋. O percurso 𝑙𝑎𝑏𝑐 é o mesmo que o 𝑙𝑎𝑏ℎ, vide figura 1.12., pois 

no triangulo isósceles (bch) tem-se bc=bh. Assim 𝑙𝑎𝑏𝑐 = 2𝑑𝑐𝑜𝑠𝜃. Então, 2𝑑(𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃) =

𝜑12 + 𝜑23 + 2𝑛𝜋. Pela figura 1.12., tem-se que 𝑘2𝑥 = 𝑘2𝑐𝑜𝑠𝜃. Considerando o anterior 

raciocínio escreve-se, pela teoria do raio, a equação de guiamento do modo: 

 

 

2𝑑𝑘𝑥2 = 𝜑12 + 𝜑23 + 2𝜋 {
𝑛𝑝 − 𝑝𝑎𝑟

𝑛𝑖 − í𝑚𝑝𝑎𝑟                                   (1.91) 

 

 

As equações (1.91) correspondem às equações (1.54) para o modo par e (1.57) para o 

modo ímpar, que foram obtidas, no item. 1.2.5.1, pela condição de adaptação das 

componentes dos campos tangenciais nas fronteiras (x=d/2, x=-d/2) e 𝜑 = 𝜑𝑇𝐸𝑜𝑢 𝜑𝑇𝑀, veja 

equações (1.90). 

 



63 
 

1.2.6.1. Aplicação da teoria do raio em G.O em lâminas dielétricas simétricas. 

 

Os guias de onda em lâminas dielétricas simétricas são estruturas “assimétricas” em 

que 𝜖3 = 𝜖1. Por conseguinte, a condição de guiamento dos respectivos modos é a da equação 

(1.91), em que 𝜑12 = 𝜑23. 

 

2𝑑𝑘𝑥2 = 2𝜑12 + 2𝜋 {
𝑛𝑝 − 𝑝𝑎𝑟

𝑛𝑖 − í𝑚𝑝𝑎𝑟                                          (1.92) 

 

 

 Substituindo pelos ângulos de reflexão total, para o modo 𝑇𝐸𝑧: 

 

 

𝑘𝑥2𝑑 = 2tan−1 (
𝛼𝑥1

𝑘𝑥2
) + 𝜋 {

𝑛𝑝 − 𝑝𝑎𝑟
𝑛𝑖 − í𝑚𝑝𝑎𝑟                                          (1.93) 

 

 

 E par o modo 𝑇𝑀𝑧: 

 

 

 𝑘𝑥2𝑑 = 2tan−1 (
𝜖2𝛼𝑥1

𝜖1𝑘𝑥2
) + 𝜋 {

𝑛𝑝 − 𝑝𝑎𝑟
𝑛𝑖 − í𝑚𝑝𝑎𝑟                                          (1.94) 

 

 

 

1.2.7. Equações de dispersão pela técnica da Ressonância Transversa. 

 

A técnica da ressonância transversa, pela simplicidade, é um recurso recomendável à 

análise dos guias de onda em lâminas dielétricas. 

Nessas estruturas, a energia flui no filme (núcleo), ao longo do eixo z, acompanhada 

por frações evanescentes na casca, veja Fig.1.13., referenciado ao modo fundamental, (𝑇𝐸𝑧 −

𝑝𝑎𝑟 (𝑛 = 0)), no guia em lâminas assimétricas.  

Os confinamentos dos modos, no filme, exigem que as condições de ressonância 

transversa em +𝑥⃗⃗⃗⃗  ⃗ sejam satisfeitas. O fluxo transversal de energia se refere às componentes 

(𝐸𝑦, 𝐻𝑧) para o modo 𝑇𝐸𝑧 e às (𝐻𝑦, 𝐸𝑧) para o modo 𝑇𝑀𝑧. Portanto, a análise transversa do 

guia de onda em lâminas dielétricas se relaciona a associações de linhas de transmissão, modo 

TEM em +𝑥⃗⃗⃗⃗  ⃗, cujas impedâncias características são as impedâncias de onda das respectivas 

lâminas dielétricas, como mostra a Fig.1.14. 
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Fig. 1.13. Modo fundamental 𝑻𝑬𝒛 − 𝒑𝒂𝒓 (𝒏 = 𝟎). Componente 𝑬𝒚(𝒙) se propagando em +𝒛⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 
 

 

 

Fig. 1.14. Associações de L.T., em 𝒙⃗⃗ , relacionadas ao G.O assimétrico. 

 

O valor das impedâncias de onda das respectivas lâminas dielétricas é: 

 

 

𝑧𝑐1
𝑇𝐸 =

𝜔𝜇1

𝑘𝑥1
;     𝑧𝑐2

𝑇𝐸 =
𝜔𝜇2

𝑘𝑥2
;     𝑧𝑐3

𝑇𝐸 =
𝜔𝜇3

𝑘𝑥3
 

(1.95) 

𝑧𝑐1
𝑇𝑀 =

𝑘𝑥1

𝜔𝜖1
;     𝑧𝑐2

𝑇𝑀 =
𝑘𝑥2

𝜔𝜖2
;     𝑧𝑐3

𝑇𝑀 =
𝑘𝑥3

𝜔𝜖3
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Na Fig.1.14, (𝑧𝑐3⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝑧𝑥⃗⃗  ⃗, 𝑧𝑐1⃖⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) não caracterizam vetores, mas sim a orientação das 

correntes nas seções em que as impedâncias são calculadas.  

A técnica da ressonância transversa, aplicada ao guia de onda em lâminas dielétricas 

assimétricas, referente à Fig.1.14, é feita da maneira seguinte: 

 

 A LT-3 é carregada com 𝑧𝐿⃗⃗  ⃗ = 𝑧𝑐3⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, LT-1 é carregada com 𝑧𝐿⃗⃗  ⃗ = 𝑧𝑐1⃖⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , e a 

impedância característica da LT-2, central, é 𝑧𝑐2⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 

 Na fronteira entre LT-2 e LT-1, o casamento entre as respectivas impedâncias 

se dará quando 𝑧𝑥⃗⃗  ⃗(𝑥 = −𝑑) = −𝑧𝑐1⃖⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 

 Observação: A estrutura pode também ser analisada, referenciando a fronteira 

entre LT-2 e LT-3, isto é: 𝑧𝐿⃖⃗ ⃗⃗ = 𝑧𝑐1⃖⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝑧𝑥⃖⃗ ⃗⃗ (𝑥 = 𝑑) = −𝑧𝑐3⃖⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ . 

 

 

1.2.7.1. Guia de Onda em lâminas dielétricas assimétricas. 

 

Pela Fig.1.14, (LT-2): 

 

 𝑥 = 0; 𝑧𝐿⃗⃗⃗⃗ = 𝑧𝑐3⃗⃗⃗⃗⃗⃗   

 

 𝑥 = −𝑑; 𝑧𝑥⃗⃗⃗⃗ (𝑥 = −𝑑) = −𝑧𝑐1⃖⃗ ⃗⃗⃗⃗⃗ 

 

 Por tanto: 𝑧𝐿 = 𝑧𝑥(𝑥 = 0) = 𝑧𝑐3 

 

 Como 𝑧𝑥(𝑥 = −𝑑) = 𝑧𝑐2 [
𝑧𝑐3+𝑗𝑧𝑐2𝑡𝑎𝑛𝑔(𝑘𝑥2𝑑)

𝑧𝑐2+𝑗𝑧𝑐3𝑡𝑎𝑛𝑔(𝑘𝑥2𝑑)
]. Pela ressonância transversa: 

 

 

 𝑧𝑥(𝑥 = −𝑑) = −𝑧𝑐1 = 𝑧𝑐2 [
𝑧𝑐3+𝑗𝑧𝑐2𝑡𝑎𝑛𝑔(𝑘𝑥2𝑑)

𝑧𝑐2+𝑗𝑧𝑐3𝑡𝑎𝑛𝑔(𝑘𝑥2𝑑)
]                            (1.96) 

 

 

 Modo 𝑇𝐸𝑧. 

 

 As impedâncias de onda do modo 𝑇𝐸𝑧 são: 

 

 

𝑧𝑐1
𝑇𝐸 =

𝜔𝜇1

𝑘𝑥1
=

𝜔𝜇1

𝑗𝛼𝑥1
;     𝑧𝑐2

𝑇𝐸 =
𝜔𝜇2

𝑘𝑥2
;     𝑧𝑐3

𝑇𝐸 =
𝜔𝜇3

𝑘𝑥3
=

𝜔𝜇3

𝑗𝛼𝑥3
                       (1.97) 
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Para que a equação de guiamento dos modos 𝑇𝐸𝑧 se expresse em função dos ângulos 

de reflexão total, (1.50.a), faz-se a seguinte manipulação: 

 Normaliza-se o lado direito da equação (1.96) por 𝑧𝑐3 : 

 

 

−𝑧𝑐2

𝑧𝑐1
= [

𝑧𝑐2
𝑧𝑐3

+𝑗𝑡𝑎𝑛𝑔(𝑘𝑥2𝑑)

1+𝑗
𝑧𝑐2
𝑧𝑐3

𝑡𝑎𝑛𝑔(𝑘𝑥2𝑑)
]                                           (1.97.a) 

 

 

 Reconhecem-se as impedâncias características normalizadas, vide equação (1.97): 

 

 

𝑧𝑐2

𝑧𝑐3
= −𝑗 (

𝜇2𝛼𝑥3

𝜇3𝑘𝑥2
);            

𝑧𝑐2

𝑧𝑐1
= −𝑗 (

𝜇2𝛼𝑥1

𝜇1𝑘𝑥2
)                           (1.97.b) 

 

 

Substituindo (1.97.b) em (1.97.a), tem-se: 

 

 

 [
−(

𝜇2𝛼𝑥3
𝜇3𝑘𝑥2

) +𝑡𝑎𝑛𝑔(𝑘𝑥2𝑑)

1+(
𝜇2𝛼𝑥3
𝜇3𝑘𝑥2

) 𝑡𝑎𝑛𝑔(𝑘𝑥2𝑑)
] = (

𝜇2𝛼𝑥1

𝜇1𝑘𝑥2
)                                   (1.97.c) 

 

 

Pela identidade trigonométrica: 

 

𝑡𝑎𝑛𝑔(𝐴 − 𝐵) =
𝑡𝑎𝑛𝑔(𝐴) − 𝑡𝑎𝑛𝑔(𝐵)

1 + 𝑡𝑎𝑛𝑔(𝐴)  𝑡𝑎𝑛𝑔(𝐵)
 

 

A equação (1.97.c), será: 

 

𝑡𝑎𝑛𝑔 [−𝑡𝑎𝑛𝑔−1 (
𝜇2𝛼𝑥3

𝜇3𝑘𝑥2
) + 𝑘𝑥2𝑑] = (

𝜇2𝛼𝑥1

𝜇1𝑘𝑥2
)                          (1.97.d) 
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  Aplicando 𝑡𝑎𝑛𝑔−1 na expressão (1.97.d), obtem-se a equação de dispersão procurada, 

do modo 𝑇𝐸𝑧, guia de onda assimétrico: 

 

 

𝑘𝑥2𝑑 = 𝑡𝑎𝑛𝑔−1 (
𝜇2𝛼𝑥3

𝜇3𝑘𝑥2
) + 𝑡𝑎𝑛𝑔−1 (

𝜇2𝛼𝑥1

𝜇1𝑘𝑥2
) + 𝑛𝜋;      𝑛 = 0, 1, 2, 3…           (1.98) 

 

 

A equação (1.98) se refere aos modos 𝑇𝐸𝑧 par e impar. Corresponde ao resultado 

obtido pelo método da continuidade dos campos, item 1.2.5.1., assim como ao obtido pela 

teoria do raio. 

 

𝑘𝑥2𝑑 = tan−1 (
𝜇2𝛼𝑥1

𝜇1𝑘𝑥2
) + tan−1 (

𝜇2𝛼𝑥3

𝜇3𝑘𝑥2
) + 𝜋 {

𝑛𝑝 − 𝑝𝑎𝑟
𝑛𝑖 − í𝑚𝑝𝑎𝑟                      (1.99) 

 

 

 Modo 𝑇𝑀𝑧. 

 

Aplicando o teorema da dualidade na equação de guiamento dos modos 𝑇𝐸𝑧, equação 

(1.99), tem-se a do modo 𝑇𝑀𝑧. 

 

𝑘𝑥2𝑑 = tan−1 (
𝜖2𝛼𝑥1

𝜖1𝑘𝑥2
) + tan−1 (

𝜖2𝛼𝑥3

𝜖3𝑘𝑥2
) + 𝜋 {

𝑛𝑝 − 𝑝𝑎𝑟
𝑛𝑖 − í𝑚𝑝𝑎𝑟                     (1.100) 

 

 

 

1.2.7.2. Guia de Onda em lâminas dielétricas simétricas. 

 

As equações referentes aos guias de onda simétricos são obtidas, diretamente, das do 

guia de onda assimétrico, equações (1.99) e (1.100), considerando 𝜑12 = 𝜑23. Para melhor se 

compreender as referidas equações de dispersão, essas serão obtidas pelo método da 

ressonância transversa. Devido à simetria, a técnica da ressonância transversa é aplicada aos 

guias de onda em lâminas simétricas, pelo seguinte procedimento: 
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 Seja o modo par: 

 

Fig. 1.15. LT e circuito equivalente para o modo par. 

 

 

 Aplicando a técnica da ressonância transversa para o modo TM: 

 

 

𝑍𝑥
⃗⃗⃗⃗ (𝑥 = −

𝑑

2
) = −𝑍𝑥1

⃖⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗                                                  (1.101) 

 

 

 A linha de transmissão de 𝑍𝑐2 = 𝑍𝑥2 =
𝑘𝑥2

𝜔𝜖2
  carregada pelo curto 𝑍𝐿 = 0, pelo que: 

 

 

𝑍0
⃗⃗⃗⃗ (𝑥 = −

𝑑

2
) = 𝑗𝑍𝑥2 tan (

𝑘𝑥2𝑑

2
) 

 

 

Portanto: 

 

𝑘𝑥2

𝜖2
tan (

𝑘𝑥2𝑑

2
) =

𝛼𝑥1

𝜖1
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A equação de guiamento dos modos das estruturas simétricas (𝜖2 > 𝜖3 = 𝜖1). 

 

𝑘𝑥2𝑑 = 2tan−1 (
𝜖2

𝜖1

𝛼1

𝑘𝑥2
) + 𝑚𝜋;     𝑚 = 0,1,2, …                        (1.102) 

 

 Aplicando dualidade encontra-se a equação de guiamento das estruturas simétricas 

para o modo TE. 

𝑘𝑥2𝑑 = 2tan−1 (
𝛼1

𝑘𝑥2
) + 𝜋𝑛 (𝑝𝑎𝑟)                                   (1.103) 

 

 Seja o modo ímpar: 

 
 

Fig. 1.16. Circuito equivalente para o modo ímpar. 

 

 Aplicando a técnica da ressonância transversa ao modo TM: 

 
𝑘𝑥2

𝜖2

1

jtan(
𝑘𝑥2𝑑

2
)
= − (

−𝑗𝛼𝑥1

𝜖1
) →

𝜖2

𝜖1

𝛼𝑥1

𝑘𝑥2
= −𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛 (

𝑘𝑥2𝑑

2
)                          (1.104) 

 

 Entretanto, −𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛 (
𝑘𝑥2𝑑

2
) = 𝑡𝑎𝑛 (

𝑘𝑥2𝑑

2
±

𝜋

2
),  

 

Então: 

 

𝑡𝑎𝑛 (
𝑘𝑥2𝑑

2
±

𝜋

2
) =

𝜖2

𝜖1

𝛼𝑥1

𝑘𝑥2
→

𝑘𝑥2𝑑

2
±

𝜋

2
= 𝑡𝑎𝑛−1 (

𝜖2

𝜖1

𝛼𝑥1

𝑘𝑥2
) + 𝑛𝜋 

 

Portanto: 

𝑘𝑥2𝑑 = 2𝑡𝑎𝑛−1 (
𝜖2

𝜖1

𝛼𝑥1

𝑘𝑥2
) + 𝜋(2𝑛 + 1) 
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A equação de guiamento dos modos das estruturas simétricas (𝜖2 > 𝜖3 = 𝜖1). 

 

𝑘𝑥2𝑑 = 2𝑡𝑎𝑛−1 (
𝜖2

𝜖1

𝛼𝑥1

𝑘𝑥2
) + 𝜋𝑛 (ímpar)                                         (1.105) 

 

 Aplicando dualidade encontra-se a equação de guiamento das estruturas simétricas 

para o modo TE: 

𝑘𝑥2𝑑 = 2𝑡𝑎𝑛−1 (
𝛼𝑥1

𝑘𝑥2
) + 𝜋𝑛 (ímpar)                                         (1.106) 

 

1.2.7.3. Guia de faixa dielétrica. 

 

 

O guia de faixa dielétrica são estruturas constituídas por mais de três regiões 

dielétricas. Veja a Fig.1.17., estrutura com quatro dielétricos. Essa estrutura será analisada, 

também, pelo método da ressonância transversa. 

 

 

                 

Fig. 1.17. Guia de onda em filme carregado com quatro faixas dielétricas. 

            

De acordo com [Collin R., 1966], os principais modos a serem considerados no guia 

da Fig.1.17, são, veja Fig.1.18.  

 

 Grandes-modos:  𝜂2 > 𝜂1 ≥ 𝜂𝑒𝑓 ≥ 𝜂3 > 𝜂4 

Modo-superficial:  𝜂1 ≥ 𝜂𝑒𝑓 ≥ 𝜂2 > 𝜂3 > 𝜂4 

Modo-profundo:  𝜂2 ≥ 𝜂𝑒𝑓 ≥ 𝜂1 > 𝜂3 > 𝜂4 
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Fig. 1.18. Representação da componente 𝑬𝒚 ou 𝑯𝒚 na região ‘b’ do guia de onda da figura 1.17. 

 

 

 

 Será analisado somente o grande modo, pois, os demais são obtidos deste, 

considerando; 𝑘𝑥2 = +𝑗𝛼𝑥2 para o modo superficial, e 𝑘𝑥1 = +𝑗𝛼𝑥1 para o modo profundo.  

 

 

 Análise do Grande-Modo. 

 

O Grande-Modo é excitado no contexto: 

 

 

 
 

Fig. 1.19. Índices de refração da região “b” da Fig.1.17.  𝒌𝟎𝜼𝟒 < 𝒌𝟎𝜼𝟑 ≤ 𝜷 ≤ 𝒌𝟎𝜼𝟏 < 𝒌𝟎𝜼𝟐. 
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 Portanto: 

 

𝑘𝑥4 = −𝑗𝛼𝑥4;    𝛼𝑥4 = √𝛽2 − 𝑘4
2 

 

𝑘𝑥3 = −𝑗𝛼𝑥3;    𝛼𝑥3 = √𝛽2 − 𝑘3
2 

(1.106) 

𝑘𝑥2=√𝑘2
2 − 𝛽2 

 

𝑘𝑥1=√𝑘1
2 − 𝛽2 

 

 

 Seja o modo 𝑇𝑀𝑧. O Grande-Modo, Fig.1.20.a. se relaciona ao modelo de L.T. 

 

 
 

Fig. 1.20.a. Modelo de L.T. do G.O de quatro lâminas dielétricas. 

Fig. 1.20.b. Ressonância transversa aplicada à fronteira (A-B). 

 

 

 A técnica da ressonância transversa se resume no casamento das impedâncias 

(  𝑍𝑥1⃖⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (𝑥1 = −𝑎),  𝑍𝑥2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑥2 = −𝑑) )  na fronteira de adaptação (A-B).     

 

𝑍𝑥1
⃖⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗(𝑥1 = −𝑎) = −𝑍𝑥2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑥2 = −𝑑)                                      (1.107) 
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 Cálculo da impedância 𝑍𝑥2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑥2 = −𝑑). 

 

Pela Fig.1.20.b, [Amos Hardy, William Streiffer, 1985]: 

 

𝑍𝑥2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑥2 = −𝑑) = 𝑍𝑐2 (

𝑍𝐿3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗+𝑗𝑍𝑐2tan (𝑘𝑥2𝑑)

𝑍𝑐2+𝑗𝑍𝐿3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗tan (𝑘𝑥2𝑑)
)                                  (1.108) 

 

 

 Onde: 𝑍𝐿3
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =

−𝑗𝛼𝑥3

𝜔𝜖3 
 e  𝑍𝑐2 =

𝑘𝑥2

𝜔𝜖2 
, por tanto: 

 

 

𝑍𝑥2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑥2 = −𝑑) =

𝑘𝑥2

𝜔𝜖2 
(

−𝑗𝛼3
𝜖3 

+𝑗
𝑘𝑥2
𝜖2 

tan (𝑘𝑥2𝑑)

𝑘𝑥2
𝜖2 

+𝑗
𝛼3
𝜖3 

tan (𝑘𝑥2𝑑)
)                                (1.109) 

 

 Com um simples algebrismo: 

 

𝑍𝑥2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑥2 = −𝑑) =

𝑗𝑘𝑥2

𝜔𝜖2 
(

𝜖2 𝛼𝑥3
𝜖3 𝑘𝑥2

+tan (𝑘𝑥2𝑑)

1+
𝜖2 𝛼𝑥3
𝜖3 𝑘𝑥2

tan (𝑘𝑥2𝑑)
)                                 (1.110) 

 

 

 Pela identidade trigonométrica tan(𝜑1 −𝜑2): 

 

 

𝑍𝑥2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑥2 = −𝑑) =

𝑗𝑘𝑥2

𝜔𝜖2 
𝑡𝑎𝑛 [𝑘𝑥2𝑑 − tan−1 (

𝜖2 𝛼𝑥3

𝜖3 𝑘𝑥2
)]                          (1.111) 

 

 

 Cálculo da impedância 𝑍𝑥1
⃖⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗(𝑥2 = −𝑎). 

 

Pela Fig.1.20.b, [Amos Hardy, William Streiffer, 1985]: 

 

𝑍𝑥1
⃖⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗(𝑥2 = −𝑎) = 𝑍𝑐1 (

𝑍𝐿4⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗+𝑗𝑍𝑐1tan (𝑘𝑥1𝑎)

𝑍𝑐1+𝑗𝑍𝐿4⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗tan (𝑘𝑥1𝑎)
)                                  (1.112) 

 

 

 Onde: 𝑍𝐿4
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =

−𝑗𝛼𝑥4

𝜔𝜖4 
 e  𝑍𝑐1 =

𝑘𝑥1

𝜔𝜖1 
, portanto: 

 

 

𝑍𝑥1
⃖⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗(𝑥2 = −𝑎) =

𝑘𝑥1

𝜔𝜖1 
(

−𝑗𝛼𝑥4
𝜖4 

+𝑗
𝑘𝑥1
𝜖1 

tan (𝑘𝑥1𝑎)

𝑘𝑥1
𝜖1 

+𝑗
𝛼𝑥4
𝜖4 

tan (𝑘𝑥1𝑎)
)                                (1.113) 
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 Com o mesmo raciocínio do item anterior: 

 

𝑍𝑥1
⃖⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗(𝑥2 = −𝑎) =

𝑗𝑘𝑥1

𝜔𝜖1 
(

𝜖1 𝛼4
𝜖4 𝑘𝑥1

+tan (𝑘𝑥1𝑎)

1+
𝜖1 𝛼4
𝜖4 𝑘𝑥1

tan (𝑘𝑥1𝑎)
)                                 (1.114) 

 

 Tem-se a impedância 𝑍𝑥1
⃖⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗(𝑥2 = −𝑎): 

 

 

𝑍𝑥1
⃖⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗(𝑥2 = −𝑎) =

𝑗𝑘𝑥1

𝜔𝜖1 
𝑡𝑎𝑛 [𝑘𝑥1𝑎 − tan−1 (

𝜖1 𝛼4

𝜖4 𝑘𝑥1
)]                          (1.115) 

 

 

 Substituindo as equações (1.111) e (1.115) na condição de ressonância transversa: 

𝑍𝑥1
⃖⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗(𝑥2 = −𝑎) = −𝑍𝑥2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑥2 = −𝑑), obtêm-se: 

 
𝑘𝑥1

𝜔𝜖1 
𝑡𝑎𝑛 [𝑘𝑥1𝑎 − tan−1 (

𝜖1 𝛼4

𝜖4 𝑘𝑥1
)] =

𝑘𝑥2

𝜔𝜖2 
𝑡𝑎𝑛 [𝑘𝑥2𝑑 − tan−1 (

𝜖2 𝛼𝑥3

𝜖3 𝑘𝑥2
)]           (1.116) 

 

 Há duas abordagens a serem consideradas: 

 

1. 𝑘𝑥1𝑎 = 𝑛𝜋 + tan−1 (𝜂
14 

𝛼4

𝑘𝑥1
) + tan−1 {𝜂

12 

𝑘𝑥2

𝑘𝑥1
tan [tan−1 (𝜂

23 

𝛼3

𝑘𝑥2
) − 𝑘𝑥2𝑑]}     (1.117) 

2. 𝑘𝑥2𝑑 = 𝑚𝜋 + tan−1 (𝜂
23 

𝛼3

𝑘𝑥2
) + tan−1 {𝜂

21 

𝑘𝑥1

𝑘𝑥2
tan [tan−1 (𝜂

14 

𝛼4

𝑘𝑥1
) − 𝑘𝑥1𝑎]}    (1.118) 

 

Em que, m,n=0,1,2,3,4,5...e: 

 

𝜂12 = (
𝜖1 

𝜖2 
) = (

𝜂1 

𝜂2 
)
2

 

𝜂23 = (
𝜖2 

𝜖3 
) = (

𝜂2 

𝜂3 
)
2

 

𝜂14 = (
𝜖1 

𝜖4 
) = (

𝜂1 

𝜂4 
)
2

 

𝜂21 = (
𝜖2 

𝜖1 
) = (

𝜂2 

𝜂1 
)
2

 

(1.119) 

𝑘𝑥1 = 𝑘0√𝜂1
2 − 𝜂𝑒𝑓

2  

𝑘𝑥2 = 𝑘0√𝜂2
2 − 𝜂𝑒𝑓

2  

𝛼4 = 𝑘0√𝜂𝑒𝑓𝑓
2 − 𝜂4

2 

𝛼1 = 𝑘0√𝜂𝑒𝑓𝑓
2 − 𝜂1

2 
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 Cálculo do índice efetivo referente ao modo de superfície 𝜂2 < 𝜂1 . 

 

 

Fig. 1.21. Índices de refração região “b” da Fig.1.19.  𝜼𝟒 < 𝜼𝟑 < 𝜼𝟐 ≤ 𝜼𝒆𝒇 ≤ 𝜼𝟏. 

 

Portanto, 𝑘𝑥4 e 𝑘𝑥3 continuam relacionados a campos evanescentes, equação (1.106). 

Os campos no meio-2 tornam-se, também, evanescentes: 

 

𝑘𝑥2 = +𝑗𝛼𝑥2; 𝛼𝑥2 = √𝛽2 − 𝑘2
2                                  (1.120) 

 

 

O número de onda, 𝑘𝑥1=√𝑘1
2 − 𝛽2, não se altera. Este corresponde ao núcleo do guia 

de onda. 

Substituindo a equação (1.120) em (1.117), tem-se o índice efetive do modo de 

superfície. 

 

𝑘𝑥1𝑎 = 𝑛𝜋 + tan−1 (𝜂
14 

𝛼4

𝑘𝑥1
) + tan−1 {𝜂

12 

𝑗𝛼𝑥2

𝑘𝑥1
tan [tan−1 (𝜂

23 

𝛼3

𝑗𝛼𝑥2
) − 𝑗𝛼𝑥2𝑑]}    (1.121) 

 

Utilizando as identidades trigonométricas tan(𝑗𝑧) = 𝑗 tanh(𝑧) e  tan−1(𝑗𝑧) =

𝑗 tanh−1(𝑧), encontra-se a expressão do índice efetivo dos modos de superfície confinados na 

região correspondente ao núcleo, (𝑘𝑥1;  0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑑). 

Aplicando as mesmas identidades trigonométricas no terceiro termo da equação 

(1.121) obtém-se: 

 

Tx1 = tan−1 {𝜂
12 

𝛼𝑥2

𝑘𝑥1

(j)(−j)tanh [tanh−1 (𝜂
23 

𝛼3

𝛼𝑥2
) + 𝛼𝑥2𝑑]}              (1.122) 

 

E a expressão que rege o comportamento do índice efetivo dos modos de superfície 

confinados na região do núcleo é: 

 

𝑘𝑥1𝑎 = 𝑛𝜋 + tan−1 (𝜂
14 

𝛼4

𝑘𝑥1
) + tan−1 {𝜂

12 

𝛼𝑥2

𝑘𝑥1
tanh [tanh−1 (𝜂

23 

𝛼3

𝛼𝑥2
) + 𝛼𝑥2𝑑]}    (1.123) 
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 Cálculo do índice efetivo referente ao modo profundo 𝜂2 > 𝜂1 . 

 

 

Fig. 1.22.  𝜼𝟒 < 𝜼𝟑 < 𝜼𝟏 ≤ 𝜼𝒆𝒇 ≤ 𝜼𝟐. 

 

 O núcleo do modo profundo é a região (0 ≥ 𝑥 ≥ −𝑎, (𝜂 = 𝜂2) > 𝜂1), vide Fig.1.18. 

Portanto, a análise se refere à segunda abordagem, veja equações (1.119), em que 𝜂4 < 𝜂3 <

𝜂1 ≤ 𝜂𝑒𝑓 ≤ 𝜂2.  

 Assim, 𝑘𝑥1 = +𝑗𝛼𝑥1; 𝛼𝑥1 = √𝛽2 − 𝑘1
2. 

Aplicando o mesmo raciocínio do item anterior sobre a equação (1.113), encontra-se a 

expressão que rege o comportamento do índice efetivo dos modos profundos, confinados na 

região (𝑘𝑥2;  0 ≤ 𝑥 ≤ −𝑎): 

 

𝑘𝑥2𝑑 = 𝑚𝜋 + tan−1 (𝜂
23 

𝛼3

𝑘𝑥2
) + tan−1 {𝜂

21 

𝛼𝑥1

𝑘𝑥2
tanh [tanh−1 (𝜂

14 

𝛼4

𝛼𝑥1
) + 𝛼𝑥1𝑎]}    (1.124) 

 

 

1.2.8. Técnica da Ressonância Transversa Aplicada aos G.O. práticos (tridimensionais). 

 

 

Os guias de onda tridimensionais (práticos) são analisados pela técnica da ressonância 

transversa, fundamentados nas estruturas bidimensionais, simétricas ou assimétricas. 

 

1.2.8.1. Método do índice efetivo. 

 

O método do índice efetivo será ilustrado pelo guia de onda em faixa implantada (guia 

de onda em canal), mostrado na Fig.1.23.[Donald L. Lee, 1986]. As regiões hachuriadas são 

desprezadas, pela hipótese de Marcatili, que estabelece: a energia que se propaga na estrutura 

se concentra, principalmente, nas regiões não hachuriadas. Essa hipótese não se verifica em 

frequências vizinhas ao corte. 
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Fig. 1.23. Guia de Onda em canal.  

 

 Esse guia consiste de uma região retangular, ou núcleo, de alta permissividade 𝜖2 , 

implantado num substrato de menor permissividade, 𝜖3. A região superior, cobertura, tem 

permissividade 𝜖1, que em geral é igual a 𝜖0. 

 A propagação nessa estrutura ocorre por reflexão interna total nas interfaces (𝜖2 − 𝜖1) 

e (𝜖2 − 𝜖3). Para que isto seja possível a permissividade do núcleo é maior que as das regiões 

que o envolvem. Considerando o modo fundamental, 𝑇𝐸10, então; m=0 e  
𝜕

𝜕𝑦
≡ 0. Assim só 

ocorrem duas polarizações com as seguintes componentes: 

 

                                          𝐸⃗ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ≅ 𝐸𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑦  

𝑇𝐸𝑧 (𝐻𝑥, 𝐸𝑦, 𝐻𝑧)       𝐻⃗⃗ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ≅ 𝐻𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑧   

                                     𝐻⃗⃗ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ≅ 𝐻𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑥  

 

                                          𝐻⃗⃗ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ≅ 𝐻𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑦  

𝑇𝑀𝑧 (𝐸𝑥, 𝐻𝑦, 𝐸𝑧)       𝐸⃗ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ≅ 𝐸𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑧  

                                     𝐸⃗ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ≅ 𝐸𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑥  

 

 O guia de onda tridimensional, veja Fig.1.23 e Fig.1.24, pela hipótese de Marcatili, é 

analisada por duas estruturas bidimensionais em lâminas dielétricas, veja Figs. 1.25 e 1.26. 
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 Se o guia é visto no plano (x,z), como na Fig.1.25, e no plano (y,z), Fig.1.27, na região 

|𝑦| ≤ 𝑊
2⁄ , as estruturas se comportam como guias em lâminas dielétricas assimétricas e 

simétricas, respectivamente. O filme condutor (núcleo) tem permissividade 𝜖2 e dimensões 

(𝑑 × 𝑊). 

Considerando 𝑊 ≫ 𝜆, tem-se a condição 
𝜕

𝜕𝑦
≡ 0. Os modos que se propagam na 

estrutura são combinações dos modos 𝑇𝐸𝑧 e 𝑇𝑀𝑧. É importante observar que o modelo 

investigado fornece resultados exatos em altas freqüências, onde 𝑊 ≫ 𝜆, mas apresenta 

pequenos erros nas freqüências baixas, ou seja, quando 𝑊 não satisfaz a condição exigida.  

 

 

 

Fig. 1.24. Seção transversal do guia de onda tridimensional 

 

 

 

 

Fig. 1.25. Fase-1: guia de onda em canal visto no plano (x-z). 
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 O cálculo do índice efetivo da estrutura tridimensional consiste de duas fases: 

Fase-1: calcula-se a constante de propagação da onda em ‘z’, (𝛽) pela técnica do 

índice efetivo, considerando inicialmente a estrutura se estendendo em ‘x’, limitada por |𝑥| ≤

𝑑

2
, vide Figs.1.24., 1.25. Como mostrado na Fig.1.25, trata-se de guia assimétrico.  

Fase-2: o índice, 𝜖𝑒𝑓 , calculado na estrutura da Fig.1.25, é substituído na região |𝑦| ≤

𝑊

2
 do guia que se estende em ‘y’, vide Fig.1.26 e 1.27. O mesmo procedimento é aplicado ao 

guia de onda da Fig.1.26, este constituído por uma estrutura em lâminas dielétricas simétrica, 

cujo núcleo passa a ser o 𝜖𝑒𝑓 obtido anteriormente. O novo índice calculado pela Fig.1.26, é o 

relacionado ao guia de onda tridimensional.  

 

 

Fig. 1.26. Fase-2: guia em lâmina simétrica - plano (y, z). 

 

 

 

 

Fig. 1.27. Guia em lâmina simétrica – visão 3D 
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 As constantes de propagação, seja do modo 𝑇𝐸𝑧, seja do 𝑇𝑀𝑧, são obtidas pelas 

equações (1.77) modo 𝑇𝐸𝑧, e (1.78) modo 𝑇𝑀𝑧 e dependem da freqüência, dimensões do guia 

de onda e respectivas permissividades.  

Fase-1 (estrutura assimétrica). 

A análise é desenvolvida pela freqüência normalizada, também conhecida como 

freqüência espacial. 

 

𝑣3 = 𝜐 = 𝑘0𝑑√𝜂2
2 − 𝜂3

2;         𝜂
3

≥ 𝜂
1 

                                        (1.125) 

 

 

 Na equação (1.125), 𝜂2 e 𝜂3 são os índices de refração nas regiões 2 e 3, 

respectivamente. Quando (𝜂2 − 𝜂3)/𝜂2 for muito pequeno os modos 𝑇𝐸𝑧 e 𝑇𝑀𝑧 serão 

degenerados, isto é, a mesma curva de dispersão normalizada pode ser utilizada para ambos. 

O parâmetro ‘b’(constante de fase normalizada), do modo ‘TE’, calculado no capítulo 1, 

equação (1.77), fornece, pela equação (1.126), o índice efetivo provisório, 𝜂𝑒𝑓
𝑝

. Em que ‘p’ se 

refere ao modo ‘p’. 

 

𝑏𝑝 =
(𝜂𝑒𝑓)𝑝

2−𝜂3
2

𝜂2
2−𝜂3

2                                                     (1.126) 

 

 O índice p indica o número de zeros na variação do campo ao longo da direção ‘x’ na 

região do núcleo. Para cada valor de 𝑏𝑝 encontra-se um valor correspondente ao índice de 

refração efetivo, 𝜂𝑒𝑓
𝑝

. A constante de propagação 𝛽𝑝 = 𝑘𝑧𝑝 de cada solução se relaciona ao 

índice de refração efetivo por: 

 

𝛽𝑝 = 𝑘0 𝜂𝑒𝑓
𝑝

                                                  (1.127) 

 

 

 A equação (1.127) é a constante de propagação no limite em que W é infinito, vide 

Fig.1.24. 

 Os números de onda transversais nas regiões 1, 2 e 3 são obtidos através das relações 

de dispersão em cada uma das regiões. 
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Tabela 1.5. Região x Número de Onda Transversal. 

Região Número de Onda Transversal 

 

1 
𝑘1𝑥𝑝 = 𝛼1𝑥𝑝 = √𝛽2 − 𝑘1

2 = 𝑘0√(𝜂𝑒𝑓)𝑝
2 − 𝜂1

2 

 

2 
𝑘2𝑥𝑝 = √𝑘2

2 − 𝛽2 = 𝑘0√𝜂2
2 − (𝜂𝑒𝑓)𝑝

2 

 

3 
𝑘3𝑥𝑝 = 𝛼3𝑥𝑝 = √𝛽2 − 𝑘3

2 = 𝑘0√(𝜂𝑒𝑓)𝑝2 − 𝜂3
2 

 

 

  

Fase-2 (estrutura simétrica). 

 A Tabela 1.5 fornece informações do confinamento dos campos no plano (x,z), (Fase-

1), em que se calculou o índice efetivo provisório, (𝜂𝑒𝑓)𝑝, vide Fig.1.24. A região |𝑦| <
𝑊

2
 da 

Fig.1.28, é substituída pelo material homogêneo de permissividade 𝜖𝑒𝑓𝑝, vide Fig.1.26. Nota-

se que cada modo definido em função do índice p apresentará valores distintos de 

permissividade efetiva. 

 

 

 

 

Fig. 1.28. Guia de Onda em canal.  
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Fig. 1.29. Guia de Onda em lâminas simétrico. 

 

 Assim, a Fase-2 se refere à propagação do modo no plano (y, z), Figs. 1.28 e 1.29. O 

guia fictício relaciona-se com a estrutura de núcleo de permissividade 𝜖𝑒𝑓𝑝, largura W, 

cercado por regiões de permissividade 𝜖3.  

Calcula-se um novo parâmetro 𝑣′. 

Tendo: (
𝑣′

𝑊
)
2

= 𝑘𝑒𝑓𝑝
2 − 𝑘3

2, portanto:  

 

𝑣′ = 𝑘0𝑊√𝜂𝑒𝑓𝑝
2 − 𝜂3

2                                              (1.128) 

 

 O desenvolvimento desta Fase-2 é idêntico ao da Fase-1, com a diferença que, agora, 

no plano (y, z) a estrutura é simétrica, isto é, o fator de assimetria é nulo (a=0).  

A expressão de b’ é calculada em função de 𝑣′. 

 

𝑏𝑝𝑞
′ =

(𝜂𝑒𝑓)𝑝𝑞
2 −𝜂3

2

(𝜂𝑒𝑓)𝑝
2−𝜂3

2                                                    (1.129)                                   

 

 O índice ‘p’ se refere à Fase-1, enquanto que o índice ‘q’ se relaciona à Fase-2. 

 

 Técnica para se aplicar o método da permissividade efetiva. 

 

A explicação da referida técnica é feita com auxílio do guia em canal, Figs.1.24, 1.25 e 

1.26. 

A técnica do índice efetivo compreende: 
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1. Abordagem no plano (x, z) – Fase-1. 

 

De acordo com a Fig.1.25, tem-se um guia de onda em lâmina dielétrica 

assimétrica, isto é, com fator de assimetria diferente de zero, 𝑎 ≠ 0. 

Calcula-se a constante de fase normalizada, 𝑏𝑝, desta estrutura, pela equação 

(1.77), modo 𝑇𝐸𝑧, e (1.78), modo 𝑇𝑀𝑧. 

- Seja o modo𝑇𝐸𝑧𝑝: 

 

𝑣√1 − 𝑏𝑝 = 𝑝𝜋 + tan−1 √
𝑏𝑝

(1 − 𝑏𝑝)
⁄ + √

(𝑏𝑝 + 𝑎)
(1 − 𝑏𝑝)

⁄          (1.130)                                   

       Em que: 

 

𝑣 = 𝑘0𝑑√𝜂2
2 − 𝜂3

2 é a frequência normalizada. 

 

       𝑎 =
𝜂3

2−𝜂1
2

𝜂2
2−𝜂3

2 é o fator de assimetria do modo 𝑇𝐸𝑧.                                          (1.130.a)    

 

O subíndice ‘p’ nos indica o número de zeros na direção ‘x’. Consideramos 𝜂2 >

𝜂3 > 𝜂1. Para o modo fundamental, ‘p=0’. 

A equação (1.130) fornece a constante de fase normalizada, 𝑏𝑝, com relação ao 

comportamento da onda em ‘x’, isto é, ‘p’ zeros em 𝑥 . 

 

𝑏𝑝 =
(𝜂𝑒𝑓)𝑝

2−𝜂3
2

𝜂2
2−𝜂3

2 ; 𝜂2 > (𝜂𝑒𝑓)𝑝
> 𝜂3                                  (1.131) 

 

Conhecendo-se a constante de fase normalizada, 𝑏𝑝, obtém-se o índice efetivo do 

guia de onda em lâmina dielétrica assimétrica, referida à Fig.1.25, Fase-1, pela 

equação (1.131). 

 

(𝜂𝑒𝑓)𝑝
= √𝜂3

2 + 𝑏𝑝(𝜂2
2 − 𝜂3

2)                                    (1.132) 

 

 

O índice efetivo, (𝜂𝑒𝑓)𝑝, calculado pela equação (1.132), se refere ao índice de 

refração da região |𝑦| <
𝑊

2
, da estrutura relacionada à Fase-2, vide Fig.1.28.b. 

  



84 
 

2. Abordagem no plano (y, z) – Fase-2. 

A Fase-2 é constituída pelo guia de onda em lâminas simétricas, vide Fig.1.28.b, 

cujo núcleo é (𝜂𝑒𝑓)𝑝
, calculado pela Fase-1. 

O novo guia de onda em lâmina dielétrica, Fig.1.28.b, é analisado identicamente ao 

da Fase-1. Com diferença que a estrutura, agora, é simétrica, por conseguinte o fator 

de assimetria é nulo, a=0. 

A constante de fase normalizada em relação ao comportamento da onda em ‘y’, 

isto é, ‘q’ zeros em 𝑦 , é calculada por: 

 

𝑣′√1 − 𝑏𝑝𝑞
′ = 𝑞𝜋 + tan−1 √

𝑏𝑝𝑞
′

(1 − 𝑏𝑝𝑞
′ )⁄ + √

(𝑏𝑝𝑞
′ + 𝑎)

(1 − 𝑏𝑝𝑞
′ )⁄     (1.133) 

 

Em que: 

 𝑣′ = 𝑘0𝑊√(𝜂𝑒𝑓)𝑝
2 − 𝜂3

2;     (𝜂𝑒𝑓)𝑝
2 > 𝜂3

2.  

 

Nesta fase-2, a=0.  

O subíndice ‘q’ é o número de zeros na direção ‘y’. Para o modo fundamental, 

‘q=0’.  

A equação (1.133) fornece a constante de fase normalizada do guia no plano (y, z), 

𝑏𝑝𝑞
′ .  

𝑏𝑝𝑞
′ =

(𝜂𝑒𝑓
′ )𝑝𝑞

2 −𝜂3
2

(𝜂𝑒𝑓)𝑝
2−𝜂3

2                                                       (1.134) 

 

Da equação (1.134) tem-se o índice efetivo da estrutura tridimensional: 

 

(𝜂𝑒𝑓
′ )𝑝𝑞 = √𝜂3

2 + 𝑏𝑝𝑞
′ [(𝜂𝑒𝑓)𝑝2 − 𝜂3

2]                                     (1.135) 

 

Uma expressão mais compacta para o índice efetivo da estrutura é obtida 

substituindo a equação (1.131) em (1.135), ou seja: 

 

(𝜂𝑒𝑓
′ )𝑝𝑞 = √𝜂3

2 + 𝑏𝑝𝑞
′ 𝑏𝑝[𝜂2

2 − 𝜂3
2]                                     (1.136) 



85 
 

Pela equação (1.136) obtém-se a curva de dispersão (𝛽, 𝑘0): 

 

𝛽𝑝𝑞 = 𝑘0(𝜂𝑒𝑓
′ )𝑝𝑞 → 𝛽𝑝𝑞 = 𝑘0√𝜂3

2 + 𝑏𝑝𝑞
′ 𝑏𝑝[𝜂2

2 − 𝜂3
2]                    (1.137) 

 

Em que:  𝑣 = 𝑘0𝑑√𝜂2
2 − 𝜂3

2 

Portanto:  𝑘0 =
𝑣

𝑑√𝜂2
2−𝜂3

2
. 

- Modo 𝑇𝑀𝑧. 

A análise do modo 𝑇𝑀𝑧 é idêntica à desenvolvida para o modo 𝑇𝐸𝑧. A única 

diferença é o fator de assimetria, que: 

 

Para o modo 𝑇𝐸𝑧: 

𝑎𝑇𝐸 =
𝜂3

2 − 𝜂1
2

𝜂2
2 − 𝜂3

2 

 

Para o modo 𝑇𝑀𝑧: 

𝑎𝑇𝑀 = (
𝜂2

𝜂1
)
4

𝑎𝑇𝐸 

 

1.2.8.2. Análise pelo método do índice efetivo do guia de onda em estria (rib). 

 

O método do índice efetivo pode ser aplicado a diversas geometrias de guias de onda 

tridimensionais. Seja o guia de onda em estria, mostrado na Fig. 1.30. 

 

 

Fig. 1.30. Geometria do guia de onda em estria. 
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 Nota-se, em relação ao plano (x, z), que o guia da Fig.1.30 é composto de duas 

estruturas assimétricas distintas, uma para |𝑦| >
𝑊

2
 e outra para |𝑦| ≤

𝑊

2
, conforme mostra a 

Fig.1.31.a e 1.31.b. 

 

 Seja a Fase-x (Estruturas assimétricas). 

 

 

        Fig. 1.31. a. |𝒚| ≥
𝑾

𝟐
                                    Fig. 1.31.b. |𝒚| ≤

𝑾

𝟐
 

 

 Em cada uma das seções transversais tem-se uma permissividade efetiva. Definem-se 

então, as permissividades efetivas das Fig.1.31.a) e b), respectivamente, por 𝜖𝑒𝑓𝑎 e 𝜖𝑒𝑓𝑏. Esses 

valores podem ser obtidos pelas curvas normalizadas de dispersão [Donald L. Lee, 1986], ou 

pelas equações (1.77), modo 𝑇𝐸𝑧, e (1.78), modo 𝑇𝑀𝑧. 

 

 Seja a Fase-y (Estruturas simétricas). 

 

Fig. 1.32. Estrutura equivalente simétrica (Fase-y). 

 

 O índice efetivo da estrutura tridimensional é obtido substituindo as constantes de fase 

normalizadas, 𝑏𝑝 (fase-x) e 𝑏𝑝𝑞
′  (fase-y), na equação (1.136). 
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1.2.8.3. Resumo da aplicação do método do índice efetivo. 

 

As curvas de dispersão dos diferentes modos que se propagam num guia de onda 

dielétrico são obtidas com o auxílio de duas fases distintas de cálculo. Uma se refere à 

estrutura no plano ‘x-z’ (denominada fase-x), a outra no plano ‘y-z’ (denominada fase-y). 

Considerando o guia de onda em canal, vide Fig.1.33. 

 

 

 

Fig. 1.33. Guia de Onda em canal.  

 

 - Seja a Fase-x. 

 

A fase-x possui a seção transversal descrita pela Fig.1.35, considerando ‘p=0’. 

Pela hipótese de Marcatili [Marcatili, EAJ, 1969], a região pertinente a esta fase é a 

|𝑦| ≤
𝑊

2
, vide Fig.1.34. 

 

 

Fig. 1.34. Seção transversal da fase-x.  
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 Passo 1. Calculo da freqüência normalizada, v. 

 

𝑣 = 𝑘0𝑑√𝜂2
2 − 𝜂3

2 

 

 Onde 𝑘0 =
2𝜋

𝜆0
 

 

 Calcula-se a freqüência normalizada (v) para o comprimento de onda de interesse 𝜆0. 

 São dados da análise: 𝑑, 𝜂
2
, 𝜂

3
  

 Passo 2. Cálculo do fator de assimetria do modo em análise. 

 

Para o modo 𝑇𝐸𝑧: 

𝑎𝑇𝐸 =
𝜂3

2 − 𝜂1
2

𝜂2
2 − 𝜂3

2 

 

Para o modo 𝑇𝑀𝑧: 

𝑎𝑇𝑀 = (
𝜂2

𝜂1
)
4

𝑎𝑇𝐸 

 

Passo 3. Cálculo do parâmetro b (constante de fase). 

 

Com o auxílio da seção transversal do guia no plano ‘x-z’, fase-x, vide Fig.1.35 e 

pelas equações (1.77), modo 𝑇𝐸𝑧, e (1.78), modo 𝑇𝑀𝑧, calcula-se, respectivamente, a 

constante de fase normalizada 𝑏𝑝. Para o modo fundamental p=0. 

 

Passo 4. Cálculo do (𝜂𝑒𝑓)0 (índice efetivo auxiliar) 

 

Como:             𝑏0 =
(𝜂𝑒𝑓)0

2−𝜂3
2

𝜂2
2−𝜂3

2  

Então:  (𝜂𝑒𝑓)0 = √𝜂3
2 + 𝑏0(𝜂2

2 − 𝜂3
2) 
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 - Seja a Fase-y. 

 

 Na Fase-y, o guia de onda em lâminas simétricas é ilustrado na Fig.1.35. 

 (𝜂𝑒𝑓)0:   Índice de refração efetivo calculado pela Fase-x. 

 Pela hipótese de Marcatili [Marcatili, EAJ, 1969], a região hachuriada na Fig.1.33 é 

desprezada.  

Nas frequências perto do corte os campos se estendem à região hachuriada. Por tanto, 

em baixas frequências é esperado certo erro nos resultados fornecidos por esse método.  

 

 

Fig. 1.35. Seção transversal da fase-y.  

 

 

 - Seja a Fase-y. 

 Passo 1. Cálculo da nova freqüência normalizada v’. 

 

𝑣′ = 𝑘0𝑊√(𝜂𝑒𝑓)0
2 − 𝜂3

2 

 

 Em que:     𝑘0 =
2𝜋

𝜆0
. 

 

 𝜆0: Comprimento de onda da fonte. 

 São dados do problema: 𝑊, 𝜂
3
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 Passo 2. Cálculo do novo parâmetro de assimetria do modo em análise. 

 

Para o modo 𝑇𝐸𝑧: 

𝑎𝑇𝐸 =
𝜂3

2 − 𝜂1
2

(𝜂𝑒𝑓)0
2 − 𝜂3

2 

Para o modo 𝑇𝑀𝑧: 

𝑎𝑇𝑀 = (
(𝜂𝑒𝑓)0

 

𝜂1
)

4

𝑎𝑇𝐸 

 

 Em relação à fase-x, (𝜂𝑒𝑓)0
  equivale a 𝜂2. Nessa fase-y, o guia de onda é simétrico, 

a=0, veja Fig.1.36, 𝜂1 = 𝜂3, 𝜂2 = (𝜂𝑒𝑓)0
 . 

 

 Passo 3. Cálculo do novo parâmetro b’. 

 

 Com auxílio da seção transversal da fase-y, Fig.1.36, tem-se pelas equações (1.77), 

modo 𝑇𝐸𝑧, e (1.78), modo 𝑇𝑀𝑧, o parâmetro de fase normalizado 𝑏′ = 𝑏00     (𝑝 = 𝑞 = 0).  

É digno de observação que tanto a fase-x, como a fase-y, se referem à mesma curva 

normalizada em [Donald L. Lee, 1986], função do fator de assimetria ‘a’.  

 

Passo 4. Calculo do 𝜂𝑒𝑓 (índice de refração efetivo do guia em análise) 

 

(𝜂𝑒𝑓
′ )00 = √𝜂3

2 + 𝑏00
′ [(𝜂𝑒𝑓)0

2 − 𝜂3
2]  (p=q=0) 

 

Em que 𝑏00
′  foi calculado no Passo 3 da Fase-y. 

Substituindo (𝜂𝑒𝑓)0, calculado na Fase-x; (𝜂𝑒𝑓)0 = √𝜂3
2 + 𝑏0(𝜂2

2 − 𝜂3
2), na equação 

anterior, (𝜂𝑒𝑓
′ )00, tem-se, para uma dada freqüência de operação, o índice efetivo da estrutura 

tridimensional expressa compactamente. 

 

(𝜂𝑒𝑓
′ )00 = √𝜂3

2 + 𝑏00
′ 𝑏0[(𝜂2

2 − 𝜂3
2] 
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- Aplicação do Método da Permissividade Efetiva (Condição de Modo Único). 

 

Nesse capítulo a análise de guias dielétricos foi desenvolvida abrangendo todo o 

universo de estruturas dielétricas retangulares. 

Nessa dissertação, em que o acoplador é caracterizado por duas lâminas dielétricas, o 

interesse se volta à estimativa dos modos fundamentais nas lâminas dielétricas isoladas, itens 

1.2.5.1 e 1.2.5.2, (lâmina assimétrica e simétrica respectivamente). Esses cálculos são 

fundamentais ao capítulo 3 (Resultados), portanto, imprescindíveis às estimativas das 

dimensões das lâminas que garantam a propagação de um único modo (modo fundamental-

par) em ambas. 

No capítulo 3 (Resultados), na análise do acoplador de baixo e alto contraste, as 

estruturas foram idealizadas com seguinte raciocínio: 

Exemplo 1. Será analisada a lâmina dielétrica simétrica da Fig. 1.10, em baixo 

contraste, com os seguintes parâmetros: 

 

𝜂1 = 3,4 

𝜂𝑏 = 3,6 

𝜂3 = 3,4 

𝜆0 = 0,8 𝜇𝑚 

 

A expressão para a frequência de corte para a lâmina dielétrica é (todos os modos): 

 

𝑘0𝑑

2
√𝜂2

2 − 𝜂1
2 = 𝑛

𝜋

2
                  𝑛 = 0, 1, 2… 

 

 

A condição de modo único nos diz que unicamente podemos ter o modo fundamental 

se propagando na lâmina. Para isso ser certo se deve impor:  

 

𝑛 = 1 

 

𝑘0𝑑

2
√𝜂2

2 − 𝜂1
2 <

𝜋

2
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Assim, isolando ‘d’ e considerando os valores dos parâmetros definidos acima, tem-se: 

 

𝑑 <
𝜆0

2√𝜂2
2 − 𝜂1

2
= 0,338 𝜇𝑚 

 

 

Exemplo 2. Será analisada a lâmina dielétrica assimétrica da Fig. 1.9, em alto 

contraste, com os seguintes parâmetros: 

 

𝜂1 = 1,0 

𝜂2 = 5,8 

𝜂3 = 1,2 

𝜆0 = 0,8 𝜇𝑚 

 

Com esses valores, e substituindo na equação anterior, obtém-se: 

 

𝑑 <
𝜆0

2√𝜂2
2 − 𝜂1

2
= 0,07 𝜇𝑚 

 

 

Portanto, para termos unicamente o modo fundamental par, 𝑇𝐸10, se propagando nos 

guias estes devem ter uma espessura máxima de 0,338 𝜇𝑚 no caso da lâmina em baixo 

contraste, e de 0,07 𝜇𝑚 no caso de alto contraste, para um comprimento de onda fixo de 

0,8 𝜇𝑚. 

Nesse trabalho, no capítulo 3 (Resultados), e analisado o comportamento do acoplador 

constituído por duas lâminas dielétricas (simétricas ou assimétricas). O método do índice 

efetivo é, portanto, aplicado unicamente na Fase-1, vide itens 1.2.8.1 e 1.2.8.3, para obtenção 

do índice efetivo da estrutura isolada, a partir do qual, obtém-se a constante de propagação e 

os números de onda transversais. Junto com a espessura máxima da lâmina, esses serão os 

parâmetros de entrada necessários para o cálculo dos parâmetros do acoplamento próprios a 

este análise, vide Apêndice L, e capítulos 2 e 3.  
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2.     Análise dos Acopladores Ópticos de Guias de Onda 

Dielétricos. 
 

 

2.1. Introdução 

 

 

´ Neste capítulo, são analisados, pela teoria dos modos acoplados, diferentes 

acopladores ópticos, com ênfase aos de dois guias de onda dielétricos. 

 Ao se aproximarem os dois guias ópticos, a energia se transfere de um para o outro ao 

longo do percurso. Em meios sem perdas sob a condição de adaptação de fase [Donald L. Lee, 

1986], a transferência é integral. A troca de energia é estabelecida pelo sistema de equações 

diferenciais, equação (E-28), apêndice E. 

 A teoria da perturbação modal é apresentada na literatura [Donald L. Lee, 1986]-

[William Streiffer, Amos Hardy, 1987], com acentuadas ambigüidades nas especificações dos 

parâmetros modais. Para contornar essas dificuldades, neste trabalho, a teoria é desenvolvida 

rigorosa e didaticamente nos apêndices: [B]-[L]. Para perfeita compreensão do capítulo, os 

respectivos apêndices são indispensáveis, e devem ser considerados pré-requisitos deste 

capítulo 2.  

 Os acopladores ópticos co-direcionais de dois G.O dielétricos, forte e fracamente 

acoplados, serão analisados sob as condições de fase adaptada (máxima transferência de 

energia) e de fase não adaptada. 

 A lei da conservação da potência é investigada pelo ‘fator de violação da potência’, 

apêndice-J.  
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2.2. Técnica da caracterização dos campos eletromagnéticos em guias de onda 

[Donald L. Lee, 1986]. 

 

As componentes dos campos eletromagnéticos dos modos guiados, em qualquer guia 

de onda (em frequências até o ultravioleta, quando a quantificação da matéria tem que ser 

considerada), satisfazem duas propriedades de simetria; reversão espacial (z); reversão 

temporal (t). 

As ondas diretas exp [𝑗(𝜔𝑡 − 𝛽𝑧)] e reversas exp [𝑗(𝜔𝑡 + 𝛽𝑧)], são especificadas sob 

essas propriedades. 

As componentes transversais e longitudinais dos campos eletromagnéticos referentes 

às ondas diretas (propagação (+𝑧 ), 𝑒−𝑗𝛽𝑧); reversa (propagação (−𝑧 ), 𝑒+𝑗𝛽𝑧), são, 

respectivamente: 

 

{

𝐸⃗ (+)(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑒 (+)(𝑥, 𝑦) + 𝑒𝑧
(+)

𝑧 ) 𝑒−𝑗𝛽𝑧

 

𝐻⃗⃗ (+)(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (ℎ⃗ (+)(𝑥, 𝑦) + ℎ𝑧
(+)

𝑧 ) 𝑒−𝑗𝛽𝑧

                           (2.1.a) 

 

{

𝐸⃗ (−)(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑒 (−)(𝑥, 𝑦) − 𝑒𝑧
(−)

𝑧 ) 𝑒+𝑗𝛽𝑧

 

𝐻⃗⃗ (−)(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (−ℎ⃗ (−)(𝑥, 𝑦) + ℎ𝑧
(−)

𝑧 ) 𝑒+𝑗𝛽𝑧

                        (2.1.b) 

 

 

O operador Nabla é expresso pelas componentes transversal e longitudinal:  

 

∇= ∇𝑡 +
𝜕

𝜕𝑧
𝑧  

 

 As formas reduzidas das equações de Ampére e Faraday em regiões sem fontes são: 

 

∇𝑡 × ℎ⃗ = 𝑗𝜔𝜖𝑒𝑧𝑧                                                       (2.2) 

 

∇𝑡 × 𝑒 = 𝑗𝜔𝜇ℎ𝑧𝑧                                                       (2.3) 

 

𝑧 × (
𝜕ℎ⃗⃗ 

𝜕𝑧
) − 𝑧 × ∇𝑡ℎ𝑧 =  𝑗𝜔𝜖𝑒                                            (2.4) 

 

𝑧 × (
𝜕𝑒 

𝜕𝑧
) − 𝑧 × ∇𝑡𝑒𝑧 =  𝑗𝜔𝜇ℎ⃗                                            (2.5) 
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2.2.1. Reversão Espacial (z) 

 

 

- Seja a onda direta ((+𝑧 ), 𝑒−𝑗𝛽𝑧): 

 

Pela equação (2.4):  −𝑗𝛽(𝑧 × ℎ⃗ (+)) − 𝑗𝛽(𝑧 × ∇𝑡ℎ𝑧
(+)

) = 𝑗𝜔𝜖𝑒 (+) 

 

Pela equação (2.5): +𝑗𝛽(𝑧 × 𝑒 (+)) + 𝑗𝛽(𝑧 × ∇𝑡𝑒𝑧
(+)

) = 𝑗𝜔𝜇ℎ⃗ (+) 

 

 

- Seja a onda reversa ((−𝑧 ), 𝑒+𝑗𝛽𝑧): 

 

 

Pela equação (2.4):      +𝑗𝛽(𝑧 × ℎ⃗ (−)) − 𝑗𝛽(𝑧 × ∇𝑡ℎ𝑧
(−)

) = 𝑗𝜔𝜖𝑒 (−) 

Pela equação (2.5):      +𝑗𝛽(𝑧 × 𝑒 (−)) − 𝑗𝛽(𝑧 × ∇𝑡𝑒𝑧
(−)

) = 𝑗𝜔𝜇ℎ⃗ (−) 

 

 

As ondas reversas e diretas satisfazem as mesmas equações de Maxwell, são 

grandezas duais. Logo as equações (2.4) e (2.5), sendo duais, se expressam, satisfazendo o 

teorema da dualidade, somente se, vide apêndice-B: 

 

Pelas equações (2.4) e (2.5): 

 

ℎ⃗ (−)(𝑥, 𝑦) = −ℎ⃗ (+)(𝑥, 𝑦)   ;         ℎ𝑧
(−)(𝑥, 𝑦) = ℎ𝑧

(+)(𝑥, 𝑦) 

(2.6) 

𝑒 (−)(𝑥, 𝑦) = +𝑒 (+)(𝑥, 𝑦)  ;       𝑒𝑧
(−)(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑧

(+)(𝑥, 𝑦) 

 

 

Pela reversão espacial, os campos eletromagnéticos ópticos são: onda direta (+𝛽), 

onda reversa (−𝛽): 

 

𝐸⃗ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑎𝑒−𝑗𝛽𝑧 + 𝑏𝑒+𝑗𝛽𝑧)𝑒̂(𝑥, 𝑦) + (𝑎𝑒−𝑗𝛽𝑧 − 𝑏𝑒+𝑗𝛽𝑧)𝑒𝑧(𝑥, 𝑦)𝑧  
(2.7) 

𝐻⃗⃗ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑎𝑒−𝑗𝛽𝑧 − 𝑏𝑒+𝑗𝛽𝑧)ℎ̂(𝑥, 𝑦) + (𝑎𝑒−𝑗𝛽𝑧 + 𝑏𝑒+𝑗𝛽𝑧)ℎ𝑧(𝑥, 𝑦)𝑧  
 

As equações (2.2) e (2.3) são, também, satisfeitas pela equação (2.6). 
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2.2.2. Reversão Temporal (t) 

 

 

A reversão temporal mostra que os campos de qualquer modo em guias de onda 

podem ser representados por vetores transversais reais (𝑒 , ℎ⃗ ), e longitudinais imaginários 

puros (𝑒𝑧, ℎ𝑧) ou vice-versa. Neste trabalho, os vetores transversais são reais. 

Pela equação (2.2): 

 

∇𝑡 × ℎ⃗ = 𝑗𝜔𝜖𝑒𝑧𝑧   →   ∇𝑡 × ℎ∗⃗⃗  ⃗ = 𝑗𝜔𝜖(−𝑒𝑧𝑧 ) 

 

Como as duas equações são duais:  

 

ℎ∗⃗⃗  ⃗ = −ℎ⃗     ;     𝑒𝑧
∗ = 𝑒𝑧 

Ou 

ℎ∗⃗⃗  ⃗ = ℎ⃗      ;       𝑒𝑧
∗ = −𝑒𝑧 

 

A reversão temporal resulta: 

 

ℎ∗⃗⃗  ⃗ = −ℎ⃗     ;    𝑒𝑧
∗ = 𝑒𝑧 

Ou                                                            (2.8) 

ℎ∗⃗⃗  ⃗ = ℎ⃗    ;    𝑒𝑧
∗ = −𝑒𝑧 

 

Pela equação (2.3): 

 

∇𝑡 × 𝑒 = −𝑗𝜔𝜇ℎ𝑧𝑧     →    ∇𝑡 × 𝑒∗⃗⃗  ⃗ = −𝑗𝜔𝜖(−ℎ𝑧𝑧 ) 

 

 

Considerando a dualidade das equações: 

 

𝑒∗⃗⃗  ⃗ = −𝑒     ;     ℎ𝑧
∗ = ℎ𝑧 

Ou: 

𝑒∗⃗⃗  ⃗ = 𝑒     ;    ℎ𝑧
∗ = −ℎ𝑧 
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Portanto: 

 

𝑒∗⃗⃗  ⃗ = −𝑒     ;     ℎ𝑧
∗ = ℎ𝑧 

Ou                                                            (2.9) 

𝑒∗⃗⃗  ⃗ = 𝑒     ;     ℎ𝑧
∗ = −ℎ𝑧 

 

 

Examinando as equações (2.6) e (2.7) conclui-se que os campos eletromagnéticos de 

qualquer modo, que se propaguem em guias de onda, podem ser representados por vetores 

transversais reais e longitudinais imaginários puros, ou vice-versa. 

 

2.3. Acoplador direcional óptico em acoplamento direto. 

 

A geometria do acoplador direcional, estrutura perturbada, com dois guias de onda 

dielétricos é mostrada na Fig.2.1. O meio é definido por: 

 

 

Fig. 2.1. Acoplador óptico com duas estruturas dielétricas quaisquer (estrutura perturbada). 

𝝐′ = 𝝐𝟏 + 𝝐𝒂 + 𝝐𝟏 + 𝝐𝒃 + 𝝐𝟏 

 

Os guias de onda dielétricos (a, b) tem seções transversais arbitrárias e são uniformes 

ao longo da direção de propagação (z). 
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As estruturas não perturbadas são os dois guias de onda dielétricos (a, b) deslocados 

ao infinito, vide Fig.2.2.a e Fig.2.2.b. Consideram-nos mono-modais. Portanto, os campos que 

neles se propagam são os dos modos fundamentais de cada um. 

 

 

       Fig. 2.2.a. G.O. ‘a’: 𝝐̅𝒂 = 𝝐𝟏 + 𝝐𝒂 + 𝝐𝟏                  Fig. 2.2.b. G.O. ‘b’:  𝝐̅𝒃 = 𝝐𝟏 + 𝝐𝒃 + 𝝐𝟏 

       

 

 

Na estrutura perturbada, dependendo da distância entre os guias de onda (a, b), têm-se 

acopladores: fracamente acoplados, em que a separação dos guias de onda origina fraca 

perturbação entre eles; fortemente acoplados, pela proximidade dos guias de onda, a 

perturbação, nos respectivos guias de onda, é forte. 

A análise dos acopladores ópticos direcionais diretos de dois guias de onda mono-

modais (a, b) , vide Fig.2.1, se fundamenta na equação generalizada do acoplamento modal, 

vide apêndice-E, equação (E-28). Considerem as ondas diretas: 

 

 

∑ [(
𝑑𝑎̅𝑛(𝑧)

𝑑𝑧
+ 𝑗(𝛽𝑖 − 𝛽𝑛)𝑎̅𝑛(𝑧)) (

𝑐𝑛𝑖 + 𝑐𝑖𝑛

2
)] = −𝑗 ∑ 𝑎̅𝑛(𝑧)𝑘𝑛𝑖

𝑏

𝑛=𝑎

𝑏

𝑛=𝑎

                       (2.10) 

 

 

Em que: i=(a, b), 𝑎̅𝑎(𝑧) = 𝑎(𝑧);  𝑎̅𝑏(𝑧) = 𝑏(𝑧); são os coeficientes complexos da 

expansão dos campos perturbados pelos vetores dos guias de onda não perturbados. 
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Pela Tabela E-1, apêndice E. 

Estrutura perturbada. 

 

𝐸⃗ ′(+) = ∑ 𝑎𝑛(𝑧) [𝑒̂𝑛 + (
𝜖̅𝑛

𝜖′
) 𝑒̂𝑧𝑛] 𝑒

−𝑗𝛽𝑛𝑧

𝑏

𝑛=𝑎

 

(2.11) 

𝐻⃗⃗ ′(+) = ∑ 𝑏𝑛(𝑧)[ℎ̂𝑛 + ℎ̂𝑧𝑛]𝑒
−𝑗𝛽𝑛𝑧

𝑏

𝑛=𝑎

 

 

 

As permissividades, 𝜖 ′ (estrutura perturbada), 𝜖𝑛̅, n=(a, b) (estruturas isoladas), estão 

definidas nas respectivas figuras; Fig.2.1, Fig.2.2.a e Fig.2.2.b. 

As componentes (𝑒̂𝑛, 𝑒̂𝑧𝑛), (ℎ̂
𝑛
, ℎ̂𝑧𝑛), são vetores normalizados na potência: 

∫ (𝑒̂
𝑛
× ℎ̂𝑛)𝑧 𝑑𝑆 = 1

 

𝑆𝑇
, vide apêndice D, equação (D-1). 

 

Os coeficientes de encobrimento dos campos são definidos pela equação (E-19) do 

apêndice E: 

 

𝑐𝑏𝑎 =
1

2
∬ (𝑒̂

𝑎
× ℎ̂𝑏)𝑧 𝑑𝑆

+∞

−∞
         𝑆𝑇

 

(2.12) 

𝑐𝑎𝑏 =
1

2
∬ (𝑒̂

𝑏
× ℎ̂𝑎)𝑧 𝑑𝑆

+∞

−∞
         𝑆𝑇

 

 

Enquanto os coeficientes de acoplamento entre os respectivos guias de onda são as 

equações (E-20) ou (E-26), apêndice E: 

 

𝑘𝑏𝑎 =
𝜔

4
∬(𝜖𝑏 − 𝜖1) [𝑒̂𝑏 ∙ 𝑒̂𝑎 + (

𝜖1

𝜖𝑏

) (𝑒̂𝑧𝑏 ∙ 𝑒∗̂
𝑧𝑎)] 𝑑𝑆𝑏

 

     𝑆𝑏

 

 

𝑘𝑎𝑏 =
𝜔

4
∬(𝜖𝑎 − 𝜖1) [𝑒̂𝑎 ∙ 𝑒̂𝑏 + (

𝜖1

𝜖𝑎

) (𝑒̂𝑧𝑎 ∙ 𝑒∗̂
𝑧𝑏)] 𝑑𝑆𝑎

 

     𝑆𝑎
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Levando em conta que: 

 

{
 
 

 
 

𝜖𝑏 = 𝜖0𝜂𝑏
2

 
𝜖𝑎 = 𝜖0𝜂𝑎

2

 

𝜔𝜖0 = (
𝑘0

𝑧0

) = (
2𝜋

𝜆0

) (
1

120𝜋
) =

1

60𝜆0

 

 

As equações do acoplamento dos modos são expressas por 𝜆0, parâmetro primordial 

dos guias de onda ópticos; seja: 

 

𝑘𝑏𝑎 =
1

4
(
𝑘0

𝑧0

) ∬(𝜂
𝑏
2 − 𝜂

1
2) [𝑒̂𝑏 ∙ 𝑒̂𝑎 + (

𝜂
1
2

𝜂
𝑏
2
) (𝑒̂𝑧𝑏 ∙ 𝑒∗̂

𝑧𝑎)] 𝑑𝑆𝑏

 

      𝑆𝑏

 

(2.13) 

𝑘𝑎𝑏 =
1

4
(
𝑘0

𝑧0

) ∬(𝜂
𝑎
2 − 𝜂

1
2) [𝑒̂𝑎 ∙ 𝑒̂𝑏 + (

𝜂
1
2

𝜂
𝑎
2
) (𝑒̂𝑧𝑎 ∙ 𝑒∗̂

𝑧𝑏)] 𝑑𝑆𝑎

 

      𝑆𝑎

 

 

2.4. Análise do acoplador codirecional óptico de dois guias de onda dielétricos. 

 

A análise do acoplador codirecional é apresentada no apêndice H, equações (H-17), 

(H.21) e (H-22). Os parâmetros das equações (2.13) são obtidos no apêndice G, equações (G-

15.a), ou seja: 

 Acoplamento Forte (0 < 𝑐 < 1). 

𝛾𝑎𝑎 =  𝛽𝑎 + [
(𝑘̅𝑎𝑎 − 𝑐𝑘̅𝑎𝑏) + 𝑐2(  𝛽𝑎 − 𝛽𝑏)

(1 − 𝑐2)
] 

𝛾𝑎𝑏 =
(𝑘̅𝑏𝑎 − 𝑐𝑘̅𝑏𝑏) + 𝑐(  𝛽𝑎 − 𝛽𝑏)

(1 − 𝑐2)
 

𝛾𝑏𝑎 =
(𝑘̅𝑎𝑏 − 𝑐𝑘̅𝑎𝑎) + 𝑐  (  𝛽𝑏 − 𝛽𝑎)

(1 − 𝑐2)
                         (2.14) 

𝛾𝑏𝑏 =  𝛽𝑏 + [
(𝑘̅𝑏𝑏 − 𝑐𝑘̅𝑏𝑎) + 𝑐2(  𝛽𝑏 − 𝛽𝑎)

(1 − 𝑐2)
] 

Δ𝑎𝑏
 ⃖

=
1

2
(𝛾𝑎𝑎 − 𝛾𝑏𝑏) 

Ψ = √Δ𝑎𝑏
2 +𝛾𝑎𝑏𝛾𝑏𝑎 
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 Acoplamento Fraco (𝑐 ≈ 0). 

 

𝛾𝑎𝑏 = 𝑘̅𝑎𝑏 

𝛾𝑏𝑎 = 𝑘̅𝑏𝑎 
 

𝛾𝑎𝑎 = 𝛽𝑎 + 𝑘̅𝑎𝑎 = 𝛽𝑎 
(2.15) 

𝛾𝑏𝑏 = 𝛽𝑏 + 𝑘̅𝑏𝑏 = 𝛽𝑏 

Δ𝑏𝑎
 ⃖

=
1

2
|𝛽𝑏 − 𝛽𝑎| 

Ψ = √Δ𝑏𝑎
2 + 𝑘̅𝑎𝑏𝑘̅𝑏𝑎 

 

 

Onde (𝛽𝑎, 𝛽𝑏) são as constantes de fase dos guias de onda (a, b) isolados, 

sendo que o guia de onda ‘a’ é o guia excitador. 

 Pelo apêndice G, equação (G-16), tem-se: 

 

 

𝑘̅𝑎𝑎 =
1

120𝜆0
∬(𝜖𝑟𝑏 − 𝜖𝑟1)(𝐸̂𝑎

 ∙ 𝐸̂𝑎
∗)𝑑𝑆𝑏

 

     𝑆𝑏

 

 

 

Se o acoplamento for fraco, na área (𝑆𝑏), 𝐸̂𝑎
 (𝑆𝑏) ≈ 0, portanto 𝑘̅𝑎𝑎 = 0. Com o 

mesmo raciocínio conclui-se que 𝑘̅𝑏𝑏 = 0, na área (𝑆𝑎). 

Equações (H-17), apêndice H, (𝑎̅(𝑧), 𝑏̅(𝑧)), expansão dos campos do supermodo: 

 

 

𝑎̅(𝑧) = 𝑉0 [cos(Ψz) − j (
Δ𝑎𝑏

 

Ψ
)sen(Ψz)] 𝑒−𝑗Φ𝑧 

(2.16) 

 

𝑏̅(𝑧) = −𝑗𝑉0 (
𝛾𝑏𝑎

Ψ
)sen(Ψz)𝑒−𝑗Φ𝑧 

 

 

 



102 
 

Para acoplamento fraco as equações são as mesmas das (2.16), com a as observações 

das equações (2.15), ou seja: 

𝑎̅(𝑧) = 𝑉0 [cos(Ψz) − j (
Δ𝑏𝑎

 

Ψ
)sen(Ψz)] 𝑒−𝑗Φ𝑧 

(2.17) 

 

𝑏̅(𝑧) = −𝑗𝑉0 (
𝑘̅𝑏𝑎

 

Ψ
)sen(Ψz)𝑒−𝑗Φ𝑧 

 

Se o acoplador for excitado pelo guia de onda ‘b’, as equações regentes são as das 

equações (2.16) e (2.17), substituindo: ‘a’’b’ e ‘b’’a’. 

Observação: se o acoplamento for fraco, e houver casamento de fase (𝛽
𝑏
= 𝛽

𝑎
), então 

Δ𝑏𝑎
 ≈ 0. Nesse caso, portanto, haverá transferência máxima de potência. 

 

2.4.1. Cálculo do comprimento do acoplador. 

 

O acoplador é projetado com dimensão de máxima transferência de potência de um 

guia para outro. Veja apêndice H, item H.1.1 e H.1.2, equação (H.22) 

 

 Acopladores com acoplamento forte. 

A máxima transferência de potência ocorre, veja equação (2.16), quando: 

 

sen(ΨLmax) = 1 

 

 

Assim, o comprimento do acoplador para que haja transferência máxima de 

potência é: 

Lmax =
π

2Ψ
                                                         (2.18) 

 

 

Onde  Ψ = √Δ𝑏𝑎
2 +𝛾𝑎𝑏𝛾𝑏𝑎 ≡ 𝐹𝑎𝑡𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑚𝑜𝑑𝑢𝑙𝑎çã𝑜 𝑑𝑎𝑠 𝑎𝑚𝑝𝑙𝑖𝑡𝑢𝑑𝑒𝑠 (𝑎(𝑧), 𝑏(𝑧)). 

 

A transferência total de potência entre os dois guias de onda ópticos ocorre, 

somente, nas estruturas com fases adaptadas; 𝛽𝑏 = 𝛽𝑎 (guias de onda isolados 

idênticos).  
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2.4.2. Análise de acoplamento fraco. 

 

Os acopladores fracamente acoplados, por ter os guias de onda suficientemente 

afastados, têm coeficientes de encobrimento dos campos muito débeis, 𝑐𝑎𝑏 ≈ 𝑐𝑏𝑎 ≈ 0, e o 

parâmetro modificado de encobrimento dos campos é considerado nulo: 𝑐 = 𝑐𝑎𝑏 + 𝑐𝑏𝑎 ≈ 0. 

Pelo apêndice G, equações (G-16), em fraco acoplamento (𝑐 ≈ 0), os parâmetros 

modificados são: 

 

𝑘̅𝑎𝑎 =
1

120𝜆 
∬(𝜖𝑟𝑏 − 𝜖𝑟1)(𝐸̂𝑎

 ∙ 𝐸̂𝑎
∗)𝑑𝑆𝑏

 

     𝑆𝑏

≈ 0 

𝑘̅𝑏𝑏 =
1

120𝜆 
∬(𝜖𝑟𝑎 − 𝜖𝑟1)(𝐸̂𝑏

 ∙ 𝐸̂𝑏
∗)𝑑𝑆𝑎

 

     𝑆𝑎

≈ 0 

(2.19) 

𝑘̅𝑏𝑎 =
1

120𝜆 
∬(𝜖𝑟𝑏 − 𝜖𝑟1)(𝐸̂𝑏

 ∙ 𝐸̂𝑎
∗)𝑑𝑆𝑏

 

     𝑆𝑏

 

𝑘̅𝑎𝑏 =
1

120𝜆 
∬(𝜖𝑟𝑎 − 𝜖𝑟1)(𝐸̂𝑎

 ∙ 𝐸̂𝑏
∗)𝑑𝑆𝑎

 

     𝑆𝑎

 

  

 Pois em acoplamento fraco 𝐸̂𝑎
 ≈ 0 em 𝑆𝑏 e 𝐸̂𝑏

 ≈ 0 em 𝑆𝑎. 

Pelas equações (G.15.a), 𝑐 = 0; 

 

𝛾𝑎𝑎 = 𝛽𝑎 

𝛾𝑏𝑏 = 𝛽𝑏 
(2.20) 

 

𝛾𝑎𝑏 = 𝑘̅𝑎𝑏 

𝛾𝑏𝑎 = 𝑘̅𝑏𝑎 

 

Pelo apêndice H, Tabela H.1: 

Δ𝑎𝑏
 = Fator de descasamento de fase 

 

 

Δ = |
𝛾
𝑏𝑏

− 𝛾
𝑎𝑎

2
| = |

𝛽
𝑏
− 𝛽

𝑎

2
| 
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 Ψ ≡ Fator de modulação das amplitudes dos campos nos respectivos guias de onda  

ópticos: a(z), b(z). 

 

 

Ψ = √Δ𝑏𝑎
2 +𝛾𝑎𝑏𝛾𝑏𝑎 = √(

𝛽𝑏−𝛽𝑎

2
)
2
+ 𝑘̅𝑎𝑏𝑘̅𝑏𝑎                                  (2.21) 

 

 

 

Para que haja transferência total da potência entre os guias de onda ópticos, é 

necessário, que a condição de casamento dos guias seja satisfeita: 

 

 

𝛽𝑏 = 𝛽𝑎 

 

𝛾𝑎𝑏 = 𝛾𝑏𝑎 = 𝑘̅𝑎𝑏 = 𝑘̅𝑏𝑎 

 

𝛾𝑎𝑎 = 𝛾𝑏𝑏 = 𝛽𝑎 

 

Δ𝑏𝑎
 = |

𝛾
𝑎𝑎

− 𝛾
𝑏𝑏

2
| = |

𝛽
𝑎
− 𝛽

𝑏

2
| = 0 

 

 

 

As amplitudes dos campos nos respectivos guias de onda ópticos, componentes do 

acoplador, pelas equações (2.16) ou (2.17), são: 

 

 

𝑎̅(𝑧) = 𝑉0 cos(𝑘̅z) 
(2.22) 

 

𝑏̅(𝑧) = −𝑗𝑉0 cos(𝑘̅z) 

 

 

 Onde 𝑘̅ = 𝑘̅𝑎𝑏 = 𝑘̅𝑏𝑎: fator de acoplamento entre os guias de onda. 

Pela equação (2.18), tem-se o comprimento do acoplador relacionado à transferência 

máxima de potência: Lmax =
π

2𝑘̅
 

 

As equações (2.22) obtidas pelo sistema diferencial são idênticas às do apêndice I, 

equações (I.29) e  (I.30) deduzidas pelos conceitos dos modos par e impar.        
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2.4.2.1. Análise pelos modos normais. 

 

 

No apêndice I, analisou-se, numa estrutura simétrica, o acoplador de dois guias de 

onda pelos modos normais, par e impar, veja Fig. I.2. 

Ficou claro que 𝜆𝑥
(𝑒)

= 2𝜆𝑥
(𝑜)

 (e=even=par; o=odd=ímpar), vide Fig. 2.2.a e 2.2.b, 

Portanto, 𝑘𝑥
(𝑒)

=
2𝜋

𝜆𝑥
(𝑒) < 𝑘𝑥

(𝑜)
=

2𝜋

𝜆𝑥
(𝑜), conseqüentemente: 𝛽𝑒 = √𝑘2

2 − (𝑘𝑥
(𝑒))

2
> 𝛽𝑜 =

√𝑘2
2 − (𝑘𝑥

(𝑜))
2
 e conclui-se que se 𝛽𝑒 > 𝛽𝑜, então 𝜂 𝑒𝑓𝑓

        𝑒
> 𝜂 𝑒𝑓𝑓

        𝑜
. 

 

 

             Fig. 2.2.a. 𝑯𝒚
(𝒆)(𝒙), modo normal-par                               Fig. 2.2.b. 𝑯𝒚

(𝒐)
(𝒙), modo normal-ímpar 

        

 

Os respectivos modos se propagam em 𝑧  com as seguintes constantes de fase, vide 

apêndice I, item. (I.2.1), equação (I-25): 

 Para o modo par: 

 

𝛽𝑒 = (Φz + Ψ) = k0𝜂 𝑒𝑓𝑓
        𝑒

                                           (2.23) 

 

 Para o modo ímpar: 

 

𝛽𝑜 = (Φz − Ψ) = k0𝜂 𝑒𝑓𝑓
        𝑜

                                           (2.24) 

 

 Em que: 𝑘0 = (
2𝜋

𝜆0
), e, pelo apêndice H, Tabela H-1. 
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            Φz =
𝛾𝑎𝑎+𝛾𝑏𝑏

2
= constante de fase em 𝑧   do supermodo.  

 

 Ψ = √Δ 
2+𝛾𝑎𝑏𝛾𝑏𝑎 = fator de modulação das amplitudes (a(z), b(z))                        (2.25) 

 

Δ 
2 = (

𝛾𝑎𝑎−𝛾𝑏𝑏

2
)
2
= Fator de descasamento da fase transversal 

 

Muitos autores relacionam o fator de modulação das amplitudes dos campos às 

constantes de propagação dos modos, par e impar, que pelas equações (2.23) e (2.24) 

fornecem: 

Ψ =
1

2
(𝛽𝑒 − 𝛽𝑜)                                                 (2.26) 

 

Para validar a teoria deste trabalho, confrontam-se, no capítulo 3, os valores 

encontrados das constantes de propagação dos modos par e ímpar e os fatores de acoplamento 

entre os guias de onda, 𝑘̅𝑎𝑏 𝑒 𝑘̅𝑏𝑎, com os publicados por outros autores [Shun-Lien Chuang, 

1987],[Amos Hardy, William Streiffer, 1985]. Para isto, é necessário o conhecimento dos 

seguintes parâmetros: 

𝛾𝑎𝑎 =  𝛽𝑎 + [
(𝑘̅𝑎𝑎 − 𝑐𝑘̅𝑎𝑏) + 𝑐2(  𝛽𝑎 − 𝛽𝑏)

(1 − 𝑐2)
] 

(2.27) 

  𝛾𝑏𝑏 =  𝛽𝑏 + [
(𝑘̅𝑏𝑏 − 𝑐𝑘̅𝑏𝑎) + 𝑐2(  𝛽𝑏 − 𝛽𝑎)

(1 − 𝑐2)
] 

 

𝛽𝑎 𝑒 𝛽𝑏 são as constantes de propagação dos guias de onda ‘a’ e ‘b’ isolados, 

respectivamente. Calculam-se pelo método do índice efetivo, capítulo 1. 

E os coeficientes de encobrimento dos campos, vide apêndice G, equação (G.6). 

 

𝑐 = 𝑐𝑎𝑏 + 𝑐𝑏𝑎                                                      (2.28) 

 

Pelas equações (G.12) e (G.13): 

 

𝛾𝑎𝑏 =
(𝑘̅𝑏𝑎 − 𝑐𝑘̅𝑏𝑏) + 𝑐(  𝛽𝑎 − 𝛽𝑏)

(1 − 𝑐2)
 

(2.29) 

𝛾𝑏𝑎 =
(𝑘̅𝑎𝑏 − 𝑐𝑘̅𝑎𝑎) + 𝑐  (  𝛽𝑏 − 𝛽𝑎)

(1 − 𝑐2)
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Pelas equações (G-16), apêndice G: 

 

𝑘̅𝑎𝑎 =
1

120𝜆0 

∬(𝜖𝑟𝑏 − 𝜖𝑟1) [𝑒̂𝑎 ∙ 𝑒̂𝑎 + (
𝜖𝑟1

𝜖𝑟𝑏
) |𝑒̂𝑧𝑎|𝑆𝑏

2  
] 𝑑𝑆𝑏

 

     𝑆𝑏

 

𝑘̅𝑏𝑏 =
1

120𝜆0 

∬(𝜖𝑟𝑎 − 𝜖𝑟1) [𝑒̂𝑏 ∙ 𝑒̂𝑏 + (
𝜖𝑟1

𝜖𝑟𝑎
) |𝑒̂𝑧𝑏|𝑆𝑎

2  
] 𝑑𝑆𝑎

 

     𝑆𝑎

                            (2.30) 

 

𝑘̅𝑏𝑎 =
1

120𝜆0 

∬(𝜖𝑟𝑏 − 𝜖𝑟1) [𝑒̂𝑎 ∙ 𝑒̂𝑏 + (
𝜖𝑟1

𝜖𝑟𝑏
) (|𝑒̂𝑧𝑏||𝑒̂𝑧𝑎|)𝑆𝑏

] 𝑑𝑆𝑏

 

     𝑆𝑏

 

 

O fator de acoplamento, (𝑘̅𝑎𝑏), é obtido pela relação essencial dos modos, veja 

apêndice F, relação F.4: 

(𝛽𝑏 − 𝛽𝑎)(𝑐𝑎𝑏 + 𝑐𝑏𝑎) = 𝑘̅𝑏𝑎 − 𝑘̅𝑎𝑏, usando a equação (2.28):                  

 

𝑘̅𝑎𝑏 = 𝑘̅𝑏𝑎 − (𝛽𝑏 − 𝛽𝑎)𝑐                                             (2.31)          

 

 Para acoplamento fraco (𝑐 ≈ 0), ou acoplamento com adaptação de fase, (𝛽𝑏 = 𝛽𝑎), 

condição de transferência total de potência entre os guias de onda ópticos. 

 

𝑘̅𝑎𝑏 = 𝑘̅𝑏𝑎                                                         (2.32)          

 

 

2.4.2.2. Parâmetros relacionados à análise do acoplador pelo método da Perturbação Modal. 

 

Consideram-se os modos fundamentais, 𝑇𝐸10, (𝐻𝑥, 𝐸𝑦, 𝐻𝑧), nos guias de onda 

isolados. 

Ao aproximarem os guias de onda ópticos, os parâmetros necessários à análise do guia 

de onda perturbado são: 

 Parâmetro de acoplamento do guia de onda ‘a’ sobre o guia de onda ‘b’. 

 

𝑘̅𝑏𝑎 =
1

120𝜆 
∬(𝜖𝑟𝑏 − 𝜖𝑟1) [𝑒̂𝑎 ∙ 𝑒̂𝑏 + (

𝜖𝑟1

𝜖𝑟𝑏
) (|𝑒̂𝑧𝑏||𝑒̂𝑧𝑎|)𝑆𝑏

] 𝑑𝑆𝑏

 

     𝑆𝑏
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 O parâmetro de acoplamento do guia de onda ‘b’ sobre o guia de onda ‘a’ é 

encontrado pela relação essencial dos modos, equação (2.31). 

 

𝑘̅𝑎𝑏 = 𝑘̅𝑏𝑎 − (𝛽𝑏 − 𝛽𝑎)𝑐 

 

 Têm-se os coeficientes de acoplamento entre os guias de onda: 𝑘̅𝑎𝑏, 𝑘̅𝑏𝑎. 

 

 Em que 𝑐̅ é o coeficiente de encobrimento dos campos, pelo apêndice G, 

equação (G.6): 

𝑐 = 𝑐𝑎𝑏 + 𝑐𝑏𝑎 =
1

2
∬ (𝑒̂

𝑏
× ℎ̂𝑎) + (𝑒̂

𝑎
× ℎ̂𝑏)𝑧 𝑑𝑆𝑇                                (2.33)

+∞

−∞
         𝑆𝑇

 

 

 Onde 𝑆𝑇 é a área em toda a seção transversal da estrutura perturbada. 

 As constantes de propagação dos modos normais são: 

 

𝛽𝑒 = (Φz + Ψ); modo par 

𝛽𝑜 = (Φz − Ψ):modo ímpar 

 

Em que: 

 

Φz =
𝛾
𝑎𝑎

+ 𝛾
𝑏𝑏

2
=

β𝑎 + β𝑏

2
+

1

2(1 − c2)
[(𝑘̅𝑎𝑎 + 𝑘̅𝑏𝑏) − c(𝑘̅𝑏𝑎 + 𝑘̅𝑎𝑏)] 

(2.34) 

∆2= (
𝛾
𝑎𝑎

− 𝛾
𝑏𝑏

2
)
2

= {
β𝑎 − β𝑏

2
+

1

2(1 − c2)
[(𝑘̅𝑎𝑎 − 𝑘̅𝑏𝑏) − c(𝑘̅𝑏𝑎 − 𝑘̅𝑎𝑏)]} 

 

E:  

 

Ψ = √Δ 
2+𝛾𝑎𝑏𝛾𝑏𝑎 = √Δ 

2 +
1

(1 − c )2
[(𝑘̅𝑎𝑏 − c 𝑘̅𝑏𝑎) − (𝑘̅𝑏𝑎 − c 𝑘̅𝑎𝑏)] 

Ou                                                            (2.35) 

Ψ =
1

(1 − c ) 
√[Δ 

 (1 − c ) ]2 + [(𝑘̅𝑎𝑏 −  c 𝑘̅𝑏𝑎) − (𝑘̅𝑏𝑎 − c 𝑘̅𝑎𝑏)] 
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2.5. Aplicação do método do índice efetivo ao método da perturbação modal. 

 

 

O método do índice efetivo (MIE), apresentado no capítulo 1, e o método da 

perturbação modal serão empregados na análise de acopladores direcionais de dois guias de 

onda ópticos. Veja Fig.2.1. 

 

 

2.5.1. Aplicação do método do índice efetivo. 

 

Os modos que se propagam nos respectivos guias de onda dielétricos são os 

fundamentais, 𝑇𝐸(𝑛=1,𝑚=0) − 𝑃𝑎𝑟, exemplificado pelo guia de onda retangular nas Figs. 2.3.a 

e 2.3.b. A condição m=0 implica 𝑘𝑦 = 0, logo 
𝜕

𝜕𝑦
= 0. 

 

 

 

 

Fig. 2.3.a. Representação do modo 𝑻𝑬𝟏𝟎, (𝑯𝒙, 𝑬𝒚, 𝑯𝒛), pela teoria do raio com 𝒌𝒙 =
𝝅

𝒂
 e 𝒌𝒚 = 𝟎. 
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Fig. 2.3.b. Propagação do modo 𝑻𝑬𝟏𝟎, no plano x-z, sob a condição 
𝝏

𝝏𝒚
= 𝟎. 

 

 

Análogo ao guia de onda retangular, os modos ópticos 𝑇𝐸10 (Fundamental) e 𝑇𝑀10 

(primeiro superior), se propagam nas camadas dielétricas do guia de onda dielétrico, sob a 

hipótese simplificadora de Marcatili [Marcatili, EAJ, 1969],  Vide Figs. 2.4.a, 2.4.b e 2.4.c. 

 

 Acoplador Direcional Óptico. 

 

 

 

 

Fig. 2.4.a. Seção transversa do acoplador óptico. 
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 Guias de Onda Dielétricos Isolados. 

 

 

Fig. 2.4.b. Guia de Onda em lâminas dielétricas. 

 

 

 Uma vez que, 𝑘𝑦 = 0, 
𝜕

𝜕𝑦
= 0, as dimensões verticais (𝑡𝑎, 𝑡𝑏), dos guias de onda 

retangulares, veja Fig.2.4.a, são desprezadas na análise dos guias de onda ópticos. Assim, os 

respectivos guias de onda dielétricos retangulares da Fig.2.4.a, são substituídos pelos guias de 

onda em lâminas dielétricas, veja Fig.2.4.b, estudados no capítulo 1. 

 Observe que se a>b, a freqüência de corte do guia de onda ‘b’ é superior à do guia de 

onda ‘a’. Portanto, o acoplador, que não terá as fases adaptadas, β𝑎 ≠ β𝑏, só é ativado em 

frequências superiores às do corte do guia de onda ‘b’. 

A análise da estrutura perturbada é realizada pela Fig.2.4.c. 

 

 Guia de Onda Perturbado. 

 

 

Fig. 2.4.c. Estrutura perturbada equivalente ao acoplador óptico.  
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 Os respectivos campos dos modos normais; par e ímpar, são visualizados nas Fig.2.5.a 

e Fig.2.5.b, respectivamente. 

 

 

Fig. 2.5.a. Caracterização do modo par pelos campos nos respectivos guias de onda ópticos. 

Fig. 2.5.b. Caracterização do modo ímpar pelos campos nos respectivos guias de onda ópticos. 

 

2.5.2. Aplicação do método da perturbação modal. 

 

 

Analisando os guias de onda isolados pela técnica do índice efetivo, de acordo com o 

item anterior (2.5.1), e o capítulo 1, têm-se as constantes de propagação, β, e os campos dos 

respectivos guias de onda, veja capítulo 1, equações (1.82). Seja o guia de onda ‘a’, vide 

Fig.2.4.b. 

O cálculo dos coeficientes de encobrimento dos campos exige que (E𝑦, Hx), de ambos 

os guias de onda sejam conhecidos. E eles são, pois foram calculados, no capítulo 1, pelo 

método da permissividade efetiva.  

Os coeficientes de encobrimento dos campos são: 

 

𝑐𝑏𝑎 =
1

2
∬ (𝑒̂

𝑦𝑎
(𝑦) × ℎ̂𝑥𝑏(𝑥)) ∙ 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦

+∞

−∞
         𝑆𝑇

 

(2.36) 

𝑐𝑎𝑏 =
1

2
∬ (𝑒̂

𝑦𝑏
(𝑦) × ℎ̂𝑥𝑎(𝑥)) ∙ 𝑧 𝑑𝑥𝑑𝑦

+∞

−∞
         𝑆𝑇
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Os vetores (𝑒̂, ℎ̂) são normalizados, vide apêndice D, satisfazem a relação: 

 

∫  ∫(𝑒̂
𝑦𝑎

(𝑦) × ℎ̂𝑥𝑎(𝑥)) ∙  𝑧  𝑑𝑥𝑑𝑦

1

𝑦=0

+∞

𝑥=−∞

= 1 

 

Logo: 

 

𝑐𝑎𝑎
𝑏𝑏

=
1

2
∫ (𝑒̂𝑦𝑏

𝑦𝑎
(𝑦) × ℎ̂𝑥𝑎

𝑥𝑏
(𝑥)) ∙  𝑧  𝑑𝑥 =

1

2

+∞

𝑥=−∞ 
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3. Resultados dos Acopladores Ópticos pelo Método da 

Perturbação Modal. 
 

 

Neste capítulo acopladores de dois guias de onda dielétricos serão analisados pelo 

método da perturbação modal. Embora a teoria apresentada neste trabalho seja geral, aplicável  

a acopladores com qualquer número de guias de onda e diferentes seções transversais, a 

análise será concentrada aos acopladores constituídos por duas lâminas dielétricas, Fig. 3.1. 

O objetivo dessa opção é a de se compreender, por essa simples estrutura, o emprego 

perfeito do método perturbacional, visando, futuramente, aplicá-lo a estruturas mais 

complexas. 

Acopladores em lâminas dielétricas; de baixo contraste (os índices de refração dos 

núcleos não diferem muito dos das regiões limítrofes, cascas); e de alto contraste (em que os 

índices dos núcleos e cascas são fortemente distintos), são analisados detalhadamente. 

Os resultados obtidos, pela teoria desenvolvida nos capítulos 1 e 2, foram 

confrontados aos publicados em [Shun-Lien Chuang, 1987] e [Amos Hardy, William 

Streiffer, 1985], com excelentes concordâncias. São eles: coeficiente de encobrimento dos 

campos, parâmetros de acoplamento, constantes de propagação dos modos par e ímpar, assim 

como a do supermodo, que caracteriza o acoplador. Os fatores de violação da conservação da 

potência também são calculados. 

Acopladores com pequenas perdas são projetados e analisados, variando-se: ou a 

espessura de uma das lâminas dielétricas, ou a separação entre os guias, ou o comprimento de 

onda da fonte.  

 

 

 
Fig. 3.1. Lâminas dielétricas acopladas.  
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3.1.    Análise de acopladores de baixo contraste. 

 

Nesse item, é analisado o acoplador de baixo contraste, Fig. 3.1, com as seguintes 

características: 

 

𝜂1 = 3,4 

𝜂𝑎 = 3,6 

𝜂𝑏 = 3,6 

𝜂3 = 3,4 

𝜂̂2 = 3,4 − 𝑗𝜂2
′  

Em que (𝜂2
′ )2 = 0,001299 

 

A espessura do guia de onda – ‘a’ é fixa 𝑎 = 0,15𝜇𝑚. 

A espessura do guia de onda – ‘b’ é variável 𝑏 = [0,1 − 0,325]𝜇𝑚. 

A separação dos guias de onda 𝑆 = [0,2 − 1,2]𝜇𝑚. 

O comprimento de onda 𝜆 = [0,4 − 1,6]𝜇𝑚. 

 

3.1.1. Variação da espessura de um dos guias de onda  

 

A análise da estrutura acoplada, variando-se a espessura do guia de onda ‘b’, foi 

elaborada com as considerações seguintes. 

 

 

𝑎 = 0,15 𝜇𝑚 

𝑏 = [0,1 − 0,325] 𝜇𝑚 

𝑆 = 0,4 𝜇𝑚 

𝜆 = 0,8 𝜇𝑚 

 

 

Observa-se que o parâmetro variável é, somente, a espessura do guia de onda b. A 

condição de modo único nos dois guias, de acordo com capítulo 1, é: espessura menor que 

0,325 𝜇𝑚. 
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Os coeficientes de acoplamento entre os dois guias de onda referentes ao modo 

fundamental 𝑇𝐸10, modo par (simétrico), da estrutura perturbada, Fig. 3.2, são calculados e 

confrontados com os publicados por [Shun-Lien Chuang, 1987] e [Amos Hardy, William 

Streiffer, 1985] 

Nesta simulação a espessura do guia de onda ‘b’ varia entre 𝑏 = [0,1 − 0,2] 𝜇𝑚. 

 

 

 

Fig. 3.2. Caracterização do modo par pelos campos elétricos nos respectivos guias. 

 

 

Segue a expressão para os coeficientes de acoplamento entre dois guias de onda ‘a’ e 

‘b’, vide equações (G.7), apêndice G:  

 

 

𝑘̅𝑎𝑎 = ∬(𝜖′ 
 − 𝜖𝑎̅

 )(𝐸̂𝑎
 ∙ 𝐸̂𝑎

∗ )𝑑𝑆 

 

  

=
𝜔

2
∬(𝜖𝑏 − 𝜖1)[𝑒̂𝑎 ∙ 𝑒̂𝑎]𝑑𝑆𝑏

 

 

 
𝑆𝑏

 

 

𝑘̅𝑏𝑎 = ∬(𝜖′ 
 − 𝜖𝑎̅

 )(𝐸̂𝑏
 ∙ 𝐸̂𝑎

∗ )𝑑𝑆 

 

  

=
𝜔

2
∬(𝜖𝑏 − 𝜖1)[𝑒̂𝑏 ∙ 𝑒̂𝑎]𝑑𝑆𝑏

 

 

 
𝑆𝑏

 

 

(3.1) 

𝑘̅𝑎𝑏 = ∬(𝜖′ 
 − 𝜖𝑏̅

 )(𝐸̂𝑎
 ∙ 𝐸̂𝑏

∗ )𝑑𝑆 

 

  

=
𝜔

2
∬(𝜖𝑎 − 𝜖1)[𝑒̂𝑎 ∙ 𝑒̂𝑏]𝑑𝑆𝑎

 

 

 
𝑆𝑎

 

 

𝑘̅𝑏𝑏 = ∬(𝜖′ 
 − 𝜖𝑏̅

 )(𝐸̂𝑏
 ∙ 𝐸̂𝑏

∗ )𝑑𝑆 

 

  

=
𝜔

2
∬(𝜖𝑎 − 𝜖1)[𝑒̂𝑏 ∙ 𝑒̂𝑏]𝑑𝑆𝑎

 

 

 
𝑆𝑎
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Ao substituir os campos normalizados (𝑒̂𝑎, 𝑒̂𝑏) nas equações (3.1), com auxílio da 

técnica perturbacional, vide equações (L.18), (L.20), (L.23) e (L.25), apêndice L, obtém-se: 

 

 

𝑘̅𝑎𝑏 = (
𝑘0

 

2𝑧0
 )(

cos (
𝑘𝑥𝑎𝑎

2
) cos (

𝑘𝑥𝑏𝑏
2

)

𝐹𝑁𝐴 𝐹𝑁𝐵(𝛼2𝑏
2

 
+ 𝑘𝑥𝑎

2 )
){2𝑒

−𝛼2𝑏(𝑆+
𝑎
2
)
  (𝜂𝑎

 2 − 𝜂2
 2) [𝛼2𝑏 sinh (

𝛼2𝑏𝑎

2
) + 𝑘𝑥𝑎tan (

𝑘𝑥𝑎𝑎

2
) cosh (

𝛼2𝑏𝑎

2
)]

−  𝑗(𝜂2
′ )2 [𝑒−(𝛼2𝑎+𝛼2𝑏)

𝑆
2  

2 sinh (
(𝛼2𝑏 − 𝛼2𝑎)𝑆

2
)

(𝛼2𝑏 − 𝛼2𝑎)
]} 

 

𝑘̅𝑏𝑎 = (
cos (

𝑘𝑥𝑎𝑎
2

) cos (
𝑘𝑥𝑏𝑏
2

)

𝐹𝑁𝐴 𝐹𝑁𝐵(𝛼2𝑎
2

 
+ 𝑘𝑥𝑏

2 )
){2𝑒

−𝛼2𝑎(𝑆+
𝑏
2
)
  (𝜂𝑏

 2 − 𝜂2
 2) [𝛼2𝑎 sinh (

𝛼2𝑎𝑏

2
) + 𝑘𝑥𝑏tan (

𝑘𝑥𝑏𝑏

2
) cosh (

𝛼2𝑎𝑏

2
)]  

−  𝑗(𝜂2
′ )2 [𝑒−(𝛼2𝑏+𝛼2𝑎)

𝑆
2  

2 sinh (
(𝛼2𝑎 − 𝛼2𝑏)𝑆

2
)

(𝛼2𝑎 − 𝛼2𝑏)
]} 

(3.2) 

 

𝑘̅𝑎𝑎 = (
𝑘0

 

2𝑧0
 )(

𝑒−𝛼2𝑎𝑆

𝛼2𝑎

) [(𝜂𝑏
 2 − 𝜂2

 2)𝑒− 𝛼2𝑎(𝑆+𝑏) sinh(𝛼2𝑎𝑏) − 𝑗(𝜂2
′ )2 sinh(𝛼2𝑎𝑆) 

 ] (
cos (

𝑘𝑥𝑎𝑎
2

)

𝐹𝑁𝐴
)

2

 

 

𝑘̅𝑏𝑏 = (
𝑘0

 

2𝑧0
 )(

𝑒−𝛼2𝑏𝑆

𝛼2𝑏

) [(𝜂𝑎
 2 − 𝜂2

 2)𝑒− 𝛼2𝑏(𝑆+𝑎) sinh(𝛼2𝑏𝑎) − 𝑗(𝜂2
′ )2 sinh(𝛼2𝑏𝑆) 

 ] (
cos (

𝑘𝑥𝑏𝑏
2

)

𝐹𝑁𝐵
)

2

 

 

 

 Os parâmetros que definem o acoplamento do guia de onda ‘a’ sobre o guia de onda 

‘b’ e vice-versa, chamados de fatores de acoplamento, definidos no apêndice G, equações 

(G.13) e (G.15.a), são: 
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𝛾𝑎𝑎 =  𝛽𝑎 + [
(𝑘̅𝑎𝑎 − 𝑐𝑘̅𝑎𝑏) + 𝑐2(  𝛽𝑎 − 𝛽𝑏)

(1 − 𝑐2)
] =  𝛽

𝑎
+ [

(𝑘̅𝑎𝑎 − 𝑐𝑘̅𝑏𝑎)

(1 − 𝑐2)
] 

𝛾𝑎𝑏 =
(𝑘̅𝑏𝑎 − 𝑐𝑘̅𝑏𝑏) + 𝑐 (  𝛽𝑎 − 𝛽𝑏)

(1 − 𝑐2)
=

(𝑘̅𝑏𝑎 − 𝑐𝑘̅𝑏𝑏)

(1 − 𝑐2)
 

(3.3) 

𝛾𝑏𝑎 =
(𝑘̅𝑎𝑏 − 𝑐𝑘̅𝑎𝑎) + 𝑐  (  𝛽𝑏 − 𝛽𝑎)

(1 − 𝑐2)
=

(𝑘̅𝑎𝑏 − 𝑐𝑘̅𝑎𝑎)

(1 − 𝑐2)
 

𝛾𝑏𝑏 =  𝛽𝑏 + [
(𝑘̅𝑏𝑏 − 𝑐𝑘̅𝑏𝑎) + 𝑐2(  𝛽𝑏 − 𝛽𝑎)

(1 − 𝑐2)
] =  𝛽

𝑏
+ [

(𝑘̅𝑏𝑏 − 𝑐𝑘̅𝑎𝑏)

(1 − 𝑐2)
] 

 

 
Leitura:           𝛾𝑎𝑏

→
: fator de acoplamento do  G.O – ‘a’ sobre o G.O – ‘b’. 

                        𝛾𝑏𝑎
→

: fator de acoplamento do  G.O – ‘b’ sobre o G.O – ‘a’. 

                                      𝑘̅𝑏𝑎
    ⃖⃗ ⃗⃗

: 𝑐𝑜𝑒𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑎𝑐𝑜𝑝𝑙𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑜  𝐺. 𝑂 –  ‘𝑎’ 𝑠𝑜𝑏𝑟𝑒 𝑜 𝐺. 𝑂 –  ‘𝑏’.  

                                       𝑘̅𝑎𝑏
    ⃖⃗ ⃗⃗

: 𝑐𝑜𝑒𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑎𝑐𝑜𝑝𝑙𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑜  𝐺. 𝑂 –  ‘𝑏’ 𝑠𝑜𝑏𝑟𝑒 𝑜 𝐺. 𝑂 –  ‘𝑎’. 

 

Nota: Nas equações (G.13) e (G.15.a) foi incluso o fator de encobrimento dos campos ‘c’ 

definido pela equação (E.19), apêndice E. No entanto, nos artigos [Shun-Lien Chuang, 1987] 

e [Amos Hardy, William Streiffer, 1985], inclui-se o fator modificado, ‘ 𝑐̅ ’, também definido 

pela mesma equação (E.19). Sendo assim, e para manter a coerência com os artigos 

publicados, os fatores de acoplamento são redefinidos para este capítulo incluindo o fator 

modificado.  

 

𝛾𝑎𝑎 =  𝛽𝑎 + [
(𝑘̅𝑎𝑎 − 𝑐̅𝑘̅𝑎𝑏) + 𝑐̅2(  𝛽𝑎 − 𝛽𝑏)

(1 − 𝑐̅2)
] =  𝛽

𝑎
+ [

(𝑘̅𝑎𝑎 − 𝑐̅𝑘̅𝑏𝑎)

(1 − 𝑐̅2)
] 

𝛾𝑎𝑏 =
(𝑘̅𝑏𝑎 − 𝑐̅ 𝑘̅𝑏𝑏) + 𝑐̅  (  𝛽𝑎 − 𝛽𝑏)

(1 − 𝑐̅ 2)
=

(𝑘̅𝑏𝑎 − 𝑐̅ 𝑘̅𝑏𝑏)

(1 − 𝑐̅ 2)
 

(3.3.a) 

𝛾𝑏𝑎 =
(𝑘̅𝑎𝑏 − 𝑐̅ 𝑘̅𝑎𝑎) + 𝑐̅  (  𝛽𝑏 − 𝛽𝑎)

(1 − 𝑐̅ 2)
=

(𝑘̅𝑎𝑏 − 𝑐̅ 𝑘̅𝑎𝑎)

(1 − 𝑐̅ 2)
 

𝛾𝑏𝑏 =  𝛽𝑏 + [
(𝑘̅𝑏𝑏 − 𝑐̅𝑘̅𝑏𝑎) + 𝑐̅2(  𝛽𝑏 − 𝛽𝑎)

(1 − 𝑐̅2)
] =  𝛽

𝑏
+ [

(𝑘̅𝑏𝑏 − 𝑐̅𝑘̅𝑎𝑏)

(1 − 𝑐̅2)
] 
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Na Fig.3.3, tem-se a representação gráfica da parte real dos fatores de acoplamento 

𝛾𝑎𝑏 e 𝛾𝑏𝑎 em função da espessura do guia de onda ‘b’.  

 

 
 

Fig. 3.3. Parte real dos fatores de acoplamento 𝜸𝒂𝒃 e 𝜸𝒃𝒂 em função da espessura do guia de onda ‘b’. Simulação 

deste trabalho. 

 

 

O aumento de espessura do guia de onda ‘b’ ocasiona maior contribuição do campo 

𝐸𝑦𝑎 no fator de acoplamento 𝛾𝑎𝑏. Esse aumento da espessura induz também uma maior 

concentração do campo dentro do guia de onda ‘b’, 𝐸𝑦𝑏, vide Fig. 3.4. 

Com relação ao fator de acoplamento do guia de onda ‘b’ sobre o guia de onda 

‘a’ (𝛾𝑏𝑎) ocorre o seguinte fato: a variação crescente da espessura do guia de onda ‘b’ 

ocasiona uma diminuição do fator de acoplamento 𝛾𝑏𝑎, já que o campo 𝐸𝑦𝑏 vai diminuindo 

nas fronteiras do guia de onda ‘b’ à medida que a espessura do mesmo aumenta, e chega 

menos forte no guia de onda ‘a’, tal e como mostrado na Fig. 3.5.  
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Fig. 3.4. Aumento da espessura do guia de onda ‘b’. A contribuição do campo 𝑬𝒚𝒂 sobre o guia de onda ‘b’ vai 

aumentando à medida que a espessura aumenta, porem o campo 𝑬𝒚𝒃 é cada vez menor na região correspondente 

ao guia de onda ‘a’. 

 

 

O ponto em que os fatores de acoplamento coincidem é aquele em que os guias de 

onda são idênticos e, portanto, 𝑘̅𝑏𝑎 = 𝑘̅𝑎𝑏, sendo que neste ponto tem-se um casamento 

completo de fase. E, portanto, 𝛾𝑎𝑏 = 𝛾𝑏𝑎. 

Para guias de onda com casamento de fase tem-se, vide equações (H.28), apêndice H: 

 

𝑘̅𝑎𝑏 =
𝜔

2
∬(𝜖𝑟𝐴

 

 

 − 𝜖𝑟1
 )(𝑒̂𝑏𝑒̂𝑎)𝑑𝑆 

 

𝑆𝑎
 

= 𝑘̅𝑏𝑎 

 

𝑘̅𝑎𝑏 = 𝑘̅𝑏𝑎: coeficiente de acoplamento entre os guias de onda. 

Na Fig. 3.5 observa-se a comparação dos resultados obtidos nas simulações desse 

trabalho com os publicados em [Shun-Lien Chuang, 1987], [Amos Hardy, William Streiffer, 

1985] e [H.F. Taylor, A. Yariv 1974].  
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Fig. 3.5. Parte real dos fatores de acoplamento 𝜸𝒂𝒃 (𝒌̅𝒃𝒂 𝒆𝒎 [𝟑]) e 𝜸𝒃𝒂 (𝒌̅𝒂𝒃 𝒆𝒎 [𝟑]) em função da espessura do 

guia de onda ‘b’. Este trabalho (azul e vermelho). Resultados em [Shun-Lien Chuang, 1987], [Amos Hardy, 

William Streiffer, 1985], linha descontínua. Resultados em [H.F. Taylor, A. Yariv 1974], linha em cruzes. 

 

 

 Os resultados obtidos neste trabalho se superpõem perfeitamente aos encontrados em 

[Shun-Lien Chuang, 1987] e [Amos Hardy, William Streiffer, 1985]. Já em relação aos 

resultados do artigo [H.F. Taylor, A. Yariv 1974] observa-se uma pequena diferença.  

 A nomenclatura desse trabalho se refere às dos artigos [Shun-Lien Chuang, 1987] e 

[Amos Hardy, William Streiffer, 1985] da seguinte forma:  

 
Tabela 3.1. Nomenclatura na literatura para os fatores de acoplamento. 

 

ESTE TRABALHO 
[Shun-Lien Chuang, 

1987] 

[Amos Hardy, 

William Streiffer, 

1985] 

Acoplamento de           

‘a’ sobre ‘b’ 
𝛾𝑎𝑏 𝐾𝑏𝑎 𝑘̅𝑏𝑎 

Acoplamento de           

‘b’ sobre ‘a’ 
𝛾𝑏𝑎 𝐾𝑎𝑏 𝑘̅𝑎𝑏 

 

 

A Fig.3.6 mostra o comportamento da parte imaginária dos coeficientes de 

acoplamento, 𝛾𝑎𝑏 e 𝛾𝑏𝑎, (parte reativa). Observa-se que o módulo da parte imaginária do fator 
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de acoplamento do guia ‘a’ sobre o guia ‘b’, 𝛾𝑎𝑏, diminui com o aumento da espessura do 

guia de onda ‘b’, pois, o campo do guia de onda ‘b’ decresce na região relacionada à perda.  

Com a parte imaginária do coeficiente 𝛾𝑏𝑎 ocorre o seguinte: o aumento da espessura 

do guia de onda ‘b’ faz que 𝑐𝑘𝑎𝑎 decresça menos do que 𝑘𝑎𝑏 até que o guia de onda ‘b’ iguale 

a espessura do guia de onda ‘a’, a partir de então 𝑐𝑘𝑎𝑎 cresce mais rapidamente do que 𝑘𝑎𝑏, 

portanto, a partir do referido ponto o módulo do fator de acoplamento diminui. Como se 

verifica na equação (3.3), referente ao 𝛾𝑏𝑎. 

 

𝐼𝑚[𝛾𝑎𝑏] = 𝐼𝑚 [
(𝑘̅𝑏𝑎 − 𝑐𝑘̅𝑏𝑏)

(1 − 𝑐2)
] 

𝐼𝑚[𝛾𝑏𝑎] = 𝐼𝑚 [
(𝑘̅𝑎𝑏 − 𝑐𝑘̅𝑎𝑎)

(1 − 𝑐2)
] 

 

 

 
Fig. 3.6. Parte imaginária dos fatores de acoplamento 𝜸𝒂𝒃 e  𝜸𝒃𝒂 em função da espessura do guia de onda ‘b’. 

Simulação deste trabalho. 
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 Na Fig. 3.7, mostra-se a comparação dos resultados encontrados com os publicados 

em [Shun-Lien Chuang, 1987], [Amos Hardy, William Streiffer, 1985] e [H.F. Taylor, A. 

Yariv 1974]. A parte imaginária do coeficiente de acoplamento foi representada em módulo, 

de acordo com [Shun-Lien Chuang, 1987] e [Amos Hardy, William Streiffer, 1985]. A 

superposição é perfeita entre os resultados desse trabalho com os dos artigos publicados.  

 

Fig. 3.7. Parte imaginária dos fatores de acoplamento 𝜸𝒂𝒃 (𝒌̅𝒃𝒂 𝒆𝒎 [𝟑]) e 𝜸𝒃𝒂 (𝒌̅𝒂𝒃 𝒆𝒎 [𝟑]) em função da 

espessura do guia de onda ‘b’. Este trabalho (vermelho e azul). Resultados em [Shun-Lien Chuang, 1987], 

[Amos Hardy, William Streiffer, 1985], linha descontínua. Resultados em [H.F. Taylor, A. Yariv 1974], linha 

em cruzes. 

 

 Vê-se, na Fig.3.8, que o fator de encobrimento dos campos decresce com o aumento 

da espessura do guia de onda ‘b, pois, o campo elétrico no guia de onda ‘b’ vai diminuindo, 

logo, o encobrimento dos campos, também, decresce. O encobrimento tende a zero quando a 

espessura do guia de onda ‘b’ se estender ao infinito, já que o campo elétrico no guia de onda 

‘b’ se anula. 

Conforme equação (L.10), vide apêndice L, a expressão do fator de encobrimento dos 

campos é: 

𝑐 =
1

2𝑧0

(
𝛽

𝑎
+ 𝛽

𝑏

𝑘0

) ∫ 𝑒̂𝑦𝑎 ∙  𝑒̂𝑦𝑏

+∞ 

−∞ 

𝑑𝑥                                      (3.4) 
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 E o fator modificado é: 

 

𝑐̅ =
𝑐
2

=  
𝑐𝑎𝑏 + 𝑐𝑏𝑎

2
 

 

 

 

Fig. 3.8. Fator de encobrimento dos campos em função da espessura do guia de onda ‘b’. 

 

 

 

A seguir serão analisadas as constantes de propagação dos modos par e ímpar 

(simétrico e assimétrico), mostrados na Fig. 3.9. 

Como visto no capítulo 2, as expressões para as constantes de propagação dos modos 

par e ímpar são: 

 

Modo par: 

𝛽𝑒 = (Φz + Ψ) = k0𝜂 𝑒𝑓𝑓
        𝑒

                                           (3.4) 

 Modo ímpar: 

𝛽𝑜 = (Φz − Ψ) = k0𝜂 𝑒𝑓𝑓
        𝑜

                                           (3.5) 
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 Os parâmetros Φz e Ψ são definidos nas equações (2.25) 

 O comportamento dos modos par e ímpar do acoplador é o seguinte: 

 

 

Fig. 3.9.a. Caracterização do modo par pelos campos nos respectivos guias de onda ópticos. 

Fig. 3.9.b. Caracterização do modo ímpar pelos campos nos respectivos guias de onda ópticos. 

 

A Fig. 3.10, mostra o comportamento da parte real da constante de propagação dos 

modos par e ímpar em função da espessura do guia de onda ‘b’. 

 

 

Fig. 3.10. Parte real da constante de propagação dos modos simétrico e antissimétrico em função da espessura do 

guia de onda ‘b’. 
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Observa-se nas equações (3.4) e (3.5) que a constante de propagação do modo 

simétrico é maior do que a do modo assimétrico, confirmada na Fig. 3.10. 

Na Fig. 3.11, confrontam-se os resultados da parte real da constante de propagação 

(dos modos par e ímpar), obtidos nesse trabalho com os publicados em [Shun-Lien Chuang, 

1987], [Amos Hardy, William Streiffer, 1985] e [H.F. Taylor, A. Yariv 1974].  

 

 

 

Fig. 3.11. Parte real da constante de propagação dos modos par (simétrico) e ímpar (assimétrico), 𝜷𝒆 e  𝜷𝒐 

respectivamente, em função da espessura do guia de onda ‘b’. Este trabalho (vermelho e azul). Resultados em 

[Shun-Lien Chuang, 1987], [Amos Hardy, William Streiffer, 1985], linha descontínua. Resultados em [H.F. 

Taylor, A. Yariv 1974], linha em cruzes. 

 

 

 Conforme equações (3.4) e (3.5), o aumento da espessura do guia de onda ‘b’ isolado, 

eleva o valor do índice de refração efetivo da estrutura, portanto, 𝑅𝑒[𝛽
𝑒
] 𝑒 𝑅𝑒[𝛽

𝑜
], também 

aumentam até um valor em que convergem. 

A análise completa do comportamento das partes real e imaginária da constante de 

propagação dos modos par e ímpar encontra-se no item “3.2. Análise de acopladores de alto 

contraste.”   
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Na Fig. 3.12, mostra-se a parte imaginária da constante de propagação. 

 

Fig. 3.12. Parte imaginária da constante de propagação dos modos par (simétrico) e ímpar (assimétrico), 𝜷𝒆 e  𝜷𝒐 

respectivamente, em função da espessura do guia de onda ‘b’.  

 

 

Fig. 3.13. Parte imaginária da constante de propagação dos modos par (simétrico) e ímpar (assimétrico), 𝜷𝒆 e  𝜷𝒐 

respectivamente, em função da espessura do guia de onda ‘b’. Este trabalho (vermelho e azul). Resultados em 

[Shun-Lien Chuang, 1987], [Amos Hardy, William Streiffer, 1985], linha descontínua. Resultados em [H.F. 

Taylor, A. Yariv 1974], linha em cruzes. 
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Observa-se como os resultados obtidos neste trabalho se superpõem perfeitamente aos 

resultados publicados em [Shun-Lien Chuang, 1987] e [Amos Hardy, William Streiffer, 

1985]. 

Por último, mostra-se o fator de violação da conservação da potência, equação (J.11), 

apêndice J, comparado com os resultados publicados em [Shun-Lien Chuang, 1987]. 

 

𝐹𝑎𝑏 =
𝛾𝑏𝑎

𝜓2
[(𝛾𝑏𝑎 − 𝛾𝑎𝑏) + 2(

𝛾𝑏𝑎
∗ Δ𝑎𝑏

|𝜓|2
) (𝑐𝑏𝑎 + 𝑐𝑎𝑏)]                       (3.6. a) 

 

 

 

 

Fig. 3.13.a. Fatores de Violação da Conservação da Potência. 
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3.1.2.  Variação da Separação entre os Guias de Onda. 

 

 Neste caso são considerados guias de onda idênticos, logo, com casamento de fase. 

Sendo assim os coeficientes de acoplamento, 𝑘̅𝑏𝑎 e 𝑘̅𝑎𝑏, são iguais e 𝑘̅𝑎𝑎 e 𝑘̅𝑏𝑏 também. Isso 

faz com que os fatores de acoplamento também sejam iguais: 𝛾𝑎𝑏 = 𝛾𝑏𝑎. Considera-se o 

modo par (simétrico) para a representação dos fatores de acoplamento. 

 

 As características geométricas e da radiação que se propaga nos dois guias de onda são 

as seguintes: 

 

𝑎 = 0,15 𝜇𝑚 

𝑏 = 0,15 𝜇𝑚 

𝑆 = [0,2 − 1,2] 𝜇𝑚 

𝜆 = 0,8 𝜇𝑚 

 

 

Representa-se, em primeiro lugar, a parte real do coeficiente de acoplamento dos dois 

guias, 𝛾𝑎𝑏 = 𝛾𝑏𝑎. 

 

 

Fig. 3.14. Parte real dos coeficientes de acoplamento em função da separação entre os guias. 
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 Evidentemente, à medida que separamos os guias a parte real do coeficiente de 

acoplamento diminui já que o acoplamento entre as lâminas dielétricas se enfraquece com o 

aumento da distância entre elas.  

Na Fig. 3.15, vê-se a confrontação dos resultados obtidos, com os publicados por 

[Shun-Lien Chuang, 1987] e [Amos Hardy, William Streiffer, 1985]. Comprova-se a 

concordância exata dos resultados desse trabalho com os publicados previamente. 

 

 

Fig. 3.15. Resultados confrontados com [Shun-Lien Chuang, 1987] e [Amos Hardy, William Streiffer, 1985], 

linhas pretas, contínua e descontínua. 

 

 

Nos artigos [Shun-Lien Chuang, 1987] e [Amos Hardy, William Streiffer, 1985], os 

resultados correspondentes aos fatores de acoplamento, assim como as partes, real e 

imaginaria, das constantes de propagação dos modos par e ímpar foram representados para 

separações entre os guias de onda superiores a 𝑆 = 0,3 𝜇𝑚, sendo que não existem resultados 

conclusivos para separações menores. Sendo assim, e desde que não existem resultados 

conclusivos publicados referentes a separações menores a  𝑆 = 0,3 𝜇𝑚 na literatura, não 

existe a possibilidade de comparar os resultados desse trabalho com nenhum publicado para 

essas estruturas. Será feita uma avaliação dos resultados para separações superiores a 𝑆 =

0,3 𝜇𝑚.  

Na Fig. 3.16.a mostra-se o módulo da parte imaginária dos fatores de acoplamento 

𝛾𝑎𝑎 = 𝛾𝑏𝑏 em função da separação entre os guias de onda.  
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Fig. 3.16.a. Módulo da parte imaginária dos fatores de acoplamento 𝜸𝒂𝒂, 𝜸𝒃𝒃 em função da separação entre os 

guias de onda. 

 

 

O comportamento da parte imaginária dos fatores de acoplamento 𝛾𝑎𝑎 , 𝛾𝑏𝑏, pode ser 

entendido a partir das equações (3.2) e (3.3.a). Observa-se que desde que estamos tratando da 

parte imaginária, a constante de propagação dos guias isolados (considerada real), não precisa 

ser tida em consideração, assim tem-se:  

 

𝐼𝑚[𝛾𝑎𝑎] = 𝐼𝑚 [
(𝑘̅𝑎𝑎 − 𝑐̅𝑘̅𝑏𝑎)

(1 − 𝑐̅2)
] 

 

Segundo as equações (3.3.a), o coeficiente de acoplamento 𝑘̅𝑎𝑎 consiste de um 

produto de funções: 𝑠𝑒𝑛ℎ(𝑎𝑆)𝑒−𝑎𝑆, que exibe um comportamento levemente crescente e 

depois constante a partir de certo valor de S, por outro lado, 𝑐̅𝑘̅𝑏𝑎 decresce exponencialmente 

com S. Quando S é muito pequeno, e os guias se encontram muito juntos, o acoplamento é 

maior e, portanto, a função 𝑐̅𝑘̅𝑏𝑎 também, o que faz a quantidade 
(𝑘̅𝑎𝑎−𝑐̅𝑘̅𝑏𝑎)

(1−𝑐̅2)
 se manter  muito 

pequena. À medida que separamos os guias, a quantidade 𝑐̅𝑘̅𝑏𝑎 diminui e o fator de 
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acoplamento começa a aumentar, até o ponto em que 𝑐̅𝑘̅𝑏𝑎 é tão pequeno que o coeficiente de 

acoplamento 𝑘̅𝑎𝑎 predomina, adotando já a forma de quase constante exibida na Fig. 3.16.a. 

Mostra-se, na Fig. 3.16.b, o módulo da parte imaginária dos fatores de acoplamento 

𝛾𝑎𝑏 , 𝛾𝑏𝑎 em função da separação entre as lâminas dielétricas. 

 

 

Fig. 3.16.b. Módulo da parte imaginária dos fatores de acoplamento 𝜸𝒂𝒃, 𝜸𝒃𝒂 em função da separação entre 

guias. 

 

 

 

 A tendência da parte imaginária do coeficiente de acoplamento mostrada na 

Fig. 3.16 é a de diminuir em módulo com a separação entre os guias, (𝛾𝑎𝑏 = 𝛾𝑏𝑎). É 

importante destacar que a parte imaginária dos fatores de acoplamento não representa perdas 

em si, mas resultados de funções referentes à estrutura. As perdas se relacionam ao 

supermodo. Estes fatores representam acoplamento sobre uma estrutura por causa da presença 

da outra e, mesmo dependendo da região de perdas, não tem a ver com as perdas em si e sim 

com o acoplamento entre elas. Sendo assim, a parte imaginária dos fatores de acoplamento é a 

de diminuir com o aumento da separação entre os guias. 
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Para comparar os resultados com [Shun-Lien Chuang, 1987] e [Amos Hardy, William 

Streiffer, 1985] representa-se o módulo da parte imaginária dos fatores de acoplamento. 

 

 

Fig. 3.17. Resultados deste trabalho, linha azul, da parte imaginária dos fatores de acoplamento confrontados 

com [Shun-Lien Chuang, 1987] e [Amos Hardy, William Streiffer, 1985], linhas pretas, contínua e descontínua, 

linha a pontos [H.F. Taylor, A. Yariv 1974]. 

 

 Na Fig. 3.18 observa-se a parte real da constante de propagação dos modos par 

(simétrico) e ímpar (assimétrico), vistos na Fig. 3.9. 

 

 

Fig. 3.18. Parte real da constante de propagação dos modos par e ímpar. 
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 No modo simétrico, a parte real da constante de propagação diminui com a separação 

entre os guias. Esse comportamento é visualizado na Fig. 3.19, na qual os campos que se 

propagam nos guias se superpõem construtivamente. Sendo que, ao se afastarem, a 

superposição dos campos nos respectivos guias diminui, uma vez que o campo decresce com 

a distância. No infinito, a parte real da constante de propagação converge ao dos guias 

isolados.  

  

 

Fig. 3.19. Para o modo simétrico (par), a contribuição dos campos no guia oposto diminui com o a separação 

entre os guias. 

 

No modo assimétrico, a parte real da constante de propagação aumenta com a 

separação entre os guias. Isso é devido a que, no caso do modo ímpar, os campos têm sinais 

diferentes e, portanto, uma contribuição destrutiva na constante de propagação do outro guia. 

Sendo que, à medida que separamos os guia de onda, esta contribuição negativa vai 

diminuindo e, portanto, restamos menos campo no outro guia, o que faz a constante de 
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propagação aumentar. Este comportamento pode ser entendido com maior clareza observando 

a Fig. 3.20. 

As constantes de propagação dos modos par e ímpar convergem nas estruturas em que 

os guias estejam muito afastados, vide Fig. 3.18. Quando os dois guias estiverem fortemente 

afastados as respectivas constantes de propagação correspondem às dos guias isolados. Na 

situação analisada, como os guias são iguais, as constantes dos modos par e ímpar convergem 

a um mesmo valor.  

 

Fig. 3.20. Para o modo assimétrico (ímpar), os campos têm sinais opostos, portanto, à medida que separamos os 

mesmos, o módulo diminui, acarretando acréscimo nos termos negativos. 
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 Na Fig. 3.21 mostra-se a confrontação dos resultados desse trabalho com os 

publicados em [Shun-Lien Chuang, 1987] e [Amos Hardy, William Streiffer, 1985]. Observa-

se a superposição perfeita das diferentes curvas encontradas.  

 

 

 

Fig. 3.21. Parte real da constante de propagação, em vermelho e azul os resultados obtidos nesse trabalho, linhas 

pretas, contínua e descontínua, resultados publicados em [Shun-Lien Chuang, 1987] e [Amos Hardy, William 

Streiffer, 1985]. Linha pontuada, resultado obtido em [H.F. Taylor, A. Yariv 1974]. 
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Segundo [Amos Hardy, William Streiffer, 1985], e citando textualmente: “À medida 

que 𝑆 → 0, o modo assimétrico entra em corte para 𝑆 ≈ 0,0395 𝜇𝑚, e somente um modo se 

propaga. Ainda que não pretendesse validez por nenhum formalismo dos modos acoplados 

nesse regime, os nossos resultados predizem que o modo assimétrico entra em corte para 𝑆 ≈

0,11 𝜇𝑚, enquanto, e de acordo com [Amos Hardy, William Streiffer, 1985](Yariv), não 

acontece corte nenhum. Ainda assim, nesse limite a nova teoria é pelo menos correta 

qualitativamente. Diminuindo S, a parte imaginária da constante de propagação do modo 

assimétrico também exibe um comportamento interessante. Inicialmente, à medida que os 

guias individuais são aproximados, 𝐼𝑚[𝛽𝑒] aumenta porque uma fração maior da potência 

modal se propaga na região que separa os guias, mas à medida que a região continua a se 

encolher, a tendência se reverte desde que não existem perdas modais no limite em que 𝑆 →

0.” 

 

Na Fig. 3.22, mostra-se a parte imaginária da constante de propagação para os modos 

par (simêtrico) e ímpar (assimêtrico) em função da separação entre os guias de onda. Observa-

se como, no caso do modo assimétrico,o módulo da parte imaginária da constante de 

propagação aumenta com a separação, tendendo a convergir a medida que aumentamos a 

mesma. A expressão para as constantes de propagação dos modos par e impar é: 

 

 

𝛽𝑒 = 𝛾𝑎𝑎 + 𝛾𝑎𝑏 

𝛽𝑜 = 𝛾𝑎𝑎 − 𝛾𝑎𝑏 

 

 

 Com os guias muito juntos, o valor de 𝛾𝑎𝑏 e alto, sendo que a parte imaginária da 

constante de propagação dos modos par e ímpar difere fortemente. À medida que separamos 

os guias, 𝛾𝑎𝑏 diminui, sendo que para uma separação suficiente 𝛽𝑒 ≈ 𝛾𝑎𝑎 ≈ 𝛽𝑜. 

 Para o modo assimétrico, o módulo da parte imaginária da constante de propagação 

aumenta já que a quantidade 𝛾𝑎𝑎, se mantém elevada, enquanto 𝛾𝑎𝑏 diminui, sendo que a resta 

das duas vai aumentando cada vez mais lentamente, tendendo a convergir ao valor de 𝛾𝑎𝑎. O 

efeito contrario acontece para o modo simétrico, onde a quantidade 𝛾𝑎𝑏, soma cada vez menos 

a medida que aumenta a separação entre as lâminas, fazendo a quantidade total diminuir 

lentamente.  
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Fig. 3.22. Parte imaginária da constante de propagação para os modos par e ímpar. 

 

 

Para confrontar os resultados com [Shun-Lien Chuang, 1987] [Amos Hardy, William 

Streiffer, 1985], os módulos das partes imaginárias das constantes de propagação são 

apresentados na Fig. 3.23. Observa-se a superposição perfeita entre os resultados deste 

trabalho e os publicados.  

 

 
Fig. 3.23. Confrontação dos resultados desse trabalho (azul e vermelho) com os publicados em [Shun-Lien 

Chuang, 1987] e [Amos Hardy, William Streiffer, 1985], linhas contínuas pretas e [H.F. Taylor, A. Yariv 1974], 

linha a pontuada. 
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Por último, na Fig. 3.24, mostra-se o fator de encobrimento dos campos que, 

obviamente, vai diminuindo à medida que separamos os guias de onda. No limite, quando os 

guias estão infinitamente separados, este fator de encobrimento dos campos se anula. 

 

 
 

Fig. 3.24. Fator de encobrimento dos campos. 
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3.1.3.  Variação do comprimento de onda da radiação. 

 

 

 Neste item, analisa-se a estrutura variando-se o comprimento de onda da fonte. A 

análise compreende uma varredura em comprimento de onda na faixa do infravermelho 

superior, 𝜆 = 0,4 − 1,6 𝜇𝑚, (entre 50 e 210 THz). O comportamento em comprimento de 

onda para diferentes separações entre os guias de onda também será estudado. O índice de 

refração dos materiais varia, em geral, com o comprimento de onda, o que não será levado em 

conta.  

 A seguir, os valores dos diferentes parâmetros com os quais foi realizada a simulação. 

Serão obtidos os gráficos dos fatores de acoplamento, fator de encobrimento dos campos e 

constantes de propagação. 

 

 

𝑎 = 0,15 𝜇𝑚 

𝑏 = 0,15 𝜇𝑚 

𝑆 = 0,2 (𝜇𝑚) 

𝑆 = 0,4 (𝜇𝑚) 

𝑆 = 0,6 (𝜇𝑚) 

𝑆 = 1,6 (𝜇𝑚) 

𝜆 = 0,4 − 1,6 𝜇𝑚 

 

  

 

Observa-se, nos parâmetros anteriores, que além do comprimento de onda, foram 

usadas diferentes separações entre os guias de onda para realizar a simulação. 

 Em primeiro lugar é representada a parte real do fator de acoplamento dos dois guias, 

que neste caso é igual, já que existe casamento de fase por serem os guias idênticos. 

Na Fig. 3.26 é representada a parte real dos fatores de acoplamento para quatro 

separações distintas entre os guias de onda idênticos. 
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À medida que se aumenta o comprimento de onda e, portanto, maior parte da energia 

se encontra fora do núcleo, a parte real do fator de acoplamento também aumenta.  

 

 

Fig. 3.25. Com o aumento do comprimento de onda, a quantidade de energia que se concentra fora do núcleo 

também aumenta, ocasionando maior acoplamento entre os guias. 

 

 
Fig. 3.26. Parte real do fator de acoplamento em função do comprimento de onda para varias separações entre 

guias. 
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 Nas Fig. 3.27.a e Fig. 3.27.b, mostra-se a parte imaginária dos fatores de acoplamento 

em função do comprimento de onda. 

 
Fig. 3.27.a.  Parte imaginária dos fatores de acoplamento, 𝜸𝒂𝒃, 𝜸𝒃𝒂, em função do comprimento de onda para 

várias separações entre guias. 

 
Fig. 3.27.b. Módulo da parte imaginária dos fatores de acoplamento, 𝜸𝒂𝒂, 𝜸𝒃𝒃, em função do comprimento de 

onda para uma separação de 𝟎, 𝟒 𝝁𝒎 entre as lâminas. 
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No capítulo dois examinou-se detalhadamente o comportamento dos modos simétrico 

e assimétrico no acoplador.  

Sendo que 𝜆𝑥
(𝑒)

= 2𝜆𝑥
(𝑜)

 (e=even=par; o=odd=ímpar), vide Fig.3.3. Portanto,          

𝑘𝑥
(𝑒)

=
2𝜋

𝜆𝑥
(𝑒) < 𝑘𝑥

(𝑜)
=

2𝜋

𝜆𝑥
(𝑜), conseqüentemente: 𝛽𝑒 = √𝑘2

2 − 𝑘𝑥
(𝑒) > 𝛽𝑜 = √𝑘2

2 − 𝑘𝑥
(𝑜) e conclui-se 

que se 𝛽𝑒 > 𝛽𝑜, então 𝜂 𝑒𝑓𝑓
        𝑒

> 𝜂 𝑒𝑓𝑓
        𝑜

. 

 

 

            Fig. 3.28.a. 𝑬𝒚
(𝒆)

(𝒙), modo normal-par                            Fig. 3.28.b. 𝑬𝒚
(𝒐)

(𝒙), modo normal-ímpar 

 

 

Mostra-se, na Fig. 3.29, a parte real da constante de propagação em função do 

comprimento de onda de operação. Para comprimentos de onda muito pequenos, a maior parte 

da onda se encontra concentrada em cada um dos guias de onda, sendo que as constantes de 

propagação dos modos par e impar tendem a ser iguais.  

 

𝛽𝑒 = (
𝛾𝑎𝑎 + 𝛾𝑏𝑏

2
) + √(

𝛾𝑎𝑎 − 𝛾𝑏𝑏

2
)
2

+ 𝛾𝑎𝑏𝛾𝑏𝑎 

 

𝛽𝑜 = (
𝛾𝑎𝑎 + 𝛾𝑏𝑏

2
) − √(

𝛾𝑎𝑎 − 𝛾𝑏𝑏

2
)
2

+ 𝛾𝑎𝑏𝛾𝑏𝑎 

 

 Esse comportamento se deve ao seguinte: como estamos trabalhando com guias de 

onda idênticos, o termo (
𝛾𝑎𝑎−𝛾𝑏𝑏

2
)
2

= 0, ja que 𝛾𝑎𝑎 = 𝛾𝑏𝑏. Também, 𝛾𝑎𝑏 = 𝛾𝑏𝑎. Sendo assim, 

as equações anteriores podem ser escritas como:  
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𝛽𝑒 = 𝛾𝑎𝑎 + 𝛾𝑎𝑏 

 

𝛽𝑜 = 𝛾𝑎𝑎 − 𝛾𝑎𝑏 

 

À medida que diminui o comprimento de onda, o fator de acoplamento de ‘a’ sobre 

‘b’, 𝛾𝑎𝑏, também diminui, já que maior quantidade da onda se encontra concentrada no núcleo 

e, portanto, o acoplamento com o outro guia é menor. Sendo que a tendência é a que 𝛽𝑒 se 

aproxime muito a 𝛽𝑜, (𝛽𝑒 = 𝛽𝑜 = 𝛾𝑎𝑎). 

 
Fig.3.29. Parte real da constante de propagação em função do comprimento de onda para os modos par 

(simétrico) e ímpar (assimétrico). 
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Com o aumento do comprimento de onda, o fator 𝛾𝑎𝑏 tende a aumentar também, até 

certo ponto, fazendo com que 𝛽𝑒 e 𝛽𝑜 se separem também. Ao mesmo tempo, quando 

aumentamos o comprimento de onda, a quantidade 𝛾𝑎𝑎 também diminui, já que esta depende 

fortemente de 𝛽𝑎, e aumentando o lambda, maior parte da onda se encontra fora do núcleo, 

fazendo com que a constante de propagação do guia de onda isolado, diminua, por isso vemos 

que as duas constantes de propagação dos modos par e ímpar diminuem com o aumento do 

comprimento de onda. Fig. 3.29. 

 Para comprimentos de onda menores, a maior parte de energia da onda se encontra 

concentrada no guia de onda, e a diferença entre os dois modos é menor, já que os guias de 

onda têm a tendência a se comportar como se estivessem isolados e a parte real das constantes 

de propagação tende a ser a dos guias isolados. Isto acontece já que, devido a esta 

concentração da onda em cada um dos guias de onda, o acoplamento com outro guia é menor. 

À medida que o comprimento de onda aumenta, maior parte da onda se encontra fora do guia, 

logo o acoplamento se faz mais forte, como também a diferença entre as constantes de 

propagação dos modos par e o ímpar. Este comportamento pode ser observado na Fig. 3.30. 

 

 

 

 

Fig. 3.30. À medida que o comprimento de onda aumenta a diferença entre os modos par e ímpar se faz mais 

evidente. 

 

Mostra-se, na Fig. 3.31, a relação entre a parte real da constante de propagação e o 

comprimento de onda, observa-se como, à medida que aumentamos o comprimento de onda, e 

maior parte da onda se encontra fora do núcleo, a constante de propagação diminui. Observa-

se também que a diferença entre o modo par e ímpar diminui à medida que separamos os 
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guias de onda. Para uma separação de 𝑆 = 1,6 𝜇𝑚 a parte real das constantes de propagação 

dos dois modos já e quase idêntica.  

 

 

 
 

Fig.3.31. Parte real da constante de propagação em função do comprimento de onda e da separação entre os 

guias de onda. 

 

 

 

Na Fig. 3.32, observa-se a o módulo da parte imaginária da constante de propagação 

para os modos par e ímpar em função da variação do comprimento de onda para diferentes 

distâncias de separação entre os guias de onda.  

  



147 
 

 
Fig. 3.32. Módulo da parte imaginária da constante de propagação em função do comprimento de onda para 

diferentes separações entre os guias de onda. 

 

Tal e como foi visto anteriormente, para guias idênticos, as constantes de propagação 

do modo simétrico e assimétrico se escrevem, respectivamente:  

 

𝛽𝑒 = 𝛾𝑎𝑎 + 𝛾𝑎𝑏 

 

𝛽𝑜 = 𝛾𝑎𝑎 − 𝛾𝑎𝑏 

 

Para explicar o comportamento do módulo da parte imaginária da constante de 

propagação, deve-se examinar com detalhe as curvas da Fig. 3.32. Inicia-se pelas duas curvas 

correspondentes à maior separação entre os guias, 𝑆 = 1,6 𝜇𝑚. Observa-se que essas duas 

curvas, correspondentes aos modos par e impar, praticamente se superpõem para 

comprimentos de onda baixos. Ou seja, as partes imaginárias das constantes de propagação do 

modo par e ímpar são iguais. Isso é devido a que com grande separação entre os guias e baixa 

frequência, o fator 𝛾𝑎𝑏 é praticamente zero, vide Fig. 3.27 (curva azul claro), já que a onda se 

encontra fortemente confinada no núcleo, e a distância impede que se realize qualquer 

acoplamento, ou pelo menos esse é muito pequeno em comparação com o fator 𝛾𝑎𝑎, que 

inicialmente e para comprimentos de onda entre 0,4 − 0,7 𝜇𝑚 se mantém aumentando. À 
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medida que o comprimento de onda aumenta, maior parte da onda se encontra fora do núcleo, 

então, o fator de acoplamento 𝛾𝑎𝑏, também aumenta, fazendo com que 𝛽𝑒 e 𝛽𝑜 difiram cada 

vez mais fortemente.  

Quando os guias de onda estiverem muito próximos, o comprimento de onda 

necessário para que haja acoplamento é menor. Consequentemente, a diferença entre as 

constantes de propagação dos modos par e ímpar, se verifica em comprimentos de onda 

menores.  O fator 𝛾𝑎𝑏 é acrescido com a proximidade dos guias. Porém, a partir de uns 

determinados comprimentos de onda, a tendência se reverte e os fatores de acoplamento 𝛾𝑎𝑏 e 

𝛾𝑎𝑎 decrescem.  

Analisa-se, a seguir, a curva correspondente aos modos simétrico e assimétrico, para 

uma separação de 0,4 𝜇𝑚, (curva preta na Fig. 3.32). Para essa separação entre os guias e para 

os comprimentos de onda analisados, ambos os fatores de acoplamento 𝛾𝑎𝑏 e 𝛾𝑎𝑎 são 

positivos em módulo e, portanto, se verificam os valores dos módulos das partes imaginárias 

das constantes de propagação dos modos par e ímpar.  

Para distâncias menores, por exemplo 0,2 𝜇𝑚, e comprimentos de onda baixos, o valor 

da parte imaginária da constante de propagação é maior, já que ambos os fatores de 

acoplamento 𝛾𝑎𝑎 e 𝛾𝑎𝑏 são maiores. 

O fator de encobrimento dos campos é visto na Fig. 3.33. O mesmo aumenta com o 

comprimento de onda (frequências menores), já que maior quantidade do campo se encontra 

fora do guia, participando mais fortemente do acoplamento. 

 
Fig. 3.33. Fator de encobrimento dos campos em função do comprimento de onda para diferentes separações 

entre os guias. 
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3.2. Análise de acopladores de alto contraste. 

 

Nesse item, será analisado o acoplador de alto contraste. Varias combinações de 

índices de refração nas diferentes regiões serão considerados. Inicialmente serão analisados os 

acopladores de alto contraste (o índice das duas lâminas é igual e muito superior que o da 

casca). Em seguida serão estudados os acopladores híbridos, com um guia em alto contraste e 

o outro em baixo contraste. Todos estes acopladores serão analisados variando-se a espessura 

de um dos guias de onda. O acoplador é o mesmo que o da Fig. 3.1, 

 

 Caso 1 – Acoplador de Alto Contraste. 

 

O acoplador de alto contraste tem as seguintes características: 

 

𝜂1 = 1,0 

𝜂𝑎 = 5,8 

𝜂𝑏 = 5,8 

𝜂3 = 1,0 

𝜂̂2 = 1,2 − 𝑗𝜂2
′  

Em que (𝜂2
′ )2 = 0,01299 

 

 

 

 

 

 

  

 Nos acopladores de alto contraste, a diferença de índice de refração entre o núcleo e as 

regiões externas e intermediaria, é maior do que nos acopladores de baixo contraste 

analisados até agora. A consequência disso é que, devido a essa diferença elevada entre os 

índices de refração, a onda se encontra mais concentrada na região do núcleo (lâmina 

dielétrica) e, portanto, o acoplamento entre os guias é menor. Para compensar esse efeito e 

A espessura do guia de onda – ‘a’ é fixa 𝑎 = 0,04𝜇𝑚. 

A espessura do guia de onda – ‘b’ é variável 𝑏 = [0,02 − 0,07]𝜇𝑚. 

A separação dos guias de onda é variável 𝑆 = [0,01 − 0,2] 𝜇𝑚. 

O comprimento de onda é fixo 𝜆 = 0,8𝜇𝑚. 
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conseguir um acoplamento maior entre os guias, foram usadas distâncias de separação entre 

os mesmos, menores do que nos itens anteriores. Devido à diferença elevada entre os índices 

de refração do núcleo e a casca, a condição de modo único nos dois guias, de acordo com 

capítulo 1, é: espessura menor que 0,07 𝜇𝑚. 

 Na Fig. 3.34.a, pode-se observar o gráfico da parte real dos fatores de acoplamento em 

função da variação de espessura de um dos guias de onda para uma distância de separação de 

0,2 𝜇𝑚. Observa-se a diminuição do acoplamento entre os guias de onda à medida que a 

espessura do guia de onda ‘b’ aumenta. Essa diminuição é muito brusca para espessuras 

pequenas da lâmina, já que, nesse caso, a onda penetra fortemente nas regiões externas ao 

núcleo. Com o aumento da espessura de ‘b’, a onda se concentra mais fortemente na lâmina, 

fazendo com que o acoplamento decresça fortemente. A ordem da parte real dos fatores de 

acoplamento é a mesma nos casos de baixo e alto contraste. No caso de alto contraste, fixou-

se a separação entre os guias de 0,2 𝜇𝑚, enquanto no caso de baixo contraste, analisou-se com 

0,4 𝜇𝑚. 

 
 

Fig. 3.34.a. Parte real dos fatores de acoplamento 𝜸𝒂𝒃 e 𝜸𝒃𝒂 em função da espessura do G.O. ‘b’. 
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Vê-se que o acoplamento do guia de onda ‘a’ sobre o guia de onda ‘b’, 𝛾𝑎𝑏, aumenta. 

Isso é devido a que o campo correspondente ao guia de onda ‘a’ se mantém constante. Como 

a espessura de ‘b’ aumenta, a contribuição do campo 𝐸𝑦𝑎 em ‘b’ também aumenta. Portanto, o 

acoplamento 𝛾𝑎𝑏 é majorado até que a contribuição de 𝐸𝑦𝑎 em ‘b’ torne-se irrelevante, 

mantendo 𝛾𝑎𝑏  quase constante, vide Fig. 3.4. O fator de acoplamento de ‘b’ sobre ‘a’, 𝛾𝑏𝑎, 

diminui, pois, a integral é realizada sobre a área do guia de onda ‘a’, que se mantém 

constante, sendo que o campo elétrico na fronteira de ‘b’, do qual depende o fator de 

acoplamento  𝛾𝑏𝑎, diminui com o aumento da espessura de ‘b’, o que provoca uma diminuição 

da parte real do fator acoplamento. 

Na Fig. 3.34.b, mostra-se a parte imaginária dos fatores de acoplamento 𝛾𝑎𝑏 e 𝛾𝑏𝑎.  

 

 

 

Fig. 3.34.a. Parte imaginária dos fatores de acoplamento 𝜸𝒂𝒃 e 𝜸𝒃𝒂 em função da espessura do G.O. ‘b’. 
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 A forma da parte imaginária dos fatores de acoplamento na estrutura em alto contraste 

é muito similar a aquela encontrada para as estruturas de baixo contraste, no item 3.1. As 

mesmas explicações são válidas para as duas configurações. 

Na Fig. 3.35, mostra-se o comportamento do fator de encobrimento dos campos. 

Observa-se que o mesmo diminui com o aumento da espessura do guia de onda ‘b’, 

identicamente ao que acontece nos acopladores de baixo contraste. Observa-se, também, que 

o valor do encobrimento dos campos é muito baixo, da ordem de 10−2 − 10−3.  

 

 

Fig. 3.35. Fator de encobrimento dos campos em função da espessura do guia de onda ‘b’. 

 

 

 Para se entender o comportamento das constantes de propagação se faz necessária uma 

análise mais exaustiva das expressões que governam as mesmas.  

 Inicia-se o estudo sobre a parte real das constantes de propagação para os modos par e 

ímpar. Os guias de onda são aproximados: 𝑆 = [0,01 − 0,2] 𝜇𝑚, e o comportamento das 

constantes de propagação é analisado. 
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 Análise das constantes de propagação em acopladores de alto contraste. 

 

Observa-se, na Fig. 3.36, a parte real da constante de propagação do acoplador em 

lâminas dielétricas com as características anteriormente especificadas. Neste caso, a 

separação entre os guias de onda é de 𝑆 = 0,2 𝜇𝑚 e a espessura do guia de onda ‘b’ é 

variada, 𝑏 = [0,02 − 0,07]𝜇𝑚. 

 

 

Fig. 3.36. Parte real da constante de propagação em função da espessura do guia de onda ‘b’. 
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 Para compreender melhor o comportamento da parte real da constante de propagação 

do modo par, parte-se da expressão:  

 

𝛽𝑒 = (Φz + Ψ) = k0𝜂 𝑒𝑓𝑓
        𝑒
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 Assim, substituindo os respectivos termos (Φz, Ψ), tem-se: 

 

𝛽𝑒 = (
𝛾𝑎𝑎 + 𝛾𝑏𝑏

2
) + √(

𝛾𝑎𝑎 − 𝛾𝑏𝑏

2
)
2

+ 𝛾𝑎𝑏𝛾𝑏𝑎                                  (3.6) 

 

 

 A constante de propagação do modo par depende dos fatores de acoplamento: 

𝛾𝑎𝑎, 𝛾𝑏𝑏, 𝛾𝑎𝑏 , 𝛾𝑏𝑎. Analisa-se, o comportamento dos mesmos nas três regiões indicadas na Fig. 

3.36. 

 Estuda-se, primeiramente, na equação (3.6), o comportamento dos fatores de 

propagação 𝛾𝑎𝑎, 𝛾𝑏𝑏. 

 

 

Fig. 3.37. Fatores de acoplamento 𝜸𝒂𝒂, 𝜸𝒃𝒃, em função da espessura do guia de onda ‘b’. 
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A expressão de 𝛾𝑎𝑎 é: 

 

𝛾𝑎𝑎 =  𝛽
𝑎
+ [

(𝑘̅𝑎𝑎 − 𝑐𝑘̅𝑏𝑎)

(1 − 𝑐2)
] 

 

Em alto contraste, o acoplamento é muito débil, e temos predominância do termo  𝛽𝑎, 

o qual se mantém constante, já que a área do guia de onda ‘a’ não varia e o campo que se 

propaga por ele também não. Neste caso, com separação de 0,2 𝜇𝑚, o acoplamento é tão 

pequeno que o termo 
(𝑘̅𝑎𝑎−𝑐𝑘̅𝑏𝑎)

(1−𝑐2)
 é praticamente desprezível em comparação com  𝛽𝑎. À 

medida que se aproximam os guias de onda esse termo vai aumentando e provocando uma 

ligeira elevação no fator de acoplamento 𝛾𝑎𝑎. Com separação de 0,2 𝜇𝑚, observa-se um 

ligeiro aumento em 𝛾𝑎𝑎, mesmo sendo muito pequeno, vide Fig. 3.38. 

 

 

Fig. 3.38. Parte real do fator de acoplamento 𝜸𝒂𝒂, em função da espessura do guia de onda ‘b’ para uma 

separação de 𝟎, 𝟐 𝝁𝒎 entre os guias. 
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𝑏
+ [
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 Na Fig. 3.37, observa-se que o fator de acoplamento de ‘b’ sobre ‘b’ aumenta à 

medida que se aumenta a espessura do guia de onda ‘b’. Isso se deve a que, em acoplamento 

forte, os campos sempre estarão confinados no núcleo, independentemente da variação da 

espessura da lâmina. Porém, ampliando a espessura,  𝛽𝑏 aumenta. 

 Sendo assim, já se pode analisar o comportamento de 𝛾𝑎𝑎 𝑒 𝛾𝑏𝑏 nas três regiões: 

 

Na região I, a área do guia de onda ‘b’ é menor do que a área do guia de onda ‘a’, 

assim  𝛽𝑎 >  𝛽𝑏 e, portanto 𝛾𝑎𝑎 > 𝛾𝑏𝑏. 

Na região II, a área do guia de onda ‘b’ é maior do que a área do guia de onda ‘a’, 

assim  𝛽𝑎 <  𝛽𝑏 e  𝛾𝑎𝑎 < 𝛾𝑏𝑏.  

Na região III, as áreas dos dois guias de onda são iguais, portanto  𝛽𝑎 = 𝛽𝑏 e 𝛾𝑎𝑎 =

 𝛾𝑏𝑏. 

A seguir, analisa-se o comportamento dos fatores de acoplamento 𝛾𝑎𝑏 𝑒 𝛾𝑏𝑎, vide Fig. 

3.39.  

 

Fig. 3.39. Fatores de acoplamento 𝜸𝒂𝒃, 𝜸𝒃𝒂, em função da espessura do guia de onda ‘b’. 
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A expressão para 𝛾𝑎𝑏 é: 

 

𝛾𝑎𝑏 =
(𝑘̅𝑏𝑎 − 𝑐𝑘̅𝑏𝑏)

(1 − 𝑐2)
 

 

𝑘̅𝑏𝑎 é calculado sobre a espessura de ‘b’, crescente. O campo em ‘a’ se mantém 

constante e em ‘b’ diminui somente nas fronteiras. 

𝑘̅𝑏𝑏 é calculado sobre a área em ‘a’, que se mantém constante, enquanto o campo em 

‘b’ diminui, também, nas fronteiras. 

A expressão para 𝛾𝑏𝑎 é: 

 

𝛾𝑏𝑎 =
(𝑘̅𝑎𝑏 − 𝑐𝑘̅𝑎𝑎)

(1 − 𝑐2)
 

 

            𝑘̅𝑎𝑏 é calculado sobre a área em ‘a’, que se mantém constante, enquanto o campo em 

‘b’ diminui ligeiramente nas fronteiras e em ‘a’ se mantém constante. 

 𝑘̅𝑎𝑎 é calculado sobre a área em ‘b’, que aumenta, enquanto o campo em ‘a’ se 

mantém constante. 

 Sendo assim, entende-se por que o fator de acoplamento 𝛾𝑏𝑎 diminui e o fator 𝛾𝑎𝑏 

aumenta, já que o termo 𝑐𝑘̅𝑎𝑎, que se encontra restando, aumenta mais rapidamente que o 

termo 𝑐𝑘̅𝑏𝑏. Mesmo que o termo 𝑘̅𝑏𝑎 seja inicialmente menor que o termo 𝑘̅𝑎𝑏 (já que ‘área a’ 

> ‘área b’). 

Assim, nas diferentes regiões: 

Região I: 𝛾𝑏𝑎 > 𝛾𝑎𝑏  Pois, a área em ‘a’ é maior do que em ‘b’, então 𝑘̅𝑎𝑏 > 𝑘̅𝑏𝑎. 

Região II: 𝛾𝑏𝑎 < 𝛾𝑎𝑏  A área em ‘a’ é menor do que em ‘b’, então 𝑘̅𝑎𝑏 < 𝑘̅𝑏𝑎. 

Região III: 𝛾𝑏𝑎 = 𝛾𝑎𝑏  guias idênticos e casamento de fase. 

Na Fig. 3.39 observa-se que a ordem de magnitude de 𝛾𝑏𝑎 e 𝛾𝑎𝑏, é de 10−1 e, pelo 

tanto, muito menor que a de 𝛾𝑎𝑎 e 𝛾𝑏𝑏 (101). 
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 Estudando os fatores de acoplamento, os termos da equação (3.6) são analisados e, 

assim, a constante de propagação do modo par em cada uma das regiões. 

 

𝛽𝑒 = (
𝛾𝑎𝑎 + 𝛾𝑏𝑏

2
) + √(

𝛾𝑎𝑎 − 𝛾𝑏𝑏

2
)
2

+ 𝛾𝑎𝑏𝛾𝑏𝑎 

 

Região I 

(
𝛾𝑎𝑎+𝛾𝑏𝑏

2
): nesta região, 𝛾𝑎𝑎 > 𝛾𝑏𝑏, portanto, a quantidade 

𝛾𝑎𝑎+𝛾𝑏𝑏

2
 é menor do que 𝛾𝑎𝑎. 

Observa-se na Fig. 3.34, que o valor de 𝛽𝑒 é quase constante, ainda que, em realidade, 

aumenta ligeiramente, mesmo não sendo perceptível no gráfico. Este comportamento se deve 

a que o termo √(
𝛾𝑎𝑎−𝛾𝑏𝑏

2
)
2

+ 𝛾𝑎𝑏𝛾𝑏𝑎 compensa a diferença e faz com que a constante de 

propagação aumente com pequenos acréscimos (imperceptivelmente). À medida que aumenta 

a espessura do guia de onda ‘b’, a quantidade (
𝛾𝑎𝑎+𝛾𝑏𝑏

2
) se aproxima cada vez mais a 𝛾𝑎𝑎 e o 

termo na raiz quadrada vai diminuindo, até que os guias de onda sejam idênticos, quando, 

então, o termo na raiz se iguala a √(𝛾𝑎𝑏)2 = 𝛾𝑎𝑏 e o termo (
𝛾𝑎𝑎+𝛾𝑏𝑏

2
) = 𝛾𝑎𝑎. 

Região III 

𝛾𝑎𝑎 = 𝛾𝑏𝑏; 𝛽𝑎 = 𝛽𝑏; e 𝛽𝑒 = 𝛾𝑎𝑎 + 𝛾𝑎𝑏, sendo que a quantidade 𝛾𝑎𝑏 é muito pequena 

em comparação com 𝛾𝑎𝑎, já que, o contraste sendo forte e os guias suficientemente separados, 

o acoplamento é mínimo.  

Região II 

(
𝛾𝑎𝑎+𝛾𝑏𝑏

2
): nesta região 𝛾𝑏𝑏 > 𝛾𝑎𝑎, o termo 

𝛾𝑎𝑎+𝛾𝑏𝑏

2
 começa a aumentar, assim como o 

termo na raiz, o que faz que a parte real da constante de propagação também aumente.  

 

Modo Ímpar 

 

A equação que governa o comportamento da constante de propagação para o modo 

ímpar é: 

𝛽𝑜 = (
𝛾𝑎𝑎 + 𝛾𝑏𝑏

2
) − √(

𝛾𝑎𝑎 − 𝛾𝑏𝑏

2
)
2

+ 𝛾𝑎𝑏𝛾𝑏𝑎                                      (3.7) 
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O comportamento do modo ímpar é explicado usando com os mesmos argumentos 

usados no modo par. A diferença entre os modos par e ímpar, equações (3.6) e (3.7) 

respectivamente, se encontra no termo da raiz quadrada que é uma soma no modo par e 

diferença no modo ímpar.  

 

Região I 

(
𝛾𝑎𝑎+𝛾𝑏𝑏

2
): nesta região, 𝛾𝑎𝑎 > 𝛾𝑏𝑏, portanto, a quantidade 

𝛾𝑎𝑎+𝛾𝑏𝑏

2
 é menor do que 𝛾𝑎𝑎. 

Observa-se na Fig. 3.34.a, que o valor de 𝛽𝑜 aumenta a partir de um mínimo, esse aumento é 

devido ao termo 
𝛾𝑎𝑎+𝛾𝑏𝑏

2
, que aumenta com 𝛾𝑏𝑏 (espessura crescente), já o termo 

√(
𝛾𝑎𝑎−𝛾𝑏𝑏

2
)
2

+ 𝛾𝑎𝑏𝛾𝑏𝑎 diminui menos que o anterior à medida que a espessura do guia de 

onda ‘b’ aumenta. O que faz resultar na elevação da constante de propagação do modo ímpar. 

Aumentando-se a espessura do guia de onda ‘b’, a quantidade (
𝛾𝑎𝑎+𝛾𝑏𝑏

2
) se aproxima de 𝛾𝑎𝑎 e 

o termo da raiz quadrada diminui, até que os guias de onda se tornam idênticos e o termo na 

raiz se iguala a √(𝛾𝑎𝑏)2 = 𝛾𝑎𝑏 , assim, o termo (
𝛾𝑎𝑎+𝛾𝑏𝑏

2
) = 𝛾𝑎𝑎.  

Região III 

𝛾𝑎𝑎 = 𝛾𝑏𝑏; 𝛽𝑎 = 𝛽𝑏; e 𝛽𝑒 = 𝛾𝑎𝑎 + 𝛾𝑎𝑏, A quantidade 𝛾𝑎𝑏 é muito pequena em 

comparação com 𝛾𝑎𝑎, já que, em contraste forte e estando os guias separados suficientemente, 

o acoplamento é mínimo.  

Região II 

(
𝛾𝑎𝑎+𝛾𝑏𝑏

2
): nesta região 𝛾𝑏𝑏 > 𝛾𝑎𝑎. Os termos 

𝛾𝑎𝑎+𝛾𝑏𝑏

2
 e o da raiz variam positivamente, 

o primeiro mais pronunciadamente. Esses comportamentos fazem com que a parte real da 

constante de propagação se mantenha aproximadamente constante.  

 

Para se compreender perfeitamente o comportamento da constante de propagação nos 

guias de onda com alto contraste, a estrutura é analisada, variando-se a separação entre os 

guias de onda: 0,1 𝜇𝑚, 0,05 𝜇𝑚 e 0,01 𝜇𝑚.  
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Fig. 3.40. Parte real da constante de propagação em função da variação da espessura de um dos guias de onda e 

da separação entre eles (S). 

 

 

 Na Fig. 3.40, mostra-se o comportamento da parte real da constante de propagação 

para os modos par e ímpar em função da variação da espessura de um dos guias de onda, e da 

separação entre os guias. Vê-se claramente que ao se aproximar os guias de onda, os modos 

par e ímpar tendem a se distanciarem, o que ocorre mais fortemente na região central dos 

gráficos, onde o guia de onda tem dimensões similares. Esse comportamento é facilmente 

explicável a partir das equações (3.6) e (3.7). Nessas, observa-se que ao se aproximar os guias 

de onda, o acoplamento entre os eles se faz mais forte e, portanto, tanto o termo 𝛾𝑎𝑏𝛾𝑏𝑎 como 

a raiz quadrada aumentam. No caso do modo par, a raiz se soma, o que majora a constante de 
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propagação. Já no modo ímpar a raiz quadrada se encontra restando e, portanto, diminui o 

valor da constante de propagação. Na região onde os guias de onda são idênticos essa 

diferença entre os modos par e ímpar é maior. Para guias idênticos tem-se: 

 

 𝛽𝑎 = 𝛽𝑏 

𝛾𝑎𝑎 = 𝛾𝑏𝑏 

𝛾𝑎𝑏 = 𝛾𝑏𝑎 

Φz = 𝛾𝑎𝑎 = 𝛾𝑏𝑏 

Ψ = 𝛾𝑎𝑏 = 𝛾𝑏𝑎 

  

Portanto: 

𝛽𝑒 = (Φz + Ψ) = 𝛾𝑎𝑎 + 𝛾𝑎𝑏 

𝛽𝑜 = (Φz − Ψ) = 𝛾𝑎𝑎 − 𝛾𝑎𝑏 

 

 Para guias idênticos, o peso dos fatores de acoplamento  

𝛾𝑎𝑏 = 𝛾𝑏𝑎 é muito maior e, portanto, nos gráficos da Fig. 3.40, as curvas correspondentes aos 

modos par e ímpar se distanciam mais na região central onde os guias são iguais. À medida 

que os guias se aproximam, 𝛾𝑎𝑏 aumenta resultando em acréscimo de 𝛽𝑒 e decréscimo de 𝛽𝑜. 

  

 Na Fig. 3.41 é representado o módulo da parte imaginária da constante de propagação 

para os modos par e ímpar com uma separação de 0,2 𝜇𝑚 entre os guias de onda. Observa-se 

que o comportamento é muito similar ao da parte real. Consequentemente, o comportamento 

da parte imaginária da constante de propagação é explicado com argumentos idênticos aos da 

parte real. A magnitude da mesma, entretanto, é muito menor, da ordem de 10−3. É 

importante destacar que neste caso, a avaliação dos fatores de acoplamento é realizada na a 

região de perdas entre os guias de onda dielétricos. Logo, aumentando a parte imaginária do 

índice de refração relacionada a esta região, haverá acréscimo na parcela imaginária da 

constante de propagação dos respectivos modos.  
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Fig. 3.41. Módulo da parte imaginária das constantes de propagação para os modos par e ímpar em função da 

variação na espessura de um dos guias de onda. 

 

 

 O comportamento da parte imaginária das constantes de propagação dos modos par e 

ímpar em função da espessura de um dos guias, para diferentes distâncias de separação entre 

os mesmos, vide Fig. 3.40. 

 Tem-se:  

 

𝐼𝑚[𝛽𝑒] = 𝐼𝑚[(Φz + Ψ)] = Im[𝛾𝑎𝑎 + 𝛾𝑎𝑏] 

𝐼𝑚[𝛽𝑜] = 𝐼𝑚[(Φz − Ψ)] = Im[𝛾𝑎𝑎 − 𝛾𝑎𝑏] 

 

Ao se aproximarem os guias de onda, a região de perdas se faz cada vez menor, 

embora o acoplamento entre os campos aumente, a quantidade (Φz + Ψ) é majorada em 

módulo, enquanto a quantidade (Φz − Ψ) diminui, vide Fig. 3.42.  
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Fig. 3.42. Módulo da parte imaginária das constantes de propagação dos modos par e ímpar em função da 

variação da espessura de um dos guias de onda para varias separações diferentes. 
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 Caso 2 – Acoplador Híbrido – alto/baixo contraste. 

 

Analisa-se, a seguir, um acoplador híbrido, com um dos guias de onda em alto 

contraste e o outro em baixo contraste. O guia de onda ‘a’, em alto contraste, mantém a 

espessura constante, enquanto no guia de onda ‘b’, em baixo contraste, esse parâmetro é 

variado como mostrado a seguir. 

 

 

𝜂1 = 1,0 

𝜂𝑎 = 5,8 

𝜂𝑏 = 2,0 

𝜂3 = 1,0 

𝜂̂2 = 1,2 − 𝑗𝜂2
′  

Em que (𝜂2
′ )2 = 0,01299 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Os campos se encontram fortemente confinados o guia de alto contraste (‘a’) que, 

praticamente, não participa do acoplamento com o outro guia de onda. Ao contrario do guia 

de onda em baixo contraste (‘b’), vide item 3.1, em que os campos penetram profundamente 

na região intermediária, sendo, pois, o responsável pela maior parcela do acoplamento.  

 Esse comportamento é confirmado na Fig. 3.43, relacionada à parte real dos fatores de 

acoplamento do guia de onda ‘a’ sobre o ‘b’ e vice-versa. Observa-se claramente que o 

acoplamento do guia de onda ‘a’, alto contraste, sobre o ‘b’, baixo contraste, é praticamente 

nulo, vide Fig. 3.42, pois o campo 𝐸𝑦𝑎 em ‘b’ é quase desprezível. O acoplamento de ‘b’ 

sobre ‘a’ é maior e diminui com o aumento de espessura do guia de onda ‘b’, que opera em 

baixo contraste, já que a onda não fica confinada neste guia (‘b’), estendendo-se fortemente 

A espessura do guia de onda – ‘a’ é fixa 𝑎 = 0,04𝜇𝑚. 

A espessura do guia de onda – ‘b’ é variável 𝑏 = [0,1 − 0,2]𝜇𝑚. 

A separação dos guias de onda é fixa 𝑆 = 0,2 𝜇𝑚. 

O comprimento de onda é fixo 𝜆 = 0,8𝜇𝑚. 
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nas regiões do guia de onda ‘a’. A onda se debilita, vide item 3.1, à medida que a espessura do 

guia de onda ‘b’ aumenta, o que ocasiona diminuição de 𝛾𝑏𝑎.  

 
Fig. 3.43. Parte real dos fatores de acoplamento 𝜸𝒂𝒃 e 𝜸𝒃𝒂 em função da variação na espessura de um dos guias 

de onda. 

 

 

 
 

Fig. 3.44. Parte real do fator de acoplamento de ‘a’ sobre ‘b’, 𝜸𝒂𝒃. 
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Na Fig. 3.45, vê-se a parte imaginária dos fatores de acoplamento. Para o acoplamento 

de ‘b’ sobre ‘a’ (𝛾𝑏𝑎), este fator, inicialmente positivo, diminui com o aumento da espessura 

do guia de onda ‘b’, já que a onda diminui nas fronteiras de ‘b’, portanto, na região de ‘a’. A 

mudança de sinal do respectivo parâmetro não tem conotação física (perda/ganho), é um 

resultado matemático do cálculo do parâmetro 𝛾𝑏𝑎.  

 

 

 
 

Fig. 3.45. Parte imaginaria dos fatores de acoplamento 𝜸𝒂𝒃 e 𝜸𝒃𝒂 em função da variação de espessura de um dos 

guias de onda. 

 

 

Na Fig. 3.46 vê-se a parte real dos fatores de acoplamento 𝛾𝑎𝑎 𝑒 𝛾𝑏𝑏. O fator de 

acoplamento 𝛾𝑎𝑎 se mantém praticamente constante. Pois, o guia de onda ‘a’, em alto 

contraste, tem a constante 𝛽𝑎 alta, o campo em ‘a’ é forte e se mantém constante.  

 

𝛾𝑎𝑎 =  𝛽
𝑎
+ [
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Fig. 3.46. Parte real dos fatores de acoplamento 𝜸𝒂𝒂 e 𝜸𝒃𝒃 em função da variação de espessura de um dos guias 

de onda. 

 

 

 

 

O fator de acoplamento de ‘b’ sobre ‘b’ é menor. O guia de onda se encontra em baixo 

contraste, assim, grande parte da onda está fora do núcleo, o que faz com que a constante de 

propagação do guia de onda ‘b’ isolado,  𝛽𝑏, vide equação (3.8), seja menor que a de ‘a’. 

 

𝛾𝑏𝑏 =  𝛽𝑏 + [
(𝑘̅𝑏𝑏 − 𝑐𝑘̅𝑎𝑏)

(1 − 𝑐2)
]                                                    (3.8) 

 

 

 A parte imaginária dos fatores de acoplamento de ‘a’ sobre ‘a’ e ‘b’ sobre ‘b’, é vista 

na Fig.3.47. Observa-se que o módulo de 𝛾𝑎𝑎, é menor que o de 𝛾𝑏𝑏, pois, o guia de onda ‘a’ 

está em alto contraste, portanto, seus campos na região de perda são irrelevantes. A parte 

imaginária do fator de acoplamento de ‘b’ sobre ‘b’ é maior em módulo e vai diminuindo à 

medida que a espessura do guia de onda ‘b’ aumenta.  
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Fig. 3.47. Parte imaginaria dos fatores de acoplamento 𝜸𝒂𝒂 e 𝜸𝒃𝒃 em função da variação de espessura de um dos 

guias de onda. 

 

 

O fator de encobrimento dos campos diminui com o aumento da espessura do guia de 

onda ‘b’, como mostra a Fig. 3.48.  

 

 
 

Fig. 3.48. Fator de encobrimento dos campos em função da variação da espessura de um dos guias de onda. 
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 Na Fig. 3.49- mostra-se a parte real da constante de propagação dos modos par e ímpar 

em função da variação de espessura do guia de onda ‘b’. Observa-se que o comportamento 

das duas curvas dos modos par e ímpar é muito similar ao comportamento dos fatores de 

acoplamento 𝛾𝑎𝑎 e 𝛾𝑏𝑏 respectivamente.  O que é compreensível ao se analisar as equações 

regentes de 𝛽𝑒 e 𝛽𝑜.  

 

𝛽𝑒 = (
𝛾𝑎𝑎 + 𝛾𝑏𝑏

2
) + √(

𝛾𝑎𝑎 − 𝛾𝑏𝑏

2
)
2

+ 𝛾𝑎𝑏𝛾𝑏𝑎                                 (3.9) 

 

Vê-se na Fig. 3.42 que a magnitude do produto 𝛾𝑎𝑏 𝛾𝑏𝑎 é 10−3, muito menor do que a 

de (
𝛾𝑎𝑎−𝛾𝑏𝑏

2
)
2

, que oscila entre (101 − 102), consequentemente, 𝛾𝑎𝑏𝛾𝑏𝑎 contribui 

desprezivelmente na equação (3.9). A equação de 𝛽𝑒 é reescrita: 

 

𝛽𝑒 = (
𝛾𝑎𝑎 + 𝛾𝑏𝑏

2
) + √(

𝛾𝑎𝑎 − 𝛾𝑏𝑏

2
)
2

 

 

Simplificando: 

 

𝛽𝑒 = (
𝛾𝑎𝑎 + 𝛾𝑏𝑏

2
) + (

𝛾𝑎𝑎 − 𝛾𝑏𝑏

2
) =

𝛾𝑎𝑎 + 𝛾𝑏𝑏 + 𝛾𝑎𝑎 − 𝛾𝑏𝑏

2
= 𝛾𝑎𝑎 

 

Portanto, a parte real da constante de propagação do modo par é igual ao fator de 

acoplamento de ‘a’ sobre ‘a’, 𝛾𝑎𝑎. 

Similarmente, para o modo ímpar: 

 

 

𝛽0 = (
𝛾𝑎𝑎 + 𝛾𝑏𝑏

2
) − (

𝛾𝑎𝑎 − 𝛾𝑏𝑏

2
) =

𝛾𝑎𝑎 + 𝛾𝑏𝑏 − 𝛾𝑎𝑎 + 𝛾𝑏𝑏

2
= 𝛾𝑏𝑏 

 

 

O que explica que 𝛽0 seja igual à de 𝛾𝑏𝑏. 
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Fig. 3.49. Parte real da constante de propagação dos modos par e impar em função da variação de espessura do 

guia de onda ‘b’. 

 

 As parcelas imaginárias das constantes de propagação dos modos par e ímpar são 

vistas na Fig. 3.50. A explicação dada para a parte real aplica-se, também, à parte imaginária. 

 

 
Fig. 3.50. Parte imaginária das constantes de propagação dos modos par e ímpar em função da variação de 

espessura do guia de onda ‘b. 
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 Caso 3 – Acoplador Híbrido – baixo/alto contraste. 

 

Estuda-se, a seguir, o acoplador híbrido, com um guia de onda de espessura variável 

em alto contraste, e outro de espessura fixa em baixo contraste. Ao contrário da análise 

anterior, caso 2, agora é o guia em alto contraste que tem a espessura variável. As 

características do acoplador são: 

 

 

𝜂1 = 1,0 

𝜂𝑎 = 2,0 

𝜂𝑏 = 5,8 

𝜂3 = 1,0 

𝜂̂2 = 1,2 − 𝑗𝜂2
′  

Em que (𝜂2
′ )2 = 0,01299 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 A parte real dos fatores de acoplamento 𝛾𝑎𝑏 e 𝛾𝑏𝑎 é vista na Fig.3.51. Observa-se como 

o acoplamento de ‘b’ sobre ‘a’ é muito fraco, da ordem de 10−2, vide Fig. 3.52. Isso é devido 

ao fato do guia ‘b’ ser de alto contraste, pelo que a onda fica fortemente confinada no núcleo. 

Observa-se como 𝛾𝑏𝑎 diminui com o aumento de espessura do guia de onda ‘b’, enquanto o 

parâmetro 𝛾𝑎𝑏, por causa do acréscimo de 𝑘̅𝑏𝑎, também aumenta, até certo limite. Essa 

limitação é consequência da diminuição de ‘c’, que majora o denominador do fator de 

acoplamento, portanto, diminui o termo 𝛾𝑎𝑏. O campo em ‘a’ se mantém constante, e a 

espessura de ‘b’ aumenta, fazendo com que a contribuição de 𝐸𝑦𝑎 em ‘b’ seja majorada. 

A espessura do guia de onda – ‘a’ é fixa 𝑎 = 0,15𝜇𝑚. 

A espessura do guia de onda – ‘b’ é variável 𝑏 = [0,02 − 0,07]𝜇𝑚. 

A separação dos guias de onda é fixa 𝑆 = 0,2 𝜇𝑚. 

O comprimento de onda é fixo 𝜆 = 0,8𝜇𝑚. 
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Fig. 3.51. Parte real dos fatores de acoplamento 𝜸𝒂𝒃 e 𝜸𝒃𝒂 em função da variação de espessura de um dos guias 

de onda. 

 

 

 

 

 
 

Fig. 3.52. Parte real do fator de acoplamento de ‘b’ sobre ‘a’ em função da variação de espessura de um dos 

guias de onda. 
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 Na Fig. 3.53, é visto o comportamento da parte imaginária dos fatores de acoplamento 

𝛾𝑎𝑏 e 𝛾𝑏𝑎 em função da variação na espessura do guia de onda ‘b’. A diminuição do módulo 

do imaginário de ambos os fatores se deve ao decréscimo do campo 𝐸𝑦𝑏 na região de perdas 

entre os dois guias. 

 

 
Fig. 3.53. Parte imaginária dos fatores de acoplamento 𝜸𝒂𝒃 e 𝜸𝒃𝒂 em função da variação de espessura do guia de 

onda ‘b’. 

 

 

 Observa-se, na Fig. 3.54, a parte real dos fatores de acoplamento 𝛾𝑎𝑎 e 𝛾𝑏𝑏 em função 

da variação de espessura do guia de onda ‘b’ em que Real [𝛾𝑏𝑏] > Real [𝛾𝑎𝑎]. Essa condição é 

devida ao guia de onda ‘b’ ser de alto contraste, portanto, os seus campos encontram-se mais 

fortemente confinados no núcleo que os do guia ‘a’. Ao se aumentar a espessura do guia de 

onda ‘b’; 𝛽𝑏 e 𝑘̅𝑏𝑏 aumentam; 𝑐𝑘̅𝑎𝑏 diminui, conseqüentemente, 𝛾𝑏𝑏 também é majorado.  

A parte real de 𝛾𝑎𝑎 é menor do que a de 𝛾𝑏𝑏, pois o guia de onda ‘a’, em baixo 

contraste, faz com que  𝛽𝑎 seja muito menor que  𝛽𝑏. Observa-se que 𝛾𝑎𝑎 se mantém 
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Fig. 3.54. Parte real dos fatores de acoplamento 𝜸𝒂𝒂 e 𝜸𝒃𝒃 em função da variação de espessura de um dos guias 

de onda. 

 

 

 

 Na Fig. 3.55, vê-se a parte imaginária dos fatores de acoplamento 𝛾𝑎𝑎 e 𝛾𝑏𝑏 em função 

da variação de espessura do guia de onda ‘b’. A parte imaginária de 𝛾𝑏𝑏 é menor em módulo 

já que a onda se encontra quase completamente confinada em ‘b’ e pouca parte dela penetra 

na região de perdas, à qual está associada à parte imaginária dos fatores de acoplamento. 

 Já a parte imaginária de 𝛾𝑎𝑎 é maior em módulo, pois, o guia de onda ‘a’ se encontra 

em baixo contraste, grande parte da onda penetra na região de perdas que separa os 

respectivos guias. Como a onda em ‘a’ se mantém praticamente constante com a variação de 

espessura de ‘b’, o fator de acoplamento de ‘a’ sobre ‘a’ também se mantém 
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Fig. 3.55. Parte imaginária dos fatores de acoplamento 𝜸𝒂𝒂 e 𝜸𝒃𝒃 em função da variação de espessura do guia de 

onda ‘b’. 

 

 

 Na Fig. 3.56 observa-se o fator de encobrimento dos campos, que diminui com o 

aumento de espessura do guia de onda ‘b’. 

 
Fig. 3.56. Fator de encobrimento dos campos em função da variação de espessura do guia de onda ‘b’. 
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Nas Fig. 3.57 e 3.58 mostram-se, respectivamente, a parte real e imaginária das 

constantes de propagação dos modos par e impar do acoplador. As explicações desses termos 

são idênticas aos do “caso 2 – acoplador híbrido – alto/baixo contraste”. 

 

 
Fig. 3.57. Parte real das constantes de propagação dos modos par e impar em função da variação na espessura do 

guia de onda ‘b’. 

 
Fig. 3.58. Parte imaginária das constantes de propagação dos modos par e impar em função da variação na 

espessura do guia de onda ‘b’. 
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3.3.    Projeto do Acoplador. 

 

 

Para realização do projeto do acoplador, foram escolhidos dois dentre os vários casos 

estudados nos itens 3.1 e 3.2. Um acoplador em baixo contraste e outro em alto contraste. 

Estudam-se, nesse item, acopladores codirecionais excitados pelo guia de onda ‘a’.  Em 

primeiro lugar, calculou-se o comprimento do acoplador tal que fosse efetuada a máxima 

transferência de potência entre os guias. Uma vez conhecido este comprimento foram traçadas 

as curvas correspondentes às amplitudes nos dois guias e as correspondentes à transferência 

de potência entre os mesmos em função do comprimento calculado do acoplador. 

A expressão correspondente ao comprimento do acoplador, vide equação (H.22), 

apêndice H é: 

 

𝐿max =
𝜋

2𝜓
                                                               (3.8) 

 

As expressões correspondentes às amplitudes nos dois guias, vide equação (H.17), 

apêndice H, são: 

 

𝑎̅(𝑧) = 𝑉0 [cos(𝜓𝑧) − 𝑗
Δ𝑎𝑏

𝜓
𝑠𝑒𝑛(𝜓𝑧)] 𝑒−𝑗Φ𝑧 

(3.9) 

𝑏̅(𝑧) = −𝑗𝑉0

𝛾𝑏𝑎

𝜓
𝑠𝑒𝑛(𝜓𝑧)𝑒−𝑗Φ𝑧 

 

 

 A potência nos guias de onda, equações (H.29), apêndice H, é: 

 

 

𝑃𝑎(𝑧) =
1

2
|𝑎̅(𝑧)|2 

(3.10) 

𝑃𝑏(𝑧) =
1

2
|𝑏̅(𝑧)|

2
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3.3.1. Acoplador de baixo contraste. 

 

Estuda-se, em primeiro lugar, o acoplador de baixo contraste visto no apartado 3.1. 

Escolheram-se dois tamanhos para o guia de onda ‘b’, para estudar a evolução das amplitudes 

nos guias de onda e a transferência de potência entre os mesmos.  

 Guias idênticos 

O primeiro caso a ser estudado consiste no acoplador de baixo contraste em que os 

dois guias de onda são idênticos, portanto, existe casamento total de impedâncias e temos 

transferência máxima de potência entre os guias. Os parâmetros resultantes da simulação 

mostram-se a seguir: 

 

Tabela 3.2. Simulação em baixo contraste para guias idênticos. 

Espessura 

G.O. ‘b’ 
Separação 𝑅𝑒[Ψ] 𝑅𝑒[Δ] 𝑅𝑒[𝛾𝑏𝑎] α β 

0.15000 0.4000 0.065312 0.000000 0.065312 0.000338 27.177392 

 

  

 

Onde os parâmetros Ψ, Δ, 𝛾𝑏𝑎, foram definidos anteriormente e α e β são a atenuação 

e a constante de fase respectivamente. 

Sendo assim, o primeiro passo consiste em calcular o comprimento do acoplador em 

que se realiza a transferência máxima de potência, pela equação (3.8), tem-se: 

 

 

𝐿max =
𝜋

2𝜓
= 24.0507 𝜇𝑚 

 

 

 Uma vez se tem o comprimento do acoplador, são substituídos os valores da Tabela 

3.1 nas equações (3.9), correspondentes às amplitudes dos campos ao longo de todo o 

comprimento. Na Fig. 3.59 (acima), observa-se como a amplitude no guia de onda ‘a’ diminui 

à medida que se realiza a transferência de potência para o guia ‘b’, que vê como seu sinal 

aumenta. 

 Por último, é tendo o módulo das amplitudes nos dois guias de onda, a potência 

associada ao sinal ao longo do comprimento do acoplador é calculada pelas equações (3.10). 

Vê-se, na Fig. 3.59 a transferência de potência entre os guias de onda. Os valores mostrados 

na Fig. 3.59 se encontram normalizados. 
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Fig. 3.59.  Amplitudes nos guias de onda (acima) em função do comprimento do acoplador. Potência nos guias 

de onda (abaixo) em função do comprimento do acoplador. Guias idênticos. 

 

 É importante destacar que, mesmo não sendo evidente nas curvas da Fig. 3.59, existe 

uma atenuação, porém pequena, devido à região de perdas entre os guias de onda, relacionada 

ao fator α=0.000338. Pode-se calcular o sinal no final do acoplador, no guia de onda ‘b’, 

considerando essa atenuação, como: 

 

|𝑏̅(z=24.0507)|= 𝑒−(𝑧  𝛼) = 𝑒−(24,0507 ×  0.000338) = 0.99190381548 

 

 Observa-se que o valor do módulo da amplitude no guia de onda ‘b’ é mais do que um 

99% do inicial inserido no guia de onda ‘a’ e, portanto, não e apreciável a atenuação na Fig. 

3.59. Na Fig. 3.60, observa-se, com maior clareza, essa atenuação.  
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A potência de saída no guia de onda ‘b’ é: 

 

 

𝑃𝑏(𝑧) =
1

2
|𝑏̅(𝑧)|

2
=

|𝑏̅(𝑧 = 24.0507)|
2

2
=

𝑒−(𝑧  𝛼)2

2
= 0.491936556 

 

A atenuação na potência também pode ser observada com maior clareza na Fig. 3.60. 

 

 

 

Fig. 3.60. Amplitude do campo e potência no guia de onda ‘b’ em Lmax  
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A Fig. 3.61 é meramente ilustrativa do proceso de transferência de potência de um 

guia de onda para o outro ao longo da distância do acoplador no caso de dois guias de onda 

idênticos. Mostra-se a distância máxima, 𝐿max, para a qual se produz a transferência máxima 

de potência. 

 

 

 

Fig. 3.61. Transferência de potência entre os guias de onda para o comprimento do acoplador. 

 

 

 Guias diferentes 

O segundo caso a ser estudado consiste no acoplador com as duas lâminas dielétricas 

de diferente espessura trabalhando em baixo contraste. Os parâmetros obtidos da simulação 

mostram-se à seguir: 

Tabela 3.3. Simulação em baixo contraste para guias diferentes. 

Espessura 

G.O. ‘b’ 
Separação 𝑅𝑒[Ψ] 𝑅𝑒[Δ] 𝑅𝑒[𝛾𝑏𝑎] α β 

0.20000 0.4000 0.109894 -0.095928 0.038396 0.000296 27.275534 
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Com estes valores, o comprimento do acoplador é: 

 

 

𝐿max =
𝜋

2𝜓
= 14.2937 𝜇𝑚 

 

Devido às lâminas terem diferente espessura não existe casamento de fase entre elas e, 

portanto, não é transferida toda a potência desde o guia de onda ‘a’ ao ‘b’. Na Fig. 3.62, 

mostra-se a amplitude dos campos nos guias e a potência associada aos mesmos. A amplitude 

dos campos, nos guias de onda ‘a’ e ‘b’ em 𝐿max e 2𝐿max, é: 

 

|𝑎̅(𝐿max)| = |𝑉0 [cos(𝜓𝑧) − 𝑗
Δ𝑎𝑏

𝜓
𝑠𝑒𝑛(𝜓𝑧)] 𝑒−𝑗Φ𝑧| = 0.8692 

 

|𝑎̅(2𝐿max)| = |𝑉0 [cos(𝜓𝑧) − 𝑗
Δ𝑎𝑏

𝜓
𝑠𝑒𝑛(𝜓𝑧)] 𝑒−𝑗Φ𝑧| = 0.9916 

 

|𝑏̅(𝐿max)| = |−𝑗𝑉0

𝛾𝑏𝑎

𝜓
𝑠𝑒𝑛(𝜓𝑧)𝑒−𝑗Φ𝑧| = 0.3479 

 

|𝑏̅(2𝐿max)| = |−𝑗𝑉0

𝛾𝑏𝑎

𝜓
𝑠𝑒𝑛(𝜓𝑧)𝑒−𝑗Φ𝑧| = 0.0000 

 

 

A potência em nos guias de onda ‘a’ e ‘b’ para 𝐿max e 2𝐿max é: 

 

𝑃𝑎(𝐿max) =
1

2
|𝑎̅(𝑧)|2 =

|𝑎̅(𝑧 = 14.2937 )|2

2
=  0.3778 

 

𝑃𝑏(𝐿max) =
1

2
|𝑏̅(𝑧)|

2
=

|𝑏̅(𝑧 = 14.2937 )|
2

2
=  0.0605 

 

𝑃𝑎(2𝐿max) =
1

2
|𝑎̅(𝑧)|2 =

|𝑎̅(𝑧 = 28.5874   )|2

2
=  0.4916 

 

𝑃𝑏(2𝐿max) =
1

2
|𝑏̅(𝑧)|

2
=

|𝑏̅(𝑧 = 28.5874 )|
2

2
=  0.0000 
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Fig. 3.62. Amplitudes nos guias de onda (acima) em função do comprimento do acoplador. Potência nos guias de 

onda (abaixo) em função do comprimento do acoplador. Guias diferentes. Nesse caso escolheu-se o 

comprimento do acoplador como duas vezes a distância máxima de transferência de potência.  

 

 

Pode-se observar, na Fig. 3.62, que uma vez completado o ciclo de transferência 

máxima de potência do guia de onda ‘a’ para o ‘b’ a potência é transferida de volta desde o 

guia de onda ‘b’ para o ‘a’. Vê-se que a potência que chega em ‘a’, no ponto 2𝐿max, não é a 

potência íntegra que saiu de ‘a’ em z=0, já tem que ser consideradas as perdas. 
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3.3.2. Acoplador de alto contraste. 

 

 

Estuda-se, nesse apartado, o acoplador de alto contraste visto no apartado 3.2, com 

uma separação entre guias de 0.05 𝜇𝑚. Foi escolhida esta separação devido a que, para 

separações maiores, o acoplamento era muito débil e dificultava a análise e a comparação com 

os resultados do acoplador de baixo contraste. Escolheram-se dois tamanhos para o guia de 

onda ‘b’, para estudar a evolução das amplitudes nos guias de onda e a transferência de 

potência entre os mesmos.  

 

 Guias idênticos 

 

O primeiro caso a ser estudado consiste no acoplador de alto contraste em que os dois 

guias de onda são idênticos, portanto, existe casamento total de impedâncias e temos 

transferência máxima de potência entre os guias. Os parâmetros resultantes da simulação 

mostram-se a seguir: 

Tabela 3.4. Simulação em alto contraste para guias idênticos. 

Espessura 

G.O. ‘b’ 
Separação 𝑅𝑒[Ψ] 𝑅𝑒[Δ] 𝑅𝑒[𝛾𝑏𝑎] α β 

0.04000 0.0500          2.646650 -0.038142           2.640665         0.002068     29.305656 

 

 

O comprimento do acoplador em que se realiza a transferência máxima de potência, 

pela equação (3.8), é: 

 

 

𝐿max =
𝜋

2𝜓
=0.5935 𝜇𝑚 

 

 

 Como no caso do acoplador de baixo contraste, uma vez se tem o comprimento do 

acoplador, são substituídos os valores da Tabela 3.3 nas equações (3.9), correspondentes às 

amplitudes dos campos ao longo de todo o comprimento. Na Fig. 3.63 (acima), observa-se 

como a amplitude no guia de onda ‘a’ diminui à medida que se realiza a transferência de 

potência para o guia ‘b’, que vê como seu sinal aumenta. 

 Por último, é tendo o módulo das amplitudes nos dois guias de onda, a potência 

associada ao sinal ao longo do comprimento do acoplador é calculada pelas equações (3.10). 
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Vê-se, na Fig. 3.63 a transferência de potência entre os guias de onda. Os valores mostrados 

na Fig. 3.63 se encontram normalizados. 

 

 

 
Fig. 3.63.  Amplitudes nos guias de onda (acima) em função do comprimento do acoplador. Potência nos guias 

de onda (abaixo) em função do comprimento do acoplador. Guias idênticos. 
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|𝑎̅(𝐿max)| = |𝑉0 [cos(𝜓𝑧) − 𝑗
Δ𝑎𝑏

𝜓
𝑠𝑒𝑛(𝜓𝑧)] 𝑒−𝑗Φ𝑧| =   0.0144 

|𝑏̅(𝐿max)| = |−𝑗𝑉0

𝛾𝑏𝑎

𝜓
𝑠𝑒𝑛(𝜓𝑧)𝑒−𝑗Φ𝑧| =  0.9965 

𝑃𝑎(𝐿max) =
1

2
|𝑎̅(𝑧)|2 =

|𝑎̅(𝑧 = 0.5935   )|2

2
=   0.0001 

𝑃𝑏(𝐿max) =
1

2
|𝑏̅(𝑧)|

2
=

|𝑏̅(𝑧 = 0.5935  )|
2

2
=  0.4965 

|𝑏̅(z=0.5935)|= 𝑒−(𝑧  𝛼) = 𝑒−(0.5935    𝑋  0.002068 ) = 0.9987733949 

 

 

 Vê-se que o valor encontrado para o módulo da amplitude no guia de onda ‘b’ na 

distância correspondente ao comprimento máximo do acoplador, |𝑏̅(𝐿max)| = 0.9965, 

praticamente coincide com o valor calculado considerando a atenuação, α=0.002068, 

|𝑏̅(z=0.5935)|= 0.9987733949.  
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 Guias diferentes 

 

Nesse segundo caso, é estudado um acoplador em alto contraste com guias de onda de 

diferente espessura, portanto, não existe casamento de fase entre eles. 

Tabela 3.5. Simulação em alto contraste para guias diferentes. 

Espessura 

G.O. ‘b’ 
Separação 𝑅𝑒[Ψ] 𝑅𝑒[Δ] 𝑅𝑒[𝛾𝑏𝑎] α β 

0.06000 0.0500          3.312081        -2.747611           1.323751         0.001603 32.272804 

 

 

Com estes valores, o comprimento do acoplador é: 

 

 

𝐿max =
𝜋

2𝜓
=  0.4743𝜇𝑚 

 

Devido às lâminas terem diferente espessura não existe casamento de fase entre elas e, 

portanto, não é transferida toda a potência desde o guia de onda ‘a’ ao ‘b’. Na Fig. 3.64, 

mostra-se a amplitude dos campos nos guias e a potência associada aos mesmos. A amplitude 

dos campos nos guias de onda ‘a’ e ‘b’ em 𝐿max, é: 

 

 

|𝑎̅(𝐿max)| = |𝑉0 [cos(𝜓𝑧) − 𝑗
Δ𝑎𝑏

𝜓
𝑠𝑒𝑛(𝜓𝑧)] 𝑒−𝑗Φ𝑧| =  0.8289 

 

|𝑏̅(𝐿max)| = |−𝑗𝑉0

𝛾𝑏𝑎

𝜓
𝑠𝑒𝑛(𝜓𝑧)𝑒−𝑗Φ𝑧| = 0.3994 

 

 

A potência em nos guias de onda ‘a’ e ‘b’ para 𝐿max é: 

 

𝑃𝑎(𝐿max) =
1

2
|𝑎̅(𝑧)|2 =

|𝑎̅(𝑧 = 0.4743  )|2

2
= 0.3436 

 

𝑃𝑏(𝐿max) =
1

2
|𝑏̅(𝑧)|

2
=

|𝑏̅(𝑧 = 0.4743  )|
2

2
= 0.0797 
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Na Fig. 3.64 mostram-se as amplitudes nos dois guias de onda ao longo do 

comprimento do acoplador, assim como a potência nos mesmos. 

 

 

 
Fig. 3.64. Amplitudes nos guias de onda (acima) em função do comprimento do acoplador. Potência nos guias de 

onda (abaixo) em função do comprimento do acoplador. Guias diferentes. 
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3.3.3. Conclusão dos resultados. 

 

Nos itens 3.3.1 e 3.3.2, analisaram-se acopladores de baixo e alto contraste, 

considerando a evolução das amplitudes ao longo do comprimento dos acopladores, assim 

como a potência em cada um deles. Observou-se que em acopladores idênticos, as estruturas 

de alto contraste, com separação pequena entre os guias de onda, têm um comportamento 

similar ao das estruturas em baixo contraste, com maior separação entre os guias. No 

acoplador de alto contraste, guias idênticos, o comprimento para que haja transferência total 

de potência, se reduz em 40 vezes com relação ao de baixo contraste.  

 A miniaturização do guia de alto contraste com relação ao de baixo contraste foi 

evidenciada comparando-se o comprimento dos respectivos guias em que houve máxima 

transferência de potência. Nas estruturas de baixo contraste em casamento de fase, Fig. 3.11 e 

Fig. 3.13, consideraram-se; a separação entre os guias foi 𝑆 = 0,4 𝜇𝑚; e as dimensões das 

lâminas, 𝑎 = 𝑏 = 0,15 𝜇𝑚. A transferência máxima de potência foi verificada em 𝐿max =

24.0507 𝜇𝑚. Nas de alto contraste, também em casamento de fase, Fig. 3.40 e Fig. 3.42, 

separação entre os guias de 0,05 𝜇𝑚, dimensões das lâminas, 𝑎 = 𝑏 = 0,04 𝜇𝑚, o 

comprimento em que houve transferência máxima diminuiu, 𝐿max =0.5935 𝜇𝑚. Deu-se 

preferência a essas estruturas pelo fato de terem as constantes de propagação semelhantes.  
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4. Conclusão Final e Trabalhos Futuros. 
 

 

 

Esse trabalho analisou acopladores dielétricos pelo método da perturbação modal. 

Desenvolveram-se duas teorias; o método da permissividade efetiva (capítulo 1); o método da 

perturbação modal ou método dos modos acoplados (capítulo 2). O cerne da metodologia 

aplicada à análise dos acopladores é a teoria do capítulo 2. O capítulo 1 serviu como 

complemento computacional deste.  

Deu-se preferência a acopladores entre lâminas dielétricas em alto e baixo contraste. A 

escolha dessas estruturas teve por objetivo o perfeito entendimento da aplicação do método da 

perturbação modal, para se aproveitar, futuramente, em estruturas mais complexas. 

Analisaram-se diversos tipos de acopladores, obtendo-se os parâmetros fundamentais; 

fatores de acoplamento, coeficiente de encobrimento dos campos; fator de violação da 

conservação da potência; constantes de propagação do modo par e ímpar, as quais 

possibilitaram os projetos de acopladores dielétricos codirecionais. A comparação dos 

parâmetros, obtidos pela teoria desse trabalho, com os resultados de outros autores foi 

perfeita. Essa análise foi realizada variando-se a espessura de uma das lâminas e a separação 

entre os guias de onda. A teoria mostrou-se exata com os resultados esperados.  

Foram analisados, também, acopladores em baixo contraste com variação do 

comprimento de onda, assim como, acopladores em alto contraste. Pelo fato de não se 

encontrar, na literatura, resultados referentes à análise de baixo contraste variando-se o 

comprimento de onda, assim como, aos acopladores de alto contraste, não foi possível 

confrontar os respectivos resultados.  

Para trabalhos futuros, pretende-se aplicar a teoria desenvolvida a acopladores de 

fibras ópticas, assim como, às estruturas de cristal fotônico e aos acopladores baseados em 

estruturas metamateriais. 
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 O objetivo deste apêndice é a dedução do teorema de Gauss bidimensional. 

Imprescindível ao teorema da reciprocidade de Lorentz, vide apêndice C. 

 Seja o guia de onda dielétrico de comprimento ∆𝑧, limitado pela area longitudinal 𝑆𝑟: 

 

 

 

Fig. A.1. Fibra óptica em região aberta (𝒓 → ∞). 

 

 

Onde: 

 𝑆𝑟 → 𝑆𝑢𝑝𝑒𝑟𝑓í𝑐𝑖𝑒 𝑒𝑛𝑣𝑜𝑙𝑣𝑒𝑛𝑑𝑜 𝑎 𝑓𝑖𝑏𝑟𝑎 𝑒𝑚 𝑟 → ∞ 

 𝑆1 → Á𝑟𝑒𝑎 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 𝑒𝑚 𝑧 = 𝑧0, 𝑛1⃗⃗⃗⃗ = −𝑧  

 𝑆2 → Á𝑟𝑒𝑎 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 𝑒𝑚 𝑧 = 𝑧0 + ∆𝑧, 𝑛2⃗⃗⃗⃗ = +𝑧  

 

Parte-se do teorema da divergência tridimensional: 

 

 

∭∇ ∙ 𝐹 𝑐𝑑𝑉

 

𝑉

= ∯ 𝐹 𝑐 ∙ 𝑛⃗ 𝑑𝑆

 

(𝑆1∪𝑆𝑟∪𝑆2)

                                             (A. 1) 

 

 

Considera-se ∆𝑧 → 0, vide Fig.2, então 𝑑𝑉|∆𝑧→0 = 𝑑𝑆𝑑𝑧. 
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Fig. A.2. Elemento de volume tendendo a área (bidimensional). 

 

A integral do lado esquerdo da equação (A.1), quando ∆𝑧 → 0: 

 

∭∇ ∙ 𝐹 𝑐𝑑𝑉

 

𝑉

= ∯∇ ∙ 𝐹 𝑐𝑑𝑆

 

𝑆

∫ 𝑑𝑧

𝑧0+∆𝑧

𝑧0

 

 

∭∇ ∙ 𝐹 𝑐𝑑𝑉

 

𝑉

= ∆𝑧 ∯∇ ∙ 𝐹 𝑐𝑑𝑆

 

𝑆

                                                 (A. 2) 

 

A integral tridimensional passa a ser bidimensional. 

 

Substituindo a equação (A.2) em (A.1), tem-se:  

 

∆𝑧 ∯∇ ∙ 𝐹 𝑐𝑑𝑆

 

𝑆

= ∯ 𝐹 𝑐 ∙ 𝑛⃗ 𝑑𝑆

 

(𝑆1∪𝑆𝑟∪𝑆2)

 

 

A equação da divergência bidimensional é expressa pela seção transversal do guia de 

onda (𝑆𝑇): 
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∬∇ ∙ 𝐹 𝑐𝑑𝑆

 

𝑆𝑇

= lim
∆𝑧→0

  
1

∆𝑧
∯ 𝐹 𝑐 ∙ 𝑛⃗ 𝑑𝑆

 

(𝑆1∪𝑆𝑟∪𝑆2)

                                       (A. 3) 

 

Desenvolvendo a equação (A.3), vide Fig.2: 

 

∬∇ ∙ 𝐹 𝑐𝑑𝑆𝑇

 

𝑆𝑇

= lim
∆𝑧→0

[
 
 
 
 
 

1

∆𝑧

(

 
 
 

∬ 𝐹 𝑐(𝑧0) ∙ (−𝑧 )𝑑𝑆1

 

𝑆1
𝑧=𝑧0

𝑛⃗ =−𝑧 

+ ∬ 𝐹 𝑐(𝑟) ∙ 𝑛⃗ 𝑑𝑆𝑟

 

𝑆𝑟
𝑟→∞

+ ∬ 𝐹 𝑐(𝑧0 + ∆𝑧) ∙ (+𝑧 )𝑑𝑆2

 

𝑆2
𝑧=𝑧0+∆𝑧

𝑛⃗ =+𝑧 )

 
 
 

]
 
 
 
 
 

 (A. 4) 

 

 

Como estrutura é invariável longitudinalmente: 

 

𝑆2 = 𝑆1 = 𝑆 

 

𝑑𝑆2 = 𝑑𝑆1 = 𝑑𝑆 

 

 

A equação (A.4) será: 

 

 

∬∇ ∙ 𝐹 𝑐𝑑𝑆𝑇

 

𝑆𝑇

= lim
∆𝑧→0

[
1

∆𝑧
(∬(𝐹 𝑐(𝑧0 + ∆𝑧) − 𝐹 𝑐(𝑧0)) ∙ 𝑧 𝑑𝑆

 

𝑆

) + ∬ 𝐹 𝑐(𝑟) ∙ 𝑛⃗ 𝑑𝑆𝑟

 

𝑆𝑟
𝑟→∞

] 

 

 

Ou seja: 

 

∬∇ ∙ 𝐹 𝑐𝑑𝑆𝑇

 

𝑆𝑇

=
𝜕

𝜕𝑧
(∬𝐹 𝑐  ∙ 𝑧  𝑑𝑆𝑇

 

𝑆𝑇

) + ∬ 𝐹 𝑐(𝑟) ∙ 𝑛⃗ 𝑑𝑆𝑟

 

𝑆𝑟
𝑟→∞

 

 

 

Todavia em 𝑟 → ∞, os campos são nulos, 𝐹 𝑐(𝑟 → ∞) = 0, assim o teorema da 

divergência bidimensional, aplicado à seção transversal de um guia de onda uniforme em 𝑧 , é 

escrita: 

∬∇ ∙ 𝐹 𝑐𝑑𝑆𝑇

 

𝑆𝑇

=
𝜕

𝜕𝑧
∬(𝐹 𝑐  ∙ 𝑧  𝑑𝑆𝑇)

 

𝑆𝑇

|

𝑟→∞

                                         (A. 5) 
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APÊNDICE B – Propriedades de Simetria das Equações de Maxwell 

[Donald L. Lee, 1986]. 

 

 

 

 Os campos eletromagnéticos, solução das equações de Maxwell, satisfazem as 

propriedades de simetria, espacial e temporal, fundamentais em estruturas de guias de onda, 

pois, esclarecem o fluxo das ondas diretas e reversas que se propagam no guia de onda. 

 Conhecidas, também, como propriedades de simetria das equações de Maxwell 

reduzidas, são obtidas reduzindo-as em componentes transversais e longitudinais. Seja o 

sistema de coordenadas retangular:  

 

 

𝐸⃗ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐸𝑡
⃗⃗  ⃗(𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝐸𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑧  

𝐻⃗⃗ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐻𝑡
⃗⃗⃗⃗ (𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝐻𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑧                                     (B.1) 

∇= ∇𝑡 +
𝜕

𝜕𝑧
𝑧 ;        ∇𝑡=

𝜕

𝜕𝑥
𝑥 +

𝜕

𝜕𝑦
𝑦  

 

 Substituindo as equações (B.1) nas equações de Maxwell, ao separá-las nas 

componentes transversais e longitudinais, com a convenção exp (𝑗𝜔𝑡), tem-se as equações de 

Ampére e Faraday em regiões sem fontes: 

 

 

∇𝑡 × 𝐻𝑡
⃗⃗⃗⃗ = 𝑗𝜔𝜖𝐸𝑧𝑧  

 

−∇𝑡 × 𝐸𝑡
⃗⃗  ⃗ = 𝑗𝜔𝜇𝐻𝑧𝑧  

(B.2) 

(𝑧 ×
𝜕𝐻𝑡
⃗⃗⃗⃗ 

𝜕𝑧
) − (𝑧 × ∇𝑡𝐻𝑧) =  𝑗𝜔𝜖𝐸𝑡

⃗⃗  ⃗ 

 

(𝑧 ×
𝜕𝐸𝑡
⃗⃗  ⃗

𝜕𝑧
) − (𝑧 × ∇𝑡𝐸𝑧) = − 𝑗𝜔𝜇𝐻𝑡

⃗⃗⃗⃗  
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 As ondas diretas (+𝑧 ), e reversas, (−𝑧 ), são expressas: 

 

 

[
 
 
 
 
 
 
 𝐸⃗
 
𝑡
(+,−)(𝑥, 𝑦, 𝑧)

 

𝐻⃗⃗ 𝑡
(+,−)(𝑥, 𝑦, 𝑧)

 

𝐸⃗ 𝑧
(+,−)(𝑥, 𝑦, 𝑧)

 

𝐻⃗⃗ 𝑧
(+,−)(𝑥, 𝑦, 𝑧)]

 
 
 
 
 
 
 

= (𝑎, 𝑏)

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑒  

(+,−)(𝑥, 𝑦, 𝑧)
 

ℎ⃗  
(+,−)(𝑥, 𝑦, 𝑧)

 

𝑒𝑧
(+,−)(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑧 

 

ℎ𝑧
(+,−)

(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑧 ]
 
 
 
 
 
 
 

= (𝑎, 𝑏)

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑒  

(+,−)(𝑥, 𝑦)
 

ℎ⃗  
(+,−)(𝑥, 𝑦)

 

𝑒𝑧
(+,−)(𝑥, 𝑦) 𝑧 

 

ℎ𝑧
(+,−)

(𝑥, 𝑦) 𝑧 ]
 
 
 
 
 
 
 

(𝑒−𝑗𝛽𝑧, 𝑒+𝑗𝛽𝑧)       (B. 3) 

 

 

 Em que: (𝑒 , ℎ⃗ ) −  𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟𝑒𝑠 𝑚𝑜𝑑𝑎𝑖𝑠 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑖𝑠 

 

   (𝑒𝑧, ℎ𝑧) −  𝑓𝑢𝑛çõ𝑒𝑠 𝑙𝑜𝑛𝑔𝑖𝑡𝑢𝑑𝑖𝑛𝑎𝑖𝑠 
 

 

 Simetria da reversão espacial. 

 

Substituindo as ondas diretas (+𝑧 ), equação (B.3), nas equações reduzidas, equações 

(B.2): 

 

 

 ∇𝑡 × ℎ⃗ (+) = 𝑗𝜔𝜖𝑒𝑧
(+)

𝑧  
(B.4.1) 

−∇𝑡 × 𝑒 (+) = 𝑗𝜔𝜇ℎ𝑧
(+)𝑧  

 

 

−𝑗𝛽(𝑧 × ℎ⃗ (+)) − (𝑧 × ∇𝑡ℎ𝑧
(+)) =  𝑗𝜔𝜖𝑒 (+) 

(B.4.2) 

 

−𝑗𝛽(𝑧 × 𝑒 (+)) − (𝑧 × ∇𝑡𝑒𝑧
(+)

) = − 𝑗𝜔𝜇ℎ⃗ (+) 

 

 

 

 Fazendo o mesmo desenvolvimento para a onda reversa (−𝑧 ): 

 

 

∇𝑡 × ℎ⃗ (−) = 𝑗𝜔𝜖𝑒𝑧
(−)

𝑧  
(B.5.1) 

−∇𝑡 × 𝑒 (−) = 𝑗𝜔𝜇ℎ𝑧
(−)𝑧  

 

 

+𝑗𝛽(𝑧 × ℎ⃗ (−)) − (𝑧 × ∇𝑡ℎ𝑧
(−)) =  𝑗𝜔𝜖𝑒 (−) 

(B.5.2) 

 

+𝑗𝛽(𝑧 × 𝑒 (−)) − (𝑧 × ∇𝑡𝑒𝑧
(−)

) = − 𝑗𝜔𝜇ℎ⃗ (−) 
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 Comparando as primeiras equações (B.4.2) e (B.5.2): 

 

 

−𝑗𝛽(𝑧 × ℎ⃗ (+)) − (𝑧 × ∇𝑡ℎ𝑧
(+)) =  𝑗𝜔𝜖𝑒 (+) 

 

+𝑗𝛽(𝑧 × ℎ⃗ (−)) − (𝑧 × ∇𝑡ℎ𝑧
(−)) =  𝑗𝜔𝜖𝑒 (−) 

 

 

Para que estas duas equações sejam simétricas espacialmente, isto é, duais, escritas 

identicamente, é necessário que: 

 

ℎ⃗ (−) = −ℎ⃗ (+) 

𝑒 (−) = 𝑒 (+)                                                       (B.6) 

ℎ𝑧
(−)

= ℎ𝑧
(+)

 

 

 

 As segundas equações (B.4.2) e (B.5.2), fornecem: 

 

 

−𝑗𝛽(𝑧 × 𝑒 (+)) − (𝑧 × ∇𝑡𝑒𝑧
(+)

) = − 𝑗𝜔𝜇ℎ⃗ (+) 

 

+𝑗𝛽(𝑧 × 𝑒 (−)) − (𝑧 × ∇𝑡𝑒𝑧
(−)

) = − 𝑗𝜔𝜇ℎ⃗ (−) 

 

 

Pela relação (B.6): ℎ⃗ (−) = −ℎ⃗ (+);     𝑒 (−) = 𝑒 (+), tem-se: 

 

𝑒𝑧
(−)

= −𝑒𝑧
(+)

                                                           (B.7) 

 

 

 A simetria espacial exige que, pelas equações (B.6) e (B.7): 

 

 

𝑒 (−) = 𝑒 (+)  

𝑒𝑧
(−)

= −𝑒𝑧
(+)

 

(B.8) 

ℎ⃗ (−) = −ℎ⃗ (+) 

ℎ𝑧
(−)

= ℎ𝑧
(+)

 

 

 

 As equações (B.8) satisfazem a simetria das equações (B.4.1) e (B.5.1). 
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 Os campos eletromagnéticos, de um modo-n, são expressos pelas ondas diretas e 

reversas, de acordo com as relações (B.8): 

 

𝐸⃗ 𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑎𝑛𝑒
−𝑗𝛽𝑧 + 𝑏𝑛𝑒

+𝑗𝛽𝑧)𝑒 𝑛
 (𝑥, 𝑦) + (𝑎𝑛𝑒

−𝑗𝛽𝑧 − 𝑏𝑛𝑒
+𝑗𝛽𝑧)𝑒𝑧𝑛

 (𝑥, 𝑦)𝑧  

𝐻⃗⃗ 𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑎𝑛𝑒
−𝑗𝛽𝑧 − 𝑏𝑛𝑒

+𝑗𝛽𝑧)ℎ⃗ 𝑛
 (𝑥, 𝑦) + (𝑎𝑛𝑒

−𝑗𝛽𝑧 + 𝑏𝑛𝑒
+𝑗𝛽𝑧)ℎ𝑧𝑛

 (𝑥, 𝑦)𝑧  

 

 Em estruturas confeccionadas com vários guias de onda acoplados, como as desse 

trabalho, devido às interferências modais dos vários guias de onda em cada seção, os 

respectivos coeficientes complexos (𝑎𝑛(𝑧), 𝑏𝑛(𝑧)), são funções do posicionamento da 

seção transversal ao longo de ‘z’. 

 

 

 Simetria da reversão temporal. 

 

 

Esta simetria se refere à natureza dos vetores modais (𝑒 , ℎ⃗ ) e das funções longitudinais     

(𝑒𝑧, ℎ𝑧) dos modos que se propagam em qualquer guia de onda. 

Considere indiferentemente (𝑒 , ℎ⃗ ) como ondas diretas ou reversas. Pelas equações 

(B.4.1) e (B.5.1). 

∇𝑡 × ℎ⃗  = 𝑗𝜔𝜖𝑒𝑧
 𝑧  

(B.9) 

−∇𝑡 × 𝑒  = 𝑗𝜔𝜇ℎ𝑧
 𝑧  

 

 Tomando o conjugado das equações (B.9): 

 

∇𝑡 × ℎ⃗ ∗ = −𝑗𝜔𝜖𝑒𝑧
∗𝑧  

(B.10) 

−∇𝑡 × 𝑒 ∗ = −𝑗𝜔𝜇ℎ𝑧
∗𝑧  

 

Para que as equações (B.10) e (B.9) sejam duais é necessário que: 

 

 

 

 (B.11) 

 

 

Ou vice-versa. Por tanto, em qualquer modo eletromagnético que se propaga em guias 

de onda, pode-se expressá-lo com os vetores transversais reais e as funções longitudinais 

imaginárias puras, ou vice-versa. 

ℎ⃗ ∗ = ℎ⃗   
𝑒 ∗ = 𝑒   

 

𝑒𝑧
∗ = −𝑒𝑧

  

ℎ𝑧
∗ = −ℎ𝑧
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APÊNDICE C – Relação de Reciprocidade de Lorentz na Forma    

Conjugada e não conjugada. 

 

 

 Neste apêndice são deduzidas as relações de reciprocidade de Lorentz em ambas as 

formas, conjugada e não conjugada. Ambas as abordagens são idênticas à análise de estruturas 

perturbadas. 

 Sejam duas Situações Eletromagnéticas (S.E.M) distintas: 

 

Tabela C.1. Equações de Maxwell nas estruturas perturbada e não perturbada. 

S.E.M. 1 S.E.M. 2 

 

(𝜖1
 , 𝜇0

 )            (𝐽1
 ⃗⃗⃗  
 
,𝑀1

 ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗
 
)  

(𝐸1
 ⃗⃗⃗⃗ 
 
,𝐻1

 ⃗⃗ ⃗⃗  
 
) 

Equações de Maxwell Acopladas: 

∇ × 𝐻1
⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑗𝜔𝜖1

 𝐸1
 ⃗⃗⃗⃗ + 𝐽1

 ⃗⃗⃗  
 
 

 

−∇ × 𝐸1
⃗⃗⃗⃗ = 𝑗𝜔𝜇

0
 𝐻1

 ⃗⃗ ⃗⃗ 
 
+ 𝑀1

 ⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 

 

(𝜖2
 , 𝜇0

 )            (𝐽2
 ⃗⃗⃗  
 
,𝑀2

 ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗
 
) 

(𝐸2
 ⃗⃗⃗⃗ 
 
,𝐻2

 ⃗⃗ ⃗⃗  
 
) 

Equações de Maxwell Acopladas: 

∇ × 𝐻2
⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑗𝜔𝜖2

 𝐸2
 ⃗⃗⃗⃗ + 𝐽2

 ⃗⃗⃗  
 
 

 

−∇ × 𝐸2
⃗⃗⃗⃗ = 𝑗𝜔𝜇

0
 𝐻2

 ⃗⃗ ⃗⃗ 
 
+ 𝑀2

 ⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 

Na análise: Estrutura Perturbada Na análise: Estrutura Não Perturbada 

 

 

C.1. Relação de Reciprocidade Conjugada de Lorentz. 

 

  

 Considere o vetor 𝐹𝑐⃗⃗  ⃗ = (𝐸1
 ⃗⃗⃗⃗ × 𝐻2

 ⃗⃗ ⃗⃗ 
∗
) + (𝐸2

 ⃗⃗⃗⃗ 
∗
× 𝐻1

 ⃗⃗ ⃗⃗ ), em que: (𝐸1
 ⃗⃗⃗⃗ , 𝐻1

 ⃗⃗ ⃗⃗ ) se refere à 

S.E.M. 1 e (𝐸2
 ⃗⃗⃗⃗ , 𝐻2

 ⃗⃗ ⃗⃗  ) se refere à S.E.M. 2. 

 Calcula-se que ∇𝐹𝑐⃗⃗  ⃗ = ∇ ∙ (𝐸1
 ⃗⃗⃗⃗ × 𝐻2

 ⃗⃗ ⃗⃗  
∗
) + ∇ ∙ (𝐸2

 ⃗⃗⃗⃗ 
∗
× 𝐻1

 ⃗⃗ ⃗⃗ ), pela identidade vetorial ∇ ∙

(𝐴⃗⃗ × 𝐵⃗⃗ 
 
) = 𝐵⃗⃗ ∙ (∇ × 𝐴⃗⃗ ) − 𝐴⃗⃗ ∙ (∇ × 𝐵⃗⃗ ): 

 

∇ ∙ 𝐹𝑐⃗⃗  ⃗ = [𝐻2
 ⃗⃗ ⃗⃗  
∗
∙ (∇ × 𝐸1

 ⃗⃗⃗⃗ ) − 𝐸1
 ⃗⃗⃗⃗ ∙ (∇ × 𝐻2

 ⃗⃗ ⃗⃗ 
∗
)] + [𝐻1

 ⃗⃗ ⃗⃗ ∙ (∇ × 𝐸2
 ⃗⃗⃗⃗ 
∗
) − 𝐸2

 ⃗⃗⃗⃗ 
∗
∙ (∇ × 𝐻1

 ⃗⃗ ⃗⃗ )] 
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 Pela Tabela C.1: 

 

∇𝐹𝑐⃗⃗  ⃗ = [𝐻2
 ⃗⃗ ⃗⃗ 
∗
∙ (−𝑗𝜔𝜇

0
 𝐻1

 ⃗⃗ ⃗⃗ 
 
− 𝑀1

 ⃗⃗⃗⃗  ⃗) − 𝐸1
 ⃗⃗⃗⃗ ∙ (−𝑗𝜔𝜖2

∗𝐸2
 ⃗⃗⃗⃗ 
∗
+ 𝐽2

 ⃗⃗⃗  
∗ 
)]           

+ [𝐻1
 ⃗⃗ ⃗⃗ ∙ (−𝑗𝜔𝜇

0
 𝐻2

 ⃗⃗ ⃗⃗ 
∗ 

− 𝑀2
 ⃗⃗⃗⃗  ⃗
∗
) − 𝐸2

 ⃗⃗⃗⃗ 
∗
∙ (𝑗𝜔𝜖1

 𝐸1
 ⃗⃗⃗⃗ + 𝐽1

 ⃗⃗⃗  
 
)] 

 

 Portanto:  

 

∇ ∙ 𝐹𝑐⃗⃗  ⃗ = −(𝐻1
 ⃗⃗ ⃗⃗ ∙  𝑀2

 ⃗⃗⃗⃗  ⃗
∗
+ 𝐻2

 ⃗⃗ ⃗⃗ 
∗
∙ 𝑀1

 ⃗⃗⃗⃗  ⃗) + 𝑗𝜔(𝜖2
∗ − 𝜖1

 ) (𝐸1
 ⃗⃗⃗⃗ ∙  𝐸2

 ⃗⃗⃗⃗ 
∗
) − (𝐸1

 ⃗⃗⃗⃗ ∙  𝐽2
 ⃗⃗⃗  
∗
+ 𝐸2

 ⃗⃗⃗⃗ 
∗
∙ 𝐽1

 ⃗⃗⃗  ) 

 

Re-arrumando:  

 

∇ ∙ 𝐹𝑐⃗⃗  ⃗ = 𝑗𝜔(𝜖2
∗ − 𝜖1

 ) (𝐸1
 ⃗⃗⃗⃗ ∙  𝐸2

 ⃗⃗⃗⃗ 
∗
) − [(𝐻2

 ⃗⃗ ⃗⃗ 
∗
∙ 𝑀1

 ⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐻1
 ⃗⃗ ⃗⃗ ∙  𝑀2

 ⃗⃗⃗⃗  ⃗
∗
) + (𝐸2

 ⃗⃗⃗⃗ 
∗
∙ 𝐽1

 ⃗⃗⃗  + 𝐸1
 ⃗⃗⃗⃗ ∙  𝐽2

 ⃗⃗⃗  
∗
)] 

 

 Na análise desenvolvida neste trabalho, as regiões são sem fontes; (𝐽1
 ⃗⃗⃗  
 
,𝑀1

 ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗
 
) = 0 e 

(𝐽2
 ⃗⃗⃗  
 
,𝑀2

 ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗
 
) = 0, então:  

 

∇ ∙ 𝐹𝑐⃗⃗  ⃗ = 𝑗𝜔(𝜖2
∗ − 𝜖1

 ) (𝐸1
 ⃗⃗⃗⃗  ∙ 𝐸2

 ⃗⃗⃗⃗ 
∗
)                                           (C.1) 

 

 

 Observe que para regiões dielétricas sem perdas 𝜖2
∗ = 𝜖2

 .  Integrando a equação (C.1) 

na seção transversal da estrutura perturbada: 

 

 

∬ ∇ ∙ 𝐹𝑐⃗⃗  ⃗

+∞

−∞
𝑆𝑇
 

𝑑𝑆 = 𝑗𝜔 ∬(𝜖2
 − 𝜖1

 ) (𝐸1
 ⃗⃗⃗⃗ ∙  𝐸2

 ⃗⃗⃗⃗ 
∗
) 𝑑𝑆

+∞

−∞
𝑆𝑇
 

                                (C. 2) 

 

 Para regiões abertas, vide apêndice A, o teorema de Green bidimensional estabelece:  

 

∬ ∇ ∙ 𝐹𝑐⃗⃗  ⃗

+∞

−∞
𝑆𝑇
 

𝑑𝑆 =
𝜕

𝜕𝑧
∬ 𝐹 𝑐 ∙  𝑧  𝑑𝑆

 +∞

−∞
𝑆𝑇
 

                                           (C. 3) 
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Fig. C.1. Seção transversal (𝑺𝑻
 ) da estrutura perturbada pelos guias de onda; (a) e (b). 

 

 

Substituindo a equação (C.3) em (C.2) tem-se a equação relacionada à reciprocidade 

conjugada de Lorentz, base da análise deste trabalho: 

 

𝜕

𝜕𝑧
[∬(𝐸1

 ⃗⃗⃗⃗ × 𝐻2
 ⃗⃗ ⃗⃗ 
∗
+ 𝐸2

 ⃗⃗⃗⃗ 
∗
× 𝐻1

 ⃗⃗ ⃗⃗ )

 

𝑆𝑇
 

∙ 𝑧  𝑑𝑆] = 𝑗𝜔 ∬(𝜖2
 − 𝜖1

 ) (𝐸1
 ⃗⃗⃗⃗ ∙  𝐸2

 ⃗⃗⃗⃗ 
∗
) 𝑑𝑆

+∞

−∞
𝑆𝑇
 

       (C. 4) 

 

Sob a convenção temporal 𝑒+𝑗𝜔𝑡: 

 

𝑒−𝑗𝛽𝑧: 𝑜𝑛𝑑𝑎 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑡𝑎(+𝑧 )   

𝑒+𝑗𝛽𝑧: 𝑜𝑛𝑑𝑎 𝑟𝑒𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎(−𝑧 )   

 

C.2. Relação de Reciprocidade Não-Conjugada de Lorentz. 

 

 A segunda abordagem para se analisar as estruturas perturbadas (guias de onda 

complexos) pela expansão dos auto-vetores de guias de onda simples (estruturas não 

perturbadas), é feita pela relação de reciprocidade não conjugada de Lorentz. Considere o 

vetor 𝐹 : 

 

𝐹 = (𝐸1
 ⃗⃗⃗⃗ × 𝐻2

 ⃗⃗ ⃗⃗  ) − (𝐸2
 ⃗⃗⃗⃗ × 𝐻1

 ⃗⃗ ⃗⃗ )                                                  (C.5) 
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 Em que: (𝐸1
 ⃗⃗⃗⃗ , 𝐻1

 ⃗⃗ ⃗⃗ ) se refere à S.E.M. 1 e (𝐸2
 ⃗⃗⃗⃗ , 𝐻2

 ⃗⃗ ⃗⃗ ) se refere à S.E.M. 2. 

 Pelo divergente da equação (C.5), tem-se: 

 

∇ ∙ 𝐹 = [𝐻2
 ⃗⃗ ⃗⃗ ∙ (∇ × 𝐸1

 ⃗⃗⃗⃗ ) − 𝐸1
 ⃗⃗⃗⃗ ∙ (∇ × 𝐻2

 ⃗⃗ ⃗⃗ )] − [𝐻1
 ⃗⃗ ⃗⃗ ∙ (∇ × 𝐸2

 ⃗⃗⃗⃗ ) − 𝐸2
 ⃗⃗⃗⃗ ∙ (∇ × 𝐻1

 ⃗⃗ ⃗⃗ )] 

 

 

 Pela Tabela C.1, obtém-se: 

 

∇ ∙ 𝐹 = [𝐻2
 ⃗⃗ ⃗⃗ ∙ (−𝑗𝜔𝜇

0
 𝐻1

 ⃗⃗ ⃗⃗ 
 
− 𝑀1

 ⃗⃗⃗⃗  ⃗) − 𝐸1
 ⃗⃗⃗⃗ ∙ (−𝑗𝜔𝜖2

 𝐸2
 ⃗⃗⃗⃗ + 𝐽2

 ⃗⃗⃗  
  
)]          

− [𝐻1
 ⃗⃗ ⃗⃗ ∙ (−𝑗𝜔𝜇

0
 𝐻2

 ⃗⃗ ⃗⃗ 
 
− 𝑀2

 ⃗⃗⃗⃗  ⃗
 
) − 𝐸2

 ⃗⃗⃗⃗ ∙ (𝑗𝜔𝜖1
 𝐸1

 ⃗⃗⃗⃗ + 𝐽1
 ⃗⃗⃗  
 
)] 

 

Portanto:  

 

 

∇ ∙ 𝐹 = (𝐻1
 ⃗⃗ ⃗⃗  ∙ 𝑀2

 ⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐻2
 ⃗⃗ ⃗⃗ ∙ 𝑀1

 ⃗⃗⃗⃗  ⃗) + 𝑗𝜔(𝜖1
 − 𝜖2

 )(𝐸1
 ⃗⃗⃗⃗ ∙  𝐸2

 ⃗⃗⃗⃗ 
 
) − (𝐸1

 ⃗⃗⃗⃗  ∙ 𝐽2
 ⃗⃗⃗  
 
− 𝐸2

 ⃗⃗⃗⃗ 
 
∙ 𝐽1

 ⃗⃗⃗  ) 

 

Então: 

 

∇ ∙ 𝐹 = −𝑗𝜔(𝜖2
 − 𝜖1

 )(𝐸1
 ⃗⃗⃗⃗ ∙  𝐸2

 ⃗⃗⃗⃗ 
 
) − [(𝐸1

 ⃗⃗⃗⃗  ∙ 𝐽2
 ⃗⃗⃗  
 
− 𝐸2

 ⃗⃗⃗⃗ 
 
∙ 𝐽1

 ⃗⃗⃗  ) + (𝐻1
 ⃗⃗ ⃗⃗  ∙ 𝑀2

 ⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐻2
 ⃗⃗ ⃗⃗ ∙ 𝑀1

 ⃗⃗⃗⃗  ⃗)] 

 

Considerando regiões são sem fontes; (𝐽1
 ⃗⃗⃗  
 
,𝑀1

 ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗
 
) = 0 e (𝐽2

 ⃗⃗⃗  
 
,𝑀2

 ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗
 
) = 0. 

 

 

∇ ∙ 𝐹 = −𝑗𝜔(𝜖2
 − 𝜖1

 )(𝐸1
 ⃗⃗⃗⃗ ∙  𝐸2

 ⃗⃗⃗⃗ 
 
)                                           (C.6) 

 

 

 Pelo teorema da divergência bidimensional, deduz-se a equação que rege a relação de 

reciprocidade não conjugada de Lorentz. 

 

𝜕

𝜕𝑧
[∬(𝐸1

 ⃗⃗⃗⃗ × 𝐻2
 ⃗⃗ ⃗⃗ 
 
− 𝐸2

 ⃗⃗⃗⃗ 
 
× 𝐻1

 ⃗⃗ ⃗⃗ )

 

𝑆𝑇
 

∙ 𝑧  𝑑𝑆] = −𝑗𝜔 ∬(𝜖2
 − 𝜖1

 )(𝐸1
 ⃗⃗⃗⃗ ∙  𝐸2

 ⃗⃗⃗⃗ 
 
)𝑑𝑆

+∞

−∞
𝑆𝑇
 

       (C. 7) 

 



204 
 

APÊNDICE D – Normalização dos Campos em Guias de Onda Dielétricos. 

 

 A análise das estruturas perturbadas, pelas relações de reciprocidade de Lorentz, é 

simplificada se os vetores de base que expandem os campos perturbados forem normalizados. 

 Essa técnica é frequente nas áreas em que se expandem funções, em termos de outras 

mais simples. Por exemplo; a expansão de funções periódicas temporais, por funções 

harmônicas simples na série de Fourier (𝑓(𝑡) = ∑ (𝑎𝑛cos (𝑛𝜔0𝑡) +∞
𝑛=0 𝑏𝑛sen (𝑛𝜔0𝑡))); a 

expansão de funções espaciais por funções conhecidas, (𝜑𝑛(𝑥, 𝑦): 𝑛 = 1,2, …∞; [𝑈(𝑥, 𝑦) =

∑ (𝑞𝑛𝜑𝑛(𝑥, 𝑦))∞
𝑛=0 ]), nas soluções dos problemas de valores de fronteira (P.V.F.), pelo 

método dos elementos finitos. 

Em ambos há necessidade de relações de ortogonalidade das funções de base que, em 

geral, são estabelecidas pelo seguinte procedimento: 

Define-se o produto escalar entre duas funções (f e g), no espaçõ de Hilbert:  

 

〈𝑓, 𝑔〉 = ∫𝑔∗𝑓 𝑑Ω

 

Ω

 

 

 Série harmônica. Série de Fourier ímpar: 

 

𝑓(𝑡) = ∑ 𝑎𝑛sen (𝑛𝜔0𝑡)

∞

𝑛=1

 

 

〈sen(𝑛𝜔0𝑡) , sen(𝑚𝜔0𝑡)〉 = ∫ sen(𝑛𝜔0𝑡) sen(𝑚𝜔0𝑡)  𝑑t
𝑇 

0
= 𝑇𝛿𝑛𝑚, onde: 

Delta de Kronecker: 𝛿𝑛𝑚 = {
1   𝑛 = 𝑚
0   𝑛 ≠ 𝑚

 

𝑇 = 𝑃𝑒𝑟í𝑜𝑑𝑜 𝑑𝑎 𝑓𝑢𝑛çã𝑜 ℎ𝑎𝑟𝑚ô𝑛𝑖𝑐𝑎 (𝜔0 =
2𝜋

𝑇
). 

 

 Pela relação de ortogonalidade, 𝛿𝑛𝑚 = 0 para 𝑛 ≠ 𝑚. 

Tem-se a representação de qualquer função periódica ímpar pela série de Fourier: 

 

𝑎𝑛 =
2

𝑇
〈𝑓(𝑡), sen(𝑛𝜔0𝑡)〉 
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 Cálculo da normalização da potência de um modo-m que flui pela seção transversa do 

guia de onda. 

 

A normalização na potência dos vetores não perturbados, de um modo-m qualquer, é 

determinada pela condição de que as potências dos respectivos modos que fluem pela seção 

transversal do guia de onda seja: 

 

𝑃̂𝑚 = 𝑅𝑒𝑎𝑙 [
1

2
∬(𝐸̂𝑡𝑚

 
× 𝐻̂𝑡𝑚

 ∗
)

 

𝑆𝑇
 

∙ 𝑧  𝑑𝑆] =
1

2
 

 

Em que (𝐸̂𝑡𝑚
 

, 𝐻̂𝑡𝑚
 

)
 
 são os vetores transvesais normalizados do modo-m. 

Considere a onda direta (+𝑧 ) do modo-m, não normalizada (𝑒  ,   ℎ⃗ ,   𝑒𝑧
 ⃗⃗  ⃗,   ℎ𝑧

 ⃗⃗  ⃗): 

 

𝐸⃗ 1𝑚
(+)(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑒 𝑡𝑚(𝑥, 𝑦) + 𝑒 𝑧𝑚(𝑥, 𝑦))𝑒−𝑗𝛽𝑚𝑧 

𝐻⃗⃗ 1𝑚
(+)(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (ℎ⃗ 𝑡𝑚(𝑥, 𝑦) + ℎ⃗ 𝑧𝑚(𝑥, 𝑦))𝑒−𝑗𝛽𝑚𝑧 

 

Seja a potência direta do respectivo modo, não normalizado, fluindo em (+𝑧 ). 

 

𝑃𝑚 = 𝑅𝑒𝑎𝑙 [
1

2
∬(𝑒 𝑡𝑚 × ℎ⃗ 𝑡𝑚)

 

𝑆𝑇
 

∙ 𝑧  𝑑𝑆] 

 

Normaliza a potência do modo-m pela condição: 

 

∬(𝑒̂𝑡𝑚
 × ℎ̂𝑡𝑚

 
)

 

𝑆𝑇
 

∙ 𝑧  𝑑𝑆 = 1                                                  (D. 1) 

 

Usa-se o seguinte algebrismo: 

Definem os campos normalizados do modo-m pelo fator de normalização 𝛾 𝑚: 

 

𝑒̂𝑡𝑚
 =

𝑒⃗ 𝑡𝑚
𝛾 𝑚

 

(D.2) 

ℎ̂𝑡𝑚
 =

ℎ⃗⃗ 𝑡𝑚
𝛾 𝑚
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 Calcula-se o fator de normalização do modo-m, 𝛾 𝑚, substituindo a equação (D.2) em 

(D.1), então:  

1

𝛾𝑚
2
∬(𝑒 𝑡𝑚 × ℎ⃗ 𝑡𝑚)

 

𝑆𝑇
 

∙ 𝑧  𝑑𝑆 = 1 

 

Portanto: 

𝛾 𝑚 = √∬(𝑒 𝑡𝑚 × ℎ⃗ 𝑡𝑚)

 

𝑆𝑇
 

∙ 𝑧  𝑑𝑆                                          (D. 3. a) 

 

 

  E os vetores normalizados: 

 

 

𝑒̂𝑡𝑚
 =

𝑒⃗ 𝑡𝑚
𝛾 𝑚

;      𝑒̂𝑧𝑚
 =

𝑒⃗ 𝑧𝑚
𝛾 𝑚

  

(D.3.b) 

ℎ̂𝑡𝑚
 =

ℎ⃗⃗ 𝑡𝑚
𝛾 𝑚

;      ℎ̂𝑧𝑚
 =

ℎ⃗⃗ 𝑧𝑚
𝛾 𝑚

 

 

D.1. Verificação da Ortogonalidade na Potência dos Modos Normalizados. 

 

 

 A verificação da ortogonalidade na potência dos modos normalizados é obtida 

indiferentemente por qualquer uma das equações de reciprocidade, conjugada ou não 

conjugada. 

 Nesta seção se fará uso da reciprocidade conjugada.  

Considera-se: 𝜖1 = 𝜖2 = 𝜖, assim, o lado direito de (D.4) é nulo: 

 

𝜕

𝜕𝑧
[∬(𝐸2

 ⃗⃗⃗⃗ 
∗
× 𝐻1

 ⃗⃗ ⃗⃗ 
′
+ 𝐸1

 ⃗⃗⃗⃗ ′ × 𝐻2
 ⃗⃗ ⃗⃗ 
∗
)

 

𝑆𝑇
 

∙ 𝑧  𝑑𝑆] = 𝑗𝜔∬(𝜖2
∗ − 𝜖1

′ ) (𝐸1
 ⃗⃗⃗⃗ ′ ∙  𝐸2

 ⃗⃗⃗⃗ 
∗
) 𝑑𝑆

 

 
𝑆𝑇
 

          (D. 4) 

 

 A equação (D.4) é estabelecida para duas situações eletromagnéticas (S.E.M.) 

distintas. 
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 Considere dois modos normalizados [n (onda direta), m (onda reversa)] que se propagam 

numa mesma estrutura. 

 

(𝜖1 = 𝜖2 = 𝜖), veja Fig.D.1. 

 

 
 

Fig. D.1. Duas situações eletromagnéticas, modos-(n, m), que se propagam na mesma estrutura; (𝝐 =
𝝐𝒂;  𝒏ú𝒄𝒍𝒆𝒐)  e  (𝝐 = 𝝐𝒂

′ ;  𝒄𝒂𝒔𝒄𝒂). 

 

 

Tabela. D.1. Campos das ondas direta e reversa. 

S.E.M. 1 (onda direta) S.E.M. 2 (onda reversa) 

 

Onda Direta do modo-n 

𝐸1
 ⃗⃗⃗⃗ 
′
= 𝐸⃗ 𝑡𝑛

(+)(𝑥, 𝑦, 𝑧) =  𝑎𝑛𝑒
−𝑗𝛽𝑛𝑧𝑒̂𝑛

 (𝑥, 𝑦) 

𝐻1
 ⃗⃗ ⃗⃗ 
′
= 𝐻⃗⃗ 𝑡𝑛

(+)(𝑥, 𝑦, 𝑧) =  𝑎𝑛𝑒
−𝑗𝛽𝑛𝑧ℎ̂𝑛

 (𝑥, 𝑦) 

 

 

Onda Reversa do modo-m 

𝐸2
 ⃗⃗⃗⃗ = 𝐸⃗ 𝑡𝑚

(−)(𝑥, 𝑦, 𝑧) =  𝑏𝑚𝑒+𝑗𝛽𝑚𝑧𝑒̂𝑚
 (𝑥, 𝑦) 

𝐻2
 ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐻⃗⃗ 𝑡𝑚

(−)(𝑥, 𝑦, 𝑧) =  𝑏𝑚𝑒+𝑗𝛽𝑚𝑧(−ℎ̂𝑚
 (𝑥, 𝑦)) 

 

 

 Substituindo as respectivas S.E.M. na equação (D.4): 

 

𝜕

𝜕𝑧
[∬[(𝑏𝑚

∗ 𝑒−𝑗𝛽𝑚𝑧𝑒̂𝑚
∗ (𝑥, 𝑦) × 𝑎𝑛𝑒

−𝑗𝛽𝑛𝑧ℎ̂𝑛
 (𝑥, 𝑦)) + (𝑎𝑛𝑒

−𝑗𝛽𝑛𝑧𝑒̂𝑛
 (𝑥, 𝑦) × 𝑏𝑚

∗ 𝑒−𝑗𝛽𝑚𝑧(−ℎ̂𝑚
∗ (𝑥, 𝑦)))]

 

𝑆𝑇
 

∙ 𝑧⃗⃗ 𝑑𝑆] = 0 
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 Pela reversão temporal, apêndice B, equação (B.11): 

 

𝜕

𝜕𝑧
[𝑎𝑛𝑏𝑚

∗ 𝑒−𝑗(𝛽𝑛+𝛽𝑚)𝑧 ∬[(𝑒̂𝑚
 × ℎ̂𝑛

 ) − (𝑒̂𝑛
 × ℎ̂𝑚

 )]

 

𝑆𝑇
 

∙ 𝑧 𝑑𝑆] = 0 

 

 

 Com essas situações eletromagnéticas: 

 

 

−𝑗𝑎𝑛𝑏𝑚
∗ (𝛽𝑛 + 𝛽𝑚)𝑒−𝑗(𝛽𝑛+𝛽𝑚)𝑧 ∬[(𝑒̂𝑚

 × ℎ̂𝑛
 ) − (𝑒̂𝑛

 × ℎ̂𝑚
 )]

 

𝑆𝑇
 

∙ 𝑧 𝑑𝑆 = 0 

 

 

Pela reversão temporal  vetores transversais puramente reais, vide apêndice B, tem-

se a primeira equação: 

 

 

(𝛽𝑛 + 𝛽𝑚)∬[(𝑒̂𝑚
 × ℎ̂𝑛

 ) − (𝑒̂𝑛
 × ℎ̂𝑚

 )]

 

𝑆𝑇
 

∙ 𝑧 𝑑𝑆 = 0                              (D. 5) 

 

 

 Considere, agora, dois modos normalizados [n (onda direta), m (onda direta)] que se 

propagam numa mesma estrutura. 

 

Tabela. D.2. Campos das ondas direta e direta. 

S.E.M. 1 (onda direta) S.E.M. 2 (onda direta) 

 

Onda Direta do modo-n 

𝐸1
 ⃗⃗⃗⃗ 
′
= 𝐸⃗ 𝑡𝑛

(+)(𝑥, 𝑦, 𝑧) =  𝑎𝑛𝑒
−𝑗𝛽𝑛𝑧𝑒̂𝑛

 (𝑥, 𝑦) 

𝐻1
 ⃗⃗ ⃗⃗ 
′
= 𝐻⃗⃗ 𝑡𝑛

(+)(𝑥, 𝑦, 𝑧) =  𝑎𝑛𝑒
−𝑗𝛽𝑛𝑧ℎ̂𝑛

 (𝑥, 𝑦) 

 

 

Onda Direta do modo-m 

𝐸2
 ⃗⃗⃗⃗ = 𝐸⃗ 𝑡𝑚

(+)(𝑥, 𝑦, 𝑧) =  𝑏𝑚𝑒−𝑗𝛽𝑚𝑧𝑒̂𝑚
 (𝑥, 𝑦) 

𝐻2
 ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐻⃗⃗ 𝑡𝑚

(+)(𝑥, 𝑦, 𝑧) =  𝑏𝑚𝑒−𝑗𝛽𝑚𝑧ℎ̂𝑚
 (𝑥, 𝑦) 

 

 

  

Substituindo os vetores das duas situações eletromagnéticas na equação (D.4): 

 

 

𝜕

𝜕𝑧
[∬ [(𝑏𝑚

∗ 𝑒+𝑗𝛽𝑚𝑧𝑒̂𝑚
∗ (𝑥, 𝑦) × 𝑎𝑛𝑒

−𝑗𝛽𝑛𝑧ℎ̂𝑛
 (𝑥, 𝑦)) + (𝑎𝑛𝑒

−𝑗𝛽𝑛𝑧𝑒̂𝑛
 (𝑥, 𝑦) × 𝑏𝑚

∗ 𝑒+𝑗𝛽𝑚𝑧(ℎ̂𝑚
∗ (𝑥, 𝑦)))] ∙ 𝑧⃗⃗ 

 

𝑆𝑇
 

𝑑𝑆] = 0 
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 Aplicando-se a simetria da reversão temporal: 

 

 

−𝑗𝑎𝑛𝑏𝑚
∗ (𝛽𝑛 − 𝛽𝑚)𝑒−𝑗(𝛽𝑛−𝛽𝑚)𝑧 ∬[(𝑒̂𝑚

 × ℎ̂𝑛
 ) + (𝑒̂𝑛

 × ℎ̂𝑚
 )]

 

𝑆𝑇
 

∙ 𝑧 𝑑𝑆 = 0 

 

Tem-se a segunda equação: 

 

 

(𝛽𝑛 − 𝛽𝑚)∬[(𝑒̂𝑚
 × ℎ̂𝑛

 ) + (𝑒̂𝑛
 × ℎ̂𝑚

 )]

 

𝑆𝑇
 

∙ 𝑧 𝑑𝑆 = 0                              (D. 6) 

 

 

 Seja n=m, então 𝛽𝑛 = 𝛽𝑚. Pela equação (D.6),   (𝛽𝑛 − 𝛽𝑚) = 0, portanto: 

 

 

2(𝛽𝑛 − 𝛽𝑚)∬(𝑒̂𝑚
 × ℎ̂𝑛

 )

 

𝑆𝑇
 

∙ 𝑧 𝑑𝑆 = 0 

 

 

Logo: 

 

∬(𝑒̂𝑛
 × ℎ̂𝑛

 )

 

𝑆𝑇
 

∙ 𝑧 𝑑𝑆 ≠ 0 

 

 

Pela normalização: 

 

∬(𝑒̂𝑛
 × ℎ̂𝑛

 )

 

𝑆𝑇
 

∙ 𝑧 𝑑𝑆 = 1 

 

 

Seja n≠m, então 𝛽𝑛 ≠ 𝛽𝑚. Pela equação (D.6),   (𝛽𝑛 − 𝛽𝑚) ≠ 0, portanto: 

 

 

∬[(𝑒̂𝑚
 × ℎ̂𝑛

 ) + (𝑒̂𝑛
 × ℎ̂𝑚

 )]

 

𝑆𝑇
 

∙ 𝑧 𝑑𝑆 = 0 
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Logo: 

 

 

∬(𝑒̂𝑚
 × ℎ̂𝑛

 )

 

𝑆𝑇
 

∙ 𝑧 𝑑𝑆 = ∬(𝑒̂𝑛
 × ℎ̂𝑚

 )

 

𝑆𝑇
 

∙ 𝑧 𝑑𝑆 = 0 

 

 

Confirmando.  

Somam-se as equações (D.5) e (D.6): 

 

 

2𝛽𝑛 ∬(𝑒̂𝑚
 × ℎ̂𝑛

 )

 

𝑆𝑇
 

∙ 𝑧 𝑑𝑆 − 2𝛽𝑚 ∬(𝑒̂𝑛
 × ℎ̂𝑚

 )

 

𝑆𝑇
 

∙ 𝑧 𝑑𝑆 = 0;        𝛽𝑛,𝑚 ≠ 0 

 

 

 

Diminuindo-se a equação (D.5) de (D.6): 

 

 

−2𝛽𝑚 ∬(𝑒̂𝑚
 × ℎ̂𝑛

 )

 

𝑆𝑇
 

∙ 𝑧 𝑑𝑆 + 2𝛽𝑛 ∬(𝑒̂𝑛
 × ℎ̂𝑚

 )

 

𝑆𝑇
 

∙ 𝑧 𝑑𝑆 = 0;        𝛽𝑛,𝑚 ≠ 0 

 

Igualando as duas equações anteriores, obtém-se: 

 

 

(𝛽𝑛 + 𝛽𝑚)∬(𝑒̂𝑚
 × ℎ̂𝑛

 )

 

𝑆𝑇
 

∙ 𝑧 𝑑𝑆 = (𝛽𝑛 + 𝛽𝑚)∬(𝑒̂𝑛
 × ℎ̂𝑚

 )

 

𝑆𝑇
 

∙ 𝑧 𝑑𝑆 

 

 

Como, 𝑛 ≠ 𝑚: 

 

∬(𝑒̂𝑚
 × ℎ̂𝑛

 )

 

𝑆𝑇
 

∙ 𝑧 𝑑𝑆 = 0 

 

 

E: 

 

∬(𝑒̂𝑛
 × ℎ̂𝑚

 )

 

𝑆𝑇
 

∙ 𝑧 𝑑𝑆 = 0 
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A relação de ortonormalidade na potência, entre dois modos quaisquer (n, m), fluindo 

no respectivo guia de onda dielétrico isolado, estabelece: 

 

 

∬(𝑒̂𝑛
 × ℎ̂𝑚

 ) ∙ 𝑧 𝑑𝑆

+∞

−∞
𝑆𝑇
 

= {
1   𝑚 = 𝑛
0   𝑚 ≠ 𝑛

                                         (D. 7) 
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APÊNDICE E – Equação Generalizada do Acoplamento de Varios Guias de 

Onda Ópticos. 

 

 Neste apêndice, obtem-se a equação generalizada do guia de onda perturbado com N-

estruturas ópticas (não-perturbadas), vide Fig.E.1. Embora neste trabalho a ênfase será dada 

ao acoplamento de duas lâminas dielétricas (o problema se transforma em unidimensional). 

 

 

 

 

 

Fig. E.1. Estrutura perturbada com N-Guias de Onda distintos. 

 

 

 

 O modo que se propaga no guia de onda perturbado é conhecido por supermodo. A 

análise é feita pela superposição dos dois modos normais; par; ímpar. 

Obtem-se  o modo que se propaga na estrutura acoplada, par e ímpar, pela expansão 

dos modos fundamentais dos respectivos guias de onda não perturbados. 

Sejam as expansões dos campos (𝐸⃗ ′ (+,−), 𝐻⃗⃗ ′ (+,−)) da estrutura perturbada em função 

dos campos normalizados das estruturas não perturbadas, (convenção 𝑒+𝑗𝜔𝑡). 
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- Onda direta (propagação em +𝑧 ). 

 

𝐸⃗ ′ (+)(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑ 𝑎𝑛(𝑧)(𝑒̂𝑛(𝑥, 𝑦) + 𝑒̿𝑧𝑛(𝑥, 𝑦))

𝑁

𝑛=1

𝑒−𝑗𝛽𝑛𝑧 

(E.1) 

𝐻⃗⃗ ′ (+)(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑ 𝑎𝑛(𝑧) (ℎ̂𝑛(𝑥, 𝑦) + ℎ̿𝑧𝑛(𝑥, 𝑦))

𝑁

𝑛=1

𝑒−𝑗𝛽𝑛𝑧 

 

 

- Onda reversa (propagação em – 𝑧 ). 

 

𝐸⃗ ′ (−)(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑ 𝑏𝑛(𝑧)(𝑒̂𝑛(𝑥, 𝑦) − 𝑒̿𝑧𝑛(𝑥, 𝑦))

𝑁

𝑛=1

𝑒+𝑗𝛽𝑛𝑧 

(E.2) 

𝐻⃗⃗ ′ (−)(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑ 𝑏𝑛(𝑧) (−ℎ̂𝑛(𝑥, 𝑦) + ℎ̿𝑧𝑛(𝑥, 𝑦))

𝑁

𝑛=1

𝑒+𝑗𝛽𝑛𝑧 

 

Os vetores (𝑒̿𝑧𝑛(𝑥, 𝑦) =
𝜖𝑖

𝜖′ 𝑒̂𝑧𝑖(𝑥, 𝑦); ℎ̿𝑧𝑛(𝑥, 𝑦) = ℎ̂𝑧𝑖(𝑥, 𝑦)), vide item E.1. 

 

Os coeficientes das expansões (incógnitas) dependem da coordenada (z); 

(𝑎𝑛(𝑧), 𝑏𝑛(𝑧)), já que as interferências entre os modos das diversas estruturas (n=1, 2...N), 

nesse trabalho N=2,  que compõem a seção transversal do guia de onda perturbado tem que 

ser consideradas na respectiva seção. 

As ondas diretas e reversas são constituídas pelos campos normalizados, transversais e 

longitudinais: 

- Onda direta (propagação em +𝑧 ). 

 

𝐸̂𝑖
(+)(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑒̂𝑖(𝑥, 𝑦) + 𝑒̂𝑧𝑖(𝑥, 𝑦))𝑒−𝑗𝛽𝑖𝑧 

(E.3) 

𝐻̂𝑖
(+)(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (ℎ̂𝑖(𝑥, 𝑦) + ℎ̂𝑧𝑖(𝑥, 𝑦)) 𝑒−𝑗𝛽𝑖𝑧 

 

- Onda reversa (propagação em – 𝑧 ). 

 

𝐸̂𝑖
(−)(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑒̂𝑖(𝑥, 𝑦) − 𝑒̂𝑧𝑖(𝑥, 𝑦))𝑒+𝑗𝛽𝑖𝑧 

(E.4) 

𝐻̂𝑖
(−)(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (−ℎ̂𝑖(𝑥, 𝑦) + ℎ̂𝑧𝑖(𝑥, 𝑦)) 𝑒+𝑗𝛽𝑖𝑧 
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E.1. Componentes longitudinais da estrutura perturbada (𝑬⃗⃗ 𝒛
′ (𝒙, 𝒚, 𝒛), 𝑯⃗⃗⃗ 𝒛

′ (𝒙, 𝒚, 𝒛)) [𝟐]. 

 

 As ondas diretas, das componentes longitudinais, dos vetores perturbados, equação 

(D.1), são: 

𝐸⃗ 𝑧
′(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑ 𝑎𝑛(𝑧)𝐸̂𝑧𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑁

𝑛=1

= ∑ 𝑎𝑛(𝑧)(𝑒̿𝑧𝑛(𝑥, 𝑦)𝑒−𝑗𝛽𝑛𝑧)

𝑁

𝑛=1

 

(E.5) 

𝐻⃗⃗ 𝑧
′(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑ 𝑎𝑛(𝑧)𝐻̂𝑧𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑁

𝑛=1

= ∑ 𝑎𝑛(𝑧)(ℎ̿𝑧𝑛(𝑥, 𝑦)𝑒−𝑗𝛽𝑛𝑧)

𝑁

𝑛=1

 

 

 Pelos rotacionais das equações de Maxwell reduzidas, vide apêndice B, equações 

(B.2), obtém-se as expansões adequadas das componentes longitudinais da estrutura 

perturbada. 

 Considere a onda direta de um modo qualquer, ‘n’, que se propaga no guia de onda 

(em geral, utiliza-se somente o fundamental). 

 Sejam os guias de onda (i=1, 2, 3...N) que compõem a estrutura perturbada. 

 

E.1.1. Componente elétrica longitudinal (𝛁𝒕 × 𝑯𝒕
⃗⃗ ⃗⃗  = 𝒋𝝎𝝐𝑬𝒛

⃗⃗ ⃗⃗ ). 

 

 Estrutura sem perturbação. 

 

 

∇𝑡 × 𝐻̂𝑡𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑗𝜔𝜖𝑖𝐸̂𝑧𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑧)                                  (E. 5. a) 

 

 

Pelas equações (D.3): 

 

𝐸̂𝑧𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑒̂𝑧𝑖(𝑥, 𝑦)𝑒−𝑗𝛽𝑖𝑧 

(E.6) 

𝐻̂𝑡𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ℎ̂𝑖(𝑥, 𝑦)𝑒−𝑗𝛽𝑖𝑧 

 

 

Substituindo a equação (E.6) na equação de Maxwell reduzida, equação (E.5.a): 

 

 

𝑒−𝑗𝛽𝑖𝑧 (∇𝑡 × ℎ̂𝑖(𝑥, 𝑦)) = 𝑒−𝑗𝛽𝑖𝑧𝑗𝜔𝜖𝑖𝑒̂𝑧𝑖(𝑥, 𝑦) 
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 Simplificando: 

 

∇𝑡 × ℎ̂𝑖 = 𝑗𝜔𝜖𝑖𝑒̂𝑧𝑖                                               (E.7) 

 

  

  

 Estrutura perturbada. 

 

∇𝑡 × 𝐻⃗⃗⃗ 𝑡
′
(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑗𝜔𝜖′𝐸⃗⃗ 𝑧

′
(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

 

 

 Pelas equações (E.1): 

 

 

∇𝑡 × ∑𝑎𝑖(𝑧)(ℎ̂𝑖(𝑥, 𝑦)𝑒−𝑗𝛽𝑖𝑧)

𝑁

𝑖=1

= 𝑗𝜔𝜖′ ∑𝑎𝑖(𝑧)(𝑒̿𝑧𝑖(𝑥, 𝑦)𝑒−𝑗𝛽𝑖𝑧)

𝑁

𝑖=1

 

 

 

Portanto: 

 

∑𝑎𝑖(𝑧)𝑒
−𝑗𝛽𝑖𝑧(∇𝑡 × ℎ̂𝑖 − 𝑗𝜔𝜖′𝑒̿𝑧𝑖)

𝑁

𝑖=1

= 0                                  (E. 8) 

 

 

 A equação (E.8) é satisfeita para todo (i=1, 2…N) se: 

 

 ∇𝑡 × ℎ̂𝑖 = 𝑗𝜔𝜖′𝑒̿𝑧𝑖                                             (E.9) 

 

 

Substituindo a equação (E.7) em (E.9) tem-se as componentes longitudinais adequadas 

à expansão das do modo perturbado: 

 

𝑗𝜔𝜖𝑖𝑒̂𝑧𝑖 = 𝑗𝜔𝜖′𝑒̿𝑧𝑖 

 

Portanto: 

 

𝑒̿𝑧𝑖 =
𝜖𝑖

𝜖′
𝑒̂𝑧𝑖 
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A componente elétrica longitudinal do guia de onda perturbado é expandida pelas 

ondas diretas: 

 

𝐸⃗ 𝑧
′(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑𝑎𝑖(𝑧) (

𝜖𝑖

𝜖′
) 𝑒̂𝑧𝑖(𝑥, 𝑦)𝑒−𝑗𝛽𝑖𝑧

𝑁

𝑖=1

                                (E. 10) 

 

 

E.1.2. Componente magnética longitudinal (𝛁𝒕 × 𝑬𝒕
⃗⃗⃗⃗ = 𝒋𝝎𝝁𝑯𝒛

⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

 

Com o mesmo raciocínio do item (E.1.1). 

 

 Estrutura sem perturbação (vetor de ponderação). 

 

 

∇𝑡 × 𝐸̂𝑡𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑗𝜔𝜇𝐻̂𝑧𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

 

Pelas equações (D.3): 

 

∇𝑡 × 𝑒̂𝑖 = −𝑗𝜔𝜇ℎ̂𝑧𝑖                                             (E.11) 

 

 Estrutura perturbada. 

 

∇𝑡 × 𝐸⃗⃗ 𝑡
′
(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑗𝜔𝜇𝐻⃗⃗⃗ 𝑧

′
(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

 

 

 Pelas equações (E.1): 

 

 

∑𝑎𝑖(𝑧)𝑒
−𝑗𝛽𝑖𝑧(∇𝑡 × 𝑒̂𝑖(𝑥, 𝑦))

𝑁

𝑖=1

= −∑ 𝑗𝜔𝜇 (𝑎𝑖(𝑧)𝑒
−𝑗𝛽𝑖𝑧ℎ̿𝑧𝑖(𝑥, 𝑦))

𝑁

𝑖=1

  

 

Portanto: 

 

∑𝑎𝑖(𝑧)𝑒
−𝑗𝛽𝑖𝑧(∇𝑡 × 𝑒̂𝑖 + 𝑗𝜔𝜇ℎ̿𝑧𝑖)

𝑁

𝑖=1

= 0 

 

 



217 
 

A equação é nula para todo {𝑖 = 1, 2, 3…𝑁}, então: 

 

 

∇𝑡 × 𝑒̂𝑖 = −𝑗𝜔𝜇ℎ̿𝑧𝑖                                             (E.12) 

 

Substituindo a equação (E.11) em (E.12) tem-se as componentes longitudinais 

apropriadas à expansão das do modo perturbado. 

 

−𝑗𝜔𝜇ℎ̂𝑧𝑖 = −𝑗𝜔𝜇ℎ̿𝑧𝑖 

 

Portanto: 

 

ℎ̂𝑧𝑖 = ℎ̿𝑧𝑖 

 

 

A expansão da componente magnética do guia de onda perturbado, ondas diretas: 

 

𝐻⃗⃗ 𝑧
′(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑𝑎𝑖(𝑧)ℎ̂𝑧𝑖(𝑥, 𝑦)𝑒−𝑗𝛽𝑖𝑧

𝑁

𝑖=1

                                (E. 13) 

 

E.1.3. Resumo das expansões dos vetores elétrico e magnético nos guias perturbados. 

 

 As componentes transversais dos campos perturbados, convenção 𝑒+𝑗𝜔𝑡, (217uia de 

onda ‘i’=1, 2, 3… N). 

- Onda direta (propagação em +𝑧 ). 

  

(
𝐸⃗ 𝑡

′(+)(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝐻⃗⃗ 𝑡
′(+)(𝑥, 𝑦, 𝑧)

) = ∑𝑎𝑖(𝑧) (
𝑒̂𝑖(𝑥, 𝑦)

ℎ̂𝑖(𝑥, 𝑦)
) 𝑒−𝑗𝛽𝑖𝑧

𝑁

𝑖=1

                                (E. 14) 

 

- Onda reversa (propagação em – 𝑧 ). 

  

(
𝐸⃗ 𝑡

′(−)(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝐻⃗⃗ 𝑡
′(−)(𝑥, 𝑦, 𝑧)

) = ∑𝑏𝑖(𝑧) (
𝑒̂𝑖(𝑥, 𝑦)

−ℎ̂𝑖(𝑥, 𝑦)
) 𝑒+𝑗𝛽𝑖𝑧

𝑁

𝑖=1

                                (E. 15) 
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 As componentes longitudinais dos campos perturbados, convenção 𝑒+𝑗𝜔𝑡, (218uia de 

onda ‘i’=1, 2, 3… N). 

 

- Onda direta (propagação em +𝑧 ). 

  

(
𝐸⃗ 𝑧

′(+)(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝐻⃗⃗ 𝑧
′(+)(𝑥, 𝑦, 𝑧)

) = ∑𝑎𝑖(𝑧)(
(
𝜖̅𝑖

𝜖′) 𝑒̂𝑧𝑖(𝑥, 𝑦)

ℎ̂𝑧𝑖(𝑥, 𝑦)
) 𝑒−𝑗𝛽𝑖𝑧

𝑁

𝑖=1

                      (E. 16) 

 

 

- Onda reversa (propagação em – 𝑧 ). 

  

(
𝐸⃗ 𝑧

′(−)(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝐻⃗⃗ 𝑧
′(−)(𝑥, 𝑦, 𝑧)

) = ∑𝑏𝑖(𝑧)(
−(

𝜖̅𝑖

𝜖′) 𝑒̂𝑧𝑖(𝑥, 𝑦)

ℎ̂𝑧𝑖(𝑥, 𝑦)
) 𝑒+𝑗𝛽𝑖𝑧

𝑁

𝑖=1

                    (E. 17) 

 

 

 Então:  

 O campo elétrico perturbado: 

 

𝐸⃗ ′ = (𝐸⃗ 𝑡
′(+)

+ 𝐸⃗ 𝑡
′(−)

) + (𝐸⃗ 𝑧
′(+)

+ 𝐸⃗ 𝑧
′(−)

) 

 

𝐸⃗ ′(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑[(𝑎𝑖(𝑧)𝑒
−𝑗𝛽𝑖𝑧 + 𝑏𝑖(𝑧)𝑒

+𝑗𝛽𝑖𝑧)𝑒̂𝑖(𝑥, 𝑦) + (𝑎𝑖(𝑧)𝑒
−𝑗𝛽𝑖𝑧 − 𝑏𝑖(𝑧)𝑒

+𝑗𝛽𝑖𝑧) (
𝜖𝑖̅

𝜖′
) 𝑒̂𝑧𝑖(𝑥, 𝑦)]

𝑁

𝑖=1

 

 

 

O campo magnético perturbado: 

 

𝐻⃗⃗ ′(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑[(𝑎𝑖(𝑧)𝑒
−𝑗𝛽𝑖𝑧 − 𝑏𝑖(𝑧)𝑒

+𝑗𝛽𝑖𝑧)ℎ̂𝑖(𝑥, 𝑦) + (𝑎𝑖(𝑧)𝑒
−𝑗𝛽𝑖𝑧 + 𝑏𝑖(𝑧)𝑒

+𝑗𝛽𝑖𝑧)ℎ̂𝑧𝑖(𝑥, 𝑦)]

𝑁

𝑖=1
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E.2.  Equação Fundamental dos Acopladores Ópticos. 

 

 

 Neste item é deduzida a equação fundamental da teoria do acoplamento modal 

(perturbação modal). Calculam-se os coeficientes dos vetores perturbados e demais 

parâmetros do acoplador óptico. 

 Em acoplamentos extremamente fortes, os vetores encontrados pela teoria usual nem 

sempre satisfazem a condição da conservação de potência. Para remover esta dificuldade, no 

apêndice G, deduz-se rigorosamente a equação fundamental dos acopladores ópticos, 

aplicando-a em estruturas dielétricas constituídas por dois guias de onda ópticos. 

 A equação fundamental da teoria da perturbação modal é indiferentemente, encontrada 

pela reciprocidade de Lorentz; conjugada ou não conjugada. A equação fundamental, neste 

trabalho, é obtida pela reciprocidade conjugada. 

 

 

E.2.1. Equação Fundamental generalizada do acoplamento modal. 

 

 

 A equação fundamental da teoria dos modos acoplados, ou método da perturbação 

modal é deduzida pela reciprocidade conjugada de Lorentz. 

 Seja a estrutura perturbada com N-guias de onda, como mostra a Fig.E.1, onde: 

 Meio perturbado: 𝜖′ = 𝜖 + 𝜖1 + 𝜖2 + 𝜖3 + ⋯+ 𝜖𝑁, e estruturas não perturbadas:  

 

Tabela E.1. Permissividades guias isolados. 

Guia Permissividade 

1 𝜖1̅ = 𝜖 + 𝜖1 

2 𝜖2̅ = 𝜖 + 𝜖2 

...  

N 𝜖𝑁̅ = 𝜖 + 𝜖𝑁 
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 São consideradas as seguintes S.E.M. (ondas diretas): 

 

Tabela E.2. Campos das estruturas perturbada e não perturbada 

S.E.M. 1 (N-estruturas) 

Estrutura Perturbada 

S.E.M. 2 (N-estruturas) 

Estrutura não Perturbada 

 

Pelas equações (E.14) e (E.16): 

𝐸⃗ ′ (+) = ∑ 𝑎𝑛(𝑧) (𝑒̂𝑛 + (
𝜖𝑛̅

𝜖′
) 𝑒̂𝑧𝑛)

𝑁

𝑛=1

𝑒−𝑗𝛽𝑛𝑧 

𝐻⃗⃗ ′ (+) = ∑ 𝑎𝑛(𝑧)(ℎ̂𝑛 + ℎ̂𝑧𝑛)

𝑁

𝑛=1

𝑒−𝑗𝛽𝑛𝑧 

 

𝑖 = 1, 2, 3…𝑁 

 

𝐸⃗ 𝑖
(+)(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑒̂𝑖(𝑥, 𝑦) + 𝑒̂𝑧𝑖(𝑥, 𝑦))𝑒−𝑗𝛽𝑖𝑧 

 

𝐻⃗⃗ 𝑖
(+)(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (ℎ̂𝑖(𝑥, 𝑦) + ℎ̂𝑧𝑖(𝑥, 𝑦)) 𝑒−𝑗𝛽𝑖𝑧 

 

 

 Seja a equação de reciprocidade de Lorentz conjugada, apêndice C, equação (C.4): 

 

 

𝜕

𝜕𝑧
[∬(𝐸1

 ⃗⃗⃗⃗ × 𝐻2
 ⃗⃗ ⃗⃗ 
∗
+ 𝐸2

 ⃗⃗⃗⃗ 
∗
× 𝐻1

 ⃗⃗ ⃗⃗ )

 

𝑆𝑇
 

∙ 𝑧  𝑑𝑆] = −𝑗𝜔 ∬(𝜖1
 − 𝜖2

 ) (𝐸1
 ⃗⃗⃗⃗ ∙  𝐸2

 ⃗⃗⃗⃗ 
∗
)𝑑𝑆

+∞

−∞
𝑆𝑇
 

 

 

 

Onde, nesta nomenclatura: 

𝜖1
 = 𝜖′ −  𝐸𝑠𝑡𝑟𝑢𝑡𝑢𝑟𝑎 𝑝𝑒𝑟𝑡𝑢𝑟𝑏𝑎𝑑𝑎  

𝜖2
 = 𝜖̅𝑖 −  𝐸𝑠𝑡𝑟𝑢𝑡𝑢𝑟𝑎 𝑛𝑎𝑜 𝑝𝑒𝑟𝑡𝑢𝑟𝑏𝑎𝑑𝑎              

  𝐸1
 ⃗⃗⃗⃗ /𝐻1

 ⃗⃗⃗⃗ –  𝑐𝑎𝑚𝑝𝑜 𝑒𝑙é𝑡𝑟𝑖𝑐𝑜/𝑚𝑎𝑔𝑛é𝑡𝑖𝑐𝑜 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑠𝑝𝑜𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡𝑒 à 𝑒𝑠𝑡𝑟𝑢𝑡𝑢𝑟𝑎 𝑝𝑒𝑟𝑡𝑢𝑟𝑏𝑎𝑑𝑎 = 𝐸⃗⃗ 
′ 
/𝐻⃗⃗ 

′ 
      

              𝐸2
 ⃗⃗⃗⃗ /𝐻2

 ⃗⃗⃗⃗ –  𝑐𝑎𝑚𝑝𝑜 𝑒𝑙é𝑡𝑟𝑖𝑐𝑜/𝑚𝑎𝑔𝑛é𝑡𝑖𝑐𝑜 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑠𝑝𝑜𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡𝑒 à𝑠 𝑒𝑠𝑡𝑟𝑢𝑡𝑢𝑟𝑎𝑠 𝑠𝑒𝑚 𝑝𝑒𝑟𝑡𝑢𝑟𝑏𝑎𝑟 =  𝐸⃗⃗ 𝑖
 
/𝐻⃗⃗ 𝑖

 
 

 

Reescreve-se a equação de reciprocidade de Lorentz: 

 

𝜕

𝜕𝑧
[∬(𝐸⃗ ′ × 𝐻𝑖

 ⃗⃗⃗⃗ 
∗
+ 𝐸𝑖

 ⃗⃗  ⃗
∗
× 𝐻⃗⃗ ′ )

 

𝑆𝑇
 

∙ 𝑧  𝑑𝑆] = −𝑗𝜔 ∬(𝜖′ − 𝜖𝑖̅) (𝐸⃗ ′ ∙  𝐸𝑖
 ⃗⃗  ⃗
∗
) 𝑑𝑆

+∞

−∞
𝑆𝑇
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Substituindo na equação de reciprocidade os respectivos campos caracterizados pelas 

ondas diretas: 

 

∑
𝜕

𝜕𝑧
[𝑎𝑛(𝑧)𝑒+𝑗(𝛽𝑖−𝛽𝑛)𝑧 ∬(𝑒̂𝑛 × ℎ̂𝑖 + 𝑒̂𝑖 × ℎ̂𝑛) ∙

 

𝑆𝑇
 

𝑧  𝑑𝑆]

𝑁

𝑛=1

= −𝑗 ∑ 𝑎𝑛(𝑧)𝑒+𝑗(𝛽𝑖−𝛽𝑛)𝑧

𝑁

𝑛=1

4{
𝜔

4
∬(𝜖′ − 𝜖𝑖̅) [𝑒̂𝑛 ∙ 𝑒̂𝑖 + (

𝜖𝑖̅

𝜖′
)
∗

𝑒̂𝑧𝑛 ∙ 𝑒̂𝑧𝑖
∗ ]

 

𝑆𝑇
 

 𝑑𝑆} (E. 18) 

 

 

 Definem-se, para aliviar a escrita da equação (E.18), os seguintes parâmetros: 

 

𝑐𝑛̅𝑖 =
𝑐𝑛𝑖

2
=

1

4
∬ (𝑒̂𝑖 × ℎ̂𝑛) ∙ 𝑧  𝑑𝑆

+∞

−∞
𝑆𝑇
 

                                               (E. 19) 

𝑐𝑛𝑖 = 𝑐𝑜𝑒𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑒𝑛𝑐𝑜𝑏𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 (𝑠𝑜𝑏𝑟𝑒𝑝𝑜𝑠𝑖çã𝑜)𝑑𝑜𝑠 𝑐𝑎𝑚𝑝𝑜𝑠 𝑑𝑜𝑠 𝑟𝑒𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑜𝑠 𝑚𝑜𝑑𝑜𝑠 (𝑖 → 𝑛) 

 

Observe que a leitura do coeficiente 𝑐𝑛𝑖 e feita no sentido inverso da notação. 

Verifique, pela equação (E.19), a aplicação da inversão. 

Os coeficientes (𝑐𝑛𝑖, 𝑐𝑖𝑛) descrevem o encobrimento dos campos sem perturbação, (i) 

e (n) respectivamente nos (n) e (i) da estrutura perturbada. 

Define-se o coeficiente de acoplamento do modo: 

 

𝑘𝑛𝑖 =
𝜔

4
∬ (𝜖′ − 𝜖𝑖̅) [𝑒̂𝑛 ∙ 𝑒̂𝑖 + (

𝜖𝑖̅

𝜖′
)
∗

𝑒̂𝑧𝑛 ∙ 𝑒̂𝑧𝑖
∗ ] 𝑑𝑆

+∞

−∞
𝑆𝑇
 

                          (E. 20) 

𝑘̅𝑛𝑖 = 2𝑘𝑛𝑖 =
𝜔

2
∬ (𝜖′ − 𝜖𝑖̅) [𝑒̂𝑛 ∙ 𝑒̂𝑖 + (

𝜖𝑖̅

𝜖′
)
∗

𝑒̂𝑧𝑛 ∙ 𝑒̂𝑧𝑖
∗ ] 𝑑𝑆

+∞

−∞
𝑆𝑇
 

               (E. 20. a) 

Onde: (𝜖′ − 𝜖𝑖̅) = (𝜖𝑛 − 𝜖1) 

 

𝑘̅𝑛𝑖 = 𝑐𝑜𝑒𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑎𝑐𝑜𝑝𝑙𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑚𝑜𝑑𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑑𝑜 𝑑𝑜 𝑚𝑜𝑑𝑜 ′𝑖′𝑑𝑎 𝑒𝑠𝑡𝑟𝑢𝑡𝑢𝑟𝑎 𝑖𝑠𝑜𝑙𝑎𝑑𝑎 𝑎𝑜 𝑚𝑜𝑑𝑜′𝑛′ 𝑑𝑜 𝑔𝑢𝑖𝑎 𝑑𝑒 𝑜𝑛𝑑𝑎 𝑝𝑒𝑟𝑡𝑢𝑟𝑏𝑎𝑑𝑜 

𝑘𝑛𝑖 = 𝑐𝑜𝑒𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑎𝑐𝑜𝑝𝑙𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑜 𝑚𝑜𝑑𝑜 − 𝑖 𝑑𝑎 𝑒𝑠𝑡𝑟𝑢𝑡𝑢𝑟𝑎 𝑖𝑠𝑜𝑙𝑎𝑑𝑎 𝑎𝑜 𝑚𝑜𝑑𝑜 − 𝑛 𝑑𝑜 𝑔𝑢𝑖𝑎 𝑑𝑒 𝑜𝑛𝑑𝑎 𝑝𝑒𝑟𝑡𝑢𝑟𝑏𝑎𝑑𝑜 

 

Perceba que a leitura do parâmetro 𝑘𝑛𝑖, também é feita no sentido inverso da notação.  
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Para melhor compreensão do coeficiente 𝑘𝑛𝑖, equação (E.20), considere a estrutura 

perturbada por três guias de onda (i = a, b, c) como mostra a Fig. E.2. 

 

 

Fig. E.2. Estrutura perturbada por três guias de onda (a, b, c). 

 Os meios das respectivas estruturas são: 

 

Guias de onda não perturbados 

{
 
 

 
 
𝜖𝑎̅ = 𝜖1 + 𝜖𝑎 + 𝜖1

 
𝜖𝑏̅ = 𝜖1 + 𝜖𝑏 + 𝜖1

 
𝜖𝑐̅ = 𝜖1 + 𝜖𝑐 + 𝜖1

                                              (E.21)     

                            

Guia de onda perturbado (pela Fig. D.2): 𝜖′ = 𝜖1 + 𝜖𝑎 + 𝜖1 + 𝜖𝑏 + 𝜖1 + 𝜖𝑐 + 𝜖1  (E.22)   

 

 

 Calculo do coeficiente de acoplamento do guia-a ao guia-b (os dois compõem a estrutura 

perturbada), pela equação (E.20).  

 

 

𝑘̅𝑏𝑎 =
𝜔

2
∬(𝜖′ − 𝜖𝑎̅) [𝑒̂𝑏 ∙ 𝑒̂𝑎 + (

𝜖𝑎̅

𝜖′
)
∗

𝑒̂𝑧𝑏 ∙ 𝑒̂𝑧𝑎
∗ ] 𝑑𝑆

+∞

−∞
𝑆𝑇
 

                          (E. 23) 

 

 

 Pelas equações (E.22) e (E.21): 

 

𝜖′ − 𝜖𝑎 = (𝜖1 + 𝜖𝑎 + 𝜖1 + 𝜖𝑏 + 𝜖1 + 𝜖𝑐 + 𝜖1) − (𝜖1 + 𝜖𝑎 + 𝜖1) = (𝜖𝑏 − 𝜖1)|(𝑆𝑏) + (𝜖𝑐 − 𝜖1)|(𝑆𝑐)          (E.24) 

 

 

A equação (E.24) é facilmente entendida pelas Fig. E.2, guia perturbado, e Fig. E.3, 

guia de onda-a isolado. 
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Fig. E.3. Representação do guia de onda – ‘a’ isolado, 𝝐̅𝒂 = 𝝐𝟏 + 𝝐𝒂 + 𝝐𝟏. 

 

 Pelas Fig. E.2. e Fig. E.3, o termo (𝜖′ − 𝜖𝑎̅), corresponde a área 𝑆𝑏, onde (𝜖′ − 𝜖𝑎̅) =

(𝜖𝑏 − 𝜖1). 

 

 

Fig. E.4. Meio resultante de (𝝐′ − 𝝐̅𝒂). 

 

 Por esse raciocínio, o coeficiente de acoplamento do guia de onda – ‘a’ da estrutura, 

vide Fig.E.4, compreende; o acoplamento do guia de onda – ‘b’, (𝜖𝑏 − 𝜖1), sobre a área 𝑆𝑏; 

mais a do guia de onda – ‘c’, (𝜖𝑐 − 𝜖1), sobre a área 𝑆𝑐. 

 

𝑘(𝑏,𝑐)𝑎 =
𝜔

4
∬ (𝜖𝑏 − 𝜖1) [𝑒̂𝑏 ∙ 𝑒̂𝑎 + (

𝜖1

𝜖𝑏
)

 

𝑒̂𝑧𝑏 ∙ 𝑒̂𝑧𝑎
∗ ] 𝑑𝑆𝑏

  
 

𝑆𝑏
 +  

𝜔

4
∬ (𝜖𝑐 − 𝜖1) [𝑒̂𝑏 ∙ 𝑒̂𝑎 + (

𝜖1

𝜖𝑐
)

 

𝑒̂𝑧𝑏 ∙ 𝑒̂𝑧𝑎
∗ ] 𝑑𝑆𝑐

  
 

𝑆𝑐
    (E. 25) 

 

 Na equação (E.25), o termo (
𝜖̅𝑎

𝜖′
) foi calculado pelo seguinte raciocínio: 

 Pela Fig. E.3:    𝜖𝑎̅(𝑆𝑏
 ) = 𝜖1; 𝜖𝑎̅(𝑆𝑐

 ) = 𝜖1 

Pela Fig. E.4:    𝜖′(𝑆𝑏
 ) = 𝜖𝑏; 𝜖′(𝑆𝑐

 ) = 𝜖𝑐 
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Quando os campos dos guias ‘a’ e ‘b’ forem fracos com relação ao guia – ‘c’, comum 

em muitos acoplamentos, o coeficiente 𝑘𝑏𝑎 se reduz: 

 

𝑘𝑏𝑎 =
𝜔

4
∬ (𝜖𝑏 − 𝜖1) [𝑒̂𝑏 ∙ 𝑒̂𝑎 + (

𝜖1

𝜖𝑏
)
 

𝑒̂𝑧𝑏 ∙ 𝑒̂𝑧𝑎
∗ ] 𝑑𝑆𝑏

 
 

 
𝑆𝑏

 
                        (E. 26) 

 

Na equação (E.26), o campo do guia – ‘a’ é que se acopla ao guia – ‘b’, na área 𝑆𝑏
 , 

com o meio perturbado (𝜖𝑏 − 𝜖1). 

 

E.2.2. Equação fundamental dos guias de onda perturbados. 

 

 Ao substituírem, na equação básica do acoplamento dos modos, equação (E.18), os 

coeficientes de encobrimento dos campos, (𝑐𝑛̅𝑖, 𝑐𝑖̅𝑛), equação (E.19), e o de acoplamento  𝑘𝑛𝑖, 

equação (E.20), tem-se o sistema de equações diferenciais, equação (E.27), da análise 

generalizada das estruturas perturbadas: 

 

∑(𝑐𝑛̅𝑖 + 𝑐𝑖̅𝑛)
𝑑

𝑑𝑧
[𝑎𝑛(𝑧)𝑒

+𝑗(𝛽𝑖−𝛽𝑛)𝑧] = −𝑗 ∑ 𝑎𝑛(𝑧)𝑘𝑛𝑖𝑒
+𝑗(𝛽𝑖−𝛽𝑛)𝑧

𝑁

𝑛=1

 

𝑁

𝑛=1

 

 

 

Equação generalizada do acoplamento modal: 

 

∑(𝑐𝑛𝑖 + 𝑐𝑖𝑛)
𝑑

𝑑𝑧
(𝑎𝑛(𝑧)𝑒

+𝑗(𝛽𝑖−𝛽𝑛)𝑧) = −𝑗2 ∑ 𝑘𝑛𝑖(𝑎𝑛(𝑧)𝑒
+𝑗(𝛽𝑖−𝛽𝑛)𝑧)

𝑁

𝑛=1

        (E. 27) 

𝑁

𝑛=1

 

 

 

Em que: 

𝑐𝑛𝑖 = 2𝑐𝑛̅𝑖 =
1

2
∬(𝑒̂𝑖 × ℎ̂𝑛) ∙ 𝑧  𝑑𝑆

+∞

−∞
𝑆𝑇
 

 

(E.27.a) 

𝑐𝑖𝑛 = 2𝑐𝑖̅𝑛 =
1

2
∬(𝑒̂𝑛 × ℎ̂𝑖) ∙ 𝑧  𝑑𝑆

+∞

−∞
𝑆𝑇
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Deriva-se o termo do lado esquerdo da equação (E.27). O sistema da perturbação 

modal (N-modos), e caracterizado pelo sistema de N equações diferenciais e N incógnitas, 

i=1, 2, 3 ... N. 

 

∑ (
𝑑𝑎𝑛(𝑧)

𝑑𝑧
+ 𝑗(𝛽𝑖 − 𝛽𝑛)𝑎𝑛(𝑧))𝑒+𝑗(𝛽𝑖−𝛽𝑛)𝑧(𝑐𝑛𝑖 + 𝑐𝑖𝑛) = −𝑗 ∑ 𝑘̅𝑛𝑖𝑎𝑛(𝑧)𝑒

+𝑗(𝛽𝑖−𝛽𝑛)𝑧

𝑁

𝑛=1

 

𝑁

𝑛=1

(E. 28) 

 

As equações (E.27) ou (E.28) são as dos modos acoplados [2, 3], empregadas neste 

trabalho. No sistema da equação (E.28), considerou-se as ondas propagantes diretas. Caso o 

modo – ‘n’ seja reverso, considere 𝛽𝑛
(−)

= −𝛽𝑛
(+)

, veja (B.11), apêndice B. (simetria da 

reversão temporal). 
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APÊNDICE F – Relações Essenciais ao Estudo dos Modos Acoplados. 

 

 

 Neste apêndice são obtidas as relações fundamentais da teoria do acoplamento modal 

(método da perturbação modal). São as relações entre os parâmetros dos acoplamentos entre 

os guias de onda, (𝑘𝑎𝑏 , 𝑘𝑏𝑎), e os de encobrimento dos campos, (𝑐𝑎𝑏 , 𝑐𝑏𝑎). 

 Os teoremas da reciprocidade, conjugada e não conjugada, são aplicáveis, 

indiferentemente, ao se relacionar duas situações eletromagnéticas (S.E.M) que satisfaçam as 

equações de Maxwell [Shun-Lien Chuang, 1987] e as condições de fronteira, sejam o modo 

nos guias de onda isolados ou o super-modo no guia de onda perturbado. 

 Neste apêndice, as relações essenciais são obtidas em dois guias de onda isolados 

suportando tanto ondas diretas como reversas. 

 As duas situações eletromagnéticas se relacionam pelo teorema da reciprocidade 

conjugada de Lorentz. 

 

Tabela F.1. Equações de Maxwell para duas situações eletromagnéticas. 

S.E.M. 1 S.E.M. 2 

 

∇ × 𝐻1
⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑗𝜔𝜖1

 𝐸1
 ⃗⃗⃗⃗  

 

−∇ × 𝐸1
⃗⃗⃗⃗ = 𝑗𝜔𝜇𝐻1

 ⃗⃗ ⃗⃗ 
 
 

 

 

 

∇ × 𝐻2
⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑗𝜔𝜖2

 𝐸2
 ⃗⃗⃗⃗  

 

 ∇ × 𝐸2
⃗⃗⃗⃗ = −𝑗𝜔𝜇𝐻2

 ⃗⃗ ⃗⃗ 
 
 

 

 

 

 Seja a reciprocidade conjugada de Lorentz, equação (C.4), apêndice C. 

 

 

𝜕

𝜕𝑧
[∬ (𝐸1

 ⃗⃗⃗⃗ × 𝐻2
 ⃗⃗ ⃗⃗ 
∗
+ 𝐸2

 ⃗⃗⃗⃗ 
∗
× 𝐻1

 ⃗⃗ ⃗⃗ )

+∞ 

−∞
S

∙ 𝑧  𝑑𝑆] = 𝑗𝜔 ∬(𝜖2̅
∗ − 𝜖1̅

 ) (𝐸1
 ⃗⃗⃗⃗ ∙  𝐸2

 ⃗⃗⃗⃗ 
∗
) 𝑑𝑆

+∞

−∞
𝑆

       (F. 1) 

 

 

 Os guias são estruturas isoladas, vide Fig. F.1.a e Fig. F.1.b: 
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Fig. F.1.a. Guia de Onda – ‘a’ isolado, 𝝐̅𝟏 = 𝝐𝟏 + 𝝐𝒂 + 𝝐𝟏. 

Fig. F.1.b. Guia de Onda – ‘b’ isolado, 𝝐̅𝟐 = 𝝐𝟏 + 𝝐𝒃 + 𝝐𝟏. 

 

 Observe que (𝜖2̅
∗ − 𝜖1̅

 ), corresponde à seguinte situação: 

 

 

Fig. F.1.c. Região dielétrica resultante do termo (𝝐̅𝟐
∗ − 𝝐̅𝟏

 ) do guia perturbado. 

 

 

F.1.  Cálculo da primeira relação Essencial. 

 

 

 As duas S.E.M. constituídas por ondas diretas (campos normalizados); 

 

𝑆. 𝐸.𝑀.−1: 𝑜𝑛𝑑𝑎 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑡𝑎 {
𝐸̂1

(+)
= (𝑒̂𝑎 + 𝑒̂𝑧𝑎)𝑒

−𝑗𝛽𝑎𝑧

𝐻̂1
(+)

= (ℎ̂𝑎 + ℎ̂𝑧𝑎)𝑒
−𝑗𝛽𝑎𝑧

 

(F.2) 

𝑆. 𝐸.𝑀.−2: 𝑜𝑛𝑑𝑎 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑡𝑎 {
𝐸̂2

(+)
= (𝑒̂𝑏 + 𝑒̂𝑧𝑏)𝑒

−𝑗𝛽𝑏𝑧

𝐻̂2
(+)

= (ℎ̂𝑏 + ℎ̂𝑧𝑏)𝑒
−𝑗𝛽𝑏𝑧
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 Substituindo as equações (F.2) em (F.1): 

 

 

𝜕

𝜕𝑧
[𝑒+𝑗(𝛽𝑏−𝛽

𝑎
)𝑧 ∬(𝑒̂𝑎 × ℎ̂𝑏 + 𝑒̂𝑏 × ℎ̂𝑎)

  

 
S

∙ 𝑧  𝑑𝑆] = 𝑗𝜔 ∬ (𝜖𝑏̅
 − 𝜖𝑎̅

 ) (𝐸̂1
(+)

∙ 𝐸̂2

∗
(+)

)𝑑𝑆

 

 
𝑆=𝑆𝑎∪𝑆𝑏

   (F. 3) 

 

 O termo (𝜖𝑏̅
 − 𝜖𝑎̅

 ), lado direito de (F.3), pelas Figs. (F.1.a) e (F.1.b), se desdobra em: 

 

(𝜖𝑏̅
 − 𝜖𝑎̅

 )(𝑆) = (𝜖1 − 𝜖𝑎)𝑆𝑎
+ (𝜖𝑏 − 𝜖1)𝑆𝑏

 

Então: 

 

∬(𝜖𝑏̅
 − 𝜖𝑎̅

 ) 𝐸⃗ 𝑏
 ∙  𝐸⃗ 𝑎

 
∗  𝑑𝑆

 

 
𝑆

= −∬(𝜖𝑎 − 𝜖1)  𝐸⃗ (1=𝑎)
 ∙  𝐸⃗ (2=𝑏)

 
∗  𝑑𝑆𝑎

 

 
𝑆

+ ∬(𝜖𝑏 − 𝜖1)  𝐸⃗ (1=𝑏)
 ∙  𝐸⃗ (2=𝑎)

 
∗  𝑑𝑆𝑏

 

 
𝑆

         (F. 3.1) 

 

Análise dos termos da equação (F.3.1): 

 

1) −∬ (𝜖𝑎 − 𝜖1)  𝐸̂(1=𝑎)
 ∙  𝐸̂(2=𝑏)

 
∗  𝑑𝑆𝑎

 
 
𝑆

≈ 𝑘𝑎𝑏 . Esse termo se refere ao acoplamento 

do campo ‘b’ ao ‘a’, definido por [Shun-Lien Chuang, 1987]. 

 

𝑘̅𝑎𝑏 =
𝜔

2
∬(𝜖𝑎 − 𝜖1) [𝑒̂𝑎 ∙ 𝑒̂𝑏 + (

𝜖𝑏̅

𝜖𝑎̅
)
𝑆𝑎
 

 

|𝑒̂𝑧𝑎||𝑒̂𝑧𝑏
 |] 𝑑𝑆𝑎

 

 

 
𝑆𝑎
 

 

 

(𝑒̂𝑧𝑎, 𝑒̂𝑧𝑏): imaginários puros, assim 𝑒̂𝑧𝑎 ∙ 𝑒̂𝑧𝑏
∗ = |𝑒̂𝑧𝑎||𝑒̂𝑧𝑏

 |. 

(
𝜖̅𝑏

𝜖̅𝑎
)
𝑆𝑎
 
= (

𝜖1

𝜖𝑎
)
𝑆𝑎
 
 

  

 

2) ∬ (𝜖𝑏 − 𝜖1)  𝐸̂(1=𝑏)
  𝐸̂(2=𝑎)

 
∗  𝑑𝑆𝑏

 
 
𝑆

≈ 𝑘𝑏𝑎. Esse termo se refere ao acoplamento do 

campo ‘a’ ao ‘b’, pela notação de [Shun-Lien Chuang, 1987]. 

 

𝑘̅𝑏𝑎 =
𝜔

2
∬(𝜖𝑏 − 𝜖1) [𝑒̂𝑏 ∙ 𝑒̂𝑎 + (

𝜖𝑏̅

𝜖𝑎̅
)
𝑆𝑏
 

 

|𝑒̂𝑧𝑏||𝑒̂𝑧𝑎
 |] 𝑑𝑆𝑏

 

 

 
𝑆𝑏
 

 

(
𝜖̅𝑏

𝜖̅𝑎
)
𝑆𝑏
 
= (

𝜖𝑏

𝜖1
)
𝑆𝑏
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A equação (F.3) é reescrita: 

 

+𝑗(𝛽𝑏 − 𝛽𝑎)𝑒
+𝑗(𝛽𝑏−𝛽𝑎)𝑧

1
2

∬(𝑒̂𝑎 × ℎ̂𝑏 + 𝑒̂𝑏 × ℎ̂𝑎)

  

 
S

∙ 𝑧  𝑑𝑆 = 

= +𝑗𝑒+𝑗(𝛽𝑏−𝛽𝑎)𝑧  {
𝜔

2
∬ (𝜖𝑏

 – 𝜖1
 ) [𝑒̂𝑏 ∙ 𝑒̂𝑎 + (

𝜖𝑏

𝜖1
)
𝑆𝑏

 

 
|𝑒̂𝑧𝑏||𝑒̂𝑧𝑎

 |] 𝑑𝑆𝑏
 
 

𝑆𝑏
−

𝜔

2
∬ (𝜖𝑎

 − 𝜖1
 ) [𝑒̂𝑎 ∙ 𝑒̂𝑏 + (

𝜖1

𝜖𝑎
)
𝑆𝑎

 

 
|𝑒̂𝑧𝑎||𝑒̂𝑧𝑏

 |] 𝑑𝑆𝑎
 
 

𝑆𝑎
}

         

                𝑘̅𝑏𝑎                  𝑘̅𝑎𝑏 

 

 

Pela definição dos coeficientes de encobrimento dos campos, equação E.27.a: 

 

  

𝑐𝑏𝑎 =
1

2
∬(𝑒̂𝑎 × ℎ̂𝑏) ∙ 𝑧  𝑑𝑆

 

 
𝑆

 

(F.3.a) 

𝑐𝑎𝑏 =
1

2
∬(𝑒̂𝑏 × ℎ̂𝑎) ∙ 𝑧  𝑑𝑆

 

 
𝑆

 

 

 

Tem-se a primeira equação referente aos campos acoplados, primeira relação: 

 

 

 

(𝛽𝑏 − 𝛽𝑎)(𝑐𝑏𝑎 + 𝑐𝑎𝑏) = 𝑘̅𝑏𝑎 − 𝑘̅𝑎𝑏                                       (F.4) 

 

 

 

Pela lei da conservação de potência, a equação (F.4) só se aplica às estruturas 

fracamente acopladas, caso particular do acoplamento forte (ou, ao acoplamento 

generalizado), vide apêndice J, equação (J.12), em que: 

 

 

(𝛾𝑏𝑎 − 𝛾𝑎𝑏) = (𝛾𝑏𝑏 − 𝛾𝑎𝑎)(𝑐𝑏𝑎 + 𝑐𝑎𝑏)                                 (F.4.a) 
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F.2.  Cálculo da segunda relação Essencial. 

 

 

 As duas S.E.M. constituídas por ondas; direta e inversa. 

 

𝑆. 𝐸.𝑀.−1: 𝑜𝑛𝑑𝑎 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑡𝑎 {
𝐸̂1

(+)
= (𝑒̂𝑎 + 𝑒̂𝑧𝑎)𝑒

−𝑗𝛽𝑎𝑧

𝐸̂1
(+)

= (ℎ̂𝑎 + ℎ̂𝑧𝑎)𝑒
−𝑗𝛽𝑎𝑧

 

(F.5) 

𝑆. 𝐸.𝑀.−2: 𝑜𝑛𝑑𝑎 𝑟𝑒𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎 {
𝐸̂2

(−)
= (𝑒̂𝑏 − 𝑒̂𝑧𝑏)𝑒

+𝑗𝛽𝑏𝑧

𝐸̂2
(−)

= (−ℎ̂𝑏 + ℎ̂𝑧𝑏)𝑒
+𝑗𝛽𝑏𝑧

 

 

 

Substituindo as equações (F.2) em (F.1): 

 

 

𝜕

𝜕𝑧
[𝑒−𝑗(𝛽𝑏+ 𝛽

𝑎
)𝑧 ∬(𝑒̂𝑎 × (−ℎ̂𝑏) + 𝑒̂𝑏 × ℎ̂𝑎)

  

 
S

∙ 𝑧  𝑑𝑆] = 𝑗𝜔 ∬ (𝜖𝑏̅
 − 𝜖𝑎̅

 ) (𝐸̂1
(+)

∙ 𝐸̂2

∗
(+)

) 𝑑𝑆

 

 
𝑆=𝑆𝑎∪𝑆𝑏

 

 

 

Com desenvolvimento idêntico ao da primeira relação, equação (F.4): 

 

 

 

−𝑗(𝛽𝑏 +  𝛽𝑎)𝑒
−𝑗(𝛽𝑏+ 𝛽𝑎)𝑧 ∬(𝑒̂𝑎 × (−ℎ̂𝑏) + 𝑒̂𝑏 × ℎ̂𝑎) ∙

  

 
S

𝑧⃗  𝑑𝑆 =

=  𝑗𝜔∬[(𝜖1
 − 𝜖𝑎

 )|𝑆𝑎
+ (𝜖𝑏

 − 𝜖1
 )|𝑆𝑏

] (𝐸̂1
(+)

∙ 𝐸̂2

∗
(−)

)𝑑𝑆

 

 
𝑆

 

 

Portanto: 

 

 

𝑗(𝛽𝑏 +  𝛽𝑎)𝑒
−𝑗(𝛽𝑏+ 𝛽𝑎)𝑧

1

2
∬(𝑒̂𝑎 × ℎ̂𝑏 − 𝑒̂𝑏 × ℎ̂𝑎) ∙

  

 
S

𝑧  𝑑𝑆 =

=  𝑗𝑒−𝑗(𝛽𝑏+ 𝛽𝑎)𝑧 {
𝜔

2
∬(𝜖𝑏

 − 𝜖1
 ) [𝑒̂𝑏 ∙ 𝑒̂𝑎 − (

𝜖𝑎̅

𝜖𝑏̅
)
𝑆𝑏

 

 

(𝑒̂𝑧𝑏 ∙ 𝑒̂𝑧𝑎
 )] 𝑑𝑆𝑏 + (F. 5. a)

 

 
𝑆𝑏

+
𝜔

2
∬(𝜖𝑎

 − 𝜖1
 ) [𝑒̂𝑎 ∙ 𝑒̂𝑏 − (

𝜖𝑏̅

𝜖𝑎̅
)
𝑆𝑎
 

 

(𝑒̂𝑧𝑎 ∙ 𝑒̂𝑧𝑏
 )] 𝑑𝑆𝑎

 

 
𝑆𝑎

} 
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(𝑒̂𝑧𝑎𝑒̂𝑧𝑏
 ) são imaginários puros, então  𝑒̂𝑧𝑎 ∙ 𝑒̂𝑧𝑏

∗ = |𝑒̂𝑧𝑎||𝑒̂𝑧𝑏
 |. 

(
𝜖̅𝑎

𝜖̅𝑏
)
𝑆𝑏
 
= (

𝜖1

𝜖𝑏
)
𝑆𝑏
 
 

   ;      (
𝜖̅𝑏

𝜖̅𝑎
)
𝑆𝑎
 
= (

𝜖1

𝜖𝑎
)
𝑆𝑎
 
 

  

 

Com o mesmo raciocínio anterior, a equação (F.5.a) é reescrita:  

 

(𝛽𝑏 +  𝛽𝑎)

2
∬(𝑒̂𝑎 × ℎ̂𝑏 − 𝑒̂𝑏 × ℎ̂𝑎) ∙

  

 
S

𝑧  𝑑𝑆 =

= {
𝜔

2
∬(𝜖𝑏

 − 𝜖1
 ) [𝑒̂𝑏 ∙ 𝑒̂𝑎 − (

𝜖1

𝜖𝑏
)
 

|𝑒̂𝑧𝑏||𝑒̂𝑧𝑎
 |] 𝑑𝑆𝑏 −

 

 
𝑆𝑏

                               (F. 6)    

−
𝜔

2
∬(𝜖𝑎

 − 𝜖1
 ) [𝑒̂𝑎 ∙ 𝑒̂𝑏 − (

𝜖1

𝜖𝑎
)
 

|𝑒̂𝑧𝑎||𝑒̂𝑧𝑏
 |] 𝑑𝑆𝑎

 

 
𝑆𝑎

} 

 

Em geral, |𝑒̂𝑧𝑎||𝑒̂𝑧𝑏
 | ≪ 𝑒̂𝑎𝑒̂𝑏. Portanto desprezível.  

Reconhecendo os coeficientes de acoplamento (𝑘𝑏𝑎, 𝑘𝑎𝑏) e os de encobrimento (𝑐𝑏𝑎,

𝑐𝑎𝑏), em (F.6), tem-se a segunda relação: 

 

(𝛽𝑏 + 𝛽𝑎)(𝑐𝑏𝑎 − 𝑐𝑎𝑏) = 𝑘̅𝑏𝑎 − 𝑘̅𝑎𝑏                                          (F.7) 

 

 

 (𝑐𝑏𝑎, 𝑐𝑎𝑏), definidos em (F.3.a). 

A equação (F.7) só satisfaz a lei da conservação da potência em estruturas fracamente 

acopladas. 

Acoplamento generalizado, a conservação da potência é verificada por: 

 

(𝛾𝑏𝑏 + 𝛾𝑎𝑎)(𝑐𝑏𝑎 − 𝑐𝑎𝑏) = (𝛾𝑏𝑎 − 𝛾𝑎𝑏)                              (F.7.a) 

 

 

 Pelo fato de |𝑒̂𝑧𝑎||𝑒̂𝑧𝑏
 | ≪ 𝑒̂𝑎𝑒̂𝑏 os parâmetros de acoplamento em ambas as equações 

(F.4) e (F.7), são: 

𝑘̅𝑏𝑎 =
𝜔

2
∬(𝜖𝑏 − 𝜖1)(𝑒̂𝑏 ∙ 𝑒̂𝑎)𝑑𝑆𝑏

 

 

 
𝑆𝑏
 

 

𝑘̅𝑎𝑏 =
𝜔

2
∬(𝜖𝑎 − 𝜖1)(𝑒̂𝑎 ∙ 𝑒̂𝑏)𝑑𝑆𝑎

 

 

 
𝑆𝑎
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F.3.  Importantes conclusões sobre o acoplamento dos modos. 

 

 As equações (F.4) e (F.7) estabelecem relações muito úteis à elaboração do 

formalismo do acoplamento modal. Falha na análise da potência que flui pela estrutura 

perturbada, na qual são substituídas pelas equações (F.4.a) e (F.7.a). 

 

F.3.1. Acoplamento com guias de onda diferentes (𝛃𝐛 ≠ 𝛃𝐚). 

 

 Pela equação (F.4): 𝑘̅𝑏𝑎 ≠ 𝑘̅𝑎𝑏 

(F.8) 

 Pela equação (F.6): 𝑐𝑏𝑎 ≠ 𝑐𝑎𝑏 

 

F.3.2. Acoplamento com guias de onda iguais (𝛃𝐛 = 𝛃𝐚). 

 

 Pela equação (F.4): 𝑘̅𝑏𝑎 = 𝑘̅𝑎𝑏 

(F.9) 

 Pela equação (F.6): 𝑐𝑏𝑎 = 𝑐𝑎𝑏 

 

F.3.3. Acoplamento fraco (𝒄𝒃𝒂 + 𝒄𝒂𝒃) ≈ 𝟎. 

 

 Pela equação (F.4): 𝑘̅𝑏𝑎 ≈ 𝑘̅𝑎𝑏 

(F.10) 

 Pela equação (F.6): βb(
=
≠
)βa 

  

 O acoplamento fraco pode ocorrer em duas distintas condições de fase conhecidas por: 

 

 - Fase adaptada: βb = βa 

 

- Fase não adaptada: βb ≠ βa 

 

F.3.4.  

Das duas relações pertinentes à teoria da perturbação modal, (equações (F.4) e (F.7)), 

deduz-se outra relação: 

 

βa

𝑐𝑎𝑏
=

βb

𝑐𝑏𝑎
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 Sejam as equações: 

 

 Equação (F.4):      (𝛽𝑏 − 𝛽𝑎)(𝑐𝑏𝑎 + 𝑐𝑎𝑏) = 𝑘̅𝑏𝑎 − 𝑘̅𝑎𝑏 

 Equação (F.7):      (𝛽𝑏 + 𝛽𝑎)(𝑐𝑏𝑎 − 𝑐𝑎𝑏) = 𝑘̅𝑏𝑎 − 𝑘̅𝑎𝑏 

 

 Portanto: 

 

(𝛽𝑏 − 𝛽𝑎)(𝑐𝑏𝑎 + 𝑐𝑎𝑏) = (𝛽𝑏 + 𝛽𝑎)(𝑐𝑏𝑎 − 𝑐𝑎𝑏) 

 

 Logo: 

 

𝛽𝑏𝑐𝑎𝑏 = 𝛽𝑎𝑐𝑏𝑎 

 (F.11) 
𝑐𝑎𝑏

𝛽𝑎
=

𝑐𝑏𝑎

𝛽𝑏
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APÊNDICE G – Equação Exata do Acoplamento de Dois Guias de Onda 

Dielétricos. 

 

 

 Neste apêndice, deduz-se, pelo método da perturbação modal, o sistema de equações 

diferenciais que governam o acoplamento entre dois guias de onda dielétricos, como os 

mostrados nas Fig. G.1 e Fig. G.2. Este estudo é extensível para as lâminas dielétricas 

paralelas mostradas na Fig. G.3, que serão objeto de análise mais detalhada no apêndice I e no 

capítulo 3. 

  

 

 

Fig. G.1. Estrutura perturbada por dois G.O ópticos (𝝐𝒂, 𝝐𝒃) (𝝐′ = 𝝐𝟏 + 𝝐𝒂 + 𝝐𝟏 + 𝝐𝒃 + 𝝐𝟏). 

 

  

Os dois guias de onda dielétricos isolados são vistos nas Fig. (G.1.a) e (G.1.b). 

 

 

Fig. G.1.a. Estrutura – ‘a’ não perturbada (isolada), 𝝐̅𝒂 = 𝝐𝟏 + 𝝐𝒂 + 𝝐𝟏. 

Fig. G.1.b. Estrutura – ‘b’ não perturbada (isolada), 𝝐̅𝒃 = 𝝐𝟏 + 𝝐𝒃 + 𝝐𝟏. 
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 A análise é desenvolvida pelo teorema da reciprocidade conjugada de Lorentz, 

equação (C.4), apêndice C. 

Com o objetivo de se compreender, perfeitamente, a teoria geral da perturbação 

desenvolvida neste trabalho, o estudo das estruturas dielétricas acopladas se concentrará nas 

análises de lâminas dielétricas acopladas, Fig. G.3.  

 A análise dos acopladores em lâminas paralelas é muito facilitada pelo método da 

permissividade efetiva apresentado no capítulo 1.  

 

 

Fig. G.3. Guias de Onda em Lâminas dielétricas paralelas. 

 

 

Consideram-se as ondas diretas; (𝑒−𝑗 𝛽𝑎𝑧 , 𝑒−𝑗 𝛽𝑏𝑧), vide Tabela G.1 e Tabela G.2, em 

que (S.E.M) significa (Situação EletroMagnética). 

 

Tabela G.1. Estruturas não perturbadas (isoladas). 

Guias de Onda Isolados - S.E.M. 2 

 

 

𝐸̂𝑎 = (𝑒̂𝑎 + 𝑒̂𝑧𝑎) 𝑒
−𝑗 𝛽𝑎𝑧 

 

𝐻̂𝑎 = (ℎ̂𝑎 + ℎ̂𝑧𝑎) 𝑒
−𝑗 𝛽𝑎𝑧 

 

 

𝐸̂𝑏 = (𝑒̂𝑏 + 𝑒̂𝑧𝑏) 𝑒
−𝑗 𝛽𝑏𝑧 

 

𝐻̂𝑏 = (ℎ̂𝑏 + ℎ̂𝑧𝑏) 𝑒
−𝑗 𝛽𝑏𝑧 

 

A aplicação da reciprocidade se relaciona às componentes longitudinais (𝑧 ) dos 

produtos vetoriais (𝐸𝑖
 ⃗⃗  ⃗ × 𝐻𝑗

 ⃗⃗  ⃗
∗
) ∙ 𝑧 . Assim os campos longitudinais (𝐻𝑧𝑎, 𝐻𝑧𝑏) são 

desprezados. 
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As equações da Tabela G.1 correspondem aos campos dos modos fundamentais dos 

guias de onda isolados (a, b), vide Fig. G.1.a e Fig. G.1.b. 

 Os campos transversais da estrutura perturbada são expandidos pelos dos guias de 

onda não perturbados, vide Tabela G.2. 

 

Tabela G.2. Campos transversais na estrutura perturbada. 

Componentes transversais da estrutura perturbada S.E.M. 1 

 

 

𝐸⃗ ′(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑎(𝑧)𝑒−𝑗 𝛽𝑎𝑧)𝑒̂𝑎(𝑥, 𝑦) + (𝑏(𝑧)𝑒−𝑗 𝛽𝑏𝑧)𝑒̂𝑏(𝑥, 𝑦) 

 

𝐻⃗⃗ ′(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑎(𝑧)𝑒−𝑗 𝛽𝑎𝑧)ℎ̂𝑎(𝑥, 𝑦) + (𝑏(𝑧)𝑒−𝑗 𝛽𝑏𝑧)ℎ̂𝑏(𝑥, 𝑦) 

 

 Onde [3, 5]: 

 

𝑎̅(𝑧) = 𝑎(𝑧)𝑒−𝑗 𝛽𝑎𝑧 

(G.1) 

𝑏̅(𝑧) = 𝑏(𝑧)𝑒−𝑗 𝛽𝑏𝑧 

 

 Os coeficientes 𝑎̅(𝑧), 𝑏̅(𝑧) são os do supermodo, pois se referem às amplitudes totais, 

em ‘z’, da seção transversal. 

 Pelas equações da Tabela G.2, tem-se os campos transversais expandidos pelos 

coeficientes defasados (𝑎(𝑧), 𝑏(𝑧)). 

 Substituindo as equações (G.1) nas expressões da Tabela G.2: 

 

𝐸⃗ ′(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑎̅(𝑧)𝑒̂𝑎(𝑥, 𝑦) + 𝑏̅(𝑧)𝑒̂𝑏(𝑥, 𝑦) 

(G.2) 

𝐻⃗⃗ ′(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑎̅(𝑧)ℎ̂𝑎(𝑥, 𝑦) + 𝑏̅(𝑧)ℎ̂𝑏(𝑥, 𝑦) 

 

 

Neste trabalho as equações da estrutura perturbada são aproximadas, pois se 

desprezam os campos radiados da estrutura. O erro cometido é de segunda ordem, portanto, 

desprezível.  

 



237 
 

G.1.  Equação exata do acoplamento dos dois guias dielétricos acoplados. 

 

 

 As equações do acoplamento dos dois G.O dielétricos, vide Fig. G.1, são obtidas pelo 

teorema da reciprocidade de Lorentz. 

Os campos da estrutura perturbada são expandidos pelos coeficientes dos respectivos 

G.O, (𝑎̅(𝑧), 𝑏̅(𝑧)) , equações (G.2). 

Seja a equação de reciprocidade de Lorentz conjugada, apêndice C, equação (C.4). 

 

 

𝜕

𝜕𝑧
[∬(𝐸⃗ ′ × 𝐻𝑖

 ⃗⃗⃗⃗ 
∗
+ 𝐸𝑖

 ⃗⃗  ⃗
∗
× 𝐻⃗⃗ ′ )

 

𝑆𝑇
 

∙ 𝑧  𝑑𝑆] = −𝑗𝜔 ∬(𝜖′ − 𝜖𝑖̅) (𝐸⃗ ′ ∙  𝐸𝑖
 ⃗⃗  ⃗
∗
)𝑑𝑆

+∞

−∞
𝑆𝑇

 

        (G. 3) 

 

Substituindo na equação (G.3), os respectivos campos, ondas diretas (𝑆𝑇
  significa em 

toda seção transversal). 

 

i=a  vetor perturbador (𝑒̂𝑎, ℎ̂𝑎). 

 

𝜕

𝜕𝑧
[∬((𝑎̅(𝑧)𝑒̂𝑎 + 𝑏̅(𝑧)𝑒̂𝑏) × ℎ̂𝑎𝑒

+𝑗 𝛽𝑎𝑧 + 𝑒̂𝑎𝑒
+𝑗 𝛽𝑎𝑧 × (𝑎̅(𝑧)𝑒̂𝑎 + 𝑏̅(𝑧)𝑒̂𝑏))

 

𝑆𝑇
 

 ∙ 𝑧  𝑑𝑆] =      (G. 4)    

= −𝑗𝜔 ∬(𝜖′ − 𝜖̅𝑎)[(𝑎̅(𝑧)𝑒̂𝑎 + 𝑏̅(𝑧)𝑒̂𝑏) × 𝑒̂𝑎𝑒
+𝑗 𝛽𝑎𝑧]𝑑𝑆𝑏

 

 

 
𝑆𝑏

 

 

 

 

Desenvolvendo a equação (E.2). 

 

𝜕

𝜕𝑧
[∬𝑒+𝑗 𝛽𝑎𝑧 (2𝑎̅(𝑧)(𝑒̂𝑎 × ℎ̂𝑎) + 𝑏̅(𝑧)(𝑒̂𝑏 × ℎ̂𝑎 + 𝑒̂𝑎 × ℎ̂𝑏))

 

𝑆𝑇
 

 ∙ 𝑧  𝑑𝑆] =                      

= −𝑗𝜔 ∬(𝜖′ − 𝜖𝑎̅)[(𝑎̅(𝑧)𝑒̂𝑎 ∙ 𝑒̂𝑎 + 𝑏̅(𝑧)𝑒̂𝑏 ∙ 𝑒̂𝑎)𝑒
+𝑗 𝛽𝑎𝑧]𝑑𝑆𝑏

 

 

 
𝑆𝑏
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Simplifica-se a notação da primeira equação, em que a função perturbadora se refere 

ao guia – ‘a’, (𝑒̂𝑎 , ℎ̂𝑎): 

 

𝜕

𝜕𝑧
[2𝑎̅(𝑧)𝑒+𝑗 𝛽𝑎𝑧 ∬(𝑒̂𝑎 × ℎ̂𝑎) ∙ 𝑧  𝑑𝑆

 

𝑆𝑇
 

+  𝑏̅(𝑧)𝑒+𝑗 𝛽𝑎𝑧 ∬(𝑒̂𝑏 × ℎ̂𝑎 + 𝑒̂𝑎 × ℎ̂𝑏) ∙ 𝑧  𝑑𝑆

 

𝑆𝑇
 

]   =       

= −𝑗 𝑒+𝑗 𝛽𝑎𝑧 (𝜔 ∬(𝜖′ − 𝜖𝑎̅)(𝑒̂𝑎 ∙ 𝑒̂𝑎)𝑑𝑆𝑏
  

 

 
𝑆𝑏

 

)𝑎̅(𝑧) −                                                 (G. 5)

− 𝑗 𝑒+𝑗 𝛽𝑎𝑧 (𝜔 ∬(𝜖′ − 𝜖𝑎̅)(𝑒̂𝑏 ∙ 𝑒̂𝑎)𝑑𝑆𝑏
  

 

 
𝑆𝑏

 

) 𝑏̅(𝑧) 

  

 

 A segunda equação é obtida com o mesmo procedimento da primeira equação, 

equação (G.5). Agora, com a função perturbadora do guia – ‘b’: (𝑒̂𝑏 , ℎ̂𝑏). 

Esta equação é encontrada substituindo-se ‘a’’b’ e vice-versa na equação (G.5). 

Seja: 

 

 

𝜕

𝜕𝑧
[2𝑏̅(𝑧)𝑒+𝑗 𝛽𝑏𝑧 ∬(𝑒̂𝑏 × ℎ̂𝑏) ∙ 𝑧  𝑑𝑆

 

𝑆𝑇
 

+  𝑎̅(𝑧)𝑒+𝑗 𝛽𝑏𝑧 ∬(𝑒̂𝑎 × ℎ̂𝑏 + 𝑒̂𝑏 × ℎ̂𝑎) ∙ 𝑧  𝑑𝑆

 

𝑆𝑇
 

]   =       

= −𝑗 𝑒+𝑗 𝛽𝑏𝑧 (𝜔 ∬(𝜖′ − 𝜖𝑏̅)(𝑒̂𝑏 ∙ 𝑒̂𝑏)𝑑𝑆𝑎
  

 

 
𝑆𝑎

 

) 𝑏̅(𝑧) −                                                 (G. 6)

− 𝑗 𝑒+𝑗 𝛽𝑎𝑧 (𝜔 ∬(𝜖′ − 𝜖𝑏̅)(𝑒̂𝑎 ∙ 𝑒̂𝑏)𝑑𝑆𝑎
  

 

 
𝑆𝑎

 

) 𝑎̅(𝑧) 

 

 

O sistema de equações diferenciais (G.5) e (G.6) é o regente do acoplamento de dois 

guias de onda dielétricos quaisquer. Neste trabalho, os dois guias são lâminas dielétricas 

paralelas. 

Para aliviar a notação das equações (G.5) e (G.6), caracterizam-se os coeficientes já 

definidos no apêndice E: c, 𝑘̅𝑎𝑎, 𝑘̅𝑏𝑏, 𝑘̅𝑎𝑏, 𝑘̅𝑏𝑎. 
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Coeficiente de encobrimento dos campos: 

 

𝑐 = 𝑐𝑎𝑏 + 𝑐𝑏𝑎 =  
1

2
∬ (𝑒̂𝑏 × ℎ̂𝑎 + 𝑒̂𝑎 × ℎ̂𝑏)

+∞ 

−∞
𝑆𝑇

∙ 𝑧  𝑑𝑆                  (G. 6. a) 

 

Os campos são normalizados, portanto: 

 

∬ (𝑒̂𝑎
 × ℎ̂𝑎

 )

+∞ 

 −∞

∙ 𝑧 𝑑𝑆 = ∬ (𝑒̂𝑏
 × ℎ̂𝑏

 )

+∞ 

 −∞

∙ 𝑧 𝑑𝑆 = 1 

 

E os coeficientes de acoplamento: 

 

 

𝑘̅𝑎𝑎 = ∬(𝜖′ 
 − 𝜖𝑎̅

 )(𝐸̂𝑎
 ∙ 𝐸̂𝑎

∗ )𝑑𝑆 

 

  

=
𝜔

2
∬(𝜖𝑏 − 𝜖1)[𝑒̂𝑎 ∙ 𝑒̂𝑎]𝑑𝑆𝑏

 

 

 
𝑆𝑏

 

 

𝑘̅𝑏𝑎 = ∬(𝜖′ 
 − 𝜖𝑎̅

 )(𝐸̂𝑏
 ∙ 𝐸̂𝑎

∗ )𝑑𝑆 

 

  

=
𝜔

2
∬(𝜖𝑏 − 𝜖1)[𝑒̂𝑏 ∙ 𝑒̂𝑎]𝑑𝑆𝑏

 

 

 
𝑆𝑏

 

 

(G.7) 

𝑘̅𝑎𝑏 = ∬(𝜖′ 
 − 𝜖𝑏̅

 )(𝐸̂𝑎
 ∙ 𝐸̂𝑏

∗ )𝑑𝑆 

 

  

=
𝜔

2
∬(𝜖𝑎 − 𝜖1)[𝑒̂𝑎 ∙ 𝑒̂𝑏]𝑑𝑆𝑎

 

 

 
𝑆𝑎

 

 

𝑘̅𝑏𝑏 = ∬(𝜖′ 
 − 𝜖𝑏̅

 )(𝐸̂𝑏
 ∙ 𝐸̂𝑏

∗ )𝑑𝑆 

 

  

=
𝜔

2
∬(𝜖𝑎 − 𝜖1)[𝑒̂𝑏 ∙ 𝑒̂𝑏]𝑑𝑆𝑎

 

 

 
𝑆𝑎

 

 

 

Onde: 

 

𝑘̅𝑎𝑎 = 𝑐𝑜𝑒𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑎𝑢𝑡𝑜 − 𝑝𝑒𝑟𝑡𝑢𝑟𝑏𝑎çã𝑜 𝑑𝑜 𝑔𝑢𝑖𝑎−′𝑎′, 𝑝𝑒𝑙𝑎 𝑝𝑟𝑒𝑠𝑒𝑛ç𝑎 𝑑𝑜 𝑔𝑢𝑖𝑎−′𝑏′. 

𝑘̅𝑏𝑏 = 𝑐𝑜𝑒𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑎𝑢𝑡𝑜 − 𝑝𝑒𝑟𝑡𝑢𝑟𝑏𝑎çã𝑜 𝑑𝑜 𝑔𝑢𝑖𝑎−′𝑏′, 𝑝𝑒𝑙𝑎 𝑝𝑟𝑒𝑠𝑒𝑛ç𝑎 𝑑𝑜 𝑔𝑢𝑖𝑎−′𝑎′. 

𝑘̅𝑏𝑎 = 𝑐𝑜𝑒𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑎𝑐𝑜𝑝𝑙𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑜 𝑔𝑢𝑖𝑎−′𝑎′𝑛𝑜 𝑔𝑢𝑖𝑎−′𝑏′. 

𝑘̅𝑎𝑏 = 𝑐𝑜𝑒𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑎𝑐𝑜𝑝𝑙𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑜 𝑔𝑢𝑖𝑎−′𝑏′𝑛𝑜 𝑔𝑢𝑖𝑎−′𝑎′. 
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Substituindo as expressões dos coeficientes nas equações (G.5) e (G.6), tem-se o 

sistema de equações diferenciais que rege o acoplamento de dois guias dielétricos quaisquer, 

assim: 

 

(
𝑑𝑎̅(𝑧)

𝑑𝑧
+ 𝑗 𝛽𝑎𝑎̅(𝑧))  𝑒+𝑗 𝛽𝑎𝑧 + 𝑐 (

𝑑𝑏̅(𝑧)

𝑑𝑧
+ 𝑗 𝛽𝑎𝑏̅(𝑧))  𝑒+𝑗 𝛽𝑎𝑧 = 

 

= −𝑗 (𝑘̅𝑎𝑎𝑎̅(𝑧) + 𝑘̅𝑏𝑎𝑏̅(𝑧))  𝑒+𝑗 𝛽𝑎𝑧 

 

 

Finalmente, tem-se o sistema de equações diferenciais que governa o acoplamento de 

dois guias de onda dielétricos, consequentemente o de duas lâminas dielétricas acopladas 

paralelamente, equação (G.8): 

 

(
𝑑𝑎̅(𝑧)

𝑑𝑧
+ 𝑐

𝑑𝑏̅(𝑧)

𝑑𝑧
) = −𝑗(𝑘̅𝑎𝑎 +  𝛽𝑎)𝑎̅(𝑧) − 𝑗(𝑘̅𝑏𝑎 + 𝑐 𝛽𝑎)𝑏̅(𝑧) 

(G.8) 

(𝑐
𝑑𝑎̅(𝑧)

𝑑𝑧
+

𝑑𝑏̅(𝑧)

𝑑𝑧
) = −𝑗(𝑘̅𝑎𝑏 + 𝑐 𝛽𝑏)𝑎̅(𝑧) − 𝑗(𝑘̅𝑏𝑏 +  𝛽𝑏)𝑏̅(𝑧) 

 

Os coeficientes (𝑎̅(𝑧), 𝑏̅(𝑧)), são as amplitudes transversais totais, em ‘z’, dos 

respectivos guias –‘a’ e ‘b’. 

 

Resolve-se, a continuação, o sistema de equações diferenciais, equações (G.8), que 

rege o acoplamento de dois guias de onda dielétricos, mostrados na Fig. G.1. 

Definimos a matriz dos coeficientes da superposição dos campos: 

 

 

[𝑐] = [
1 𝑐
𝑐 1

] 

  

[𝑐]−1 =
1

(1 − 𝑐2)
[
1 −𝑐
−𝑐 1

] 
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E a matriz dos coeficientes de acoplamento: 

 

[𝑆] = [
 𝑆𝑎𝑎  𝑆𝑏𝑎

 𝑆𝑎𝑏  𝑆𝑏𝑏
] 

 

 

Em que: 

 𝑆𝑎𝑎 = 𝑘̅𝑎𝑎 +  𝛽𝑎 

 𝑆𝑏𝑎 = 𝑘̅𝑏𝑎 +  𝑐 𝛽𝑎 
(G.9) 

 𝑆𝑎𝑏 = 𝑘̅𝑎𝑏 + 𝑐 𝛽𝑏 

 𝑆𝑏𝑏 = 𝑘̅𝑏𝑏 +  𝛽𝑏 

 

A equação (G.8) é escrita matricialmente: 

 

[
1 𝑐
𝑐 1

](

𝑑𝑎̅(𝑧)
𝑑𝑧

𝑑𝑏̅(𝑧)
𝑑𝑧

) = −𝑗 [
(𝑘̅𝑎𝑎 +  𝛽𝑎) (𝑘̅𝑏𝑎 + 𝑐 𝛽𝑎)

(𝑘̅𝑎𝑏 + 𝑐 𝛽𝑏) (𝑘̅𝑏𝑏 +  𝛽𝑏)
] (

𝑎̅(𝑧)

𝑏̅(𝑧)
)               (G. 10) 

 

 

 As equações dos modos acoplados são encontradas por: 

 

 

(

𝑑𝑎̅(𝑧)
𝑑𝑧

𝑑𝑏̅(𝑧)
𝑑𝑧

) = −𝑗[𝑐]−1 [
(𝑘̅𝑎𝑎 +  𝛽𝑎) (𝑘̅𝑏𝑎 + 𝑐 𝛽𝑎)

(𝑘̅𝑎𝑏 + 𝑐 𝛽𝑏) (𝑘̅𝑏𝑏 +  𝛽𝑏)
] (

𝑎̅(𝑧)

𝑏̅(𝑧)
)              (G. 11) 

 

 

Portanto: 

 

(

𝑑𝑎̅(𝑧)
𝑑𝑧

𝑑𝑏̅(𝑧)
𝑑𝑧

) = −𝑗[𝑐]−1 [
 𝑆𝑎𝑎  𝑆𝑏𝑎

 𝑆𝑎𝑏  𝑆𝑏𝑏
] (

𝑎̅(𝑧)

𝑏̅(𝑧)
) 
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Por tanto, pela inversa de [𝑐], vide equação (E.8). 

 

 

(

𝑑𝑎̅(𝑧)
𝑑𝑧

𝑑𝑏̅(𝑧)
𝑑𝑧

) =
−𝑗

(1 − 𝑐2)
[
( 𝑆𝑎𝑎 − 𝑐 𝑆𝑎𝑏) ( 𝑆𝑏𝑎 − 𝑐 𝑆𝑏𝑏)

( 𝑆𝑎𝑏 − 𝑐 𝑆𝑎𝑎) ( 𝑆𝑏𝑏 − 𝑐 𝑆𝑏𝑎)
] (

𝑎̅(𝑧)

𝑏̅(𝑧)
)          (G. 12) 

 

 

 Definem-se, na equação (E.13), os seguintes parâmetros: 

 

𝛾𝑎𝑎 =
( 𝑆𝑎𝑎 − 𝑐 𝑆𝑎𝑏)

(1 − 𝑐2)
= [

(𝑘̅𝑎𝑎 +  𝛽𝑎) − 𝑐(𝑘̅𝑎𝑏 + 𝑐𝛽𝑏)

(1 − 𝑐2)
] 

𝛾𝑎𝑏 =
( 𝑆𝑏𝑎 − 𝑐 𝑆𝑏𝑏)

(1 − 𝑐2)
= [

(𝑘̅𝑏𝑎 + 𝑐𝛽𝑎) − 𝑐(𝑘̅𝑏𝑏 + 𝛽𝑏)

(1 − 𝑐2)
] 

(G.13) 

𝛾𝑏𝑎 =
( 𝑆𝑎𝑏 − 𝑐 𝑆𝑎𝑎)

(1 − 𝑐2)
= [

(𝑘̅𝑎𝑏 + 𝑐𝛽𝑏) − 𝑐(𝑘̅𝑎𝑎 + 𝛽𝑎)

(1 − 𝑐2)
] 

𝛾𝑏𝑏 =
( 𝑆𝑏𝑏 − 𝑐 𝑆𝑏𝑎)

(1 − 𝑐2)
= [

(𝑘̅𝑏𝑎 +  𝛽𝑏) − 𝑐(𝑘̅𝑏𝑎 + 𝑐𝛽𝑎)

(1 − 𝑐2)
] 

 

𝛾𝑎𝑎 = 𝑝𝑎𝑟â𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑑𝑜 à 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑓𝑎𝑠𝑒 𝑑𝑜 𝐺. 𝑂−′𝑎′𝑚𝑜𝑑𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑑𝑎 𝑝𝑒𝑙𝑎 𝑝𝑟𝑒𝑠𝑒𝑛ç𝑎 𝑑𝑜 𝐺. 𝑂−′𝑏′. 

𝛾𝑎𝑏 = 𝐹𝑎𝑡𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑎𝑐𝑜𝑝𝑙𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑜  𝐺. 𝑂−′𝑎′𝑠𝑜𝑏𝑟𝑒 𝑜 𝐺. 𝑂−′𝑏′. 

𝛾𝑏𝑎 = 𝐹𝑎𝑡𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑎𝑐𝑜𝑝𝑙𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑜  𝐺. 𝑂−′𝑏′𝑠𝑜𝑏𝑟𝑒 𝑜 𝐺. 𝑂−′𝑎′.  

𝛾𝑏𝑏 = 𝑝𝑎𝑟â𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑑𝑜 à 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑓𝑎𝑠𝑒 𝑑𝑜 𝐺. 𝑂−′𝑏′𝑚𝑜𝑑𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑑𝑎 𝑝𝑒𝑙𝑎 𝑝𝑟𝑒𝑠𝑒𝑛ç𝑎 𝑑𝑜 𝐺. 𝑂−′𝑎′. 

 

Portanto: 

(

𝑑𝑎̅(𝑧)
𝑑𝑧

𝑑𝑏̅(𝑧)
𝑑𝑧

) = −𝑗 [
 𝛾𝑎𝑎  𝛾𝑎𝑏
 𝛾𝑏𝑎  𝛾𝑏𝑏

] (
𝑎̅(𝑧)

𝑏̅(𝑧)
)                                    (G. 14) 
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Os parâmetros de fase (𝛾𝑎𝑎, 𝛾𝑏𝑏), são termos sem sentido físico. São parâmetros da 

solução do sistema de equações diferenciais, equações (G.15), componentes da fase do 

supermodo, que se propaga em 𝑧 , 𝑒−𝑗𝜙𝑧, em que: 

 

𝜙 =
𝛾𝑎𝑎 + 𝛾𝑏𝑏

2
 

 

Vide apêndice H, Tabela H.1 

 Desenvolvendo as equações (G.14), tem-se o sistema de equações diferenciais que 

rege os coeficientes do acoplamento de dois guias de onda dielétricos (a, b). 

 

𝑑𝑎̅(𝑧)

𝑑𝑧
= −𝑗𝛾𝑎𝑎𝑎̅(𝑧) − 𝑗𝛾𝑎𝑏𝑏̅(𝑧) 

(G.15) 

𝑑𝑏̅(𝑧)

𝑑𝑧
= −𝑗𝛾𝑏𝑎𝑎̅(𝑧) − 𝑗𝛾𝑏𝑏𝑏̅(𝑧) 

 

Os termos das equações (G.15), por conveniência, equações (G.14), são reescritos nas 

equações (G.15.a): 

 

𝛾𝑎𝑎 =  𝛽𝑎 + [
(𝑘̅𝑎𝑎 − 𝑐𝑘̅𝑎𝑏) + 𝑐2(  𝛽𝑎 − 𝛽𝑏)

(1 − 𝑐2)
] =  𝛽

𝑎
+ [

(𝑘̅𝑎𝑎 − 𝑐𝑘̅𝑏𝑎)

(1 − 𝑐2)
] 

𝛾𝑎𝑏 =
(𝑘̅𝑏𝑎 − 𝑐𝑘̅𝑏𝑏) + 𝑐 (  𝛽𝑎 − 𝛽𝑏)

(1 − 𝑐2)
=

(𝑘̅𝑏𝑎 − 𝑐𝑘̅𝑏𝑏)

(1 − 𝑐2)
 

(G.15.a) 

𝛾𝑏𝑎 =
(𝑘̅𝑎𝑏 − 𝑐𝑘̅𝑎𝑎) + 𝑐  (  𝛽𝑏 − 𝛽𝑎)

(1 − 𝑐2)
=

(𝑘̅𝑎𝑏 − 𝑐𝑘̅𝑎𝑎)

(1 − 𝑐2)
 

𝛾𝑏𝑏 =  𝛽𝑏 + [
(𝑘̅𝑏𝑏 − 𝑐𝑘̅𝑏𝑎) + 𝑐2(  𝛽𝑏 − 𝛽𝑎)

(1 − 𝑐2)
] =  𝛽

𝑏
+ [

(𝑘̅𝑏𝑏 − 𝑐𝑘̅𝑎𝑏)

(1 − 𝑐2)
] 

 

Leitura: 𝛾𝑎𝑏
→

: se relaciona à perturbação no G.O – ‘b’ pelo G.O – ‘a’. 

              𝛾𝑏𝑎
→

: se relaciona à perturbação no G.O – ‘a’ pelo G.O – ‘b’. 
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As segundas equações (G.15.a) foram obtidas considerando a identidade (𝛽𝑏 −

𝛽𝑎)𝑐 = 𝑘̅𝑏𝑎 − 𝑘̅𝑎𝑏, nas primeiras equações, vide apêndice F. 

 

O sistema de equações diferenciais (G.15) é solucionado no apêndice H. 

Os coeficientes de acoplamento, expressões (G.7), são redigidos com mais praticidade 

considerando as constantes: 

 

𝜖𝑎 = 𝜖0𝜖𝑟𝑎;      𝜖𝑏 = 𝜖0𝜖𝑟𝑏;      𝜖1 = 𝜖0𝜖𝑟1 

 

𝜔𝜖0 =
𝑘0

𝑧0
;        𝑘0 =

2𝜋

𝜆0
;        𝑧0 = √

𝜇0

𝜖0
= 120𝜋 

 

Sendo assim: 

 

𝜔𝜖0 =
1

60𝜆0
;        𝜔 =

1

60𝜆0
  
1

𝜖0
 

 

 

Os coeficientes modificados generalizados em função de 𝜆0: 

 

𝑘̅𝑎𝑎 = (
1

120𝜆0
)∬(𝜂𝑏

2 − 𝜂1
2) [𝑒̂𝑎 ∙ 𝑒̂𝑎 + (

𝜖𝑟1

𝜖𝑟𝑏
)
 

 

|𝑒̂𝑧𝑎
 |2] 𝑑𝑆𝑏

 

 

 
𝑆𝑏
 

 

𝑘̅𝑏𝑎 = (
1

120𝜆0
)∬(𝜂𝑏

2 − 𝜂1
2) [𝑒̂𝑏 ∙ 𝑒̂𝑎 + (

𝜖𝑟1

𝜖𝑟𝑏
)
 

 

|𝑒̂𝑧𝑏||𝑒̂𝑧𝑎
 |] 𝑑𝑆𝑏

 

 

 
𝑆𝑏
 

 

(G.16) 

𝑘̅𝑎𝑏 = (
1

120𝜆0
)∬(𝜂𝑎

2 − 𝜂1
2) [𝑒̂𝑎 ∙ 𝑒̂𝑏 + (

𝜖𝑟1

𝜖𝑟𝑎
)
 

 

|𝑒̂𝑧𝑎||𝑒̂𝑧𝑏
 |] 𝑑𝑆𝑎

 

 

 
𝑆𝑎
 

 

𝑘̅𝑏𝑏 = (
1

120𝜆0
)∬(𝜂𝑎

2 − 𝜂1
2) [𝑒̂𝑏 ∙ 𝑒̂𝑏 + (

𝜖𝑟1

𝜖𝑟𝑎
)
 

 

|𝑒̂𝑧𝑏
 |2] 𝑑𝑆𝑎

 

 

 
𝑆𝑎
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Em que: 

 

(
1

120𝜆0
) =

1

2
 
𝑘0

𝑧0
;        𝜂1

2 = 𝜖𝑟𝑖          

 

A dimensão (𝜆0) rege as dimensões de (𝐸̂𝑎, 𝐸̂𝑏) e (𝑆𝑎, 𝑆𝑏). 

Observação: (𝑒̂𝑧𝑎, 𝑒̂𝑧𝑏) são imaginários puros, portanto,  

 

𝑒̂𝑧𝑎 ∙ 𝑒̂𝑧𝑏
∗ = 𝑒̂𝑧𝑎

∗ ∙ 𝑒̂𝑧𝑏 = |𝑒̂𝑧𝑎||𝑒̂𝑧𝑏
 | 

 

            Para o modo 𝑇𝐸𝑧: 𝑒̂𝑧𝑎𝑒̂𝑧𝑏
∗ = 0. 

 

Na literatura, é ambígua a notação dos parâmetros de acoplamento {𝑘̅𝑛𝑖; (𝑛, 𝑖) = 𝑎, 𝑏}, 

o que dificulta a compreensão: 

A convenção adotada neste trabalho é a seguinte: 

 𝑘̅ 𝑛𝑖
<−

: o campo do guia de onda – ‘i’ é que perturba o guia de onda – ‘n’. 

 Pela Fig. G.1: 

 O guia de onda perturbado é caracterizado por: 𝜖′ = 𝜖1 + 𝜖𝑛 + 𝜖1 + 𝜖𝑖 + 𝜖1 

 O guia de onda perturbador, vide Fig. G.1.a, é definido no meio:  

𝜖𝑛̅ = 𝜖1 + 𝜖𝑛 + 𝜖1 

    Pela convenção adotada, o fator de acoplamento 𝑘̅ 𝑛𝑖
<−

, se refere ao termo: 

 

 𝜖𝑟
′ − 𝜖𝑟̅𝑖 = 𝜖𝑟𝑛 − 𝜖𝑟1 

 

       Em que:  

       𝜖𝑟
′ −  𝐺𝑢𝑖𝑎 𝑑𝑒 𝑂𝑛𝑑𝑎 𝑝𝑒𝑟𝑡𝑢𝑟𝑏𝑎𝑑𝑜 

 𝜖𝑟̅𝑞 −  𝐺𝑢𝑖𝑎 𝑑𝑒 𝑂𝑛𝑑𝑎 𝑝𝑒𝑟𝑡𝑢𝑟𝑏𝑎𝑑𝑜𝑟 

 

O coeficiente de acoplamento, 𝑘̅ 𝑛𝑖
<−

, se relaciona, portanto, à área (𝑆𝑛) do guia de 

onda perturbado – ‘n’, seja: 

 

 

𝑘̅𝑛𝑖 = (
1

120𝜆0
)∬(𝜖𝑟𝑖 − 𝜖𝑟1) [𝑒̂𝑛 ∙ 𝑒̂𝑖 + (

𝜖𝑖̅

𝜖′ 
)
 

 

|𝑒̂𝑧𝑛||𝑒̂𝑧𝑖
 |] 𝑑𝑆𝑛

 

 

 
𝑆𝑛
 

 

 

Corresponde às equações (G.16), expressas pelo índice de refração 𝜂1
2 = 𝜖𝑟𝑖. 
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  O coeficiente da componente (|𝑒̂𝑧𝑛||𝑒̂𝑧𝑖
 |): 

 

(
𝜖𝑖̅

𝜖′ 
) = (

𝐺. 𝑂 𝑝𝑒𝑟𝑡𝑢𝑟𝑏𝑎𝑑𝑜𝑟

𝐺. 𝑂 𝑝𝑒𝑟𝑡𝑢𝑟𝑏𝑎𝑑𝑜 
) 

 

  A integração, é feita na área da estrutura perturbada (𝑆𝑛), caracterizada na 

equação (G.17) como:  

(
𝜖𝑖̅

𝜖′ 
)|

𝑆𝑛
 

= (
𝜖𝑟1

𝜖𝑟𝑛 

)
𝑆𝑛

 

 

 

 As integrais dos coeficientes dos acoplamentos modificados são limitadas nas 

áreas dos respectivos G.O  do acoplador. Enquanto, as do encobrimento dos campos, 

são feitas em toda seção transversal da estrutura perturbada: 

 

𝑐 =  𝑐𝑛𝑖 + 𝑐𝑖𝑛 =
1

2
∬ (𝑒̂𝑛 × ℎ̂𝑖 + 𝑒̂𝑖 × ℎ̂𝑛)

+∞ 

−∞
𝑆𝑇

∙ 𝑧  𝑑𝑆𝑇   

 

 As contradições das definições dos parâmetros, referentes à teoria do 

acoplamento modal, são examinadas detalhadamente por Streiffer W. e Hardy A. em 

[William Streiffer, Amos Hardy, 1987]. 
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APÊNDICE H – Solução da Equação de dois guias dielétricos acoplados. 

 

 

 Neste apêndice, analisa-se, rigorosamente, o acoplamento de dois guias de onda 

dielétricos, com base em dois modos normais (naturais) que se propagam na estrutura. Esses 

modos, linearmente independentes, são os modos simétrico, ou par, e assimétrico, ou impar. 

O sistema de equações diferenciais, equações (E.16) até (E.19), apêndice E, que rege 

os coeficientes dos campos que se propagam nos respectivos guias, (𝑎̅(𝑧), 𝑏̅(𝑧)), Tabela E.2, 

é solucionado neste apêndice. 

 

H.1.  Solução da equação do acoplamento de dois guias dielétricos. 

 

Em ambos os guias (a, b) isolados, o modo considerado é o fundamental  𝑇𝐸 𝑧
(10)

, 

estudado no capítulo 1. 

O sistema de equações diferenciais que governa o acoplamento dos dois guias (a, b), 

são as equações (G.15) 

 

𝑑𝑎̅(𝑧)

𝑑𝑧
= −𝑗𝛾𝑎𝑎𝑎̅(𝑧) − 𝑗𝛾𝑎𝑏𝑏̅(𝑧) 

(H.1) 

𝑑𝑏̅(𝑧)

𝑑𝑧
= −𝑗𝛾𝑏𝑎𝑎̅(𝑧) − 𝑗𝛾𝑏𝑏𝑏̅(𝑧) 

 

 

Nas equações (G.15) são definidos os respectivos parâmetros {𝛾𝑛𝑖; (𝑛, 𝑖) = 𝑎, 𝑏}, da 

equação (H.1). 

 Nos acopladores excitados pelo G.O – ‘a’, portanto, 𝑎̅(𝑧 = 0) = 𝑉0, as condições de 

fronteira da equação (H.1), vide Fig. H.1, são: 

  

𝑎̅(𝑧 = 0) = 𝑉0 

 

𝑎̅(𝑧 = 𝐿) = 0 

(H.2) 

𝑏̅(𝑧 = 0) = 0 

 

𝑏̅(𝑧 = 𝐿) = 𝑉0 
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Fig. H.1. Frente de onda do supermodo referente ao acoplamento de dois G.O ópticos iguais (a, b). 

𝑳𝒎𝒂𝒙 - comprimento em que haja máxima transferência de energia. 

 

 

 As condições de fronteira (H.2), em que 𝑏̅(𝑧 = 𝐿) = 𝑉0, transferência máxima de 

potência, se refere a acopladores em que as fases estão adaptadas, ( 𝛽𝑎 =  𝛽𝑏). No caso geral, 

𝑏̅(𝑧 = 𝐿) < 𝑉0. 

 O sistema de equações diferenciais lineares acopladas, equações (H.1), será 

solucionado pelos modos normais da estrutura. 

 Modo normal (natural) de um sistema acoplado com N – graus de liberdade, são os N 

– modos linearmente independentes que se propagam na estrutura, com todos os N – graus 

oscilando na mesma freqüência e fase. 

 No acoplamento de dois guias dielétricos há dois graus de liberdade; 𝑎̅(𝑧) e 𝑏̅(𝑧). 

Portanto, dois modos normais, simétrico (par), assimétrico (ímpar). Vejam Figs. (I.1.a), (I.1) e 

(I.5), apêndice I. 

 Por definição, os graus de liberdade da estrutura oscilam em fase (𝜉), portanto: 

 

 

𝑎̅(𝑧) = 𝑎𝑒+𝜉𝑧 
(H.3) 

𝑏̅(𝑧) = 𝑏𝑒+𝜉𝑧 
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 Substituindo (H.3) em (H.1): 

 

 

𝑎𝜉 = −𝑗𝛾𝑎𝑎𝑎 − 𝑗𝛾𝑎𝑏𝑏 

𝑏𝜉 = −𝑗𝛾𝑏𝑎𝑎 − 𝑗𝛾𝑏𝑏𝑏 

 

 Logo: 

𝑎𝜉 + 𝑗𝛾𝑎𝑎𝑎 = −𝑗𝛾𝑎𝑏𝑏                                                 (H. 4. a) 

𝑏𝜉 + 𝑗𝛾𝑏𝑏𝑏 = −𝑗𝛾𝑏𝑎𝑎                                                (H. 4. b) 

  

 

 Multiplicando a equação (H.4.a) por (𝜉 + 𝑗𝛾𝑏𝑏). 

 

 

(𝜉 + 𝑗𝛾𝑏𝑏)(𝑎𝜉 + 𝑗𝛾𝑎𝑎𝑎) = −𝑗𝛾𝑎𝑏[(𝜉 + 𝑗𝛾𝑏𝑏)𝑏]                        (H. 4. c) 

 

 Substituindo a equação (H.4.b) em (H.4.c), tem-se a equação de segundo grau em 𝜉 

(fase dos modos): 

 

𝑎𝜉2 + 𝑗𝑎(𝛾𝑎𝑎 + 𝛾𝑏𝑏)𝜉 − 𝑎(𝛾𝑎𝑎 𝛾𝑏𝑏) = −𝑗𝛾𝑎𝑏(−𝑗𝛾𝑏𝑎𝑎) 

 

 

 Por simples algebrismo: 

 

 𝜉2 + 𝑗 (𝛾𝑎𝑎 + 𝛾𝑏𝑏)𝜉 − 𝑎(𝛾𝑎𝑎 𝛾𝑏𝑏 − 𝛾𝑎𝑏𝛾𝑏𝑎) = 0 

 

 

 Cujas soluções são as respectivas fases dos modos normais: 

 

𝜉 =
−𝑗(𝛾𝑎𝑎 + 𝛾𝑏𝑏) ± 𝑗√+(𝛾𝑎𝑎 + 𝛾𝑏𝑏)2 − 4(𝛾𝑎𝑎𝛾𝑏𝑏 − 𝛾𝑎𝑏𝛾𝑏𝑎)

2
                (H. 5) 
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 Análise do discriminante da equação (H.5). 

 

𝑆 =  (𝛾𝑎𝑎 + 𝛾𝑏𝑏)
2 − 4𝛾𝑎𝑎𝛾𝑏𝑏 + 4𝛾𝑎𝑏𝛾𝑏𝑎 

 

 

 Portanto: 

 

𝑆 = (𝛾𝑎𝑎
2 − 2𝛾𝑎𝑎𝛾𝑏𝑏 + 𝛾𝑏𝑏

2) + 4𝛾𝑎𝑏𝛾𝑏𝑎 

 

𝑆 =  (𝛾𝑎𝑎 − 𝛾𝑏𝑏)
2 + 4𝛾𝑎𝑏𝛾𝑏𝑎 

 

 Então: 

 

𝑆 = 4 [(
𝛾𝑎𝑎 − 𝛾𝑏𝑏

2
)
2

+ 𝛾𝑎𝑏𝛾𝑏𝑎]                                           (H. 6) 

 

 

 As soluções dos dois modos normais são: 

 

 

𝜉 = −𝑗 (
𝛾𝑎𝑎 + 𝛾𝑏𝑏

2
) ± 𝑗 √(

𝛾𝑎𝑎 − 𝛾𝑏𝑏

2
)
2

+ 𝛾𝑎𝑏𝛾𝑏𝑎                             (H. 7) 

 

 Para simplificar a notação definem-se: 

 

 

Tabela H.1. Parâmetros dos modos normais. 

PARÂMETROS DOS MODOS NORMAIS (NATURAIS) 

Φ = (
𝛾𝑎𝑎+𝛾𝑏𝑏

2
) – Constante de fase do supermodo. Definido pela média aritmética das 

fases dos respectivos guias de onda perturbados. 

 

Δ = (
𝛾𝑎𝑎−𝛾𝑏𝑏

2
) - Fator de descasamento da fase transversal. 

 

 

𝜓 = √Δ2 + 𝛾𝑎𝑏𝛾𝑏𝑎 - Fator de modulação das amplitudes transversais (𝑎̅(𝑧), 𝑏̅(𝑧)). 
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 Os graus de liberdade de ambos os modos naturais oscilam em fase, portanto, tem-

se: 

 

 Modo – 1:  𝜉 = (Φ + 𝜓);  𝑒−𝑗(Φ+𝜓)𝑧 

 Modo – 2:  𝜉 = (Φ − 𝜓);  𝑒−𝑗(Φ−𝜓)𝑧 

 

 Assim, as amplitudes dos respectivos guias, oscilando com a mesma freqüência e 

fase, definem os dois modos normais, linearmente independentes. São eles: 

 

 

 
 

Fig. H.2.a. Modo simétrico (par) -  𝒆−𝒋(𝚽+𝝍)𝒛 . 

 

 

 

 
 

Fig. H.2.b. Modo assimétrico (ímpar) -  𝒆−𝒋(𝚽−𝝍)𝒛. 

 



252 
 

 Análise das respectivas fases dos modos: par e ímpar. 

 

 Pelas Fig. H.2.a e H.2.b, fica claro que o comprimento de onda transversal do modo 

simétrico é maior que o do assimétrico, então: 

 

 

𝜆𝑥𝐴
 < 𝜆𝑥𝑆

 → 𝑘𝑥𝐴
 =

2𝜋

𝜆𝑥𝐴
 > 𝑘𝑥𝑆

 =
2𝜋

𝜆𝑥𝑆
  

 

 

 As constantes de fase são estimadas qualitativamente: 

 

 

𝛽𝑆
 = √𝑘2 − 𝑘𝑥𝑆

2  

𝛽𝐴
 = √𝑘2 − 𝑘𝑥𝐴

2  

 

 Como: 

 

𝑘𝑥𝐴
 > 𝑘𝑥𝑆

 → 𝛽𝐴
 < 𝛽𝑆

  

 

 

 Conclui-se que a fase do modo simétrico é maior que a do modo assimétrico. 

Consequentemente o modo simétrico é caracterizado por  𝑒−𝑗(Φ+𝜓)𝑧, veja Fig. H.2.a, 

enquanto que o modo assimétrico é definido por  𝑒−𝑗(Φ−𝜓)𝑧, vide Fig. H.2.b. 

 

 

 Análise do supermodo. 

 

 O modo que se propaga na estrutura perturbada (acoplador) é originado pela 

combinação linear dos modos naturais. Pelas Fig. H.2.a e H.2.b. 

 

 

G.O – ‘a’:   𝑎̅(𝑧) = 𝐴01𝑒
−𝑗(Φ+𝜓)𝑧 + 𝐴02𝑒

−𝑗(Φ−𝜓)𝑧 = 𝑒−𝑗Φ𝑧[𝐴01𝑒
−𝑗𝜓𝑧 + 𝐴02𝑒

+𝑗𝜓𝑧] 

(H.8) 

G.O – ‘b’:   𝑏̅(𝑧) = 𝐵01𝑒
−𝑗(Φ+𝜓)𝑧 + 𝐵02𝑒

−𝑗(Φ−𝜓)𝑧 = 𝑒−𝑗Φ𝑧[𝐵01𝑒
−𝑗𝜓𝑧 + 𝐵02𝑒

−𝑗𝜓𝑧] 
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 Pela fórmula de Euler: 𝑒±𝑗𝜓𝑧 = cos (𝜓𝑧) ± 𝑗𝑠𝑒𝑛(𝜓𝑧), a equação (H.8) é escrita: 

 

𝑎̅(𝑧) = 𝑒−𝑗Φ𝑧[(𝐴01 + 𝐴02) cos(𝜓𝑧) + 𝑗(𝐴02 − 𝐴01)𝑠𝑒𝑛(𝜓𝑧)] 

(H.9) 

𝑏̅(𝑧) = 𝑒−𝑗Φ𝑧[(𝐵01 + 𝐵02) cos(𝜓𝑧) + 𝑗(𝐵02 − 𝐵01)𝑠𝑒𝑛(𝜓𝑧)] 

 

 

 As amplitudes dos campos eletromagnéticos (𝑎̅(𝑧), 𝑏̅(𝑧))  dos guias de onda 

acoplados são: 

𝑎̅(𝑧) = [𝐴1 cos(𝜓𝑧) + 𝑗𝐴2𝑠𝑒𝑛(𝜓𝑧)]𝑒−𝑗Φ𝑧 

(H.10) 

𝑏̅(𝑧) = [𝐵1 cos(𝜓𝑧) + 𝑗𝐵2𝑠𝑒𝑛(𝜓𝑧)]𝑒−𝑗Φ𝑧 

 

 Observe em (H.10), que as respectivas amplitudes dos campos nos G.O perturbados, 

são combinação linear dos modos naturais. Essa combinação origina um modo conhecido por 

‘supermodo’, que se propaga com fase 𝑒−𝑗Φ𝑧, Φ = (
𝛾𝑎𝑎+𝛾𝑏𝑏

2
), em que: 

𝛾𝑎𝑎 = 𝑝𝑎𝑟â𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑑𝑜 à 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑓𝑎𝑠𝑒 𝑑𝑜 𝐺. 𝑂−′𝑎′𝑚𝑜𝑑𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑑𝑎 𝑝𝑒𝑙𝑎 𝑝𝑒𝑟𝑡𝑢𝑟𝑏𝑎çã𝑜 𝑑𝑜 𝐺. 𝑂−′𝑏′ (𝐺. 11) 

𝛾𝑏𝑏 = 𝑝𝑎𝑟â𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑑𝑜 à 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑓𝑎𝑠𝑒 𝑑𝑜 𝐺. 𝑂−′𝑏′𝑚𝑜𝑑𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑑𝑎 𝑝𝑒𝑙𝑎 𝑝𝑒𝑟𝑡𝑢𝑟𝑏𝑎çã𝑜 𝑑𝑜 𝐺. 𝑂−′𝑎′(𝐺. 14) 

 

 

H.2.  Análise de acopladores codirecionais (diretos). 

 

 As equações (H.10) regem os acopladores diretos, aqueles em que a energia de um 

G.O se acopla ao outro, fluindo em ambos no mesmo sentido longitudinal (𝑧 ). 

 A estrutura é excitada pelo G.O – ‘a’. 

 

H.2.1. Acoplador excitado pelo G.O – ‘a’. 

 

 Essa excitação é caracterizada pelas equações (H.10) sob as condições: 

 

𝑎̅(𝑧 = 0) = 𝑉0;     𝐴1 = 𝑉0 

 (H.11) 

𝑏̅(𝑧 = 0) = 0;     𝐵1 = 0 
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 O sistema de equações (H.10) passa a ser: 

 

𝑎̅(𝑧) = (𝑉0 cos(𝜓𝑧) + 𝑗𝐴2𝑠𝑒𝑛(𝜓𝑧)) 𝑒−𝑗Φ𝑧 

(H.12) 

𝑏̅(𝑧) = 𝑗𝐵2𝑠𝑒𝑛(𝜓𝑧)𝑒−𝑗Φ𝑧 

 

 Observação: Com as perdas consideradas, nesse trabalho, 𝜓 é um número complexo 

(𝜓 = 𝑅𝑒𝑎𝑙(𝜓) − 𝑗𝐼𝑚𝑔(𝜓)). Porém, 𝐼𝑚𝑔(𝜓) é da ordem de 10−5, e o 𝑅𝑒𝑎𝑙(𝜓) da ordem de 

10−2. Assim, no cálculo do comprimento do acoplador, a parte imaginária de 𝜓, é desprezada 

com relação à real.  

 Há duas incógnitas em (H.12), ′𝐴2’, ‘𝐵2’, que dependem da condição 𝑎̅(𝑧 = 0). 

Portanto, é imprescindível que se tenha a amplitude ‘𝑎̅(𝑧)’ também expressa em função da 

incógnita ‘𝐵2’. 

 Essa relação é obtida pela segunda equação de (H.1): 

 

𝑑𝑏̅(𝑧)

𝑑𝑧
+ 𝑗𝛾𝑏𝑏𝑏̅(𝑧) = −𝑗𝛾𝑏𝑎𝑎̅(𝑧)                                     (H. 13) 

 

 Substituindo 𝑏̅(𝑧) da equação (H.12) em (H.13): 

 

𝑗𝐵2{(𝜓 cos(𝜓𝑧) − 𝑗Φ𝑠𝑒𝑛(𝜓𝑧)) + 𝑗𝛾𝑏𝑏𝑠𝑒𝑛(𝜓𝑧)}𝑒−𝑗Φ𝑧 = −𝑗𝛾𝑏𝑎𝑎̅(𝑧)  

 

 Portanto: 

𝑎̅(𝑧) =
−𝐵2𝑒

−𝑗Φ𝑧

𝛾𝑏𝑎

[𝜓 cos(𝜓𝑧) − 𝑗(Φ − 𝛾𝑏𝑏)𝑠𝑒𝑛(𝜓𝑧)] 

 

 Pela Tabela H.1: 

Φ = (
𝛾𝑎𝑎 + 𝛾𝑏𝑏

2
) 

 

 Então: 

(Φ − 𝛾𝑏𝑏) = (
𝛾𝑎𝑎 − 𝛾𝑏𝑏

2
) 
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 Define-se: 

Δ𝑎𝑏 = (
𝛾𝑎𝑎 − 𝛾𝑏𝑏

2
)                                                    (H. 14) 

 

               Δ𝑎𝑏 − Fator de descasamento de fase transversal do acoplador excitado pelo G.O – ‘a’. 

    A amplitude do G.O – ‘a’ (𝐴2), vide equação (H.12), em função do coeficiente ‘𝐵2’ 

é: 

 

𝑎̅(𝑧) =
−𝐵2

𝛾𝑏𝑎

[𝜓 cos(𝜓𝑧) − 𝑗Δ𝑎𝑏𝑠𝑒𝑛(𝜓𝑧)]𝑒−𝑗Φ𝑧                        (H. 15) 

 

 

Aplica-se a segunda condição, 𝑎̅(𝑧 = 0) = 𝑉0, na equação (H.13): 

 

𝑎̅(𝑧 = 0) =
−𝐵2𝜓

𝛾𝑏𝑎
= 𝑉0 

 

Tem-se: 

𝐵2 = −𝑉0
𝛾𝑏𝑎

𝜓
                                                    (H.16) 

 

 

Substituindo a equação (H.16) em 𝑏̅(𝑧) da equação (H.12): 

 

 

𝑏̅(𝑧) = −𝑗𝑉0

𝛾𝑏𝑎

𝜓
𝑠𝑒𝑛(𝜓𝑧)𝑒−𝑗Φ𝑧 

 

 

A equação (H.16) levada em (H.15): 

 

 

𝑎̅(𝑧) = 𝑉0 [cos(𝜓𝑧) − 𝑗
Δ𝑎𝑏

𝜓
𝑠𝑒𝑛(𝜓𝑧)] 𝑒−𝑗Φ𝑧 
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O acoplador excitado pela porta – ‘a’, 𝑎̅(𝑧 = 0) = 𝑉0, é regido por: 

 

𝑎̅(𝑧) = 𝑉0 [cos(𝜓𝑧) − 𝑗
Δ𝑎𝑏

𝜓
𝑠𝑒𝑛(𝜓𝑧)] 𝑒−𝑗Φ𝑧 

(H.17) 

𝑏̅(𝑧) = −𝑗𝑉0

𝛾𝑏𝑎

𝜓
𝑠𝑒𝑛(𝜓𝑧)𝑒−𝑗Φ𝑧 

 

 Em que: 

 

Δ𝑎𝑏 = (
𝛾𝑎𝑎 − 𝛾𝑏𝑏

2
) 

 

𝜓 = √Δ𝑎𝑏
2 + 𝛾𝑎𝑏𝛾𝑏𝑎 

 

Φ = (
𝛾𝑎𝑎 + 𝛾𝑏𝑏

2
) −  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒  

                                                              𝑑𝑒 𝑓𝑎𝑠𝑒 𝑑𝑜 𝑠𝑢𝑝𝑒𝑟𝑚𝑜𝑑𝑜 
 

 

As constantes (𝛾𝑎𝑎, 𝛾𝑎𝑏 , 𝛾𝑏𝑎 , 𝛾𝑏𝑏) estão definidas nas equações (G.15.a), apêndice G. 

Os coeficientes de acoplamento (𝑘̅𝑎𝑎 , 𝑘̅𝑎𝑏 , 𝑘̅𝑏𝑎, 𝑘̅𝑏𝑏), estão definidos nas equações 

(G.16), apêndice G. 

O coeficiente de encobrimento dos campos, 𝑐, também se encontra definido no 

apêndice G, equação (G.6). 

 

H.3.  Cálculo do comprimento do acoplador em que haja transferência máxima de 

energia. 

 

A transferência máxima de energia entre os guias de onda do acoplador excitado pela 

porta – ‘a’, vide Fig. H.1, ocorre, quando: 

 

𝑠𝑒𝑛(𝜓𝐿max) = 1  

 

𝜓𝐿max =
𝜋

2
 

 

𝐿max =
𝜋

2𝜓
                                                        (H.22) 



257 
 

Na máxima transferência, equações (H.15), têm-se: 

 

𝑏̅(𝑧 = 𝐿max) = −(
𝛾𝑏𝑎

𝜓
)𝑉0 

 

A transferência não é total. A totalidade se verifica, somente, se os guias de onda 

estiverem casados. Seja: 

 

𝛽𝑎
 = 𝛽𝑏

 = 𝛽 
  

𝑒̂𝑎 = 𝑒̂𝑏 

ℎ̂𝑎 = ℎ̂𝑏                                                          (H.23) 

𝑘̅𝑎𝑎 = 𝑘̅𝑏𝑏 = 𝑘𝑎𝑎
  

𝑘̅𝑎𝑏 = 𝑘̅𝑏𝑎 = 𝑘𝑎𝑏
  

 

Pelas equações (G.15.a), apêndice G, obtêm-se os coeficientes do sistema de 

equações diferenciais do acoplamento de dois guias de onda casados. 

 

𝛾𝑎𝑎 = 𝛽 + [
(𝑘̅𝑎𝑎

 − 𝑐𝑘̅𝑎𝑏
 )

(1 − 𝑐2)
] 

 

𝛾𝑎𝑏 =
(𝑘̅𝑎𝑏

 − 𝑐𝑘̅𝑎𝑎
 )

(1 − 𝑐2)
 

(H.24) 

𝛾𝑏𝑎 =
(𝑘̅𝑎𝑏

 − 𝑐𝑘̅𝑎𝑎
 )

(1 − 𝑐2)
 

 

𝛾𝑏𝑏 = 𝛽 + [
(𝑘̅𝑎𝑎

 − 𝑐𝑘̅𝑎𝑏
 )

(1 − 𝑐2)
] 

 

 

 

 



258 
 

 Acopladores fracos com casamento de fase, excitados pelo G.O – ‘a’. 

Devido ao casamento de fase; (𝛾𝑎𝑎 = 𝛾𝑏𝑏), (𝛾𝑎𝑏 = 𝛾𝑏𝑎): 

 

Δ𝑎𝑏 = (
𝛾𝑎𝑎 − 𝛾𝑏𝑏

2
) = 0 

 

𝜓 = 𝛾𝑎𝑏 =
(𝑘̅𝑎𝑏

 − 𝑐𝑘̅𝑎𝑎
 )

(1 − 𝑐2)
 

Φ = 𝛾𝑎𝑎 

 

Os coeficientes dos respectivos guias de onda são, pela equação (H.17). 

 

𝑎̅(𝑧) = 𝑉0 cos(𝜓𝑧) 𝑒−𝑗Φ𝑧 

(H.25) 

𝑏̅(𝑧) = −𝑗𝑉0

𝛾𝑎𝑏

𝛾𝑎𝑏
𝑠𝑒𝑛(𝜓𝑧)𝑒−𝑗Φ𝑧 

 

  

Para acopladores em que os guias de onda estejam casados, haverá transferência 

integral de energia entre eles, em: 

 

𝐿max =
𝜋

2𝜓
=

𝜋

2𝛾𝑎𝑏
=

𝜋

2 [
(𝑘̅𝑎𝑏

 − 𝑐𝑘̅𝑎𝑎
 )

(1 − 𝑐2)
]

                                (H. 26) 

 

Nos acopladores fracamente acoplados: 𝑐 ≪ 1. 

 

𝐿max =
𝜋

2𝑘̅𝑎𝑏
 

                                                      (H. 27) 

 

Em que: 

 

𝑘̅𝑎𝑏 =
𝜔

2
∬(𝜖𝑟𝐴

 

 

 − 𝜖𝑟1
 )(𝑒̂𝑏𝑒̂𝑎)𝑑𝑆 

 

𝑆𝑎
 

= 𝑘̅𝑏𝑎 

𝑘̅𝑎𝑏 = 𝑘̅𝑏𝑎: coeficiente de acoplamento entre os guias de onda. 
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Nos acoplamentos fracos:  

 

𝛾𝑎𝑎 = (𝛽𝑎
 + 𝑘̅𝑎𝑎) 

𝛾𝑎𝑏 = 𝑘̅𝑏𝑎 

(H.28) 

𝑎̅(𝑧) = 𝑉0 cos(𝑘̅𝑎𝑏𝑧) 𝑒
−𝑗(𝛽𝑎

 +𝑘̅𝑎𝑎)𝑧 

 

𝑏̅(𝑧) = −𝑗𝑉0𝑠𝑒𝑛(𝑘̅𝑎𝑏𝑧)𝑒
−𝑗(𝛽𝑎

 +𝑘̅𝑎𝑎)𝑧 

 

 

A potência entre os dois guias de onda: 

 

 

𝑃𝑎(𝑧) =
1

2
|𝑎̅(𝑧)|2 =

|𝑉0|
2

2
cos2(𝑘̅𝑎𝑏𝑧) 

(H.29) 

𝑃𝑏(𝑧) =
1

2
|𝑏̅(𝑧)|

2
=

|𝑉0|
2

2
sen2(𝑘̅𝑎𝑏𝑧) 

 

Em z=0: 

𝑃𝑎(𝑧 = 0) =
|𝑉0|

2

2
 

𝑃𝑏(𝑧 = 0) = 0 

Em z=𝐿max: 

𝑃𝑎(𝑧 = 𝐿max) = 0 

𝑃𝑏(𝑧 = 𝐿max) =
|𝑉0|

2

2
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APÊNDICE I – Definição dos Modos Normais dos G.O Acoplados. 

 

 

 Num acoplador constituído por N-guias de onda, há N modos normais, modos 

linearmente independentes, que compõem o espectro dos vetores de base da respectiva 

estrutura. Os campos eletromagnéticos, em cada G.O, são, por conseguinte, expressos por 

combinações lineares dos respectivos modos normais. 

 Neste apêndice, os modos normais se relacionam às estruturas de duas lâminas 

dielétricas acopladas, vide Fig. I.1.a e I.1.b. Devido as suas configurações são eles 

denominados: modo par (e - even) e modo ímpar (o – odd). 

 Nas Fig. I.1.a e I.1.b, 𝐸𝑦
 (𝑥) se relaciona ao modo TE e 𝐻𝑦

 (𝑥) ao modo TM. 

 

 

Fig. I.1.a. Configuração do campo 𝑯𝒚
(𝒆)(𝒙), modo normal par TM. 

 

 

Fig. I.1.b. Configuração do modo normal  ímpar. 
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 Será demonstrado que os campos dos modos normais, par e ímpar, Fig. I.1.a e I.1.b, 

são definidos, na estrutura perturbada (acoplador), por adequadas combinações dos modos 

fundamentais dos guias de onda isolados. 

 

 

I.1.  Análise exata do acoplador óptico de duas lâminas simétricas [C. Yeh, F. Manshadi, 

D.F. Casey, A. Johnston, 1978]. 

 

 

 O acoplador óptico, vide Fig. I.2, é alimentado pelo G.O – ‘a’, 𝐸𝑥𝑎
 (𝑥), logo, pelo 

modo 𝑇𝑀𝑧 - (𝐸𝑥, 𝐻𝑦, 𝐸𝑧), com 
𝜕

𝜕𝑦
≡ 0. 

 

 

 

Fig. I.2. Acoplador óptico de dois G.O – (a, b) idênticos afastados por ‘d’. 

 

 

 O modo caracterizado por (𝐸𝑥(𝑥), 𝐻𝑦(𝑥), 𝐸𝑧(𝑥)) é o modo fundamental 𝑇𝑀𝑧(𝐻𝑦), 

sob a condição 
𝜕

𝜕𝑦
≡ 0. 

 

Os campos eletromagnéticos em cada região, 1=1, 2, 3, 4, 5, são calculados por onda 

direta, excitação 𝑒+𝑗ωt: 
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𝑑2𝐻𝑦𝑖
 (𝑥)

𝑑𝑥2
+ (𝑘𝑖

2 − 𝛽2)𝐻𝑦𝑖
 (𝑥) = 0 

 

𝐸𝑥𝑖
 (𝑥) =

𝛽

𝜔𝜖𝑖
𝐻𝑦𝑖

 (𝑥)                                                         (I.1) 

 

𝐸𝑧𝑖
 (𝑥) =

1

𝑗𝜔𝜖𝑖

𝑑𝐻𝑦𝑖
 (𝑥)

𝑑𝑥
 

 

 

  

 Os dois modos a serem considerados são: 

 

 Modo 𝐻𝑦 − 𝑃𝑎𝑟 (𝑒−𝑗 𝛽𝑒𝑧) 

 

 

 

Fig. I.2.a. Representação do campo magnético no acoplador com guias idênticos. 

 

 Foi suprimido em I.2. o termo 𝑒−𝑗𝛽𝑧; (𝛽 =  𝛽𝑒 =  𝛽𝑜). 

 

 - Região – 1: 𝑥 = (𝑎 +
𝑑

2
). 

𝐻𝑦1
(𝑒)

(𝑥) = 𝐴𝑒−𝛼[𝑥−(𝑎+
𝑑
2
)]

 

(I.2.a) 

𝐸𝑧1
(𝑒)

(𝑥) =
−𝛼

𝑗𝜔𝜖2
𝐻𝑦1

(𝑒)
(𝑥) 
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 - Região – 2: |𝑥| ≤
𝑑

2
. 

 

𝐻𝑦2
(𝑒)

(𝑥) = 𝐵𝑠𝑒𝑛 [𝑘𝑥
(𝑒)

(𝑥 −
𝑑

2
)] + 𝐶𝑐𝑜𝑠 [𝑘𝑥

(𝑒)
(𝑥 −

𝑑

2
)] 

(I.2.b) 

𝐸𝑧2
(𝑒)

(𝑥) =
𝑘𝑥

𝑗𝜔𝜖1
{𝐵𝑐𝑜𝑠 [𝑘𝑥

(𝑒)
(𝑥 −

𝑑

2
)] − 𝐶𝑠𝑒𝑛 [𝑘𝑥

(𝑒)
(𝑥 −

𝑑

2
)]} 

 

 

- Região – 3: 0 ≤ 𝑥 ≤
𝑑

2
. 

 

𝐻𝑦3
(𝑒)

(𝑥) = 𝐷𝑐𝑜𝑠ℎ(𝛼𝑥) 

(I.2.c) 

𝐸𝑧3
(𝑒)

(𝑥) =
𝛼

𝑗𝜔𝜖2
𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝑥) 

 

 Como a estrutura é simétrica, são suficientes, somente três regiões para analisá-la. 

 

 𝛽𝑒 = √𝑘2 − (𝑘𝑥
(𝑒)

)
2

− 𝑀𝑜𝑑𝑜 𝐻𝑦 − 𝑃𝑎𝑟                                  (I.3) 

 

 Os campos são adaptados nas fronteiras (𝑘𝑥
 = 𝑘𝑥

(𝑒)
): 

 

 -𝑥 = (𝑎 +
𝑑

2
):  

𝐸𝑧1
 (𝑎 +

𝑑

2
) = 𝐸𝑧2

 (𝑎 +
𝑑

2
) 

(I.4.a) 

𝐻𝑦1
 (𝑎 +

𝑑

2
) = 𝐻𝑦2

 (𝑎 +
𝑑

2
) 

 

 

- 𝑥 =
𝑑

2
: 

(
𝑘𝑥

(𝑒)

 𝜖1
)𝐵 = 𝐷𝑠𝑒𝑛ℎ (𝛼

𝑑

2
) 

(I.4.b) 

𝐶 = 𝐷𝑐𝑜𝑠ℎ (𝛼
𝑑

2
) 
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O sistema de equações (I.4.a) e (I.4.b) é escrito matricialmente: 

Chamando: 

𝑝 = (
𝑘𝑥

 

 𝜖1
) ;        𝑞 = (

𝛼

 𝜖2
) ;       𝛼̅ = (𝛼

𝑑

2
) ;        𝑘 = 𝑘𝑥

 𝑎 

Tem-se: 

 

(

       𝑞        𝑝𝑐𝑜𝑠(𝑘)
      −1    𝑠𝑒𝑛(𝑘)

−𝑝𝑠𝑒𝑛(𝑘)        0
cos (𝑘)        0

0           0
0         −𝑝

                      
−1        cosh (𝛼̅)
0          𝑞𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼̅)

)(

𝐴
𝐵
𝐶
𝐷

) = 0            (I.5) 

 

 Para que haja solução - 𝐻𝑦(𝑃𝑎𝑟), é necessário anular o determinante da matriz (I.5). 

 

det[𝑀(𝑝𝑎𝑟)] = [𝑝2 cosh(𝛼̅) − 𝑞2𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼̅)]𝑠𝑒𝑛(𝑘) − 𝑝𝑞𝑐𝑜𝑠(𝑘)[cosh(𝛼̅) + 𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼̅)] 

 

 Observe que: 

 

cosh(𝛼̅) + 𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼̅) = 𝑒+𝛼̅                                               (I.6) 

 

 Então det[𝑀(𝑝𝑎𝑟)] = 0, resulta: 

 

tan(𝑘) =
𝑝𝑞𝑒+𝛼̅

𝑝2 cosh(𝛼̅) − 𝑞2𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼̅)
                                          (I. 7) 

 

 Substituindo; cosh(𝛼̅) =
𝑒+𝛼̅+𝑒−𝛼̅

2
  e   senh(𝛼̅) =

𝑒+𝛼̅−𝑒−𝛼̅

2
 em (I.7), tem-se: 

 

tan(𝑘) =
2𝑝𝑞

𝑝2(1 + 𝑒−2𝛼̅) − 𝑞2(1 + 𝑒−2𝛼̅)
                                      (I. 8) 

 

Portanto a equação de dispersão do modo TM(Par), por (I.8) é: 

 

tan(𝑘) =
2𝑝𝑞

(𝑝2 − 𝑞2) + (𝑝2 + 𝑞2)𝑒−2𝛼̅
                                      (I. 9) 
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 Substituindo os parâmetros na equação (I.9): 

 

𝑝 = (
𝑘𝑥

(𝑒)

 𝜖1
) ;        𝑞 = (

𝛼

 𝜖2
) ;       𝛼̅ = (𝛼

𝑑

2
) ;        𝑘 = 𝑘𝑥

(𝑒)
𝑎 

 

Tem-se a equação do modo TM - (Par): 

 

tan(𝑘𝑥
(𝑒)

𝑎) =
2 (

𝜖2

 𝜖1
)𝛼 𝑘𝑥

(𝑒)

((
𝜖2

 𝜖1
)
2

(𝑘𝑥
(𝑒)

)
2

− 𝛼2) + ((
𝜖2

 𝜖1
)
2

(𝑘𝑥
(𝑒)

)
2

+ 𝛼2) 𝑒−𝛼𝑑

                     (I. 10) 

 

 

 

 Modo 𝐻𝑦 − Í𝑚𝑝𝑎𝑟 (𝑒−𝑗 𝛽𝑜𝑧) 

 

 

 

Fig. I.2.b. Representação do campo magnético no acoplador com guias idênticos. 

 

 

 Foi suprimido em I.2. o termo 𝑒−𝑗𝛽𝑧     ;     (𝛽 =  𝛽𝑒 =  𝛽𝑜). 
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 - Região – 1:  𝑥 = (𝑎 +
𝑑

2
). 

𝐻𝑦1
(𝑜)

(𝑥) = 𝐴𝑒−𝛼[𝑥−(𝑎+
𝑑
2
)]

 

(I.11.a) 

𝐸𝑧1
(𝑜)

(𝑥) =
−𝛼

𝑗𝜔𝜖2
𝐻𝑦1

(𝑒)
(𝑥) 

 - Região – 2:  |𝑥| ≤
𝑑

2
. 

 

𝐻𝑦2
(𝑜)

(𝑥) = 𝐵𝑠𝑒𝑛 [𝑘𝑥
(𝑜)

(𝑥 −
𝑑

2
)] + 𝐶𝑐𝑜𝑠 [𝑘𝑥

(𝑜)
(𝑥 −

𝑑

2
)] 

(I.11.b) 

𝐸𝑧2
(𝑜)

(𝑥) =
𝑘𝑥

𝑗𝜔𝜖1
{𝐵𝑐𝑜𝑠 [𝑘𝑥

(𝑜)
(𝑥 −

𝑑

2
)] − 𝐶𝑠𝑒𝑛 [𝑘𝑥

(𝑜)
(𝑥 −

𝑑

2
)]} 

 

 

 

- Região – 3:   0 ≤ 𝑥 ≤
𝑑

2
. 

 

𝐻𝑦3
(𝑜)

(𝑥) = 𝐷𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼𝑥) 

(I.11.c) 

𝐸𝑧3
(𝑜)

(𝑥) =
𝛼

𝑗𝜔𝜖2
𝑐𝑜𝑠ℎ(𝛼𝑥) 

 

 

 Como a estrutura é simétrica, são suficientes, somente, três regiões para analisá-la. 

 

 𝛽𝑜 = √𝑘2 − (𝑘𝑥
(𝑜)

)
2

− 𝑀𝑜𝑑𝑜 𝐻𝑦 − Í𝑚𝑝𝑎𝑟                                  (I.12) 

 

 

 Os campos são adaptados nas fronteiras (𝑘𝑥
 = 𝑘𝑥

(𝑜)
): 

 

 -  𝑥 = (𝑎 +
𝑑

2
):  

−𝛼

𝜖2
𝐴 =

𝑘𝑥
(𝑜)

𝜖1
[𝐵𝑐𝑜𝑠 (𝑘𝑥

(𝑜)
𝑎) − 𝐶𝑠𝑒𝑛 (𝑘𝑥

(𝑜)
𝑎)] 

(I.13.a) 
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𝐴 = 𝐵𝑐𝑜𝑠 (𝑘𝑥
(𝑜)

𝑎) + 𝐶𝑠𝑒𝑛 (𝑘𝑥
(𝑜)

𝑎) 

-   𝑥 =
𝑑

2
: 

(
𝑘𝑥

(𝑜)

 𝜖1
)𝐵 = 𝐷

−𝛼

𝜖2
𝑐𝑜𝑠ℎ (𝛼

𝑑

2
) 

(I.13.b) 

𝐶 = 𝐷𝑠𝑒𝑛ℎ (𝛼
𝑑

2
) 

 

 

O sistema de equações (I.13.a) e (I.13.b) é escrito matricialmente: 

Chamando: 

𝑝 = (
𝑘𝑥

(𝑜)

 𝜖1
) ;        𝑞 = (

𝛼

 𝜖2
) ;       𝛼̅ = (𝛼

𝑑

2
) ;        𝑘 = 𝑘𝑥

(𝑜)
𝑎 

Tem-se: 

 

(

       𝑞        𝑝𝑐𝑜𝑠(𝑘)
      −1    𝑠𝑒𝑛(𝑘)

−𝑝𝑠𝑒𝑛(𝑘)       0
cos (𝑘)       0

0           0
0         −𝑝

                      
−1      senh (𝛼̅)
0         𝑞𝑐𝑜𝑠ℎ(𝛼̅)

)(

𝐴
𝐵
𝐶
𝐷

) = 0            (I.14) 

 

 Para que haja solução - 𝐻𝑦(Í𝑚𝑝𝑎𝑟), é necessário anular o determinante da matriz 

(I.14). 

 

det[𝑀(í𝑚𝑝𝑎𝑟)] = [−𝑞2 cosh(𝛼̅) + 𝑝2𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼̅)]𝑠𝑒𝑛(𝑘) − 𝑝𝑞𝑐𝑜𝑠(𝑘)[senh(𝛼̅) + 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝛼̅)] 

 

 Observe que: 

 

cosh(𝛼̅) + 𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼̅) = 𝑒+𝛼̅                                               (I.15) 

 

 Então det[𝑀(𝑝𝑎𝑟)] = 0, resulta: 

 

tan(𝑘) =
𝑝𝑞𝑒+2𝛼̅

−𝑞2 cosh(𝛼̅) + 𝑝2𝑠𝑒𝑛ℎ(𝛼̅)
                                            (I. 16) 
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 Substituindo; cosh(𝛼̅) =
𝑒+𝛼̅+𝑒−𝛼̅

2
  e   senh(𝛼̅) =

𝑒+𝛼̅−𝑒−𝛼̅

2
 em (I.7), tem-se: 

tan(𝑘) =
𝑝𝑞𝑒+2𝛼̅

𝑒+𝛼̅ [−𝑞2 (
𝑒+𝛼̅ + 𝑒−𝛼̅

2 ) + 𝑝2 (
𝑒+𝛼̅ − 𝑒−𝛼̅

2 )]
                               (I. 17) 

 

Portanto a equação de dispersão do modo TM(Par), por (I.17) é: 

 

tan(𝑘) =
2𝑝𝑞

(𝑝2 − 𝑞2) − (𝑝2 + 𝑞2)𝑒−2𝛼̅
                                      (I. 18) 

 

 

 Substituindo os parâmetros na equação (I.18): 

 

𝑝 = (
𝑘𝑥

(𝑜)

 𝜖1
) ;        𝑞 = (

𝛼

 𝜖2
) ;       𝛼̅ = (𝛼

𝑑

2
) ;        𝑘 = 𝑘𝑥

(𝑜)
𝑎 

 

Tem-se a equação do modo TM - (Ímpar): 

 

tan(𝑘𝑥
(𝑒)

𝑎) =
2 (

𝜖2

 𝜖1
)𝛼 𝑘𝑥

(𝑜)

((
𝜖2

 𝜖1
)
2

(𝑘𝑥
(𝑜)

)
2

− 𝛼2) − ((
𝜖2

 𝜖1
)
2

(𝑘𝑥
(𝑜)

)
2

+ 𝛼2) 𝑒−𝛼𝑑

                         (I. 19) 

 

 

I.1.1. Interpretação das equações de dispersão dos modos normais. 

 

 

 Pelas equações de dispersão, ou de confinamento dos modos normais; equação (I.10) 

para o modo par, e equação (I.19) do modo ímpar, conclui-se facilmente que: 

 

𝑘𝑥
(𝑜)

≥ 𝑘𝑥
(𝑒)

                                                              (I. 19. a) 

 

 Se 𝑒−𝛼𝑑 ≈ 0, acoplamento fraco, a equação (I.19.a) torna-se uma igualdade. 

 

𝑘𝑥
(𝑜)

= 𝑘𝑥
(𝑒)
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Então pelas equações (I.3) e (I.12): 

 

 𝛽𝑒 = √𝑘2 − (𝑘𝑥
(𝑒)

)
2

≥  𝛽𝑜 = √𝑘2 − (𝑘𝑥
(𝑜)

)
2

 

 

 

 Consequentemente:  

 

(
 𝛽𝑒

 𝑘0
) =  𝜂𝑒𝑓

(𝑒)

≥ (
 𝛽𝑜

 𝑘0
) =  𝜂 𝑒𝑓

(𝑜)

 

 

 Portanto: 

 

 𝜂𝑒𝑓
(𝑒)

≥  𝜂𝑒𝑓
(𝑜)

                                                        (I.20) 

 

 

 A mesma conclusão é estabelecida ao se observar (𝜆𝑥) dos respectivos modos 

normais: 

 

- Fig. I.1.a, modo par:   𝜆𝑥
(𝑒)

 

- Fig. I.1.b, modo ímpar:   𝜆𝑥
(𝑜)

 

 

𝜆𝑥
(𝑒)

≥ 𝜆𝑥
(𝑜)

     ;      𝜆𝑥
(𝑒)

≈ 2𝜆𝑥
(𝑜)

  

 

Portanto: 

 

𝑘𝑥
(𝑒)

= (
2𝜋

𝜆𝑥
(𝑒)

)   ≤   𝑘𝑥
(𝑜)

= (
2𝜋

𝜆𝑥
(𝑜)

) 

 

 

Pelas equações (I.3) e (I.12): 

 

(
 𝛽𝑒

 𝑘0
) =  𝜂𝑒𝑓

(𝑒)

  ≥   (
 𝛽𝑜

 𝑘0
) =  𝜂 𝑒𝑓

(𝑜)
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 Portanto: 

 

 𝜂𝑒𝑓
(𝑒)

  ≥   𝜂𝑒𝑓
(𝑜)

 

 

I.2.  Determinação dos modos normais do acoplador de dois guias de onda ópticos. 

 

 

 Em geral, a análise de acoplador óptico é complexa, sobretudo em estruturas sem 

simetria elétrica. A dificuldade é superada, entre outros, pelo método da perturbação modal, 

assunto deste trabalho. 

 A aplicação desse método consiste em se definir um espaço de vetores não 

perturbados, isto é, nos G.O isolados, aproximá-los, e nesta estrutura perturbada expandir a 

solução procurada pelos vetores isolados. A perturbação, no acoplador, é calculada pelo 

método de Lorentz, com base no teorema da reciprocidade. 

 O objetivo desse item é, pelo acoplador em lâminas simétricas analisado no item 

anterior, (I.1), determinar os respectivos vetores isolados que possibilitem, por perturbação, 

obter os modos normais; par e ímpar, da estrutura perturbada. 

 O isolamento dos G.O se faz pela condição lim
→∞

𝑑, nas equações; (I.10), modo par, e 

(I.19), modo ímpar. Sob essa condição as equações (I.10), modo par, e (I.19), modo ímpar, 

são idênticas.  

tan(𝑘𝑥
(𝑒)

𝑎) = tan(𝑘𝑥
(𝑜)

𝑎) = tan(𝑘𝑥
 𝑎) =

2 (
𝜖2

 𝜖1
)𝛼 𝑘𝑥

 

((
𝜖2

 𝜖1
)
2

𝑘𝑥
2 − 𝛼2)

                         (I. 21) 

 

 Simplifica-se a equação (I.21): 

 

tan(𝑘𝑥
 𝑎) =

2 (
𝜖1

 𝜖2
) (

𝛼
 𝑘𝑥

 )

1 − [(
𝜖1

 𝜖2
) (

𝛼
 𝑘𝑥

 ) ∙ (
𝜖1

 𝜖2
) (

𝛼
 𝑘𝑥

 )]
                                  (I. 22) 

 

 Pela identidade trigonométrica: 𝑡𝑎𝑛[tan−1(𝐴) + tan−1(𝐴)], a equação (I.22) é escrita: 
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tan(𝑘𝑥
 𝑎) = tan [2𝑡𝑎𝑛−1 (

𝜖1

 𝜖2

𝛼

 𝑘𝑥
 
)] 

Multiplicando ambos os lados por 𝑡𝑎𝑛−1(  ): 

 

𝑘𝑥
 
𝑎

2
= 𝑡𝑎𝑛−1 (

𝜖1

 𝜖2

𝛼

 𝑘𝑥
 
) + 𝑛𝜋                                         (I. 23) 

 

A equação (I.23) define os modos TM que se propagam em G.O de camadas 

dielétricas. Se n=0 tem-se o modo 𝑇𝑀𝑛=0
 − 𝑓𝑢𝑛𝑑𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑙, cujos campos 𝐻𝑦𝑖

 (𝑥);   𝑖 =

(1, 2, 3), são esboçados nas Fig. I.3. 

 

 

 

Fig. I.3.a. Campo  𝐇𝐲
  (x) do modo fundamental TM.          Fig. I.3.b. Propagação do modo TM em 𝒛⃗ . 

 

 

 Estruturas Generalizadas – (Simétricas ou assimétricas). 

 

- Região 1-   𝑥 ≥
𝑎

2
:        𝐻𝑦

(1)(𝑥) = 𝐻0 cos (𝑘𝑥
𝑎

2
) 𝑒−𝛼(𝑥−

𝑎

2
)
  

- Região 2-  |𝑥| ≤
𝑎

2
:      𝐻𝑦

(2)(𝑥) = 𝐻0 cos(𝑘𝑥𝑥)                                                           (I.24) 

- Região 3-  𝑥 ≤ −
𝑎

2
:     𝐻𝑦

(3)(𝑥) = 𝐻0 cos (𝑘𝑥
𝑎

2
) 𝑒+𝛼(𝑥+

𝑎

2
)
  

 

Sob a condição 
𝜕

𝜕𝑦
= 0. 

 

∇ × 𝐻⃗⃗ = 𝑗𝜔𝜖𝑖𝐸⃗ →  −𝑥 
𝜕𝐻𝑦

 

𝜕𝑧
+ 𝑧 

𝜕𝐻𝑦
 

𝜕𝑥
= 𝑗𝜔𝜖𝑖𝐸⃗                 𝑖 = (1, 2, 3) 
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Se 𝜖1 = 𝜖3: estrutura simétrica. Do contrario, assimétrica. 

Os modos normais, TM, par e ímpar, na estrutura perturbada, são caracterizados pela 

superposição dos modos fundamentais 𝑇𝑀(𝑛=0), de cada G.O dielétrico isolado, vide Fig. 

I.3.a. As simetrias, par e impar, estabelecem os perfis: modo normal par, Fig. I.4.a, modo 

normal ímpar, Fig. I.4.b. 

 

 

Fig. I.4.a. Superposição dos modos isolados, com simetria par. 

Fig. I.4.b. Superposição dos modos isolados, com simetria ímpar. 

 

 O mesmo raciocínio é feito para o modo TE, os campos (𝐸𝑦
 ) são obtidos aplicando o 

teorema da dualidade na equação (I.24). 

 

𝐻𝑦
 → −𝐸𝑦

  

𝐻0
 → −𝐸0

  

𝜖 → 𝜇 

 

I.2.1. Análise dos acopladores ópticos pelos modos normais. 

 

 Seja o acoplador óptico mostrado na Fig. I.2. Os modos, par e impar, de acordo com o 

item I.2, são retratados nas Fig. I.4.a e I.4.b. 
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 Os campos nos braços do acoplador, G.O – ‘a’ e ‘b’, são derivados da combinação 

linear dos respectivos modos normais, par e ímpar, ou seja: 

 Pela equação (I.20),  𝛽𝑒 ≥  𝛽𝑜, que permite definir: 

 Modo Par:          𝛽𝑒 = (Φ + 𝜓);  𝐻𝑦
(𝑒)(𝑥) ≈ 𝑉0𝑒

−𝑗 𝛽𝑒𝑧 

(I.25) 

 Modo Ímpar:      𝛽𝑜 = (Φ − 𝜓);  𝐻𝑦
(𝑜)(𝑥) ≈ 𝑉0𝑒

−𝑗 𝛽𝑜𝑧 

 Em que: 

 - Φ = constante de fase do supermodo  

 - 𝜓 = 𝑓𝑎𝑡𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑚𝑜𝑑𝑢𝑙𝑎çã𝑜 𝑑𝑎𝑠 𝑎𝑚𝑝𝑙𝑖𝑡𝑢𝑑𝑒𝑠 𝑛𝑜 𝐺. 𝑂 − 𝑎: (𝑎(𝑧));  𝐺. 𝑂 − 𝑏: (𝑏(𝑧)) 

 Observe que na equação (I.25) não houve menção ao fator de acoplamento, portanto, 

trata-se de estrutura com acoplamento fraco e fase adaptada (𝛽𝑎 =  𝛽𝑏). 

  Considere a Fig. I.2, o acoplador é alimentado pelo G.O – a, com  𝑉0. 
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Fig. I.5. Os modos par e ímpar se propagam na frente de onda do supermodo (𝒆−𝒋𝚽𝒛). 

 Portanto, na frente de onda do supermodo, tem-se: 

 

 𝐻𝑦
 (𝑧) =

1

2
( 𝐻𝑦

(𝑜)(𝑧) +  𝐻𝑦
(𝑒)(𝑧))                                    (I.26) 

 

 Substitui a equação (I.25) em (I.26) de acordo com a Fig. I.5. 

 

 𝐻𝑦
 (𝑧) =

1

2
[(𝑉0(𝑎) − 𝑉0(𝑏))𝑒+𝑗𝜓𝑧 + (𝑉0(𝑎) + 𝑉0(𝑏))𝑒−𝑗𝜓𝑧]𝑒−𝑗Φ𝑧 

 

           Ímpar       Par 

 

Caracteriza-se a estrutura alimentada pelo G.O – ‘a’, com 𝑉0 em z=0. 
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 𝐻𝑦
 (𝑧) =

1

2
𝑒−𝑗Φ𝑧 [(𝑉0𝑒

+𝑗𝜓𝑧 + 𝑉0𝑒
−𝑗𝜓𝑧)

(𝐺.𝑂−𝑎)
+ (−𝑉0𝑒

+𝑗𝜓𝑧 + 𝑉0𝑒
−𝑗𝜓𝑧)

(𝐺.𝑂−𝑏)
] 

 

                                           Modo – (e)    Modo – (o)                        Modo – (e)    Modo – (o) 

 

  

 𝐻𝑦
 (𝑧) =

𝑉0

2
𝑒−𝑗Φ𝑧(𝑒+𝑗𝜓𝑧 + 𝑒−𝑗𝜓𝑧)

(𝐺.𝑂−𝑎)
−

𝑉0

2
𝑒−𝑗Φ𝑧(𝑒+𝑗𝜓𝑧 − 𝑒−𝑗𝜓𝑧)

(𝐺.𝑂−𝑏)
 

 

                                         Modo – (e)   Modo – (o)                              Modo – (e)   Modo – (o) 

 

 Portanto: 

 

  𝐻𝑦
 (𝑧) = (𝑉0cos (𝜓𝑧)𝑒−𝑗Φ𝑧)

(𝐺.𝑂−𝑎)
+ (−𝑗𝑉0 sen(𝜓𝑧) 𝑒−𝑗Φ𝑧)

(𝐺.𝑂−𝑏)
        (I. 26. a) 

 

 A equação (I.26.a) corresponde ao acoplador com acoplamento fraco e fase casada, 

 𝛽𝑎 =  𝛽𝑏, transferência total de potência entre os guias. 

 As amplitudes em ambos os guias (a, b) são moduladas pelo fator de modulação (𝜓). 

 Assim: 

 

  G.O – ‘a’:          𝐻𝑦
(𝑎)(𝑧) = (𝑉0 cos(𝜓𝑧))𝑒−𝑗Φ𝑧:            𝑎(𝑧) = 𝑉0 cos(𝜓𝑧) 

(I.27) 

  G.O – ‘b’:       𝐻𝑦
(𝑏)(𝑧) = (−𝑗𝑉0 sen(𝜓𝑧))𝑒−𝑗Φ𝑧:       𝑏(𝑧) = −𝑗𝑉0 sen(𝜓𝑧) 

 

 Pelas equações (I.27), a hipótese da excitação do acoplador é confirmada, em z=0: 

 

𝑎(𝑧 = 0) = 𝑉0         𝐻𝑦
(𝑎)(𝑧 = 0) = 𝑉0 

(I.28) 

𝑏(𝑧 = 0) = 0          𝐻𝑦
(𝑏)(𝑧 = 0) = 0 

 

 

 O acoplador é caracterizado pelo supermodo (𝑒−𝑗Φ𝑧): 
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Fig. I.6. Modulação das amplitudes (a(z), b(z)) na frente de onda do supermodo. 

 

 

 Resumo: 

 

 Acoplamento fraco: 𝑐 = 𝑐𝑎𝑏 + 𝑐𝑏𝑎 ≈ 0. 

 Fase casada (máxima transferência de potência):  𝛽𝑎 =  𝛽𝑏. 

 Os campos nos respectivos guias (a e b) se comportam:  𝑎(𝑧) = 𝑉0 cos(𝜓𝑧) 

        𝑏(𝑧) = −𝑗𝑉0 sen(𝜓𝑧) 

  

 

 Pela Tabela H.1, apêndice H. 

 

Δ = (
𝛾𝑎𝑎 − 𝛾𝑏𝑏

2
) = (

 𝛽𝑎 −  𝛽𝑏

2
) 

 

𝜓 = √Δ2 + 𝛾𝑎𝑏𝛾𝑏𝑎 = 𝑘̅𝑎𝑏 = 𝑘̅𝑏𝑎 = 𝑘̅  

 

 𝜓 = 𝑃𝑎𝑟â𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑎𝑐𝑜𝑝𝑙𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝑜𝑠 𝐺. 𝑂. 

             Δ = 𝐹𝑎𝑡𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑑𝑒𝑠𝑐𝑎𝑠𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑓𝑎𝑠𝑒 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙. 
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 Então:  

𝑎(𝑧) = 𝑉0 cos(𝑘̅ 𝑧) 

(I.29) 

    𝑏(𝑧) = −𝑗𝑉0 sen(𝑘̅ 𝑧) 

 

 

 A máxima transferência de potência se verifica em (𝐿𝑚𝑎𝑥): 

 

sen(𝑘̅ 𝐿𝑚𝑎𝑥) = 1 

 

 Portanto:  

𝐿𝑚𝑎𝑥 =
𝜋

2𝑘̅ 
                                                         (I.30) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

APÊNDICE J – Fator de Violação da Conservação da Potência [Shun-Lien 

Chuang, 1987]. 

 

 

 Este apêndice apresenta as condições que devem ser satisfeitas, a fim de que a 

formulação dos modos acoplados atenda, também, a lei de conservação da potência. 

 Os parâmetros (𝐹𝑏𝑎,  𝐹𝑎𝑏) – Fatores de violação da conservação da potência – 

respectivamente; 𝐹𝑏𝑎, o acoplador é excitado pelo guia de onda ‘b’; 𝐹𝑎𝑏, a excitação é feita 
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pelo guia de onda ‘a’. Esses dois parâmetros se relacionam às respectivas conservações de 

potência. 

 

J.1.  Potência direta do supermodo. 

 

 A potência do supermodo que flui pela seção transversal do acoplador, veja Fig. H.1, 

apêndice H, é calculada: 

 Os campos do supermodo, equação (H.14), apêndice H, são: 

 

𝐸⃗ ′(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑎̅(𝑧)𝑒̂𝑎(𝑥, 𝑦) + 𝑏̅(𝑧)𝑒̂𝑏(𝑥, 𝑦) 

(J.1) 

𝐻⃗⃗ ′(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑎̅(𝑧)ℎ̂𝑎(𝑥, 𝑦) + 𝑏̅(𝑧)ℎ̂𝑏(𝑥, 𝑦) 

  

 A potência direta (+𝑧 ): 

 

P(+)(𝑧) =
1

2
𝑅𝑒𝑎𝑙

{
 

 
∬(𝐸⃗ ′ × 𝐻⃗⃗ ′∗) ∙ 𝑧 𝑑𝑆

+∞

−∞
(𝑆) }

 

 
                                     (J. 2) 

  

 

 Substituindo os campos da equação (J.1) em (J.2): 

 

P(+)(𝑧) =
1

2
𝑅𝑒𝑎𝑙

{
 

 
∬(𝑎̅(𝑧)𝑒̂𝑎 + 𝑏̅(𝑧)𝑒̂𝑏) × (𝑎̅∗(𝑧)ℎ̂𝑎 + 𝑏̅∗(𝑧)ℎ̂𝑏)  ∙ 𝑧 𝑑𝑆

+∞

−∞ 
(𝑆) }

 

 
 

 

 [(𝑒̂𝑎, 𝑒̂𝑏), (ℎ̂𝑎, ℎ̂𝑏)] são vetores reais. 

P(+)(𝑧) =
1

2
𝑅𝑒𝑎𝑙 {𝑎̅(𝑧)𝑎̅ ∗(𝑧) ∬(𝑒̂𝑎 × ℎ̂𝑎) ∙ 𝑧 𝑑𝑆

 

 
(𝑆)

+ 𝑏̅(𝑧)𝑏̅∗(𝑧) ∬(𝑒̂𝑏 × ℎ̂𝑏) ∙ 𝑧 𝑑𝑆

 

 
(𝑆)

+ 𝑎̅(𝑧)𝑏̅∗(𝑧) ∬(𝑒̂𝑎 × ℎ̂𝑏) ∙ 𝑧 𝑑𝑆

 

 
(𝑆)

+ 𝑎̅ ∗(𝑧)𝑏̅(𝑧) ∬(𝑒̂𝑏 × ℎ̂𝑎)𝑧 𝑑𝑆

 

 
(𝑆)

}           (J. 2. a) 
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 Pela normalização:  

 

∬(𝑒̂𝑎 × ℎ̂𝑎) ∙ 𝑧 𝑑𝑆

 

 
(𝑆)

= ∬(𝑒̂𝑏 × ℎ̂𝑏) ∙ 𝑧 𝑑𝑆

 

 
(𝑆)

= 1 

 

 Reconhecem-se os coeficientes de encobrimento dos campos: 

 

𝑐𝑛̅𝑖 = ∫ (𝑒̂𝑖 × ℎ̂𝑛) ∙ 𝑧 𝑑𝑆

+∞

−∞ 
(𝑆)

 

(J.3) 

𝑐𝑛̅𝑖 = 1;        𝑠𝑒 𝑛 = 𝑖 
 

 

A potência do supermodo é escrita: 

 

 

P(+)(𝑧) =
𝑎̅ 𝑎̅ ∗ 

2
+

𝑏̅ 𝑏̅∗ 

2
+

1

2
𝑅𝑒𝑎𝑙{𝑎̅𝑏̅∗𝑐𝑎̅𝑏 + 𝑎̅ ∗𝑏̅𝑐𝑏̅𝑎} 

 

 

 

 Em que: 

 

|𝑎̅|2 = 𝑎̅ 𝑎̅ ∗ 
 

|𝑏̅|
2
= 𝑏̅ 𝑏̅∗ 

 

 

 

Os fatores de encobrimento dos campos (𝑐𝑎𝑏 , 𝑐𝑏𝑎) são valores reais, portanto: 

 

 

P(+)(𝑧) =
|𝑎̅|2

2
+

|𝑏̅|
2

2
+

1

2
[𝑐𝑎̅𝑏𝑅𝑒𝑎𝑙{𝑎̅𝑏̅∗} + 𝑐𝑏̅𝑎𝑅𝑒𝑎𝑙{𝑎̅ ∗𝑏̅}] 

Entretanto: 

 

𝑐𝑎𝑏 =
𝑐𝑎̅𝑏

2
   ;    𝑐𝑏𝑎 =

𝑐𝑏̅𝑎

2
 

 

 

𝑅𝑒𝑎𝑙{𝑎̅𝑏̅∗} = 𝑅𝑒𝑎𝑙[𝑎̅ ∗𝑏̅]
∗
= 𝑅𝑒𝑎𝑙{𝑎̅ ∗𝑏̅} 
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A potência direta que flui no guia de onda, em 𝑧 , é: 

 

 

P(+)(𝑧) =
|𝑎̅|2

2
+

|𝑏̅|
2

2
+ (𝑐𝑏𝑎 + 𝑐𝑎𝑏)𝑅𝑒𝑎𝑙{𝑎̅ ∗𝑏̅}                                (J. 4) 

 

 

J.2.  Fator de violação da conservação de potência direta que flui no acoplador 

(𝑭𝒂𝒃, 𝑭𝒃𝒂). 

 

 O emprego do fator de consistência dos modos, ou conservação da potência, será 

ilustrado pelo acoplador codirecional, excitado pelo G.O – ‘a’, portanto, 𝐹𝑎𝑏. Vide Fig. H.1, 

apêndice H. 

 Os vetores transversais que compõem o supermodo, excitado pelo G.O – ‘a’, são: 

 

𝐸⃗ 𝑡1
′ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑎̅(𝑧)𝑒̂𝑎(𝑥, 𝑦) + 𝑏̅(𝑧)𝑒̂𝑏(𝑥, 𝑦) 

(J.5) 

𝐻⃗⃗ 𝑡1
′

 
(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑎̅(𝑧)ℎ̂𝑎(𝑥, 𝑦) + 𝑏̅(𝑧)ℎ̂𝑏(𝑥, 𝑦) 

 

 

 Em que, vide equação (H.17), apêndice H: 

 

 

𝑎̅(𝑧) = 𝑉0 [cos(𝜓𝑧) − 𝑗
Δ𝑎𝑏

𝜓
𝑠𝑒𝑛(𝜓𝑧)] 𝑒−𝑗Φ𝑧 

(J.6) 

𝑏̅(𝑧) = −𝑗𝑉0

𝛾𝑏𝑎

𝜓
𝑠𝑒𝑛(𝜓𝑧)𝑒−𝑗Φ𝑧 

 

 

      Δ𝑎𝑏 = (
𝛾𝑎𝑎−𝛾𝑏𝑏

2
) , vide Tabela H.1, apêndice H. 

Se o acoplador for excitado pelo G.O – ‘b’, as equações que regem a conservação da 

potência são obtidas substituindo: (ab) e (ba), nas equações (J.5) e (J.6). 

Os respectivos termos de P(+)(𝑧), equação (J.4), de acordo com as componentes, 

equação (J.6), são: 

              

|𝑎̅(𝑧)|2 = |𝑉0|
2 [cos2(𝜓𝑧) + (

Δ𝑎𝑏

𝜓
)
2

𝑠𝑒𝑛2(𝜓𝑧)]  
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|𝑏̅(𝑧)|
2
= |𝑉0|

2 (
𝛾𝑏𝑎

𝜓
)
2

𝑠𝑒𝑛2(𝜓𝑧) 

(J.7) 

𝑎̅(𝑧)𝑏̅∗(𝑧) = |𝑉0|
2 [(

𝛾𝑏𝑎
∗

𝜓∗
) (

Δ𝑎𝑏

𝜓
)𝑠𝑒𝑛2(𝜓𝑧) + 𝑗𝑠𝑒𝑛(𝜓𝑧)𝑐𝑜𝑠(𝜓𝑧)] 

 

𝑅𝑒𝑎𝑙{𝑎̅(𝑧)𝑏̅∗(𝑧)} = |𝑉0|
2 (

𝛾𝑏𝑎
∗ Δ𝑎𝑏

|𝜓|2
)

 

𝑠𝑒𝑛2(𝜓𝑧) 

 

 

 

Tem-se P(+)(𝑧), substituindo-se (J.7) em (J.4): 

 

 

 

P(+)(𝑧) =
|𝑉0|

2

2
{[cos2(𝜓𝑧) + (

Δ𝑎𝑏

𝜓
)
2

𝑠𝑒𝑛2(𝜓𝑧)] + [(
𝛾𝑏𝑎

𝜓
)
2

𝑠𝑒𝑛2(𝜓𝑧)]            (J. 7. a)  

+ 2 [(
𝛾𝑏𝑎

∗ Δ𝑎𝑏

|𝜓|2
)

 

(𝐶𝑏𝑎 + 𝐶𝑎𝑏) 𝑠𝑒𝑛
2(𝜓𝑧)] 𝑠𝑒𝑛2(𝜓𝑧)}  

 

 

Reagrupando os termos de (J.7.a) , e fazendo uso da identidade trigonométrica 

cos2(𝜓𝑧) = 1 − sen2(𝜓𝑧), a potência P(+)(𝑧) é: 

 

 

P(+)(𝑧) =
|𝑉0|

2

2
{1 + [((

Δ𝑎𝑏

𝜓
)
2

− 1) + (
𝛾𝑏𝑎

𝜓
)
2

+ 2(
𝛾𝑏𝑎

∗ Δ𝑎𝑏

|𝜓|2
) (𝐶𝑏𝑎 + 𝐶𝑎𝑏)] 𝑠𝑒𝑛

2(𝜓𝑧)}     (J. 8) 

 

 

 

 

Simplifica-se o primeiro termo da equação (J.8): 

 

 

((
Δ𝑎𝑏

𝜓
)
2

− 1) =
1

𝜓2
[Δ𝑎𝑏

2 − 𝜓2] =
1

𝜓2
[Δ𝑎𝑏

2 − (Δ𝑎𝑏
2 − 𝛾𝑎𝑏𝛾𝑏𝑎)] = −(

𝛾𝑎𝑏𝛾𝑏𝑎

𝜓2
) 
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Acrescentando o segundo termo ao primeiro, obtém-se a potência: 

 

 

((
Δ𝑎𝑏

𝜓
)
2

− 1) + (
𝛾𝑏𝑎

𝜓
)
2

=
1

𝜓2
[𝛾𝑏𝑎

2 − 𝛾𝑎𝑏𝛾𝑏𝑎] =
𝛾𝑏𝑎

𝜓2
(𝛾𝑏𝑎 − 𝛾𝑎𝑏)              (J. 9) 

 

 

Levando a equação (J.9) em (J.8): 

 

 

P(+)(𝑧) =
|𝑉0|

2

2
{1 +

𝛾𝑏𝑎

𝜓2
[(𝛾𝑏𝑎 − 𝛾𝑎𝑏) + 2 (

𝛾𝑏𝑎
∗ Δ𝑎𝑏

|𝜓|2
) (𝑐𝑏𝑎 + 𝑐𝑎𝑏)] 𝑠𝑒𝑛

2(𝜓𝑧)}        (J. 10) 

 

 

  Para que a formulação, fundamentada na reciprocidade de Lorentz, seja consistente 

com a lei de conservação da potência, estruturas sem perdas; P(+)(𝑧 = 0) = P(+)(𝑧 = 𝑙), é 

necessário, portanto, que P(+)(𝑧) independa da variável espacial (z), ou seja: 

 

𝛾𝑏𝑎

𝜓2
[(𝛾𝑏𝑎 − 𝛾𝑎𝑏) + 2 (

𝛾𝑏𝑎
∗ Δ𝑎𝑏

|𝜓|2
) (𝑐𝑏𝑎 + 𝑐𝑎𝑏)] = 0                           (J. 10. a) 

   

Assim, a conservação da potência, no acoplador excitado pelo G.O – ‘a’, é 

caracterizada pelo fator: 

 

𝐹𝑎𝑏 =
𝛾𝑏𝑎

𝜓2
[(𝛾𝑏𝑎 − 𝛾𝑎𝑏) + 2(

𝛾𝑏𝑎
∗ Δ𝑎𝑏

|𝜓|2
) (𝑐𝑏𝑎 + 𝑐𝑎𝑏)]                               (J. 11) 

O artigo [Shun-Lien Chuang, 1987] deduz a equação (J.11) com; [Δ(𝑐𝑏𝑎 + 𝑐𝑎𝑏)], em 

que Δ = 2Δ𝑎𝑏 =     (𝛾𝑎𝑎 − 𝛾𝑏𝑏). 

Nos acopladores fracamente guiados ou naqueles em que a parte imaginaria de 

(𝜓, 𝛾𝑏𝑎) for muito menor que a real, condição pertinente aos guias analisados nesse trabalho, 

então;  𝛾𝑏𝑎
∗ = 𝛾𝑏𝑎,  𝜓 

∗ = 𝜓. A equação (J.11) passa a ser escrita: 
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𝐹𝑎𝑏 =
𝛾𝑏𝑎

𝜓2
[(𝛾𝑏𝑎 − 𝛾𝑎𝑏) + 2Δ𝑎𝑏(𝑐𝑏𝑎 + 𝑐𝑎𝑏)]                                 (J. 11. a) 

 

 

A equação (J.11.a) é obtida pela lei da conservação da potência. A potência é 

conservada se 𝐹𝑎𝑏 = 0, vide equação (J.11). Portanto: 

 

  

(𝛾𝑏𝑎 − 𝛾𝑎𝑏) = 2(−Δ𝑎𝑏)(𝑐𝑏𝑎 + 𝑐𝑎𝑏)                                (J.11.b) 

 

 

 Por definição: 

Δ𝑎𝑏 =
1

2
(𝛾𝑎𝑎 − 𝛾𝑏𝑏) 

 

−Δ𝑎𝑏 =
1

2
(𝛾𝑏𝑏 − 𝛾𝑎𝑎) = Δ𝑏𝑎 

 

 A equação (J.11.b): 

 

 

(𝛾𝑏𝑎 − 𝛾𝑎𝑏) = (𝛾𝑏𝑏 − 𝛾𝑎𝑎)(𝑐𝑏𝑎 + 𝑐𝑎𝑏)                                 (J.12) 

 

 

 Assim, as equações essenciais, obtidas no apêndice F, se relacionam à conservação da 

potência que flui na estrutura acoplada. 

 A potência referida na equação (J.10), será conservada, qualquer que seja o 

acoplamento, se a igualdade (J.12) for satisfeita. 

 

 Pelas equações (G.15.a):         

𝑐 = (𝑐𝑏𝑎 + 𝑐𝑎𝑏) 

𝛾𝑎𝑎 =  𝛽𝑎 +
𝑘̅𝑎𝑎 − 𝑘̅𝑏𝑎𝑐

(1 − 𝑐2)
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𝛾𝑎𝑏 =
𝑘̅𝑎𝑏 − 𝑘̅𝑏𝑏𝑐

(1 − 𝑐2)
 

(J.13) 

𝛾𝑏𝑎 =
𝑘̅𝑏𝑎 − 𝑘̅𝑎𝑎𝑐

(1 − 𝑐2)
 

𝛾𝑏𝑏 =  𝛽𝑏 +
𝑘̅𝑏𝑏 − 𝑘̅𝑎𝑏𝑐

(1 − 𝑐2)
 

 

 Observe : Se a excitação for feita pelo G.O- (b), os novos parâmetros  são obtidos 

substituindo-se da equação (J.12)  ; ( a )  ( b )  e vice-versa    

 

 Para acoplamento fraco: 𝑘̅𝑎𝑎 ≈ 𝑘̅𝑏𝑏 ≈ 0, portanto, 𝑐 ≈ 0, então: 

 

𝛾𝑎𝑎 =  𝛽𝑎 
 

𝛾𝑏𝑏 =  𝛽𝑏 
(J.14) 

𝛾𝑎𝑏 = 𝑘̅𝑎𝑏 
 

𝛾𝑏𝑎 = 𝑘̅𝑏𝑎 
 

 

  Substituindo as condições de acoplamento fraco, equação (J.14), na de conservação 

da potência, equação (J.12): 

 

 

(𝛽𝑏 − 𝛽𝑎)(𝑐𝑏𝑎 + 𝑐𝑎𝑏) = 𝑘̅𝑏𝑎 − 𝑘̅𝑎𝑏 

 

 

 Levando em conta os parâmetros modificados de acoplamentos: 

 

𝑘̅𝑏𝑎 = 2𝑘𝑏𝑎 

𝑘̅𝑎𝑏 = 2𝑘𝑎𝑏 

 Obtém-se a relação essencial à análise dos modos fracamente guiados, equação (F.4), 

apêndice F: 

(𝛽𝑏 − 𝛽𝑎) (
𝑐𝑏𝑎+𝑐𝑎𝑏

2
) = 𝑘𝑏𝑎 − 𝑘𝑎𝑏                                    (J.15) 
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 Portanto, é a condição de consistência da lei de conservação da potência que flui nas 

estruturas fracamente acopladas. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

APÊNDICE K – Equação Característica Universal dos G.O em lâminas 

dielétricas [Toulios P., Knox R., 1976]. 

 

 

  As equações universais; modo 𝑇𝐸𝑚 = (𝑚𝑜𝑑𝑜 𝐻𝑚); modo 𝑇𝑀𝑚 = (𝑚𝑜𝑑𝑜 𝐸𝑚) foram 

obtidas no capítulo 2. 
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Fig. K.1. Propagação de onda confinada no filme. 

 

 Onde: 

𝜖2 > 𝜖3 ≥ 𝜖1 

𝜇2 = 𝜇3 = 𝜇1 = 𝜇 

𝑤1 = 𝛼1𝑑 = 𝑘0𝑑√𝛽2 − 𝑘
1

2
 

𝑢 = 𝑘𝑥2𝑑 = 𝑘0𝑑√𝑘2
2 − 𝛽2

 

 
 

𝑤3 = 𝛼3𝑑 = 𝑘0𝑑√𝛽2 − 𝑘
3

2
 

𝜖3 ≥ 𝜖1 → 𝑤3 ≤ 𝑤1 

 

 Vide capítulo 1, equações (1.77) e (1.79), modo TE: 

 

𝑣3√1 − 𝑏 = tan−1 [√(
𝑎𝑇𝐸 + 𝑏

1 − 𝑏
)] + tan−1 [√(

𝑏

1 − 𝑏
)] + {

𝜋𝑛𝑝 − 𝑝𝑎𝑟
𝜋𝑛𝑖 − í𝑚𝑝𝑎𝑟         (𝐾. 1) 

 

K.1.  Modo TE (𝑯𝒎) – polarização perpendicular (𝑯𝒙, 𝑬𝒚, 𝑯𝒛). 

 

 Pela equação característica (1.71) do modo TE: 

 

𝑢 = 𝑡𝑎𝑛−1 [(
𝜔1

𝑢
)] + 𝑡𝑎𝑛−1 [(

𝜔3

𝑢
)] + {

𝜋𝑛𝑝 − 𝑝𝑎𝑟
𝜋𝑛𝑖 − í𝑚𝑝𝑎𝑟 
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 Aplicando tangente em ambos os lados:  

 

𝑡𝑎𝑛(𝑢) =
𝑢(𝜔3 + 𝜔1)

𝑢2 − 𝜔1𝜔3
                                                    (K. 2) 

 

Substituindo os parâmetros normalizados (𝜖3 ≥ 𝜖1), vide equação (1.79), capítulo 1. 

 

𝑎𝑇𝐸 = (
𝜂3

2 − 𝜂1
2

𝜂2
2 − 𝜂3

2) 

 

𝑎𝑇𝐸 = (
𝜔1

2 − 𝜔3
2

𝑣3
2 ) → 𝜔1 = √𝜔3

2 + 𝑎𝑇𝐸𝑣3
2 

 

𝑏 = (
𝜂𝑒𝑓

2 − 𝜂3
2

𝜂2
2 − 𝜂3

2 ) 

 

𝑉 = 𝑣3
2 = (𝑢2 − 𝜔3

2) 

 

𝑣3 = 𝑘0𝑑√𝜂
2
2 − 𝜂

3
2               

 

𝑡𝑎𝑛(𝑢) =
𝑢(𝜔3 + √𝜔3

2 + 𝑎𝑇𝐸𝑣3
2)

𝑢2 − 𝜔3√𝜔3
2 + 𝑎𝑇𝐸𝑣3

2
                                            (K. 3) 

 

 

Considere o G.O fracamente guiado [(𝜂2 ≈ 𝜂3) ≫ 𝜂1;  𝑒𝑚 𝑞𝑢𝑒 𝜂2 > 𝜂3] 

Pela condição de fracamente guiado: 

 

𝜂3 ≤ 𝜂𝑒𝑓 ≤ 𝜂1;       𝜂𝑒𝑓 ≈ (𝜂1, 𝜂3) 

 Portanto: 

𝑣3 = 𝑘0𝑑√𝜂2
2 − 𝜂3

2  =  𝑘0𝑑√(𝜂2 + 𝜂3)(𝜂2 − 𝜂3)  =  𝑘0𝑑√Δ 

 

Parâmetro de assimetria: 
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𝑎𝑇𝐸 = (
𝜂3

2 − 𝜂1
2

𝜂2
2 − 𝜂3

2) ≫ 1 

 

 

Parâmetro de atenuação normalizado no substrato: 

 

𝜔3 = 𝛼3𝑑 = 𝑘0𝑑√𝜂𝑒𝑓
2 − 𝜂3

2    →   𝜔3 = 𝑘0𝜂𝑒𝑓
 𝑑√𝜂𝑒𝑓

 − 𝜂3
 = 𝛽𝑑√Δ𝑧

  

 

Então: 

 

𝜔3 < 𝑣3    →    [Δ𝑧
 = (𝜂𝑒𝑓

 − 𝜂3
 )] < [Δ 

 = (𝜂1
 − 𝜂2

 )]  

 

Levando estas condições na equação (K.3), tem-se para G.O fracamente guiados, a 

equação característica dos modos 𝑇𝐸𝑚, pois, 𝜔3
2 ≪ 𝑎𝑇𝐸𝑣3

2 

 

𝑡𝑎𝑛(𝑢) =
𝑢(𝜔3 + 𝑣3√𝑎𝑇𝐸)

𝑢2 − 𝜔3𝑣3√𝑎𝑇𝐸
                                            (K. 4) 

 

 

K.2.  Modo TM (𝑬𝒎) – polarização perpendicular (𝑬𝒙, 𝑯𝒚, 𝑬𝒛). 

 

 Equação de dispersão (característica). Pela equação característica do modo TM: 

 

𝑢 = tan−1 [(
𝜂2

2

𝜂1
2) (

𝜔1

𝑢
)] + tan−1 [(

𝜂2
2

𝜂3
2) (

𝜔3

𝑢
)] + {

𝜋𝑛𝑝 − 𝑝𝑎𝑟
𝜋𝑛𝑖 − í𝑚𝑝𝑎𝑟 

 

 

 

Aplicando tangente em ambos os lados: 

           

tan (𝑢) =

[(
𝜂2

2

𝜂1
2) (

𝜔1

𝑢 )] [(
𝜂2

2

𝜂3
2) (

𝜔3

𝑢 )]

1 − (
𝜂2

4

𝜂1
2𝜂3

2) (
𝜔1𝜔3

𝑢 
2 )
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 Portanto: 

 

tan(𝑢) =
𝑢 [(

 𝜂2 
 𝜂3

)
2

𝜔3 + (
 𝜂2 
 𝜂1

)
2

𝜔1]

𝑢 
2 − (

𝜂2
4

𝜂1
2𝜂3

2) (𝜔1 + 𝜔3)

                                     (K. 5) 

 

 Pelas condições de guiamento fraco: 

 

 𝜂2 ≈  𝜂3;       (
 𝜂2 

 𝜂3
) ≈ 1   

 

Então: 

  

tan(𝑢) =
𝑢 [𝜔3 + (

 𝜂2 
 𝜂1

)
2
√𝜔3

2 + 𝑎𝑇𝐸𝑣3
2]

𝑢 
2 − (

 𝜂2 
 𝜂1

)
2

𝜔3√𝜔3
2 + 𝑎𝑇𝐸𝑣3

2
                                     (K. 6) 

 

 

Na condição de guiamento fraco a equação (K.6) é simplificada: 𝜔3
2 ≪ 𝑎𝑇𝐸𝑣3

2. 

 

 

tan(𝑢) =

𝑢 [𝜔3 + 𝑣3√(
 𝜂2 
 𝜂1

)
4

𝑎𝑇𝐸]

𝑢 
2 − 𝜔3𝑣3√(

 𝜂2 
 𝜂1

)
2

𝑎𝑇𝐸

                                     (K. 7) 

 

 

 Comparando as duas equações características, equação (K.3), modo TE, e equação 

(K.7), modo TM, percebe-se que considerando: 

 

𝑎𝑇𝐸 = (
𝜂3

2 − 𝜂1
2

𝜂2
2 − 𝜂3

2) 
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𝑎𝑇𝑀 = (
 𝜂2 

 𝜂1
)
4

𝑎𝑇𝐸 

 

𝜂1
2 = 𝜖𝑟1 → 𝑐𝑜𝑏𝑒𝑟𝑡𝑢𝑟𝑎 

 

𝜂2
2 = 𝜖𝑟2 → 𝑓𝑖𝑙𝑚𝑒 

 

𝜂3
2 = 𝜖𝑟3 → 𝑠𝑢𝑏𝑠𝑡𝑟𝑎𝑡𝑜 

 

𝜂3
2 ≥ 𝜂1

2 

 

 

 As equações características dos guias em filmes dielétricos fracamente guiados, tanto 

do modo TE como do modo TM, são similares: 

 

𝐌𝐨𝐝𝐨 𝐓𝐄 (𝐇):        tan(𝑢) =
𝑢[𝜔3 + 𝑣3√ 𝑎𝑇𝐸]

𝑢 
2 − 𝜔3𝑣3√ 𝑎𝑇𝐸

 

(K.8) 

𝐌𝐨𝐝𝐨 𝐓𝐌 (𝐄):        tan(𝑢) =
𝑢[𝜔3 + 𝑣3√ 𝑎𝑇𝑀]

𝑢 
2 − 𝜔3𝑣3√ 𝑎𝑇𝑀

 

 

 

 Portanto, sob a condição de guiamento fraco, as equações características de ambos os 

modos são: 

 

𝑣3√1 − 𝑏 = tan−1 [√(
𝑎 + 𝑏

1 − 𝑏
)] + tan−1 [√(

𝑏

1 − 𝑏
)] + {

𝜋𝑛𝑝 − 𝑝𝑎𝑟
𝜋𝑛𝑖 − í𝑚𝑝𝑎𝑟             (K. 9) 

 

 

 

 Em que: 

 

𝐌𝐨𝐝𝐨 𝐓𝐄 (𝐇):       𝑎 = 𝑎𝑇𝐸 = (
𝜂3

2 − 𝜂1
2

𝜂2
2 − 𝜂3

2) 

(K.10) 



291 
 

𝐌𝐨𝐝𝐨 𝐓𝐌 (𝐄):     𝑎 = 𝑎𝑇𝑀 = (
 𝜂2 

 𝜂1
)
4

𝑎𝑇𝐸 

  

 Com: 𝜂3
2 ≥ 𝜂1

2. 

 

 Embora as equações características (dispersão), equações (K.9), sejam deduzidas em 

condição de guiamento fraco, os resultados obtidos por elas, em qualquer estrutura, são mais 

exatas dos encontrados pelas equações: 

 

Capítulo 1, modo TE, equação (1.59): 

 

𝑢 = tan−1 [ √(
𝑎 + 𝑏

1 − 𝑏
)] + tan−1 [ √(

𝑏

1 − 𝑏
)] + {

𝜋𝑛𝑝 − 𝑝𝑎𝑟
𝜋𝑛𝑖 − í𝑚𝑝𝑎𝑟 

 

 

Capítulo 1, modo TM, equação (1.60): 

 

𝑢 = tan−1 [(
 𝜂2 

 𝜂1
)
2

√(
𝑎 + 𝑏

1 − 𝑏
)] + tan−1 [(

 𝜂2 

 𝜂3
)
2

√(
𝑏

1 − 𝑏
)] + {

𝜋𝑛𝑝 − 𝑝𝑎𝑟
𝜋𝑛𝑖 − í𝑚𝑝𝑎𝑟 

 

Em que: 

 

𝑎 = 𝑎𝑇𝐸 = (
𝜂3

2 − 𝜂1
2

𝜂2
2 − 𝜂3

2) 

 

 

 

 

 

 

APÊNDICE L – Acoplador Óptico pela Técnica da Perturbação Modal – 

Desenvolvimento do Método e Cálculos 
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 Neste capítulo serão desenvolvidas as integrais e demais cálculos envolvidos nos 

capítulos 2 e 3 para obtenção dos coeficientes de acoplamento entre os guias na estrutura 

perturbada,  assim como o fator de encobrimento dos campos. Inicialmente, serão encontrados 

os Fatores de Normalização dos campos para ambos os guias de onda (FNA, FNB). Tanto os 

coeficientes de acoplamento como o fator de encobrimento dos campos serão expressos em 

função destes fatores de normalização.  

Considere-se a estrutura perturbada da Fig. 3.1, capítulo 3. Conforme o capítulo 2, os 

campos na estrutura perturbada são expandidos em função dos campos na estrutura não 

perturbada, guias ‘a’ e ‘b’ isolados. Esse modo é o modo fundamental 𝑇𝐸10, em que m=0, 

então 𝑘𝑦 = 0 𝑒 
𝜕

𝜕𝑦
= 0. 

A técnica utilizada consiste dos seguintes passos: 

1º Passo 

Analisa-se os guias de onda em lâminas dielétricas isoladas, vide Fig. L.1. 

 

Fig. L.1. Guias de onda em lâminas assimétricas isolados 

 

 

Conforme as equações (1.58), vide capítulo 1, correspondentes aos guias de onda na 

lâmina assimétrica, tem-se as constantes de propagação dos respectivos guias de onda 

isolados. Nas equações (L.1) só foram adaptados os sub-índices à nova nomenclatura.  

 

 

𝛽𝑎  = √𝑘𝑎
2 − 𝑘𝑥𝑎

2   
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𝛼1𝑎 = √𝛽𝑎
2 − 𝑘1

2  =  𝑘0√𝜂𝑒𝑓𝑓
2 − 𝜂1

2         𝑐𝑜𝑚   𝜂1
2 = 𝜖𝑟1 

 

 𝛼2𝑎 = √𝛽𝑎
2 − 𝑘2

2 = 𝑘0√𝜂𝑒𝑓𝑓
2 − 𝜂2

2        𝑐𝑜𝑚   𝜂2
2 = 𝜖𝑟2 

(L.1) 

𝛽𝑏  = √𝑘𝑏
2 − 𝑘𝑥𝑏

2   

 

𝛼1𝑏 = √𝛽𝑏
2 − 𝑘1

2  =  𝑘0√𝜂𝑒𝑓𝑓
2 − 𝜂1

2         𝑐𝑜𝑚   𝜂1
2 = 𝜖𝑟1 

 

 𝛼2𝑏 = √𝛽𝑏
2 − 𝑘2

2 = 𝑘0√𝜂𝑒𝑓𝑓
2 − 𝜂2

2        𝑐𝑜𝑚   𝜂2
2 = 𝜖𝑟2 

 

 

 

Os campos do modo 𝑇𝐸10 − 𝑃𝑎𝑟, dos guias de onda isolados, são calculados, vide 

equações (1.82), capítulo 1. 

Guia de onda ‘a’: 

 

𝐸𝑦1(𝑥, 𝑧) = 𝐸0 cos (
𝑘𝑥𝑎𝑎

2
) 𝑒+𝛼1𝑎(𝑥+

𝑎
2
) 𝑒−𝑗𝛽𝑎𝑧                  − ∞ < 𝑥 ≤ −

𝑎

2
          

𝐸𝑦𝑎(𝑥, 𝑧) = 𝐸0 cos(𝑘𝑥𝑎𝑥) 𝑒−𝑗𝛽𝑎𝑧                                  |𝑥| ≤ 𝑎  

𝐸𝑦2(𝑥, 𝑧) = 𝐸0 cos (
𝑘𝑥𝑎𝑎

2
) 𝑒−𝛼2𝑎(𝑥−

𝑎
2
) 𝑒−𝑗𝛽𝑎𝑧                          ∞ > 𝑥 ≥

𝑎

2
            

                                                                                                                                    (L.2) 

𝐻𝑥1(𝑥, 𝑧) =
−𝛽𝑎

𝜔𝜇
  

𝐸𝑦1(𝑥, 𝑧)                                         − ∞ < 𝑥 ≤ −
𝑎

2
 

      𝐻𝑥𝑎(𝑥, 𝑧) =
−𝛽𝑎

𝜔𝜇
  

𝐸𝑦𝑎(𝑥, 𝑧)                                                |𝑥| ≤ 𝑎                

𝐻𝑥2(𝑥, 𝑧) =
−𝛽𝑎

𝜔𝜇
  

𝐸𝑦2(𝑥, 𝑧)                                               ∞ > 𝑥 ≥
𝑎

2
 

 

Para o guia de onda ‘b’: 

   𝑒𝑦´2(𝑥′) 
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   𝐸𝑦´2(𝑥
′, 𝑧) = 𝐸0

′
 
cos (

𝑘𝑥𝑏𝑏

2
) 𝑒+𝛼2𝑏(𝑥´+

𝑏
2
) 𝑒−𝑗𝛽𝑏𝑧                    − ∞ < 𝑥′ ≤ −

𝑏

2
              

𝐸𝑦´𝑏(𝑥
′, 𝑧) = 𝐸0

′ cos(𝑘𝑥𝑏𝑥′) 𝑒−𝑗𝛽𝑏𝑧                                     |𝑥′| ≤ 𝑏      

𝐸𝑦´3(𝑥
′, 𝑧) = 𝐸0

′ cos (
𝑘𝑥𝑏𝑏

2
) 𝑒−𝛼3𝑏(𝑥´−

𝑏
2
) 𝑒−𝑗𝛽𝑏𝑧                        ∞ > 𝑥′ ≥

𝑏

2
             

               (L.3) 

       𝐻𝑥2(𝑥
′, 𝑧) =

−𝛽𝑏

𝜔𝜇
  

𝐸𝑦 ´2(𝑥
′, 𝑧)                                 − ∞ < 𝑥′ ≤ −

𝑏

2
       

𝐻𝑥𝑏(𝑥
′, 𝑧) =

−𝛽𝑏

𝜔𝜇
  

𝐸𝑦 ´𝑏(𝑥
′, 𝑧)                                              |𝑥′| ≤ 𝑏 

𝐻𝑥3(𝑥
′, 𝑧) =

−𝛽𝑏

𝜔𝜇
  

𝐸𝑦 ´3(𝑥
′, 𝑧)                                       ∞ > 𝑥′ ≥

𝑏

2
 

 

 

 2º Passo 

Os campos nos respectivos guias de onda isolados são normalizados. 

Os fatores de normalização (FNA, FNB) são referenciados no sistema de coordenadas 

(x, y), vide Fig. L.2, em que 𝑥′ = 𝑥 − (𝑆 +
𝑎

2
+

𝑏

2
), referencia no guía de onda ‘b’. 

 

 

Fig. L.2. Sistema de coordenadas do sistema perturbado adequado ao cálculo do coeficiente de encobrimento dos 

campos. 

 

No sistema de coordenadas da Fig. L.2, os campos são, para o guia de onda ‘a’: 
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Fig. L.3. Campos no guia de onda ‘a’. 

 

 

O fator de normalização do guia de onda ‘a’ adota a expressão: 

 

𝐹𝑁𝐴2 = ∫ (𝐸⃗ 𝑦𝑎 × 𝐻⃗⃗ 𝑥𝑎) ∙ 𝑧 𝑑𝑥

+∞

𝑥=−∞

= ∫ −(𝑒𝑦𝑎ℎ𝑥𝑎)𝑑𝑥

+∞

𝑥=−∞

=
𝛽

𝜔𝜇
 

∫ (𝑒𝑦𝑎)
2𝑑𝑥

+∞

𝑥=−∞

 

 

Substituindo os valores dos campos temos a expressão: 

 

𝐹𝑁𝐴2 =
𝛽𝑎

𝜔𝜇
 

[
 
 
 

∫ cos2 (
𝑘𝑥𝑎𝑎

2
) 𝑒+2𝛼1𝑎(𝑥+

𝑎
2
) ∙ 𝑑𝑥

−
𝑎
2

𝑥=−∞

+ ∫ cos2(𝑘𝑥𝑎𝑥) ∙ 𝑑𝑥

+
𝑎
2

𝑥=−
𝑎
2

+ ∫ cos2 (
𝑘𝑥𝑎𝑎

2
) 𝑒−2𝛼2𝑎(𝑥−

𝑎
2
) ∙ 𝑑𝑥

∞

𝑥=
𝑎
2 ]

 
 
 

  

 

𝐹𝑁𝐴2 =
𝛽𝑎

𝜔𝜇
 

{
 

 

cos2 (
𝑘𝑥𝑎𝑎

2
)

[
 
 
 

∫ 𝑒+2𝛼1𝑎(𝑥+
𝑎
2
) ∙ 𝑑𝑥

−
𝑎
2

𝑥=−∞

+ ∫ 𝑒−2𝛼2𝑎(𝑥−
𝑎
2
) ∙ 𝑑𝑥

∞

𝑥=
𝑎
2 ]

 
 
 

+ ∫ cos2(𝑘𝑥𝑎𝑥) ∙ 𝑑𝑥

+
𝑎
2

𝑥=−
𝑎
2 }

 

 

 

Aplicando as seguintes identidades trigonométricas:  
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cos2( 𝑥) + sen2( 𝑥) = 1 

cos2( 𝑥) − sen2( 𝑥) = cos ( 2𝑥) 

 

Somando as expressões anteriores obtém-se:  

cos2( 𝑥) =
1

2
(1 + cos(2𝑥)) 

 

Desenvolvem-se as integrais correspondentes ao FNA: 

 

𝐹𝑁𝐴2 =
𝛽𝑎

𝜔𝜇
 

{
 

 

cos2 (
𝑘𝑥𝑎𝑎

2
)

[
 
 
 
𝑒+2𝛼1𝑎(𝑥+

𝑎
2
)

2𝛼1𝑎
)

−∞

−
𝑎
2

+
𝑒−2𝛼2𝑎(𝑥−

𝑎
2
)

−2𝛼2𝑎
)

𝑎
2

∞

]
 
 
 

+
1

2
∫ 1 + cos(2𝑘𝑥𝑎𝑥) ∙ 𝑑𝑥

+
𝑎
2

𝑥=−
𝑎
2 }

 

 

 

𝐹𝑁𝐴2 =
𝛽𝑎

𝜔𝜇
 

{cos2 (
𝑘𝑥𝑎𝑎

2
) [(

1

2𝛼1𝑎
)
 

 

+ (
1

2𝛼2𝑎
)
 

 

] +
1

2
[𝑥)    

−
𝑎
2

𝑎
2     +

sen(2𝑘𝑥𝑎𝑥)

2𝑘𝑥𝑎
)

−
𝑎
2

𝑎
2  

]} 

 

Obtém-se: 

 

𝐹𝑁𝐴2 =
𝛽𝑎

𝜔𝜇
 

{cos2 (
𝑘𝑥𝑎𝑎

2
) [(

1

2𝛼1𝑎
)
 

 

+ (
1

2𝛼2𝑎
)
 

 

] +
sen (

2𝑘𝑥𝑎𝑎
2 )

2𝑘𝑥𝑎
+

𝑎

2
} 

 

Chamando 
𝛽𝑎

𝜔𝜇 
=

𝐼𝐸𝐹𝐴

𝑧0 
, reescreve-se o fator de normalização para o guia de onda ‘a’: 

 

𝐹𝑁𝐴 = √
𝐼𝐸𝐹𝐴

2𝑧0 
 ∙  √cos2 (

𝑘𝑥𝑎𝑎

2
) [

1

 𝛼1𝑎
+

1

 𝛼2𝑎
] +

sen( 𝑘𝑥𝑎𝑎)

 𝑘𝑥𝑎
+ 𝑎                (L. 4) 

 

Similarmente, para o guia de onda ‘b’, 
𝛽𝑏

𝜔𝜇 
=

𝐼𝐸𝐹𝐵

𝑧0 
, tem-se: 
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𝐹𝑁𝐵 = √
𝐼𝐸𝐹𝐵

2𝑧0 
 ∙  √cos2 (

𝑘𝑥𝑏𝑏

2
) [

1

 𝛼1𝑏
+

1

 𝛼2𝑏
] +

sen( 𝑘𝑥𝑏𝑏)

 𝑘𝑥𝑏
+ 𝑏                (L. 5) 

 

As componentes do campo elétrico normalizado do guia de onda ‘b’ são; vide 

equações (L.3), (L.4) e (L.5). 

 

 

𝑒̂𝑦´2(𝑥′) =
𝑒𝑦´2(𝑥

′)

𝐸0
′
 
𝐹𝑁𝐵

=
1

𝐹𝑁𝐵
 cos (

𝑘𝑥𝑏𝑏

2
) 𝑒+𝛼2𝑏(𝑥´+

𝑏
2
)            − ∞ < 𝑥′ ≤ −

𝑏

2
              

𝑒̂𝑦´𝑏(𝑥′) =
𝑒𝑦´𝑏(𝑥

′)

𝐸0
′𝐹𝑁𝐵

=
1

𝐹𝑁𝐵
cos(𝑘𝑥𝑏𝑥′)                               |𝑥′| ≤ 𝑏                 (L. 6)  

𝑒̂𝑦´3(𝑥′) =
𝑒𝑦´3(𝑥

′)

𝐸0
′𝐹𝑁𝐵

=
1

𝐹𝑁𝐵
cos (

𝑘𝑥𝑏𝑏

2
) 𝑒−𝛼3𝑏(𝑥´−

𝑏
2
)                    ∞ > 𝑥′ ≥

𝑏

2
             

 

 

3º Passo 

 

O terceiro passo consiste no cálculo do fator de encobrimento dos campos de ambos os 

guias de onda. 

Esse coeficiente se refere à estrutura perturbada. A avaliação dos encobrimentos dos 

campos é feita pela aproximação dos guias de onda isolados, configuração do acoplador 

óptico. Portanto, o fator de encobrimento dos campos se relaciona à perturbação dos campos 

de ambos os guias de onda isolados ao se aproximarem, vide Fig. L.2. 

O fator de encobrimento dos campos é definido no apêndice G, equação (G.6.a). 

 

𝑐 = 𝑐𝑎𝑏 + 𝑐𝑏𝑎 =  
1

2
∬ (𝑒̂𝑦𝑏 × ℎ̂𝑥𝑎 + 𝑒̂𝑦𝑎 × ℎ̂𝑥𝑏)

+∞ 

−∞
𝑆𝑇

∙ 𝑧  𝑑𝑆                  (L. 7) 

Sendo que se a=b: 

𝑐 = 𝑐𝑎𝑏 + 𝑐𝑏𝑎 = 1 
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Fig. L.4. Sistema de coordenadas na estrutura perturbada adequado ao cálculo do fator de encobrimento dos 

campos. 

 

 

No sistema de coordenadas da Fig. L.4, os campos são. 

Para o guia de onda ‘a’. Pela equação (L.4): 

 

𝑒̂𝑦1(𝑥) =
1

𝐹𝑁𝐴
 cos (

𝑘𝑥𝑎𝑎

2
) 𝑒+𝛼1𝑎(𝑥+

𝑎
2
)            − ∞ < 𝑥 ≤ −

𝑎

2
              

𝑒̂𝑦𝑎(𝑥) =
1

𝐹𝑁𝐴
cos(𝑘𝑥𝑎𝑥)                               |𝑥| ≤ 𝑎                              (L. 8)  

𝑒̂𝑦2(𝑥) =
1

𝐹𝑁𝐴
cos (

𝑘𝑥𝑎𝑎

2
) 𝑒−𝛼2𝑎(𝑥−

𝑎
2
)                    ∞ > 𝑥 ≥

𝑎

2
             

 

 

 

 Para o guia de onda ‘b’. Pelas equações (L.6), tem-se:  

 

 

𝑒̂𝑦´2(𝑥) =
1

𝐹𝑁𝐵
 cos (

𝑘𝑥𝑏𝑏

2
) 𝑒

+𝛼2𝑏(𝑥−(𝑆+
𝑎
2
))

           − ∞ < 𝑥 ≤ 𝐵1              

𝑒̂𝑦´𝑏(𝑥) =
1

𝐹𝑁𝐵
cos(𝑘𝑥𝑏𝑥)                                  𝐵1 ≤ 𝑥 ≤ 𝐵2                      (L. 9)  

𝑒̂𝑦´3(𝑥) =
1

𝐹𝑁𝐵
cos (

𝑘𝑥𝑏𝑏

2
) 𝑒

−𝛼3𝑏(𝑥−(𝑆+
𝑎
2
+𝑏))

           𝐵2 ≤ 𝑥 < ∞              
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 Substituem-se na equação (L.7) as seguintes expressões dos campos: 

 

ℎ𝑥𝑎 =
−𝛽𝑎

𝜔𝜇
  

𝑒𝑦𝑎 

 

ℎ𝑥𝑏 =
−𝛽𝑏

𝜔𝜇
  

𝑒𝑦𝑏 

 

 

O fator de encobrimento dos campos é escrito: 

 

 

 

𝑐 =
1

2
∫ (

𝛽
𝑎

𝜔𝜇
 

 𝑒̂𝑦𝑏 ∙  𝑒̂𝑦𝑎 +
𝛽

𝑏

𝜔𝜇
 

 𝑒̂𝑦𝑎 ∙  𝑒̂𝑦𝑏)

+∞ 

−∞ 

𝑑𝑥  

 

 

Portanto: 

 

𝑐 =
1

2𝑧0

(
𝛽

𝑎
+ 𝛽

𝑏

𝑘0

) ∫ 𝑒̂𝑦𝑎 ∙  𝑒̂𝑦𝑏

+∞ 

−∞ 

𝑑𝑥                                      (L. 10) 

 

 

Na equação (L.10): 

 

𝑧0𝑘0 = 𝜔𝜇
 
 

𝑧0 = 120𝜋 

𝑘0 = 2𝜋/𝜆0 

 

 

A integral de (L.10) é solucionada, vide Fig. L.4: 
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𝐼 =
1

𝐹𝑁𝐴 𝐹𝑁𝐵

{
 

 

cos (
𝑘𝑥𝑎𝑎

2
) cos (

𝑘𝑥𝑏𝑏

2
)

[
 
 
 

𝑒
−𝛼2𝑏(𝑆+

𝑎

2
)+𝛼1𝑎

𝑎

2 ∫ 𝑒(𝛼1𝑎+𝛼2𝑏)𝑥

−
a

2
 

−∞ 

𝑑𝑥

+ 𝑒
+𝛼3𝑏(𝑆+

𝑎

2
+𝑏)+𝛼2𝑎

𝑎

2 ∫ 𝑒−(𝛼2𝑎+𝛼3𝑏)𝑥

∞ 

S+
a

2
+b
 

𝑑𝑥

+ 𝑒
−𝛼2𝑏(𝑆+

𝑎

2
)+𝛼2𝑎

𝑎

2 ∫ 𝑒(𝛼2𝑏−𝛼2𝑎)𝑥

𝑆+
a

2
 

a/2
 

𝑑𝑥

]
 
 
 

+ cos (
𝑘𝑥𝑏𝑏

2
) 𝑒

−𝛼2𝑏(𝑆+
𝑎

2
)
∫ cos(𝑘𝑥𝑎𝑥) 𝑒𝛼2𝑏𝑥

a

2
 

−
a

2 

𝑑𝑥

+ cos (
𝑘𝑥𝑎𝑎

2
) 𝑒

 𝛼2𝑎
𝑎

2 ∫ cos [𝑘𝑥𝑏 (𝑥 − (𝑆 +
𝑎

2
+

𝑏

2
))] 𝑒−𝛼2𝑎𝑥

𝑆+
a

2
+𝑏 

S+
a

2 

𝑑𝑥

}
 

 

 

 

 Sendo assim, a expressão do fator de encobrimento dos campos é: 

 

 

𝑐 =
1

2𝑧0

(
𝛽

𝑎
+ 𝛽

𝑏

𝑘0

) ∙ 𝐼                                                       (L. 10) 

 

 

 

 Uma vez obtida a expressão do fator de encobrimento dos campos, será analisada a 

estrutura perturbada para encontrar, inicialmente, as equações diferenciais que regem o 

comportamento do acoplador. Depois serão procuradas as expressões dos coeficientes de 

acoplamento, constantes de propagação e fatores de violação da potência. 

 

 Seja a estrutura perturbada nos modos; simétrico (par) e assimétrico (ímpar); vide Fig. 

L.5. 
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Fig. L.5.a. Modo normal par (simétrico).              Fig. L.5.b. Modo normal ímpar (assimétrico). 

 

 Na análise dessa estrutura os campos dos respectivos modos são expandidos pelos 

campos normalizados das estruturas isoladas. Considere-se o modo fundamental e a onda 

direta. As expressões dos campos para os modos simétrico e assimétrico são: 

 

𝐸⃗ 𝑆(𝑥, 𝑧) = (𝑎(𝑧)𝑒−𝑗 𝛽𝑎𝑧)𝑒̂𝑦𝑎(𝑥) + (𝑏(𝑧)𝑒−𝑗 𝛽𝑏𝑧)𝑒̂𝑦𝑏(𝑥) 

 

𝐻⃗⃗ 𝑆(𝑥, 𝑧) = (𝑎(𝑧)𝑒−𝑗 𝛽𝑎𝑧)ℎ̂𝑦𝑎(𝑥) + (𝑏(𝑧)𝑒−𝑗 𝛽𝑏𝑧)ℎ̂𝑦𝑏(𝑥) 

(L.11) 

𝐸⃗ 𝐴𝑆(𝑥, 𝑧) = (𝑎(𝑧)𝑒−𝑗 𝛽𝑎𝑧)𝑒̂𝑦𝑎(𝑥) − (𝑏(𝑧)𝑒−𝑗 𝛽𝑏𝑧)𝑒̂𝑦𝑏(𝑥) 

 

𝐻⃗⃗ 𝐴𝑆(𝑥, 𝑧) = (𝑎(𝑧)𝑒−𝑗 𝛽𝑎𝑧)ℎ̂𝑦𝑎(𝑥) − (𝑏(𝑧)𝑒−𝑗 𝛽𝑏𝑧)ℎ̂𝑦𝑏(𝑥) 

 

 

 Onde:  

𝑎̅(𝑧) = 𝑎(𝑧)𝑒−𝑗 𝛽𝑎𝑧 
(L.12) 

𝑏̅(𝑧) = 𝑏(𝑧)𝑒−𝑗 𝛽𝑏𝑧 
  

  

 Assim: 

 

 

𝐸⃗ 𝑆(𝑥, 𝑧) = 𝑎̅(𝑧)𝑒̂𝑦𝑎(𝑥) + 𝑏̅(𝑧)𝑒̂𝑦𝑏(𝑥) 

 

𝐻⃗⃗ 𝑆(𝑥, 𝑧) = 𝑎̅(𝑧)ℎ̂𝑦𝑎(𝑥) + 𝑏̅(𝑧)ℎ̂𝑦𝑏(𝑥) 

(L.13) 

𝐸⃗ 𝐴𝑆(𝑥, 𝑧) = 𝑎̅(𝑧)𝑒̂𝑦𝑎(𝑥) − 𝑏̅(𝑧)𝑒̂𝑦𝑏(𝑥) 

 

𝐻⃗⃗ 𝐴𝑆(𝑥, 𝑧) = 𝑎̅(𝑧)ℎ̂𝑦𝑎(𝑥) − 𝑏̅(𝑧)ℎ̂𝑦𝑏(𝑥) 
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 Pela equação (G.8) tem-se o sistema de equações diferenciais dos coeficientes dos 

respectivos modos.  

Para o modo simétrico tem-se: 

 

 

(
𝑑𝑎̅(𝑧)

𝑑𝑧
+ 𝑗 𝛽𝑎𝑎̅(𝑧)) + 𝑐 (

𝑑𝑏̅(𝑧)

𝑑𝑧
+ 𝑗 𝛽𝑎𝑏̅(𝑧)) = −𝑗 (𝑘̅𝑎𝑎𝑎̅(𝑧) + 𝑘̅𝑏𝑎𝑏̅(𝑧)) 

 

𝑐 (
𝑑𝑎̅(𝑧)

𝑑𝑧
+ 𝑗 𝛽𝑏𝑎̅(𝑧)) + (

𝑑𝑏̅(𝑧)

𝑑𝑧
+ 𝑗 𝛽𝑏𝑏̅(𝑧)) = −𝑗 (𝑘̅𝑎𝑏𝑎̅(𝑧) + 𝑘̅𝑏𝑏𝑏̅(𝑧)) 

 

 

Reordenando os termos, têm-se as equações:  

 

(
𝑑𝑎̅(𝑧)

𝑑𝑧
+ 𝑐

𝑑𝑏̅(𝑧)

𝑑𝑧
) = −𝑗(𝑘̅𝑎𝑎 +  𝛽𝑎)𝑎̅(𝑧) − 𝑗(𝑘̅𝑏𝑎 + 𝑐 𝛽𝑎)𝑏̅(𝑧) 

(L.15) 

(𝑐
𝑑𝑎̅(𝑧)

𝑑𝑧
+

𝑑𝑏̅(𝑧)

𝑑𝑧
) = −𝑗(𝑘̅𝑎𝑏 + 𝑐 𝛽𝑏)𝑎̅(𝑧) − 𝑗(𝑘̅𝑏𝑏 +  𝛽𝑏)𝑏̅(𝑧) 

 

  

 Os coeficientes de acoplamento adotam a forma: 

 

𝑘̅𝑎𝑎 = ∬(𝜖′ 
 − 𝜖𝑎̅

 )(𝐸̂𝑎
 ∙ 𝐸̂𝑎

∗ )𝑑𝑆 

 

  

=
𝜔

2
∬(𝜖𝑏 − 𝜖1)[𝑒̂𝑎 ∙ 𝑒̂𝑎]𝑑𝑆𝑏

 

 

 
𝑆𝑏

 

 

𝑘̅𝑏𝑎 = ∬(𝜖′ 
 − 𝜖𝑎̅

 )(𝐸̂𝑏
 ∙ 𝐸̂𝑎

∗ )𝑑𝑆 

 

  

=
𝜔

2
∬(𝜖𝑏 − 𝜖1)[𝑒̂𝑏 ∙ 𝑒̂𝑎]𝑑𝑆𝑏

 

 

 
𝑆𝑏

 

 

(L.16) 

𝑘̅𝑎𝑏 = ∬(𝜖′ 
 − 𝜖𝑏̅

 )(𝐸̂𝑎
 ∙ 𝐸̂𝑏

∗ )𝑑𝑆 

 

  

=
𝜔

2
∬(𝜖𝑎 − 𝜖1)[𝑒̂𝑎 ∙ 𝑒̂𝑏]𝑑𝑆𝑎

 

 

 
𝑆𝑎

 

 

𝑘̅𝑏𝑏 = ∬(𝜖′ 
 − 𝜖𝑏̅

 )(𝐸̂𝑏
 ∙ 𝐸̂𝑏

∗ )𝑑𝑆 

 

  

=
𝜔

2
∬(𝜖𝑎 − 𝜖1)[𝑒̂𝑏 ∙ 𝑒̂𝑏]𝑑𝑆𝑎

 

 

 
𝑆𝑎
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Fig. L.6. Estrutura perturbada e representação dos campos normalizados. 

 

 

 

 Como 
𝜕

𝜕𝑦
≡ 0, a integral passa a ser uma integral de linha e os coeficientes de 

acoplamento adotam a seguinte expressão: 

 

𝑘̅𝑎𝑎 =
𝜔𝜖0

2
∫ (𝜖𝑟𝑏 − 𝜖𝑟1)[𝑒̂𝑎 ∙ 𝑒̂𝑎]𝑑𝑥

a
2
+S+b 

 a/2

 

𝑘̅𝑏𝑎 =
𝜔𝜖0

2
∫ (𝜖𝑟𝑏 − 𝜖𝑟1)[𝑒̂𝑏 ∙ 𝑒̂𝑎]𝑑𝑥

a
2
+S+b 

  a/2

 

(L.17) 

𝑘̅𝑎𝑏 =
𝜔𝜖0

2
∫ (𝜖𝑟𝑎 − 𝜖𝑟1)[𝑒̂𝑎 ∙ 𝑒̂𝑏]𝑑𝑥

a
2
+S 

  −a/2

 

𝑘̅𝑏𝑏 =
𝜔𝜖0

2
∫ (𝜖𝑟𝑎 − 𝜖𝑟1)[𝑒̂𝑏 ∙ 𝑒̂𝑏]𝑑𝑥

a
2
+S 

−a/2

 



304 
 

- Cálculo de 𝒌̅𝒂𝒂 . 

 

 Tal e como visto na primeira das equações (L.16), para o coeficiente de acoplamento 

𝑘̅𝑎𝑎, a integral é realizada sobre a área 𝑆𝑏
 . Desta maneira, e considerando que o meio entre os 

guias de onda contém pequenas perdas, a integral do coeficiente de acoplamento sobre o eixo 

‘x’ deverá se limitar à região compressa entre os pontos x=a/2 e x=a/2+S+b, tal e como se 

aprecia na Fig. L.8 (região coloreada em azul).  

 

 

 

Fig. L.8. Região de integração e campos para o cálculo do coeficiente de acoplamento 𝒌̅𝒂𝒂. 

 

 

 O coeficiente de acoplamento 𝑘̅𝑎𝑎 se expressa: 

 

𝑘̅𝑎𝑎 =
𝜔

2
∫ (𝜖′ 

 − 𝜖𝑎̅
 )[𝑒̂𝑎 ∙ 𝑒̂𝑎]𝑑𝑥

a
2
+S+b 

 a/2
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 Tal e como foi definido no apêndice E, e fazendo 𝜖3
 = 𝜖2

 : 

 

(𝜖′ 
 − 𝜖𝑎̅

 ) = (𝜖1
 + 𝜖𝑎

 + 𝜖2̂
 + 𝜖𝑏

 + 𝜖2
 )– (𝜖1

 + 𝜖𝑎
 + 𝜖2

 + 𝜖2
 + 𝜖2

 ) =

= −𝑗𝜖2
′ |

𝑎/2

𝑆+
𝑎
2 + (𝜖𝑏

 − 𝜖2
 )|

𝑆+𝑎/2

𝑆+
𝑎
2
+𝑏

 

 

 Onde: 

𝜖′ 
 = 𝑒𝑠𝑡𝑟𝑢𝑡𝑢𝑟𝑎 𝑝𝑒𝑟𝑡𝑢𝑟𝑏𝑎𝑑𝑎 

𝜖𝑎̅
 = 𝑔𝑢𝑖𝑎 𝑑𝑒 𝑜𝑛𝑑𝑎 ′𝑎′𝑖𝑠𝑜𝑙𝑎𝑑𝑜 

 

 Sendo assim, se expressa o coeficiente de acoplamento como: 

 

𝑘̅𝑎𝑎 =
𝜔

2

[
 
 
 

(−𝑗𝜖2
′ ) ∫ 𝑒̂𝑦2(𝑥) ∙ 𝑒̂𝑦2(𝑥)𝑑𝑥

𝑎
2
+𝑆 

𝑎
2

+ (𝜖𝑏
 − 𝜖2

 ) ∫ 𝑒̂𝑦2(𝑥) ∙ 𝑒̂𝑦2(𝑥)𝑑𝑥

𝑎
2
+𝑆+𝑏 

𝑎
2
+𝑆 ]

 
 
 

 

 

𝑘̅𝑎𝑎 =
𝑘0

 

2𝑧0
 

[
 
 
 

(– 𝑗(𝜂2
′ )2) ∫ 𝑒̂𝑦2(𝑥) ∙ 𝑒̂𝑦2(𝑥)𝑑𝑥

𝑎
2
+𝑆 

𝑎
2

+ (𝜂𝑏
 2 − 𝜂2

 2) ∫ 𝑒̂𝑦2(𝑥) ∙ 𝑒̂𝑦2(𝑥)𝑑𝑥

𝑎
2
+𝑆+𝑏 

𝑎
2
+𝑆 ]

 
 
 

 

 

 

 Realiza-se a translação do sistema de coordenadas (indicado em verde na Fig. L.8): 

 

𝑥 = 𝑥′ +
1

2
(𝑆 + 𝑎) 

𝑑𝑥 = 𝑑𝑥′ 

 

𝑒̂𝑦2(𝑥
′) =

1

𝐹𝑁𝐴
cos (

𝑘𝑥𝑎𝑎

2
) 𝑒−𝛼2𝑎(𝑥′+

𝑆
2
)                    ∞ > 𝑥′ ≥ −

𝑆

2
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 E o coeficiente de acoplamento adota a forma: 

 

𝑘̅𝑎𝑎 = (
𝑘0

 

2𝑧0
 )(

cos (
𝑘𝑥𝑎𝑎

2 )

𝐹𝑁𝐴
)

2

[
 
 
 
 

(𝜂𝑏
 2 − 𝜂2

 2) ∫ 𝑒−2𝛼2𝑎𝑥′
∙ 𝑒−𝛼2𝑎𝑆𝑑𝑥′

𝑆
2
+𝑏 

𝑆
2

+ (– 𝑗(𝜂2
′ )2) ∫ 𝑒−2𝛼2𝑎𝑥′

∙ 𝑒−𝛼2𝑎𝑆𝑑𝑥′

𝑆
2
 

−
𝑆
2 ]

 
 
 
 

 

  

 Solucionando a integral obtemos a seguinte expressão para o coeficiente de 

acoplamento 𝑘̅𝑎𝑎: 

 

𝑘̅𝑎𝑎 = (
𝑘0

 

2𝑧0
 ) (

cos(
𝑘𝑥𝑎𝑎

2
)

𝐹𝑁𝐴
)

2

(
𝑒−𝛼2𝑎𝑆

−2𝛼2𝑎
) [(𝜂𝑏

 2 − 𝜂2
 2)[𝑒−2𝛼2𝑎𝑥′

]𝑆

2

𝑆

2
+𝑏

– 𝑗(𝜂2
′ )2[𝑒−2𝛼2𝑎𝑥′

]
−

𝑆

2

𝑆

2 ] 

 

         K 

 

 Desenvolvendo o coeficiente K: 

 

𝐾 = (
𝑒−𝛼2𝑎𝑆

−2𝛼2𝑎
) [(𝜂𝑏

 2 − 𝜂2
 2) [𝑒−2𝛼2𝑎(

𝑆
2
+𝑏) − 𝑒−2𝛼2𝑎

𝑆
2]

 

 

– 𝑗(𝜂2
′ )2[𝑒− 𝛼2𝑎𝑆 − 𝑒+ 𝛼2𝑎𝑆]  

 ] = 

 

= (
𝑒−𝛼2𝑎𝑆

−2𝛼2𝑎
) [(𝜂𝑏

 2 − 𝜂2
 2)𝑒− 𝛼2𝑎𝑆(𝑒−2𝛼2𝑎𝑏 − 1) + 𝑗(𝜂2

′ )2[2 sinh(𝛼2𝑎𝑆)] 
 ] =  

 

= (
𝑒−𝛼2𝑎𝑆

−2𝛼2𝑎
) [(𝜂𝑏

 2 − 𝜂2
 2)𝑒− 𝛼2𝑎𝑆𝑒− 𝛼2𝑎𝑏(𝑒− 𝛼2𝑎𝑏 − 𝑒+ 𝛼2𝑎𝑏) + 𝑗(𝜂2

′ )2[2 sinh(𝛼2𝑎𝑆)] 
 ] =  

 

= (
𝑒−𝛼2𝑎𝑆

−2𝛼2𝑎
) [(𝜂𝑏

 2 − 𝜂2
 2)𝑒− 𝛼2𝑎(𝑆+𝑏)(−2 sinh(𝛼2𝑎𝑏)) + 𝑗(𝜂2

′ )2[2 sinh(𝛼2𝑎𝑆)] 
 ] = 

 

= (
𝑒−𝛼2𝑎𝑆

𝛼2𝑎
) [(𝜂𝑏

 2 − 𝜂2
 2)𝑒− 𝛼2𝑎(𝑆+𝑏) sinh(𝛼2𝑎𝑏) − 𝑗(𝜂2

′ )2 sinh(𝛼2𝑎𝑆) 
 ] 
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Sendo assim o coeficiente 𝑘̅𝑎𝑎 se escreve: 

 

𝑘̅𝑎𝑎 = (
𝑘0

 

2𝑧0
 )(

𝑒−𝛼2𝑎𝑆

𝛼2𝑎
) [(𝜂𝑏

 2 − 𝜂2
 2)𝑒− 𝛼2𝑎(𝑆+𝑏) sinh(𝛼2𝑎𝑏) −

− 𝑗(𝜂2
′ )2 sinh(𝛼2𝑎𝑆) 

 ](
cos (

𝑘𝑥𝑎𝑎
2 )

𝐹𝑁𝐴
)

2

                                                           (L. 18) 

 

- Cálculo de 𝒌̅𝒂𝒃 . 

 

 Tal e como visto na terceira das equações (L.16), para o coeficiente de acoplamento 

𝑘̅𝑎𝑏, a integral é realizada sobre a área 𝑆𝑎
 . Do mesmo jeito que no caso anterior, considera-se 

que o meio entre os guias de onda contém pequenas perdas, de maneira que a integral do 

coeficiente de acoplamento sobre o eixo ‘x’ deverá se limitar à região compressa entre os 

pontos x=-a/2 e x=a/2+S, na Fig. L.9. 

 

 

 

Fig. L.9. Região de integração e campos para o cálculo do coeficiente de acoplamento 𝒌̅𝒂𝒃. 
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 O coeficiente de acoplamento 𝑘̅𝑎𝑏 se expressa: 

 

𝑘̅𝑎𝑏 =
𝜔

2
∫ (𝜖′ 

 − 𝜖𝑏̅
 )[𝑒̂𝑎 ∙ 𝑒̂𝑏]𝑑𝑥

a
2
+S 

−a/2

 

 

 Tal e como foi definido no apêndice E, e fazendo 𝜖1
 = 𝜖2

 : 

 

(𝜖′ 
 − 𝜖𝑏̅

 ) = (𝜖2
 + 𝜖𝑎

 + 𝜖2̂
 + 𝜖𝑏

 + 𝜖3
 )– (𝜖2

 + 𝜖2
 + 𝜖2

 + 𝜖𝑏
 + 𝜖3

 ) =

= (𝜖𝑎
 − 𝜖2

 )|
−(

𝑆
2
+𝑎)

−
𝑆
2 −𝑗𝜖2

′ |
−
𝑆
2

𝑆
2  

 

 Onde: 

𝜖′ 
 = 𝑒𝑠𝑡𝑟𝑢𝑡𝑢𝑟𝑎 𝑝𝑒𝑟𝑡𝑢𝑟𝑏𝑎𝑑𝑎 

𝜖𝑏̅
 = 𝑔𝑢𝑖𝑎 𝑑𝑒 𝑜𝑛𝑑𝑎 ′𝑏′𝑖𝑠𝑜𝑙𝑎𝑑𝑜 

 

 Sendo assim, se expressa o coeficiente de acoplamento como: 

 

𝑘̅𝑎𝑏 =
𝜔

2

[
 
 
 
 

(𝜖𝑎
 − 𝜖2

 ) ∫ 𝑒̂𝑦𝑎(𝑥
′) ∙ 𝑒̂𝑦´2(𝑥

′)𝑑𝑥′

−
𝑆
2
 

–(
𝑆
2
+𝑎)

+ (−𝑗𝜖2
′ ) ∫ 𝑒̂𝑦2(𝑥

′) ∙ 𝑒̂𝑦´2(𝑥
′)𝑑𝑥′

𝑆
2
 

−
𝑆
2 ]

 
 
 
 

    (L. 19) 

 

           𝐼1                                                        𝐼2 

 

 Onde: 

 

            𝑒̂𝑦𝑎(𝑥
′) =

1

𝐹𝑁𝐴
cos (𝑘𝑥𝑎 (𝑥′ +

1

2
(𝑆 + 𝑎)) )                 −

𝑆

2
> 𝑥′ ≥ −(

𝑆

2
+ 𝑎)      

 

      𝑒̂𝑦2(𝑥
′) =

1

𝐹𝑁𝐴
cos (

𝑘𝑥𝑎𝑎

2
) 𝑒−𝛼2𝑎(𝑥′+ 

𝑆
2
)                                ∞ > 𝑥′ ≥ −

𝑆

2
    

 

        𝑒̂𝑦´2(𝑥
′) =

1

𝐹𝑁𝐵
 cos (

𝑘𝑥𝑏𝑏

2
) 𝑒+𝛼2𝑏(𝑥′− 

𝑆
2
)                             − ∞ < 𝑥′ ≤

𝑆

2
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 Resolvem-se as integrais por separado, substituindo os campos: 

 

𝐼1 = ∫ 𝑒̂𝑦𝑎(𝑥
′) ∙ 𝑒̂𝑦´2(𝑥

′)𝑑𝑥′ =

−
𝑆
2
 

–(
𝑆
2
+𝑎)

= (
cos (

𝑘𝑥𝑏𝑏
2 )

𝐹𝑁𝐴 𝐹𝑁𝐵
) ∫ cos (𝑘𝑥𝑎 (𝑥′ +

1

2
(𝑆 + 𝑎)) ) ∙ 𝑒+𝛼2𝑏(𝑥′− 

𝑆
2
) 𝑑𝑥′

−
𝑆
2
 

–(
𝑆
2
+𝑎)

 

 

 

 Sendo que: 

 

 

𝐼1 = (
cos (

𝑘𝑥𝑏𝑏
2

)

𝐹𝑁𝐴 𝐹𝑁𝐵
){(

2𝑒−𝛼2𝑏(𝑆+
𝑎
2
)

𝛼2𝑏
2

 
+ 𝑘𝑥𝑎

2
)[𝛼2𝑏cos (

𝑘𝑥𝑎𝑎

2
) sinh (

𝛼2𝑏𝑎

2
)

+ 𝑘𝑥𝑎sin (
𝑘𝑥𝑎𝑎

2
) cosh (

𝛼2𝑏𝑎

2
)]} 

 

   

 Segue o cálculo do termo 𝐼2: 

 

 

𝐼2 = ∫ 𝑒̂𝑦2(𝑥
′) ∙ 𝑒̂𝑦´2(𝑥

′)𝑑𝑥′

𝑆
2
 

−
𝑆
2

= (
cos (

𝑘𝑥𝑎𝑎
2 ) cos (

𝑘𝑥𝑏𝑏
2 )

𝐹𝑁𝐴 𝐹𝑁𝐵
) ∫ 𝑒−𝛼2𝑎(𝑥′+

𝑆
2
) 𝑒+𝛼2𝑏(𝑥′−

𝑆
2
) 𝑑𝑥′

 
𝑆
2
 

–
𝑆
2

 

 

 

𝐼2 = (
cos (

𝑘𝑥𝑎𝑎
2 ) cos (

𝑘𝑥𝑏𝑏
2 )

𝐹𝑁𝐴 𝐹𝑁𝐵
)𝑒−(𝛼2𝑎+𝛼2𝑏)

𝑆
2 ∫ 𝑒(𝛼2𝑏−𝛼2𝑎)𝑥′

  𝑑𝑥′

 
𝑆
2
 

–
𝑆
2
)
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 Têm-se duas soluções possíveis para a integral acima: 

 

1) 𝛼2𝑏 ≠ 𝛼2𝑎: 

 

∫ 𝑒(𝛼2𝑏−𝛼2𝑎)𝑥′
  𝑑𝑥′

 
𝑆
2
 

–
𝑆
2
)

=
1

(𝛼2𝑏 − 𝛼2𝑎)
(𝑒

(𝛼2𝑏−𝛼2𝑎)𝑆
2 − 𝑒

−(𝛼2𝑏−𝛼2𝑎)𝑆
2 ) =

2 sinh (
(𝛼2𝑏 − 𝛼2𝑎)𝑆

2 )

(𝛼2𝑏 − 𝛼2𝑎)
 

 

 

2) 𝛼2𝑏 = 𝛼2𝑎: 

 

∫ 𝑒(𝛼2𝑏−𝛼2𝑎)𝑥′
  𝑑𝑥′

 
𝑆
2
 

–
𝑆
2
)

= ∫   𝑑𝑥′

 
𝑆
2
 

–
𝑆
2
)

= 𝑆 

 

 

 Pode-se escrever assim o coeficiente de acoplamento 𝑘̅𝑎𝑏:  

 

 - No caso geral em que 𝛼2𝑏 ≠ 𝛼2𝑎: 

 

 

                    𝑘̅𝑎𝑏 = (
𝑘0

 

2𝑧0
 )(

cos (
𝑘𝑥𝑎𝑎

2 ) cos (
𝑘𝑥𝑏𝑏
2 )

𝐹𝑁𝐴 𝐹𝑁𝐵(𝛼2𝑏
2

 
+ 𝑘𝑥𝑎

2 )
){2𝑒−𝛼2𝑏(𝑆+

𝑎
2
)  (𝜂𝑎

 2

− 𝜂2
 2) [𝛼2𝑏 sinh (

𝛼2𝑏𝑎

2
) + 𝑘𝑥𝑎tan (

𝑘𝑥𝑎𝑎

2
) cosh (

𝛼2𝑏𝑎

2
)]

−  𝑗(𝜂2
′ )2 [𝑒−(𝛼2𝑎+𝛼2𝑏)

𝑆
2  

2 sinh (
(𝛼2𝑏 − 𝛼2𝑎)𝑆

2 )

(𝛼2𝑏 − 𝛼2𝑎)
]}                                     (𝐿. 20)  
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 - No caso concreto em que 𝛼2𝑏 = 𝛼2𝑎: 

 

𝑘̅𝑎𝑏 = (
𝑘0

 

2𝑧0
 )(

cos (
𝑘𝑥𝑎𝑎

2 ) cos (
𝑘𝑥𝑏𝑏
2 )

𝐹𝑁𝐴 𝐹𝑁𝐵(𝛼2𝑏
2

 
+ 𝑘𝑥𝑎

2 )
) {2𝑒−𝛼2𝑏(𝑆+

𝑎
2
)  (𝜂𝑎

 2

− 𝜂2
 2) [𝛼2𝑏 sinh (

𝛼2𝑏𝑎

2
) + 𝑘𝑥𝑎tan (

𝑘𝑥𝑎𝑎

2
) cosh (

𝛼2𝑏𝑎

2
)]  

−  𝑗(𝜂2
′ )2[𝑒−𝛼2𝑏𝑆   𝑆]}                                                                           (𝐿. 21) 

 

 

- Cálculo de 𝒌̅𝒃𝒂 . 

 

 Tal e como visto na segunda das equações (L.16), para o coeficiente de acoplamento 

𝑘̅𝑏𝑎, a integral é realizada sobre a área 𝑆𝑏
 . Desta maneira, e considerando que o meio entre os 

guias de onda contém pequenas perdas, a integral do coeficiente de acoplamento sobre o eixo 

‘x’ deverá se limitar à região compressa entre os pontos x=a/2 e x=a/2+S, na Fig. L.10. 

 Nesta ocasião a integral é realizada considerando como referência os eixos y e y’’na 

Fig. L.10.  

 

 

𝑘̅𝑏𝑎 = ∬(𝜖′ 
 − 𝜖𝑎̅

 )(𝐸̂𝑏
 ∙ 𝐸̂𝑎

∗ )𝑑𝑆 

 

  

=
𝜔

2
∬(𝜖𝑏 − 𝜖1)[𝑒̂𝑏 ∙ 𝑒̂𝑎]𝑑𝑆𝑏

 

 

 
𝑆𝑏

 

 

 

 

 Eliminando a componente y. 

 

𝑘̅𝑏𝑎 =
𝜔

2
∫ (𝜖′ 

 − 𝜖𝑎̅
 )[𝑒̂𝑏 ∙ 𝑒̂𝑎]𝑑𝑥

a
2
+S+b 

 a/2

 

 

 



312 
 

 

 

Fig. L.10. Região de integração e campos para o cálculo do coeficiente de acoplamento 𝒌̅𝒃𝒂. 

 

 

Separa-se a integral nas duas regiões, usando dois eixos de referência diferentes: 

 

 

𝑘̅𝑏𝑎 =
𝜔

2

[
 
 
 
 

(−𝑗𝜖2
′ ) ∫ 𝑒̂𝑦´2(𝑥) ∙ 𝑒̂𝑦2(𝑥)𝑑𝑥

𝑎
2
+𝑆 

𝑎/2

+ (𝜖𝑏
 − 𝜖2

 ) ∫ 𝑒̂𝑦´𝑏(𝑥) ∙ 𝑒̂𝑦2(𝑥)𝑑𝑥

𝑏
2
 

–
𝑏
2 ]

 
 
 
 

         (L. 22) 

 

                                                       𝐼1                                                     𝐼2 
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 Onde: 

 

𝑒̂𝑦2(𝑥) =
1

𝐹𝑁𝐴
cos (

𝑘𝑥𝑎𝑎

2
) 𝑒

−𝛼2𝑎(𝑥+(𝑆+
𝑏
2
))

                      ∞ > 𝑥 ≥
𝑎

2
             

 

 

𝑒̂𝑦´2(𝑥) =
1

𝐹𝑁𝐵
 cos (

𝑘𝑥𝑏𝑏

2
) 𝑒

+𝛼2𝑏(𝑥−(𝑆+
𝑎
2
))

            − ∞ < 𝑥 ≤ −
𝑏

2
              

 

𝑒̂𝑦´𝑏(𝑥) =
1

𝐹𝑁𝐵
cos(𝑘𝑥𝑏𝑥)                                  −

𝑏

2
≤ 𝑥 ≤

𝑏

2
 

 

 Substituindo os valores dos campos:  

 - No caso geral em que 𝛼2𝑏 ≠ 𝛼2𝑎:  

 

𝑘̅𝑏𝑎 = (
cos (

𝑘𝑥𝑎𝑎
2 ) cos (

𝑘𝑥𝑏𝑏
2 )

𝐹𝑁𝐴 𝐹𝑁𝐵(𝛼2𝑎
2

 
+ 𝑘𝑥𝑏

2 )
){2𝑒−𝛼2𝑎(𝑆+

𝑏
2
)  (𝜂𝑏

 2

− 𝜂2
 2) [𝛼2𝑎 sinh (

𝛼2𝑎𝑏

2
) + 𝑘𝑥𝑏tan (

𝑘𝑥𝑏𝑏

2
) cosh (

𝛼2𝑎𝑏

2
)]  

−  𝑗(𝜂2
′ )2 [𝑒−(𝛼2𝑏+𝛼2𝑎)

𝑆
2  

2 sinh (
(𝛼2𝑎 − 𝛼2𝑏)𝑆

2 )

(𝛼2𝑎 − 𝛼2𝑏)
]}                     (L. 23) 

 

 - No caso concreto em que 𝛼2𝑏 = 𝛼2𝑎: 

 

𝑘̅𝑏𝑎 = (
cos (

𝑘𝑥𝑎𝑎
2 ) cos (

𝑘𝑥𝑏𝑏
2 )

𝐹𝑁𝐴 𝐹𝑁𝐵(𝛼2𝑎
2

 
+ 𝑘𝑥𝑏

2 )
) {2𝑒−𝛼2𝑎(𝑆+

𝑏
2
)  (𝜂𝑏

 2

− 𝜂2
 2) [𝛼2𝑎 sinh (

𝛼2𝑎𝑏

2
) + 𝑘𝑥𝑏tan (

𝑘𝑥𝑏𝑏

2
) cosh (

𝛼2𝑎𝑏

2
)]  

−  𝑗(𝜂2
′ )2[𝑒−𝛼2𝑎𝑆   𝑆]}                                                                             (L. 24) 
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- Cálculo de 𝒌̅𝒃𝒃 . 

 Tal e como visto na primeira das equações (L.16), para o coeficiente de acoplamento 

𝑘̅𝑎𝑎, a integral é realizada sobre a área 𝑆𝑏
 . Desta maneira, e considerando que o meio entre os 

guias de onda contém pequenas perdas, a integral do coeficiente de acoplamento sobre o eixo 

‘x’ deverá se limitar à região compressa entre os pontos x=a/2 e x=a/2+S+b, na Fig. L.8. O 

cálculo realizado para 𝒌̅𝒃𝒃 é muito similar aos anteriores, pelo que não repetiremos o mesmo.  

 

 

 

Fig. L.11. Região de integração e campos para o cálculo do coeficiente de acoplamento 𝒌̅𝒃𝒃. 

 

 

A integral correspondente a 𝑘̅𝑏𝑏 é: 

 

 

𝑘̅𝑏𝑏 = (
𝑘0

 

2𝑧0
 )(

𝑒−𝛼2𝑏𝑆

𝛼2𝑏
) [(𝜂𝑎

 2 − 𝜂2
 2)𝑒− 𝛼2𝑏(𝑆+𝑎) sinh(𝛼2𝑏𝑎) −

− 𝑗(𝜂2
′ )2 sinh(𝛼2𝑏𝑆) 

 ](
cos (

𝑘𝑥𝑏𝑏
2 )

𝐹𝑁𝐵
)

2

                                                           (L. 25) 



315 
 

- Resumo do método. 

 

 

 Calcula-se o índice efetivo das estruturas isoladas, pelo método mostrado no 

capítulo 1. 

 Calculam-se as constantes de propagação dos guias de onda isolados. 

 Obtêm-se os campos normalizados nos guias de onda isolados. 

 Calcula-se o fator de encobrimento dos campos. Agora estrutura perturbada. 

 Escrevem-se os campos normalizados para o novo sistema de coordenadas da 

estrutura perturbada. 

 Escrevem-se as equações diferenciais que regem o comportamento do acoplador 

a(z), b(z). 

 Calculam-se os coeficientes de acoplamento: 𝑘̅𝑎𝑎, 𝑘̅𝑎𝑏, 𝑘̅𝑏𝑎, 𝑘̅𝑏𝑏. 

 Calculam-se os fatores de acoplamento: 𝛾𝑎𝑎, 𝛾𝑎𝑏, 𝛾𝑏𝑎, 𝛾𝑏𝑏. 

 Calculam-se os parâmetros dos modos normais: Φ, Δ, 𝜓. 

 Calculam-se as constantes de propagação dos modos par e ímpar: 𝛽𝑒, 𝛽𝑜. 

 Calculam-se as amplitudes dos campos nas lâminas: 𝑎̅(𝑧), 𝑏̅(𝑧). 

 Calculam-se as potências dos campos nas lâminas: 𝑃𝑎(𝑧), 𝑃𝑏(𝑧). 

 Calculam-se os fatores de violação da potência: 𝐹𝑎𝑏, 𝐹𝑏𝑎. 
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