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RESUMO

CHALLAPA MOLINA, Nataly Ines. Modelagem e Controle por Modo Deslizante do
Conteudo da /fgua no Solo para Irrigagao de Precisdo. 103f. Dissertacao (Mestrado em
Engenharia Eletronica) - Faculdade de Engenharia, Universidade do Estado do Rio de
Janeiro (UERJ), Rio de Janeiro, 2017.

Nesta Dissertagao sao propostas estratégias de controle para a irrigacao. O objetivo
¢ controlar o contetido da dgua no solo. O modelo da dinamica da propagacao da dgua
no solo é representado pela equacgao diferencial parcial de Richards. Uma das estratégias
de controle analisadas usa agdes proporcional e integral (PI). A fungao de transferéncia
da equacao de Richards é usada para a andlise e o projeto do controlador PI, de uma
forma diferente da encontrada na literatura. Outras duas estratégias desenvolvidas sao
baseadas em controle por modo deslizante (sliding mode control — SMC) para o controle
da média do conteudo da agua numa faixa do solo e do conteido da agua no solo em
uma profundidade especificada, para as quais foram propostas superficies de deslizamento
nao usuais. Foi abordado o SMC nao colocado de equacoes diferenciais parciais, isto é,
quando o sensor e o atuador estao em posicoes distintas, o que também nao foi encontrado
na literatura. Suas propriedades de estabilidade sao estudadas com o auxilio de fungoes
de Lyapunov e o critério frequencial de estabilidade de Mikhailov. O desempenho dos
controladores ¢ avaliado por simulacoes, nas quais se verifica que o SMC torna a umidade
do solo imune a perturbacoes causadas pela evaporacao da agua.

Palavras-chave: controle da irrigacao; equacao de Richards; equagoes diferenciais parciais;
controle por modo deslizante; controle PI.



ABSTRACT

CHALLAPA MOLINA, Nataly Ines. Modeling and Sliding Mode Control of the
Water Content for Precision Irrigation. 103f. Dissertation (Master Degree in Electronic
Engineering) - Faculty of Engineering, University of the State of Rio de Janeiro (UERJ),
Rio de Janeiro, 2017.

This thesis proposes control strategies for irrigation control. The objective is to
control the water content in the soil. The dynamic model of water propagation in the soil
is represented by the Richards partial differential equation. One of the analyzed control
strategies applies proportional and integral (PI) actions. The transfer function of the Ri-
chards equation is used for PI controller analysis, unlike previous approaches found in the
literature. Two other sliding mode control (SMC) strategies are developed to control the
mean water content and water content at a specified depth. For these purposes, unusual
sliding manifolds are proposed. It was considered the non-collocated SMC of partial dif-
ferential equations, that is, where the sensor and the actuator are at different positions,
which was also not found in the literature. Their stability properties are analyzed using
Lyapunov functions and the Mikhailov frequency criterion of stability. The performances
of the controllers are evaluated by simulations, which lets verify that the SMC makes the
water content of the soil immune to disturbances due water evaporation.

Keywords: irrigation control; Richard equation; partial differential equations; sliding mode

control; PI control.
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INTRODUCAO

A 4gua doce ou potavel é um recurso escasso, isto leva a necessidade de conse-
guir uma melhor racionalizacao do seu uso. Os problemas causados pela falta da agua
provavelmente serao maiores se as predigoes a longo-prazo das mudancgas climaticas acer-
tarem. Dados meteorologicos sugerem um significante aumento de temperatura e uma
diminuicao da precipitacao anual, o que significa uma reducao da agua doce no século
XXI. A industria e o turismo, entre outras atividades produtivas, competem para que a
rentabilidade e a produtividade deste recurso aumente. Nestes dias, a agricultura consome
70% da dgua doce, a industria consume 20% e 10% ¢é consumida para o uso doméstico
(VICENTE, 2011).

Em muitas partes do mundo o recurso da agua doce é proporcionado pela chuva.
Existem trés fatores carateristicos da chuva: a quantidade, a frequéncia e a intensidade,
em valores que variam no espaco e no tempo. Quando a chuva nao atende a umidade que
a cultura precisa, os agricultores devem suplementar a agua disponivel através de algum
tipo de irrigacao, para alcancar o contetido da agua no solo necessario e a concentracao de
nutrientes. Assim, gera-se ambiente de crescimento adequado (BENZEKRI; MEGHRICHE;
REFOUFI, 2007).

O cenario da agricultura causado pela falta da dgua sao as estiagens, que tém sido
uma grande ameaca para producao agricola. Desta forma, os agricultores acabam ficando
muito dependentes das condicoes climaticas. Na maioria dos casos ¢é dificil reverter o
quadro desfavoravel de frustragoes de safra e produtores endividados (JOBIM, 2013).

Tendo-se a disponibilidade limitada da dgua doce e o aumento dos custos da energia
e da mao de obra, a irrigacao, a qual contribui sustancialmente a producao agricola, deveria
ser planejada e administrada de tal forma a nao perder nem uma gota da agua.

O problema da escassez da dgua nos momentos criticos do desenvolvimento da
cultura é uma motivacao para desenvolver este trabalho, propondo-se controladores do
contetdo da agua no solo. Esta seria uma maneira de conseguir diminuir os prejuizos de

uma eventual seca sobre o resultado final da safra.
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Por outro lado, existem as estufas as quais, precisam de grandes quantidades de
agua e fertilizantes para maximizar o crescimento das plantas e a qualidade do produto.
A frequéncia da irrigacao nas estufas é tipicamente baseada em uma programacao pre-
determinada ou avaliacao visual do estado das plantas, sendo este um fator que resulta
no excesso de rega, que causa lixiviacao e escoamento. Podem ser usados sensores para
reduzir ou eliminar a lixiviagao de recipientes, regulando precisamente a quantidade da
dgua utilizada para a irrigagao (FERRAREZI; DOVE; IERSEL, 2015).

Por outro lado, tem-se a agricultura de precisao, que tem como objetivo incremen-
tar a eficiéncia produtiva dos cultivos, mediante a observagao, medi¢ao e a acao sobre
as condigoes especificas do processo de crescimento das plantagoes (LOZOYA; AGUILAR;
MENDOZA, 2016).

A automatizagao da irrigacao comegou em meados do século XX. Os controladores
eram basicamente simples temporizadores e comutadores usados para ligar o sistema de
irrigacao por um determinado periodo de tempo, considerando as condigoes de umidade
ou do conteudo da agua no solo. Desde entao, houve melhoras continuas nos sistemas
automatizados em todos os sentidos (BENZEKRI; MEGHRICHE; REFOUFTI, 2007).

Neste trabalho sera considerada a dinamica da propagagao da dgua no solo. Para
isto seré desenvolvida uma modelagem feita com a Equacao de Richards (NETTO, 1998),
que é uma equacao diferencial parcial (Partial Differential Equation - PDE) parabdlica.

A teoria do controle das PDEs é aplicada em &areas como a regulacao do pH em
um fotobiorreator (ANDRADE et al., 2016), no qual é modelado um conjunto de PDEs
hiperbdlicas, e o controle é abordado pelo método das caracteristicas.

O método do Backstepping para o controle de contorno das PDEs é apresentado
em (SMYSHLYAEV; KRSTIC, 2005; BACCOLI; PISANO; ORLOV, 2015). Diagne et al. (2015)
aplica o projeto do backstepping para estabilizar o conjunto das equagoes de Saint-Venant-
Exner para o controle de canais de irrigacao. O controle adaptativo é desenvolvido em
(SMYSHLYAEV; KRSTIC, 2007; KRSTIC; SMYSHLYAEV, 2008).

Por outro lado, o Controle a Estrutura Varidvel ( Variable Structure Control - VSC)

por Modo Deslizante ou Controle por Modo Deslizante (Sliding Mode Control - SMC) é
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também usado nos controladores de contorno de PDEs. Cheng, Radisavljevic e Su (2011)
usaram o modo deslizante de primeira ordem, para a estabilizagao de um sistema unidi-
mensional de transferéncia de calor instavel. Pisano e Orlov (2012) abordaram a técnica
de controle de segunda ordem para o caso do controle de contorno colocado (collocated),

uma técnica na qual a medida e o atuador encontram-se no mesmo lugar.

Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é desenvolver estratégias de controle para o
contetdo da agua do solo. Tem-se em vista aplicagoes como a agricultura de precisao,
a realizacao de experimentos em botanica e agronomia.

Para este proposito, sera realizada modelagem da dinamica propagagao da agua
no solo. Serao realizadas comparacoes de desempenho das estratégias desenvolvidas por

meio de simulagoes.

Organizacao da Dissertacao

O Capitulo 1 apresenta uma revisao bibliografica a respeito da irrigacao de
plantagoes, a qual é dividida em trés partes: métodos de irrigagao, eficiéncia da irriga¢ao
e controle automdtico da irrigacao.

O Capitulo 2 apresenta o desenvolvimento da modelagem do sistema da pro-
pagacao da dgua no solo, a Fquacao de Richards e a funcao de transferéncia da mesma.
Além disso, mostra-se a analogia da equagao de Richards com a equacao do Calor.

O Capitulo 3 apresenta o controle proporcional e integral (PI) e o desenvolvimento
do projeto do controlador PI através da funcao transferéncia apresentada no capitulo
anterior.

O Capitulo 4 apresenta o desenvolvimento do controle por estrutura variavel ou
modo deslizante, propondo duas estratégias de controle: média do contetido da dgua no
solo e conteido da dgua em uma profundidade especifica.

Conclusoes sobre o trabalho desenvolvido, bem como sugestoes para trabalhos futu-

ros sao apresentadas no final desta dissertacao, mais apéndices necessarios para o trabalho.
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1 IRRIGACAO DE PLANTACOES

O desenvolvimento de uma cultura esta intimamente relacionado a disponibilidade
de dgua no solo e ao clima da regiao. Além disso, a planta transfere para a atmosfera
aproximadamente 98% da quantidade de dgua que retira do solo (NETTO, 1998).

A constante preocupacao com a administracao dos recursos hidridicos, tem levado
ao desenvolvimento de diferentes métodos de irrigacao e a eficiéncia deles. Neste capitulo
serao descritos estes recursos e tem-se uma revisao bibliografica na area de controle e

automacao na irrigacao.

1.1 Meétodos de Irrigacao

Dentro dos métodos de irrigacao alguns deles requerem o uso de bastante mao de
obra, e outros nao, mas em compensacao necessitam de alto investimento de equipamentos
ou de energia (NETTO, 1998).

Para a aplicacao da agua as plantas diversos métodos de irrigacao sao usados, a
forma mais aceitavel baseia-se na maneira que a agua é colocada a disposicao da planta:

por superficie, aspersao, localizada e subterranea.

1.1.1 Irrigagao por superficie

A irrigacao por superficie é aquela na qual a conducao da dgua desde o sistema
de distribuicao até qualquer ponto de infiltragao, dentro da parcela a ser irrigada, é feita
diretamente sobre a superficie do solo. Este método é também conhecido como irrigacao
por gravidade. Dentro deste tipo tem-se:

e [rrigacao por sulco, que consiste em conduzir a agua em pequenos sulcos localiza-
dos paralelamente a linha de plantas durante um determinado tempo. Isto, para umedecer
o solo compreendido na zona das raizes (Figura 1).

e Irrigacao por inundacdo, este sistema cobre o terreno com uma lamina de agua.
E um dos métodos de irrigacao mais tradicionais e mais usado no mundo. Ilustra-se na

Figura 2.
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Figura 1 - Irrigagao por sulco. Extraido de (GONZALEZ; P, 1994, Fig 21)

Figura 2 - Irrigacao por inundagao. Extraido de (GONZALEZ; P, 1994, Fig 12)

e [rrigacao por fairas, consiste em faixas de terreno com pouca ou nenhuma decli-
vidade transversal, porém com uma certa declividade longitudinal, compreendida entre
os diques paralelos. Deste modo os diques tem a fungao de somente orientar o movimento

da lamina de agua no sentido do comprimento da faixa.

1.1.2 Irrigagao por aspersao

No método por aspersao um jato de agua ¢ lancado sob pressao adequada, par cima
e para o lado, fracionando o mecanicamente em um emissor que pode ser um aspersor
ou um orificio, desta forma serd distribuido uniformemente em pequenas gotas sobre uma
area circular do terreno.

Os sistemas de irrigagao por aspersao apresentam uma variedade basta de tipos de
equipamentos e podem ser subdivididos em dois grupos:

1° Grupo - Aspersdo convencional, neste grupo as mudancas de posi¢ao no terreno

(quando houverem) sao efetuadas manualmente, e sao:
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e Fizo (Figura 3)
e Semi-fixo

e Movel (Figura 4)

Aspersor

~
~
/ ~
~
Linha Principal  ~

~ Linha Laterral

Area Irrigada

~ -

Figura 3 - Sistema portatil. Extraido de (BISCARO, 2009, Figura 2)

2° Grupo - Aspersao mecanizada, este grupo tem a participacao de um equipamento
mecanico de cero porte, uma maquina, para realizar a distribuicao da dgua, os tipos mais
utilizados sao:

e Autopropelido

e Montagem direta

e Pivé central(Figura 5)

1.1.3 Irrigacgao localizada

A irrigacao localizada tem por principio a aplicacao de 4gua molhando apenas uma
parte do solo, a ocupada pelo sistema radicular das plantas, é assim que o solo funciona
como um pequeno armazenamento, mas sem reduzir a oferta de agua a planta.

Este método se fundamenta na passagem de pequena vazao em orificio de diametro
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Figura 4 - Sistema permanente. Extraido de (BISCARO, 2009, Figura 3)
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Figura 5 - Mecanismo - Pivo central. Extraido de (BISCARO, 2009, Figura 31)

reduzido de estruturas especias chamadas de emissores. O tipo de emissor define o tipo
de irrigacao localizada como ser:
e Gotejamento, que usa os gotejadores, mostrado na Figura 6,

e Micro aspersao, que usa microaspersores.
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A conducao da agua até os emissores é feita por uma extensa rede de tubulagoes

de varios diametros.

Figura 6 - Irrigacao por localizada, gotejamento. Extraido de (JOBIM, 2013, Figura 9)

1.1.4 Irrigacao subterranea

Este método de irrigacao é aquela cuja aplicacao de dgua é feita no interior do solo
por um dos dois processos explicados a seguir. O primeiro consiste na elevacao do nivel do
lenco freatico para propiciar umidade adequada ao sistema radicular das plantas, o outro
processo ¢ a aplicacao da dgua no interior do solo através de tubos perfurados, manilhas

porosas ou dispositivos permedveis instalados &4 pequenas profundidades.

1.2 Eficiéncia da Irrigacao

A eficiéncia da irrigacdo encontra-se dentro dos parametros a considerar na ir-
rigagao. Pois existem perdas no processo de aplicacao da agua, tais perdas dependem do
sistema de irrigacao, de sua conservacao e da habilidade do irrigante, etc.(NETTO, 1998),

todo isto é traduzido pela sua eficiéncia (E;).

Tabela 1 - Eficiéncias médias de sistemas de irrigacao.(NETTO, 1998, Quadro 20.5)
Sistema de Irrigacao | Eficiéncia (Decimal E;)

Aspersao 0,60-0,80
Gotejamento 0,80-0,95
Microaspersao 0,75-0,90
Sulcos 0,40-0,70

Inundacao 0,50-0,80
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A eficiéncia pode ser descrita pela equagao:

B =t (1.1)

na qual, H; é a Lamina Liquida, sendo esta a quantidade de agua disponivel no solo
que serd realmente utilizada pela planta (mm), H; é a Lamina Bruta que representa a
quantidade de dgua que o sistema deve liberar para o cultivo (mm).

Considerando-se neste trabalho o tipo de irrigagao por gotejamento.

1.3 Controle Automatico da Irrigagao

Realizando uma revisao bibliografica na area de controle relacionada com a ir-
rigagao encontrou-se uma serie de trabalhos que abordaram o tema de diferentes maneiras,

como as mostradas a seguir.

1.3.1 Controle dos Canais

Litrico et al. (2003) abordam o modelo e o controle para o tipo de irrigacao por
canais. O modelo é desenvolvido através das equacoes de Saint-Venant, usadas para mo-
delos hidraulicos que representam a dinamica do fluxo nos canais. Estas equacoes sao
PDEs hiperbdlicas nao-lineares, que envolvem a descarga média Q(x,t), a profundidade

da dgua Y (z.t) ao longo de uma dimensao do espago x:

0A  0Q

ot + e 0, (12)
0Q 0Q*/A oy _
N + o + QA% = gA(I - 5y), (1.3)

na qual, A(z,t) é a drea molhada, Q(z,t) é a descarga da secao transversal de A, Y (z.t)
é a profundidade da agua, Sy(z,t) é o atrito da inclinagdo, I é a inclina¢do da cama
e g é a aceleracao gravitacional. Sao necessarias duas condigoes de fronteira, que sao:
Q(0,t) = Qo(t) e Q(X,t) = Qx(t), nas quias X ¢ a distancia do canal considerado. A
condi¢ao inicial é dada por Q(z,0) e Y(x,0). O modelo linear é usado no projeto do
controlador, considerando pequenas variagoes de profundidade da dgua y(x,t) e descarga

q(z,t), em torno de valores estacionarios definidos por Yy(z) e Qo(x).
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Sao projetados dois controladores PI que atendem dois tipos de controle do sistema
da irrigagao por canais, os quais sao: Controle distante dguas abaixo e o Controle local
aguas acima.

Um outro modelo para os canais, denominado Saint- Venant-FExner é tomado em
conta em (DIAGNE et al., 2015). Onde se aborda a estabilizagdo do modelo PDE linearizado

através do método Backstepping.

1.3.2 Controle do Contetido da Agua no Solo

Considerando o contetido da dgua no solo foi desenvolvido em (CALBO; VAZ; RA-
BELLO, 2014), onde se tem um sistema atmomagnético para irrigagdo. O sistema aciona
automaticamente linhas de gotejamento ou linhas de aspersao com leituras feitas pelo
Sensor IG. Este sensor tem o nicleo com particulas nao sintetizadas de granulometria

controlada, este sistema nao faz uso de eletricidade.

Figura 7 - Foto de protdtipo do irrigador Atmomagnético e do Sensor IG. Extraido de
(CALBO; VAZ; RABELLO, 2014, Figura 2)

Ferrarezi, Dove e lersel (2015) abordaram o controle de um sistema de irrigacao
controlando o conteiido da dgua no solo volumétrico ou umidade do solo. Foram usados
sensores de capacitancia, um microcontrolador e valvulas solenoides. Utilizaram a logica
de um controle liga-desliga para a programacao do microcontrolador cumprindo uma

rutina de controle. As valvulas mantem-se ligadas se a leitura do sensor do contetido de
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agua encontra-se dentro de um intervalo adequado e sao desligadas se a leitura do sensor
esta fora do intervalo.

Dentro da édrea dos sistemas embarcados foi desenvolvido o trabalho (BENZEKRI;
MEGHRICHE; REFOUFI, 2007), onde projeta-se e implementa-se um controlador para um
sistema de irrigacao. Foi construido em base a um computador pessoal e sensores de
potencial da agua no solo medindo a o contetido da dgua no solo. Estes sensores sao os
mostrados na Figura 8. O Sensor 1 indica quando deve parar-se de irrigar e o Sensor 2

indica quando deve comecar a irrigagao.

Sensor 1

Sensor 2

Figura 8 - Posicao dos dois sensores.

Goodchild et al. (2015) abordaram o controle cldssico, indicando como administrar
o uso da agua com o controle da irrigagao em resposta as mudancas do conteido da dgua
no solo. A medicao do conteudo da dgua no solo da a conhecer a demanda da agua na
plantacao, entao, para desenvolver o controle foi necessario fechar a malha do controle. O
tipo de controlador clédssico usado foi o Proporcional, Integral e Derivativo (PID). Este
controle estima o tempo que a bomba da dgua ou a valvula solenoide tem que ficar ligada
para manter uma umidade constante na plantacgao.

O sistema esta formado por um registrador de dados, um microcontrolador (GP2),
uma bomba de dgua elétrica, trés sensores de umidade e um medidor de fluxo de agua. O
algoritmo de controle ¢ feito no GP2 considerando a média da leitura dos trés sensores,
também lidos pelo GP2. A funcao integral do PID tem a restricao de saida de valores

equivalentes aos volumes positivos de agua.
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1.3.3 Owutras Técnicas

Existem equipamentos construidos como o desenvolvido em (NOGUEIRA et al.,
2001), que foi realizado pela constante preocupagao na gestao dos recursos hidricos a
partir da busca de métodos de manejo de solo e dgua. Este equipamento usa sensores de
pressao e de fluxo de dgua, os quais interrompem a irrigacao quando registram valores
superiores ou inferiores de um intervalo fixado. O controle é feito por um computador de
irrigacao GAL-COMPACT, de 12V, ligado a uma placa solar, este computador é progra-

mado para controlar o funcionamento de cada sequencia de valvulas.

Figura 9 - Foto da Vista de frente do cabegal de controle do equipamento. Extraido de
(NOGUEIRA et al., 2001, Figura 14)

Por outro lado, no journal “Agricultural Water Management” do ELSEVIER tem-
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se o trabalho do (ROMERO et al., 2012), no qual se menciona varios trabalhos desenvolvidos
na area do controle automatico da irrigacao na década do 2002 até 2012. Esta pesquisa in-
dica que as primeiras estratégias de controle foram baseadas no controle liga-desliga como
os trabalhos mencionados anteriormente. Comutando a saida do controlador considerando
um valor maximo e outro valor minimo de acordo com o sinal do erro.

Também foram considerados os controles através da logica fuzzy e as redes neurais,
para modelos nao-lineares. Finalmente o mesmo autor deste trabalho menciona o proprio
trabalho onde foi desenvolvido um modelo de controle preditivo com uma abordagem da
automagao na irrigacao usando a medida do fluxo de seiwa em orgaos de condugao de uma
planta (VICENTE, 2011).

Além da irrigacao existem outras preocupagoes para o bom desenvolvimento da
cultura, como ser o problema da aplicacao desmedida de quimicos nas plantagoes tendo
os riscos graves de contaminacao ambiental e degradacao da qualidade dos alimentos. Este
tema ¢ tratado em (FELIZARDO et al., 2013).

Neste caso desenvolveu-se o modelo do sistema de pulverizacao de taxa variavel.
O sistema de pulverizacao utiliza tecnologia de injecao direta que permite a utilizacao
de diferentes produtos quimicos em uma unica aplicacao. Reduzindo o desperdicio de
produtos quimicos e minimizando a toxicidade e assim, diminuendo os riscos ambientais
e toxicologicos associados a preparagao e descarga da mistura veiculo-quimico. O controle
aplicado é o controle preditivo. Menciona-se esta ultima abordagem para mostrar que o

controle é aplicado nao sé na irrigacao para o desenvolvimento da cultura.
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2 MODELAGEM DA DINAMICA DA PROPAGACAO DA AGUA NO
SOLO

Neste capitulo sao apresentados conceitos de hidrologia, a fim de estudar o pro-
blema de controle. Mostrar-se os modelos que representam a dinamica da propagacao da
agua no solo. Finalizando o capitulo com a apresentacao das fungoes de transferéncia que

representam aos modelos mencionados anteriormente.

2.1 Tipos de Solos

O solo é considerado como um conjunto de particulas sélidas de diversas formas
e tamanhos, ligadas por poros interconectados. Também estes poros tem diversas formas
e tamanhos. Portanto, o solo é composto basicamente de duas partes: a parte sélida e a
parte porosa ou poros do solo (LIBARDI, 2005). Desta maneira, sao definidos os dois tipos

de solos.

1. Solos Saturados: Denomina-se solo saturado quando todos os espacos porosos estao
cheios de dgua. O conteudo da dgua de um solo saturado é igual a porosidade total

do solo (MILLAR, 1993).

Solido

Agua

Figura 10 - Solo saturado. Adaptado de (LIBARDI, 2005, Fig. 7.2)
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2. Solos Nao Saturados: O solo nao saturado nao tem todos os espacos porosos cheios
de dgua, tem espacos que contem ar. A quantidade de agua neste caso sera sempre

menor que o valor de satura¢do (MILLAR, 1993).

Sélido

Agua

Figura 11 - Solo Nao saturado. Adaptado de (LIBARDI, 2005, Fig. 7.2)

2.2 Conteudo da Agua no Solo - Volumétrica

Seja uma amostra de solo que tenha um volume total V; que seria a suma do volume
de seus solidos V, e o volume de seus poros Vy, isto é (LIBARDI, 2005),

Vi=Vi+V;. (2.1)

Se a amostra é nao saturada, tem-se o volume de agua V,, e o volume de ar V, presentes
no interior do espaco poroso, entao em um determinado momento ¢é claro que:

Vi=Vy+ Vg, (2.2)

portanto,

Vi=Vi+ Vi +V,. (2.3)

Define-se o contetido da agua no solo volumétrica como o quociente do volume de dgua

presente em uma amostra de solo em um determinado instante e o volume da amostra. O
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que seria,

V,
=" 2.4
7 (2.4)
Na Figura 12 o solo é considerado como um sistema conformado por trés fases, onde sao

descritos os volumes mencionados anteriormente.

Relagdes Relagdes
de volumes de massas

Figura 12 - Diagrama do solo como uma mistura com trés fases. Adaptado de (HILLEL,
1998, Fig. 1.4).

O quociente do volume dos poros e do volume total da amostra é definido como
o conteido da dgua a base de volume no solo saturado (LIBARDI, 2005) ou conteido da

agua saturado,
Y

0
Vi

(2.5)

Na Figura 12 também se mostra a M; que é a massa total da amostra do solo nao-saturado
em um dado momento. m, é a massa de seus sélidos, m, é a massa do ar e o m,, € a massa
da agua. Estas ultimas massas presentes no interior do seu espago poroso. Comparando a

magnitude de mg e m,,, a massa do ar m, pode ser desprezivel.
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2.3 Potencial do Sistema Solo—Agua

A dgua no solo, como outros organismos na natureza, contem energia em diferentes
quantidades e formas. Para determinar o estado da propagacao da agua no solo é usada
principalmente a energia potencial (HILLEL, 1998).

De acordo com a Sociedade Internacional da Ciéncia do Solo (ASLYNG et al., 1963), o
potencial total da dgua no solo é “a quantidade de trabalho que deve ser feita por unidade
de quantidade de dgua pura, para transportar reversivelmente e isotermicamente uma
quantidade infinitesimal de d4gua de uma piscina de dgua pura a uma elevagao especificada
a pressao atmosférica para a dgua do solo (em um ponto especificado).”

Entao, o potencial total do sistema solo-agua é uma suma de diferentes potenciais

(HILLEL, 1998):

¢t:¢g+¢p+¢o+-'-a (26)

na qual ¢, € o potencial total, ¢, ¢ o potencial gravitacional, ¢, ¢ o potencial de pressao,
¢, € 0 potencial osmotico e termos adicionais que teoricamente poderiam ser considerados.

Potencial gravitacional: O potencial gravitacional de dgua no solo em cada
ponto é determinado pela elevacao do ponto relativo com respeito a algum nivel de refe-
rencia arbitrario. Se o nivel de referencia é a parte superior do solo, o potencial gravita-
cional que esta abaixo da referencia é negativa. O potencial gravitacional em termos da

energia potencial por unidade de massa é:

Ggm = g% (2.7)

Potencial de pressao: O potencial de pressao toma valores positivos quando a
pressao hidrostatica é maior que a pressao atmosférica, se a pressao hidrostatica é menor
que a pressao atmosférica, o potencial é considerado negativo. Este principio ¢ ilustrado na
Figura 13. Assim, o potencial de pressao também é denominado potencial de submersao.

A pressao hidrostatica P de dgua com respeito a pressao atmosférica é:

P = pgh, (2.8)

sendo h a coluna piezométrica e p é a densidade da 4dgua, entao o potencial de submersao
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Figura 13 - Sinal do Potencial de pressao. Adaptado de (HILLEL, 1998, Fig. 6.6).

considera como energia potencial por unidade de volume a pressao hidrostatica,

¢ps =P. (29)

Define-se ao potencial mdtrico, ¥, como o potencial de pressao quando a pressao hi-
drostatica é menor que a pressao atmosférica. Este caso é conhecido como tensdo da dgua
no solo representado por,

U=-P. (2.10)

Potencial osmético: O efeito osmotico é importante na iteracao entre a raiz da
planta e o solo, processo que envolve a difusao do vapor.

Para o caso do modelo do sistema da propagagao de agua no solo o potencial
osmotico nao é considerado.

Concluindo que o potencial total é dado pela seguinte expressao:

G =g+ Op. (2.11)
2.4 Coluna de Agua

O potencial descrito na secao anterior, pode ser expresso em termos de coluna de
agua. Uma coluna refere-se a altura de uma coluna de liquido correspondente a pressao

dada, por exemplo: 1atm (Pa) é equivalente a uma coluna de dgua de 10,33 m e a uma
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coluna de mercirio de 0,76 m (HILLEL, 1998).

Desta forma a equagao (2.11) pode-se escrever da seguinte maneira:

H=H,+H,, 2.12
g p

na qual H é a coluna de dgua total (m), que seria a suma da coluna de dgua do potencial
gravitacional, H, (m) e a coluna de dgua do potencial da pressao, H, (m).

O termo H é definido como Coluna de dgua.

2.5 Lei de Darcy

Darcy (1856), da Franga da cidade de Dijion, pesquisando sobre a taxa de infil-
tracao através de filtros de areia, conseguiu desenvolver uma Lei que tem o proprio nome
dele, Darcy.

A Lei de Darcy descreve o fluxo através de um meio poroso. Pode ser representada
pela seguinte equagao geral (HILLEL, 1998):

Q

= =—-KvH 2.1

na qual ¢ é a densidade de fluxo da dgua (m/s), Q ¢ o fluxo de dgua (m?/s), A é a segio
transversal de drea (m?), K ¢ a condutividade hidrdulica saturada em (m/s) e o \7H é o
gradiente da coluna de dgua nas trés dimensoes do espago (adimensional) (MILLAR, 1993).
No sistema unidimensional a Lei de Darcy toma a forma:
dH

Matematicamente a Lei de Darcy ¢é similar a outras leis como a Lei de Ohm na qual a
taxa do fluxo da eletricidade é proporcional ao gradiente do potencial elétrico, a Lei de
Fourier na qual a taxa de conducao de calor é proporcional ao gradiente da temperatura

e a Lei de Fick na qual a taxa de difusao é proporcional ao gradiente de concentragao,

(MILLAR, 1993).
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2.6 Equacgoes do Fluxo de Agua no meio Saturado

Para o caso dos solos saturados a Lei de Darcy descreve o processo do fluxo esta-
ciondrio, nessa descricao o fluxo é considerado constante e igual ao longo do sistema.

Para a parte do processo do fluxo transiente é necessaria a Lei da conservagao da
matéria, também denominada a Lei de conservacao de massa, que é expressa na equacao
de continuidade. Considerando o conteido da dgua no solo e a equagao de continuidade,
no caso do sistema de unidimensional com o fluxo na direcdo = (coordenada horizontal),

tem-se (HILLEL, 1998, Equacao (7.18)):

ol 04,
2z 2.15
ot ox’ (2.15)
entao, o sistema multidimensional chegaria a ser:
00
—=—-vq. 2.16
5 =~ V4 (2.16)
Substituindo ¢ da equagao (2.13) na equagao (2.16), tem-se:
00
a:vl(vf-[. (2.17)

2.7 Equacgoes do Fluxo de Agua no meio Nao Saturado

Para este caso, tem-se a equa¢ao de continuidade na equagao (2.15), porém, con-
siderando mais o fluxo nas dire¢oes y e z. Entao, teria-se a equagao da continuidade em

trés dimensoes:

00 (8% L% 6qz> ’ (2.18)

ot \ox oy 0z
desta forma seria a expansao da equagao (2.16) (HILLEL, 1998, Equagao (8.6)). Uma outra

alternativa de expressar esta equacao é pelo operador nabla que seria o divergente,

00

5= —div q. (2.19)

2.7.1 Equacao de Richards

Richards (1931) propus a combinagao de equagao (2.16) com a Lei de Darcy para
o caso do fluxo nos solos nao saturados. A condutividade hidrdulica K é uma funcao que

depende da coluna de dgua do potencial métrico ou coluna de agua de tensao ¥, o que
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significa que a Lei de Darcy seria reescrita da seguinte forma:

¢=—K(U)v H, (2.20)

na qual o \yH ¢ o gradiente de coluna de agua.
De outra forma, condutividade hidrdulica K esta em funcao do conteido da agua
no solo 0, K(0). Esta fungao é menos afeitada pelo comportamento da histereses que a
funcao K ().
Entao a Lei de Darcy para solos nao saturados também pode ser escrita da seguinte
forma:
qg=—-K(0)<7 H. (2.21)

Substituindo a equagao (2.20) em (2.16) obtém-se (HILLEL, 1998, Equagao (8.11)):

00
5 =V KW 7 ), (222

esta equagao é conhecida como a Fquacao de Richards.

A coluna de dgua total é a suma da coluna de agua do potencial de pressao (H,),
ou da coluna de dgua do potencial matrico (pode ser negativo e expresso pelo U), e da
coluna de agua potencial gravitacional (H,), como tinha-se mencionado na Secdo 2.3,

entao, pode-se escrever:

00
5 = VK@) v (Hy + Hy)l = v - [K(¥) 7 (¥ = 2)], (2.23)
na qual z é a coordenada vertical, se o fluxo é vertical entao 7z é igual a unidade,

obtendo-se a seguinte equacao:

00 0K
—=—-KW)yV¥+—. 2.24
5 VR v+ (2.24)
Se o fluxo é horizontal entao 7z € igual a zero. Assim, tem-se:
00
EZV{M%VQ} (2.25)

Para poder esclarecer as coordenadas do modelo apresenta-se a Figura 14.
A equacao de Richards tem uma analogia com equagoes da difusao e do calor
considerando o seguinte tratamento matematico.

O gradiente da coluna de dgua do potencial métrico OW/0x pode-se expandir pela



39

Fonte de agua

Fluxo de agua
o

()
()
()

Figura 14 - Coordenadas do sistema, fluxo da agua no solo.

regra da cadeia da seguinte forma:

ov  dv oo

na qual a expressao 00/0x ¢é o gradiente do contetido da dgua no solo e dV¥/df é o reciproco
a Capacidade especifica do conteido da dgua no solo, C(0):
do
c)=—. 2.27
0)="13 (227)

Entao, usando a expressao (2.27), a Lei de Darcy (2.21) unidimensional pode ser escrita,

o= K(0)2% - KO

— = . 2.28
oz C(0) ox (228)
Esta ultima equacao é andloga a Lei de Fick da Difusao, na qual se introduze a funcgao
denominada Difusividade hidrdulica, D:
K(0) dWv
D)= —==K(0)— 2.29

que tem como unidades fisicas no SI de (m?/s).

Desta forma a equagao (2.21) pode ser reescrita:
g=-D(O)v9, (2.30)

da forma unidimensional tem-se:

¢=-D(0)5 (2.31)
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que seria matematicamente igual a la primeira Lei de Fick da Difusao.
Desta forma, a equagao (2.25) com a Difusividade Hidrdulica é rescrita da seguinte

maneira;:

06

=V |[pO)v. (2.32)

Note-se que a ultima equagao depende s6 de uma unica variavel (#) em lugar de duas (0
e ).

Tomando em conta o potencial gravitacional da forma que foi feita na equacao
(2.24), obtém-se a equagao com a Difusividade hidrdulica considerando o fluxo vertical
(HILLEL, 1998, Equagao (8.24)):

00 0K (0)

5 = VDO VO +—==v-[D) v+

dK () @
do 0z

(2.33)

2.7.2 Descricao da Dinamica Nao-Linear

A nao-linearidade na dinamica da propagacao de agua no solo é consequéncia
da dependéncia da condutividade hidraulica com respeito a coluna de dgua do potencial
mdatrico K(¥) ou ao contetido da dgua no solo K(6).

Existem varias funcoes empiricas que relacionam a condutividade hidrdulica, com

respeito a coluna de dgua do potencial mdtrico ou ao conteiudo da dgua no solo. Assim,

tem-se:
K(U) = % (2.34)
K(V) = ﬁ (2.35)
K(0) = ab", (2.36)

K@) = K, (?) ' : (2.37)

nas quais, K, é a condutividade hidraulica saturada, a, e n sao constantes empiricas,
diferentes em cada funcao, e f é a porosidade.

As funcgoes apresentadas sao as mais empregadas para mostrar a dinamica nao-
linear. Os valores dos parametros dependem do tipo de solo, seu ajuste deve ser feito

experimentalmente (HILLEL, 1998).
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Genuchten (1980) desenvolveu as seguintes equagoes:

S(T) =[1 + (a|¥)"]™™, (2.38)
K(S) =K ,SY?[1 — (1 — sY/mym?, (2.39)
nas quais:
S) = i__ifr : (2.40)
m = 1- % : (2.41)

sendo A, o contetdo da agua de saturacao, 6, é o conteido da agua residual , n e o sao
parametros estabelecidos em (GENUCHTEN, 1980).

Neste trabalho foi usado o estudo de Holzbecher (2012) a partir das equagoes
desenvolvidas em (GENUCHTEN, 1980). Holzbecher (2012) propoe uma outra abordagem
da Equacao de Richards para poder observar o comportamento da dinamica nao-linear.

Esta abordagem é representada pela seguinte expressao:

00 ov 0 0
50 51 = s | <5 2] (242)

na qual, para encontrar o coeficiente de pressao derivativo 96/0V usa-se as equagoes (2.40)

e (2.38) de onde se tem:

(05 — 07“)
0=0,+ : 2.43
T+ @) 28
derivando a expressao (2.43) tem-se:
_ n—1
90 (B~ 0)(mma) (0 [ ¥ o

ov [+ (e [ )]t

Por fim, a Equagao de Richards (2.42), é escrita da seguinte maneira:

00 0¥ 0 ov

pow_9 [mf) (a_ - 1)] | (2.45)
Usou-se a fungao pdepe do MATLAB, descrita no Apéndice A, para simular o comporta-
mento nao linear.

Na Figura 15 mostra-se a simulagao da dinamica nao-linear para uma profundidade

de 0,50m, e diferentes entradas. Utilizou-se parametros do solo Guelph Loam ja timido

de (GENUCHTEN, 1980). Observa-se um atraso nos primeiros 0,5 x 10°s da simulagao.

O modelo nao-linear s6 é capaz de representar contetidos de dgua maiores que o
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—u=0,29x10%m/s
—u=0,58x10"%m/s
—u=0,87x10"%m/s
——u=1,16 x 10°%m/s

1 1 J

3 4 5
z(m) x 10°

N -

Figura 15 - Contetdo da dgua, 6(¢), dinamica nao-linear em uma profundidade L=0,50 m.

conteudo da dgua residual (6,).

0.42r
0.4+
0.3&%
E 0.36»/
SN
£ 034
)
0.32} —u=0,29 x 10 5m/s
——u=0,58 x 107 5m/s
0.3f —u=0,87x10"%m/s
——u=1,16 x 10°%m/s
I I T T J
0 1 2 3 4 5
z(m) x 10°

Figura 16 - Contetdo da dgua, §(¢), dinamica nao-linear em uma profundidade L=0,15m.

Por outro lado, na Figura 16 mostra-se a simulagao do sistema em uma profun-
didade de L=0,15m com as mesmas entradas e parametros da simulacao anterior. Neste
caso pode-se observar que com um fluxo de dgua de 0,29 x 10°m/s o sistema mostra um

pico nos primeiros 0,5 x 10°s, sendo este um comportamento nao linear do sistema.
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2.7.3 Obtencao da Forma Linear da Equacao de Richards

Considerando a forma unidimensional da equacdo (2.33) que representa a pro-

pagagao da dgua verticalmente (HILLEL, 1998), tem-se:

90 0 00 dK(6) 00
Desenvolvendo a equacao anterior, obtém-se:
00 020 oD(0) dK(0)] 00
a1~ Pz + [ T ] P (247)

na qual se considera a Difusividade Hidrdulica invariante no espago. Portanto,
0D(0)/0x = 0 e praticamente tem-se uma constante D = D(6y). Entdo, para um va-

lor de D(6y) considera-se,
dK(0)

Ko = = lo=ay - (2.48)

Tomando em conta as consideragoes apresentadas anteriormente tem-se a forma Linear

da Equagao de Richards com fluxo vertical (MENZIANT; PUGNAGHI; VINCENZI, 2007):
00 D 020 00

A seguir, se Ky = 0 obtém-se a forma Linear da Equacdo de Richards com fluzo horizontal,
2
% _ 0%
ot 0x?

(2.50)
Para ilustrar o comportamento da equagao (2.49) obtiveram-se os valores de D e Kj do
mesmo solo (Guelph Loam) usado na descri¢ao nao-linear. O calculo foi feito usado as
formulas de (CHEN; TAN; CHEN, 2003).

Na Figura 17 mostra-se o grafico da dinamica linear a uma profundidade de
L=0,50m e os mesmos valores de entrada que na Secao 2.7.2. Observando-se que o
contetdo da agua no solo vai aumentando ao passar o tempo.

Na Figura 18 mostra-se o grafico da dinamica linear na profundidade de L=0,15m
usando as entradas e os parametros do caso anterior. Comparando esta simulacao com a
mostrada na Figura 16 onde se observava um pico nos primeiros 0,5 x 10°s com um fluxo
de dgua de 0,29 x 10°m/s, agora este pico sumiu.

A simulacao da equacao linear de Richards, foi feita usando a mesma fungao pdepe

do MATLAB, como no caso nao linear.
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0.7r
0.65-
0.6-
"= 055-
o
£ osf
D
0.45F —u=0,29x105m/s
——u=0,58 x 107 %m/s
0.4r ——u=0,87x10%m/s
——u=1,16 x 10%m/s
035 I I T T J
0 1 2 3 4 5
z(m) x 10°

Figura 17 - Conteido de dgua 6(t), dinamica linear em uma profundidade de L=0,50 m.

0.8
0.7-
% 0.6
=
S
< 0.5+
—u=0,29x10"%m/s
0.4 —u=0,58 x10"%m/s

—u=0,87x10%m/s
——u=1,16 x 10°%m/s

1 1 J

Il
0 1 2 3 4 5
z(m) x 10°

Figura 18 - Conteido de dgua (), dindmica linear em uma profundidade de L=0,15m.
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2.8 Analogia da Equacao de Richards com Equagao do Calor

A expressao que representa a Equagao do Calor é apresentada em (VORONOV,

1985, Segao 1.3), da seguinte forma,

v 1 Ov
- - 2.51
or?  ~20t 0, (251)
sendo:
L_¢ (2.52)
2N '

na qual ¢ é o Calor Especifico volumétrico (J/m*K), A é a Condutividade Térmica (W /mK)
e finalmente v é a temperatura (K). Por tanto, tem-se:

_ A 2.53
a=—=7, (2.53)

na qual « é a Difusividade Térmica (m?/s) .
Por outro lado, considerando constantes as fungoes da equacao (2.29), tem-se,
K

D=— 2.54
=, (254)

na qual, D é a Difusividade hidrdulica (m?/s), K é condutividade hidrdulica (m/s) e C é
Capacidade especifica do contetido da dgua no solo (1/m) (HILLEL, 1998).
Para fines analiticos desta se¢ao, a equagao (2.50) é escrita da seguinte maneira:

2
1
g0 _L19_y. (2.55)

Desta forma pode-se concluir que a equagao (2.51) é andloga a equagao (2.55).

2.9 Condicoes de Contorno

O problema fisico da propagacao da dgua no solo é representado pela equacao de
Richards que é uma PDE parabdlica. A solugao da PDE ¢é dada dentro de uma regiao
A no plano (z,t) dentro de um contorno I'; onde se tem condigdes auxiliares adequadas,
denominadas Condicoes de Contorno. Os tipos de condig¢oes de contorno mais importantes

sdo (JEFFREY, 2001):

1. Condigao Dirichlet,
0(a,t) = f(x,1), (2.56)
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na qual, f(x,t) é uma funcao dada. Neste trabalho esta fungao é representada por
uma constante que chegaria a ser um valor do conteido da dgua no solo, com a

unidade no ST de m?3/m?.

2. Condicao Neumann

86—]%(:10,15) = g(z,t), (2.57)

na qual, N é a normal do contorno I e g(z,t) uma funcao dada. Neste trabalho esta
fungao g(z,t) é representada por uma constante que chegaria a ser a vazao dada em

2

m? /s por drea em m?, concluindo que é um valor da densidade de fluxo de 4gua na

superficie do solo, com unidades no SI de m/s.

2.10 Funcao de Transferéncia da Equacgao Linear de Richards

Apresenta-se a funcao de transferéncia da equacao linear de Richards para possi-

bilitar o projeto dos controladores lineares.

2.10.1 Funcgao de Transferéncia Considerando o Fluxo Horizontal

Nesta sec¢ao considera-se a equacdo da difusao (2.50) apresentada na Segao 2.7 do
presente trabalho. Onde se mostra o caso da equacao de Richards na forma de uma PDE
parabdlica linear e unidimensional. Nesta equacao o coeficiente da Difusividade hidrdulica
D é considerado um parametro constante do sistema.

Astrom e Higglund (2006, Secdo 2.3) mencionam a funcio de transferéncia da
equagao do calor. Netushil (1978, Segao 5.4) apresenta o desenvolvimento da equagao do
calor.

Neste trabalho foi desenvolvida a funcao de transferéncia para o caso da propagacao
da 4dgua no solo que é representada pela equacao de Richards. A equacao de Richards é
andloga a equacao do Calor. Para fines analiticos desta se¢ao toma-se em conta a equagao
(2.55) descrita na secdo anterior.

Considera-se o desenvolvimento feito em (VORONOV, 1985, Secao 1.3), no qual se

realiza uma andlise da funcao de transferéncia da equagao do calor.
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Sendo o caso da propagacao da agua no solo, considera-se o valor inicial da equagao

(2.55) como, (z,0) = 0. A Transformada de Laplace de 00/0t é dada por:

00
£ {E} =s0(z,s), (2.58)
substituindo (2.58) em (2.55), obtém-se,
0?O(z,s) s
—axQ — 5@(1‘, S) =U, (259)
entao, a solucao é dada por:
O(z,s) = Ae "™V5 L BeroVs (2.60)

na qual k = 1/v/D.

Uma das condigoes de contorno considerada é o conteido da dgua no solo em um
ponto infinito do espaco afastado da superficie do solo. Assim, tem-se um contetudo da
dgua do ambiente. Isto é representado por: 0(co,t) = 0, i.e. (o0, s) = 0, portanto, B = 0.
Entao, tem-se,

O(z,s) = Ae rmVe (2.61)

Continuando com a analise das condig¢oes de contorno, foram apresentadas trés tipos
de duplas de condig¢oes de contorno, porém, a terceira dupla é diferente a apresentada
em (VORONOV, 1985). Esta ultima dupla de condigdo de contorno ¢ mencionada em
(NETUSHIL, 1978). Correspondentemente com estas trés duplas de condigoes de contorno,
apresentam-se trés tipos de funcoes de transferéncia. A seguir, considerou-se a equacao
(2.61) para fazer a andlises dos trés casos.

I) O conteido de dgua no solo na superficie é considerada em 6;,, = 6(0,t), que
é a variavel de entrada. O contetido da dgua no solo a uma determinada distancia L,

Opue = O(L,t), é a varidvel de saida. Portanto:

Oi(s) = ©(0,s)=A (2.62)
Ouui(s) = O(L,t) = Ae "Evs, (2.63)

Estas condigoes de contorno sao do tipo Dirichlet. Entao, tem-se a seguinte funcao de

transferéncia:
Oout(s) kL5
_ — g rLVs 2.64
G1(s) 0:.(5) e (2.64)
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Por fim, considerando a equacgao (2.64), como:

Gy(s) = e VIE/D)s (2.65)
assim, 7 = L?/D, e portanto:
Gi(s) =e V7. (2.66)

II) Considerando a densidade do fluxo de dgua incidente como varidvel de entrada
(uim = u,). Enquanto que o conteiido da dgua do solo na superficie (6,,;, = 60(0,t)) é
a variavel de saida. Se nao houver nenhuma propagacao da agua no solo a partir da

superficie para o meio circundante, a equacao de balanco da propagacgao da agua é:
00(0,t)
ox

Uin = U = -D (267)

em que D é a Difusividade Hidrdulica,de esta forma, a variavel de entrada e saida, res-
pectivamente, sao:
00(0, s)

Upit(s) = ©6(0,s)=A. (2.69)

Estas condigoes de contorno sao do tipo: Neumann (2.68) e Dirichlet (2.69). Logo, a

funcao de transferéncia é dada por:

Uout(s) 1
G - - . 2.70
2(s) Uin(s)  Dry/s (2:70)
Entao, substituindo x na equacao (2.70),
1
Go(s) = NoTh (2.71)
assim, 7 = D, portanto,
1
Go(s) = —. (2.72)

IIT) Considerando a densidade do fluxo de 4gua incidente como variavel de entrada
(u;m = u,). Enquanto que o conteido da dgua no solo a uma determinada distancia,

L, Oy = O(L,t) é a varidavel de saida. De esta forma, a varidvel de entrada e saida,
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respectivamente, sao:

Upn(s) = —D%:DKA\/E, (2.73)

i

Ouui(s) = O(L,t) = Ae "HVs, (2.74)

Note que, as condigoes de contorno sao do tipo: Neumann (2.73) e Dirichlet(2.74), como

no caso anterior. Logo, a fungao de transferéncia é:
Gy(s) = Do) _ €7
s) = = .
’ Un(s)  Dry/s

Por fim, considerando a equagao (2.75), como:
. o~V (I2/D)s (

(2.75)

»

assim, 7 = L?/D e 7 = D, entao,

2.10.2 Funcgao de Transferéncia Considerando o Fluxo Vertical

Para este caso considera-se a equacao (2.49), na qual foi aplicada a Transformada
de Laplace da expressao (2.58). Entao, tem-se:
0?0(z,5) Ky00(z,s5) s

Resolvendo a equagao diferencial homogénea (2.78), tem-se:

@(Z, S) _ Cl 67%(\/K3+43D7K0)z + 02 e%(\/Kg+4sD+Ko)z7 (279)

Segundo as condic¢oes de contorno, o contetido da agua no solo em um ponto infinito do
espago, afastado da superficie do solo, tem-se um contetido da agua do ambiente. Isto é
representado por: 6(co,t) = 0, i.e.0(o0, s) = 0. Portanto, Cy = 0, assim, tem-se que:

O(z,s) =C e~ 2p (VK3 +4sD-Ko)z (2.80)

Considerando o terceiro caso apresentado na Secao 2.10.1. No qual se considera a densi-
dade do fluxo de dgua incidente como variavel de entrada (u;, = u,) e o contetido da dgua
no solo a uma determinada distancia L como a varidvel de saida 6,,, = 6(L,t). Desta

forma, a varidvel de entrada representa uma condicao de contorno do tipo Neumann e a



20

variavel de saida do tipo Dirichlet, portanto:
00(0 1,/

Ouut(s) = O(L,t) = C, e 20 (VESH4sD=Ko) (2.82)

A seguir, a funcao de transferéncia é:

G(s) Oout(8) 26*%(\/%4(0)
S) = — .
Un(s)  VK§+4sD - K,

Para poder observar o comportamento do modelo, foram ilustrados os diagramas de Bode

(2.83)

da fungao de transferéncia (2.83) juntamente a fungao de transferéncia (2.77) na Figura 19.
Os parametros usados para esta ilustragio sao: D=846x10"°m?/s, K;=1,69x10"%m/s

e L=0,15.
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Figura 19 - Resposta em frequéncia da funcao de transferéncia da equagao de Richards

com fluxo horizontal (Linha solida) e com fluxo vertical (Linha tracejada).

Na Figura 19 pode-se observar que as duas repostas sao bem parecidas em baixa
frequéncia, tanto a fase quanto a amplitude. A desfasagem se mantem uniforme até uma

certa frequéncia critica, apés este ponto a fase comeca a oscilar.



o1

3 CONTROLE PROPORCIONAL E INTEGRAL DO SISTEMA DE
IRRIGACAO

Neste capitulo foi desenvolvido o projeto do controlador Proporcional Integral para
o modelo apresentado no capitulo anterior. Considerou-se a funcao de transferéncia da

propagacao de agua no solo horizontal quanto vertical para o projeto do controlador PI.

3.1 Controlador Proporcional Integral

O controle proporcional integral é representada pela expressao:

u(t) = K, (e(t) +% /0 te(T)dT> , (3.1)

i
na qual, u(t) € R é o sinal de controle, e(t) ¢ o erro do controle. O erro ¢é definido como,

e(t) = Orer — 01 (1), (3.2)

na qual, 6, € R ¢ o sinal do contetido da dgua no solo de referencia e 1 (t) € R é o sinal
do conteiido da agua no solo da saida em uma certa distancia L € R.

Na Figura 20 ilustra-se o diagrama de blocos do sistema de controle, mostrando a
realimentacao respectiva. O sinal de controle é a suma do termo proporcional e do termo
integral. K, € R* é o ganho proporcional, T; € RT é o tempo integral, sendo os dois

parametros do controlador (ASTROM; HAGGLUND, 2006). A funcdo de transferéncia do

d,(t)

e(t u(t l ot
.‘:‘ (t) { o } © z‘ { . ot

e ref
>

Figura 20 - Diagrama de blocos do sistema de controle.
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controlador PI (3.1) é representada por,

Ul(s) 1
Cls)=—==K, (1 . 3.3
=5y =1 (14 7 (3.3
Esta fungao de transferéncia pode ser escrita da seguinte maneira:

K, (T, 1
p (Lt ) | (3.4

=7 (%

nesta ultima expressao, fica na descoberta o polo na origem dividido a acao integral, e o

zero em s = —1/7T;.

3.2 Projeto do Controlador Proporcional e Integral da Funcao de Trans-

feréncia da Equacgao Linear de Richards

O projeto foi realizado considerando as fungoes de transferéncia apresentadas em
(2.66) e (2.77), que consideram a equagcao linear de Richards, expressa na equagao (2.55).
O projeto dos controladores foram desenvolvidos usando o critério de Nyquist,
analisando o comportamento das frequéncias da Margem de Ganho (MG) e Margem de
Fase (MF), mostradas na Figura 21 (CASTRUCCI; BITTAR; SALES, 2011). O grafico de

Nyquist foi tragado utilizando os seguintes limites:

lim H(jw) = 0, (3.5)
w—r—+00
wlg& H(jw) = oo. (3.6)

sendo,

H(s) = C(s) x Planta do sistema. (3.7)
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Figura 21 -Diagrama de Nyquist da malha direta da fungao de transferéncia da H (jw),

frequéncias analisadas.

Entao, foram consideradas as fungoes de transferéncia descritas nos casos I) e I1I),
apresentadas anteriormente na Secao 2.10.1. A seguir, mostra-se o desenvolvimento do

projeto do controlador proporcional integral para cada um desses casos.

3.2.1 Funcao de Transferéncia-Condigcao de Contorno Dirichlet

Neste enfoque sao consideradas duas condigoes de contorno do tipo Dirichlet. Fisi-
camente sao representadas pelo conteido de dgua no solo na superficie do solo e um valor
do conteudo de agua a uma distancia L no solo. Entao, usando a fungao de transferéncia

(2.66), tem-se que,

H(s) = C(s)Gh(s) = % (%) eV (3.8)

Desta forma, para a analise na frequéncia a expressao anterior é dada por,

. K, (Tijw+1\ _ o
H(je) = o2 <T> VT (3.9)
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com a expressao: \/Jjwt = /5 + 4/, tem-se:

wT K T ] 1 : wT
H(jio) = = je VT A2 (&) NF (3.10)
i w

H(jw) = —e—ﬁ%’ (]T + > <sen\/m—|—jcos \/E) (3.11)
H(jw) = — e—\/“’z_T%’ {—sen\/i T, cos\/7+ j (Tsen\/7 + 2 cos \/EH .

(3.12)
Para determinar a Margem de Fase, satisfaz-se que:
[H(juoy)| = 1. (3.13)
Entao, avaliando-se wy na equagao (3.10), obtém-se a seguinte expressao:
. UK Tijwf +1 et
H — | — 2 _p P — J 2 = 1 314
)| = |-ieVF g2 (B (.14
Seguidamente,
2,2
K T; wy + 1 @
H(y =P X~  |e VT 3.15
e e L (315)
2,2
K, T; wy + 1 _ e
_— -_ 2 — 1 3.16
T ik , (3.10
K2
T_.g (T7ws +1) = wfez\/ (3.17)
K2
T—;’ (Trw? + )—wf62v =0. (3.18)
Definindo-se:
Wp 1= TWf, (3.19)
entao,
Wy
=7 3.20
wp =, (3.20)
logo:

K} (TPw; 4+ 7%) — 03 T7e V> = 0. (3.21)
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Se:

com isto:

Kj (rfo} + 1) —wprfeV™ =0, (3.23)

por fim, tem-se:

T = \/ . (3.24)
w
ou também:
K, = (3.25)
Por outro lado, a MF esta dada por,
MF =7+ arg[H (jwy)], (3.26)
portanto, avaliando wy na equacao (3.10), tem-se,
wrT K E y 1 . u
MF =7 4 argl—jeVF K (M) VF], (3.27)
i wr

tirando o argumento dos termos complexos, obtém-se:

MF = g - N/% + arctan(Tiwy) . (3.28)

Da mesma forma, substituindo a expressao (3.19) na equagao (3.28) tem-se,

_T_ % Tior
MF = 5 5 + arctan( . ). (3.29)

Substituindo a expressao (3.22) na ultima equagao, obtém-se,
MF = g -1/ % + arctan(r;wy) . (3.30)

Finalmente, a MF fica em funcao do parametro dimensional 7;, expressa em (3.24),
e a frequéncia de fase parametrizada (wy). Fazendo uso das expressoes (3.25) e (3.30),
pode-se obter a Figura 22, onde se mostra uma familia de curvas do 7; com o seu respectivo
valor de K, para uma determinada margem de fase dentro de uma faixa de w; de 0,0049

2 0,2193.
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Figura 22 - Familia de curvas da MF, condi¢bes de contorno Dirichlet (0,0049 < w; <

0,2193).

Por outra parte, a Margem de Ganho foi determinada pela frequéncia wy, que ¢ a

primeira solucao da seguinte equacao:

arg[H (ju,)] = —,

ou de forma equivalente, tem-se:

ImlH (jwoy)] = 0.

Aplicando a expressao (3.32) na equagao (3.12), obtém-se:

/ 1 /
Tisen Lﬂ—l——cos M:0,
2 Wy 2

da qual se tem,

WyT 1
tan |/ —— + =0.
2 Tiwyg
Definindo-se:
Wy = Twy ,
da onde se tem,
W
wy =2,
-

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)
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substituindo a expressao (3.36) em (3.34), tem-se,
\/ (3.37)
logo, substituindo a expressao (3.22) na equagao (3.37) , obtém-se,
-1
Wy tan 4/ 5
Sabe-se que a MG é dada pela seguinte equacao:
-1
MG=———, 3.39
Re [H (i) 339

Entao, avaliando w, na equacao (3.12), tem-se:

2, .2
K, [\ Tiwg +1 —
H(jw,)| = =2 [ L2 | eVH (3.40)

)
T, w0y

em seguida, substituindo a parte real da equacao (3.12) na expressao (3.39), obtém-se,

MG = (~1 ){—e VTK [wg \/W T, os\/i}}_l (3.41)

nge\/

(3.42)
[sen,/ — Thwg cos | <4~
considerando as expressoes; (3.35), (3.36) e substituindo as em (3.41), tem-se,
T, le\/g

MG = T , (3.43)

K, [sen > -1 gcos\/ 2]

substituindo a expressao (3.22) na equagao (3.43), obtém-se,
MG = 1" (3.44)

K, [senw/ 72 — Ty COS 4 /JJ2 }

A expressao (3.44), fica em funcdo ao parametro adimensional 7; representada pela ex-
pressao (3.38), e a frequéncia de ganho parametrizada (w,).
Na Figura 23, ilustra-se a variavel 7; respeito a margem de ganho para um £, igual

a unidade e dentro de uma faixa de w, de 4,93 a 10,99.
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Figura 23 - MG com condicoes de contorno Dirichlet para K,=1 (4,93 < &, < 10,99).

3.2.2 Funcao de Transferéncia-Condigoes de Contorno Neumann-Dirichlet

Neste segundo enfoque, uma das condigoes de contorno considerada é a densidade
do fluxo de agua incidente na superficie do solo, sendo esta do tipo Neumann, e a outra
uma condicao de contorno Dirichlet. A expressao da funcao de transferéncia é dada pela

equagao (2.77). Desta forma, tem-se que,

K, (Tis+1\ eV
H(s) = C(s)Ga(s) = =2 ( i ) c . (3.45)
T; s TS
Desta maneira, a expressao anterior para a analise na frequéncia é dada por,
K, (T;j 1\ e vier
H@@:_¢£<-W+ >6,_, (3.46)
T; w JwT
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com a expressao, 1/ JjwT = /5 + J /5 € \/JwT = ﬂ/w{ +3 “’{, tem-se:
K, (Tjw+1> e (VEHVE)

T; wT : wT ’
V2 T

) = A (B2 E0) o (L) (YO

(3.47)

H(jw) =—j—

o Jor + jivar ) \Var — jvwr
(3.48)

e_\/? . oT
H(jw) =—j§% o (JT+£) (Var — jvwr) e VT | (3.49)

2K,e V7 1 [T
H(jw):—\%—?jew__ (Vwr — jvwr )[;sen % T; cos - +
sen@/7+—cos~/7) , (3.50)
por fim, tem-se,

H(jw):—g%efMéﬂLTi) VwTsen \/;—F(é— ) Tcos\/%—i-
((T——)\/_sen\/; ( E)ﬁcos@)].(&fﬂ)

Para determinar a Margem de Fase ¢é satisfeita a equagdo (3.13). Assim, avaliando wy na

o

J

equagao (3.49), obtém-se,

WfT
2K,e V72 1
V2K, e V72 (jTH-

Hi _ V2R - o) eV =1, (352
HGo)| = | -5 o) (Va7 = o) e (3.52)
Entao,
T2w? +1
K '3 f weT
[Hjeoy)| = V272 | Y | eV (3.53)
T; Wy
2,2
K, 5w+l o
Vabe [V eV o (3.54)
1 wy
2K weT
72 (17 241) =w2e?V T (3.55)
2K i
T; (T7w? + )—wf62 2 =0. (3.56)

Considerando as expressoes (3.19), (3.20), e substituindo as em (3.56), tem-se:

2K (TPwF + 7°) — wiT eV = 0. (3.57)
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Logo, substituindo a expressao (3.22) em (3.57), obtém-se :

2K, (170} +1) — wjrfeV™ =0, (3.58)
por fim,
(3.59)
De outra forma, também tem-se:
(3.60)

Por outra parte, a MF foi dada pela expressao (3.26). Portanto, considerando a equagao

(3.49) com wy, obtém-se,

o .ﬂerivg . 1 — . —\ wrT
MF—W+arg[—j7f o (]Ti—l—w—f) (\/wa—j wfr)e V7], (3.61)

entao, tirando o argumento ficaria:

MF:%—M%§+mmwGWﬂ. (3.62)

Da mesma forma, substituindo as expressoes; (3.19), (3.20), na equagao (3.62) tem-se,

n T;
MF =1 2+ arctan(=22) . (3.63)
4 2 T

Substituindo a expressao (3.22) na ultima equagao, obtém-se,

MF = % — % + arctan(r;wy) . (3.64)

Por fim, a MF fica em funcao do parametro adimensional 7; representada na (3.59), e a
frequéncia de fase parametrizada (wy). Utilizando as expressoes (3.60) e (3.64) pode-se
obter a Figura 24, onde se mostra uma familia de curvas do 7; com valores respectivos de
K, para uma determinada margem de fase dentro de uma faixa de wy de 0,01 a 0,3.
Para a Margem de Ganho é satisfeita e a expressao (3.32). Entao, da equagao

(3.51), obtém-se a seguinte equagcao:

1 1
(Ti - _) /weTsen, | LIS (_ - Ti) / WqT COS 4 | = = 0, (3.65)
Wy 2 Wy 2

da qual se tem,
weT  Tiwy+1
2 Tw,—1

0. (3.66)

tan
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Figura 24 - Familia de curvas da MF, condiges de contorno Neumann-Dirichlet (0,01 <
wp <0,3).

Considerando-se as expressoes (3.35) e (3.36), substituindo as na equagao (3.66), tem-se:
o, Tiwg + 1

t e e | 3.67

an 5 + T, — 7 ) ( )

logo, substituindo a expressao (3.22) na equagao (3.67), obtém-se,
Yy
2

Wy (tan w_; + 1)

Por outra parte, a MG ¢ dada pela equagao (3.39), avaliando w, na equacao (3.51), tem-se:

V2 K,e™ VE
MG = (_1)<_7f o [(wg —l—T) /Wy Tsen
(w_g — TZ) \/wyT cos % ; (3.69)

Tiw, /2w eV 5
MG — Wyy/2wyTe (3.70)

K, [sen 297+ Tiwgy cos 4/ ng

considerando as expressoes; (3.35), (3.36), e substituindo as na equagao (3.70), tem-se,

T2, /20,2 —e\/i
MG = . (3.71)
K, [sen %—{—E%COS@/#}

tan

(3.68)

T; —
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Finalmente, substituindo a expressao (3.22) na equacao (3.71) , obtém-se,

MG = A . (3.72)
K, [Sen\ [ 55+ Tyl cos 4/ %]

Esta ultima equagao fica em fungao do parametro adimensional 7; representada por (3.68),

e a frequéncia de ganho parametrizada (w,).
Na Figura 25, ilustra-se a variavel 7; respeito a margem de ganho para um £, igual

a unidade e dentro de uma faixa de w, de 1,23 a 10,97.

K,=1

Ti
w
T

_l I I I J
0 0.5 1 15 2

MG x10°

Figura 25 -MG com condicoes de Contorno Neumann-Dirichlet para K,=1 (1,23 < o, <
10,97).

3.2.3 Exemplo do projeto com a Condicao de Contorno Neumann-Dirichlet

No presente trabalho, foi considerado como variavel de controle a vazao, que seria
a densidade de fluxo na superficie do solo. Dito abordagem foi apresentado pela Funcao de
Transferéncia expressa em (2.77). Portanto, a seguir é mostrado um exemplo que ilustra
o projeto desenvolvido.

Para este exemplo, utilizou-se os dados experimentais dos parametros do solo apre-
sentado em (GENUCHTEN, 1980). O calculo da difusividade hidraulica foi feita usando

formulas apresentadas em (CHEN; TAN; CHEN, 2003).
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Obtendo assim, o valor do coeficiente da difusividade hidrdulica, D = 8,46x107%m? /s,
para o solo Guelph Loam umedecido.

Foi considerada uma profundidade de L =0,15m, conseguindo uma resposta em
malha aberta mostrada na Figura 26. Foi considerado a variavel de entrada uma densidade

de fluxo na superficie do solo de 5,78 x10~" m/s.

x10°

Figura 26 - Resposta em malha aberta do contetido de dgua no solo. u=5,78x10""m/s.

A projegao do controlador foi feita usando as expressoes (3.64), (3.72), da MF e
da MG respectivamente. Calculadas na Se¢ao 3.2.2.

Considerou-se como referéncia um contetido de dgua no solo de 0,2m?/m?3. Para
este proposito tem-se na Figura 27 onde se mostra duas escolhas da MF e na Figura 28
mostra-se as duas escolhas para MG. Estas escolhas foram feitas em fungao ao parametro
Ti-

Na primeira escolha, na Figura 27 pode-se observar uma MF de 80° para um
determinado valor de 7;. Com isto, pode-se enxergar que para o valor bastante préoximo
ao 7; da MF tem-se uma MG de 19,15.

Com esta primeira escolha conseguiu-se a resposta em malha fechada ilustrada na
primeira grafica da Figura 29, que mostra um overshoot de 6,5 %.

Para poder eliminar o overshoot teve-se que fazer uma segunda escolha, acrescen-
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Figura 27 - MF, primeira escolha de 80°, segunda escolha de 93°. L=0,15m. D=8,46x10~°
m?/s.

20
| |
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MG

Figura 28 - MG, primeira escolha de 19,15, segunda escolha de 19,69. L=0,15m.
D=8,46x10"% m?/s.
tando a MF para 93°. Esta escolha pode-se observar na Figura 27. Assim, a MF de 93°
pertence a um valor determinado de 7; e este a sua vez tem uma MG de 19,69 mostrada
na Figura 28. Portanto, este aumento de margem de fase fez sumir o overshoot de 6,5%
que se tinha na escolha anterior. A resposta em malha fechada e o sinal de controle sao

ilustrados na Figura 31 e Figura 32.
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Figura 29 -Simulacao do controlador PI em malha fechada com MF=80° e MG=19,15:
(a) conteudo de dgua no solo na profundidade L=0,15m e (b) o sinal de controle.

0.6

0.4
t(s) 00 v z(m)

Figura 30 - Simulacao da distribuicao do contetido de dgua no solo obtida pelo controlador
PI com MF=80° e MG=19,15.
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Figura 31 -Simulacao do controlador PI em malha fechada com MF=93° e MG=19,69:
(a) conteudo de dgua no solo na profundidade L=0,15m e (b) o sinal de controle.

0.6

0.4
t(s) 00 v z(m)

Figura 32 - Simulacao da distribuicao do contetido de dgua no solo obtida pelo controlador
PI com MF=93° e MG=19,69.
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3.2.4 Exemplo do projeto com a Condigao de Contorno Neumann-Dirichlet

Considerando o Fluxo Vertical

A fungdo de transferéncia considerando o fluxo vertical foi representada pela
equagao (2.83). Do projeto do controlador PI pelo critério de Nyquist resultaram equagoes
bastante abstratas, é por esta razao que foi considerado o critério da resposta em
frequéncia da funcao de transferéncia da Equacao de Richards com o Fluxo vertical da
Secao 2.10.2 mostrado na Figura 19.

O parametro K, do sistema foi calculado através de (CHEN; TAN; CHEN, 2003),
obtive-se: Ky=16,93x10"%m/s, o valor da difusividade hidrdulica continuou sendo o
mesmo que a aplicagao anterior (D=8,46x10"%m?/s).

Na Figura 33 tem-se a resposta em malha aberta, considerando uma distancia

L=0,15m.
0.02f
g
=
S
= 0.01r
0.005F
0 I I I I I I J
0 1 2 3 4 5 6 7

t(s) x 10°

Figura 33 - Resposta em malha aberta do conteido de dgua no solo, considerando o fluxo

vertical. u=5,78x10"" m/s.

Obtiveram-se os resultados mostrados na Figura 34 e na Figura 35. Na Figura 19
pode-se observar que o valor da constante do tempo integral é, T; = 10*s. Desta forma,

o ajuste foi considerado como: T;=10,684x10*s. Para obter uma resposta sem overshoot
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o parametro do ganho proporcional foi ajustado: K,=1,2x10"*. Obtendo assim, o valor
do 7; e considerando os graficos da anterior aplicacdo da margem de fase e margem de

ganho, tem-se uma MF=91° e uma MG=16,48.

(a)

=02
-
Eo1F i
fa
0 | | | | | | |
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4
t(s) x 10'
x10° (b)
= 2R -
~
S
S 1r |
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
t(s) x 10"

Figura 34 -Simulacao do controlador PI em malha fechada mais o fluxo vertical com
MF=91° ¢ MG=16,48: (a) conteido de dgua no solo na profundidade L=0,15m e (b) o
sinal de controle.

4 il
02

t(s) 00 z (m)

Figura 35 - Simulacao da distribuicao do conteido de agua no solo obtida pelo controlador
PI com MF=91° e MG=16,48.
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Logo, foi considerada uma perturbacao dy, descrita por,

Om/s, set<20x10Ms
do(t) = . (3.73)
—25x107%m/s, set>20x10"s

Os resultados sao mostrados na Figura 36 e na Figura 38. Pode-se observar que na Figura
36.(b) o sinal de controle reage a aplicagao da perturbagao, mais na Figura 36.(a) o sinal

controlado demora em reagir.

0 (m?/m?)

t(s) x 10°
x10° (b)
"o 2F
~
S
s 1r )
O | T | | |
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
t(s) x 10"

Figura 36 -Simulagao do controlador PI em malha fechada mais o fluxo vertical e dy com
MF=91° e MG=16,48: (a) conteido de dgua no solo na profundidade L=0,15m e (b) o

sinal de controle.
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Figura 37 - Simulagao do controlador PI em malha fechada mais o fluxo vertical e d
com MF=91° e MG=16,48, tempo estendido da Figura 36: (a) conteido de dgua no solo

na profundidade L=0,15m e (b) o sinal de controle.

Para isto, estendeu-se o tempo da simulagao para poder verificar se o conteido de
agua no solo consegui voltar para o sinal de referéncia. Na Figura 37 conseguiu-se observar

que o sinal controlado demora para voltar para a referéncia, mas finalmente volta.
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0.6

'y
t(s) 00 | z(m)

Figura 38 - Simulacao da distribuicao do conteido de agua no solo obtida pelo controlador

PI com d,.

Na Figura 39 e na Figura 40 mostra-se o comportamento do sistema com uma

distancia L=0,50 m.

(@)
= 02F ]
o>
Eo1f .
D
O | | | | L
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
t((k‘:)) X 104
-5
10
32 ‘
=2 1
£
= 1f I
o | I ' | | |
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
t(s) x 10"

Figura 39 -Simulagao do controlador PI em malha fechada mais o fluxo vertical e dy com
MF=60° e MG=5,37: (a) conteido de dgua no solo na profundidade L=0,50m e (b) o
sinal de controle.
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Figura 40 - Simulagao do controlador PI em malha fechada mais o fluxo vertical e d
com MF=60° e MG=5,37, tempo estendido da Figura 39: (a) conteido de dgua no solo
na profundidade L=0,50m e (b) o sinal de controle.
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4 CONTROLE A ESTRUTURA VARIAVEL POR MODO DESLIZANTE

Este capitulo apresenta a base tedrica e o desenvolvimento do controlador por
modo deslizante (sliding mode control — SMC).

As primeiras noc¢oes publicadas em inglés sobre o Controle a Estrutura Variavel
(Variable Structure Control — VSC) foram o livro do Itkis (1976) e o artigo do Utkin
(1977) (EDWARDS; SPURGEON, 1998).

O controle a estrutura variavel por modo deslizante for¢a o estado do sistema em
direcao a superficie de deslizamento, que ¢é escolhida pelo projetista de tal forma que
o sistema tenha o desempenho desejado e seja imune as perturbacoes, deste modo os
efeitos de incertezas paramétricas e perturbacoes sao cancelados e o objetivo do controle
¢ alcangado. O VSC ou SMC funciona idealmente como um controlador de ganho infinito
e tem o sinal de controle descontinuo.

A realimentacao é responsavel por chavear entre duas ou mais estruturas, de tal
forma que um novo sistema é produzido. Este novo sistema é conhecido por ser de
alto desempenho, capaz de rejeitar perturbacoes e praticamente insensivel a variagoes
de seus parametros internos. Porém, a ocorréncia do fenémeno chattering dificulta a im-

plementagao do controle SMC.

4.1 Superficie de Deslizamento

A superficie de deslizamento é uma regiao do espaco de estado onde se garante que
o sistema tenha um comportamento predefinido e estavel (DECARLO et al. 1988).
Para realizar o projeto do controle por modo deslizante tem-se duas etapas

(EDWARDS; SPURGEON, 1998):

1. Projetar a superficie de deslizamento tal maneira que quando a trajetéria do sistema

execute essa superficie, esta seja estavel e comporte-se da forma desejada.

2. Definir uma lei de chaveamento do controle que garanta a existéncia do modo des-

lizante e a alcancabilidade da superficie de deslizamento.
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Por outro lado, os sistemas reais possuem imperfeicoes, tais como atraso e histerese.
Como consequeéncia destas imperfeicoes, o chaveamento deve ocorrer em frequéncia finita.
Desta forma o estado oscila dentro de uma regiao vizinha a superficie de deslizamento.
Este fenomeno é conhecido como chattering. Se a frequéncia de chaveamento for muito alta
em relacao a resposta dinamica do sistema, estas imperfeigoes e a lentidao no chaveamento

do controle poderao ser desprezadas.

4.2 Formulagao do Problema

Neste trabalho é considerado o caso no collocated, o que significa que a medida
feita por um sensor, por exemplo, e o atuador encontram-se em diferentes lugares.

As equagoes de Richards nas coordenadas Vertical (2.49) e Horizontal (2.50) podem
ser também escritas como,

Oi(z,t) = DO, (z,t) — Kob,(z,1), (4.1)
Op(z,t) = DO,.(x,t), (4.2)

respectivamente. Na qual, a notacao adotada é a seguinte:

00(z,t 0%0(z,t
0i(z,t) == (815 ) ;o 0..(z,1) = %,
00(z,t 0%0(x,t
ez(z7t) = ((92 ) ) 9xz<x7t) = % : (43)

Considerando a variagao do campo escalar no espaco e no tempo de 6(z,t), com a varidvel
unidimensional no espago z € [0, L] e a variavel no tempo ¢ > 0. Desta forma, tem-se a

PDE (4.1) e as condigoes de contorno Neumann dadas pelas expressoes:

0.(0,t) = —D 'u(t) +do(t)], (4.4)
0.(L,t) = —D'dy(t). (4.5)

Na primeira expressao tem-se, u(t) € R é o sinal de controle, que seria a densidade de fluxo
de dgua para a irrigagdo. A perturbacdo dy(t) € R representa a chuva ou a evaporagao da
dgua. A perturbagao dp(t) € R é a drenagem da dgua para o resto do solo (z > L). Esta
perturbagao pode também representar a absorcao de dgua pela planta. Estas perturbagoes

nao precisam ser medidas desde que se encontrem em faixas de valores conhecidas.
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Foram abordados dois tipos de problemas de controle:

1. regular a média do contetido de agua no solo, que é definido como,

Gt = %/Oe(z,t)dz. (4.6)

2. regular o contetido de dgua no solo em uma profundidade especifica (z = L), que é

definido como,

0L (t) :==0(L,1). (4.7)
O fluxo de dgua ¢ aplicado na superficie do solo (z = 0).

Observacgao 4.1 A medida de 0 (t) na equacio (4.6) e 0.(t) na equacdo (4.7), podem ser

realizadas por sensores. Os quais podem ser os apresentados em (KIZITO et al., 2008).

4.3 Lei de Controle

Para poder controlar o sistema descrito pela PDE (4.1) e as condigoes de contorno
(4.5) e (4.6), foi proposta uma adequada lei de controle de estrutura varidvel (UTKIN;

GULDNER; SHI, 2009):

ut(t) ,se 0 >0
u(t) = : (4.8)
u (t) ,se o <0

na qual, u*(t) e u~(t) s@o sinais de modulagao definidas como:

ut(t)=dt)+65, u (t)=dt) -7, (4.9)

nas quais, d > 0 é uma constante arbitraria. O limite superior d(t) € R e o limite inferior

d(t) € R sao sinais continuas por partes que satisfazem a seguinte desigualdade:

d(t) < d(t) < d(t), (4.10)

na qual, d(t) € R é o sinal da perturbagao que é rejeitada. Esta seré descrita mais adiante

nas expressoes (4.22) e (4.26).

4.4 Projeto da Superficie de Chaveamento

Baseia-se nas duas abordagens descritas na Segao 4.2.
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4.4.1 Meédia do Contetido da Agua no Solo

A regulacao da média do contetido de dgua no solo é a primeira abordagem consi-

derada. Para isto, define-se a superficie de deslizamento o(t) = 0, da seguinte forma:

o(t) = By — B (1), (4.11)

na qual, 0,, ¢ € R é amédia do contetido de agua no solo desejada. Entao, quando a média

de contetido de dgua no solo 6 ¢ igual a 6,..f, tem-se o(t) = 0.

4.4.2 Conteudo de Agua no Solo em uma Profundidade Especificada

Para regular o conteido de dgua no solo em uma profundidade especifica (L),
escolheu-se uma superficie de deslizamento alternativa. Esta inclui um termo de erro
integral e; para eliminar o erro e entre o conteido da agua no solo em uma profundidade
especificada e uma referencia desejada, tal que,

0(t) = ey — B(1) + es(t) | (4.12)

na qual, 0,y € R é o conteido de dgua no solo desejado e a integral do erro pode ser

expressa commo
t
ei(t) = / Kie(t)dt, (4.13)
0

tal que, K; € R é o ganho da integral e e(t) é o sinal do erro definido como:

e(t) = Opep — (L, t). (4.14)

O equilibrio de (4.13) é obtida quando, e = 0.

4.5 Existéncia do Modo Deslizante

A existéncia do modo deslizante nas duas abordagens de controle da Segao 4.2 é
enunciada no Teorema 4.1 e no Corolario 4.1, apresentados a seguir. Assume-se que a
perturbagao verifica a desigualdade (4.10) com limitantes conhecidos, o que nao requer a
medicao da perturbacao nem dos sinais que a compoem, tais como: chuva, evaporacao,

absorcao e condicoes de contorno.
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Teorema 4.1 Considere a PDE (4.1), as condigoes de contorno (4.4)—(4.5), a lei de con-

trole (4.8), (4.9) mais (4.6), e o(t) dada pela equagao (4.12) com a integral do erro (4.153)

e (4.14). Se a perturbagdo verifica a desigualdade (4.10), entdo a superficie de desliza-

mento, o(t) =0, € alcan¢ada em tempo finito.

Prova: Considerando a fungao positiva definida,
2

o
V - 7 5

que tem como derivada no tempo,
V =o006.

Substituindo (4.6), (4.13) e (4.14) na (4.12) resulta,

1 [* '
U(t) = eref - Z/ 0(Z>t)dz + /OKi [97”€f - 9<L’t)] dt’

0

e derivada no tempo de (4.17) ¢ dada por

5(t) = —%/0 6,2, )dz + K [Brey — O(L,1)] .

Substituindo, 6,(z,t) da PDE (4.1) na (4.18), entao, esta pode ser escrita como,

1
L

o(t) = ——/L [DO,.(z,t) — Kob,(2,t)] dz + K; [0rcf — 0(L,1)] .

0

Resolvendo a integral na equacgao (4.19), pode-se obter,

1

5(t) = —7 [(Dez@, 1)~ Kob(L, t)) - <D9z((), £)— KoB(0, t))} K [0ye—0(L, 1)].

Entéao, substituindo as condigoes de contorno (4.4)—(4.5) na (4.20), resulta,

(t) = %(dm + Koby(t) — u(t) — do(t) — KoB(0, ) + LKy — LKiHL(t)> .

Definindo o sinal de pertubacao,

d(t) = dp(t) + Kob(L,t) — do(t) — Kof(0,t) + LEifer — LK0(L,1) .

Entao, a equagao (4.21) pode ser reescrita como,

o= —[d(t) — u(t)] .

L

Usando (4.23) na equacao (4.16), esta ultima pode ser expressa como,

V= Z[d(t) — u(t)] .

L

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)
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Tomando em conta a lei de controle (4.8)-(4.9), pode-se concluir que,

V§—¥<O,a7§0, (4.25)

desde que a perturbacdo d(t) verifique a desigualdade (4.10). Portanto, a superficie de

deslizamento serd alcangada em tempo finito (UTKIN; GULDNER; SHI, 2009, Segao 2.5). O

Corolario 4.1 Considere a PDE (4.1), as condi¢oes de contorno (4.4)—(4.5), a lei de
controle (4.8), (4.9) mais (4.6), e o(t) dado pela equagao (4.11). Se a perturbagdo verifica

a desigualdade (4.10), entdo a superficie de deslizamento, o(t) = 0, € alcang¢ada em tempo

finito.
Prova: A prova do Teorema 4.1 considerando K; = 0, é obtido dado que o sinal da
perturbagao,
d(t) =dp(t) + Ko0(L,t) — do(t) — Kob(0,1), (4.26)
satisfaz a desigualdade (4.10). O

4.6 Estabilidade do movimento deslizante

A analise da estabilidade do movimento do estado na superficie de deslizamento do
sistema em malha fechada baseia-se na Transformada de Laplace da PDE linear (4.1) e no
critério de estabilidade do Mikhailov (NETUSHIL, 1978, Segao 7.3) baseada no Principio do
Argumento (CASTRUCCT; BITTAR; SALES, 2011, Secao 5.7.1) para fungdes de uma varidvel

complexa, vide Apéndice C.

Teorema 4.2 Considere a PDE (}.1) com as condigoes de contorno (4.4)—(4.5), o sinal
de controle (4.8), o sinal o(t) (4.12) e (4.6), e a integral do erro (4.13) e (4.14). Se o

modo deslizante comeca em tempo finito na superficie de deslizamento,

1 L t
o(t) = ey — Z/Oé(z,t)dz + /OKi [eref — (L, t)|dt =0, (4.27)

e o ganho K; > 0 € suficientemente pequeno, entdo o estado 6(z,t) converge para o

equilibrio estaciondrio 0s5(2), Vz € [0, L], e o sinal de erro e(t) converge para zero.
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Prova: O modo deslizante comeca em tempo finito ¢, > 0 de acordo com o Teo-
rema 4.1. A partir desse instante, o estado do sistema satisfaz a equacao da superficie de
deslizamento (4.27).

Para proceder a andlise, aplica-se a Transformada de Laplace a equacao (4.27),

entao,

eref 1 L 1 eref _

na qual, ©(z,s) é a transformada de Laplace de 6(z,t). Multiplicando os dois lados

de (4.28) por “s”, esta equagao tem as mesmas raizes de,

1 L
eref_z/o sO(z, s)dz + K; {07:]0 —O(L, s)] =0. (4.29)

Seguidamente, considerando de novo a abordagem apresentada em (VORONOV, 1985,
Secao 1.3), que foi considerada na Secao 2.10.2, onde se tem a Transformada de Laplace

de 6,(z,t). Usando a nova nomenclatura, a expressao (2.58), é:

L£1{0:(z,t)} =50(z,5), (4.30)

portanto, a transformada de Laplace da equacao (4.1) pode ser expressa como

sO(z,s) = DO,.(z,5) — KiO,(z,s) . (4.31)

Os termos de (4.31) sao reorganizados tal que se tenha a equagao (2.78) reescrita como,

DO..(z,s) — K¢©.(z,5) —sO(z,s) =0. (4.32)

A solugao da equagao diferencial (4.32) foi dada na expressao (2.79), porém pode ser
expressa da seguinte forma,

O(z,5) = Crexppi(s)z] + Caexp [pa(s)2] , (4.33)

pi(s) = —%(\ [K2 4 45D — Ky), (4.34)
pa(s) = %(\ /K2 +4sD + Ky) , (4.35)

na qual, C; = 6(0,s) e Cy = 0 sao condi¢oes de contorno em z = 0 e z — 400,
respectivamente. Por fim, (4.33) pode ser rescrita como,

O(z,s) = Ciexp[pi(s)z] . (4.36)
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Substituindo (4.31) em (4.29),

I Ore
Ores — E/ [D@Zz(z, s) — KO, (z, s)]dz 4K, { ! _o(L, s)] —0, (437
0 s
e resolvendo a integral da expressao anterior, pode-se obter
1
bres — [D@Z(L, s) — KoO(L,s) — DO,(0,s) +
ere
Kg@(o, S)} dz + Kz |: Sf — @(L, S):| =0. (438)

Uma vez que a PDE ¢ linear, para a andlise da estabilidade é considerado: 0, = 0,
sem perda de generalidade. Portanto, a equagao (4.38) pode ser reescrita da seguinte

forma,

P(s) _—2 DO.(L,5)~KyO(L, 5)~ DO.(0. 5) + KoB(0, )| d— K [O(L. 5] =0. (4:30)

Usando a solugao (4.36), obtém-se:
©.(L,s) = Cipi(s)exp[Lpi(s)],
O(L,s) = Ciexp[Lpi(s)],

0.(0,s) = Cipi(s), ©(0,s)=0C, (4.40)

entdo, substituindo o anterior na equagao (4.39) resulta,
1
P(s) = Z(exp [Lpi(s)] — 1) (\/Kg +4sD + K0> — K;exp [Lpi(s)] . (4.41)

Para verificar a existéncia de raizes instéveis de P(s) = 0, i.e., na metade direita do plano
complexo, pode-se aplicar o critério da frequéncia da estabilidade, tal como o critério de
Mikhailov (NETUSHIL, 1978, Secao 7.3). Este critério é uma interpretagao geométrica do
Principio do Argumento. Para ilustra-lo, considera-se P(s) usando os seguintes parametros
D=8,46x10"%m?/s, Ky=1,69 x 107°m/s (GENUCHTEN, 1980), e L = 0, 15 m.

Na Figura 41, mostra-se o gréifico de P(jw), 0 < w < +00, para trés valores de K.
A curva desenhada cruza a origem no caso K; = K; = 0,0119. Se K; > K;, pode-se ver que
a origem ¢ envolvida no sentido horério, o que implica instabilidade. Se 0 < K; < K;, a
origem nao é envolvida, portanto, o movimento do estado na superficie é assintoticamente
estavel e converge para seu valor de regime. Além disso, uma vez que o estado ¢;(t) do
termo integral (4.13) converge para o equilibrio, entao conclui-se que o erro e(t) converge

para zero. O
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Figura 41 - Gréfico de P(jw).
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Figura 42 - Gréfica de K;(jw). O maximo ganho permitido K; é indicado.

Observacao 4.2 O mdzimo ganho permitido K; para obter uma superficie de desliza-
mento estdvel pode ser obtido resolvendo a equag¢ao P(jw) = 0 com P(s) dado por (4.41).
Desta forma, € possivel obter um ganho real K; tal que a equag¢io P(jw) = 0 tenha uma

solugdo. Para este fim, a equagao (4.41) pode ser reescrita como:

Ki(jw) = % (, /K§+4ij—KO> (1 —exp -Lp1 (jw)] ) . (4.42)
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A solu¢io K; = Re|K;(jw)] € sujeita a Im[K;(jw)] = 0. Isto € ilustrado na Figura 42.

Note que o ganho mdzimo K; nesta figura tem o mesmo valor indicado na Figura 41.

Corolario 4.2 Considere a PDE (4.1) com as condi¢oes de contorno (4.4)-(4.5), o sinal
de controle (4.8),0 sinal o(t) (4.11) e (4.6). Se 0o modo deslizante comega em tempo finito

na superficie de deslizamento,

1 (L
o(t) =Oer — E/Oe(z,t)dz =0, (4.43)

entdo o estado 0(z,t) converge para o equilibrio estaciondrio Os4(2), Vz € [0, L].

Prova: A prova segue passos semelhantes aos da prova do Teorema 4.2. Neste caso,

K; = 0 na equagao (4.41). Logo, tem-se:
1
P(s) =57 (exp [Lp(s)] — 1) (,/Kg +4sD + Ko). (4.44)

Assim, pode-se concluir que P(s) = 0 ndo contém raizes instdveis na metade direita no

plano complexo, o que garante a estabilidade. O

4.7 Simulacgoes do Controle por Modo Deslizante

As simulagoes foram feitas para ilustrar o desempenho dos controladores propostos
nesta segao. Foram considerados os seguintes parametros do solo: D=8,46x10"%m?/s e
Ky=1,69x10"%m/s, os quais foram obtidos através das formulas desenvolvidas em (CHEN;
TAN; CHEN, 2003). A profundidade total do solo é de 1m e a condigao de contorno Diri-
chlet é considerada 6(1,¢) = 0m?®/m?. As condigoes inicias sao nulas, 0(z,0) = 0m?/m?,

Vz € [0,1]m, em todas as simulagoes. Também ¢é incluido um degrau unitario como

perturbagao, sendo definido como,

Om/s, set <20 x10%3s
dot) = | (1.5
—25x 107 %m/s, set>20x10"3s

esta perturbacao representa os efeitos da evaporagao da agua na superficie do solo.
As leis de controle comutam o fluxo da dgua ligando (u*(t) = 50 x 107 %m/s) e
desligando (u~(t) = 0m/s). A distancia do sensor é L=0,15m.

Os sinais do controle médio mostrados nas Figuras 44.(b), 47.(b), 47.(b) e 49.(b)
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foram obtidos através de um filtro de primeira ordem passa-baixa, com uma constante de
tempo pequena (0,01s), a qual dd a estimativa do sinal do controle equivalente (UTKIN;

GULDNER; SHI, 2009, Secao 2.4).

4.7.1 Controle Liga-Desliga do Conteiddo da Agua no Solo

Tem-se o controle liga-desliga para o contetido de dgua no solo (FERRAREZI; DOVE;
IERSEL, 2015),

ut(t), see>0
u(t) = , (4.46)
u (t), see<0

que foi simulado com o proposito de comparacao. A Figura 43 apresenta resultados das
simulagoes do sistema em malha fechada. Pode-se observar na Figura 43.(a) que o conteido
de agua no solo apresenta um overshoot e oscilagoes que aumenta quando a evaporacao da
dgua no solo comega (t > 20 x 107 s). Estas oscilagoes sao causadas pela baixa frequéncia
de chaveamento do sinal de controle observada na Figura 43.(b), i.e.,chattering causado

pelo atraso da propagacao da agua no solo.

(@)

2 0.2t
o
Eo1t i
>
O | | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
t((s)) x 10"
-5
10
6 ‘
= 4 7
~
S
) 2r |
O i i i i i | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
t(s) x 10"

Figura 43 -Simulagao do controlador liga-desliga em malha fechada: (a) contetido de dgua
no solo na profundidade L=0,15m e (b) o sinal de controle.
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Figura 44 -Simulagao do controlador da média do contetido da dgua no solo, (a) o conteido
médio de dgua no solo até uma profundidade L=0,15m, (b) o sinal de controle (vermelho)
e o sinal de controle médio (amarelo) que aproxima o controle equivalente.

4.7.2 Controle da Média do Contetido da Agua no Solo

Os resultados da simulacao apresentadas na Figura 44 e Figura 45 mostram uma
resposta mais rapida para alcancar o estado estacionario sem overshoot. Nao se observaram
efeitos causados pela perturbacao inserida no sinal de saida na Figura 44.(a). Contudo,
o aumento do fluxo médio de dgua para compensar a evaporacao é aparente na Figura
44.(b) quando ¢ > 20 x 10™3s. A alta frequéncia de chaveamento no sinal de controle
indica a auséncia do chattering.

Na Figura 46 mostra-se o comportamento do sistema de controle para uma pro-
fundidade de L=0,50m. Na Figura 46.(a) pode-se observar um overshoot pois, na Figura
46.(b) o sinal de controle demora em reagir. Também ¢ aplicada uma perturbagao dy no
tempo t > 35 x 10"3 s na Figura 46.(b), na qual observa-se como o sinal de controle reage

a perturbacao.
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Figura 45 -Simulacao da distribuicao do contetido de agua no solo obtida pelo controlador
da média do contetido de agua (L=0,15m).

4.7.3 Controle do Conteudo da Agua em uma Profundidade Especificada

Os resultados das simulagoes apresentadas na Figura 47 e Figura 48 indicam um
bom transiente na resposta em malha fechada e rejeicao a perturbacao.

O ganho integral K;=0,635x107° é muito pequeno em comparacao ao maximo ga-
nho permitido indicado na Figura 42, tal que a estabilidade é garantida. Esta foi ajustada
para obter uma resposta rapida e livre de overshoot observada na Figura 47.(a).

A seguir, na Figura 49 mostra-se o comportamento do sistema de controle para
uma profundidade L=0,50m. Na Figura 49.(a) pode-se observar uma especie de atraso
no inicio da resposta do conteido da agua no solo. Aplica-se a perturbacao dy no tempo
t > 35 x 10™s na Figura 49.(b), na qual observa-se a reagao do sinal de controle &

perturbagao.
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Figura 46 -Simulagao do controlador da média do contetido da dgua no solo, (a) o conteido
médio de d4gua no solo até uma profundidade L=0,50m, (b) o sinal de controle (vermelho)
e o sinal de controle médio (amarelo) que aproxima o controle equivalente.

Figura 47 - Simulagao do controlador do conteido da dgua em malha fechada na pro-
fundidade L=0,15m, (a) conteido da dgua no solo, (b) o sinal de controle (vermelho) e o
sinal de controle médio (amarelo) que aproxima o controle equivalente.
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Figura 48 -Simulacao da distribuicao do contetido de dgua no solo obtida pelo controlador
controlador do contetido da agua na profundidade L=0,15m.
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Figura 49 -Simulacao da resposta do controlador do conteido da dgua em malha fe-
chada na profundidade L=0,50m, (a) conteido da dgua no solo, (b) o sinal de controle
(vermelho) e o sinal de controle médio (amarelo) que aproxima o controle equivalente.
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4.8 Consumo de Agua

Para completar este capitulo, apresentam-se simulagoes da quantidade de agua
gasta pelos quatro controladores do contetido da agua no solo desenvolvidos: o controlador
PI, o controlador liga-desliga e os dois controladores por modo deslizante.

Pode-se observar na Figura 50 que as estratégias de controle PI e de modo deslizante
tém um consumo de agua menor do que a estratégia liga e desliga, em um horizonte de
tempo curto. Porém, quando o horizonte de tempo é ampliado, a dgua consumida pelas

quatro estratégias sao similares.

0.1
0.08 1
0.06 1
£
&
0.04 i
0.02 Q Liga—Desliga |-
Qlﬂcdia
L
QPI
0 I I I 1
0 1 2 3 4 5
t(s) % 10°

Figura 50 - Quantidade de dgua gasta por cada controlador. Profundidade L = 0,15 m.

Para realizar estas simulacoes de consumo de dgua nao foi levada em conta nenhuma

perturbagao e nos quatro controladores foram usadas condigoes semelhantes.
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CONCLUSOES

Nesta Dissertacao foram desenvolvidas trés estratégias de controle para o conteudo
da dgua no solo. Para este proposito realizou-se uma modelagem da propagacao da dgua
no solo utilizando a Equacao de Richards que é uma PDE parabdlica e que representa a
dinamica do sistema.

A equagao de Richards considera o fluxo horizontal e o fluxo vertical. Para ambos
casos existe uma representacao nao linear e outra representacao linear. Neste trabalho
mostra-se o comportamento da equacao de Richards nao linear considerando os dois tipos
de fluxos. Apos ser ilustrado o comportamento do sistema nao linear considera-se uma
aproximacao linear do sistema. Portanto, os projetos dos controladores foram feitos com

o sistema linear tomando em conta o fluxo horizontal e o vertical.

Controlador PI

Uma das estratégias de controle desenvolvidas foi o controle PI, usou-se para este
desenvolvimento a funcao de transferéncia da equacao linear de Richards considerando
s6 o fluxo horizontal, sendo esta analoga a equacgao do calor. Desta forma, o projeto foi
realizado no dominio da frequéncia considerando dois tipos de condi¢oes de contorno para
a PDE parabdlica: Dirichlet e Neumann-Dirichlet.

O projeto com as condigoes de contorno Neumann-Dirichlet foi usado para o caso
da funcao de transferéncia da equacao linear de Richards considerando o fluxo vertical,
utilizando o diagrama de Bode do mesmo como referéncia para o desenvolvimento.

Foram feitas simulagoes para observar o comportamento do sistema projetado.

Controlador SMC

Duas das estratégias de controle desenvolvidas pertencem a este tipo de controle.
Procurou-se, regular a média do conteido da agua no solo e seguidamente regular o
contetido de dgua no solo em uma profundidade especifica. Usou-se fungoes de Lyapunov

para a analise das propriedades de existéncia do modo deslizante em estas estratégias de
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controle e analisou-se no dominio da frequéncia a estabilidade do sistema.

Finalmente, realizaram-se simulagoes nas mesmas condi¢oes e com 0s mesmos
parametros que o caso do controle PI para poder comparar o desempenho das diferentes
estratégias. Alem de adicionar perturbacoes nas diferentes simulacoes para verificar a ro-
bustez dos projetos. Concluindo através das simulagoes que os projetos feitos com SMC
chegaram a ser mais robustos e imunes a pertubagoes o que nao ocorre no projeto do

controlador PI.

Trabalhos futuros

Propoem-se os topicos seguintes para dar continuacao a este trabalho:

1. O projeto realizado para o controlador PI com a fun¢ao de transferéncia da equagao
linear de Richards considerando o fluxo horizontal, pode ser usado para os sistemas
que sao representados analogamente com a funcao de transferéncia usada neste

projeto, por exemplo a equacao do calor.

2. Para o caso do projeto do controlador PI com a funcao de transferéncia da equacao
linear de Richards considerando o fluxo vertical, desenvolver toda a analise da ma-

temética da equagdo (2.83) como foi feita nas equagoes (3.8) e (3.45).

3. Considerar a equagao nao linear de Richards para poder projetar um controlador

por modo deslizante.
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APENDICE A — Simulacao de Equagoes de Derivadas Parciais

A.1 Resolugao de Equacgoes Diferenciais Parciais

Dentro do MATLAB R2012a versao 7.14.0.739, exitem algumas funcoes que sao
usadas para a resolucao de PDEs do tipo Parabdlicas-Elipticas de uma dimensao no espaco
e o tempo, com condicoes iniciais e de contorno ou fronteira.

A func¢ao pdepe do MATLARB resolve sistemas representados por equagoes diferen-
cias parciais parabdlicos e elipticas de uma dimensao, onde x é o espaco e t é o tempo, 0s

sistemas considerados tem a seguinte forma:

o, 20 0 e O (i (a0, 29) ) s (0, 28 (1)
Tt U o | =0T oo 2 8, U, 5 s{ztyu o)

Os intervalos de solugao da PDE sao: t; <t <t;ea <z < b. Nos quals, [a,b] devem ser
finitos.

Na (1), o valor de m pode ser 0, 1 ou 2 correspondendo as simetrias de laje,
cilindrica ou espiral respectivamente. O f(z,t,u, 2%) é o termo de fluxo e s(z,t,u, 2%) é
o termo de alimentacao. O termo de fluxo deve depender de 8“ . O c(z,t,u, 8—“) é o termo
que fica como coeficiente da derivada parcial respeito ao tempo.

O tempo inicial, ¢t = ¢, para todos os componentes de x da solucao, deve satisfazer

a condicao inicial da forma:

u(z, to) = up(z) . (2)

As condigoes de contorno onde, x = a ou x = b para todos os componentes de ¢t da solugao

devem satisfazer uma condicao de fronteira da forma:

p(z,t,u) + gz, t) f (x, t, u%) =0, (3)

na qual, tem-se os coeficientes p e g. Onde p esta en funcao de u de f esta em funcao de

8u

u e do termo B

A funcao pdepe converte as PDEs em ODEs usando uma discretizacao do espaco

de segundo ordem precisa, baseada em um conjunto fixo de nds especificado pelo usudrio.
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(SKEEL; BERZINS, 1990) . A integracdo no tempo é feita pela fungao ode15, a fun¢ao pdepe
explora as capacidades desta fun¢ao na resolugao de equagoes algébricas diferencias.

A sintaxe para obter a solucao é:
sol = pdepe (m,pdefun,icfun,bcfun,xmesh, tspan)

onde:

m;0,1,2

pdefun ; [c, f, s| = pdefun(x,t,u, dudx)
icfun ; u0 = icfun(z)

befun ; [pl, ql, pr, qr] = befun(zl, ul, zr, ur, t)
xmesh ; Vetor [xg, 21, ...2,]

tspan ; Vetor [to, 1, ...t7]

Para a funcdo pdefun segunda a equagao (1) teria-se:

du

C; (Itu,am)

£ f(z,t,u, 94

s ; (:Etu,a)

Para a funcdo bcfun segunda a equagao (3) teria-se:

pl ; p(z,t,u) condicdo de contorno da esquerda para p

ql ; q(z,t) condig¢ao de contorno da esquerda para ¢

pr ; p(z,t,u) condi¢do de contorno da direita para p
a(

x,t) condi¢ao de contorno da direita para ¢

Na Figura 17, ilustra-se o resultado do exemplo explicado anteriormente que seria

o caso linear.
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A.2 Equagao de Richards com MATLAB

Usando a funcao pdepe do MATLAB, tem-se os seguintes ajustes dos parametros
de dita fungao para a equagao do Richards linearizada (2.50). As condigoes inicias iguais a:
u(z,0) = 0, e condigdes de fronteira: u(0,¢) = 0, u(0, L) = 0. Entao os ajustes da funcao

pdepe seriam:

m;0

pdefun ; [¢, f, s] = pdefun(x,t,u, dudx)
icfun ; u0 = icfun(x)= 0

befun ; [pl, ql, pr, qr] = befun(zl, ul, zr, ur, t)
xmesh ; x = linspace(0,1,,100)

tspan ; t = linspace(0,T,25)

[c,f,s] = pdefun(x,t,u,dudx)

c;1
f; D*dudx
s;0

[pl,ql,pr,qr] = bcfun(xl,ul,xr,ur,t)

pl; ul-1
ql; 0
pr ; ur
qr ; 0

No caso da equagdo nao linear de Richards, usa-se a equagao (2.45), com
condigbes inicias iguais a: u(z,0) = —2 + z;x < 10,49 = —0, 005, e condigoes de fronteira:

5,7x 1077+ 200 — o 4(0, L) = 0
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m; 0

pdefun ; [¢, f, s] = pdefun(x,t,u, dudx)
icfun ; u0 = -2+x; if x < 10 u0 = - 0.005
befun ; [pl, ql, pr, qr] = befun(zl, ul, zr, ur, t)
xmesh ; x = linspace(0,1,,100)

tspan ; t = linspace(0,T,25)

[c,f,s] = pdefun(x,t,u,dudx)

. 08
C’B_\I/
f ; K*dudx-K
s;0

[pl,ql,pr,qr] = bcfun(xl,ul,xr,ur,t)

pl; 5.7e-7
ql ; 1
pr ; ur
qr ; 0

O valor de K é dado pela equagao (2.39) e a g—g pela equagao (2.44). A Figura 15 é o

resultado do exemplo explicado para o caso nao linear.



APENDICE B — Método das Diferencgas Finitas para as Simulagoes

As simulagoes foram feitas usando o conceito da aproximacao de diferencas finitas
(LI; CHEN, 2008), especificamente o Método de Euler, discretizando no dominio da solugao

do espaco.

B.1 Simulagao da Equagao Representativa do Fluxo Horizontal

Tem-se como discretizagao da equagao (2.50) a seguinte expressao,

0ij — 0ij—1 Oi1j-1—20; 51+ 0iv151
. 2 — D < 5] 5] 5] ) , 1
At (Ax)? (1)
se A = D/(Az)? e,
Oy — 051
Y ALY 2
a equagao (1) pode-se escrever,
o=\ (Oic1j—1 —20; 51+ Oiy15-1) - (3)
Portanto, tem-se as seguintes matrizes, )
01
02
0= ) (4)
en—l
L d nx1
-2 1 0 0 0 1 0
1 -2 1 0 0 0 0
. 0 1 -2 1 ... 0 . .
0= A 0+ A\ B0+ A 0, . (5)
o 0 1 =2 0
o o0 o . 1 =2 0 1
L 4 nxn L 4 nx1 L 4 nx1
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Considerando a condigdo de contorno Neumann que é representada pela equagao (2.67),

e discretizando-la tem-se:

O — b
Ax ’

u =

(6)

deixando em evidencia o termo de interesse, tem-se,

Ax
—u.

= (7

0o = 00j-1 =011+

Assim, substituindo (7) na equagao (3) tem-se os dados necesséarios para realizar as si-

mulagoes através da elaboragao de um algoritmo que represente as equagoes mencionadas.

B.2 Simulacao da Equacao Representativa do Fluxo Vertical

Entao, tem-se a discretizagao da equagao (2.49) como,

Oij —0ij1 Oi—1-1 — 20; -1+ 0i11 1 0ij—1 — 0i—11
a =0 (Az)? ) - Ko 5,

)

(8)

organizando melhor os termos de (8) tem-se,

0ij—0i;1 ( D K, K, D D
At N ((Am)2 * A;z:)el*“*l + (_ Az 2(Ax)2>9“1 + ((Ax)Q)elJrl,Jl? (9)
logo, sabe-se que pela equagio (2) e
_ D +K0 __K0_2 D B D (10)
C (Ax)?2 Az’ Axr  (Ax)? €= (Az)2’

na qual, a, b e ¢ sdo constantes, entdao, (10) pode-se rescrever como,

9: a@i_l,j_l + bem-_l + c&iﬂ,j_l . (11)

Portanto, considerando (4), tem-se o seguinte arranjo de matrizes,

b ¢ 00 ... 0
a b c 0 ... 0
0 a b c ... 0

0 00

nxn

0+

a

0

0

nx1

0o +

0
0

C

nx1

(12)

Por fim, 0y de (7) pode ser substituindo na equagao (12), conseguindo o arranjo de matrizes

para a simulacao.
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Para poder validar o projeto de simulagao foi feita uma comparacao entre este
desenvolvimento e a ferramenta de Matlab descrita no Apéndice A.

Entao, obtive-se a Figura 51 onde se mostra o #; que foi simulado com um programa
feito no Simulink tomando em conta a equagao (11).

Na Figura 52 mostra-se o 5. Esta simulacao foi feita com a ferramenta pdepe do
Matlab.

Os parametros usados para as simulagoes foram Ky=16,93x10"%m/s, D=8,46x1075m?/s)
e um passo de integracao h=1s.

Por fim, a Figura 51 e a Figura 52 parecem ser similares, mas para isto se tem o

erro da diferenca entre as duas mostrado na Figura 53 seguindo a equagao (13).

0.25

0.2f

0.15f

01 (m3/m?)

0.1

0.051

0 i i i i j
0 1 2 3 4 5

t(s) x 10°

Figura 51 - Gréafico gerado pelo projeto no Simulink.
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0.25

0.2f 3

0y (m3/m?)

0.1

T
1

0.051 1

Figura 52 - Grafico gerado pela ferramenta pdepe do Matlab.

x10"

Figura 53 - Discrepancia entre as duas simulagoes apresentadas nas Figura 51 e Figura

52.

Concluindo da Figura 53, que o erro maior ocorre no final,

tendo assim: F(t) =0,0535%.



APENDICE C - Critério de Estabilidade de Mikhailov

O critério de estabilidade de Mikhailov formulado em 1938 é essencialmente uma
interpretagdo geométrica do Principio do Argumento (NETUSHIL, 1978, Se¢ao 7.3). O
incremento do argumento de uma funcao f de variavel complexa s quando esta percorre
uma curva fechada em uma dire¢do positiva (sentido anti-horario) é 27 (N — P), onde N
é o numero de zeros e P é o numero de polos da fungao f(s) dentro da curva fechada.
Assume-se que a funcao f(s) seja analitica dentro desta curva fechada, exceto num nimero
finito de polos, e sem polos nem zeros na curva.

Para ilustrar, aplica-se o Principio do Argumento no polinomio A(s) do lado es-
querdo da equacao caracteristica:

A(8) = aps" + ap18" + ...+ ag=0. (1)

Tem-se a curva comegando no eixo imagindrio (s = jw) e fechada por um semi-
circulo de raio infinito que envolve o semiplano complexo direito, assim o critério de
Mikhailov é obtido.

O polinoémio A(s) pode ser reescrito da forma

A(s) = an(s = p1)(s = p2) ... (s = pn) , (2)

na qual p; sdo as raizes da equagao (1).
Assumindo que s = jw, neste caso tem-se:

A(s) = an(jw — p1)(jw —p2) - (Jw — pa) - (3)

O argumento de A(jw) é,

arg A(jw) = Z arg(jw — pi) - (4)

A variagao do argumento w de —oo a +00 de A(jw) é

Aarg A(jw) = Z Aarg(w —p;). (5)
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A expressao

Aarg A(jw) = (n — 207, (6)

representa o principio do argumento para o polinémio caracteristico A(s), na qual n é o
grau do polinémio e [ é o niimero de raizes do semiplano complexo direito.

Para que a equagao caracteristica A(s) que descreve o sistema de controle seja
estéavel é necessario e suficiente que o niimero de raizes [ do lado direito seja igual a zero,

entao

Aarg A(jw) = nm. (7)

Nota-se que com [ = 0, o argumento de A(s) aumenta monotonicamente com w.
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