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RESUMO

ALVES, P.R.L. A aproximacao global no problema inverso das séries temporais. 2017.
122 f. Tese (Doutorado em Fisica) — Instituto de Fisica Armando Dias Tavares,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2017.

O método da aproximacgao global é o eixo de uma teoria para predicao e caracte-
rizacdo dinamica de séries temporais. Teoremas da topologia diferencial formam a base
matematica deste método. A minimizagdao de uma fungao custo pelo método dos mini-
mos quadrados determina o preditor. Neste processo, o teste de Shapiro-Wilk avalia se a
distribuicao normal é uma boa aproximacao para os residuos do mapeamento global. As
rotinas computacionais implementam a teoria desenvolvida e realizam o calculo de uma
correcao que aumenta a acuracia da previsdo pela técnica global. A teoria e os proce-
dimentos computacionais admitem diferentes tempos de predicao. O método estabelece
o nivel de confianga na predicdo, permite previsdes acuradas e requer baixo tempo de
execugao. Critérios para o controle de qualidade dos mapeamentos globais podem ser
implementados computacionalmente. Neste trabalho, um tipo de representacao grafica
emprega resultados da aproximacao global na caracterizacao da dindmica de um sistema.
Tal diagrama é a base para a construcao de um novo quantificador que detecta a pre-
senca de caos a partir da série temporal. Os testes da teoria e das rotinas computacionais
utilizam dados simulados ou que tem sua origem em fenémenos complexos do mundo real.

Palavras-chave: Séries Temporais. Caos. Previsibilidade. Computacao Algébrica.



ABSTRACT

ALVES, P.R.L. The global approach to the inverse problem of time series. 2017. 122 f.
Tese (Doutorado em Fisica) — Instituto de Fisica Armando Dias Tavares, Universidade
do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2017.

The method of global approach is the axis of a theory for predicting and dynamic
characteristics of time series. Theorems in the branch of differential topology are the
mathematical basis for this method. The minimization of a cost function by the least
squares method determines the predictor. In this process, the Shapiro-Wilk test evalu-
ates if the normal distribution is a good approach to residuals in global mapping. The
computational routines presented in this work implement the theory and perform the cal-
culation of a quantity that increases the accuracy of the global forecast. The theory and
computational procedures are compatible with different prediction times. The method
establishes a confidence level in prediction, permits accurate forecasts and requires low
runtimes. Criteria to control the quality of the global mappings are present in the com-
putational routines. A kind of diagram developed in this paper uses results of the global
approach to characterise the dynamics of a system from the time series. A computational
program determines a new quantifier of chaos. Both the test of theory and the evaluation
of the computational routines employ data that have their origin in simulated data or
complex phenomena of real-world.

Keywords: Time Series. Chaos. Predictability. Algebraic Computation.
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INTRODUCAO

Obter conhecimento quantitativo da natureza a partir da observacao remete a
origem do método cientifico. A combinacao entre experiéncia e métodos matematicos tem
papel crucial desde a explicacao da queda dos corpos até a interpretagao dos resultados
no contemporaneo acelerador de particulas LHC. Uma vez estabelecida a lei matematica
para uma determinada categoria de fenémenos, o problema de determinar a evolugao
temporal de um observavel depende das condicoes iniciais e da possibilidade de calcular
a quantidade de interesse. Ocorre, contudo, que o conjunto de parametros necessarios
a determinacao completa do observavel nao esta disponivel para um largo espectro de
fenomenos. Também sdo de interesse cientifico as situagoes em que nem sequer existem
propostas de uma lei deterministica que possa reger o funcionamento do sistema. Em
face da necessidade de investigar estas duas ultimas categorias de fenomenos, emprega-se
a metodologia de um problema inverso.

Historicamente, os problemas diretos tém sido extensivamente estudados, enquanto
que os inversos sao mais recentes e ainda nao tdo bem compreendidos. Determinar o
potencial gravitacional da Terra numa posicao da crosta, sendo conhecida a distribuicao
de massa, ¢ um problema direto. Por outro lado, encontrar a distribuicao de massa
num determinado ponto do interior do planeta — a partir do potencial gravitacional —
constitui o problema inverso. Neste exemplo, a abordagem inversa tem maior interesse
porque pode indicar a presenga de minério ou petréleo a partir das anomalias do campo
gravitacional na superficie terrestre (KELLER, 1976).

Técnicas de manipulagao de medidas e dados para que conclusoes sejam estabele-
cidas a respeito de sistemas fisicos sao empregadas com o objetivo de resolver problemas
inversos. Newton resolveu um problema desta natureza ao descobrir que a lei de forca
que rege o movimento dos planetas estd em acordo com as Leis de Kepler. Atualmente,
a teoria dos problemas inversos para equagoes diferenciais estd sendo amplamente desen-
volvida no dominio da Fisica Matematica. Transferéncia de calor, transferéncia de massa,
teoria da elasticidade, teoria dos potenciais, fisica nuclear e hidrodinamica sao areas de
concentragao desta linha de pesquisa (PRILEPKO, 2000).

Fenomenos complexos sao candidatos em potencial para receberem abordagens na
concepgao dos problemas inversos. Um estudo de caso que motiva o desenvolvimento de
uma metodologia inversa diz respeito a incidéncia das manchas solares.

O fenémeno das Manchas Solares foi observado por Galilei (1613), que o considerou
como um evento superficial capaz de demonstrar o movimento de rotacao do Sol. Manchas
na superficie solar, como as obtidas pela NASA (2014) e mostradas na Figura 1, sdo muito
provavelmente causadas por intensos campos magnéticos no interior do Sol (HATHAWAY,,
2015).
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Figura 1 - Manchas Solares

Legenda: A mancha solar gigante AR1944 — visualizada na escala da Terra
— foi observada no inicio de janeiro de 2014.
Fonte: NASA, 2014.

No trabalho seminal da Andlise de Séries Temporais sobre a investigagdo da perio-
dicidade em séries perturbadas, Yule (1927) faz referéncia especial ao Nimero de Manchas
Solares de Wolf — um indicador da atividade solar com registros de longa data.

O interesse na evolucao temporal da atividade solar ganha uma motivacao adicional
nos dias atuais em que a Ciéncia se debruca sobre o problema do aquecimento global. A
duracao do ciclo solar é um ingrediente importante na temperatura do planeta e também
nas alteracgoes climaticas. Existem dados de observagoes que sugerem uma correlacao
entre as variagoes de longo prazo na temperatura da Terra e as mudancas na duracao do
ciclo solar (FRIIS-CHRISTENSEN; LASSEN, 1991).

Um problema de natureza diferente da astrofisica que também desperta o interesse
de fisicos é a previsibilidade dos indices do mercado de agoes (ver Figura 2). A aplicagio
de modelos da Fisica na interpretagdo do comportamento subjacente dos mercados levou a
importantes resultados nas ultimas décadas. Além das séries temporais, as leis de poténcia
e de escala vem sendo empregadas no campo das Transi¢oes de Fase, Mecanica Estatistica
e Sistemas Nao Lineares, numa area de pesquisa interdisciplinar chamada de Econofisica
(MANTEGNA, 2000).

Naturalmente, o tratamento de sistemas com a complexidade dos dois exemplos
apresentados deve contemplar as nao linearidades que fazem parte tanto do comporta-
mento do mercado de ag¢oes quanto do indicador da atividade solar. O método da Re-

construcao do Espacgo de Fase ¢ capaz de descrever comportamentos pouco regulares,
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Figura 2 - Indice da Bolsa de Valores Dow Jones
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Legenda: O gréfico mostra os indices DJ em fungdo de sua
ordem N na série temporal.
Fonte: O autor, 2017.

inclusive quando o caos esta presente. Este método tem sua motivacao na Teoria dos
Sistemas Dindmicos, na qual usualmente os sistemas sao representados por um conjunto
de equagoes diferenciais de primeira ordem no espaco de fase. A existéncia e a unicidade
das solugoes destas equagoes possuem o suporte da Teoria das Equacoes Diferenciais e
implicam no determinismo do espago de fase (KANTZ; SCHREIBER, 2003).

A Computagao Algébrica na Analise de Séries Temporais

O uso de computadores para a manipulagdo de expressdoes matematicas permite a
execucao de longas e complicadas tarefas algébricas num tempo de execucao exiguo. O
desenvolvimento de sistemas para a computacao matematica de carater simbolico tornou-
se uma ativa area de pesquisa e implementacao na década de 1961-1971. Atualmente, a
Computacao Algébrica constitui-se numa reconhecida area de pesquisa e ensino na Ciéncia
da Computacao e na Matematica. Os esforgos nesta linha de investigagao contemplam
o desenvolvimento de sistemas — linguagens de programacao e software associado para
manipulacao simbélica —, algoritmos — eficientes algoritmos matematicos para a ma-
nipulacao de polindmios e fungoes mais gerais —, e aplicagoes — que abrangem vastas
areas do conhecimento e motivam o desenvolvimento de sistemas e algoritmos (GEDDES,
1992).
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Carli, Duarte e da Mota (2014b) desenvolveram um conjunto de procedimentos no
Sistema Maple para a Andlise de Séries Temporais . Este pacote computacional realiza
a reconstrucao dos vetores de estado a partir dos observaveis armazenados em um arquivo
ou numa lista. A previsdo de um observavel desconhecido é realizada pela aplicacdo de um
mapa polinomial e de um termo que pode melhorar a aproximacao do valor verdadeiro.

Cabe, neste ponto, dar um exemplo que evidencie o poderio dos recursos da Com-
putagao Algébrica na predi¢do. Para isto, um polindémio de segundo grau (1) é aplicado a
um vetor de estado tridimensional |z,) no espago reconstruido para o conjunto de indices

Dow Jones (ver Figura 2), armazenado no arquivo ‘downjones’.txt:
P _ 2 2 2
(|xr)) = 11, + Coop + €323, + C47, + C5X1,Tor + CeT1, T3 + C7T5, + C3Top T3 + oy, . (1)

O indice a ser previsto tem a ordem de entrada na série N = 32001 e as coordenadas
utilizadas no polindmio correspondem aos indices da bolsa que ocupam as respectivas
posigoes na série temporal: 32000 (z1,), 31994 (z5,) e 31988 (z3,). Para a reconstrucao do
espaco de fase, o comando VecTS gera os vetores a partir dos dados armazenados num
arquivo (CARLI; DUARTE; da MOTA, 2014a). No modo Worksheet do Maple, o prompt
reproduzido abaixo tem como saida os vetores tridimensionais (argumento Dim=3), com
defasagem de seis entradas na série entre suas coordenadas (argumento TimeLag=6). Os
nove parametros ¢; do polindémio (1) sdo determinados pelo método dos minimos quadrados
a partir do comando LinGfiTS (ALVES; DUARTE; da MOTA, 2016a).

[> V := VecTS(‘downjones’.txt, Dim=3, TimeLag=6):
[> Mapl := LinGfiTS(V, 32000, Degree=2):

Acima, os argumentos correspondem respectivamente: a lista de vetores reconstruidos V,
ao dado da série anterior ao que se deseja prever (32000) e ao grau da funcao preditiva

(Degree=2). O polinémio gerado é

Mapl: = 0.146478 X7 + 1.43872 X5 — 0.397422 X3
+ 0.000029714 X;% + 0.0000348435 X; X5 — 0.000044795 X X5
T 0.0000412013 X52 — 0.000215511 X5 X3 + 0.000142166 X532 .

Finalizando este exemplo, o resultado da previsio tem um erro de +0.23%. O valor

verdadeiro do indice é dado pelo primeiro componente do vetor V[32001].

[> ForecasTS(Vects=V, Map=Mapl, Position=32000); V[32001] [1];
15167.9039
15133.1362



Figura 3 - Séries temporais reais para o teste dos programas
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Legenda: (a) Sinal elétrico cadtico. O grifico relaciona a voltagem V' com a sua ordem na
série temporal. (b) Dezenas sorteadas na loteria Mega-Sena.
Fonte: O autor, 2017.

O plano desta tese

O primeiro capitulo tem o objetivo de apresentar a sustentagao matemaética do
esquema da reconstrucao. O ponto de partida é a abordagem da série temporal como
resultado da evolugao de um sistema dinamico e da sua representacao num espagco de fase.
Em seguida, sao definidos os objetos topologicos necessarios para o acesso ao conteido
dos Teoremas de Takens. Estes teoremas constituem o fundamento de toda a teoria e das
rotinas computacionais que foram desenvolvidas e sdo exploradas ao longo do texto.

Na sequéncia deste capitulo inicial, existem trés propostas. A primeira é tratar
da escolha dos parametros que definem os vetores de estado no espago reconstruido. A
segunda consiste em partir da motivacao experimental dos teoremas para desenvolver o
contetido da Teoria do Caos que tem conexao com a reconstrucao de Takens. E a tltima
tem a finalidade de definir a natureza do problema a ser atacado nos capitulos seguintes.

Discutir e definir a Aproximacao Global, para qualquer tempo de predicao, é o
objetivo inicial do segundo capitulo. O seguinte é apresentar o ganho na operacionaliza-
¢do — com vistas a andlise em séries temporais — como consequéncia da limitacao da
forma imposta a fungao preditiva. O desenvolvimento realizado, a partir do método da
maxima verossimilhanca, se propoe a fornecer uma formulagao matematica eficiente para
a obtencao dos coeficientes responsaveis pela predicao. A estratégia consiste em assumir
e testar a forma de distribuicdo normal para os residuos num processo de ajuste de dados

e estabelecer o nivel de confianca na previsao de um observavel.
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Apresentar uma teoria para a caracterizagao dindmica — diretamente a partir dos
dados armazenados na série temporal — estd na proposta do terceiro capitulo. Quanti-
dades estatisticas e um conjunto de critérios para assegurar a qualidade do mapeamento
global sao os ingredientes desta iniciativa de diagnosticar o tipo de evolucao temporal
experimentada pelo conjunto de observaveis. Um aspecto inovador neste trabalho con-
templa um tipo de representagao grafica que contém a assinatura da dindmica na série
temporal. Neste contexto, as ideias apresentadas constituem uma alternativa a aborda-
gens tradicionalmente propostas e que resultam na construgado de um novo quantificador
para o caos.

A descricao detalhada dos programas — desenvolvidos por Alves, Duarte e da Mota
(2016¢) — que implementam computacionalmente a aproximagcao global estd no cerne do
capitulo seguinte. Esta parte do texto tem também a finalidade de revisitar o algoritmo
que aperfeicoa o resultado da predicao obtido pela técnica da aproximacao global e a sua
extensao — na nova versao do pacote TimeS (ALVES; DUARTE; da MOTA, 2016d) —
para diferentes tempos de predigdo.

No quinto capitulo, os pacotes computacionais sao aplicados numa série cadtica
que tem sua origem em uma simulagao numérica e em séries temporais obtidas do mundo
real. O experimento que gera um sinal elétrico com evolucao temporal cadtica — repre-
sentado no grafico da Figura 3a — destina-se a ressaltar que as ferramentas e a teoria sao
compativeis com o contexto da experiéncia.

Ao lado da representacao grafica do sinal cadtico, a Figura 3b mostra as dezenas
sorteadas em uma loteria. Esta série com dados aleatérios cumpre o papel de fornecer o
ambiente para o teste da sensibilidade das rotinas. Em toda predigao existe a intencao
de obter um resultado o mais acurado possivel. Todavia, o mecanismo de predi¢ao deve
ser verossimil. Neste sentido, resultados de baixa acuricia para sistemas desprovidos de
qualquer determinismo indica que o método empregado é capaz de descrever fielmente a
realidade.

No mapeamento global de extensos intervalos de uma série temporal, polinomios de
alto grau sao investigados quando a sua capacidade de aumentar a acuracia da predicao
e 0 tempo necessario a sua implementacado computacional. O desempenho de outras
formas funcionais das coordenadas do espago de fase reconstruido — como alternativas
aos modelos polinomiais — é avaliado.

No final do capitulo, a teoria e as rotinas sao testadas em séries de diferentes
naturezas, mas que sao previamente conhecidas. Ja a evolugdo dos indices Dow Jones e o
Numero de Manchas Solares — mencionados no inicio desta Introdugdo — sao retomados
como estudos de caso que ilustram as possibilidades de aplicacao do método desenvolvido

em fenémenos complexos do mundo real.
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1 RECONSTRUCAO DE TAKENS

O conhecimento e a compreensao da realidade fisica prescindem do conjunto for-
mado pelas medidas relacionadas aos fendmenos de interesse cientifico. No caso das teorias
de primeiros principios, as proposicoes levam a resultados compativeis com as observagoes
empiricas, como é o caso da Mecanica Estatistica. Por outro lado, nas teorias fenome-
noldgicas, o conhecimento é estabelecido a partir de medi¢oes das grandezas fisicas em
questao. No desenvolvimento da Fisica, ocorre que teorias de primeiros principios podem
construir uma justificacdo profunda dos modelos que estao de acordo com os resultados
da experiéncia. Assim, a Mecanica Estatistica acaba por elucidar a fenomenologia da
Termodinamica a partir da sua abordagem microscopica dos objetos que constituem os
sistemas em estudo.

Na abordagem fenomenologica, uma forma de conhecer e entender a realidade
consiste em obter informacoes de um sistema a partir de medidas ou dados — designados
indistintamente como observdveis nesta tese — ordenados segundo os instantes em que
foram obtidos. A evolucao temporal do observavel decorre da dindmica do sistema. Este
conjunto ordenado ¢ chamado de série temporal. Exemplos de observaveis sao grandezas
fisicas medidas num experimento, valores das variaveis de um sistema dindmico obtidos
por integracao numérica e indices do mercado financeiro.

E razodvel admitir que a dindmica do sistema que evolui no tempo deixa sua
assinatura na série temporal. Esta hipdotese abre a perspectiva de obter informacoes
validas sobre todo o sistema a partir de um tnico observavel conhecido, o que é aplicavel
em diversas areas do conhecimento humano. O presente trabalho explora o conteido de

uma série temporal Xrg formada por S quantidades escalares.
Xrs = {X (0At), X (1At), X (2At), ---, X ((S—1)At)} (2)

Na construcao da série, os observaveis sao ordenados segundo miltiplos inteiros de um
intervalo de tempo At. A dindmica responsavel pela evolucao temporal na série nao é
sequer considerada; parte-se do principio que é desconhecida.

O sistema dindmico que se pretende investigar por meio da série temporal pode ser

concebido como um conjunto de N equagoes diferenciais nas variaveis (X, Xo, -, Xn):
dX
71 = [ (X, Xy, , Xn)
t
dXs
2 BR(Xy Xy oo X
dt 2 ( 1, A2, 9 N)
(3)
dXn

dt N( 1, <22, ) N)a
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onde o tempo t é a Unica variavel independente e as func¢oes F; possuem primeiras deri-

vadas parciais continuas.

Defini¢ao 1. Sejam |a) e |b) dois vetores quaisquer pertencentes ao espago E e o um
numero real. Um espaco euclidiano E é um espagco no qual estd definido o produto
interno (|a) , |b)) com as sequintes propriedades:

. (Ja), + la)y 16)) = (laby , 16)) + (laby , 16);

16, (ala) b)) = a(la) , BY);

Ic.(la), b)) = (|b),]a));
1d.(|a),|a)) > 0.

A reta real R, o plano R? e o espaco tridimensional ordinério R? sdo os espacos euclidianos
munidos de coordenadas mais comumente utilizados.

O espago de fase das varidveis dindmicas do conjunto de equagoes diferenciais (3) é
um espaco euclidiano com coordenadas X7, Xs, -+, Xy. A evolugao temporal do estado
do sistema pode ser visualizado como uma particula em movimento, descrevendo uma
trajetoria no espacgo de fase. O conceito de espaco de fase ganhou importancia crescente
no cenario da Fisica a partir da sua ampla utilizacao por eminentes matematicos e fisicos
como Poincaré — no seu tratamento das solugoes de equagoes diferenciais —, Gibbs —
no seu desenvolvimento da mecénica estatistica — e Birkhoff — no seu tratado sobre
sistemas dindmicos (LORENZ, 1963).

Admitindo que o espaco de fase original é inacessivel, assume-se a alternativa de
reconstruir este espago a partir de vetores num espaco euclidiano de dimensao dg, com
componentes escolhidos entre os observaveis da série temporal. A técnica empregada uti-
liza atrasos T entre os observaveis, chamados na literatura de delay time ou lag (KANTZ;
SCHREIBER, 2003).

z(r (dgT) At)

x (r(27) At)
x (rTAt)

Os dados ou sinais da série temporal escolhidos sdo os componentes do r-ésimo vetor
reconstruido |z, (t)), que posiciona um estado no espago reconstruido (PACKARD et al.,
1980; RUELLE, 1989).

Conhecer o tipo de relagao entre o espago de fase original e o reconstruido é uma
questao naturalmente colocada nesta discussao. A Topologia Diferencial incorpora os
elementos adequados para a investigagao desta relacao entre os dois espacos e também da

consisténcia apresentada pelo método da reconstrugao do espago de estados.
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1.1 Mergulhos

O acesso ao contetido da evolugao temporal das varidveis dindmicas do sistema é
realizado a partir dos vetores |z,.). Para que a dindmica original seja preservada no espago
formado por estes vetores, existe a necessidade de que a reconstrucao seja propriamente
realizada. A base matematica que trata desta crucial questdao tem seu fundamento em
aplicagoes suaves chamadas de mergulhos, que fazem parte do contexto da Topologia
Diferencial. Com o propédsito de apresentar formalmente um mergulho, é til partir de
um conjunto de defini¢oes e também de alguns teoremas com consequéncias importantes

para o esquema da reconstrucao.

Definicao 2. Um homeomorfismo é uma aplicacio continua, inversivel e cuja inversa

também € continua.

Definicao 3. Um difeomorfismo é uma aplicacio inversivel, diferencidvel e cuja in-

versa € diferencidvel também.

Quando existe a intencao de recuperar aspectos globais a partir de uma abordagem
local dos espagos, convém raciocinar em termos da compacidade — uma condi¢ao neces-
saria — das topologias envolvidas. Uma caracterizagao possivel de um espago compacto é
realizada através de um teorema formulado a partir da intersecdo finita, cuja prova pode

ser encontrada na obra de Kelley (1975).

Definicao 4. Uma familia B de conjuntos tem a propriedade interseg¢do finita se e
somente se a intersecao dos membros de cada subfamilia finita de B nao é um conjunto

Va210.

Teorema 1. Um espago topoldgico é compacto se e somente se cada familia de conjuntos
fechados que possui a propriedade de intersecao finita tem um conjunto intersecao nao

Va.210.

A Topologia Diferencial estuda as variedades diferenciaveis e mapas, com a tarefa
de descobrir e analisar as propriedades globais das variedades (HIRSCH, 1976). Exemplos
de variedades compactas sao o circulo, a esfera m-dimensional e o toro. O termo mapa é

empregado para designar uma aplicagao.

Definicao 5. Uma variedade M de dimensio m é um espaco topoldgico localmente
homeomorfico ao R™; para cada ponto x € M, existe wma vizinhanca de x localmente

euclidiana. A variedade compacta é um espaco topologico compacto.

Para ilustrar a aplicacao das variedades na Fisica, o contetido inteiro da Relati-
vidade Geral pode ser colocado num espago-tempo como uma variedade sobre a qual é
definida a métrica de Lorentz g,. A curvatura de g4 estd relacionada a distribuicao de

matéria no espago-tempo pela Fquagio de Einstein (WALD, 1984).
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O sistema dindmico definido pelas equagoes diferenciais (3) pode ser inserido no
dominio das variedades. Significa a descricao de como um estado sofre a transformagao
para outro estado com o transcorrer do tempo. Tecnicamente, um sistema dinamico
corresponde a uma aplicacdo suave de nimeros reais (sistemas continuos) ou inteiros
(sistemas discretos) em outro objeto matemdtico'. Usualmente as variedades fazem parte
do contexto destas aplicagoes (WEISSTEIN, 2016).

Defini¢ao 6. A aplica¢io G : M +— N é um mergulho se G é uma funcio diferencidvel
entre variedades diferencidveis, com derivada injetiva em todos os pontos, que mapeia M

homeomorficamente sobre sua imagem em N .

Um espaco M é mergulhado em outro espaco N quando as propriedades de sua
imagem em N sdo idénticas aquelas verificadas em M. Neste sentido, é esclarecedora
a propria construcao dos ntimeros: os racionais sao mergulhados nos reais, assim como
os inteiros sao mergulhados nos racionais. Um mergulho é a representacao de um objeto
topoldgico num determinado espaco, de maneira que as propriedades algébricas ou a sua
conexidade sejam preservadas. O mergulho de um campo vetorial, por exemplo, preserva
as propriedades de adicao e produto; os conjuntos abertos assim permanecem em espagos

topoldgicos mergulhados e a conexidade também é preservada no mergulho de grafos
(INSALL MATT; ROWLAND; WEISSTEIN, 2015).

1.2 O Mergulho de Whitney

Os mapas correspondentes aos sistemas dinamicos agem sobre variedades. No
intuito de manipular o conteido dindmico que pode existir em uma série temporal, a
partir da reconstrucao do espaco de fase, o primeiro passo é avaliar se hé alguma garantia
de que estas variedades sejam mergulhadas no espaco reconstruido. O segundo consiste na
construcao de mapas a partir dos observaveis ordenados no tempo que sejam mergulhos
no espaco obtido pela reconstrucao.

Whitney (1936) trata o problema do mergulho de variedades diferenciaveis de classe
C", ou seja, de variedades que possuem derivadas parciais continuas de ordem r, numa
perspectiva puramente analitica e disponibiliza um ferramental matematico para a abor-

dagem das variedades diferenciaveis e seus mapeamentos.

Teorema 2. Qualquer variedade M de dimensao m e classe C"(r > 1) é C"-homeomorfica

a uma variedade analitica no espaco euclidiano R*™+1.

! Em seu sentido mais amplo, Sistemas Dindmicos envolvem: equacdes diferenciais, topologia diferencial,
topologia geral e teoria ergddica. O espago de fase de um sistema dindmico — no stricto sensu — é
tratado como uma variedade diferencidvel (AOKI, 1994).
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O teorema acima é o primeiro dos dois teoremas fundamentais para todos os resultados
do artigo de Whitney (1936), e responde de forma conclusiva que uma variedade M, de
dimensao m, pode ser mergulhada num espago euclidiano com a dimensao 2m + 1.

Tendo em vista as aplicagdes, é um aspecto favoravel que as variedades sejam
mapeadas em espagos euclidianos devido a vasta experiéncia acumulada na manipulacao
de vetores em espagos n-dimensionais R™. Uma particula sem spin, por exemplo, pode
ser estudada pela Mecanica Quéantica no ambiente da variedade M, de dimensao m,
mergulhada no espacgo euclidiano R” (SCHUSTER; JAFFE, 2003).

1.3 Teoremas de Takens

Esta etapa do trabalho tem por finalidade investigar se o mapeamento dos com-
ponentes dos vetores reconstruidos de acordo com (4) representa, ou nao, um mergulho
no espaco R*™ 1. O observavel contido na série temporal (2) é tratado como uma funcao
suave y : M +— R, onde M é uma variedade compacta. O problema de obter informagao
a respeito do sistema dindmico original e sua variedade M, com a evolugao temporal ¢,
do observéavel y, ou seja, t — y(pi(z)) com x € M, é resolvido por Takens (1981) ao

provar trés teoremas:

Teorema 3. Seja M uma variedade compacta de dimensao m, x € M, ¢ um difeomor-
fismo ¢ : M — M ey uma fungio y : M — R. Para cada par genérico (p,y) de classe
C™(r >2), 0 mapa ¢y : M — R*™ 1 definido por

O () = (y(2) 9 (0 (@) oy (9 (@)

¢ um merqgulho.

Teorema 4. Seja M uma variedade compacta de dimensao m, x € M, X um campo
vetorial, @y o fluro de X ey uma fungao y : M — R. Para cada par genérico (X,y) de
classe C"(r > 2), 0 mapa ¢(x ) : M — R*™ 1 definido por

Sx (1) = (y (), y (o1 () -,y (Pam (2)))
¢ um merqgulho.

Teorema 5. Seja M uma variedade compacta de dimensao m, x € M, X um campo
vetorial, p; o fluro de X ey uma fungao y : M — R. Para cada par genérico (X,y) de
classe C"(r > 2m + 1), 0 mapa ¢(x,) : M — R¥"*1 definido por

Foey (@) = (y (x), jty AN jt;y (1 (2)) \) )
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Figura 4 - Fluxo circular de Couette

(a) (c)

Legenda: (a) Secao longitudinal de um aparato experimental para o estudo do
fluxo de Couette. (b) Fluxo laminar com dois harmoénicos. (c)
Turbuléncia.

Fonte: COLES, 1965, p. 386.

¢ um merqgulho.

A relagao entre a dimensao m da variedade sobre a qual age o sistema dinamico e
a dimensao do espaco reconstruido dg — dada por dg = 2m + 1 — é a garantia de que o
mapa obtido pelo método do lag seja um mergulho no espacgo euclidiano da reconstrucao.
Esta é uma condicao suficiente para o proposito de preservar a dinamica do sistema
contida na série temporal. Todavia, ndao foi provado que esta condigdo seja necessaria.
Este é um ponto importante, porque bons resultados podem ser obtidos em espagos de
baixa dimensionalidade.

Nas situacoes reais em que a dimensao m — correspondente ao sistema em estudo
— ¢é desconhecida, nao se pode determinar qual deve ser a dimensao minima dg a ser usada
na reconstrucao do espaco de estados. A iniciativa de aumentar indiscriminadamente a
dimensao do espaco requer cautela. Espacos reconstruidos com um niimero de dimensoes
maior que o necessario tém implicagoes imediatas no esforco computacional para a im-
plementacao de algoritmos. Um ntmero muito grande de coordenadas implica também

no aumento do numero de parametros a serem ajustados nas fungoes responsaveis pela
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Figura 5 - Atrator estranho de Lorenz e Conjunto de Cantor

(a) (b)

Legenda: (a) Atrator de Lorenz com condigoes iniciais X3 (0) = X3 (0) = X3 (0) = 10 e parametros
o =10, r=28,b=28/3. (b) Todos os niveis de constru¢iao do Conjunto de Cantor sdo
autossimilares.

Fonte: O autor, 2017.

predicao. O resultado pode ser um ajuste muito bom para os observaveis utilizados na

minimizagao; mas, ao mesmo tempo, pouco acurado no instante de interesse da previsao.

Os parametros necessarios a reconstrucao dos vetores de estado sao a dimensao
de mergulho dg e o delay time T. Como ambos estao conjugados no vetor |z,) pela
multiplicagdo dgT (ver Equagao (4)), a qualidade da reconstrugao é definida por este
produto. A prépria tentativa e erro — devido ao poder computacional disponivel nos

dias atuais — mostra-se adequada para a escolha conjunta dos dois pardametros (KANTZ;

SCHREIBER, 2003).

1.4 Atratores estranhos

Os Teoremas de Takens, apresentados na Secao 1.3, tém como motivagao fisica a
turbuléncia observada no fluido entre dois cilindros em rotacao, observada no Ezperimento

de Taylor-Couette (TAKENS, 1981). A Figura 4a mostra um dispositivo e seu esquema
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6tico para o estudo de fluidos entre dois cilindros de acrilico em rotacao. Nesta experién-
cia, diferentes estados do fluxo circular de Couette sao investigados (COLES, 1965). As
diferentes caracteristicas do escoamento dependem das velocidades angulares dos cilindros
de acrilico (ver Figuras 4b e 4c).

Matematicamente, regimes diferenciados de escoamento sao identificados na evo-
lugao temporal das velocidades de um fluido incompressivel viscoso na anélise da EFquacao
de Navier-Stokes. Desprezando os efeitos térmicos, esta equacao balanceia a derivada da
velocidade v com relacao ao tempo t com um determinado campo e pode ser colocada na

forma

X (), 5)
na qual o campo vetorial X, depende do parametro .

Ruelle e Takens (1971) estudam solugoes da Equacao de Navier-Stokes e, fazendo
suposicoes muito gerais a respeito do campo X, verificam que o movimento do fluido
se torna cadtico quando p assume valores suficientemente altos. Este parametro p pode
representar, por exemplo, o nimero de Reynolds ou o nimero de Rayleigh. O espago
de fase desses sistemas dinamicos possuem regioes chamadas de atratores e bacias de
atra¢do, nas quais as trajetorias manifestam habitualmente uma dependéncia sensivel das
condigoes iniciais. Além de tais regioes, os atratores estranhos e os atratores cacticos
também sdo precisamente definidos no presente trabalho. Estas quatro defini¢oes foram
extraidas do artigo de Grebogi et al. (1984).

Definicao 7. Seja um espago de fase que contém uma orbita que evolui no tempo t. Um
atrator é um conjunto compacto contido neste espaco que é limitado pela orbita quando

t — 400, para quase todas as condigoes iniciais de sua vizinhanga.

Definicao 8. A bacia de atracdo de um atrator é o fecho do conjunto das condicoes

inictals que se aproxima do atrator quando o tempo transcorrido tende para infinito.

No estudo qualitativo das equacoes diferenciais realizado por Ruelle e Takens
(1971), o atrator com a estrutura geométrica local definida pelo produto de um Con-
junto de Cantor por uma variedade bidimensional é considerado “estranho”. O processo
repetitivo de dividir um segmento unitario em trés partes e, depois, remover a parte do
meio, tem como resultado o Conjunto de Cantor. A Figura 5b mostra quatro niveis desta
construcao. Como cada nivel corresponde a uma réplica do outro, numa determinada
escala, esta estrutura é autossimilar. Quando a ordem da construcao aumenta indefini-
damente, o comprimento de cada segmento tende a zero e o niimero de segmentos tende

para infinito.
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Figura 6 - Divergéncia de trajetérias com proximidade infinitesimal

Xo

€2 (0)

€1 (O)

X1

Legenda: Contragao e expansao no disco da perturbacdo inicial no plano de fase X; X5.
Fonte: O autor, 2017.

Objetos geométricos que, em uma ou mais dimensoes, apresentam a caracteristica
de um Conjunto de Cantor sao tipificados como fractais (GRASSBERGER; PROCAC-
CIA, 1983; GREBOGI et al., 1984).

Definicao 9. Um atrator estranho é um atrator que nao é um conjunto finito de pontos

e que também nao € diferencidvel por partes.

Quando um atrator é um fractal no espaco de fase, ele possui uma propriedade geométrica
chamada estranheza. Um exemplo de atrator estranho no espaco de fase tridimensional é

o emblematico Atrator de Lorenz (ver Figura 5a).

1.5 Séries temporais e o caos

Os fluidos em movimento, no regime da turbuléncia, apresentam uma complexi-
dade comumente associada ao caos, que admite uma interpretagao em termos de atratores
estranhos. Existe uma ligacao direta entre a evolucao temporal dos sistemas que apresen-
tam comportamento cadtico e os observaveis armazenados numa série temporal. Kantz
e Schreiber (2003) avaliam que a conexao mais direta entre a teoria do caos e o mundo
real se d4 através da andalise de séries temporais, obtidas de sistemas reais, em termos da

dindmica nao linear.
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A complexidade detectada geometricamente através da estranheza tem atributos
dindmicos que se manifestam nas orbitas do atrator. Os efeitos mais contundentes dizem
respeito ao afastamento que duas Orbitas correspondentes a condigOes iniciais infinitesi-
malmente préximas sofrem com o transcorrer do tempo. Nos atratores estranhos, duas
Orbitas inicialmente localizadas numa pequena regiao do espaco de fase frequentemente
divergem exponencialmente no tempo®. A dindmica cadtica corresponde a uma depen-
déncia sensivel em relacao as condigoes iniciais. O calculo dos expoentes de Lyapunov
quantifica a divergéncia exponencial entre duas érbitas.

No espago de fase de dimensao N, cada expoente \; (j =1,2,---, N) corresponde
a evolucao temporal do eixo principal €; (¢) de um hiperelipsoide que tem a forma de uma
hiperesfera de didmetro ¢; (0) no instante inicial. O expoente de Lyapunov é o limite do

logaritmo da razao entre o eixo principal e o respectivo diametro, por um longo tempo ¢:

A = lim ~ In (2 Eéi) . (6)

Os eixos principais da hiperesfera sofrem diferentes deformacgoes ao longo do tempo,
tanto de contracdo quanto de expansao. Isto implica, por exemplo, que uma esfera num
espaco de estados tridimensional assume rapidamente a forma de um elipsoide. Uma
ilustragao deste comportamento no plano de fase — definido pelas variaveis dinamicas X;
e Xy — é dada na Figura 6. Expoentes de Lyapunov positivos indicam expansao de um

eixo e a contragao estd associada a valores negativos destes expoentes.

Definicao 10. Um atrator é cadtico quando possui, para duas orbitas tipicas e infinite-

simalmente proximas num instante inicial, pelo menos um expoente de Lyapunov positivo.

A direcao dos eixos presentes na Equacao (6) varia continuamente e em geral de
uma forma complicada no atrator. Entao, o calculo de um determinado expoente de
Lyapunov associado a uma orientacdo bem definida do hiperelipsoide no espaco de fase
nao faz sentido (WOLF et al., 1985).

Todavia, o contetido do Teorema Ergodico Multiplicativo de Oseledec assegura a
existéncia dos expoentes de Lyapunov. Este teorema garante que o espectro de autovalores
de uma matriz Ogy, é 0 mesmo para todas as condig¢oes iniciais. Isto é, o conjunto dos
autovalores de Ogp, é invariante (OSELEDEC, 1969). Cada expoente de Lyapunov

A;, correspondente a perturbagao inicial unitaria 6|Xj) i / Hé | Xo) il|> € definido pelo limite

2 Estranheza de um atrator ndo implica necessariamente na existéncia de um expoente de Lyapunov
positivo para as orbitas desse atrator. Existem atratores que possuem a estranheza geométrica mas nao
apresentam dindmica cadtica. Osciladores do tipo de péndulos amortecidos e forcados em frequéncias
diferentes — experimentalmente realiziveis — podem exibir estranheza sem serem cadticos (GREBOGI
et al., 1984)
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(OTT, 2002):

1 5|X0
A= 1lim —— In 7
i = Ry H ot HH 9

1.6 O problema inverso das séries temporais

Ao tratar da predicdo em séries temporais cadticas, Casdagli (1989) define que o
problema padrao em sistemas dinamicos é obter — a partir de um mapa nao linear
conhecido — o comportamento assintotico das iteragdes. O problema inverso, por sua
vez, é construir um mapa nao linear que se aproxime de uma sequéncia de iteragoes dada.

Este mapa desempenha o papel de um modelo preditivo.

Definicao 11. O problema inverso das séries temporais é obter conhecimento a
respeito de um sistema dinamico a partir de um conjunto de observdveis ordenados no

tempo.

Especificamente, neste trabalho, a aquisicado de conhecimento se da através da predicao e
da caracterizagdo da série temporal no ambiente da Computacao Algébrica.

No Atrator de Lorenz exemplificado na Se¢ao 1.4, o caminho percorrido é o mesmo
do problema padrao, ou seja: a solu¢do numérica do sistema formado pelas equagoes de
Lorenz (8) — com as condigoes iniciais e parametros dados na Figura 5a — gera os valores

de uma série temporal associada a uma determinada variavel X; (i = 1,2, 3).

dX

7; = —UX1+UXQEF1

dX

d—; = X, Xs+7rX,— Xy = B (8)
dX

7; = X1X2—bX3EF3

Nestas equacoes: o, r e b sao parametros dimensionais. O tempo ¢ é a tUnica variavel
independente e as fungoes Fi, F» e F3 possuem primeiras derivadas parciais continuas.
Tendo em vista a abordagem inversa das séries temporais, experimentos numéricos
sao adequados para o teste da teoria e das rotinas computacionais. Dados de experi-
mentos deste tipo — que exigem integragao numérica — sao empregados nos testes da

previsibilidade e da caracterizacao dinamica realizados nesta tese.
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2 A APROXIMACAO GLOBAL

Um mapeamento entre diferentes estados do sistema é o ponto de partida para tratar da
previsibilidade e também realizar o diagnéstico da série quanto a presenca de caos ou de
uma aleatoriedade desprovida de qualquer dindmica deterministica. O mapa em questao

se traduz numa func¢ao das coordenadas do espaco de fase reconstruido.

2.1 Previsao pela aproximacao global

Sendo |z (¢)) um vetor de estado correspondente ao instante ¢, uma funcao f-
relaciona este vetor com o estado |z (t + 7At)) (FARMER; SIDOROWICH, 1987). O
instante futuro é calculado pela adicao do instante ¢ com o produto de um inteiro 7 pelo
intervalo de tempo At. Ou seja, uma data futura corresponde a t + 7At. O pardmetro 7
especifica a ordem de entrada na série. Tomando como exemplo o fechamento diario do
mercado de agoes, a previsao para o indice trés dias apos uma determinada data requer

T = 3. A proposta é encontrar fungoes P, que sejam aproximagoes satisfatorias de f;.

|z (t +7At) = [+ (lz (1)) (9)

Definicao 12. A Aproximacdao Global ¢ um método para a estimativa de um observdvel
a partir de uma série temporal através da forma padrdo de um preditor. A Aproximacdo

Global Polinomial utiliza um polinémio como preditor 3.

Face a definicao apresentada, um preditor também pode ser designado como um mapa
global.

Considerando que o tltimo observével conhecido da série temporal é z (r (dg 1) At)
(4), o wvalor previsto T1(r4-) resulta da aplicagao do preditor P; (|z,)). Trata-se da apro-

ximagao obtida para o primeiro componente do vetor de estado |z (t + 7At)):
2 ((r+7) (s T) A) = Fiany + erir (10)

onde €, ¢ 0 erro da predigdo.
Depende da escolha do preditor e da determinagao de seus parametros o sucesso da
previsao. Aqui, cabe iniciar uma discussao a respeito da forma funcional mais apropriada.

No exemplo dado na Introdugao, os nove pardmetros do polindémio (1) foram determinados

3 Nas técnicas globais de aproximacao, as funcdes que desempenham o papel de preditores possuem uma
forma padrao (CASDAGLI, 1989).
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Tabela 1 - Exemplos de fungoées ¢; (|z,))

$1 P2 O3 P4 @5 0% o7 o8 o

2 2 2
Tir T2y T3r Tir L1pLor  T1pT3r  T2p LorX3r T3r

Legenda: As fungoes sao as mesmas do preditor (1).
Fonte: O autor, 2017.

numa parte da série temporal que resultou num erro de apenas +0.23% para o Indice Dow
Jones. A procura pela combinacao ideal entre a forma da fungao preditiva, o nimero de
parametros de ajuste e a extensao de observaveis a serem utilizados prescinde da tentativa
e erro. Se os tempos de execuc¢ao no computador forem pequenos, este método é viavel.
No ambito da Computacao Algébrica, sao diversas as possibilidades na sele¢cao de
fungoes. Existem, entretanto, conveniéncias matematicas e computacionais na limitagao
da forma destas funcoes. Outro ponto de suma importancia é o método de minimizagao
a ser aplicado. Caso sejam escolhidos preditores com termos que nao sao lineares nos

parametros de ajuste — do tipo
Pr (7)) = c1v1, + coar + 373, + casin (cs71,) + cosin (crra,) + cgsin (coxs,) (11)

— sera necessario um método iterativo de minimizagdo para encontrar os valores dos
parametros cs, ¢y e cot.

Logo, os preditores convenientes sao as combinagoes lineares de func¢oes dos vetores
reconstruidos. Sendo o i-ésimo pardmetro ¢; e a i-ésima fungao ¢; (|z,)) — a Tabela 1
apresenta exemplos destas fungoes —, a forma funcional dos preditores com n parametros

a serem determinados fica restrita a

n

Pr(|z) =D _cidi(|ar) - (12)
i=1

Levando em conta os M observaveis escolhidos para o mapeamento, o melhor

estimador — nao tendencioso — para o desvio num tempo de predicao o, € calculado

com base na variancia amostral (BEVINGTON; ROBINSON, 2003). Este tipo de medida

¢ a mais utilizada para o erro esperado nas previsoes em séries temporais (KANTZ;

SCHREIBER, 2003).

S (21— Xy i (o))
M—-1

or =

(13)

4 De fato, todos os métodos de otimizacdo ndo lineares sdo iterativos. Os algoritmos cldssicos de
Levenberg-Marquardt e de Powell’s Dog Leg sdo empregados quando func¢des ndo lineares nos pa-
rametros de ajuste estdo presentes (MADSEN; NIELSEN; TINGLEFF, 2004. E-book).



30

2.2 Determinacao do preditor

Nesta modelagem, os coeficientes do preditor resultam da determinacao do vetor
de pardmetros |c¢). Um conjunto de M vetores reconstruidos {|x;)} toma parte na mi-
nimizacao da funcdo custo F (|c)). Somente a classe restrita de fungoes especificada em

(12) é admitida no processo.

2

F(le)) = Z (Gr’)Q = Z <$1r’ — Zci(bi (|xr7>)> (14)

=1 =1 i=1

Os residuos €;_, neste método sdo computados com base no primeiro componente

do vetor |z4), sendo analogos aos erros da predigao €, (10).
€—r =2 (F(dgT)At) —z ((F = 7) (dp T) At) = 215 — T15-7) (15)

Assumindo que os residuos (15) seguem uma distribuicao gaussiana, a probabili-

dade para a ocorréncia do residuo €(_r); tem uma distribuicao ©; (e(f,T)j) que corres-

ponde a
62, .
©; = Kexp (— (;;TQ)J> , (16)

com as constantes K e o.

Tratando-se de densidades de probabilidades, o método da mdzrima verossimilhanca
atende ao propédsito de estimar pardmetros (FISHER, 1922). No caso especifico do predi-
tor (12), o vetor de pardmetros |c¢) maximiza o produto das densidades de probabilidades
dos M residuos €_-y; — que correspondem ao conjunto de vetores reconstruidos {|x;)}
empregado no ajuste. B imediato concluir que o logaritmo do produto é também maxi-

mizado pelo mesmo vetor |c).

Ock
0> 502 (0,0 O] (18)

Substituindo a densidade de probabilidade (16) nas relagoes (17) e (18) — que
impoe as condigoes de maximo requeridas pela implementagao do método de Fisher (1922)

— sdo0 encontrados os vinculos entre os residuos:

0= £,€ [_ (E?f_m +lne Tt 654—7”””

V> 5;9;% {_ (E%r’—r) |+ €l ot E(Qf—T)Mﬂ :
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Uma simples multiplicacao — da equagao e da inequacao escritas acima — por
—1, conduz a quantidade de interesse na obtengao do vetor |¢). A soma entre colchetes
tem que ser um minimo pelas relagoes (19) e (20) e é idéntica aquela presente na funcao

custo F (|c)) (14). Trata-se de um tipico problema de minimos quadrados.

0

0= B [6?@7)1 + €(imyp ot E%r’f'r)M} (19)
0% 1, 2 2
0<35z {E(f—T) 1t €y T T € M} (20)
k

Iniciando pela derivagao da funcao custo em relacao ao parametro ¢y, a equagao

0F (Ic)) _ 10F(|e))
dcy 2 Jg

- 2.3 (o= S etnlon) 1 v
_ §i<mf—§;q@<mﬁ¢»>@<uﬂa>
SIS 3) AP ()
= Yt () = 323 ) n )

é construida. Entao,

ZQ(IQWMW%Wﬁm>=2m@MmHy o

=1

Com o intuito explicitar a relagdo (21), a fungdo preditiva (1) é tomada como

exemplo:

M M M
C1 Z T1(f—m)T1(r—7) T C2 Z To(f—m)T1(r—7) T C3 Z T3 (f—7) L1 (F—1)

F=1 =1 7=1
M M M
+ oy, x%(f_T)xl(f—T) 05 ) T () T2 1 (h—r) + C6 D T1 () T3 (i) L1 (1)
=1 =1 =1
M M M
+ o Z x%(f—r)xl(f—T) + g Z Z2(i—1)L3(7—7) L1 (7—7) T C9 Z 1632)(7:_7)551(74—7)
=1 =1 =1

M
= Z L1¢L1 (f—1) -
F=1
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Prosseguindo com o mesmo procedimento de derivagao e de manipulagao algébrica
que conduziu & Equagao (21), sdo encontradas [ equagoes correspondentes aos parametros

de ajuste. O sistema de equagoes

3 e (301 (v o)) = 3 v 61 )

> (X0 (- o)) = Yo ) 22)

> (356 G- ) ) = 3 v e

i=1

tem como solugdo o conjunto {cy, ¢a, ..., ¢}. Definindo
M

Qpg = Z Gp (|26-7)) Bq (|24-7))
=1

M
Bp = Z$1f¢p(|x7‘—7>)a
=1

o sistema (22) é colocado na forma matricial e o problema de determinar o preditor fica

reduzido a solucao da equagao

Q11 Q12 ... O &1 51
Qg1 Qa2 ... Qg Ca 52 (23)
| @ Qi ... ap | [ G | L Bi |

O desenvolvimento desta secio conduz a um formato de solucio préprio da Alge-
bra Linear. Determinar o preditor significa encontrar a solucao de minimos quadrados
) para um sistema linear do tipo &|c) = |3). Esta solucio minimiza ||&|c) — |B)|[°
(ROBINSON, 2006).

2.3 Distribuicao dos residuos

No processo que conduz ao método dos minimos quadrados, a distribuicao dos

residuos (16) é normal. Assumir a forma gaussiana no ajuste, contudo, pode nao estar de
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acordo com a combinagao real entre a parte da série temporal e o preditor selecionados.
Em situac¢odes como esta, outros métodos de minimizacao poderiam ser propostos.

Para fazer frente a medidas realizadas a partir de observagoes astronémicas, Bra-
nham R. L. (1982) apresenta um estudo comparativo entre os métodos das médias, de
Chebyshev e da soma minima. A motivagao é que o método dos minimos quadrados pode
nao ser o mais adequado se os erros de observagao nao estiverem normalmente distribui-
dos. Neste caso, nao ha a garantia do Teorema de Gauss-Markov para que a variancia
estimada pelos minimos quadrados seja minima. Na conclusao do trabalho, o método
da soma minima foi o inico que se mostrou competitivo com o tradicional método dos
minimos quadrados, merecendo maior atencao por parte dos astronomos. Os outros dois

métodos mostraram-se inadequados para o tratamento dos dados observacionais.

Teorema 6. Teorema de Gauss-Markov (SCHEFFE, 1959; SILVEY, 1975). Seja
um vetor |5) de p dimensdes definido pela Equagao |8) = & |c) + |€), onde & é uma matriz
conhecida p x 1 de posto 1, |¢) é um vetor desconhecido com | dimensdes e |€) é o vetor
erro com valor esperado E (|€)) = |0) e varidncia 62 (|e)) = 021, onde 0® ¢ desconhecida
e I ¢ a matriz identidade; isto é, os componentes de |€) possuem a mesma varidncia

0?2 e mdo sdo correlacionados.

Seja |¢) o inico estimador de minimos quadrados de |¢) e Q = £ |c) uma fungio linear
paramétrica. Entao §|E> ¢ um estimador ndo tendencioso de Q) e, se Q0 é qualquer outro

estimador linear nao tendencioso de ), temos que
5 (&le)) < 6 (Q) -

Com o objetivo de obter uma aproximacao verossimil na solu¢ao de minimos qua-
drados (23), a estratégia a ser seguida é avaliar se convém, ou nao, assumir a distribuigao
dos residuos num determinado mapeamento como gaussiana. Um teste de normalidade

da distribuicao permite a tomada de decisao a partir de evidéncias estatisticas.

2.4 Teste de hipéteses e o p-valor

Na Estatistica, frequentemente se extrai informagdes sobre um conjunto inteiro, a
populacao, através da investigagdo de um pequeno subconjunto deste, a amostra. Como
consequeéncia, conclusoes erradas podem ser tiradas a respeito da populacao. Na me-
todologia que envolve a tomada de uma decisdo estatistica, geralmente sao formuladas

hipdteses sobre as populacoes.

Definicao 13. A Hipotese Nula H, ¢ a afirmacdo feita sobre a populacao.
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Figura 7 - Teste de hipdteses e calculo do p-valor

o (Z) p-valor
p=1—%2®(2)dz

Hip. Alternativa
Hl = [a’7 b]

Unilateral

a esquerda Bilateral

Unilateral
a direita

Legenda: Teste unilateral: a = —oo e b finito — a direita; a = finito e
b = 400 — a esquerda. Teste bilateral: a e b finitos.
Fonte: O autor, 2017.

Definicao 14. Uma proposicio divergente da Hipotese Nula constitui uma Hipotese

Alternativa H,.

Para aceitar uma hipdtese, ou rejeita-la, sao aplicados testes de hipoteses. Quando uma
hipdtese nula que se aproxima bem da realidade da populagao é rejeitada no teste em favor
da hipotese alternativa — ou seja, se ocorre rejeigao indevida de Hy em favor de uma
aproximacao pior H; — o erro cometido é do Tipo I. Se nao ocorre a devida rejeicao
de Hy em favor de H; — na situacao em que a hipdtese nula é menos representativa que
a alternativa — entao a decisao estatistica implica num erro do Tipo II.

A hipotese nula habitualmente é formulada com relagdo a um parametro da popu-
lacao. Por exemplo, um valor especificado para a média. Este parametro esta associado
a uma estatistica z — que pode ser a varidvel normal padronizada. Cabe ressaltar que
a quantidade a ser manipulada no teste de hipdéteses nao é o parametro populacional,
mas a sua estatistica correspondente. Se a afirmacao da hipdtese alternativa for superior
ao valor especificado pela hipdétese nula para z, entao trata-se de um teste unilateral a
direita. No outro sentido, o do teste unilateral a esquerda, a estatistica tem um valor
menor do que o estabelecido para a hipdtese nula. A proposicdo de que a estatistica é
apenas diferente — com um valor de z maior ou menor — corresponde ao teste bilateral.

Existe uma quantidade chamada de p-valor que permite avaliar a intensidade da

aproximagcao ou do afastamento dos observaveis em relagdo a hipétese. No critério de
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avaliacao do teste de hipodteses, o p-valor precisa estar num intervalo considerado aceitavel.

Definicao 15. Seja a Hipotese Nula Hy e a Hipdtese Alternativa Hy especificada pelo
intervalo [a,b]. No teste de hipdteses para a estatistica z, com distribui¢do de probabilidade

® (2), o p-valor p € determinado por

@zl—ll(/abd)(z)dz, (24)

com a constante de normaliza¢io K = [T2°® () dz.

Nos testes unilaterais, um dos limites do intervalo [a, b] tem magnitude infinita. O teste
unilateral a direita corresponde a a = —oo e o unilateral a esquerda é realizado fazendo
b = 400. Valores finitos para a e b caracterizam os testes bilaterais. A Figura 7 sumariza
o teste de hipdteses e o respectivo calculo do p-valor nestes termos.

Com a intencao de interpretar o significado do p-valor, uma distribuicdao de proba-
bilidade idealizada traz o esclarecimento desejado. Supondo que existe completa certeza
de que a estatistica z — associada a um determinado parametro populacional — tem o
valor zp, a distribui¢do de probabilidade corresponde a func¢ao delta de Dirac ¢ (z — zp).

Escolhendo um intervalo para a hipotese alternativa com b < 2y ou, por outro lado, a > z,

o calculo
1 b(5 d ! b(5 d
v K Ja (2= 20)dz T8 (2 —20)dz Ja (2 = 20)dz
= 1—-0=1

tem como resultado um p-valor igual a um. Rejeitar a hipdtese nula em favor da hipotese
alternativa significa estar completamente errado, porque zy ¢ [a,b], por definicdo. Tal
decisao estatistica implicaria num erro do Tipo I. Este caso ilustra que a atitude apropri-
ada com um alto p-valor para o teste — a partir da amostra — é a aceitacao da hipotese
concebida a respeito da populacao.

Ampliando o intervalo anterior de forma que zy € [a/, 1], chega-se ao p-valor do

extremo oposto:

1 Y 1 o
= 1——/ 0(z— dz =1 — /5 - d
v K Jo (Z ZO) ‘ fjgé(Z—ZQ)dZ a’ (Z ZD) :
= 1-1=0.

Neste exemplo, a hipotese nula deve ser rejeitada em favor do intervalo alternativo para
os valores da estatistica z. Um p-valor baixo indica que existe evidéncia estatistica para
a rejeicao da hipdétese nula em favor da alternativa. A Tabela 2 apresenta o panorama do

teste de hipdteses desta discussao.

Definicao 16. O nivel de significincia o é o limite inferior do p-valor, fixado previ-

amente para o teste de hipdteses, para a aceitacao da hipotese nula Hy.
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Tabela 2 - Decisao estatistica e p-valor

p-valor p decisao estatistica
alto aceitar H
baixo rejeitar Hy em favor de H;

Legenda: Critério de aceitagao de Hp: o > .
Fonte: O autor, 2017.

A quantificacdo do p-valor d4 uma ideia de quao fortemente os observaveis da
amostra podem se opor a hipdtese feita sobre a populagao. Esta plenamente adequada
aos problemas cientificos. Um valor fixo do nivel de significancia « é inevitavel na decisao
pela aceitagdo ou rejeigdo de uma hipétese (LEHMANN, 2005).

2.5 Teste de Shapiro-Wilk

Nos testes de normalidade de uma distribuigao, formula-se a hipétese de que a po-
pulacao segue a distribui¢gao normal. Dentre os testes disponiveis, a opcao pelo de Shapiro-
Wilk tem a justificativa da sua performance superior em relacao aos de Kolmogorov-
Smirnov, Lilliefors e Anderson-Darling na comparacao de Razali e Wah (2011).

Considerando uma amostra ordenada de uma populagdo (y1,vys2, ..., Yn) — Y1 <
Yys < ... <y, — com média y, determina-se a estatistica W do teste de Shapiro-Wilk
pela razao entre uma combinagao apropriada dos elementos desta amostra e a habitual
estimativa da variancia (SHAPIRO; WILK, 1965).

() aiyi)?

W p—
1 (yz‘ - @2

(25)
O numerador corresponde ao produto da melhor estimativa ndo tendenciosa da variancia
amostral por n—1. Cada um dos coeficientes a; pode ser encontrado exatamente. Todavia,
consideravel esforco computacional e um uso exagerado de memoria sao necessarios nas
manipulagdes matriciais exigidas no calculo. Existem férmulas que fornecem resultados
que se aproximam satisfatoriamente dos coeficientes exatos (ROYSTON, 1992).

Para o calculo do p-valor obtém-se a variavel w pela normalizacao da estatistica V.
Na composi¢ao da variavel normal padronizada sao feitas estimativas — que dependem
do tamanho da amostra — para a média p e para o desvio padrao . Royston (1992)
apresenta as férmulas aproximativas e encontra o p-valor o = 0.018 para o caso em que
w = —13779, pu = —1.6198 e o = 0.11544. Relacionado a este exemplo, ha um

ponto a favor da aproximagao para os coeficientes a; no mesmo trabalho: o resultado da
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estatistica W calculado pelos coeficientes exatos e os aproximados coincidem até a quarta

casa decimal.

w—p  —1.3779 — (—1.6198)

= = 2.
o 0.11544 095

2

1 b 1 2.095

o=1- ?/a O(z)dr = 1— m/m e~ T dz = 0.0180854970

Considerando os niveis de significancia a = 0.01 e « = 0.05, o p-valor p = 0.018 implicaria
na aceita¢ao da hipdtese nula no nivel mais baixo (0.01), e na sua rejeigdo no mais alto
(0.05).

Voltando ao problema dos residuos na determinacgao do preditor, convém fazer uma
consideragao sobre o que se pode esperar do teste de normalidade. O conjunto dos residuos
calculados pode ser considerado como uma amostra retirada de uma determinada popu-
lacao. Se pelo teste de Shapiro-Wilk houver evidéncia estatistica de que esta populac¢ao
segue uma distribui¢do normal, entdo a forma gaussiana (16) é uma aproximacao valida
para a distribuicao dos residuos no mapeamento global. Nesse contexto, as hipéteses do
teste no método da aproximagao global sao formuladas:

H,“Y = Amostra retirada de uma populacio que seque uma distribuicio normal;

H\%Y = Amostra retirada de uma populacio que ndo seque uma distribuicdo normal.’

2.6 Nivel de confianca na predicao

Encontrar preditores cuja distribuicao dos residuos no mapeamento seja bem apro-
ximada por uma fung¢do gaussiana esta no escopo do método desenvolvido neste trabalho.
Do ponto de vista pratico, existe a possibilidade de modificacao da forma do preditor — a
mudanca do grau do polindmio de dois para trés, por exemplo — ou da extensao da parte
da série que fara parte do global fitting, caso o resultado do teste de normalidade seja
negativo. Mais uma vez, operacoes deste tipo sao facilitadas no ambiente da Computacao
Algébrica até que o resultado do teste seja positivo. Com esta motivagao, uma formulagao

precisa para o nivel de confianca mostra-se adequada.

Definicao 17. O nivel de confianca para um tempo de predicao L. ¢ o resultado

do cdlculo

2
7

2 o €4
T — 1—- 7/ o — d 7—T T) 2
£ V 27T ér+‘r/0’7’ eXp { 20-72— } (6 /0- ) ( 6)

% o rétulo “GA” abrevia global approach
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em que o desvio o, (13) corresponde a raiz quadrada da variincia amostral.

Se os residuos no mapeamento forem aceitos no teste de Shapiro-Wilk, entao existe
uma forte razao para se esperar que o valor verdadeiro da série temporal — que é des-
conhecido, por hipétese — esteja na faixa entre z1p(4r) — 07 € T1p(4r) + 07 com uma

confianca de 68.3%, de 95.5% para é,,, = 20, e 99.7% quando é,,, = 30,. Calculando:

)

>0 € o
- \/%/ exp{— = }d(ef_f/af) >~ (.683,
6
1—7/ d(esr)or) = 0.955,
= [T o] - fatenson
2
\/_/ exp{ Zgg}d(eh/m) ~ (.997.

Estes cédlculos expressam exatamente o conteido da Regra dos Trés Sigmas (PU-
KELSHEIM, 1994). A magnitude do erro tolerdvel na predigio pode ser estabelecida

como sendo de 30, com significado idéntico ao habitualmente adotado na Fisica Experi-

[\

\|

mental.
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3 CARACTERIZACAO DINAMICA

A evolucao temporal dos desvios calculados com a aproximagao global informa a natureza
dindmica do sistema subjacente a série temporal. O método apresentado neste capitulo
resulta numa alternativa ao calculo dos expoentes de Lyapunov a partir do conjunto de
observaveis. Comportamentos tipicos deixam sua impressao em graficos que permitem

diagnosticar séries como cadticas, periddicas ou randoémicas.

3.1 Expoentes de Lyapunov a partir de séries temporais

Quando um sistema apresenta uma dindmica cadtica, pelo menos um autovalor da
matriz de Oseledec deve ser positivo. Sendo assim, basta determinar o maior expoente
de Lyapunov Amgr para atender ao propésito da caracterizagao dindmica. Caso seja
positivo, o sistema pode ser considerado cadtico de acordo com a Definicao 10 — devida
a Grebogi et al. (1984) — da Secao 1.5.

Existem algoritmos para a determinacao de Apqz. No trabalho pioneiro desta
proposta, Wolf et al. (1985) assumem a existéncia de uma divergéncia exponencial entre
Orbitas infinitesimalmente préximas e o calculo baseia-se nesta hipétese. Infelizmente, a
sua aplicagao requer muito cuidado e facilmente pode conduzir a resultados errados. No
algoritmo de Sano e Sawada (1985), uma performance satisfatéria pode ser obtida quando
0s observaveis permitem uma boa aproximacao da dindmica do sistema. Testes da diver-
géncia exponencial de trajetorias proximas sao realizadas com o método de Rosenstein,
Collins e Luca (1993). Kantz (1994) também disponibiliza um algoritmo com esta ca-
racteristica. Os resultados dos testes permitem decidir quando realmente faz sentido o
calculo dos expoentes de Lyapunov a partir de um conjunto de observaveis ordenados no
tempo (KANTZ; SCHREIBER, 2003).

Algoritmos que determinam os demais expoentes foram aplicados por Sano e
Sawada (1985), além de Eckmann et al. (1986); seu desempenho depende fortemente
da qualidade dos observaveis (KANTZ; SCHREIBER, 2003). Com relagdo a iniciativas
deste tipo, uma discussao é crucial. O conjunto dos expoentes de Lyapunov para o sis-
tema dindmico (3) — definido por N equagoes diferenciais — corresponde ao espectro de
autovalores \; (1 = 1,2, ..., N) (7) da matriz de Oseledec. Se o espago de reconstrucao
possuir uma dimensao dg # N, entdo a matriz correspondente possuird um nimero de
autovalores incompativel com a dimensao real do sistema.

Kantz e Schreiber (2003) descrevem uma aplicacdo do seu algoritmo que ilustra
muito bem o problema. Trata-se do espectro de Lyapunov determinado a partir de uma

série temporal formada pelas intensidades de um laser de Ressonancia Magnética Nuclear
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Tabela 3 - Expoentes de Lyapunov espurios

m k ;‘-dubious J"'+ A-dubious A
3 20 0.32 —0.40 —1.13
40 0.30 —0.51 —1.21
160 2.28 —0.68 —1.31
4 20 0.34 —0.03 —049 —1.08
40 0.31 —0.01 —-0.52 —1.12
160 0.29 —0.03 —0.69 —1.35
5 20 0.36 0.16 —0.20 —0.57 —1.11
40 0.35 0.14 021 —059 —1.14
160 0.31 013 035 -077 —1.34
6 20 0.39 0.24 —0.02 —026 —0.58 —1.09
40 0.41 0.25 —0.02 —027 —0.64 —1.18
160 0.38 0.25 —0.17 —-044 —0.83 —1.34
7 20 0.42 0.27 0.08 —-0.09 -0.28 -0.57 —1.06
40 0.45 0.27 0.11 —-0.12 —-033 -0.65 —1.16
160 0.40 0.25 —0.02 -024 -0.50 -0.85 —1.38
3 global® 0.272 —0.64 —1.31
3 global® 0.273 —0.64 —1.15

Legenda: O espaco reconstruido para o laser NMR tem dimensao m e
sao usadas k medidas de intensidade no processo de data
fitting. Os expoentes da regido sombreada sdo claramente
espurios.

Fonte: KANTZ, SCHREIBER, 2003, p. 209.

— laser NMR —, operado de maneira que as amplitudes apresentem uma evolugao tem-
poral complexa. A Tabela 3 mostra os expoentes de Lyapunov para diferentes dimensoes
de reconstrucao — designadas por m na tabela. O sistema que da origem aos observaveis
admite uma modelagem plenamente satisfatéria com trés equagoes de primeira ordem,
ou seja, pode ser colocado na forma do sistema (3) fazendo N = 3. Sao considerados,
a priori, expoentes espurios aqueles que estao na regiao sombreada, num espago com di-
mensao minima igual a cinco. Alguns outros valores apresentados também precisam ser
investigados mais profundamente.

Embora existam critérios para a interpretagdo dos expoentes como espurios ou
nao, o problema continua a ser de dificil solugdo (PARLITZ, 1992). O fato é que as
especificidades requeridas neste tipo de calculo estao longe de serem triviais. Na procura
por um caminho, cabe questionar se vale a pena prosseguir com este tipo de iniciativa.
Por outro lado, a construcao de um novo método que reconheca a natureza da série —
cadtica ou nao — parece ser uma alternativa viavel no escopo da Analise de Séries

Temporais.
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Tabela 4 - Séries temporais de naturezas distintas

caracterizagao i D,
caodtica decrescente crescente
randomica sempre baixa sempre baixo
periddica sempre alta sempre baixo

Legenda: As quantidades estatisticas acuracia A, e desvio
relativo D, sdo responsaveis pela caracterizagao
dindmica das séries temporais.

Fonte: O autor, 2017.

3.2 A caracterizacao dindmica pela Aproximacao Global

Os desvios num tempo de predi¢ido o, — calculados para um determinado preditor
— decorrem da natureza do sistema dinamico que gera os observaveis da série temporal.

Casdagli (1989) propoe uma lei de escala baseada no maior expoente de Lyapunov:

o, = gpeTAtmaz (27)

Se os desvios o, entre o valor real |z (t + 7At)) e o resultado da predi¢do — dado
pelo valor de P, (|z)) — crescem exponencialmente para 7 — +o0, entdao o sistema
é cadtico. Por outro lado, na auséncia de caos nao existe nenhuma razao para haja
crescimento dos desvios com o transcorrer do tempo, como é o caso das séries temporais
completamente aleatorias e também das séries peridédicas. Entretanto, a acuracia na
predicao em sistemas periddicos é muito maior que a obtida em séries aleatorias.

Neste trabalho, duas quantidades estatisticas sao construidas para caracterizar o
comportamento dinamico da série temporal. A razao entre a média dos valores absolutos
e o erro admissivel na predicdo recebe o nome de acurdcia para um tempo de predicao,

denotada por A..

i g

AT:3(M—1)UT

(28)
Os moédulos acima sao os primeiros componentes dos vetores que participam do mapea-
mento global.

O outro quantificador criado — chamado de desvio relativo para um tempo de

predigio, designado por D, — compara o desvio o, calculado para o preditor P, (|z,))
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Tabela 5 - Critérios de qualificagdo para os preditores

critério descricao
QP, O global fitting é aceitavel se o, < 0.003 (3n; + 1) |17 . -
QP, O global fitting é aceitavel se n, < 0.317N.
QP, O global fitting é aceitavel se n3 < 0.045N.
QP, O global fitting é aceitavel se n, = 0.
QP; O global fitting é aceitavel se 95 < 0.317N (n; + 1).

Legenda: Os critérios acima sdo complementares. Caso um tipo de outlier nao esteja
no escopo de um determinado QP, ele pode ainda ser detectado por
qualquer um dos quatro critérios remanescentes.

Fonte: O autor, 2017.

com aquele que corresponde a 7 = 1.

Or

D, = (29)

01

Se os tempos de predicao sao longos, os sistemas cadticos tornar-se-ao imprevisi-
veis. Por outro lado, nas séries aleatérias a acuracia necessariamente sera baixa; nao ha
dependéncia do valor assumido pelo parametro 7. Nisto reside a diferenca com as séries
cadticas, que permitem previsoes acuradas para 7 = 1.

Nos sistemas periodicos, os desvios relativos D, sao baixos todo o tempo, da mesma
maneira que nos randémicos. A grande distingdo entre os dois tipos de dindmica estéd
justamente nos valores de A,. Para qualquer tempo de predicdo permanecera alta nas
séries periodicas. A Tabela 4 resume a discussao em termos do comportamento esperado

para as quantidades estatisticas.

3.3 Qualificacao dos preditores

Os valores obtidos pela aplicacao da funcao preditiva devem estar de acordo com
os observaveis da série temporal. Entao, alguns critérios para o controle de qualidade
do mapeamento global constituem um guia 1til no método de caracterizacdo dinamica.
A Tabela 5 mostra os requisitos que os preditores precisam atender. Cada critério de
qualificagao tem o propédsito de detectar uma modalidade de outlier. Existe uma comple-
mentariedade no conjunto de critérios. Assim, se um determinado tipo de outlier nao for
detectavel pelo critério QP;, ele pode ser detectado com QP, e assim por diante.

Na aplicac¢ao dos critérios, os pardmetros do conjunto {n, 72, 13, M4, 15} (ver Tabela
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Tabela 6 - Parametros para a qualificacdo dos preditores

parametro quantidade especificada pelo parametro
i nivel de deteccao de outliers
72 niimero de valores absolutos |e;| maiores que S |74 /3N
N3 niimero de valores absolutos |e;| maiores que SN | |z14| /N
M4 nimero de valores absolutos |e;| maiores que |z .
75 nimero de valores absolutos |e;| maiores que o,

Legenda: Os N observaveis contabilizam os vetores reconstruidos que participam e
também aqueles que ficam de fora do mapeamento global.
Fonte: O autor, 2017.

6) sdo quantificadores para a deteccao de outliers (em fase de elaboragao)®. Uma escolha,
do parametro 7, define o nivel de exigéncia para o processo de global fitting. Se n; =

0, somente desvios o, < 0.003 X |71/ sao admissiveis. A Regra dos Trés Sigmas é

max
empregada como um guia para a qualificagdo dos preditores (PUKELSHEIM, 1994).

E importante ressaltar que os vetores que nio participam do processo de mini-
mizacao — cujos primeiros componentes sao os observaveis contidos na parte da série
selecionada para o mapeamento — sao também levados em conta nesta estatistica. Em

outras palavras, todo o intervalo da série temporal é considerado na avaliacao.

3.4 Diagramas Acuracia-Desvio e Acuracia-Desvio Logaritmico

A caracteristica dindmica de uma série temporal se manifesta em duas representa-
¢oes graficas especialmente criadas para este fim, chamadas de Diagrama Acurdcia-Desvio
e Diagrama Acurdcia-Desvio Logaritmico. Neste tipo de diagrama, uma “bola fechada”
e representa o valor de A, — ou entdo In(A;) — e uma “bola aberta” o esta associ-
ada a outra quantidade D, — ou ao seu logaritmo. O eixo das abcissas corresponde ao
pardmetro 7, utilizado nos calculos de A, e D;.

Curvas crescentes para A, — ou In (A,) — e, a0 mesmo tempo, decrescentes para
D, — ou In(D,) —, caracterizam o comportamento cadtico. A Figura 8 mostra um

diagrama deste tipo em escala logaritmica para uma série temporal formada pela variavel

6 ALVES, P.; DUARTE, L.; da MOTA, L. Dynamical characterization of a time series by the polynomial
global approach. Submetido & publica¢do em 2017.
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Figura 8 - Diagrama Acuracia-Desvio Logaritmico

| @ Acuracia O Desvio
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Q..
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Legenda: A série temporal corresponde a variavel X do Sistema
de Lorenz.
Fonte: O autor, 2017.

X do Sistema de Lorenz (8).

Se a série for periodica, a expectativa é a formacao de uma banda de acurdcia na
parte superior do diagrama e uma banda de desvio na parte inferior. No caso de séries
randomicas estas duas bandas deverao ser localizadas na parte inferior do diagrama. Os

trés tipos de possivel caracterizacdo dinamica estao identificados na Tabela 7.

3.5 Um novo quantificador para o caos

As curvas dos Diagramas Acurécia-Desvio (em fase de elaboracio)” informam o tipo
da dindmica responsavel pela evolucao do observavel contido na série temporal. Entao,
este tipo de representagao grafica é adequado também para a extracao de uma informa-
¢do quantitativa sobre a natureza do sistema em estudo. A manipulacao da quantidade
estatistica A, permite a construcdo de um quantificador que atenda a este propdsito.

Em um diagrama para uma série cadtica — como aquele representado na Figura

" ALVES, P.; DUARTE, L.; da MOTA, L. Dynamical characterization of a time series by the polynomial
global approach. Submetido & publica¢do em 2017.
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Tabela 7 - Caracterizacdo dindmica com o Diagrama Acurédcia-Desvio Logaritmico

caracterizacao In(A;) In (D;) In (A;) Adyn

cadtica curva decrescente curva crescente +00 >0
randomica banda inferior banda inferior 0 0
periodica banda superior banda inferior +00 0

Legenda: A escala logaritmica facilita o diagnéstico da série temporal. Os valores de
referéncia acima correspondem a mapeamentos globais ideais.
Fonte: O autor, 2017.

8 —, a curva In (\A;) sugere um decaimento exponencial do tipo
In(A) = {In(A)} e . (30)

A constante A deve ser positiva se o observavel apresenta uma evolucao caotica.

Tanto In (A;) quanto A descrevem aspectos que marcam a natureza da dindmica.
De acordo com a discussao a respeito dos tipicos Diagramas Acuracia-Desvio Logaritmicos,
existe a expectativa que os valores de In (A;) manifestem caracteristicas de periodicidade
ou aleatoriedade (no caso da série temporal nao apresentar determinismo). Por outro
lado, nos dois casos, os valores de A devem ser préximos de zero.

Neste estagio da construcao, uma boa estratégia consiste no desacoplamento destas
duas quantidades. No lugar de determinar uma constante do tipo de 5\, é mais conveniente

fazer a troca
A — )\dyn

porque a Equagao (30) pode resultar num ajuste ruim para a curva In (A4;). Definindo

Adyn como uma média,

¢ -/47' - AT+1

)\dyn = Z

2 c (31)

o tipo de evolugao temporal pode ser reconhecido mais adequadamente. Esta quantidade
nao depende da forma funcional de A, e leva em conta as inevitaveis flutuagoes estatisti-
cas presentes no mapeamento global. Para preditores ideais, as magnitudes de interesse
apresentam os valores da Tabela 7.

Nao existe dependéncia entre A; e Agy,. Logo, ambos admitem uma representacao

conjunta nos eixos ortogonais de um plano cartesiano. Lancando mao da conveniéncia
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Figura 9 - Quantificador de caos no plano complexo
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Legenda: As dinamicas tipicas estdo de acordo com mapeamentos globais
realisticos.
Fonte: O autor, 2017.

dos ntimeros complexos, o novo quantificador de caos assume a forma
Zdyn = Al + Z-)\dyn; (32)

onde i representa a unidade imaginaria (em fase de elaboracao)®.

As dinamicas tipicas possuem uma esclarecedora representagao no Diagrama de
Argand. Na Figura 9, a magnitude de cada grandeza corresponde a esperada em processos
realisticos de global fitting. Nestes casos, os valores para 4, sao finitos e Agy, se aproxima

de zero para séries periddicas e randomicas.

8 ALVES, P.; DUARTE, L.; da MOTA, L. Dynamical characterization of a time series by the polynomial
global approach. Submetido & publica¢do em 2017.
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4 ROTINAS COMPUTACIONAIS

A reconstrugao dos vetores de estado, a determinagao do vetor de pardmetros |c), a
predicao e o desvio sdo determinados pelas rotinas computacionais — executadas no
ambiente Maple — dos pacotes TimeS e LinMapTS. O mesmo programa que calcula o,
aplica o teste de Shapiro-Wilk para a distribuigdo dos residuos. Acuracia, baixo tempo
de execucao e um nivel de confianga bem estabelecido sao os atributos que estdo na mira
dos procedimentos computacionais desenvolvidos. Cada etapa da programagao tem como
objetivo contemplar estas trés qualidades. Os Diagramas Acuracia-Desvio e Acurécia-
Desvio Logaritmico, bem como o quantificador de caos Zg,,, sao disponibilizados pelo

programa DynCharTs.

4.1 Pacote LinMapTS

Partindo de uma lista de vetores reconstruidos, o procedimento LinGfiTS seleciona
qual parte da série temporal sera empregada no mapeamento global e constréi as matrizes
da Equagao (23). No output do programa, a solugao da equacao matricial é incorporada,
na forma final de utilizagao da fungao preditiva (ALVES; DUARTE; da MOTA, 2016a).

e [> LinGfiTS (argumentos);
e Argumentos requeridos na ordem apresentada:

— Lista de vetores reconstruidos — atribuida como V neste trabalho.

— O vetor que possui, como seu primeiro componente, o ultimo valor conhecido

da série temporal — atribuido como final neste trabalho.
e Argumentos opcionais:

— Degree = <inteiro> — grau do polinémio selecionado como preditor. O de-
fault é 2.

— Func = <expressio> — func¢do do vetor d-dimensional | X) = (X1, Xs, ..., Xy),
que contém os [ componentes do vetor |c) a serem determinados no processo
de minimiza¢ao. Prevalece sobre o argumento Degree, caso ambos sejam uti-

lizados no mesmo comando.

— Level = <inteiro> — nivel de mapeamento. Seleciona a parte da série tem-

poral a ser empregada no ajuste de dados. O default é 5.

— PT = <inteiro> — ordem de entrada na série para o mapeamento e a predicao.

Corresponde ao parametro 7 que define o tempo de predicao. O default é 1.
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— Analysis = 1. Este input argumento é necessario para que a rotina realize

uma analise grafica do mapa global.
e [> LinGfiTS (V, final, <opcionais>);

Faz parte da logistica de programacao assegurar que todos observaveis da série
temporal — que correspondem a um determinado nivel de mapeamento — participem
do data fitting sem repeticao. Cabe esclarecer que esta participacao seletiva se dd nos
componentes de cada vetor reconstruido. O residuo emprega no seu calculo o primeiro
componente do vetor no espago d-dimensional (15).

Determinado o preditor, o programa Conf iTS calcula os residuos de todos os pontos
empregados no mapeamento global. Além de serem usados diretamente na determinagao
do desvio o, — o output do comando —, o conjunto ordenado dos residuos compoe a

amostra a ser submetida ao teste de normalidade.
e [> ConfiTS (argumentos);
e Argumentos requeridos na ordem apresentada:

— O mapa global — atribuido como map neste trabalho.
— Lista de vetores reconstruidos — atribuida como V neste trabalho.

— O vetor que possui, como seu primeiro componente, o ultimo valor conhecido

da série temporal — atribuido como final neste trabalho.
e Argumentos opcionais:

— Level = <inteiro> — nivel de mapeamento. Seleciona a parte da série tem-

poral a ser empregada no ajuste de dados. O default é 5.

— PT = <inteiro>— ordem de entrada na série para o mapeamento e a predigao.

Corresponde ao parametro 7 que define o tempo de predicao. O default é 1.

— Analysis = 1. Este input é necessario para que a rotina realize a andlise

grafica da distribuicao dos residuos e aplique o teste de normalidade.
e [> ConfiTS (map, V, final, <opcionais>);

O procedimento computacional imprime os valores da estatistica W, o p-valor cal-
culado e o resultado do teste de normalidade. Na mesma sequéncia, a rotina constréi uma
curva normal padronizada sobreposta ao histograma da distribui¢do dos residuos. Neste
processo, um aspecto grafico merece destaque: o critério para a binagem do histograma
adota integralmente a regra criada por SCOTT (1979). Sendo a distribuigdo normal uma
aproximacao satisfatéria para os residuos apurados, a largura do bin resultard num histo-
grama compativel com a curva gaussiana impressa. A formulacao da Regra de Scott tem

justamente o propésito de atender amostras de observaveis com distribuicao normal.



49

4.2 Sobre o pacote TimeS

Existem trés comandos do pacote TimeS que estao diretamente conectados com as
rotinas LinGfiTS e ConfiTsS, tanto na execugao quanto na pedi¢ao (CARLI; DUARTE; da
MOTA, 2014a). A lista de vetores reconstruidos é gerada pelo comando VecTS, enquanto
que o procedimento ForecasTS aplica o mapa global num observavel da série temporal e
imprime o resultado da previsao. O comando GfiTS determina um preditor polinomial
igual ao obtido com o programa LinGfiTS, mas com diferencas substanciais de perfor-
mance. Estd listado aqui porque o aspecto computacional destas duas diferentes rotinas
— que podem gerar o mesmo output — tem enorme relevancia nesta linha de pesquisa.

Pela estrutura do pacote, cada comando produz o input necessario ao aplicado
na sequéncia. Mas nao é necessario que todos sejam executados, porque em cada rotina
estao incorporados todos os argumentos necessarios a execugao das tarefas realizadas pelo
comando anterior. Entao, o comando VecTS produz o input para GEiTS e este disponibiliza
o mapa a ser empregado no procedimento ForecasTS. Ou, alternativamente, o programa
ForecasTS pode ser executado diretamente a partir dos mesmos argumentos das rotinas
VecTS e GEfiTS.

e [> VecTS (argumentos);
e Argumentos

— DataFile = <string> (opcional) — nome do arquivo da série temporal.

— TimeLag = <integer> (opcional) — o parametro 7' que determina o lag da

reconstrucao (4). O default é 6.
— Dim = <integer> (opcional) — a dimensao do espago reconstruido. O default
é 3.

— Data = <list[integer]> (opcional) — uma lista com a série temporal.

e [> GfiTS (argumentos);
e Argumentos:

— DataFile = <string> (opcional) — nome do arquivo da série temporal.

— Timelag = <integer> (opcional) — o pardmetro T' que determina o lag da

reconstrucgao (4). O default é 6.

— Dim = <integer> (opcional) — a dimensao do espago reconstruido. O default
¢ 3.

— Data = <list[integer]> (opcional) — uma lista com a série temporal.

— Vects = <list[lists]> (opcional) — a lista de vetores.
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Final = <integer> (opcional) — o vetor que possui, como seu primeiro com-
ponente, o ultimo valor conhecido da série temporal. O default é o vetor de

ordem mais alta na lista selecionada para o mapeamento global.

HP = <integer> (opcional) — um numero associado com a quantidade de

vetores empregados no data fitting. O default é 4.

Degree = <integer> (opcional) — o grau do preditor polinomial. O default
é 2.

Nmaps = <integer> (opcional) — niimero de mapas usados na determinagao

do preditor. O default é 1.

PT = <inteiro>— ordem de entrada na série para o mapeamento e a predi¢ao.

Corresponde ao parametro 7 que define o tempo de predicao. O default é 1.

e [> ForecasTS (argumentos);

Argumentos:
DataFile = <string> (opcional) — nome do arquivo da série temporal.

TimeLag = <integer> (opcional) — o pardmetro 7" que determina o lag da
reconstrucgao (4). O default é 6.

Dim = <integer> (opcional) — a dimensao do espago reconstruido. O default
é 3.

Data = <list[integer]> (opcional) — uma lista com a série temporal.

Vects = <list[lists]> (opcional) — a lista de vetores.

Final = <integer> (opcional) — o vetor que possui, como seu primeiro com-
ponente, o ultimo valor conhecido da série temporal. O default é o vetor de

ordem mais alta na lista selecionada para o mapeamento global.

HP = <integer> (opcional) — um numero associado com a quantidade de

vetores empregados no data fitting. O default é 4.

Degree = <integer> (opcional) — o grau do preditor polinomial. O default
é 2.

Nmaps = <integer> (opcional) — ntmero de mapas usados na determinacao

do preditor. O default é 1.

PT = <inteiro>— ordem de entrada na série para o mapeamento e a predi¢ao.
Corresponde ao parametro 7 que define o tempo de predicao. O default é 1.
Map = <expressdo> (opcional) — o mapa global a ser empregado na predigao.

Position = <integer> (opcional) — a posigao do observéavel na série tempo-
ral imediatamente anterior ao que se espera prever. O default ¢ o nimero de

elementos da lista correspondente ao argumento Data.
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Tabela 8 - Rotinas do pacote TimeS

comando output
TS lista com os observaveis da série temporal
VecTS vetores no espago reconstruido
GEiTS mapa global polinomial
ForecasTS predicao baseada no mapa global
IforecasTS aperfeicoamento one-step da predi¢ao
NIforecasTS aperfeicoamento N-step da predicao
AnalysTS analises da série temporal
GrafiTS resultados das andlises em forma de graficos

Legenda: Cada comando pode ser executado com os resultados dos anteriores
ou entdo de maneira independente dos demais.
Fonte: O autor, 2017.

O resultado da previsao pode ser melhorado pela aplicagdo de um algoritmo que
proporciona um ganho de informagao. O procedimento IforecasTS calcula o termo a ser
adicionado ao resultado obtido com o mapa global, que pode aumentar substancialmente
a acuracia da predicao (CARLI; DUARTE; da MOTA, 2014b). Também estao disponiveis
neste pacote procedimentos de andlise com opgoes graficas. A Tabela 8 apresenta uma

sintese de todos os comandos do pacote TimeS.

4.3 O algoritmo para o aperfeicoamento da previsao global revisitado

No sistema dindmico & — definido pelas equagoes diferenciais (3) —, a derivada

temporal de cada varidvel X; é uma funcao F; das N varidveis dindAmicas®.

dX;
dt

= R (X1, Xa,. ., Xx) = F(|X)) (33)

A evolucao de um estado | Xp) para outro | Xp, 1), num intervalo de tempo dt, corresponde

a N mapeamentos

Xi(P+1) = Gz(’XP>, (St) Z == 1,2, ,N (34)

9 Esta secio refaz o caminho percorrido por Carli, Duarte e da Mota (2014b) na construcio do algoritmo
que melhora a previsdo pela aproximacao global e fornece a base necessaria & sua extensdao para
diferentes tempos de predicao, ou seja, 7 =1, 2, 3, ... (ALVES; DUARTE; da MOTA, 2016d).
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entre os pontos P e P+ 1 do espago de fase original. Cada fungao F; (|Xp)) se relaciona

com G; (|Xp), 0t) pela derivada parcial F; (| Xp)) = 88622‘
=0

Pela Teoria de Lie, um mapa deste tipo tem as propriedades de um grupo
(BLUMAN, 2002; ARNOLD, 1973). Trata-se de numa transformacao que fornece uma

solucdo exponencial para o sistema de equagoes diferenciais (3).

k

400 tk o
(X))t F Xi 35
O operador [Z j a?( r é o gerador infinitesimal do grupo de Lie. O mapeamento (34)
corresponde a expansao
(5t N ’
Xipy1y = Gi(|Xp), 0t) = Z Z j Xipy - (36)
k=0 =1 8X

Contudo, num mapa real X;pi1), ndo se pode evitar o truncamento da série em

alguma ordem 7:

N a k
3 g } Xip). (37)

B 5 Ui
Xi(P+1) = Gi(’XP Z k:)

A expectativa é que Xi( p+1) — Xj(p41) quando 62 — 0. Algumas funcoes relacionadas aos
erros de truncamento sao importantes para a construcao do algoritmo responsavel pelo

ganho de informacao.

400 o 5
¢ (|Xp) = (O0" |5 ZFJf Xipy = Xipr) — Xipry (38)
ki1 k! = 0X;
oe; (| Xp)
de; (| Xp)) Z €i | L )5X —|—O((5X2) = € (| Xps1)) — € (| Xp)) (39)

=1 J

§Fe; (|1 Xp)) = 285 ;;((JXP»(SX +0(6X2) = e (| Xpi1)) — 0" e (|1 Xp)) (40)

J=1

Nas equagdes acima, k > 2. Considerando o intervalo de tempo infinitesimal 6t — 0, a

equagao & esquerda de (40) permite concluir que

_ oke
im
st—0 dk—1¢

—0, (41)

para qualquer inteiro positivo k.

Antes de atacar propriamente o problema de aperfeicoar a predigao obtida na téc-
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nica da aproximacao global, convém raciocinar sobre os erros cometidos pelo truncamento
em (37). O espaco de fase original ndo pode ser acessado a partir de uma série temporal.
As préprias equagoes diferenciais (3) sdo desconhecidas. No esquema da reconstrugao pelo
método do delay time, um sistema dindmico Si equivale topologicamente ao original S
se o requisito dimensional do Primeiro Teorema de Takens (ver Segao 1.3) for atendido.
Consideracoes de natureza operacional precisam ser feitas neste cenario.

O mapa obtido pelo truncamento da série (37) também nao pode ser calculado.
Numa condicio ideal, o preditor P; (| Xp)) se aproximaria do mapa G; (| Xp), dt) com
absoluta precisio. Na pratica, felizmente, o resultado X 1(p+1) (10) pode se aproximar sa-
tisfatoriamente daquele que seria obtido caso fosse possivel trabalhar no sistema dinamico
original & ou com um mapa global perfeitamente acurado no sistema Sr. Um facilitador
neste processo ¢ o método para o controle de qualidade apresentado na Secao 3.3.

Levando em consideragao que o vetor |c) é determinado num processo finito a partir
da série temporal — ou de uma parte desta —, as quantidades infinitesimais dt e de acima

dao lugar as magnitudes finitas At e Ae.

ot — At
oe —  Ae

A desigualdade A**'e <« A¥e pode ndo ser vélida para qualquer inteiro k. Todavia,

determinar uma ordem k que corresponda a aproximagao
Ale ~ Afe, (42)

constitui uma tarefa exequivel.
A partir de uma lista com os resultados da aplicagdo do preditor Py (|Xp)) nos
a estados reconstruidos que antecedem o observavel X;py1) — o objeto de interesse na

predicao —

[Pr(|Xp—a)) s Pr(IXpas1), s Pr(|Xp))] = {Xi(P—a)a Xi(P—at1)s -+ Xi(P)} (43)

sao definidas as fungoes A*¢; (] X)), andlogas a d%¢; (| X)):

Al (|Xg) = A% (1X)) — A% (X)) (45)
Ate(IXg) = A6 (X)) — A e (1X0)) (46)
onde k>2 e J=P—a, P—a+1,...,P. Com as fungbes acima, o inteiro x em (42)

pode ser determinado. Neste processo, é importante ter em mente que, a partir de uma
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certa ordem l;:, Akl comeca a divergir.
A fungao A%; (| Xp41)) corresponde ao erro da predigao epyq. Entdo, o contetido

da Equacao (10) pode ser reescrito no contexto da presente se¢do como

Xipr1) = Xipr1) + A% (| Xpi1)) - (47)
Parte deste erro pode ser conhecida levando em conta a funcao (45), fazendo J — P+ 1.
A%; (|Xp1)) = A% (| Xp)) + Ale; (| Xpia)) (48)
Se P e P+ 1 sao préximos o suficiente, de modo que

Alei (| Xpr1)) < A% (|Xp)) ,

um novo termo desconhecido é obtido pela substituicao da relagao (48) em (47):

Xip1) = Xipry) + A% (|Xp)) + Ale (| Xpia)) - (49)

O ganho de informagao ocorre porque o termo A'e; (| Xpy1)) — desconhecido
em (49) — tem magnitude muito menor que A; (|Xp,1)) — desconhecido em (47).
Entdo, A%; (]Xp)) funciona como uma correciao para Xi( p+1)- Prosseguindo, a partir da

relacao

Ale; (|Xpy1)) = Alei (|1 Xp)) + A% (| Xpi1))

com P e P+ 1 suficientemente proximos na condicao
A% (| Xp)) < Ale (|Xp))

é possivel obter uma corre¢ao de segunda ordem para )_(i( p+1). Desta forma — enquanto

a desigualdade
AMe; (| Xpya)) < Al (|Xp))

for aplicavel —, corregoes de ordem superior podem ser incorporadas para a melhoria da

previsao pela técnica global.
Xiprn) = Xipn) + A% (| Xp)) + Ale; (| Xp)) + - + A (| Xp)) + A e (| Xp1a)) (50)

Finalizando, o algoritmo que aperfeigoa o resultado da predicao obtido de um mapa
global deve ser capaz de identificar inteiro x em que aproximagao comeca a falhar, ou seja,

de detectar as magnitudes que atendem a condicdo A"*tle; ~ AFe;. A Tabela 9 apresenta
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Tabela 9 - Os passos do algoritmo que aperfeicoa a previsdo global

passo descricao

1 A rotina fixa n = 10;

A rotina calcula os médulos ‘Akei até k = n para o ponto P;

2
3 Para cada ordem k, a rotina verifica se ‘Akei’ < ‘Ak“ei ;
4

Se ‘Akei’ > ‘A’”lei

ao passo 2. Caso contrario, calcula X;pi1y (51).

, a rotina fixa n = n + 10 e retorna

Legenda: O resultado do algoritmo corresponde ao output do comando IforecasTS do
pacote TimeS (ver Secdo 4.2).
Fonte: O autor, 2017.

o método desenvolvido para encontrar a ordem da aproximacao x e os demais passos
do algoritmo. Negligenciando o ltimo termo em (50), o resultado final da predigao é

calculado por

Xip41) = Xips) + A% (|Xp)) + Ale; (|Xp)) + -+ + A (| Xp)) - (51)

4.4 A extensao do algoritmo para diferentes tempos de predicao

Algumas modifica¢des na construgao discutida na se¢do anterior permitem a exten-
sao do algoritmo para diferentes valores do pardmetro 7 (ALVES; DUARTE; da MOTA,
2016d). Pela aplicagdo ot — 70t', os mapeamentos (36) e (37) devem ser substituidos —

na nova modelagem — por

& (o) XL 0
X; =G (X = F; X; 2
i(P+T) Gz (| P> ’ T(St) kzzo k! = ]an i(P) (5 )
e
) ) sy (X o ]
Xitp+r) = G (|Xp), T0t") = Z | ZFJ | Xip) - (53)
e e R E
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Também neste caso, ha a expectativa de que X}-( p+r) — Xi(p+r) quando 76" — 0.

& (1Xp) = Xipir) — Xipin) (54)
06, (IXp)) = € (IXpir)) — € (1Xp) (55)
ot (1Xp)) = 0" (| Xpir) — 8" (1Xp)) (k> 2) (56)

A mesma justificativa que conduz ao limite (41) permite concluir — a partir das fungoes

acima, para qualquer inteiro positivo & — que
ok

li — =0. 57

N (57)

No mapeamento do ponto P em P+ 7, um aspecto que merece atencao diz respeito

aos resultados da aplicagdo do preditor P, (|Xp)). Os a estados reconstruidos para o

aumento de acurdcia na predicao do observavel X;p,), passam a ser separados por 7. A

lista a ser utilizada para o calculo das funcdes A*e, (| X)) — andlogas as funcoes 6%¢; (| Xp))

— ¢ dada por

[P‘r (’prTa>) ) 7)7' (‘XPf‘rcrH')) S 7)7' (lXP>)] = [Xi(P—Ta)7 Xi(P—Ta—l-T)a ) Xz(P)} .
(58)

Nesta proposta de extensao do algoritmo responsavel pelo ganho de informacao,

as fungoes de interesse passam a ser definidas como

A% (X)) = Xy — Xiw (59)
A€ (X)) = A% (X)) — A (1Xr-r)) (60)
At (|Xs) = AT (X)) - A (X)) (61)

onde k>2 e J=P—71a, P—71a+T71,...,P.

)

A argumentacdo que conduz ao ganho de informacao do método é exatamente a mesma

que foi apresentada na se¢ao anterior. Usando as aplicacoes

P+1 — P41

€ — €

7

na aproximagao (51), obtém-se a forma final do algoritmo. A Tabela 10 mostra a adap-
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Tabela 10 - Os passos do algoritmo que aperfeigoa a previsdao global estendido

passo descrigao
1 A rotina fixa n = 10;
2 A rotina calcula os médulos ‘Akeg até k = n para o ponto P;
3 Para cada ordem k, a rotina verifica se ‘Akeg < ‘Ak“eg ;
4 Se ‘Ake; > ‘A’”le; , a rotina fixa n = n + 10 e retorna

ao passo 2. Caso contrario, calcula X;pyr) (62).

Legenda: Fazendo 7 =1 e €, — ¢;, 0s passos se tornam idénticos aos descritos na Tabela 9.
Fonte: O autor, 2017.

tacao necessaria nos passos da rotina.

Xipr) = Xiper) + A% (|Xp)) + Al (IXp)) + -+ + A% (|Xp)) (62)

4.5 A nova versao do pacote TimeS

Ampliar a capacidade de previsao e analise constitui o objetivo principal da segunda
versao do pacote TimeS. A inclusdo do argumento opcional PT nos comandos GfiTS,
ForecasTS e IforecasTS introduz a liberdade de escolha do parametro 7 nos programas
(ALVES; DUARTE; da MOTA, 20164d).

O uso dos comandos segue essencialmente a proposta da primeira versao. Todavia,
a logistica de programacao na rotina GifTS precisou ser atualizada para que pudesse ser
executada nas versdes mais atuais do software Maple. O procedimento interno gerpoly
— responsavel pela geracao dos polinémios no mapeamento global — deixou de funcionar
corretamente a partir do Maple 17. Foi excluido do pacote e os polindomios passaram
a ser gerados internamente na propria rotina GifTS. Outra modificacao realizada foi no
argumento opcional que seleciona o intervalo da série temporal que deve ser empregado
no global fitting. O argumento IniPoint foi substituido pelo Final em todas as rotinas
nesta atualizacao. A motivagao para esta alteragao foi relacionar mais facilmente o mapa
global com o observavel de interesse na predicao. No argumento opcional Poptions —
que realiza analises da previsibilidade —, o erro percentual exibido foi substituido pelo
proprio erro cometido.

Na rotina NIforecasTS, a previsao de um valor com ordem superior a primeira,

ja podia ser feito desde a primeira versao. Neste sentido, este comando desempenha
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uma tarefa semelhante ao novo procedimento IforecasTS. Contudo, existe uma diferenca
substancial entre as duas rotinas. O procedimento NIforecasTS emprega o mapa que
corresponde ao parametro 7 = 1 — ou seja, correspondente ao passo N =1 — e faz a
extensao para os passos N = 2, N = 3 e assim por diante. Por outro lado, na nova rotina
IforecasTs, o aperfeicoamento da previsao global ja emprega o mapa global obtido com
o parametro 7 correspondente — isto é, o comando carrega argumentos como PT=2 e
PT=3. Devido a esta diferenca de concepgoes, a programacao das rotinas NIforecasTS,
AnalysTS e GrafiTS nao foi modificada nesta segunda versao do pacote.

Convém, neste estagio da explicacao, fazer uma comparacao entre duas predi-
¢des para o mesmo valor a partir dos procedimentos tratados no paragrafo anterior.
A mesma série utilizada no trabalho original é utilizada neste exemplo (CARLI; DU-
ARTE; da MOTA, 2014b). Corresponde aos valores — obtidos por integracdo numérica
— da varidvel dindmica X do Sistema de Lorenz (LORENZ, 1963), lida a partir do ar-
quivo ‘ts37.txt’. O valor da série a ser previsto — supostamente desconhecido — é o
dat[110]. Os comandos apresentados a seguir cobrem todas as etapas do método: da

reconstrucao dos vetores de estado até o aperfeicoamento da previsao global.

[> V := VecTS (DataFile=‘ts37.txt’):
[> Mapag[2] := GfiTS(Vects=V, Final=108, PT=2);

(13,14,15,16,17,18,31,32,33,34,35,36,49,50,51,52,53,54,67,
68,69,70,71,72,85,86,87,88,89,90,103,104,105,106,107,108]

0.1164988046 X X, — 0.02676222359 X; X3 — 0.06491900291 X5* +
0.04190306144 X, X5 — 0.009500679617 X3? — 0.01709136487 X% + 1.503387694 X| —
0.1930132013 X5 — 0.02137643664 X3

[> dat[110]; ForecasTS(Vects=V, Map=Mapag[2], Position=108, PT=2);
6.230624134
6.346599433

[>dat[110]; IforecasTS(Vects=V,Map=Mapag[2],Position=108,0K=5,PT=2);
6.230624134

6.213680535
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Neste caso, a predicao corresponde ao observavel duas ordens a frente do ultimo observavel
dat [108] utilizado no global fitting e considerado conhecido. O argumento PT=2 especifica
o parametro 7 = 2. Prosseguindo com a comparagao, o prompt e o output do comando

NIforecasTS sao apresentados abaixo:
[>NIforecasTS(Vects =V,Map=Mapag[1],Position=108,Nsteps=2) [2] [1];

6.299945113 .

O argumento Nsteps=2 indica que 7 = 2 e o preditor Mapag[1] acima corresponde ao

parametro 7 = 1.

No resultado da comparagao, a predicdo com o comando IforecasTS é mais acu-
rada — 6.214 contra 6.300, sendo 6.231 o valor verdadeiro — que o resultado do proce-
dimento NIforecasTS. Além de ampliar as possibilidades de analise do pacote TimeS, as
funcionalidades da nova versao se traduzem também numa alternativa para o aumento
da acuracia na predicao.

Finalizando a apresentacao das rotinas computacionais, ¢ oportuno realizar uma
andlise na aplicagdo acima. Para que as rotinas realizem esta tarefa, é necessaria a inclusao

do argumento opcional Poptions.

[>IforecasTS(Vects=V,Map=Mapag[2] ,Position=108,0K=5,PT=2,Poptions=1);

Optimal k :,—,5
Value of the standard prediction :, -,6.346601601
Value of the improved prediction :, -,6.213684819
Real value of the time series :,———, 6.230624134
Error of the standard prediction :, ,0.115977467
Error of the improved prediction :, -,0.016939315

6.213684819
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4.6 O programa DynCharTS

No procedimento computacional para a caracterizacao dinamica, o foco da rotina
¢ o calculo da acuracia (28) e do desvio (29). Ocorre que, neste processo, um nimero
consideravel de preditores precisa ser determinado simultaneamente. Se a caracterizagao
emprega o maior tempo de predicao Ty At, entao a rotina precisa resolver 7,., sistemas
lineares com a forma (22) e calcular 7,,x desvios do tipo (13). O esfor¢o computacional
aumenta, ainda mais, se o numero de vetores reconstruidos M — em cada mapeamento
global — for grande. Como o pacote LinMapTS requer um baixo tempo de execugao, o
seu nucleo foi incorporado no programa DynCharTs.

O tnico input necessario para o programa € a série temporal. Existem duas pos-
sibilidades para a entrada dos observaveis. O argumento opcional DataFile habilita a
leitura destes a partir de um arquivo no formato ASCII. Uma lista de observaveis também
pode ser informada diretamente com o argumento Data.

Para a detecgdo — grafica e analitica — da presenca de outliers em cada global
fitting, é necessario incluir a op¢ao Analysis= 1 no comando. Na auséncia deste argu-
mento, nao se pode assegurar a qualidade dos preditores e o método pode dar resultados
errados. Para cada valor do pardmetro 7, a rotina imprime um grafico com o resultado
do mapeamento global.

Com o argumento PT, o pesquisador pode especificar quantos parametros 7 se-
rao empregados na caracterizacao dindmica e também a escala do eixo horizontal dos
diagramas impressos.

Apenas preditores polinomiais sdo admitidos no programa. Se um conjunto de
mapeamentos globais apresentar qualidade insatisfatéria, outro grau do polindomio pode
ser selecionado com o argumento opcional Degree.

O programa imprime os dois tipos de diagramas do método de caracterizagio e o
seu output é o quantificador de caos Zgy,. A seguir, sao apresentados os argumentos —

com a descrigdo correspondente — do programa DynCharTS.

e [> DynCharTS (argumentos);
e Argumentos:
— DataFile = <string> - (opcional). Este argumento informa o nome do ar-

quivo no formato ASCII que contém a série temporal.

— Data = <list[integer]> - (opcional). Este argumento lista os observaveis

contidos na série temporal.

— Dim = <integer> - (opcional). Este argumento especifica a dimensao do es-

paco de reconstrucao.



61

— TimeLag = <integer> - (opcional). Este argumento especifica o delay time no

esquema da reconstrucao.

— Degree = <integer> - (opcional). Este argumento especifica o grau do predi-

tor polinomial. O default é 3.

— Level <integer> - (opcional). Este argumento seleciona o intervalo da série
temporal para o mapeamento global. Pelo default, o intervalo abrange a série

inteira.

— PT = <integer> - (opcional). Este argumento especifica o0 maximo valor do

parametro 7. O default é 20.

— Analysis = 1 - (opcional). Este argumento é necesséario para a aplicagao do

procedimento de qualificacao dos preditores.

— OutLier = <integer> - (opcional). Este argumento especifica o valor do pa-
rametro 7, (ver Tabela 6). O default é 1.

— Final = <integer> - (opcional). Este argumento especifica o dltimo vetor
empregado no mapeamento global. O default é aquele que contém o tltimo

dado da série temporal.

— Mean = <integer> - (optional). Este argumento especifica o niimero de termos

empregados no calculo da média Agy, (31). O default é 11.

4.7 Sobre os resultados do programa DynCharTS

Como o desvio o, (13) estd presente no célculo das magnitudes A, (28) e D,
(29), os residuos nos mapeamentos globais afetam os dois diagramas e o quantificador de
caos. Embora isto ndo implique em prejuizo para a detecgao do caos, algumas considera-
¢Oes sao importantes para escalarecer a natureza dos resultados obtidos com o programa
DynCharTsS.

Acima de tudo, o grau selecionado para os preditores polinomiais deve resultar em
mapeamentos livres de uma presenca significativa de outliers. Entao, uma forte recomen-
dacao consiste na inclusao do argumento Analysis= 1 no comando DynCharTS.

Uma mesma série temporal pode apresentar diferentes diagramas e quantificadores
Zayn se 0 método empregar graus distintos para os polindmios. Devido a esta realidade,
as coordentadas verticais nos Diagramas Acuracia-Desvio Logaritmicos e as grandezas
{A1, Aayn} (32) podem variar. Todavia, a assinatura da dindmica ainda estard presente
nos resultados.

Existe um recurso no programa que avalia se o célculo de Zg,,, ¢ aplicavel ou nao.

Nas séries temporais cadticas, as curvas de A, ou de In (A,) apresentam decaimento. A
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rotina, por sua vez, contabiliza o niimero de termos — denotados por ( — que experi-
mentam crescimento no lugar de decaimento.
Devido as flutuagoes estatisticas, até num sistema cadtico, alguns pares (A, 1,.A;)

podem satisfazer a desigualdade
AT+1 — AT > 0.

No sentido de caracterizar a dinamica como cadtica, considera-se o resultado acei-
tavel se ( < (/10 (ver Equagao 31). Quando este critério nao é atendido — como ocorre

nas séries peridédica e randomica da Secao 5.9 — a rotina imprime a mensagem
“The quantifier of chaos is not applicable for this Time Series.”

Um tltimo aspecto, com respeito ao argumento opcional Mean, merece uma consi-
deracao. Escolhas de pardmetros com grande magnitude devem ser feitas com cuidado.
Além de ser desnecessario para a detectar a presenga do caos, um alto valor de ¢ (31)
pode mascarar a natureza cadtica porque a parte imaginéria de Zg,, se aproximaria ne-
cessariamente de zero. Para uma manipulagao ttil deste argumento, é recomendavel uma

inspecao prévia dos diagramas que a prépria rotina imprime.

4.8 Problemas convencionais de data fitting

A atividade experimental prescinde da informacao disponibilizada por dados e me-
didas. No desenvolvimento da Ciéncia propriamente dita, a analise de erros experimentais
se constituiu num guia importantissimo para o entendimento dos fenémenos da Natureza.
A partir de um conjunto de medidas e suas incertezas, o data fitting estabelece a compa-
racao entre um modelo matematico e a experiéncia, desempenhando um papel central no
teste de um modelo em Fisica.

Numa experiéncia, o cientista usualmente precisa planejar os préximos passos de
seu trabalho. Entao, um ajuste preliminar de dados durante a execucao do experimento
constitui uma prética altamente recomendada (SQUIRES, 2001). Terminada uma deter-
minada etapa, a tomada de mais alguma(s) medida(s) é seguida por um novo ajuste e
assim por diante.

A modelagem para um conjunto de observaveis segue o mesmo método que um
fisico experimental costuma aplicar. Se uma lei matematica descreve um fenémeno, entao
a curva ajustada assume a fungdo de um preditor. Outra importante categoria de apli-
cacao dos métodos de data fitting trata dos procedimentos que envolvem a calibragdo de
instrumentos (NIST/SEMATECH, 2016).

O contetdo deste trabalho nasceu do esfor¢o em aperfeicoar a predicao a partir de

uma série temporal. No esquema da reconstrucao, a Aproximacao Global pode ser vista
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como um processo sofisticado de data fitting, recebendo também a denominacao de global
fitting (CARLI; DUARTE; da MOTA, 2014b). Existe uma significativa quantidade de
material desenvolvida — no campo da analise de séries temporais — a partir de ideias
que vao ao encontro das demandas de um ajuste de dados convencional. No aspecto
computacional, a logistica de programacao tem plena compatibilidade com as tarefas de
encontrar parametros e realizar analises em ajustes de curvas (ALVES; DUARTE; da
MOTA, 2016a).

Na proposta de disponibilizar um algoritmo de alta performance no data fitting, foi
desenvolvido o programa LinFit (em fase de elaboragio)!?. Este conjuga uma solugao de
minimos quadrados de um sistema linear de equagoes — perfeitamente andlogo ao (22) —
com analises do ajuste no ambiente da computacao simbodlica. Trata-se de uma transposi-
¢ao do pacote LinMapTS para uma categoria semelhante de problemas, que difere apenas
na sua formatagao. Com o objetivo de flexibilizar a aplicagdo do programa, as rotinas
oferecem uma gama consideravel de opgoes analiticas e graficas. Algumas quantidades es-
tatisticas e o controle de qualidade do data fitting seguem a inspiracao da qualificacao dos
preditores e da acuracia A, introduzidos ao longo do texto. Toda a construcao e também
as instrugdes necessarias para a utilizacdo do programa estao descritas nos Apéndices A,
B,C, D, E, F.

10 ALVES, P.; DUARTE, L.; da MOTA, L. A high-performance method for data fitting and its analysis.
Submetido a publicagdo em 2017.
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5 RESULTADOS E DISCUSSOES

Na estrutura deste capitulo, cada resultado é apresentado em conjunto com a sua discus-
sao. As aplicagoes propostas tem os objetivos de testar as rotinas e de exemplificar o uso
dos programas. A evolucao temporal de observaveis com dindmicas tipicas — e previa-
mente conhecidas — validam o método de caracterizacao. Séries temporais afetadas pela

complexidade do mercado financeiro e da atividade solar sao investigadas neste contexto.

5.1 Aplicacao do pacote LinMapTS

Na aproximacao global polinomial, os comandos GfiTS e LinGfiTS devem gerar
o mesmo mapa global. A partir da série temporal utilizada para ilustrar os comandos
IforecasTS e NIforecasTS na Secao 4.5 — representada graficamente na Figura 10a —,
a reconstrucgao dos vetores com o time lag igual a seis, no espago euclidiano tridimensional,

é realizada pelo comando VecTS.
[> V1 := VecTS (DataFile=‘ts37.txt’, TimeLag=6, Dim=3):

Para um determinado intervalo da série temporal, os preditores sao obtidos no worksheet

Maple com os seus respectivos argumentos:

[> Mapl:= GfiTS (Vects=V1, Degree=2, Final=236, PT=1);

[141,142,143,144,145,146,159,160,161,162,163,164,177,178,179,180,181,182,
195,196,197,198,199,200,213,214,215,216,217,218,231,232,233,234,235,236]

Mapl :=1.310847436 X; — 0.2238324059 X5 + 0.01260642766 X3
—0.001533559052 X2 + 0.03134153352 X X, — 0.004000218087 X X3
—0.01101483408 X,* — 0.002050958127 X, X3 + 0.00006832853081 X5

[> final := 236;
[> LinMapl := LinGfiTS (V1, final, Degree=2, Level=5, PT=1);

[141,142,143,144,145,146,159,160,161,162,163,164,177,178,179,180,181,182,
195,196,197,198,199,200,213,214,215,216,217,218,231,232,233,234,235,236]

LinMapl := 1.310885114 X; — 0.2239015600 X5 + 0.01261609078 X34
—0.001531089863 X2 + 0.03133713828 X; X, — 0.003997791057 X, X3
—0.01101522745 X,* — 0.00205353663 X5 X5 4+ 0.00006823234 X 3% .
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Figura 10 - Varidvel dinamica X do Sistema de Lorenz
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Legenda: (a) Série temporal gerada por integragdo numérica. (b) Intervalo correspondente aos
mapas Mapl e LinMapl. A barra de erro — cujo comprimento é o desvio o1 = 0.013 —

nao pode ser visualizada na escala do grafico.
Fonte: O autor, 2017.

O resultado impresso mostra que, para uma lista idéntica de vetores reconstruidos, os
) Y
polindmios sao essencialmente os mesmos. As diferencas nos coeficientes sao devidas aos

truncamentos realizados pelas rotinas. O resultado das predigoes

[> V1[237] [1] - ForecasTS(Vects=V, Map=Mapl, Position=236);
0.037211619

[> V1[237][1] - ForecasTS(Vects=V, Map=LinMapl, Position=236);
0.037213863

7

sao praticamente iguais. Os erros para o dado de ordem 237 — que é o primeiro com-
ponente do vetor reconstruido V1[237], isto é, V1[237][1] — apresentam diferencas

somente a partir da sexta casa decimal.
Aplicando também o procedimento ConfiTS para o intervalo da série temporal

acima, o segundo preditor obtido pela técnica global é utilizado no calculo do desvio o e

no teste de Shapiro-Wilk:
= ConfiTS(LinMap1,V1,final,Level=5,PT=1,Analysis=1);

[> sigmal
[141,142,143,144,145,146,159,160,161,162,163,164,177,178,179,180,181,182,

195,196,197,198,199,200,213,214,215,216,217,218,231,232,233,234,235,236]



0.3

0.2

0.1

Null Hypothesis:

Sample drawn from a population that follows a normal
distribution

Alt. Hypothesis:

Sample drawn from population that does not follow a normal
distribution

Sample size: 36
Computed statistic: 0.982286
Computed pvalue: 0.868912

Result: [Accepted]

There is no statistical evidence against the null hypothesis

ol :=0.01302910469 .

66

Este desvio no grafico da Figura 10b, nem chega a ser perceptivel. Sao computados, nesta

representacao, os resultados do preditor em todos os dados que correspondem ao intervalo

da série temporal selecionado. Todavia, apenas os vetores listados na impressao feita pela

rotina sao utilizados no mapeamento global. Vale a pena lembrar que esta estratégia

impede a repeticao de dados no global fitting.

O alto p-valor calculado, igual a 0.868912, é uma forte evidéncia a favor da hipotese

de normalidade da distribuicao dos residuos. O histograma construido pelo procedimento

ConfiTS estd em pleno acordo com o resultado do teste de Shapiro-Wilk. A razao entre o

erro da predicao e o desvio calculado pela rotina (13) — em torno de 2.856, na sequéncia,

do prompt do software Maple reproduzido a seguir — ¢ aceitavel, se for levada em conta

a faixa de 30, (ver Segao 2.6).



Tabela 11 - Medida do tempo de

execugao das rotinas GfiTS e LinGfiTS

grau do polinémio nutmero de vetores graus de liberdade v GfiTS LinGfiTS
1 12 9 0.187 s 0.015 s
2 36 27 3.681 s 0.031 s
3 72 53 55.161 s 0.156 s
4 132 98 795.355 s 0.764 s
5 216 161 6430.969 s 2.854 s

Legenda: As medidas de tempo foram obtidas com um processador Pentium (R)

Dual-Core 2.60 GHz.
Fonte: O autor, 2017.

Figura 11 - Numero de graus de liberdade e eficiéncia das
rotinas GfiTS e LinGfiTS

B GfiTS ® LinGfiTS

6000
5000
4000

t (s) 3000
2000

10001

—@ ‘ ‘ @
80 100 120 140 160

1%

20 40 60

Legenda: A rotina LinGfiTS tem uma sensibilidade
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eravelmente menor em relagdo ao nimero

de graus de liberdade v.

Fonte: O autor,

2017.
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[> (V1[237][1] - ForecasTS(Vects=V1, Map=LinMapl, Position=236))/sigmal;
2.856121881

Para uma razao com este valor, a priori, existe confianca ao nivel de 99.6% de que o valor
verdadeiro esteja no intervalo entre xp(47) — 2.860; € T1p(r47) + 2.860. Eo que resulta

da aplicacao da férmula (80):

2 o0 52,
c :1——/ S Ve o) = 0.996
! V2 2.86exp{ 203} (€r—r/0)

5.2 Comparacao dos tempos de execucao das rotinas GfiTS e LinGfiTS

Quando o programa GfiTS é empregado para obter um preditor polinomial com
um nimero consideravel de parametros de ajuste, o tempo necessario para o mapeamento
global pode ser considerado longo. Todavia, realizar analises com baixo custo compu-
tacional constitui uma das propostas do pacote TimeS (CARLI; DUARTE; da MOTA,
2014b). O desenvolvimento da rotina LinGfiTS tem, como motivacao primeira, a redugao
do tempo necessario para o calculo dos coeficientes de um preditor. No procedimento
GfiTS, o caso de uma fungao com muitos parametros de ajuste torna-se critico. Outro
aspecto importante diz respeito a analise de intervalos extensos da série temporal. O
ponto crucial responsavel pelo aumento de eficiéncia é o algoritmo — responsavel pela

minimiza¢ao — desenvolvido e incorporado ao programa LinGfiTS.

[> time(GfiTS (Vects=V1l, Degree=2, Final=236, PT=1));
3.681

[> time(LinGfiTS (V1, final, Degree=2, Level=5, PT=1));
0.031

O resultado destas medidas de tempo — realizadas no ambiente Maple — é dado em
segundos.

O nuamero de graus de liberdade v é empregado para comparar as eficiéncias das
rotinas que realizam o mapeamento global. Tal quantidade corresponde a diferenca entre
o numero de vetores usados no data fitting e o nimero de parametros ajustados na funcao
preditiva (BEVINGTON; ROBINSON, 2003). No exemplo dos mapas Mapl ou LinMap1
da Secao 5.1, sdo 36 os vetores reconstruidos e 9 os coeficientes do polinémio de grau dois

no espaco tridimensional, o que resulta em v = 36 — 9 = 27 graus de liberdade.
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As medidas de tempo mostradas na Tabela 11 e a respectiva comparacao grafica
da Figura 11 mostram que existe uma brutal reducao no tempo de execucao da rotina
LinGfiTS em relacao ao requerido pelo comando GfiTS. Este enorme ganho na eficiéncia
é consequéncia da substituicdo de uma rotina do software Maple chamada minimize —
que realiza a minimizacao no procedimento GfiTS — por um algoritmo que constréi e

determina os parametros diretamente da equagao matricial (23), no programa LinGfiTS.

5.3 Aperfeicoamento na Aproximacao Global Polinomial

Um preditor mais acurado pode ser obtido pelo uso de um polinémio de grau mais
elevado. Vale destacar que resultados desastrosos na predi¢ao também sao obtidos pelo
aumento indiscriminado do nimero de parametros de ajuste. O equilibrio entre o nimero
de graus de liberdade e a forma funcional da predi¢cdo tem uma verificagao imediata pelo
valor do desvio o, (13) — o output do comando ConfiTs.

No mapa global LinMap1, impresso na Sec¢ao 5.1, o nivel de mapeamento e o tltimo
observavel da série empregado no ajuste sao especificados pelos argumentos Level=5 e
final=236. A Figura 12a mostra o resultado da aplicacao deste preditor para a série
inteira. Existem, nitidamente, discrepancias entre o resultado da aplicagdo do mapa e
o valor verdadeiro em varios pontos — principalmente na faixa de observaveis de ordem
superior a 236.

Com o intuito de obter um mapa global mais acurado para a série temporal inteira,
a estratégia a ser seguida, neste caso, ¢ aumentar o grau do polinémio e escolher um nivel

de mapeamento que leve em conta todos os observaveis da série temporal.
P (|z,) = c11, + Coar + C33 + ... + Cs5T3,° (63)

Considerando que o polindmio de quinto grau no espaco tridimensional (63) possui 55
componentes e que 240 vetores que participam do data fitting, o nimero de graus de
liberdade ¢ 185 — pois 240 — 55 = 185. O output correspondente ao mapeamento da
série inteira — intervalo selecionado pelo argumento Level=39 — resulta da aplicacao

dos comandos reproduzidos a seguir.
[> V1 := VecTS (DataFile=‘ts37.txt’, TimeLag=6, Dim=3):
[> final := 722:

[> LinMap2 := LinGfiTS (V1, final, Degree=5, Level=39, PT=1);
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[15,16,17,18,19,20,33,34,35,36,37,38,51,52,53,54,55,56,69,70,71,72,73,
74,87,88,89,90,91,92 ,105,106,107,108,109,110,123,124,125,126,127,128,
141,142,143,144,145,146,159, 160,161,162,163, 164,177,178,179,180,181,
182,195, 196,197,198,199,200,213,214,215, 216,217,218,231,232,233,234,
235, 236,249,250,251,2562,253,254,267 ,268,269,270,271,272,285,286,287,
288, 289,290,303,304,305,306,307,308,321,3 22,323,324,325,326,339,340,
341,342, 343,344,357,358,359,360,361,362,375 ,376,377,378,379,380,393,
394,395, 396,397,398,411,412,413,414,415,416 ,429,430,431,432,433,434,
447,448,449,450 ,451,452,465,466,467,468,469, 470,483,484,485,486,487,
488,501,502, 503,504,505,506,519,520,521,522,523, 524,537,538,539,540,
541,542, 555,556,5567,568,569,560,573,574,575,576 ,577,578,591,592,593,
594,595,596 ,609,610,611,612,613,614,627,628, 629,630,631,632,645,646,
647,648, 649,650,663,664,665,666,667,668,681,682, 683,684,685,686,699,
700,701,702,703,704,717,718,719,720,721,722]

LinMap2 = —0.0000600514052 X% X5 X5 — 0.00000641264175 X1 XX 3>
—0.00004214395253 X X, X5 + 0.001447344520 X, X5 X3
+0.0000025085972 X1%X5 X 3% + 0.0000332479287 X2 X,% X5
—0.00001009951401 X X3 X3 + 0.0001147408728 X1 X5* X3
+0.000001423638047 X;* X, + 0.00001096339200 X X3
+0.0000076962891 X% X52 + 0.0000095483628 XX 5>
—0.00001273685136 X% X,* + 0.00000026956042 X2 X3*
—0.0000072740231 X; X5* 4+ 0.00000150427907 X X5*
—0.00000263242158 X5* X3 4+ 0.00001841464019 X, X5°
+0.00001116121846 X»2X 3% + 0.00000371432080 X, X5*
+0.001802084193 X2 — 0.01060143548 X, X, + 0.005604747413 X, X5
+0.01391977937 X,% — 0.01264694194 X, X5 + 0.001668551168 X3°
—0.005461828112 X,2X, — 0.001220698474 X% X5
+0.007880003353 X; X% + 0.002650073097 X X5
—0.002180278582 X, X5 — 0.004300482492 X, X5
—0.00000069142151 X2 X, + 0.00000543185810 X3 X
+0.00002788889508 X% X,? + 0.00003053220324 X2 X 4>
—0.00004386510504 X X5 + 0.00002293134682 X, X3
—0.00006035172667 X5 X5 4+ 0.00005730839100 X, X5°
—0.00001920240350 X, X 3% + 1.361113994 X,
—0.4639975694 X, + 0.05876569915 X3 + 0.000659550426 X;*
—0.000404392460 X,* + 0.001199988282 X3*
—0.000000377207113 X;* + 0.000001264800674 X ,*
+0.000007154220429 X3* — 0.00000103407107 X;°
+0.00000230569077 X5 + 0.0000007643101649 X5°
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Figura 12 - Mapeamentos distintos para o Sistema de Lorenz
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Legenda: (a) Intervalo correspondente ao ajuste: [141,236]. (b) Data fitting realizado para a série
inteira. Este tipo de analise grafica pode ser disponibilizada com a inclusdo do
argumento Analysis = 1 no comando LinGfiTS.

Fonte: O autor, 2017.

O erro de cada predi¢ao para o observavel de ordem 723 — supostamente desco-

nhecido — e o desvio esperado, sao determinados no préprio ambiente Maple:

[> V1[723] [1] - ForecasTS(Vects=V1, Map=LinMapl, Position=722);
-0.121391908

[> V1[723] [1] - ForecasTS(Vects=V1, Map=LinMap2, Position=722);
-0.003730711

[> sigma2:=ConfiTS(LinMap2, V1, final, Level=39, PT=1);

02 := 0.003322854986 .

No output acima, verifica-se um aumento significativo da acuracia com o preditor LinMap2.
O desvio 02 = 0.0033 estd em pleno acordo com o erro de predi¢ao €7991 = —0.0037.
Neste caso, a distribuicao dos residuos — visualizada graficamente na Figura 13 — é
aceita como gaussiana no teste de Shapiro-Wilk. Vale ressaltar que, se o mapa LinMap?2
fosse gerado pela rotina GEiTS, o tempo de execugdo seria consideravelmente maior (ver
Tabela 11 e Figura 11).
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Figura 13 - Distribuicao dos residuos no mapa LinMap2
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Legenda: O teste de normalidade tem resultado positivo.
Fonte: O autor, 2017.

5.4 Série experimental cadtica

A série temporal representada graficamente na Figura 3a resulta das medidas de
voltagem realizadas em um circuito idealizado por Brown, Rulkov e Tracy (1994). O
esquema correspondente esta representado na Figura 14. Duas demandas deste trabalho
sao atendidas a partir deste conjunto de medidas elétricas. Uma delas é o teste das rotinas
computacionais. A outra diz respeito a escolha dos parametros de reconstrucao.

Além da forma da funcao escolhida como preditiva e do nimero de graus de liber-
dade no mapeamento global, a qualidade do preditor depende também da dimensao do
espaco e do time lag. Valores exagerados para os parametros de reconstrucao devem ser
evitados. Uma quantidade insuficiente de dimensoes implica que a dindmica original deixa
de ser preservada na reconstrugao. Por outro lado — de acordo com a argumentacao dos
dois ultimos paragrafos da Se¢ao 1.3 — a elevacao desmedida do nimero de coordenadas
também nao da a garantia de um mapeamento satisfatorio. Com relagao ao delay T (4),
é necessario que exista correlagdo entre os observaveis para que os vetores sejam repre-
sentativos do estado do sistema. Entao, espacamentos altos demais sao inadequados. No
outro extremo, observaveis da série muito préximos sao pouco informativos com respeito
a evolucao temporal.

Métodos classicos para a escolha da dimensao dos vetores de estado e do time lag
sao empregados, respectivamente, com a determinacao da quantidade de falsos vizinhos

proximos e o calculo da informacio mitua média (SCHELTER, 2006). Ambos estao dis-
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Figura 14 - Esquema de geragao do sinal cadtico
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Legenda: A voltagem é medida no capacitor C.
Fonte: BROWN, RULKOV, TRACY, 1994, p. 3791.

poniveis para implementagao computacional (HEGGER; KANTZ; SCHREIBER, 1999).

Os estados préximos no espago com uma dimensao devem assim permanecer quando
um novo espaco for reconstruido com uma dimensao maior. Aumenta-se progressivamente
o numero de dimensoes até que se chegue a um nivel aceitavel de estados que mudam dras-
ticamente sua proximidade. A estatistica empregada no computo dos falsos vizinhos avalia
os pontos que se afastam fortemente neste processo.

A mutua informacdo média é uma medida da informacao que um observavel da
série temporal possui a respeito do outro. Seu célculo é baseado numa quantidade da
Teoria da Informacao chamada de entropia de Shannon — uma generalizacao da entro-
pia termodinamica que caracteriza a informagao armazenada em termos de distribui¢oes
probabilisticas (SHANNON;, 1948). De fato, a teoria da informagao fornece os elementos
para uma importante abordagem das séries temporais. O conjunto de observaveis pode
ser tratado como uma mensagem transmitida (KANTZ; SCHREIBER, 2003).

Na série temporal contendo medidas de voltagem, o percentual de falsos vizinhos
torna-se aceitdvel num espago reconstruido com apenas trés dimensoes (ver Figura 17a).
Brown, Rulkov e Tracy (1994) também consideram que o delay time étimo corresponde
ao primeiro minimo da informagao mutua. Trata-se do critério recomendado por Fraser e
Swinney (1986). De acordo com o grafico na Figura 17b, o valor do lag considerado ideal
pelos autores é T' = 10.

Partindo do arquivo circuit.txt, que contém as medidas de voltagem do sinal
cadtico — disponibilizadas por McSharry (2014) —, os vetores sdo reconstruidos num
espaco de cinco dimensoes e delay igual a dez pela rotina VecTS. Levando em conta a ana-
lise dos parametros de reconstrucao reproduzida graficamente na Figura 17, existem fortes

razoes para considerar que a imersao do sistema original no espaco de fase reconstruido
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Figura 15 - Mapa global do sinal elétrico cadtico

| O Valor verdadeiro + Calculado

1200 1400 1600 1800
sinal

Legenda: Existe uma nitida sobreposi¢ao dos valores
calculados com a voltagem verdadeira V.
Fonte: O autor, 2017.

sera plenamente satisfatoria.

[> V3 := VecTS (DataFile=‘circuit.txt’, TimeLag=10, Dim=5):
[> final := 1999:

[> LinMap3 := LinGfiTS (V3, final, Degree=3, Level=38, PT=1):
[> sigma3 := ConfiTS(LinMap3, V3, final, Level=38, PT=1);

03 :=0.001536774328
[> V3[2000] [1] - ForecasTS(Vects=V3, Map=LinMap3, Position=1999);
—0.0019464679

A concordancia da voltagem verdadeira V' com a calculada pelo mapa LinMap3
— visivel no grafico da Figura 15 — indica que a dindmica responsavel pela evolucao
temporal ¢ preservada no esquema da reconstrucao. Esta evidéncia esta de acordo com
a escolha criteriosa da dimensao dos vetores dg = 5 e do time delay T = 10. Nesta série

experimental, o valor verdadeiro V3 [2000] [1] difere da voltagem calculada em menos

de duas vezes o desvio ¢3.
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5.5 O desvio numa série randomica

Em um sistema que nao apresenta nenhuma dinamica deterministica, a aproxi-
macao global nao tem como ser acurada. Desta forma, o desvio calculado deve estar de
acordo com as predi¢oes completamente erradas numa série temporal formada de nimeros
aleatérios. Uma instrutiva comparagao visual entre a evolucao cadtica e a absolutamente
aleatéria é proporcionada nos dois graficos da Figura 3.

Com o proposito de obter uma série temporal randéomica — com dados obtidos
do mundo real —, podem ser coletados os nimeros sorteados numa loteria. No Brasil, a
loteria mais famosa e que paga milhdes de reais aos vencedores do primeiro prémio é a
Mega-Sena. Podem ser sorteadas dezenas entre 01 e 60. A série randomica, a ser usada
para os testes, foi obtida pela cole¢do das primeiras bolas sorteadas ao longo de toda a
histéria da loteria Mega-Sena (CEF, 2014). Parte desta série temporal estd mostrada na
Figura 3b.

O preditor escolhido corresponde a um polindomio de grau quatro, num espaco
reconstruido de trés dimensoes. A partir do arquivo ‘megal.txt’ — que armazena a

série temporal —, as rotinas sao empregadas de maneira idéntica aos casos anteriores:

[> V4 := VecTS (DataFile=‘megal.txt’, TimeLag=6, Dim=3):

[> final := 1633:

[> LinMap4 := LinGfiTS (V4, final, Degree=4, Level=32, PT=1):
[> sigmad4 := ConfiTS(LinMap4, V4, final, Level=32, PT=1);

o4 = 15.36455808 .

Nesta aplicagao, a distribuicao dos residuos pode ser considerada gaussiana. O histograma
e a curva normal padronizada — mostrados na Figura 16a — reproduzem a impressao
gerada a partir do comando ConfiTS. O desvio apurado ¢4 tem uma magnitude de cerca
de um quarto de todo o espectro de dezenas que podem ser sorteadas. O grafico da Figura
16b apresenta este desvio como a barra de erro para a aplicacao do mapa LinMap4, nos

pontos do mapeamento global.

[> V4[1634] [1] - ForecasTS(Vects=V4, Map=LinMap4, Position=1633);
11.31694096

O nivel de confianca no resultado da previsao calculada pelo comando ForecasTS ¢é de

2 o0 52,
Li=1-— / S Ve o) = 0537
! V2r 11.3/15.4eXp{ 203} (65~r/07)




Figura 16 - Desvio na predi¢ao das dezenas sorteadas na Mega-Sena
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Legenda: (a) Os residuos possuem uma distribuigdo aceita como normal no teste de
Shapiro-Wilk. (b) As longas barras de erro sdo compativeis com a predigdo dos
resultados de uma loteria.

Fonte: O autor, 2017.

Figura 17 - Falsos vizinhos préximos e mitua informacao média
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Legenda: Determinagao dos pardmetros de imersdo para o circuito caético. (a) O
percentual de falsos vizinhos proximos torna-se desprezivel a partir de
dg = 3. (b) O delay time 6timo é T = 10.

Fonte: BROWN, RULKOV, TRACY, 1994, p. 3792.
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O confronto do valor previsto com o calculado resulta num erro de predicdo em
torno de 11 dezenas. Considerando que o erro toleréavel de 45 neste caso, o resultado
esta dentro do esperado para um sistema absolutamente randémico. Em outras palavras,
o método da Aproximacao Global reflete a realidade de que qualquer bola pode ser

sorteada na loteria.

5.6 Viabilidade dos preditores nao polinomiais

Uma das funcionalidades do programa LinGfiTS permite que os preditores pos-
suam qualquer forma funcional nas coordenadas utilizadas no esquema da reconstrucao
(ALVES; DUARTE; da MOTA, 2017a). Este recurso abre a perspectiva para a obtengao
de mapas mais acurados para a previsao com a técnica global. A viabilidade da escolha
da funcao preditiva — pelo argumento opcional Func — serd demonstrada com a mesma
série temporal que vem sendo explorada desde a Secao 4.5. O conjunto de observaveis
utilizados também esta armazenado no arquivo ‘ts37.txt’ e o restante do procedimento
é idéntico ao que vem sendo empregado.

O mapa LinMapl — apresentado na Se¢ao 5.1 — corresponde ao preditor polino-

mial (1), que passa a ser identificado neste pardgrafo como Py (|z,)).
2 2 2
Pool (|2r)) = 121, + Coar +C3T 3, 4 Cax7, + CoT1,Tap + CoT 1, Tap + C7X5, + CsTar T+ CoTs,. (64)

Os preditores Pyt € Pjog sa0 propostos para demonstrar que a escolha da forma

funcional tem implicagoes diretas no mapeamento global e no resultado da predicao.

T
Ppot(|xr>> = |x17“| 9+C2 il |$1r| +03 |J72r| 9+C4 . |$2r|1'1

| 1r| | 1r| | 2T| | 2T|
T T1pLopX

+ a \$3r|0'9+c6 \$3r\ + 7M’$1r$2rl’3r’0'9
‘x3r| ‘ 31"‘ ‘xlrx%“ 37"|

+ CSM|J51T$2T$3T|L1 (65)
|C(71T$27=ZE3T|

1 1
Prog (|2+)) = c1@1, + c2Tay + c3T3, + ¢4 1n (1 + 10 cos ($1r)) +c51n <1 + 10 coSs (ng)>

1 I .
+ ¢gln <1 + 10 cos (x3T)> +c7ln (1 + 10 sin (:Elr)>

1 1
+ cgln <1 + 0 sin (mgr)> + ¢ In (1 + 0 sin (iﬂgr)) (66)

Na aplicacao das trés fungoes preditivas para o mesmo intervalo da série temporal



Figura 18 - Distribuicdo dos residuos com os preditores Ppo; (|2)) € Prog (|21))
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Legenda: (a) Distribuigdo dos residuos com o preditor Py (|z,)). (b) Grafico
plenamente compativel com o p-valor 0.4102, calculado para o mapa
Prog (|,)).

Fonte: O autor, 2017.

Tabela 12 - Comparacao entre preditores

preditor erro  desvio parametros p-valor regra dos 3o

Ppot (|zr)) 0.749  0.207 9 0.0016  ndo atende
Poot (J27))  0.244  0.175 8 0.2021  atende
Prog (|2,)) 0169  0.276 9 0.4102  atende

Legenda: Os resultados sao obtidos pelas rotinas LinGfiTS e
ConfiTS com os mesmos vetores reconstruidos. Cada
p-valor acima foi calculado pela mesma rotina que aplica o
teste de Shapiro-Wilk.

Fonte: O autor, 2017.
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— definido pelo argumento Level=5 — e adotando V[722] [1] como o ultimo observavel

conhecido, os vetores que participam do mapeamento global sao

[627,628,629,630,631,632,645,646,647,648,649,650,663,664,665,666,667,668,
681,682,683,684,685,686,699,700,701,702,703,704,717,718,719,720,721,722] .

A lista acima é impressa na tela pelas rotinas LinGfiTS e ConfiTS. Os resultados
da previsao e do desvio para o observavel de ordem 723, bem como o p-valor calculado
no teste de Shapiro-Wilk, sdo mostrados na Tabela 12. Neste caso, os dois mapas nao
polinomiais sdo mais acurados que o polinomial. A funcao das variaveis de reconstrucao
que resulta numa previsao mais préxima do valor verdadeiro é a estabelecida em P, (|z,))
(66). Todavia, o preditor Py (|z,)) (65) apresenta um desvio calculado menor que o
anterior — o, = 0.244 contra o0, = 0.276. Podemos dizer que ambas as alternativas nao
polinomiais para o mapeamento global sdo competitivas (ALVES; DUARTE; da MOTA,
2017D).

Um outro aspecto relevante diz respeito a relacdo entre o p-valor e o confronto
com a Regra dos Trés Sigmas. Novamente, o preditor polinomial — cuja hipdtese de
normalidade da distribuigao dos residuos é rejeitada no teste de Shapiro-Wilk — apresenta
baixo p-valor e um erro na predicao maior que o tripo do desvio calculado. Por outro
lado, tanto Py, (|2,)) como P,y (|z,)) estdo associados a p-valores aceitdveis e resultam
em predigdes com erros entre o e 20. A Figura 18 mostra os graficos obtidos com a
rotina ConfiTS para o melhor (ver Figura 18b) e o pior desempenho (ver Figura 18a)
neste quesito. O histograma para os desvios obtidos com o mapa polinomial — baseado
em Ppy (|z,)) — estd incompativel com uma distribuicdo gaussiana dos residuos, porém
de acordo com o baixo p-valor 0.0016 apresentado na Tabela 12 (ALVES; DUARTE; da
MOTA, 2017b).

5.7 Variavel dindmica X do Sistema de Lorenz

Para testar o método de caracterizagao dindmica (ver Capitulo 3), a forma funcio-
nal selecionada consiste no polindémio de quinto grau no espago de reconstrucao tridimen-

sional. Alguns dos 55 termos deste modelo preditivo sao
Pr (w17, Tor, T3,) = €171, + CoTop + C3T3, + ... + 655I3r5 . (67)
A série para o Sistema de Lorenz — cujo Diagrama Acuracia-Desvio Logaritmico

ja foi apresentado na Figura 8 — foi gerada com a rotina lorenz do pacote Tisean e
armazenada no arquivo LorenzX.txt (HEGGER; KANTZ; SCHREIBER, 1999). Existem
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Figura 19 - Desvios numa série temporal cadtica
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Legenda: O crescimento das barras de erro manifesta o
carater caético do Sistema de Lorenz.
Fonte: O autor, 2017.

Figura 20 - Preditor polinomial aplicado na série temporal LorenzX
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Legenda: (a) Varidvel dindmica X versus a ordem N do observavel. O mapa global obtido

Fonte:

com a forma funcional (63) apresenta uma descrigao da série temporal inteiramente
satisfatéria com o pardmetro 7 = 1. (b) A curva gaussiana revela-se adequada para
descrever a distribuicdo dos residuos no global fitting.

O autor, 2017.
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1200 observaveis nesta série que cobrem 12 unidades de tempo u;. Os expoentes de
Lyapunov — calculados pela prépria rotina — sao 0.965908289, —0.0467140898 e
—13.9133472 em 1w, '. O expoente de Lyapunov positivo implica que o sistema ¢é
cadtico (ver Defini¢ao 10).

O gréfico da Figura 20a mostra o resultado da aplicacdo do preditor (67) com
o parametro 7 = 1. O teste de normalidade com o mapa gerado apresenta resultado
positivo. De fato, o histograma e a curva normal padronizada (ver Figura 20b) permitem
uma visualizagao convincente de que a distribui¢ao dos residuos pode ser bem aproximada
por uma curva gaussiana.

O pacote LinMapTS neste caso especifico foi evocado — no ambiente Maple — da

mesma maneira que foi feita na Secao 5.1.

[> V5 := VecTS (DataFile=‘LorenzX.txt’, TimeLag=6, Dim=3):

[> final := 1100:

[> LinMap5 := LinGfiTS (V5,final,Degree=3,Level=50,PT=1,Analysis=1);
[> sigmab := ConfiTS(LinMap5,V5,final,Level=50,PT=1);

Para a determinacao dos coeficientes do preditor e o calculo do desvio, a rotina
empregou 306 vetores do espago reconstruido. No intuito de reforcar a explicacao a
respeito do modo de escolha dos vetores que participam do mapeamento global e da
qualificagao dos preditores, uma parte da lista de vetores impressa pelas rotinas LinGfiTS,

ConfiTS e DynCharTS é reproduzida abaixo.

(195, 196, 197, 198, 199, 200, 213, 214, 215, 216, 217, 218, 231,
232, 233,234, 235, 236, ..., 1095, 1096, 1097, 1098, 1099, 1100]

Tomando como exemplo os observaveis de ordem 207 e 201 na série, estes participam
da minimizacao como componentes do vetor V[213]. Isto é, sao incluidos no processo
como V[213] [3] e V[213][2]. Entretanto, os vetores V[207] e V[201] nao tomam
parte no global fitting. Por outro lado, todos os 906 observaveis do intervalo — ou seja,
1100 — 195 4+ 1 = 906 — sao contabilizados na deteccao de outliers com o programa
DynCharTsS.

Quanto a caracterizacao propriamente dita, a natureza cadtica se manifesta cla-
ramente no Diagrama Acurédcia-Desvio Logaritmico da Figura 8. As escalas logaritmicas
nos dois eixos do grafico reforgam o decaimento de A; e o crescimento de D,. O diagrama
estd em pleno acordo com o comportamento esperado para estas quantidades estatisticas
(ver Tabela 7).

Outra analise esclarecedora do tipo de dinamica impressa na série temporal diz
respeito a evolucao dos desvios nas predigoes de acordo com o parametro 7. O grafico
da Figura 19 corresponde ao mesmo intervalo da série do Diagrama Acuréacia-Desvio

Logaritmico. O tultimo observavel utilizado no mapeamento global ocupa a ordem 1100.
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Entao, a predigao para o observavel de ordem 1109, por exemplo, empregou o parametro
7 =9. O crescimento das barras de erro — que pode ser visualizado no grafico — confirma

o diagnéstico de uma dinamica cadtica para esta série.

5.8 Série experimental cadtica revisitada

E instrutivo verificar a performance do método de caracterizacido num conjunto
de dados experimentais. No circuito esquematizado na Figura 14, a voltagem medida no
capacitor C atende muito bem a esta proposta, uma vez que a sua dinamica é reconheci-
damente cadtica (BROWN; RULKOV; TRACY, 1994). Além de ilustrar a aplicabilidade
dos diagramas no contexto da experiéncia, este conjunto de medidas constitui a segunda
série cadtica do teste.

Num primeiro exemplo da caracterizagao dindmica com o programa DynCharTs,
apenas parte da lista dos vetores do mapeamento global e o resultado da qualificacao dos
preditores correspondente ao parametro 7 = 1 — no total sao 16 graficos, de acordo com

o argumento PT=16 — sao reproduzidos a seguir.

Z[dyn] :=DynCharTS(DataFile=‘circuit.txt’,Degree=5,PT=16,Analysis=1);

List of reconstructed vectors in global fitting

[43,44,45,46,47,48,61,62,63,64,65,66,79, ...,1159,1160,1161,1162,1163,
1164,1177,1178, 1179,1180,1181,1182, 1195,1196,1197,1198, 1199, 1200]

The predictor for the global fittings has the functional form

agr X1® + a1 Xo” + aze X' + a1 Xy + asoXo® + a53 X1 + as3Xo® + a2 X1t + a5 Xo +
azrX1® + a6 X3 + a5 X3” + a3 Xo" + an X5” + ass X + a9 X352 X12Xo + a2 X3 X1°Xo +
a35X5° Xo + a9 X3 X1X5" + a30 X1 X5 + ass X1 Xo + a2a X3 X1” + aso X1 X" +
a13X3° X1 X0 + a3 X5° X1 Xo + a5 Xo X3 X1 + a0r X352 X017 + a3 Xo X1 + an X1 X357 +
a34X3° X0 + a1 X0 X3 X1 + azz X3 Xo® + a5 Xo X3 + 015 X537 Xo” + a10X3° X717 +
a1 X2 X5 + an X1 Xo X3 + aps X" X1 + as Xo" X3 X1 7 + a6 X357 X1® + 14 X3° X1 X0 +
a20 X3 Xo + a15X5" X1 4 017X X3 + as Xo? X1 4+ a3 X1 X5 + a0 X' X + ass Xo X3° +
a19X3° Xo” + a1 Xo" X1 + asg X1 X5 + ar X0 X1 % + azs X1 °Xo + az1 X5 X1 + ass Xo® Xy
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The global fitting meets all the criteria of qualification.
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Logarithmic Diagram Accuracy-Deviation:
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O procedimento computacional — bem como a escolha da ordem dos observaveis
— permanece idéntico ao adotado no Sistema de Lorenz. A andlise das curvas de acuracia
e de desvio no grafico da Figura 21a revelam que, com o aumento do tempo de predicao
TAt, a previsibilidade se torna cada vez mais dificil. Nesta série experimental, o caos deixa
seu registro grafico no Diagrama Acuracia-Desvio Logaritmico, assim como no teste com
o Sistema de Lorenz (ver Figura 8) — no qual a série temporal foi gerada por integragao
numérica.

Os erros da predi¢ao aumentam de acordo com o incremento do parametro 7, assim
como ocorre no caso anterior. Um ponto a favor da teoria neste quesito é confronto do
valor verdadeiro com a barra de erro nos graficos das Figuras 19 e 21b; visualmente é
possivel observar que em nenhuma predi¢ao o erro admissivel de 3o, foi excedido. Vale
destacar que, nestas duas series cadticas, a presenca de outliers no mapeamento global foi

diminuta.

5.9 Sinal periddico e série randoémica

Duas dinamicas de evolugao temporal diametralmente opostas sao adequadas para
testar a sensibilidade do método. Um sinal elétrico tipico constitui o modelo usado para
gerar uma série temporal periddica e, a priori, completamente previsivel. No outro ex-
tremo, a colecao de resultados de uma loteria fornece uma série desprovida de qualquer
determinismo. As duas séries também possuem, como aquelas empregadas anteriormente,

1200 observaveis.
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Figura 21 - Caracterizacdo da série cadtica experimental
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Legenda: (a) As curvas de acuricia e de desvio indicam que a voltagem medida no circuito
esquematizado na Figura 14 tem uma evolugdo temporal caética. (b) Gréafico da
medida de voltagem V' em funcdo da sua ordem N na série temporal. Assim
como na série temporal gerada para o Sistema de Lorenz da Figura 19, as barras
de erro apresentam um crescimento compativel com a presenga de caos.

Fonte: O autor, 2017.

A funcao
g(t)=3sin(4dmt)+ 7 cos(3mt) (68)

— cobrindo 24 unidades de tempo u; — foi usada para gerar a série periédica (MANDAL,
2007). A mesma série aleatoria formada pelas primeiras dezenas da loteria Mega-Sena —
ja explorada na Sec¢ao 5.5 — atende ao proposito do teste nesta secao.

O procedimento computacional ¢ idéntico'! ao aplicado nas séries de teste cadticas
(ver Secoes 5.7 e 5.8). Os diagramas correspondentes na Figura 22 apresentam bandas bem
definidas de acuracia e de desvio. No sistema periddico, verifica-se um distanciamento das
‘bolas fechadas’ — na regiao superior do grafico — das ‘bolas abertas’, que se mantém na
regiao inferior da Figura 22a. De fato, no caso de regularidade e previsibilidade extremas,
nao se espera queda significativa de acuracia e nem aumento de desvios quando os tempos
de predicao TAt se tornam maiores.

Ja no diagrama da Figura 22b, a banda de acuracia permanece alinhada com a de
desvio. Ambas possuem ordenadas préximas de zero. Tanto esta série randomica, quanto

a periddica, apresentam desvios que nao manifestam crescimento na escala logaritmica.

11 Os preditores adotados nas séries de Lorenz, do circuito cadtico, periédica e randémica — empregadas
no teste da caracterizacao dindmica — possuem a mesma forma funcional (67).



Figura 22 - Testes com as séries periédica e aleatéria
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Legenda: (a) Sinal periédico g (t) = 3 sin(47t) + 7 cos (37 t). Bandas de alta acuricia e de
desvio num mesmo patamar estdo de acordo com as predigoes acuradas em séries
temporais periédicas. (b) Neste diagrama, a banda de baixa acurécia corresponde &
auséncia de uma dinamica deterministica em séries randoémicas.

Fonte: O autor, 2017.

Nao ha nenhum motivo para se esperar que a previsibilidade numa loteria caia com o
transcorrer do tempo. Assim como sdo grandes os desvios na predi¢do da primeira dezena
em um sorteio, estes serao também enormes se a primeira bola for sorteada dez semanas

depois.

5.10 O Ntumero de Manchas Solares e o Indice Dow Jones

Nos diagramas para o Sistema de Lorenz e o Circuito cadtico (ver Figuras 8 e 21),
a assinatura do caos foi obtida pelo simultaneo decaimento da acurécia e crescimento do
desvio relativo. A andalise de observaveis extraidos do mundo real tem a perspectiva de
avancar no entendimento da dindmica dos fendmenos complexos. Retomando os exemplos
dados na Introducao deste trabalho, a proposta desta se¢ao consiste no estudo de séries
temporais formadas pelo Ntmero de Manchas Solares e pelo Indice Dow Jones.

Para analise, sdo tomadas as médias mensais do Numero de Manchas Solares —
fornecidas por Hathaway (2015) — e os indices financeiros de toda a histéria do mercado
de agoes Dow Jones — disponibilizados em Indices (2015).

2
Pr (z1r, Tor, Typ, Tay) = €121, + CoZay + C3T3, + Calyy + . .. + C1aTsy (69)

Em ambos os casos, o esquema da reconstrucao tem sua base num espago euclidiano



Tabela 13 - Qualificacdo dos preditores para as séries temporais cadticas

QP| CS Parametro 7
1]2[3]a]s5]e6[7][s]ofw]un]12]13]14][15]16
LX | X X | X X X X X X X X
1 CcC X X | X | X | X | X | X | X
DJ X X
SN
LX | X | X | X | X
9 CcC X | X | X | X | X | X]| X X X X X
DJ | X | X | X | X X X X
SN X | X | X | X
LX | X | X | X | X | X | X | X | X | X | X X X X X X X
3 cC X | X | X | X | X | X | X | X |X X X X X X X X
DJ | X | X | X | X | X | X | X | x| X | X X X X
SN | X | X | X | X | X | X | X | X | X | X X X X
LX | X | X | X | X | X | X | X | X | x| X X X X X X X
4 cC X | X | X | X | X | X | X | X|X X X X X X X X
DJ | X | X | X | X | X | X | X | x| X | X X X X X X X
SN | X | X | X | X | X | X | X | X | X | X X X X X X X
LX | X | X | X | X | X | X | X | X | X ]| X X X X X X X
5 CcC X | X | X | X | X | X | X | X|X X X X X X X X
DJ | X | X | X | X | X | X | X | x| X | X X X X X X X
SN | X | X | X | X | X | X | X | X | X | X X X X X X X

Legenda: QP=Critério de qualificacao para o preditor. O simbolo x indica que o mapa
global atende ao critério. CS=Série temporal cadtica, LX=Variavel dindmica
X para o Sistema de Lorenz, CC=Circuito caético, SN=Ntumero de Manchas
Solares e DJ=Indice Dow Jones.

Fonte: O autor, 2017.

Tabela 14 - Resultados para o quantificador de caos Zgy,

0S Preditor ds Quantidade estatistica
Al | Aa

LX deg =5 3 3500.06 307.639

cC deg =5 3 319.82 28.279

DJ deg =3 4 46.66 2.599

SN deg = 2 4 1.27 0.049

Legenda: Cada espago de reconstrucao tem dimensdo dg e o grau
do preditor polinomial é designado por deg.
Fonte: O autor, 2017.
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Figura 23 - Mapeamento global para os estudos de caso (7 = 1)
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Legenda: (a) Ntmero de Manchas Solares SN. (b) Indice Dow Jones D.J.
Fonte: O autor, 2017.

Figura 24 - Diagramas Acuréacia-Desvio para os estudos de caso
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Legenda: (a) Ntimero de Manchas Solares. (b) Indice Dow Jones.
Fonte: O autor, 2017.



89

de quatro dimensdes. Os preditores escolhidos sdo polindmios de segundo grau (69) —

para o Ntimero de Manchas Solares — e de terceiro grau (70) — para o Indice Dow Jones.

3
Pr (z1r, Tor, Ty, Tay) = €121, + CoZy + C3T3, + Calayr + . .. + C34%4y (70)

A Figura 23 apresenta o resultado da aplicacao dos preditores para as duas séries
com a selegdo do parametro 7 = 1. Os mapeamentos globais para estas duas séries
temporais do mundo real registram uma presenca de outliers mais significativa que as
duas séries cadticas ja discutidas neste capitulo. A Tabela 13 mostra uma comparacao
entre os resultados da qualificacdo de preditores para as séries temporais deste trabalho
que manifestam evolugao cadtica.

A partir dos diagramas da Figura 24, pode-se concluir que o Indice Dow Jones e
o Numero de Manchas Solares possuem sua origem em sistemas onde existe a presenca
de caos. O comportamento qualitativo do crescimento das curvas de desvio e decaimento
da acuracia estda presente nas duas representagoes graficas. Contudo, alguns aspectos
a respeito do emprego da Aproximagao Global Polinomial — no caso do sistema
astrofisico — requerem consideragoes adicionais.

As predigoes para o menor tempo de predicao — especificadas pelo parametro
T =1 — ja apresentam baixa acurdcia. Mesmo na reconstru¢ao em um espaco de quatro
dimensoes, o processo de global fitting ndo permite a obtencao de baixos valores para
o desvio o,. A propria natureza dos dados impoe uma séria limitagdo na capacidade
preditiva do método. Esta dificuldade em obter mapas acurados para a série tem um
efeito direto sobre a magnitude do quantificador de caos Zgyy,.

O mapa global de melhor qualidade neste trabalho foi gerado para a série temporal
formada pela variavel X do Sistema de Lorenz (8). A Tabela 14 apresenta as quantidades
estatisticas calculadas para as quatro séries cadticas discutidas neste capitulo. De fato, o
caso mais dificil para a caracterizacao da dinamica corresponde a série temporal formada
pelo Nimero de Manchas Solares porque os valores de A; e Ay, sdo os mais baixos dos
casos em estudo.

Foi necessario reduzir a escala logaritmica do diagrama da Figura 24a para que
as curvas de acuracia e de desvio pudessem ser avaliadas. Por outro lado, existe, neste
conjunto de observaveis, uma informacao sobre a dindmica do sistema que nao deve ser
negligenciada. Apesar de serem pouco expressivas as curvas de acuracia e desvio, tragos da
fenomenologia associada ainda podem ser identificados. A partir do Diagrama Acuracia-

Desvio obtido e do valor calculado para o quantificador Zg,,,, a atividade solar parece ser

cadtica (PETROVAY, 2010).
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CONCLUSAO

A Aproximacao Global atende aos propédsitos da predicao e da caracterizacao di-
namica na perspectiva de um problema inverso. O primeiro Teorema de Takens garante
que o espaco de fase de um sistema dinamico pode ser mergulhado num espaco euclidiano
pelo método do delay time. Ou seja, a dindmica original é preservada no esquema da
reconstrucao. Esta solidez matematica sustenta a técnica aproximativa desenvolvida.

No desenvolvimento da teoria, a restricdo na forma da fungdo custo resulta na
selecdo de preditores que se mostram altamente convenientes do ponto de vista matema-
tico e computacional. Solucionar uma simples equagao matricial significa determinar os
parametros do preditor. A forma padrao da funcao preditiva pode ser empregada para
diferentes tempos de predicao. Este é um aspecto de grande utilidade, porque permite
diagnosticar o comportamento dinamico da série pela evolugao dos erros na previsao.

O nivel de confianga na predi¢ao é bem estabelecido desde que os residuos do ajuste
de dados no mapeamento global admitam uma distribuicdo normal. O teste de norma-
lidade de Shapiro-Wilk cumpre bem a tarefa de avaliar se a forma gaussiana assumida
para os residuos é adequada, ou nao, aos observaveis extraidos da série temporal. Sendo
positivo o resultado do teste, ha evidéncia estatistica suficiente para considerar que o
método dos minimos quadrados — empregado na determinacao do preditor — apresenta
a melhor performance que pode ser obtida. Sendo assim, a questao da otimizagao tem um
desfecho plenamente satisfatério, ndo sendo necessario buscar outros métodos de mini-
mizacao diferente dos minimos quadrados; basta modificar o modelo do preditor quando
necessario.

Na nova versao do pacote TimeS, o mapeamento e o algoritmo que aperfeicoa o
resultado da aplicagao do mapa global passam a admitir diferentes tempos de predicao.
O tempo necessario para o mapeamento global com o pacote LinMapTS foi reduzido dras-
ticamente em relacao ao requerido pela rotina GfiTS do pacote TimeS. Este ganho de
eficiéncia permite o uso do pacote para séries com grandes quantidades de observaveis
e parametros de ajuste, com baixo esforco computacional. A praticidade da manipula-
¢ao algébrica e os baixos tempos de execucgao facilitam a obtencao de preditores mais
acurados.

Funcoes preditivas diferentes das polinomiais se constituem numa alternativa viavel
na Andlise de Séries Temporais. O exemplo do preditor baseado em termos de poténcia
apresentou um desempenho superior ao polinomial, utilizando o mesmo niimero de graus
de liberdade. Também neste aspecto, o pacote LinMapTS coloca a disposi¢do do pesqui-
sador um maior poder de andlise e predigao.

Na andlise dos residuos com o programa ConfiTS, ficou demonstrado o acordo

entre o erro da predicao e o desvio calculado. Foi verificada também a correspondéncia



91

da estatistica calculada com os graficos impressos pela rotina. O exemplo apresentado
para o resultado negativo no teste revelou também uma histograma incompativel com a
distribuicao normal dos residuos.

As rotinas desenvolvidas mostraram-se adequadas a manipulacao da série tempo-
ral obtida de um experimento, quando aplicadas ao sinal elétrico caético. Neste exemplo,
também foi verificada a consisténcia dos métodos de escolha dos parametros de recons-
trugdo, notadamente a mutua informacdo média e os falsos vizinhos proximos. Outra
categoria de conjunto de observaveis extraido do mundo real — a das séries randomicas
— foi empregada para verificar a sensibilidade do procedimento ConfiTS. Os desvios cal-
culados pela rotina estao de acordo com auséncia de uma dindmica nas dezenas sorteadas
numa loteria.

Na caracterizacao da série temporal, as quantidades estatisticas A, e D, revelam
o tipo de dinamica responsavel pela evolucao temporal nos Diagramas Acuracia-Desvio e
Acurécia-Desvio Logaritmico. O método desenvolvido apresenta um novo quantificador
para o caos que contorna o problema da identificacao dos expoentes espiirios de Lyapunov
e evita as dificuldades do cédlculo destes expoentes no esquema da reconstrucao. Os
testes realizados nas séries de diferentes naturezas — cadtica, periddica e randdémica
— comprovaram que a dinamica subjacente da série temporal deixa sua assinatura nos
diagramas e se manifesta na magnitude de Zg,,. Nas duas séries cadticas em que o
crescimento das barras de erro foi investigado graficamente, houve concordancia com a
caracterizagao dinamica obtida com diagramas e quantificadores de caos Zgyy,.

No estudo dos indices do mercado financeiro, as curvas de acuracia e de desvio
sustentam que, no intervalo da série temporal sob andlise, a dindmica é cadtica. Um
procedimento que se mostrou 1til no estudo deste caso foi o da qualificacado dos pre-
ditores empregado pelo programa DynCharTS, que permitiu o controle da qualidade do
mapeamento global para diversos tempos de predicao.

Nao foi possivel obter preditores que apresentassem baixa frequéncia de outliers —
segundo todos os critérios de qualificagdo — para o caso da série temporal formada pelo
Numero de Manchas Solares. Como consequéncia, foi necessario usar uma escala mais
reduzida no Diagrama Acuracia-Desvio e o quantificador de caos apresentou a magnitude
mais baixa entre os demais sistemas cadticos. Apesar dessa condi¢ao indesejavel — devida
a qualidade dos dados disponiveis — ainda foi possivel reconhecer o caos neste sistema
astrofisico.

Os resultados obtidos confirmam que a teoria e as rotinas computacionais apre-
sentadas nesta tese sao adequadas tanto para a predicdo quanto para a caracterizacao
dindmica de uma série temporal. Logo, o objetivo inicial — de obter conhecimento a
respeito de um sistema dinamico a partir de um conjunto de observaveis ordenados no
tempo — foi atingido; e por uma metodologia que permite a investigacao de fenémenos

nao lineares em diversas areas do conhecimento.
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APENDICE A - Classe restrita de funcoes nos problemas de data fitting

Em um ajuste de dados para N (m + 1) observaveis, cada conjunto de observdveis
independentes — (X1, Xop, ..., Xonr) = | X,-) — estd conjugado com o observdvel depen-
dente Y,. A fungio de estado ¢; (|X)) tem o valor ¢; (|X,)) para o vetor de estado | X, ),
ordenado pelo indice r. O problema a ser atacado consiste em encontrar uma funcao de
|X) que seja uma aproximacao satisfatéria de Y, para todos os N pares (Y, |X,.)).

O objeto matematico do processo de optimizacdo é o vetor de n paradmetros
(ay,as,...,a,) = |a). No modelo de ajuste My (|a),|X)) — a letra L em geral da lugar

a um réotulo que identifica o modelo —, a restrigao

n

Mg (Ja), |X)) =" aigs (|X)) (71)

=1

tem o proposito de evitar o uso de técnicas iterativas para a minimizacdo — como reque-
rem os métodos de Levenberg-Marquardt ou de Powell’s Dog Leg (MADSEN; NIELSEN;
TINGLEFF, 2004. E-book). Somente fungoes lineares nos parametros de ajuste poderao

integrar a fungio custo F (|a)).

Flla) =3 (n—iamw) (72)

r=1

Para aplicar o método dos minimos quadrados na determinacao do vetor de parametros,

devem ser calculadas n derivadas parciais nulas

--—=0= ¢g |X Z }/T_ZaiqgiOXr» (73)
20a;
na minimizagao da fun¢do custo F (Ja)). Apds algumas manipulagoes algébricas nas n

derivadas parciais — do mesmo tipo de (73) —, as equagbes que resultam deste procedi-

mento sdo agrupadas no sistema

zn:az‘ <Z¢z(|Xr ¢1 |X ) ZY ¢1 |X >)
Zal (Z@ 1X:)) ¢2 (1X;) )ZX:IY;@ (1 X)) . (74)

>, (Z@ 1X0) 6a (1)) ):ﬁlmn(m»

=1
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Definidindo os componentes

Akl

b, = kaﬂm)

para a matriz A e o vetor |b), o contetido inteiro do sistema linear (74) pode ser escrito

na forma
Ala) = 1b) . (75)
O vetor |a) — isto é, o conjunto dos n pardmetros de interesse — é uma solugio de

minimos quadrados do sistema linear (74) no contexto da Algebra Linear (ROBINSON,
2006).

As incertezas das medidas realizadas durante a experiéncia requerem uma atitude
cautelosa na aplicacdo da equac¢do matricial (75). Ocorre que os diferentes conjuntos
de erros — associados aos seus respectivos observaveis independentes — precisam ser
levados em conta na determinagao do vetor de pardmetros |a). Se as incertezas nao forem
iguais, entao existe uma forte razao para o tratamento diferenciado entre os diversos pares
(Ye, [ X))

Devido a razoes praticas, os m erros ox, dos observéaveis independentes sao usual-
mente transferidos para as incertezas dos observaveis dependentes. Bevington e Robinson
(2003) apresentam o método a ser seguido para esta transferéncia. A partir de um ajuste
preliminar realizado com um algoritmo que resolve a Equacao (75), o vetor designado
como |a) tem como componentes os n coeficientes preliminares a;. Sendo o erro provisério
para o observavel Y, denotado por &, — no modelo preliminar de ajuste f (|a),|X)) —,

a incerteza final de interesse o, é calculada por

2

- of
2
o= |07 + jEZl <8 ; UXJ.>T : (76)

A presenga do indice r indica que os componentes do vetor de estado | X,.) sdo aplicados no
calculo da quantidade entre paréntesis. O resultado liquido da transferéncia de incertezas
pode ser traduzido dizendo que o efeito do conjunto de todas as incertezas esta embutido
no erro o, do observavel dependente Y.

Num experimento pode ocorrer que as medidas sejam afetadas por incertezas di-
ferentes. E natural atribuir pesos maiores aos observaveis que possuem erros de menor
magnitude. Sendo assim, o peso de cada ponto — num ajuste de curvas, por exemplo

— admite uma mensuracao adequada se for calculado como o inverso da incerteza do
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observavel. Para operacionalizar esta concepcao, a funcio custo com peso F, inclui o
fator peso w, calculado como w, = 1/0, (BEVINGTON; ROBINSON, 2003).
N n 2
Fulla) = S w (¥ - Sao (%)) )
i=1

r=1

A partir das aplicagoes

er — wr2}/r

Qi — w,.2 a;

na fungao (77) acima, o problema de minimos quadrados com peso assume a mesma forma
matricial de (75).

Aw |aw) = |buw) (78)

As quantidades ponderadas {flw, |ay) |bw>} tomam o lugar de {fl, la) , \b}}
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APENDICE B - Abordagem analitica do ajuste de dados

O mapeamento dos vetores de estado |X,) em um conjunto observaveis dependentes Y,
pode ser analisado sob diversos dngulos. Além de determinar a fungdo de ajuste fr, (| X)),
a ideia de oferecer um espectro de opg¢oes de analise tem por finalidade flexibilizar a sua
aplicacao nas tarefas cientificas ou tecnolégicas. Um determinado resultado do ajuste de
dados pode ser adequado numa aplicagdo, mas inaceitavel em outra. A decisao de aceitar
ou nao um processo de data fitting se d4 com base num conjunto de analises que sejam

relevantes para o pesquisador.

B.1 Distribuicao de residuos

Pelo Teorema de Gauss-Markov, nenhum método de minimizagao é superior ao
dos minimos quadrados se os residuos apresentarem uma distribuigdo normal (SILVEY,
1975). No sentido de dispensar a procura por um outro método de otimizagao, uma
avaliagdo estatistica funciona como o guia para a tomada de decisao em aceitar o vetor
de pardmetros |a) — ou |a,), se for o caso — calculado pelos algoritmos (75) ou (78).
E importante ter em mente que, para um dado conjunto de observdveis e um especifico
modelo de ajuste, nada impede que a otimizacao pela soma minima, por exemplo, possa
apresentar variancia menor do que a solugao de minimos quadrados.

Num teste de normalidade, a hipotese de que uma populagao segue uma distribui-
¢ao normal pode ser aceita ou rejeitada a partir de uma amostra retirada desta populacao.
A estratégia consiste em tratar o conjunto de erros no ajuste de dados como a amostra do
teste e estender a inferéncia sobre a populagao inteira para o proprio conjunto de residuos.
O raciocinio empregado consiste em admitir que, se o teste é aplicavel a uma populacao in-
teira — que neste caso é imaginaria —, certamente serd uma decisao estatistica adequada
para a prépria amostra.

Entre os testes disponiveis, o teste de Shapiro-Wilk apresenta a melhor performance
na comparagao de Razali e Wah (2011). Além disto, estd disponivel para implementagao
imediata em sistemas de computacao algébrica a partir de um comando. Neste teste, a
hipo6tese nula tem a seguinte formulacao: A amostra é retirada de uma populacio que seque
a distribuicao normal. Um valor minimo para o p-valor — por exemplo, 0.05 — precisa
ser especificado para a aceitagdo da hipotese nula. A estatistica do teste de Shapiro-Wilk
W é submetida a um processo de normalizagdo e o resultado final w precisa atingir o

p-valor especificado para que a hip6tese nula seja aceita (ROYSTON, 1992).
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B.2 Desvio, nivel de confianga e acuracia

Considerando a fungao de ajuste fr (|X)) como um preditor, uma estimativa do
erro na determinacao de uma grandeza certamente tem grande interesse numa predicao.
Na expectativa de que a funcao gaussiana seja uma aproximacao satisfatoria para a dis-
tribuicao dos residuos, a variancia amostral constitui um estimador ndao tendencioso para
o erro da predigao (BEVINGTON; ROBINSON, 2003). Esta medida estatistica de dis-
persao é denotada por o, e nao deve ser confundida com a incerteza total o, para o
observavel Y, (76).

oy = \J 27{\/:1 (Y; — i aiGEi (’Xr>))2 (79)

N -1

A classe restrita de fungdes (71) jé foi incluida nesta férmula.
Sendo positivo o resultado no teste de Shapiro-Wilk, existe a expectativa de que o
valor verdadeiro do observével Y, esteja no intervalo entre f1, (|X,))—3 0 e fr (|X,))+30L

com 99.7% de confianca. O nivel de confianca no data fitting L, é definido por

62

2 oo 2
Lo=1- /ém exp {—20%}d(ef/@) | (80)

O r-ésimo residuo recebe a notacao €;. Entdao, um erro na predi¢ao igual a é. = 20y
corresponde a um nivel de confianca em torno de 0.955 e assim por diante. Esta defini¢ao
expressa o conteudo da Regra dos Trés Sigmas (PUKELSHEIM, 1994).

A capacidade de andlise neste método é crucial. Uma quantidade estatistica espe-
cialmente concebida para atender a esta demanda é a acurdcia no data fitting, que recebe
a notacao Ay. Trata-se do logaritmo de uma razao entre a média dos valores absolutos
dos observaveis dependentes e o erro admissivel na predigao, estabelecido neste trabalho

como 307y,.

Ar = In (g: 3|]§TU|L> (81)

r=1

B.3 Matrizes de covariiancia e de correlagao

Quando existe uma rela¢ao dindmica entre dois observaveis X; and X, ambos es-
tao correlacionados. Uma medida que reflete como as variagdes em um observavel tém
conexoes com as alteragdoes em outro é a covaridncia amostral (BEVINGTON; ROBIN-

SON, 2003). Se for calculada uma outra quantidade — designada correlagiao entre dois
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observdveis — como

N XX, N Xi; N X
R o N Zr:l % - Zr:l 0—:7 Zr:]_ o::r 2
X,L'Xj - 1 (8 )

v () - (e )] - v () (m )]

entao o resultado ’RX X]-‘ = 1 corresponde a uma correlagdo perfeita, enquanto que a
auséncia de correlagao implica que Ry. X, = 0. Este coeficiente tem maior conveniéncia
que a covariancia amostral porque o intervalo para Ry X, estd limitado a [—1, 1]. A exis-
téncia de uma completa relagao entre duas magnitudes, por exemplo, requer um modulo
unitatio para este coeficiente. Todavia, nao existe nenhuma prova que uma correlacao
unitaria implique a existéncia de uma relaciao profunda entre dois observaveis; a condi¢ao
é necessaria — porém insuficiente.

Tomando um conjunto de m + 1 observaveis {Y, X1, ..., X,,}, podem ser determi-
nados um total de (m + 1) x (m + 1) coeficientes do tipo de (82). A matriz de correlagdo

R coleciona todos os coeficientes.

Ryy  Ryx, ... Ryx,
~ Rle RX1X1 . o RX1Xm
R = (83)
L RXTILY RX‘"LX1 tte RXTVLXTFL i

Outra matriz de capital interesse trata a funcdo fr (|X)) como um observavel in-
dependente. Em uma condic¢ao ideal, a imagem de uma funcao de ajuste é idéntica ao
conjunto de observaveis dependentes. Como consequéncia, a correlagao entre os valores
preditos e os observaveis verdadeiros obrigatoriamente sera igual a um neste caso hipo-
tético. A matriz de correlacao do data fitting Ry tem o coeficiente de corregdo linear do
data fitting como um elemento fora da diagonal — Ry, (x)) ou Ry, (xy)y. A matriz ﬁiL é

simétrica, entdo Ry, (x))=Ry, (x))y. Ambos os coeficientes sdo designados por Ry.

A Ryy Ry, (x
B, - (X)) (84)

Ry xyny Beoqxnrx))

Sendo ideal o data fitting, a matriz acima sera unitaria.

Grandezas fisicas podem ser determinadas a partir de pardmetros ajustados. As
formulas para a propagacgao de erros sao ferramentas matematicas para a estimativa das
incertezas destas quantidades. As variancias e as covariancias dos parametros sao ingre-

dientes neste tipo de calculo. Para os parametros a; and a;, a covariancia ¢ dada por



104

N da; Oa;
_ 2 0a; 0a;
Oaja; = 7;1 lar Y. OY}] : (85)

Cada covariancia é um componente da matriz erro €. Pode ser mostrado que esta matriz
corresponde ao inverso de A,, (78) (BEVINGTON; ROBINSON, 2003).

Ualal 0a1a2 e Ualam
. ~ 1 Oaza;  Oagaz -+ Oazam
€E=A = (86)
L Uamal Uamag e Jamam i

Logo, basta inverter a matriz A,, para determinar a variancia o,,,, € a covariancia Oaa-
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APENDICE C - Anilise gréfica

Com o propésito de “trabalhar os resultados em tempo real”, uma rapida analise gréafica
— apos cada passo — disponibiliza um valioso auxilio visual no curso do experimento.

Graficos deste tipo podem resultar na descoberta de relagoes empiricas entre observaveis
(SQUIRES, 2001).

C.1 Gréaficos de dispersao

No primeiro estagio da andlise grafica, os valores verdadeiros — representados pelo
simbolo o — e os valores calculados do observavel dependente — representados por +
— sao comparados no mesmo grafico de dispersao. A ideia é construir um grafico para
cada observavel independente. O eixo vertical fica reservado ao observavel dependente e
o horizontal ao independente. Um grafico adicional — para uma avalia¢ao preliminar da
acuracia do ajuste — trata a ordem do dado como um observavel independente. Dessa
forma, para cada conjunto de m observaveis independentes estarao disponiveis, simulta-
neamente, m + 1 graficos de dispersao para analise.

A analise do ajuste de dados da expansao térmica do cobre ilustra a aplicao deste
procedimento grafico. Os dados — fornecidos pelo cientista Thomas Hahn — e o modelo
de ajuste foram obtidos do website da agéncia NIST do U.S. Department of Commerce
(NIST/SEMATECH, 2016). O modelo empregado tem o nome de “ Cubic/Cubic Rational
Function Model”, onde o observavel dependente é o coeficiente de expansao térmica e o
observavel independente é a temperatura absoluta. Este modelo de funcao para o data

fitting assume a forma

ap + CLQXl + CZ3X12 —+ Cl4)(ir3
14+ asX; + ag X7 + a7 X3

Mecc (|a),1X)) = (87)
A classe restrita de fungoes (71) nao estd habilitada determinar os pardmetros de ajuste
acima. Uma alternativa vidvel ao ajuste nao linear serda apresentada no Apéndice F.
Contudo, apenas um procedimento de andlise — aquele que tem base na matriz erro € (86)
— fica impossibilitado nesta aplicacao. A substituicdo dos coeficientes disponibilizados
pelo NIST/SEMATECH (2016) — no modelo (87) — especifica completamente a funcao
de ajuste foo (]X)).

1.07913 — 0.122801 X; + 0.00408837 X% — 0.00000142848 X,*
1 —0.00576111 X, + 0.000240629 X, — 0.000000123254 X,*

fee (1X)) = (88)

Os dois tipos de graficos de dispersao na anélise do ajuste realizado no caso da expansao
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Figura 25 - Expansao térmica do cobre

| O Valor verdadeiro =+ Calculado |
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1

(a) (b)

Legenda: (a) O algoritmo para os valores calculados (simbolo o) é foe (|X)) (88). (b) Os
residuos no ajuste estdo compativeis com uma distribuicdo gaussiana.
Fonte: O autor, 2017.

térmica do cobre sdo mostrados nas Figuras 25a e 26a. A sobreposicao entre o resultado
do ajuste e o valor verdadeiro do observavel dependente revela a 6tima qualidade do data
fitting realizado com o modelo Mcc¢ (|a), | X)) (87).

C.2 Andlise dos residuos

Havendo interesse no forma da distribuicao dos residuos durante o ajuste de dados,
uma visualizagao preliminar por meio de histogramas tem sua utilidade. Em diversos
casos, este auxilio visual pode ser até suficiente. Um recurso disponibilizado neste espectro
de opgoes graficas consiste na impressdo de um histograma conjugado com uma curva
normal padronizada. Tomando o exemplo do ajuste apresentado na Secao C.1, a Figura
25b ilustra a construgao de um histograma deste tipo. De fato, a distribuicao gaussiana se
mostra completamente adequada no exemplo da expansao térmica do cobre. O emprego
da Regra de Scott resulta na binagem plenamente satisfatoria deste histograma (SCOTT,
1979).
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Figura 26 - Graficos adicionais para a expansao térmica do cobre.
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Legenda: (a) O modelo de ajuste em ambos os graficos é Mcc (Ja),|X)). A superposigdo dos
valores dos observaveis dependentes com os preditos esta de acordo com o grafico
da Figura 25a. (b) A coincidéncia entre os simbolos o e + mostra que o data fitting
realizado pelo NIST/SEMATECH (2016) apresenta absoluta conformidade com os

dados experimentais.

Fonte: O autor, 2017.

C.3 Acuracia da funcao de ajuste

A investigagdo da acurdcia de uma func¢ao de ajuste como (88) também admite
o mesmo procedimento da Secao C.1, no qual o efeito de cada observavel independente
conta com o monitoramento de um grafico de dispersao. Com relagao ao acompanhamento
simples da acurdcia no ajuste, o interesse principal passa a ser no resultado do conjunto

de observaveis independentes e ndo mais em um observavel especifico.
Um tnico grafico de dispersao disponibiliza os resultados do data fitting. A curva

principal formada pelos simbolos + relaciona o observavel dependente Y, e o valor da
fungao de ajuste fr (]X,)). Se houver acordo entre a predigdo e o valor verdadeiro, os
pontos estardao perfeitamente alinhados. A inclinacdo da reta formada num ajuste de
dados ideal serd igual a um. Na Figura 26b conclui-se que o data fitting no caso da
expansao térmica do cobre apresenta alta acurdcia. Para auxiliar a identificacao de desvios
significativos — quando estiverem presentes no ajuste de dados — uma linha reta formada

pelos simbolos o acompanha a curva dos resultados. Num data fitting de alta acuracia,

as cruzes + deverao coincidir com os simbolos o.
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APENDICE D - O programa LinFit

O procedimento computacional desenvolvido admite trés possibilidades de aplicacao no
ambiente Maple. A primeira se limita a encontrar o vetor de parametros |a) — ou |a,)
— na classe restrita de fungoes (71). Se o pesquisador pretende analisar o data fitting,
ele precisard adicionar opgoes de andlise no comando LinFit. A terceira possibilidade
consiste na analise de fungdes com coeficientes ja determinados, como foi feito com a

fungao de ajuste (88).

D.1 Argumentos para o ajuste de dados

Na programagao das rotinas, a unica informagao necessaria para a determinacao
dos parametros de ajuste é o conjunto dos N (m + 1) observaveis. Todos os outros argu-
mentos sdo opcionais neste caso. Para a execuc¢ao da rotina, o input minimo se traduz
numa lista de (m + 1) listas, uma para cada observavel.

O argumento Data faculta a entrada de dados durante a realizagao da experiéncia,
no sentido de facilitar o “monitoramente em tempo real” dos dados e o planejamento de
uma proxima tomada de medidas. Alternativamente, o argumento opcional DataFile
habilita a leitura dos dados diretamente de um arquivo no formato ASCII. As listas ou
as colunas no arquivo devem obedecer a uma ordem especifica para que os coeficientes
da funcao de ajuste sejam determinados corretamente. A primeira lista ou coluna esta
destinada ao observavel dependente Y., seguida pelos observaveis Xy, na segunda coluna
ou lista e assim por diante. Os dados referentes a incerteza total o, (76) — num ajuste
de dados com peso — sao lidos na tultima coluna do arquivo ou entao na ultima lista do
argumento Data.

O modelo de ajuste My, (|a),|X)) — somente a forma restrita (71) é admitida —
pode ser informado diretamente pelo argumento opcional Func ou na forma polinomial
com o argumento Degree. Se nenhuma destas duas opgoes for evocada, o default do

programa automaticamente seleciona o argumento Degree=1.

D.2 Opcoes de analise

Existem dez possibilidades para analise disponiveis no programa. Uma lista de op-
¢oes seleciona as rotinas de interesse pelo argumento Analysis. Para a escolha das rotinas
1, 2 e 5, por exemplo, a lista Analysis=[1,2,5] deve ser incluida no comando LinFit.

Tanto as quantidades discutidas na abordagem analitica quanto os graficos disponiveis
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es de andlise disponiveis no programa LinFit

opgao

descrigao

10

A rotina imprime os graficos de disperséo.

A rotina imprime a distribuicdo de residuos.

A rotina imprime o grafico para avaliacio da fungdo de ajuste.

A rotina aplica o teste de Shapiro-Wilk.

A rotina determina e imprime a matriz de correlagio R (83).

A rotina determina e imprime a matriz erro € (86).

A rotina determina e imprime a matriz de correlacdo do data fitting Rr (84).

A rotina determina e imprime o coeficiente de correlacao linear do data fitting
Ry, (84).

A rotina determina e imprime o desvio o, (79).

A rotina determine a acurdcia Ay (81), aplica os critérios de qualificacdo do

data fitting (ver Tabela 16) e imprime os resultados.

Legenda: Os nimeros correspondentes as opgoes selecionadas para analise devem ser

incluidos na lista correspondente do argumento opcional Analysis.
Fonte: O autor, 2017.

Tabela 16 - Critérios para qualificacdo do data fitting

critério descricao

QC, O data fitting é aceitavel se oz, < 0.003 (311 + 1) |Ye| ax-

QC, O data fitting é aceitével se e < 0.317N.

QC5 O data fitting é aceitével se n3 < 0.045N.

QCy O data fitting é aceitével se 04 = 0.

QCs O data fitting é aceitével se 15 < 0.317N (1 + 1).

QCs O data fitting é aceitével se ng < 0.045N (1 + 1).

QC- O data fitting é aceitével se n; < 0.003N (1 +1).
Legenda: Os sete critérios acima sdo aplicados nos N pares (Y;,|X..)).

Fonte: O

autor, 2017.
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sao identificadas por um ntimero que precisa ser incluido no comando.

Todas as opgoes de andlise estao descritas na Tabela 15. Critérios de qualificagao
para o data fitting sao aplicados pela tltima opgdo — o argumento Analysis=[...,10] —
simultaneamente com o célculo da acuracia Ay, (81). Este conjunto de critérios consiste
num mecanismo de controle de qualidade que quantifica a presenca de outliers. Se os
residuos no ajuste apresentarem magnitude imcompativel com o padrao estabelecido na
Tabela 16, a funcao de ajuste deve ser rejeitada.

No plano para a qualificagao do ajuste de dados, diferentes quantidades sdo agru-
padas para investigar a natureza dos residuos. Cada uma contempla um aspecto que nao
esta no escopo de deteccao das demais. A reuniao destas quantidades forma a base para
avaliar se a presenca de outliers é significativa ou nao. Nestes calculos, os sete parame-
tros {n1,m9,...,m7} (ver Tabela 17) sdo as ferramentas para a detecgao de outliers. Em
face da necessidade de atender aos diferentes objetivos do data fitting ou a conjunto de
observaveis distintos, o primeiro parametro 7; > 0 — cuja selecgao se da pelo argumento
Level — é o responsavel pela flexibilizacdo do controle de qualidade. Na condi¢ao de
maior rigor no ajuste de dados, o nivel de deteccao de outliers n; = 0 implica que o maior
desvio aceitdvel o7, tem magnitude menor que 0.003 x |Y|
atendem a Regra dos Trés Sigmas (PUKELSHEIM, 1994).

max —— € 0s residuos no ajuste

D.3 Owutros argumentos do comando LinFit

Para o correto funcionamento de todas as rotinas, o nimero de observaveis depen-
dentes deve ser informado pelo argumento Dim se o vetor de estado |X) tem dimensao
maior que um.

Barras de erro sao incluidas com os argumentos ErrorBar=1 ou ErrorBar=2. Na
primeira escolha, a rotina 1é a incerteza total o, (76) contida na ultima lista dos dados
de entrada — informadas pelos argumentos Data ou DataFile. Mas, se o pesquisador
optar por realizar uma estimativa da incerteza de cada coeficiente ajustado a; sem que os
erros atribuidos a cada observavel estejam disponiveis, a op¢do ErrorBar=2 informa que
a incerteza para o erro da predi¢ao o, (79) deve ser empregada no lugar do erro total o,.
Esta substituicao é uma alternativa razoavel quando o tratamento rigoroso das incertezas
nao tem como ser realizado.

Embora o programa LinFit nao esteja aparelhado para determinar o vetor |a) se
o modelo proposto para o ajuste for nao linear, a analise do data fitting a partir de uma
fungao do tipo de foco (88) pode ser realizada. O argumento FitFunc=1 habilita este
recurso. Como as equagoes (78) e (75) ndo comportam ajustes nao lineares, a matriz erro
€ (86) ndo pode ser determinada neste caso.

A inclusdo do argumento OutPut=1 no comando LinFit determina que o output
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Tabela 17 - Parametros para a deteccao de outliers

parametro descricao

m Este parametro especifica o nivel de detecgao de outliers.

Este pardmetro calcula o nimero de residuos absolutos |e;| maio-

2 res que Zivzl |Y.|/3N.

Este pardmetro calcula o niimero de residuos absolutos |e;| maio-
3 res que Zivzl |Y:| /N.

Este parametro calcula o nimero de residuos absolutos |e;| maio-
" res que Y| ...

Este pardmetro calcula o nimero de residuos absolutos |e;| maio-
5 res que oy.

Este pardmetro calcula o nimero de residuos absolutos |e;| maio-
6 res que 207r,.

Este pardmetro calcula o nimero de residuos absolutos |e;| maio-
7

res que 307p,.

Legenda: Os pardmetros acima sdo calculados levando em conta os N pares (Y, |X..)).
Fonte: O autor, 2017.

do programa sera uma lista com a func¢ao de ajuste e todas as quantidades descritas no

Apéndice B. Pelo default, o programa disponibiliza apenas o resultado do data fitting.

o[> LinFit(Argumentos) ;
e Argumentos:

—Data = <list[integer]> - (opcional)

—DataFile = <string> - (opcional)

—Dim = <integer> - (opcional) Este argumento especifica a dimensao do vetor
de estado | X). O default é 1.

—Func = <expression> - (opcional) Este argumento especifica o modelo de
ajuste My, (|a),|X)).

—Degree = <integer> - (opcional) Este argumento especifica o grau do poliné-
mio selecionado para o modelo de ajuste. O default é 1.

—Analysis = <list[integer]> - (opcional) Esta lista contém as opgoes sele-
cionadas para analises.

—ErrorBar = <integer> - (opcional) Este argumento é necessario para que seja

realizado o data fitting com peso (78).
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—FitFunc = 1 - (opcional) Este argumento habilita as opgoes de andlise sem

que seja realizado o ajuste de dados.

—0OutPut = 1 - (opcional) Este argumento inclui as quantidades estatisticas que

devem ser incluidas no output.

—Level = <numeric> - (opcional) Este argumento especifica o valor do para-

metro 7.

—SigDig = <integer> - (opcional) Este argumento especifica o nimero de al-

garismos significativos do output.
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APENDICE E - Aplicacées do programa LinFit

Parte das quantidades estatisticas calculadas pelo programa LinFit apresenta numero-
sas aplicagbes na literatura, com valores de referéncia suficientes para testar as rotinas
desenvolvidas. Os conjuntos de observaveis possuem suas fontes em areas distintas do
conhecimento. Por outro lado, as funcionalidades especificas do programa aperfeicoam a

qualidade e o poder de analise do data fitting.

E.1 Parametros de ajuste

Além de fornecer o material para testar o desempenho da rotina, as aplicagoes a
seguir ilustram o uso do comando LinFit. O primeiro conjunto de observaveis pertence
ao campo da Quimica dos Alimentos. Na tecnologia de extrusao de alimentos, o residuo
de soja — observavel dependente Y, em % — tem uma relagdo com a temperatura de
extrusao — observavel independente X;,, em graus Celsius —, a umidade do alimento
— observéavel independente Xs,., em % — e a velocidade de rotacdo — observavel inde-
pendente X3,., em rpm. O modelo de ajuste — proposto por Jing e Chi (2013) e aplicado

por Devore (2016) — para o data fitting tem a forma funcional

Moy (la) ,1X)) = a1+ aa Xy + azXo + as Xz + a5 X1 Xp + a6 X1 X3
—+ CZ7X2X3 -+ a8X12 -+ CL9X22 —+ a10X32 . (89)

Os valores de referéncia para o ajuste de dados pelo método dos minimos quadrados de
acordo com Devore (2016) sao: a3 = —131.61, ay = 1.6875, ag = 0.77688, a4 = 0.79788,
a; = —0.0008750, ag = 0.0006000, a; = —0.0006188, ag = —0.027000, ag = —0.0027563
e aip = —0.0020375. O comando no ambiente Maple para este data fitting e a fungao de

ajuste fooy (| X)) esta reproduzido abaixo.

[> flsoy] := LinFit (DataFile=‘soy.txt’, Degree=2, Dim=3, SigDig=6);

fooy := —0.0270000 X, — 0.000874995 X, X5 + 0.000600005 X, X3
—0.00275625 X% — 0.000618745 X,X5 — 0.00203749 X 52
+1.68750 X + 0.776874 X5 + 0.797872 X3 — 131.614

Devido a presenca do argumento SigDig=6, os coeficientes foram arredondados para seis
algarismos significativos e coincidem com os valores de referéncia.
O ajuste de dados por um polinémio em espagos de dimensdes mais altas ¢ reali-

zado de maneira muito pratica. Se, por exemplo, houver a necessidade de determinar os
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coeficientes de um polinémio de terceiro grau para com nove observaveis independentes —
isto ¢, 220 parametros para serem determinados — basta incluir os argumentos Degree=3

e Dim=9.

E.2 Matriz erro

Em uma situacao experimental tipica, a voltagem de um termopar depende da
temperatura da juncao. Usando dados da excelente publicacdo de Bevington e Robinson
(2003), as medidas e os erros foram armazenados no arquivo de trés colunas ‘therm.txt’.
Na primeira, o observavel dependente é a voltagem medida em mV’; a temperatura em
graus Celsius é o observavel independente na segunda. As barras de erro, em mV, sao
alocadas na ultima coluna.

Com o modelo de ajuste
Maeg=2 () ,1X)) = a1 + as Xy + azX,?, (90)

os parametros de referéncia e sua matriz erro disponibilizados por Bevington e Robinson
(2003) sao

—0.918
a),e; = | 0.0377 e (91)

0.000055

8907 x 107° —3473x 1075 2823 x 1077
Eref = | —3473x107° 1.913x 107 —1.783x 1078 | . (92)

2823 x 1077 —1.783 x 107% 1.783 x 10710

Com o comando referente ao data fitting — que inclui a op¢ao de andlise corresponde a

matriz erro, ou seja, Analysis=[6] —,
[> h:= a[1]+a[2]1*X[1]1+a[3]*(X[1])"2:

[> f[therm] :=LinFit(DataFile=‘therm.txt’,Func=h,ErrorBar=1,Analysis=[6]);



Tabela 18 - Comparacio de grandezas estatisticas e deteccao de outliers

erau quantidade estatistica critério QC
Riherm | Gtherm | Amerm | 1] 234 ]5]6]7
1 0.99849 | 0.0737 | 1.852 X | X | X X | X
2 0.99908 | 0.0576 | 2.098 X | X | X | x| x|Xx
3 0.99913 | 0.0558 | 2.130 X | X | X | X | X|X
4 0.99919 | 0.0540 | 2.164 X | X | X | X | X | X
5) 0.99933 | 0.0489 | 2.261 X | X | X | x| X|X
6 0.99959 | 0.0382 | 2.509 | X | X | X | X | X | X | X

Legenda: Ajuste de dados para a expansio térmica do cobre com polinémios de

graus distintos.

Fonte: O autor, 2017.

0 output

0.0008907396951

—0.00003472614342

0.0000002823263693

—0.00003472614342

0.000001912984041

0.0000002823263693

—0.00000001783113911

—0.00000001783113911 0.0000000001783113911

fiherm := 0.00005490088859 X + 0.03765432673 X, — 0.9181038961

tem total equivaléncia com os valores da literatura reproduzidos em (91) e (92).

E.3 Funcionalidades especificas
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Modelos alternativos para o ajuste de dados podem ter como resultado coeficientes

mais acurados. A avaliacdo da performance de cada funcdo de ajuste tem a base das

quantidades estatisticas descritas no Apéndice B. O exemplo das medidas de voltagem

do termopar em funcao da temperatura — explorado na se¢ao anterior — admite bons

ajustes a partir de modelos polinomiais distintos.

Variando o grau do polinémio de um a seis, as rotinas de andlise do programa

LinFit calcularam as quantidades apresentadas na Tabela 18. No procedimento de de-

tecgao de outliers, o pardametro n; = 1 — argumento Level=1, pelo default — foi utilizado

em todas as analises. O polindémio do quinto grau foi obtido com o comando reproduzido

a seguir.
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[> LinFit(DataFile=‘therm.txt’,Degree=5,ErrorBar=1,Analysis=[8,9,10]):

Pelos valores apresentados na Tabela 18, fica claro que o aumento no grau do
polinémio tem como consequéncia a melhoria da qualidade do ajuste. Em outras palavras,
a quantidades estatistica oyerm apresentam valores mais baixos, enquanto que o coeficiente
Rinerm € a acuracia Aperm crescem para os polindomios de ordem mais alta. Os outliers

sao irrelevantes ao nivel de n; = 1 para o polindmio de sexto grau.
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APENDICE F - Computacio Algébrica no data fitting

Problemas dificeis de ajuste de dados requerem uma funcao adequada do vetor de estado
|X). Um aspecto favoravel no programa LinFit estd relacionado a praticidade de ma-
nipulagao disponibilizada com o emprego da Computacao Algébrica. A modelagem da
funcao proposta para o ajuste de dados facilita a procura de uma forma funcional — na

forma restrita (71) — que atenda aos critérios de qualificacao listados na Tabela 16.

F.1 Comparacao entre diferentes modelos lineares

O data fitting da expansao térmica do cobre ja foi utilizado como um estudo de
caso no Apéndice C. No presente contexto, diferentes formas funcionais sdo empregadas
para o mesmo conjunto de dados — totalizando 236 pares de observaveis (Y;,]X,)). Os
modelos a serem trabalhados possuem ou sete ou quinze parametros a serem ajustados.
Isto significa que o niimero de graus de liberdade pode ser igual a 236 — 7 = 229 ou entao

a 236 — 15 = 221.

Maeg=s (la) ,|1X)) = a1 + a2 Xy + - - —1—a7X16 (93)

Moo=z (la) ,| X)) = a1 X% + @ X)"T + a3 X0+ ag Xy M
+ CL5X1_0'7 + CL6X11'5 + G7X1_1'1 (94)

Tabela 19 - Data fitting com diferentes modelos de ajuste

modelo quantidade estatistica critério QC
R, | oo | Ao |1 ]2]3]4]5]6]7
Mee (87) ] 0.99990 | 0.0808 | 4.072 | x | x | x | X X | X
Meg=6 (93) | 0.99882 | 0.2791 | 2.832 X | x| X | x| x
Mot—7 (94) ] 0.99984 | 0.1040 | 3.819 | x | X | X | X | X | X | X
Meg=14 (95) | 0.99904 | 0.2533 | 2.929 X | x| x| x| x
Mpot=15 (96) | 0.99991 | 0.0780 | 4.106 | X | X | X | X | X | X | X

Legenda: O mesmo conjunto de dados da expansao térmica do cobre é empregado em
todas as aplicagoes acima.
Fonte: O autor, 2017.
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Figura 27 - Comparagcdo entre dois diferentes modelos de ajuste quanto ao seu desempenho
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Legenda: (a) Predigdo com o modelo Mgeg=14. (b) Predigdo com o modelo M ppi=15.

Fonte: O autor, 2017.

Maeg=14 (|a) ,|X)) = a1 +as Xy + - + as X, (95)
Mpoi=15 (|a) , | X)) = ar X104 @ X" + a3 X 4 ag XM
a5X1*0.7 + a6X11.5 + a7X171.1 + a8X11.9
(96)

15 2.3 1.9
a9 X1y + a10 X177 + a1 Xy

+ o+

2.7 —2.3 3.1 27
a12X17 " a13X + a1 X7+ a3X

Em conjunto com o preditor foe (88), os quatro modelos acima constituem o
objeto de estudo deste Apéndice. Mais uma vez, as quantidades estatisticas Ry, o and
Ay formam a base para a comparagao dos resultados. Os graficos da Figura 27 também
ilustram a diferenca de desempenho entre dois modelos de ajuste. A Tabela 19 apresenta
as magnitudes para as analises e os critérios de qualificacao satisfeitos em cada ajuste de
dados.

Na comparacao desta secao, os resultados obtidos a partir de diferentes formas
funcionais — com o mesmo nimero de parametros a serem ajustados — sdo confronta-
dos. Nao ha influéncia do nimero de graus de liberdade nesta fase. Os resultados das
quantidades estatisticas na Tabela 19 mostram que os modelos Mp—7 € Myy—15 sao
superiores as formas polinomiais Mgeg—6 € Mgeg—14, Tespectivamente. Com respeito a

qualidade do ajuste, somente os preditores baseados em poténcias racionais — ou seja,
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aqueles que possuem termos do tipo de X;%!, X1%7 e assim por diante — satisfazem a
todos os critérios de qualificagdo. Visualmente, nos graficos das Figuras 27b e 27a, o
nimero de “dardos no alvo” a partir do modelo M,,,;—15 é maior do que o obtido com a

proposta de ajuste polinomial M geg—14.

F.2 Alternativa aos modelos nao lineares

No foco principal desta duscussao esta a alternativa aos métodos nao lineares que
sao usualmente necessarios para que o ajuste de dados seja satisfatorio. O melhor data
fitting com o programa LinFit foi obtido a partir do modelo My,—15. A Tabela 19
apresenta as quantidades estatisticas que permitem a comparacao com o desempenho da
fungao fee (JX)) (88). Como os coeficientes de correlagao linear Ry de ambos sao proxi-
mos — 0.99991 contra 0.99990 —, o grafico da Figura 27b nao apresenta uma diferenca

perceptivel em relagao ao da Figura 26a.

O ajuste com o preditor linear baseado em poténcias racionais apresenta valores
para o desvio e a acurdcia — opp=15 = 0.0780 e A =15 = 4.106 — ligeiramente mais
favoraveis que a regressao nao linear — ooc = 0.0808 and Agc = 4.072 . Contudo, foi
necessario aumentar o nimero de parametros de ajuste para o ganho de acuracia neste
exemplo. Com relacao a este ponto, o nimero de graus de liberdade empregado no data

fitting merece algumas consideragoes.

A medida de dispersao estatistica oz, (79) ndo leva em conta a dimensdao do vetor
la). Trata-se de uma importante estimativa do erro em uma predigao e que também de-
sempenha um papel relevante na abordagem analitica e na andlise grafica. Na construgao
de uma medida de dispersao que considere o nimero de graus de liberdade, o niimero de
parametros | pode ser colocado no lugar de —1 na férmula (79). Entdo, a quantidade
assim definida — designada desvio reduzido o] — depende apenas dos dados e do nimero
de graus de liberdade. De fato, Bevington e Robinson (2003) consideram o quadrado

desta quantidade como a melhor estimativa da variancia amostral.

, 2
SN (Y = 2 @i (X)) N_—1
UE:J . Vo i N—1 " &7)

A partir da férmula anterior, a acurdcia reduzida é definida como

N
b 1Y, | B N —1
A7 = In (,E:l NoT ) Ar +1n HiN— K (98)

As medidas estatisticas o e A% sdo trivialmente determinadas com o output do programa




Tabela 20 - Comparacao entre o desempenho dos comandos do pacote

Statistics e do programa LinFit

Modelo Comando Runtime (s) Quantidade estatistica
Ry, ‘ oL ‘ AL
PolynomialFit 0.05 0.89191 | 4.3704 | 0.081
Meg=6 NonlinearFit 0.25 0.99140 | 0.7963 | 1.784
LinFit 0.09 0.99882 | 0.2791 | 2.832
LinearFit 0.25 0.99984 | 0.1037 | 3.822
Mpot=7 NonlinearFit 0.17 0.99984 | 0.1037 | 3.822
LinFit 0.87 0.99984 | 0.1040 | 3.819
PolynomialFit 0.06 0.48365 | 12.337 | -0.957
Maeg—14 | NonlinearFit 1.78 0.11075 | ~ 107 | -39.17
LinFit 0.22 0.99904 | 0.2533 | 2.929
LinearFit 0.41 0.99990 | 0.0835 | 4.038
Mpot=15 NonlinearFit 1.08 0.99991 | 0.0782 | 4.104
LinFit 1.87 0.99991 | 0.0780 | 4.106

Legenda: As medidas de tempo foram obtidas com um processador Pentium
(R) Dual-Core 2.60 GHz.
Fonte: O autor, 2017.

Figura 28 - Comparagdo entre o comando PolynomialFit e programa LinFit
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Legenda: (a) Ajuste com o comando PolynomialFit. A fungdo de ajuste obtida — a partir

da temperatura — nao é aceitdvel como um preditor para o coeficiente de expansao

térmica do cobre. (b) Data fitting com o programa LinFit. Praticamente toda a

faixa de temperaturas pode ser empregada no calculo do coeficiente de expansao

térmica com este ajuste polinomial.
Fonte: O autor, 2017.
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Figura 29 - Desempenho dos comandos PolynomialFit e NonlinearFit
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Legenda: (a) Resultado do comando PolynomialFit. (b) Comando NonlinearFit. As duas
rotinas produzem fungoes de ajuste inverossimeis. Um confronto direto do
desempenho entre estes comandos e o programa LinFit pode ser feito a partir das
analises graficas 29a, 29b, 27a.

Fonte: O autor, 2017.

LinFit — a partir da evocacao dos argumentos opcionais Analysis=[9, 10| e OutPut=1

— pelas férmulas acima.

Calculando a acuracia reduzida e o desvio reduzido com os valores das quantidades

estatisticas o, and Ay, os resultados

Y15 = 0.0804 , o%e = 0.0819, A, - =4.076 e A%y =4.058

pot=15

mostram que o modelo linear M,,,;—15 continua sendo superior ao nao linear Mcc.

F.3 Programa LinFit e comandos do pacote Statistics

As rotinas de analises disponiveis no programa LinFit podem ser conjugadas com
os comandos do pacote Statistics — da distribuicao oficial do software Maple. Entao,

um output f (x) da rotina NonlinearFit pode integrar o comando

[>F:=subs(x=X[1] ,NonlinearFit(f,X,Y,x)):
[>LinFit(Data=[Y,X] ,Func=F,Analysis=[1,3,8,9,10] ,FitFunc=1);

para andlise. A substituicdo x — X[1] acima é necesséaria porque as varidveis globais do

programa LinFit possuem as formas afi] e X[i].
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Os modelos de ajuste (93), (94), (95), (96) — para o exemplo da expansao térmica
do cobre — sdo empregados numa comparacao entre o desempenho dos comandos do
pacote Statistics e o programa LinFit. Nos resultados apresentados na Tabela 20,
os tempos de execucao no computador possuem uma dependéncia da forma funcional
empregada e as rotinas podem ser consideradas competitivas.

Do ponto de vista da qualidade do ajuste, o resultado pratico dos comandos com
as fungoes construidas com poténcias racionais — isto é, (94) e (96) — é essencialmente
o mesmo. Nao existe, neste caso, prevaléncia efetiva de uma rotina em relagao a outra.

Por outro lado, nos modelos polinomiais (93) e (95), os ajustes realizados com os
comandos do pacote Statistics sao inaceitaveis. No data fitting com polindmios de grau
seis, os comandos PolynomialFit e NonlinearFit apresentam valores mais desfavora-
véis para as quantidades estatisticas Ry, or, Az do que o programa LinFit (ver Tabela
20). Na comparagao direta dos graficos 28a e 28b, a rotina do pacote Statistics nao
permite uma predicdo aceitavel para a expansdo térmica do cobre a partir de uma de-
terminada temperatura. J& o programa LinFit resulta uma boa aproximagao entre os
valores verdadeiros e calculados em quase toda a faixa de temperaturas do ajuste.

No caso do polindmio de mais alta ordem — ou seja, o modelo de ajuste M geg—14
(95) — os comandos PolynomialFit e NonlinearFit chegam a apresentar valores nega-
tivos para a acurdcia Ay, (respectivamente: —0.957 e —39.17, de acordo com a Tabela 20).
Este resultado desastroso se manifesta também graficamente. Um confronto direto — na
mesma modalidade de andlise — entre o programa LinFit e os comandos concorrentes

pode ser feito através das Figuras 29a, 29b, 27a.
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