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The knower of the mystery of sound
knows the mystery of the whole universe.

Hazrat Inayat Khan



RESUMO

TAMINATO, Filipe Otsuka. Redes neurais artificiais aplicadas à modelagem de respostas
impulsivas associadas à cabeça humana para gerar aurilização. 2018. 153 f. Tese (Doutorado
em Modelagem Computacional) – Instituto Politécnico, Universidade do Estado do
Rio de Janeiro, Nova Friburgo, 2018.

Um dos objetivos do desenvolvimento e do aperfeiçoamento de técnicas em sis-
temas de geração de aurilização consiste em reduzir o custo computacional e garantir a
qualidade da simulação acústica. Para obter a aurilização é necessário, além de um som
anecoico, a determinação das respostas impulsivas biauriculares da sala (BRIRs), para
um determinado par fonte-receptor. Nesse sentido, uma maneira de reduzir a comple-
xidade de tais sistemas é diminuindo o custo computacional do cálculo da modificação
espectral das respostas impulsivas associadas à cabeça (HRIRs). Para isso, neste traba-
lho, foram utilizadas as redes neurais do tipo RBF para substituir o método tradicional.
Para cobrir todo o espaço auditivo de recepção, um conjunto de redes neurais artificiais
foi adotada, sendo que cada rede atua em uma direção especı́fica. Cada rede neural
tem como entrada o espectro do raio sonoro em bandas de oitava e como saı́da a HRIR
filtrada da direção correspondente. A estratégia do treinamento dessas redes neurais,
a implementação das redes, do modelo e das observações são apresentadas. Através
do método proposto obteve-se uma redução do custo computacional de aproximada-
mente de 70% em relação ao método tradicional, a qual representa uma importante
redução na implementação dos sistemas de aurilização. Para verificar a eficiência da
abordagem, foram realizadas diversas comparações entre as HRIRs filtradas utilizando
as redes RBF e o método tradicional. A similaridade entre os resultados foi avaliada
a partir do cômputo do coeficiente de correlação cruzada normalizada. Os resultados
simulados demonstram a eficiência da técnica que utiliza as redes neurais, pois esses
apresentam valores de correlações próximos de um. Foram observadas discrepâncias
em apenas algumas componentes de fase das HRTFs, para algumas direções, no en-
tanto, estes erros não são apreciáveis. São apresentados, também, alguns resultados
da intercomparação internacional de simuladores de acústica de salas, denominado
Round Robin on Auralization. Para o cálculo das BRIRs foram utilizados o simulador de
acústica de salas RAIOS (Room Acoustics Integrated and Optimized Software) e as redes
RBF. Os resultados simulados e medidos são comparados e discutidos.

Palavras-chave: Realidade Virtual Acústica. Respostas Impulsivas Bi-auriculares.
Aurilização. Redes Neurais Artificiais.



ABSTRACT

TAMINATO, Filipe Otsuka. Artificial neural networks applied to the modeling of head
related impulse response to generate auralization. 2018. 153 f. Tese (Doutorado em
Modelagem Computacional) – Instituto Politécnico, Universidade do Estado do Rio
de Janeiro, Nova Friburgo, 2018.

One of the objectives of the development and improvement of techniques in
systems of generation of aurilization consists in the reduction of computational cost
and to guarantee the quality of acoustic simulation. In order to obtain the auralization,
it is necessary, besides an anechoic sound, the determination of the binaural room
impulsive responses (BRIRs), for a determined pair of source-receiver. In this sense,
one way to reduce the complexity of such systems is to reduce the computational
cost of calculating the spectral modification of the head-related impulse responses
(HRIRs). For this, in this work, the RBF neural networks were used to replace the
traditional method. To cover the entire auditory reception space, a set of artificial neural
networks was adopted, each network acting in a specific direction. Each neural network
has as input the acoustic ray’s spectrum in octave bands and as output the filtered
HRIR of the corresponding direction. The strategy of training these neural networks,
the implementation of the networks, the model and the observations are presented.
By means of the proposed method, a computational cost reduction of approximately
70% was obtained in relation to the traditional method, which represents a significant
reduction in the implementation of the auralization systems. To verify the efficiency
of the approach, several comparisons were made between the filtered HRIRs using the
RBF neural networks and the traditional method. The similarity between the results
was evaluated from the normalized cross-correlation coefficient. The simulated results
demonstrate the efficiency of the technique using the neural networks, since these have
values of correlations close to one. Only a discrepancy in some phase components of
HRTFs has been observed for some directions, however, these errors are unnoticeable.
Also presented are some results of the international intercomparison of room acoustics
simulators, called Round Robin on Auralization. For the calculation of the BRIRs, the
code RAIOS (Room Acoustics Integrated and Optimized Software) and the RBF neural
networks were used. The simulated and measured results are compared and discussed.

Keywords: Acoustic Virtual Reality. Binaural Room Impulse Responses. Auralization.
Artificial Neural Network.
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INTRODUÇÃO

Motivação e objetivos

A técnica conhecida como Realidade Virtual Acústica (RVA) tem como obje-
tivo recriar ambientes virtuais acústicos a partir de dados medidos ou simulados
(VORLÄNDER, 2008). Suas aplicações são inúmeras, varrendo desde o controle de
ruı́do em plantas industriais, a avaliação subjetiva de isolamento acústico entre recin-
tos, o auxı́lio ao projeto acústico de salas para concertos, até a melhoria da inteligi-
bilidade da palavra em salas de aula. O resultado mais importante em RVA consiste
na aurilização1 que nada mais é do que a geração de sinais sonoros a serem ouvidos
(geralmente através de fones de ouvido), os quais permitem criar a sensação auditiva
de o ouvinte estar imerso no ambiente que foi simulado, ver Figura 1. Isso é muito
útil, por exemplo, para projetar determinado ambiente, de forma que se possa prever
o comportamento acústico da sala, mesmo sem ela existir. Há também o interesse em
modelar uma sala existente, por exemplo, quando se deseja avaliar e otimizar a sua
qualidade acústica.

Figura 1 - Sensação auditiva 3D

Sensação auditiva 3D

Modelo computacional

Fonte: O autor, 2017.

Para que um sistema de geração de aurilização apresente resultados satisfatórios

1 O termo aurilização, utilizado neste trabalho, corresponde à tradução da expressão em inglês aurali-
zation, o qual foi denominado em 1993 por Kleiner et al. (1993). Uma outra tradução muito utilizada
é auralização. Contudo, como observado em Tenenbaum (2017), o antepositivo auri está associado,
segundo os léxicos, à audição.
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é necessário que todos passos envolvidos sejam modelados com precisão. Tais passos
são apresentados na Figura 2. Note que para obter a aurilização a partir de dados
simulados é necessário dispor-se de um simulador de acústica de salas que forneça de
forma adequada para um dado par fonte-receptor as respostas impulsivas biauricula-
res (BRIRs - na sigla em inglês, Binaural Room Impulse Responses), núcleo da aurilização
(BLAUERT, 1997). Para tal fim, esse simulador necessita modelar as fontes, os re-
ceptores, as superfı́cies de contorno da sala com suas caracterı́sticas acústicas e os
diversos fenômenos intervenientes na propagação de ondas acústicas (RINDEL, 2000).
Os algoritmos utilizados precisam ser capazes de simular os fenômenos, tais como
reflexão, difusão (D’ANTONIO; COX, 1998a; D’ANTONIO; COX, 1998b), difração,
absorção, transmissão etc. (RINDEL; CHRISTENSEN, 2003). Os fenômenos acústicos
usualmente dependem da temperatura, da umidade relativa, da pressão atmosférica,
da geometria da sala e das propriedades acústicas dos materiais, como coeficientes de
absorção e espalhamento. Uma outra observação é que o receptor a ser modelado não é
um microfone, mas sim uma pessoa. A modelagem desse receptor é feita por meio das
funções direcionais conhecidas como respostas impulsivas associadas à cabeça (HRIR
- na sigla em inglês, Head Related Impulse Response) ou das funções de transferência
associadas à cabeça (HRTFs - na sigla em inglês, Head Related Transfer Function), estas
dadas no domı́nio da frequência. São essas funções que conferem as caracterı́sticas de
filtragem resultante da inserção da cabeça humana no campo acústico, dependentes
da direção de chegada das ondas sonoras e, além disso, elas diferem de pessoa para
pessoa, pois o som que adentra no ouvido é função, também, da cabeça, do torso e
do pavilhão auricular. Em outras palavras, pode-se dizer que as HRIRs (ou HRTFs)
descrevem como uma onda sonora em uma determinada direção chega à entrada do
canal auditivo, para cada ouvido. Assim, para cada direção de chegada de uma onda
sonora existe uma par de HRIRs (uma para cada ouvido). As BRIRs são, então, ob-
tidas a partir das informações das frentes de onda, obtidas na simulação acústica da
sala, que atingem o receptor e das HRIRs. Por fim, na última etapa de um sistema de
aurilização é realizada a convolução de um sinal monofônico e anecóico com as BRIRs.
A saı́da obtida é, então, reproduzida utilizando-se fones de ouvido de boa qualidade e
equalizados ou através de sistemas multicanais, tais como ambisonics.

Diante do que foi mencionado, dois elementos essenciais para a aurilização são a
simulação da acústica da sala e a modelagem das HRTFs. Para a simulação da acústica
da sala, como será explicado no Capı́tulo 1, são utilizados os métodos baseados na
teoria ondulatória, na acústica geométrica ou na acústica estatı́stica. Cada metodologia
tem as suas vantagens e desvantagens, tanto do ponto de vista da melhor representação
do campo acústico, quanto do custo computacional.
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Figura 2 - Esquema para gerar aurilização

SIMULADOR NUMÉRICO
DE ACÚSTICA DE SALAS

GEOMETRIA FONTES RECEPTORES

Direcionalidade
Banco de 
dados HRTF

BRIRs

Sinal anecoico

AURILIZAÇÃO*

Características
acústicas

Fonte: Adaptado de TENENBAUM, 2016.

Há várias maneiras de se caracterizar as HRTFs. Uma opção seria através de
medições (ZOTKIN et al., 2006). Nesse caso, essas funções são captadas por microfones
instalados no ouvido do ouvinte que pode ser uma pessoa (Figura 3a) ou um manequim
(Figura 3b). Para evitar a influência da sala, essas medições são realizadas em uma
câmara anecóica, e para uma posterior aplicação, tais funções são armazenadas em um
banco de dados discretos onde existe um par de funções para cada direção medida.
Como essa função é contı́nua em todas as direções espaciais, logo, para encontrar as
HRTFs nas posições não medidas, é necessário um método de interpolação, para evitar
a degradação na qualidade do áudio. Esta pode ser feita no domı́nio do tempo ou da
frequência. No primeiro caso obtém-se uma estimativa da HRIR, enquanto no segundo
da HRTF (LANGENDIJK; BRONKHORST, 2000; FREELAND et al., 2004).

Outra maneira consiste na modelagem matemática. Na literatura podem ser
encontradas diversas técnicas as quais estão fundamentadas na teoria de processamento
de sinais, estatı́stica, métodos numéricos, redes neurais artificiais etc. Alguns dos
propósitos do desenvolvimento de metodologias que viabilizam a modelagem das
HRTFs são:

• Evitar as medições (ou novas medições). Embora haja técnica de medições
rápidas e precisas (RICHTER et al., 2016), ela necessita equipamentos
especiais e requer pessoas especializadas;
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Figura 3 - Medição das HRTFs

(a) (b)

Legenda: (a) - Pessoa; (b) - cabeça artificial.

Fonte: MASIERO et al., 2011.

• Buscar solução mais acurada;

• Reduzir o custo computacional dos algoritmos de aurilização;

• Reduzir o tamanho do banco de dados de HRTFs.

O cálculo da HRTF baseada no método dos elementos de contorno (BEM -
Boundary Element Method) parte da solução da equação de Helmholtz (GUMEROV;
DURAISWAMI, 2005), que traduz o comportamento da onda sonora no domı́nio da
frequência. Para isso, é necessária a discretização da cabeça, como mostra a Figura 4. O
BEM corresponde à solução de um conjunto de equações, onde cada equação contém
um componente para cada elemento na malha, e existe uma equação para cada ele-
mento. Portanto, à medida que o tamanho da malha cresce, o tamanho do cálculo cresce
como o quadrado do número de elementos. Para uma modelagem acurada, o método
BEM requer uma amostragem muito densa e tempo de computação muito longo. A
amostragem densa é necessária para se determinar a resposta em altas frequências
(KATZ, 2001). Diante disso, diversos trabalhos foram publicados, tais como Algazi
e Duda (2002), Otani e Ise (2006) e Gumerov et al. (2010), na tentativa de reduzir o
custo computacional. Uma técnica numérica mais rápida que o BEM é o método das
diferenças finitas no domı́nio do tempo (FDTD - Finite-Difference Time-Domain) (XIAO;
LIU, 2003; PREPELITAA, 2016). Há também uma outra técnica baseada no princı́pio de
superposição de ondas (KOOPMANN et al., 1989; WILLIAMS, 1999), a qual apresenta
uma eficiência computacional superior ao BEM, proposta por Bai e Tsao (2006). O
empecilho desses métodos é que não são acessı́veis para qualquer usuário, uma vez
que é necessário dispor de equipamentos especiais, como um scanner 3D e um sistema
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de imagem por ressonância magnética para a modelagem da cabeça e do ouvido.

Figura 4 - Discretização da cabeça

utilizada no BEM

Fonte: KATZ, 2001.

Sabendo que as HRTFs estão relacionadas com determinados parâmetros antro-
pométricos, elas podem ser caracterizadas a partir de medidas geométricas (ALGAZI
et al., 2001). Essas técnicas são denominadas como métodos de regressão antropométrica.
Elas permitem modelar a HRTF baseada em um banco de dados de HRTFs previ-
amente medidas e uma técnica de redução de dimensionalidade, como a análise de
componentes principais (PCA - Principal Components Analysis) (KISTLER; WIGHTMAN,
1992; MIDDLEBROOKS; GREEN, 1992; CHEN et al., 1995; SCARPACI; COLBURN,
2005; NISHINO et al., 2007). Mas, devido à complexa relação entre as HRTFs e as
múltiplas variáveis (direção, frequência, caracterı́sticas antropométricas) os métodos
lineares, como o PCA, não possuem a capacidade de representar tal relação. Para
contornar essa dificuldade, técnicas como o método tensor-SVD (Singular Value Decom-
position) (GRINDLAY; VASILESCU, 2007), redes neurais (HU et al., 2008; LI; HUANG,
2013), algoritmos genéticos (CHEUNG et al., 1998), Isomap (GRIJALVA et al., 2016), Lo-
cally Linear Embedding (LLE) (KAPRALOS; MEKUZ, 2007), Support Vector Regression
(HUANG; FANG, 2009) têm sido utilizadas. Em Kapralos et al. (2008) faz-se um estudo
comparativo entre o PCA, o LLE e o Isomap, onde conclui-se que o LLE e o Isomap
apresentam desempenho melhor que o PCA. Cabe ressaltar, porém, que essas metodo-
logias servem apenas para a obtenção da magnitude da HRTFs. Sendo a HRTF uma
função complexa, essa é estimada, em geral, através da reconstrução de fase mı́nima
(KISTLER; WIGHTMAN, 1992). Contudo, Møller et al. (1995) e Nam et al. (2008)
mostram que essa aproximação não é satisfatória para todas as direções. Para evitar
a aproximação da fase, Chen et al. (1995) propõem um modelo chamado de spatial
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feature extraction and regularization model (SFER), o qual está embasado na expansão de
Karhunen-Loève. Note-se que, embora esses métodos utilizem um banco de dados de
HRTFs, eles evitam que novas medições sejam realizadas para novos indivı́duos.

Uma outra técnica encontrada na literatura é a modelagem por polos e zeros.
Essa técnica consiste em aproximar as HRTFs a partir de filtros FIR (Finite Impulse
Response) ou IIR (Infinite Impulse Response) (BLOMMER; WAKEFIELD, 1997; HANEDA
et al., 1999; LIU; HSIEH, 2001; KULKARNI; COLBURN, 2004). O principal objetivo, em
geral, desses modelos é ajustar os coeficientes desses filtros de tal maneira que o erro de
aproximação (medido através de uma norma) entre o modelo e a envoltória espectral
seja o menor possı́vel e, além disso, é requerido que a ordem do modelo também seja
o menor possı́vel, sem que as caracterı́sticas de direcionalidade e conteúdo espectral
gerem erros perceptı́veis. Para minimizar esse erro, pode-se utilizar, por exemplo, uma
técnica heurı́stica, como algoritmos genéticos (DURANT; WAKEFIELD, 2002). Existem
outros métodos que permitem tal ajuste dos coeficientes, como o Prony, o Shanks (CHEN;
HSIEH, 2000) e as redes neurais artificiais (JENISON, 1995). Em (HACIHABIBOGLU et
al., 2002) apresenta-se um método fundamentado nas wavelets, com o qual se consegue
reduzir a ordem do filtro IIR. Um outro trabalho baseado nas wavelets é de Torres et al.
(2004), o qual utiliza, além das transformadas wavelets, um conjunto de filtros esparsos.
Nessa abordagem a HRIR é vista como um sistema FIR e a modelagem é realizada
por um grupo de filtros esparsos, os quais processam os resultados das transformadas
wavelets. Essa modelagem resulta em uma redução do número de coeficientes que
implementam o modelo para aproximadamente 70% do tamanho original.

Uma outra alternativa às implementações tradicionais é a modelagem das HRTFs
usando redes neurais artificiais. A solução de problemas por meio de RNAs é bastante
atrativa, uma vez que as redes possuem a capacidade de aprender por meio de exemplos
e de generalizar a informação e, portanto, obter um desempenho superior ao dos mo-
delos convencionais (BISHOP, 2005). A generalização está associada à capacidade da
rede responder corretamente a padrões que não fizeram parte do treinamento. Diante
das diversas potencialidades das RNAs, pode-se encontrar uma gama de aplicações em
diversas áreas, tais como reconhecimento de caracteres, reconhecimento de imagens,
previsão do tempo, previsão financeira, mineração de dados etc. No que se refere às
aplicações à acustica pode-se citar: sı́ntese e reconhecimento de voz (RAHIM et al.,
1992), predição de ruı́do e da qualidade do som em ambientes urbanos (GENARO et
al., 2010; YU; KANG, 2005; YU; KANG, 2009), localização de fontes sonoras (STEIN-
BERG et al., 1991) e predição de parâmetros de qualidade acústica (NANNARIELLO,
1999; NANNARIELLO et al., 2001).

Diferentemente dos trabalhos que foram citados anteriormente, onde as redes
eram utilizadas apenas para auxiliar na estimativa das HRTFs, os trabalhos que serão
citados utilizam como núcleo as redes neurais artificiais. A abordagem apresentada
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em Jenison e Fissell (1996) utiliza a rede neural von Mises Basis Function (VMBF). Esta
rede utiliza uma função de ativação denominada de von Mises-Arnold-Fisher (FISHER
et al., 1987). A entrada da rede é composta de dois elementos, os quais representam
o azimute e a elevação (ou seja, a direção). A saı́da possui seis neurônios, os quais
correspondem às seis direções principais da magnitude da HRTFs extraı́da a partir
do PCA. Para a reconstrução da HRTF utiliza-se a transformação linear inversa. Já a
camada intermediária utiliza 25 neurônios. Para o treinamento foram utilizadas 450
HRTFs e o algoritmo de treinamento foi o gradiente decrescente. Embora, essa rede
permita o cálculo da magnitude da HRTF para qualquer direção, a fase é perdida
nessa metodologia. Além disso, ela não permite o cálculo para diferentes indivı́duos
(não-individualizadas).

Há uma outra metodologia, desenvolvida por Wu et al. (1998), que utiliza o
mesmo tipo de rede utilizada em Jenison e Fissell (1996). A diferença é que, ao invés
do cálculo da HRTF, a rede neural foca no cálculo da HRIR. Essa rede neural tem como
entrada a direção em coordenadas esféricas, azimute e elevação, e a saı́da 10 componen-
tes principais, os quais possuem caracterı́sticas espaciais das HRIRs. Tal saı́da é então
processada para obter a HRIR para uma determinada direção. Para gerar os padrões de
treinamento foi utilizado o banco2 de HRIRs medidos por Gardner e Martin (1995). Os
padrões de saı́da foram obtidos usando a expansão de Karhunen-Loeve, para extrair as
caracterı́sticas espaciais das HRIRs. Dentre os 710 padrões gerados, 600 foram utiliza-
dos no treinamento e o restante para testes. Embora essas redes tenham sido projetadas
para modelar a HRIR para qualquer direção, nenhum resultado foi apresentado por
Wu. Além disso, não foi mencionada a quantidade de neurônios na camada inter-
mediária. Vale ressaltar, que a técnica apresentada gera HRIRs não-individualizadas,
uma vez que o banco de dados foi obtido de um manequim (KEMAR).

No entanto, a modelagem proposta por Hu et al. (2008) utiliza um conjunto
de redes neurais artificiais do tipo multilayer perceptron (MLP) para estimar as HRTFs
individualizadas. Cada rede neural é projetada para cada direção, tendo como entrada
8 parâmetros antropométricos e como saı́da 12 componentes principais (obtidos a partir
do PCA) e a ITD (interaural time difference), ou seja, a saı́da da rede é composta de 13
neurônios. E dessas informações há um pós-processamento para obter a magnitude da
HRTF. Finalmente, utilizando essa magnitude e a fase mı́nima, a HRTF é reconstruı́da.
Todas as redes neurais possuem uma única camada intermediária com 16 neurônios.
Os padrões de treinamento foram extraı́dos do banco de dados CIPIC (Center for Image
Processing and Integrated Computing) da California University (ALGAZI et al., 2001). Esse
banco possui as HRIRs de 45 indivı́duos para 1250 direções e, além disso, as informações

2 Disponı́vel no site http://sound.media.mit.edu/resources/KEMAR.html
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das medidas antropométricas. Contudo, foram escolhidas apenas as HRIRs de 37
indivı́duos, sendo 13 de mulheres e 22 de homens, cujas idades variam de 18 a 63
anos, e 2 de manequins (KEMAR). Desses 37 “indivı́duos”, 30 foram escolhidos para
treinamento e 7 para testes. Como o banco da dados das HRTFs utilizado não é
suficientemente discretizado, há a necessidade de um processo de interpolação, para a
obtenção das HRTFs para as direções onde não há medições. Além disso, como ressalva
dos próprios autores, em função da baixa diversidade de indivı́duos no processo de
treinamento, não se pode garantir que a rede terá a capacidade de generalização. Uma
outra observação é a necessidade de averiguar outras técnicas de análise estatı́stica
multivariada, além do PCA, o qual foi utilizado.

Um segundo método de personalização de HRTFs é relatado em Li e Huang
(2013), o qual segue a mesma linha do artigo do Hu et al. (2008). Sendo assim, a rede
neural tem como entrada os parâmetros antropométricos e como saı́da a compressão
da HRTF. No entanto, o número de elementos na entrada e na saı́da são diferentes.
Na entrada foram utilizados 12 e na saı́da 20. Além dessa diferença, a maneira como
foram obtidas essas variáveis se distinguem. Para a seleção das variáveis de entrada
utilizaram-se o Laplacian score (HE et al., 2005) e a análise de correlação, e para a saı́da
o high-order singular value decomposition (HOSVD) (LATHAUWER et al., 2000), uma
generalização da decomposição de uma matriz em valores singulares (SVD). Por outro
lado, foi utilizada a mesma quantidade de neurônios na camada intermediária, ou seja,
16 neurônios. Também, utilizou-se o mesmo banco de dados de HRTFs. Nesse trabalho
é apresentada uma comparação entre a técnica utilizada em Hu et al. (2008), ou seja o
PCA, e o HOSVD, de onde se conclui que o HOSVD tem uma melhor performance que
o PCA. Outro resultado comparativo demonstra que a rede RBF possui resultados mais
acurados que a rede MLP. No entanto, os autores ressaltam que há um desvio maior
nos entalhes da HRTF.

Note-se que, até o momento, todas as técnicas apresentadas visam apenas a
modelagem das HRTFs ou das HRIRs. Como o cálculo das BRIRs envolvem não só a
modelagem das HRIRs (ou HRTFs), mas também, em uma etapa posterior, o cômputo
da HRIR filtrada. Isso corresponde ao produto de convolução entre o raio sonoro
que chega ao receptor e a HRIR da direção correspondente. A não redução do custo
computacional dessa etapa torna o sistema de aurilização extremamente lento, devido
à grande quantidade de raios que chegam no receptor. Posto isso, Naranjo (2014)
propôs uma metodologia que é capaz de modelar não só as HRIRs, mas também as
HRIRs filtradas e a interpolação. Este procedimento está baseado nas redes neurais
artificiais do tipo MLP. Para cobrir todo o espaço auditivo de recepção, uma estrutura
com múltiplas redes foi utilizada, onde cada rede opera em uma região especı́fica
do espaço, denominada de gomo. Os detalhes dessa estrutura são comentados no
Capı́tulo 4. Através dessa abordagem obteve-se um ganho computacional de 62%. No
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entanto, foram observados erros de modelagem na região de alta frequência. Também,
utilizou-se uma quantidade pequena de amostras das HRIRs, a saber 128 amostras, que
corresponde a uma baixa resolução no domı́nio da frequência, como será discutido no
Capı́tulo 4.

Este trabalho tem como objetivo principal desenvolver uma modelagem que
permita recuperar as HRIRs filtradas com uma precisão superior à apresentada em
Naranjo (2014), com um menor custo computacional. Então, foi desenvolvido neste
trabalho um conjunto de redes neurais artificiais do tipo RBF (Radial Basis Function)
(BROOMHEAD; LOWE, 1988) especializadas na geração de HRIRs filtradas. Cada
rede está associada a uma direção de chegada e possui como entrada os componentes
do espectro da frente de onda, em bandas de oitava, e, como saı́da, a HRIR filtrada.
Para verificar a eficiência das redes, foram geradas as respostas impulsivas biauri-
culares para alguns pares fonte-receptor para uma das salas utilizadas no projeto de
intercomparação de simuladores de acústica de salas, denominado Round Robin 4 (RR4)
(hhtp://rr.auralisation.net/downloads/), promovido pelo Audio Communication Group da
Universidade Técnica de Berlim (TU Berlin) e pelo Institute of Technical Acoustics (RWTH
Aachen), Alemanha. As BRIRs construı́das utilizando as redes neurais artificiais são
então comparadas com as medidas.

Como a geração das BRIRs requer um simulador de acústica de salas, nesta tese
utilizou-se o código computacional RAIOS (Room Acoustics Integrated and Optimized
Software) (TENENBAUM et al., 2006a; TENENBAUM et al., 2006b). Esse simulador
utiliza o método do traçado de raios para modelar o som direto e as reflexões especulares
(KULOWSKI, 1984; EMBRECHTS, 1982) e o método de transição de energia para modelar
as reflexões difusas (KURZINS; FRICKE, 1982; ALARCÃO et al., 2000). Desse modo,
ao longo da pesquisa, foram necessárias as seguintes modificações principais do código
computacional RAIOS:

• O ajuste e reparo de diversos bugs do código;

• A extensão do código para trabalhar com nove bandas de oitava (de 63 Hz
a 16 kHz);

• A inclusão das tabelas de materiais com os coeficientes de absorção e
espalhamento, por bandas de oitava;

• A implementação de um novo banco de dados das direcionalidades de
fontes sonoras utilizadas no Round Robin 4;

• A implementação do cálculo das BRIRs;

• A inclusão da parte do cálculo das reflexões difusas (matrizes de transição)
no cômputo das BRIRs.
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Organização do trabalho

No Capı́tulo 1, intitulado “Acústica de salas”, são apresentados os fundamentos
teóricos que embasam a acústica de salas. É feita uma breve descrição de alguns
fenômenos da propagação do som, tais como a reflexão, absorção, difusão, atenuação,
e como elas podem ser modeladas. Além disso, são apresentados alguns conceitos
básicos de processamento de sinais.

No Capı́tulo 2, intitulado “Aurilização de salas”, são apresentados os passos
para se gerar a aurilização a partir de dados simulados. Cada passo está descrito em
uma seção, para uma melhor compreensão. A metodologia apresentada nesse capı́tulo,
corresponde ao assim chamado método tradicional, enquanto a modelagem utilizando
as redes neurais artificiais, objetivo central desta tese, será explicada no Capı́tulo 4.

No Capı́tulo 3, intitulado “Redes neurais artificiais”, são apresentados os prin-
cipais conceitos de redes neurais artificiais. Além das redes de funções de base radiais,
utilizadas na metodologia proposta nesta tese, são abordadas, também, as redes per-
ceptron de múltiplas camadas. A descrição destas faz-se necessário, uma vez que, este
trabalho foi motivado a partir da tese de Naranjo (2014), que as utiliza.

No Capı́tulo 4, intitulado “Modelagem de HRIRs filtradas com RNAs”, são
apresentadas as etapas da modelagem de HRIRs filtradas utilizando as redes de funções
de base radiais, e como essas redes são utilizadas na geração da aurilização. Também
é apresentada brevemente a abordagem utilizada em Naranjo (2014), a fim de mostrar
as principais dificuldades encontradas e como elas foram contornadas aqui.

No Capı́tulo 5, intitulado “Resultados do Round Robin on Auralization”, são apre-
sentados os resultados obtidos utilizando as formulações apresentadas nos Capı́tulos 2
e 4, bem como os resultados experimentais.

Por fim, o último capı́tulo apresenta as conclusões e propostas para trabalhos
futuros.
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1 ACÚSTICA DE SALAS

Um dos objetivos deste capı́tulo é fornecer informações sobre o comportamento
da propagação do som em salas e como suas propriedades podem ser quantificadas e
analisadas. Além do mais, esses estudos formam uma base para o entendimento de um
sistema de aurilização. Como neste trabalho as respostas impulsivas obtidas a partir de
um simulador são confrontadas com as medidas, faz-se necessário apresentar alguns
aspectos relativos às medições das respostas impulsivas.

1.1 Introdução

Diz-se que existe um som se uma perturbação propagada através de um material
elástico provoca uma alteração na pressão e um deslocamento das partı́culas do material
que podem ser detectadas por uma pessoa (BERANEK, 1954). Para que uma fonte
sonora seja percebida pelo ouvido humano, esta deve vibrar na faixa de 20 Hz a 20 kHz.
Isso corresponde a ondas sonoras com comprimento de onda entre 1,7 cm e 17 m, já que a
velocidade dessas ondas é constante e igual a 343 m/s a uma temperatura de 20◦C. Além
disso, a sensibilidade do ouvido varia com a frequência da onda sonora. Isto significa
que sons com o mesmo nı́vel, porém com frequências diferentes, causarão distintas
impressões subjetivas de intensidade. As curvas A e B da Figura 5 foram obtidas a
partir de ouvintes treinados, os quais deveriam julgar quando um determinado tom
puro (som numa única frequência), em uma dada frequência da faixa audı́vel, com
determinado nı́vel sonoro se tornava audı́vel (curva A) e desconfortável (curva B).
A curva A é o limiar da audição. Essa curva mostra que o sistema auditivo é mais
sensı́vel em torno de 3 kHz, ou seja, tons puros com frequência nessa região estimulam
a audição com nı́veis sonoros menores do que em outras frequências. Nessa faixa
de maior sensibilidade, um nı́vel de pressão sonora de 0 dB (20 µPa) é suficiente
para estimular o sistema auditivo. Por outro lado, a curva B representa o limite de
desconforto auditivo. Para frequências na faixa de maior sensibilidade, essa sensação é
sentida em torno de 110 dB, e a partir de 120 dB para as baixas e altas frequências. Já a
região compreendida entre as curvas A e B é a área de audição. Todos os sons que os seres
humanos experimentam devem ser tais que a frequência e o nı́vel se enquadrem nessa
área auditiva. Um outro aspecto subjetivo sobre o som é que os seres humanos são
capazes de perceber a direção de uma fonte sonora. Esta habilidade é possı́vel devido
à presença dos dois ouvidos, e que o córtex auditivo é capaz de captar diferenças de
amplitude e tempo de chegada do som entre os ouvidos (RUMSEY, 2001) (mais detalhes
serão explicados no Capı́tulo 2).
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Figura 5 - Área de audição dos seres humanos

Legenda: (curva A) - limiar da audição humana; (curva B) -

limiar do desconforto auditivo.

Fonte: EVEREST; POHLMANN, 2009.

A acústica de salas caracteriza o comportamento do som em determinado ambi-
ente, como salas de aula, teatros, cinemas, salas de concertos, estúdios de gravação etc.
O estudo do campo sonoro em uma sala requer a consideração de diversas variáveis,
tais como a geometria da sala, a absorção acústica, as reflexões nas superfı́cies e as
fontes sonoras. Sabendo que cada sala possui suas próprias caracterı́sticas acústicas,
então um dos objetivos da acústica de salas é projetar ambientes que satisfaçam a sua
função acústica.

Por exemplo, as fábricas devem ter um nı́vel de ruı́do aceitável (BISTAFA, 2011),
salas de aula devem garantir a inteligibilidade, uma vez que a fonte sonora principal
é a voz do professor e, além disso, a qualidade acústica adequada das salas de aulas
está relacionada à performance dos alunos (BISTAFA; BRADLEY, 2000; SEEP, 2002;
RONSSE, 2011; CHOI et al., 2014). As salas de concerto devem imprimir uma boa
qualidade acústica à música, já que são ambientes destinados apenas à música; para
isso, o projetista deve se preocupar com o volume da salas, com o formato do palco,
com as posições dos refletores nos tetos e nas paredes laterais e, além disso, com o
número de assentos (BERANEK, 2004; ANDO, 2012; BRANDÃO, 2016).
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1.2 Campo sonoro

Um campo sonoro é uma região do espaço onde as ondas sonoras se propagam,
ou seja, onde ocorrem as vibrações acústicas das partı́culas do meio elástico, sendo
definido pela pressão sonora do meio e pela velocidade das partı́culas. Ele caracteriza
a relação das ondas sonoras com o meio, que, por sua vez, depende da fonte sonora, da
distância em relação à fonte e dos obstáculos encontrados na trajetória dessas ondas.

O som gerado em uma sala que chega ao receptor é a composição do som direto,
ou seja, aquele que parte diretamente da fonte e chega ao receptor sem influência
das superfı́cies, e as subsequentes reflexões sofridas pela onda sonora. A representação
gráfica temporal da chegada das várias reflexões, acompanhadas do seu nı́vel de energia
correspondente, é chamada de reflectograma. A Figura 6 mostra a chegada de diferentes
frentes de onda (representadas por raios sonoros) a um receptor juntamente com o
reflectograma associado, com indicação do som direto, a zona das primeiras reflexões
e a área de reflexões tardias (ou cauda reverberante). A zona das primeiras reflexões
corresponde à região entre o som direto e 50 ms (para a análise da inteligibilidade
da fala) ou 80 ms (para música) após aquele. Essas reflexões reforçam o som direto
em termos de amplitude, ou seja, elas são percebidas pelo sistema auditivo como se
estivessem integradas ao som direto e contribuem para a percepção espacial do som
(direção, distância etc.). Por outro lado, as reflexões tardias são percebidas como
uma extensão do som gerado pela fonte, cujo efeito é aumentar a sua duração. Essa
persistência do som numa sala é a sua reverberação. A sua duração é descrita pelo tempo
de reverberação, o que será abordado na Seção 1.5. Não se pode dizer que a reverberação
é uma caracterı́stica positiva ou negativa, pois depende dos fins a que se destina a sala.
Por exemplo, em salas de aula e teatros uma curta reverberação é imprescindı́vel já que
a inteligibilidade é fundamental; em contrapartida, as salas de concerto requerem uma
certa reverberação, de modo a fornecer suporte à musica que nela é executada.

De modo geral, a energia do som direto é maior do que a das primeiras reflexões,
uma vez que a distância percorrida por estas é maior e, além disso, existe uma perda
de energia devido à incidência destas sobre as superfı́cies, as quais absorvem parte da
energia radiada pela onda incidente. Observe que há um silêncio entre o tempo de
chegada do som direto e a primeira reflexão. Esse intervalo de tempo é chamado de
intervalo de tempo de atraso inicial (ITDG - Initial Time Delay Gap). Quando um receptor
está distante da fonte e próximo a uma superfı́cie refletora, a tendência é que o ITDG seja
menor. Por outro lado, se o receptor está próximo à fonte e distante de uma superfı́cie
refletora, a tendência é que o ITDG seja maior. Note-se também que a energia das
ondas refletidas que chegam posteriormente à primeira não é necessariamente menor,
dado que a energia dessas dependem da energia absorvida pela superfı́cie e não só da
distância de propagação. Uma outra observação é que à medida que o tempo progride,
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Figura 6 - Distribuição temporal da energia sonora para
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Fonte: ISBERT, 1998.

maior é a quantidade de reflexões que chegam ao receptor. Em função disso, maior é a
densidade temporal da cauda do reflectograma.

Discute-se, agora, como o som direto se relaciona com a reverberação em uma
sala. O campo sonoro em torno da fonte na sala pode ser subdividida em dois campos
(BISTAFA, 2011): próximo e afastado. O campo próximo é a região perto da fonte onde
o nı́vel de pressão sonora varia consideravelmente com uma pequena alteração da
posição do receptor. A região se estende a uma distância menor que o comprimento de
onda da menor frequência emitida pela fonte, ou do dobro da maior dimensão da fonte,
a maior distância é a que prevalece. As medidas de pressão sonora nessa região devem
ser evitadas, já que o nı́vel de pressão tende a ser errático (BRANDÃO, 2016). O campo
afastado, por sua vez, é dividido em campo livre e campo reverberante. A extensão
desses campos depende das dimensões da sala e da absorção sonora de cada superfı́cie;
no campo livre o som direto é predominante, enquanto no campo reverberante o som
refletido é predominante.

A base para a compreensão dos estudos relacionados aos problemas da acústica
de salas decorre da representação de quatro dimensões: tempo, frequência, espaço
e cognitiva. A variável tempo é importante, pois a compreensão de como a pressão
sonora varia em relação à variável tempo determina como percebemos o som em uma
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determinada sala. Já a frequência deve-se ao fato de que os domı́nios do tempo e
frequência estão relacionados, sendo essa relação dada pela transformada de Fourier
(ver Seção 1.6.1). Sabendo que a resposta temporal também é alterada com o tipo
de revestimentos interiores, o tratamento acústico de uma sala exige o conhecimento
de como os materiais se comportam em relação à frequência. Por exemplo, materiais
porosos são excelentes absorventes de sons de alta frequência. Assim, se uma sala é
tratada apenas com esse tipo de materiais, apresentará uma resposta em frequência
pobre nos agudos. Um outro fator que faz com que a resposta temporal varie é a
posição relativa entre a fonte e o receptor, posto que a mudança da posição da fonte
ou do receptor altera as distâncias percorridas pelas ondas sonoras, a direção de che-
gada das frentes de onda ao receptor, as superfı́cies atingidas pelas ondas sonoras etc.
Essa mudança afeta principalmente a parte inicial do reflectograma (som direto e as
primeiras reflexões), uma vez que a quantidade reflexões é tão grande (alta densidade)
na parte final que a mudança da fonte e do receptor não alteram substancialmente a
cauda reverberante. Daı́ a relevância da variável espaço. Por fim, a dimensão cognitiva
está associada ao modo como a experiência subjetiva do ouvinte é alterada com as
dimensões tempo-frequência-espaço. Para isso, é necessário a definição de métricas
para avaliar a experiência subjetiva. Foram então criados diversos parâmetros ob-
jetivos, os quais estão correlacionados com a experiência subjetiva, sendo a maioria
definido direta ou indiretamente a partir da resposta impulsiva da sala. Contudo,
alguns parâmetros são obtidos da resposta impulsiva biauricular. Esses são chama-
dos de parâmetros biauriculares, enquanto os demais são designados como parâmetros
monoauriculares. Como exemplos de parâmetros monoauriculates tem-se: tempo de
reverberação, tempo de decaimento inicial (EDT - Early Decay Time), fator de clareza,
definição, tempo central, fator de ganho e fração de energia lateral (LF - Lateral Energy
Fraction). Como exemplo de parâmetro biauricular tem-se a correlação cruzada inter-
auricular (IACC - Inter-Aural Cross-Correlation Coefficient) etc. Para detalhes sobre
esses e outros parâmetros objetivos, o leitor pode consultar (BARRON; LEE, 1988; BRA-
DLEY; SOULODRE, 1995; BERANEK, 2004; VORLÄNDER, 2008; BRANDÃO, 2016).
Os conceitos de resposta impulsiva mono e biauricular são abordados na Seção 1.6.2.
Como se pode observar, o conhecimento da resposta impulsiva é um dado fundamental
para a avaliação da qualidade acústica de uma sala. Como a resposta impulsiva muda
com a posição da fonte e do receptor, consequentemente esses parâmetros também
serão alterados. É desejável, na maioria dos casos, que a sala tenha um campo acústico
com propriedades semelhantes em todo o espaço, pois assim os parâmetros não terão
uma variação significativa com a posição. Uma maneira de minimizar essas variações
é utilizando difusores (D’ANTONIO; COX, 2000; COX; D’ANTONIO, 2004). O mo-
tivo pelo qual essas métricas são obtidas da resposta impulsiva (mono ou biauricular)
será abordado na Seção 1.6. Vale ressaltar que um conjunto de parâmetros faz-se ne-
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cessário para essa avaliação, já que um único parâmetro não pode quantificar todas as
experiências subjetivas.

1.2.1 Modelagem do campo sonoro

O campo acústico pode ser modelado utilizando diferentes métodos. A Figura 7
ilustra a classificação dos métodos para simulação da propagação sonora. Sendo as duas
principais abordagens baseadas: na teoria ondulatória e na acústica geométrica (SAVIOJA;
SVENSSON, 2015).

Figura 7 - Classificação dos métodos para simulação da propagação sonora
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Fonte: Adaptado de VORLÄNDER, 2008.

Na acústica ondulatória, busca-se a solução da equação da onda dada por

∇
2p(r, t) =

1
c2

∂2p(r, t)
∂t2 , (1)

onde p(r, t) é a pressão sonora em função da coordenada espacial r = (x, y, z) e da coor-
denada temporal t, c é a velocidade do som no meio e ∇2 é o operador Laplaciano. A
solução da Eq. (1) pode ser obtida por meio de um método analı́tico, para problemas
simples, ou de um método numérico, para problemas complexos. A equação da onda
é derivada a partir das leis da conservação da massa, da conservação da quantidade
de movimento e da termodinâmica, cujos detalhes podem ser encontrados em Kins-
ler et al. (2000) e Bruneau (2006). A complexidade da solução da equação da onda
depende da geometria, das condições de contorno e das condições iniciais do pro-
blema. Em geral, os problemas de interesse são complexos e a Eq. (1) não poderá ser
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resolvida analiticamente, logo, deve-se recorrer a alguma técnica numérica, tais como
o método dos elementos de contorno e o método dos elementos finitos. Entretanto,
esses métodos tornam-se computacionalmente custosos à medida que a frequência de
análise aumenta.

Por outro lado, na acústica geométrica todas as propriedades da teoria ondu-
latória são ignoradas, e considera-se a propagação sonora através de raios sonoros (em
similaridade a raios luminosos), cuja propagação é retilı́nea, já que a velocidade da
onda é considerada como constante se não houver gradientes de temperatura. Estas
considerações são válidas para altas frequências, pois o comprimento de onda é menor
que as dimensões da sala e dos objetos em seu interior (SCHUSTER; WAETZMANN,
1929). Como exemplo, pode-se destacar: o método de traçado de raios (KROKSTAD
et al., 1968; KUTTRUFF, 1971), o método de imagens virtuais (ALLEN; BERKLEY,
1979; ZAGAR, 1983; BORISH, 1984; DANCE; SHIELD, 1997) e o método de traçado de
cones ou pirâmides (LEWERS, 1993; FARINA, 1995; STEPHENSON, 1996). Embora as
técnicas fundamentadas na acústica geométrica sejam mais rápidas, elas apresentam
resultados menos acurados para baixas frequências, onde predominam os modos da
sala.

Portanto, como a região de frequência da audição é ampla, é útil a divisão desse
espectro para a aplicação onde cada método oferece vantagens. De acordo com o que
foi mencionado dos métodos citados acima, pode-se utilizar a acústica ondulatória para
análise das baixas frequências e a acústica geométrica para médias e altas frequências.
Segundo Pelzer et al. (2011) essa abordagem hı́brida fornece resultados bastante pre-
cisos quando comparados aos resultados medidos. No entanto, incertezas, que são
inevitáveis na caracterização do comportamento acústico das fontes, dos receptores,
dos materiais etc. do mundo real, fazem com que os resultados simulados sempre
destoem, em maior ou menor medida, dos experimentais.

1.3 Interação onda-superfı́cie

Quando o som se propaga em uma sala, ele atingirá diversas superfı́cies. E
ao incidir sobre uma superfı́cie, dois fenômenos ocorrem: absorção e reflexão. Com
relação à absorção, esta se decompõe em duas parcelas: a energia que é dissipada
e energia que é transmitida. A porcentagem da energia que é absorvida é dada pelo
coeficiente de absorção α (absorption coefficient), o qual é definido pela razão entre a energia
sonora absorvida e a energia sonora incidente. Seu valor está relacionado com as
propriedades fı́sicas do material e, além disso, varia com a frequência e apresenta
valores entre 0 (material totalmente reflexivo) e 1 (material totalmente absorvente). Já
no caso da reflexão, ela pode ser decomposta em reflexão especular e difusa. A reflexão
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especular ocorre quando o ângulo com reta normal à superfı́cie da onda incidente é
igual ao ângulo com reta normal à superfı́cie da onda refletida estando todos no mesmo
plano. Na reflexão difusa a onda incidente é refletida para todas as direções. Esse fato
está relacionado com a dimensão finita e às irregularidades das superfı́cies. Essas
reflexões também podem ocorrer em superfı́cies lisas, ou seja, sem irregularidades,
desde que tenham uma impedância acústica não-uniforme (COX; D’ANTONIO, 2004).
Para mensurar a quantidade de energia refletida de forma difusa utiliza-se o coeficiente
de espalhamento δ (scattering coefficient). Esse coeficiente foi estabelecido no ano de 2000
por Vorländer e Mommertz (VORLÄNDER; MOMMERTZ, 2000) e possui uma grande
importância para os softwares de acústica de salas que utilizam a acústica geométrica
(DALENBACK et al., 1994; COX et al., 2006). Ele mede a relação entre a energia refletida
de forma difusa com a energia total refletida pela superfı́cie. E, assim como o coeficiente
de absorção, o coeficiente de espalhamento também varia com a frequência e o tipo de
material. A Figura 8 ilustra a quantidade de energia que será radiada em cada uma das
formas. De acordo com a definição do coeficiente de espalhamento, este não especifica
como as diversas superfı́cies espalharão o som no espaço. Uma maneira de quantificar
o quanto de energia será espalhada em cada direção, consiste em utilizar a lei do cosseno
de Lambert (NOSAL et al., 2004; VORLÄNDER, 2008). Essa direcionalidade é função
somente do ângulo, β, de elevação em relação ao plano de reflexão (ver Figura 8), a
qual é dada por

Sβ = 2 sin β . (2)

A técnica de medição do coeficiente de espalhamento pode ser consultada em Vorländer
e Mommertz (2000).

Vale destacar que, há uma carência de dados quanto ao coeficiente de espalha-
mento dos diversos tipos de superfı́cie utilizados em acústica de salas, já que é um
parâmetro relativamente recente. A escassez desses valores tabelados faz com que o
projetista estime tais coeficientes (BRANDÃO, 2016).

1.4 Absorção sonora

A onda sonora, ao se propagar, não só sofre perda energética na reflexão, como
também pela absorção do ar. Existem vários fatores que participam da absorção do som
no ar (KUTTRUFF, 2009). Uma das principais causas é provocada pela dissipação de
energia no processo de relaxamento vibratório das moléculas de oxigênio e nitrogênio
e, além disso, também pode ser originada pela combinação dos efeitos de viscosidade
e condução de calor. A absorção de som no ar depende principalmente da distância,
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Figura 8 - Distribuição da energia do raio incidente pela absorção, reflexão

especular e espalhamento

Nota: Energia do raio incidente E, refletido especularmente E(1 − α)(1 − δ) e

difusamente E(1 − α)δ, e absorvida Eα, onde α e δ são os coeficientes

de absorção e espalhamento, respectivamente

Fonte: Adaptado de CAMILO, 2003.

temperatura e umidade (HARRIS, 1966). Expressões analı́ticas para a absorção no ar,
também conhecida como atenuação do ar em função da umidade relativa, da tempera-
tura e da frequência foram publicadas em Bass et al. (1972) e ISO 9613-1 (1993).

Na acústica geométrica a absorção do ar é levada em conta por meio do coefici-
ente de atenuação γ [m−1] (VIAN; MARTIN, 1992). O fator da contribuição da absorção
do ar no cálculo da energia do raio, após percorrer uma distância d desde a sua emissão
pela fonte sonora, é dada por exp(−γd), onde d é a distância percorrida, em metros.

1.5 Tempo de reverberação

Ao ligar uma fonte sonora em uma sala, a energia sonora aumenta até alcançar
um estado de equilı́brio. Nessa situação, tem-se um nı́vel sonoro estacionário, visto
que a energia gerada pela fonte na sala está balanceada pela energia sonora absorvida
pelas superfı́cies interiores da sala e todos os elementos nela contidos. Desligando a
fonte sonora, o nı́vel sonoro diminui e a taxa com que ocorre esse decaimento depende
da absorção sonora e do volume da sala. Associado a esse decaimento, caracteriza-se
o tempo de reverberação (T60). Segundo a definição de Wallace C. Sabine (SABINE, 1922),
fı́sico norte-americano, considerado o “pai da acústica arquitetônica”, esse parâmetro
corresponde ao intervalo de tempo necessário para se verificar um decaimento do nı́vel
sonoro de 60 dB (o qual corresponde a um decaimento de 1 milionésimo da energia
no estado estacionário), após o desligamento da fonte sonora. Como o tempo de
reverberação é função da absorção da sala, esse não é uniforme para toda gama de
frequência, dado que cada material apresenta resposta diferente para cada frequência.
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A Figura 9 ilustra o crescimento e o decrescimento do nı́vel sonoro em salas, com a
indicação do tempo de reverberação.

Figura 9 - Crescimento e decaimento sonoro em salas

Fonte: BISTAFA, 2011.

O tempo de reverberação pode ser avaliado por relações matemáticas ou por
meio de medições. A primeira expressão, formulada por Sabine, a qual foi obtida de
forma empı́rica, e que posteriormente realizou uma análise teórica publicada em seu
livro Collected papers on acoustics (SABINE, 2011) é dada por

T60( f ) =
0, 161V
Aα( f )

[s] , (3)

onde f é a frequência, V é o volume da sala em m3 e Aα( f ) é a absorção total, sendoα( f ) o
coeficiente de absorção médio, o qual corresponde à média ponderada dos coeficientes
de absorção αi( f ), cujos pesos são as áreas Ai das superfı́cies internas que compõem a
sala, isto é,

α( f ) =
1
A

∑
i

Aiαi( f ) , (4)

onde A =
∑

i Ai é somatório das áreas.
Cabe aqui fazer algumas observações quanto às Eqs. (3) e (4):

• Observe-se que o T60 é proporcional ao volume da sala e inversamente
proporcional à quantidade de absorção. Sendo assim, o aumento do
volume de uma sala provoca um aumento no T60 e, por outro lado, a
inserção de materiais absorventes irá reduzir o T60.
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• A Eq. (3) negligencia a absorção do ar. Pode-se demonstrar, a partir da
teoria estatı́stica, que

T60( f ) =
0, 161V

Aα( f ) + 4γV
, (5)

onde γ é o coeficiente de atenuação do ar, dado em [m−1]. Essa equação
expressa a fórmula de Sabine incluindo os efeitos da atenuação do ar.

• O desenvolvimento das Eqs. (3) e (5) assume que a absorção sonora é
uniforme em toda a sala, isso fica implı́cito no α, dado que a Eq. (4) não
informa como a absorção é distribuı́da na sala.

A partir dessas e outras questões, diversas fórmulas para o cálculo do tempo de
reverberação foram desenvolvidas, tais como as fórmulas de Eyring (EYRING, 1930),
Millington (MILLINGTON, 1932), Sette (SETTE, 1933), Fitzroy (FITZROY, 1958), Kut-
truff (KUTTRUFF, 2009) etc. Diante dessa grande variedade, torna-se difı́cil a análise
completa e a escolha da melhor fórmula. Segundo Brandão (2016), é recomendado o
uso de pelo menos duas ou três fórmulas para a predição do T60 na fase de projeto.
Atualmente, com a introdução dos simuladores, a estimação do tempo de reverberação
em salas pode ser feita com muito maior precisão.

1.6 Processamento de sinais

A representação, a transformação e a manipulação de sinais e, além disso, a
extração de informações que os sinais contêm, são assuntos tratados em processamento
de sinais (OPPENHEIM; SCHAFER, 2010). Entende-se por sinal uma função que
representa uma quantidade fı́sica, a qual pode ser medida e contém informações sobre
o comportamento de um fenômeno. Comumente essa quantidade varia com o tempo,
embora possa variar com outro parâmetro, como o espaço. O sinal de interesse deste
trabalho é a pressão acústica, já que essa é a principal variável de estudo dos sistemas
de aurilização de salas. Uma vez que esse tema exige o conhecimento de conceitos da
área de processamento de sinais, esta seção tem como finalidade introduzir conceitos
de processamento de sinais que serão fundamentais para o entendimento do assunto
que será abordado no Capı́tulo 4.
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1.6.1 Transformada de Fourier

Como foi discutido nas seções anteriores, a análise dos sinais no domı́nio da
frequência é importante em acústica de salas e está ligado com o domı́nio do tempo
pela transformada de Fourier. A transformada de Fourier é uma operação matemática
aplicada a um sinal no domı́nio do tempo (ou espaço) para extrair seu conteúdo em
frequência (ou número de onda).

Denomina-se S( f ) a transformada de Fourier de s(t), sendo representada da se-
guinte forma

S( f ) =

∫
∞

−∞

s(t) exp (− j2π f t) dt , (6)

e s(t) a transformada de Fourier inversa de S( f ), a qual é dada por

s(t) =

∫
∞

−∞

S( f ) exp ( j2π f t) d f , (7)

onde t [s] é o tempo, f [Hz] é a frequência, j =
√
−1 é a unidade imaginária e exp(·) é

a função exponencial natural. Pode-se indicar esse par de transformadas utilizando as
seguintes notações:

S( f ) = F
{
s(t)

}
; (8)

s(t) = F−1
{
S( f )

}
. (9)

Como S( f ) é uma função complexa, ela pode ser representada na sua forma
polar, isto é,

S( f ) =
∣∣∣S( f )

∣∣∣ exp
(
j∠S( f )

)
, (10)

onde |S( f )| e ∠S( f ) são denominados o espectro de magnitudes e o espectro de fases de s(t),
respectivamente, dados por:

∣∣∣S( f )
∣∣∣ =

√(
<{S( f )}

)2
+

(
={S( f )}

)2
; (11)

∠S( f ) = arctan
(
={S( f )}
<{S( f )}

)
, (12)

onde<{·} e ={·} representam a parte real e imaginária de S( f ), respectivamente.
A seguir, apresentam-se algumas propriedades da transformada de Fourier que

serão utilizadas mais adiante.
A primeira propriedade é a propriedade da simetria de conjugado. Se s(t) for um
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sinal real, então, da Eq. (6), obtém-se que

S(− f ) =

∫
∞

−∞

s(t) exp ( j2π f t) dt . (13)

Daı́,

S(− f ) = S( f ) , (14)

em que S( f ) é o conjugado complexo de S( f ), e, portanto,∣∣∣S(− f )
∣∣∣ =

∣∣∣S( f )
∣∣∣ ; (15)

∠S(− f ) = −∠S( f ) . (16)

Isto implica que o espectro de amplitude é uma função par e o espectro de fase é uma
função ı́mpar de f .

Antes de enunciar a próxima propriedade, a propriedade de convolução, define-
se primeiramente o conceito de convolução. Assim como qualquer operação algébrica
sobre dois sinais, a convolução também é uma operação que quando aplicada sobre
duas funções previamente conhecidas, gera uma terceira. Dados dois sinais s1 e s2

absolutamente integráveis, define-se a convolução entre s1 e s2 por

s1(t) ∗ s2(t) =

∫
∞

−∞

s1(τ)s2(t − τ) dτ , (17)

onde o sı́mbolo ∗ denota o produto de convolução. A partir dessa definição, pode-se
deduzir que a convolução possui as seguintes propriedades: comutatividade, associ-
atividade e distributividade. Essas três propriedades mostram que a convolução se
comporta como a operação algébrica da multiplicação.

A propriedade de convolução no tempo, afirma que se dois sinais s1(t) e s2(t) são
absolutamente integráveis, de modo que existam suas transformadas de Fourier, S1( f )
e S2( f ), respectivamente, e sendo s(t) a convolução entre s1 e s2, isto é, s(t) = s1(t) ∗ s2(t),
então a sua transformada de Fourier é dada por S( f ) = S1( f )S2( f ).

A transformada de uma função de grande importância em acústica de salas é
a função impulso unitário (também conhecida como distribuição delta de Dirac) δ(t). Essa
função generalizada é definida como

δ(t) = 0 ∀t , 0∫
∞

−∞

δ(t) dt = 1 .
(18)

Uma função ordinária que é nula em todos os instantes, exceto em um único ponto,
deve ter a integral igual a zero, no sentido de integral de Riemann. Logo, δ(t) não é uma
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função no sentido ordinário, mas sim uma função generalizada. Uma função generalizada
é definida por seu efeito em outras funções em vez de seus valores em todo instante de
tempo. Desse modo, a função impulso pode ser definida pela propriedade da amostragem,
ou seja,∫
∞

−∞

δ(t)ϕ(t) dt = ϕ(0) , (19)

onde ϕ(t) é qualquer função regular contı́nua em t = 0 (conhecida como função teste).
A Eq. (19) é uma expressão simbólica e não deve ser considerada como uma integral
de Riemann ordinária. Assim, δ(t) é classificada como uma distribuição ou função
generalizada, dado que uma função generalizada é definida por seu efeito sobre outras
funções ao invés de seus valores em todo instante de tempo (LATHI, 2005).

De modo semelhante, a função impulso unitário retardada δ(t − τ) pode ser
definida como∫
∞

−∞

δ(t − τ)ϕ(t) dt = ϕ(τ) , (20)

onde ϕ(t) é qualquer função regular contı́nua em t = τ.
A transformada de Fourier da função impulso unitário é

F
{
δ(t)

}
=

∫
∞

−∞

δ(t) exp(− j2π f t) dt = exp(− j2π f · 0) = 1 . (21)

A interpretação da Eq. (21) é que essa função possui todas as componentes de frequência
com igual magnitude. A Figura 10 ilustra a função impulso unitário nos domı́nios do
tempo e frequência.

Figura 10 - Função impulso unitário

tempo [s]

Amplitude

0

1

(a)

Magnitude

frequência [Hz]0

1

(b)

Legenda: (a) - Domı́nio do tempo; (b) - Domı́nio da frequência (magnitude).

Fonte: O autor, 2017.

Dado que, na prática, a análise de sinais é realizada no computador, logo, tanto
s(t) quanto S( f ) devem ser sinais discretos e ter comprimento finito. Sendo assim, esses
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sinais precisam ser discretizados (amostrados) em uma determinada taxa e ter uma
quantidade finita de amostras. Amostrar s(t) significa gerar uma série temporal s(tn)
(:= s[n]), onde tn = nTs, em que Ts é o perı́odo de amostragem, ou seja, o intervalo de
tempo entre duas amostras. O perı́odo de amostragem é o inverso da frequência de
amostragem fs, isto é, Ts = 1/ fs. Segundo o teorema da amostragem (NYQUIST, 1928),
um sinal que possui faixa de frequência limitada a fm [Hz] pode ser completamente
representado por amostras discretas, sem qualquer perda de informação, desde que
a frequência de amostragem satisfaça o critério de Nyquist, fs ≥ 2 fm. Em outras pala-
vras, esse teorema diz que a menor taxa de amostragem necessária para preservar a
informação de s(t) deve ser 2 fm, conhecida como frequência de Nyquist. Sabendo que o
ser humano é capaz de ouvir sons cujas frequências variam entre 20 Hz e 20 kHz, deve-
se utilizar uma taxa de amostragem mı́nima de 40 kHz, para que todas as frequências
audı́veis possam ser registradas. Tipicamente utiliza-se a taxa de amostragem de
44,1 kHz ou 48 kHz.

O método numérico utilizado para calcular a transformada de Fourier para
sinais discretos é a transformada discreta de Fourier. Sendo s[n] uma sequência de
comprimento finito N, isto é, s[n] é nulo fora do intervalo 0 ≤ n ≤ N − 1, define-se a
transformada discreta de Fourier S[m] como

S[m] =

N−1∑
n=0

s[n] exp(− j2πnm/N) , m = 0, 1, . . . ,N − 1, (22)

e a transformada inversa discreta de Fourier como

s[n] =
1
N

N−1∑
m=0

S[m] exp( j2πnm/N) , n = 0, 1, . . . ,N − 1. (23)

Algumas importantes caracterı́sticas da transformada discreta de Fourier são:

• Existe uma correspondência biunı́voca entre s[n] e S[m];

• Esse par de transformadas é apropriado para o uso de computadores pois
é discreta e de comprimento finito, tanto no domı́nio do tempo quanto no
domı́nio da frequência;

• Há um algoritmo rápido, chamado de transformada rápida de Fourier (FFT
- fast Fourier transform), o qual reduz drasticamente o número de cálculos
necessários para executar a transformada discreta de Fourier. Existem
algoritmos para a FFT que podem calcular para qualquer valor de N, no
entanto, os mais rápidos são aqueles para N igual à potência de dois;

• Note que o valor de N na Eq. (22) não está fixado. Se s[n] tiver um compri-
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mento menor do que N, então pode-se fazer que s[n] tenha comprimento
N, simplesmente adicionando amostras de valor zero. Essa adição de
amostras nulas é denominada de preenchimento nulo. Pode-se tirar pro-
veito disso para escolher, de forma criteriosa, o valor de N que seja uma
potência de 2, para assim utilizar o algoritmo FFT;

• A propriedade de simetria de conjugado, apresentada anteriormente,
também se aplica à transformada discreta de Fourier. Como os sinais
acústicos no domı́nio do tempo tratados neste trabalho são reais e de
comprimento finito, e em virtude dessa propriedade, apenas a primeira
metade do gráfico dos componentes de frequência será mostrado;

• No domı́nio de tempo discreto a convolução é dada por

s[n] = s1[n] ∗ s2[n] =

∞∑
k=−∞

s1[k]s2[n − k] . (24)

A explicação detalhada de toda a teoria da passagem do domı́nio contı́nuo
para o discreto e vice-versa foge ao escopo deste trabalho, mas os detalhes podem ser
encontrados em Oppenheim e SCHAFER (2010).

Para finalizar esta seção, na Figura 11 mostra-se o espectro de alguns sinais
acústicos. Os quatro primeiros sinais mostram formas de onda de quatro instrumentos
musicais, a saber, na ordem: violino, flauta, piano e tambor, enquanto o penúltimo
corresponde ao som da vogal “a”e o último da consoante “k”. Observando os espectros
dos instrumentos musicais de corda (violino) e sopro (flauta) pode-se notar a presença
de tons puros (picos). Essas caracterı́sticas são tı́picas desses instrumentos, já que
produzem sons harmônicos. Sons harmônicos são os sons resultantes da superposição
de vários tons puros (som em uma única frequência), sendo que essas frequências,
chamadas de harmônicos, estão relacionadas com a frequência mais baixa, chamada
de fundamental, através da multiplicidade inteira desta última. Por outro lado, têm-se
que os instrumentos de percussão (tambor) geram sons não harmônicos. Analisando,
agora, os sons das letras, observa-se as seguintes caracterı́sticas: a vogal apresenta uma
duração mais longa do que a consoante; existe um intervalo de silêncio na pronúncia da
consoante “k”, essa é uma caracterı́stica das consoantes oclusivas; há um decaimento
de magnitude com o aumento da frequência tanto no espectro do som da vogal quanto
da consoante. Outras análises sobre as caracterı́sticas da voz podem ser encontradas,
por exemplo, em Alcaim e Oliveira (2011).
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Figura 11 - Exemplos de espectros de alguns sinais acústicos

Fonte: VORLÄNDER, 2008.
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1.6.2 Sistemas lineares e invariantes no tempo

Um sistema é algo que transforma um conjunto de sinais em outro conjunto de
sinais. A Figura 12 ilustra o diagrama representando o sistema sendo excitado pelo
sinal x(t) e produzindo uma resposta y(t). Um sistema linear satisfaz a propriedade
de superposição, isto é, se y1 e y2 são as respectivas saı́das às entradas x1 e x2, então
para todos os valores de constantes c1 e c2, e para todo x1 e x2, tem-se que c1y1 + c2y2

é a saı́da associada à entrada c1x1 + c2x2. Agora, um sistema é invariante no tempo
quando suas caracterı́sticas não variam com o tempo, ou seja, se a entrada for atrasada
por τ segundos (x(t − τ)), então a saı́da é a mesma anterior, mas atrasada também por
τ segundos (y(t − τ)).

Figura 12 - Representação de um sistema que

produz uma resposta y(t) baseada

em uma entrada x(t)

Sistema
Entrada Saída

Fonte: O autor, 2017.

Como o sistema formado por sala-fonte-receptor pode ser considerado um sis-
tema linear e invariante no tempo (SLIT) (SHIN; HAMMOND, 2008; VORLÄNDER, 2008),
desde que sejam satisfeitas determinadas condições, faz-se necessário apresentar algu-
mas importantes propriedades do sistema dotado desses atributos. Os requisitos para
o sistema sala-fonte-receptor seja um SLIT são: as caracterı́sticas da sala não variem
com o tempo, e que as caracterı́sticas da fonte e do receptor sejam lineares (BRANDÃO,
2016).

A resposta ao impulso h(t) (IR - Impulse Response) corresponde ao sinal de saı́da
de um sistema quando o sinal de excitação é o impulso δ(t). Pode-se mostrar que
a resposta de um SLIT é o produto de convolução de sua resposta impulsiva com a
excitação, ou seja,

y(t) = x(t) ∗ h(t) =

∫
∞

−∞

x(τ)h(t − τ) dτ . (25)

Assim vê-se que um SLIT é completamente caracterizado por sua resposta ao impulso,
e essa propriedade é válida em geral somente para os SLITs (OPPENHEIM; WILLSKY,
2010).

Usando o teorema da convolução, a Eq. (25) pode ser descrita no domı́nio da
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frequência, isto é,

Y( f ) = X( f )H( f ) , (26)

onde X( f ), Y( f ) e H( f ) (esta última conhecida como função de transferência) são as
transformadas de Fourier dos sinais x(t), y(t) e h(t), respectivamente. Note que, a partir
dessa equação é possı́vel calcular h(t), quando os sinais x(t) e y(t) são conhecidos, da
seguinte maneira

h(t) = F−1

{
F{y(t)}
F{x(t)}

}
. (27)

Esse método é conhecido como deconvolução.
Do ponto de vista teórico, o sinal delta de Dirac é o sinal ideal para excitar uma

sala, dado que todas as componentes de frequência têm igual energia e, além disso,
ele só existe no tempo t = 0. Como esse sinal não é fisicamente realizável, a resposta
impulsiva da sala (RIR - Room Impulse Response), na prática, é uma função temporal
da pressão sonora, resultante da excitação dessa sala por uma função que se aproxima
ou que tenha as mesmas caracterı́sticas da função delta de Dirac (VORLÄNDER; BI-
ETZ, 1994). Diante disso, diversas técnicas de obtenção da resposta impulsiva foram
desenvolvidas para contornar esse problema, por exemplo, varredura em frequência
(sweep sine), Maximum Length Sequences (MLS) e deconvolução (análise por FFT). O
detalhamento e a comparação dessas e outras técnicas podem ser vistas em Müller e
Massarani (2001) e Stan et al. (2002). Para a medição da RIR é utilizada uma fonte
sonora onidirecional, para excitar a sala usando uma das técnicas mencionadas ante-
riormente, e um microfone para captar a resposta. Quando é utilizada uma cabeça
artificial (ver Figura 13), no lugar do microfone, o que se mede são as respostas impulsi-
vas biauriculares (BRIR - Binaural Room Impulse Response). Esses registros temporais são
obtidos a partir de dois microfones, localizados um em cada ouvido. Vale ressaltar que
em algumas situações é desejável excitar a sala com uma fonte sonora que apresente
uma direcionalidade que se aproxime, por exemplo, da do ser humano ou de algum
instrumento musical (BRANDÃO, 2016). Além disso, as fontes devem ter potência
suficiente para que a relação sinal-ruı́do seja grande em toda faixa de frequência de
interesse. A relação sinal-ruı́do (SNR - Signal-to-Noise Ratio) é definida como a razão
entre a potência do sinal e a potência do ruı́do. Daı́, quanto mais alta for a SNR, menor
será o efeito do ruı́do sobre a medição do sinal. Uma outra observação é que a escolha
do sinal de excitação é importante para a obtenção de uma resposta impulsiva de boa
qualidade. Em Melo (2012) mostra-se que a varredura em frequência é o método mais
indicado, em virtude das seguintes vantagens em relação às outras técnicas:

• Possibilidade de eliminação da distorção harmônica da resposta impul-
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siva que é causada pela não-linearidade da fonte sonora.

• Facilidade de introdução de pré-ênfases ao sinal. Denominam-se pré-
ênfases as correções dos sinais dos equipamentos utilizados no levan-
tamento da resposta impulsiva, como microfones e altofalantes, já que
esses não possuem uma resposta plana. Uma vez que é desejável avaliar
a função de transferência da sala sem a influência desses elementos.

• Possibilidade de criarem-se varreduras com qualquer conteúdo espectral.

É necessário frisar também que como a RIR é medida em pares de fonte-receptor, uma
única RIR não pode caracterizar a sala como todo. Sendo assim, faz-se necessário a
análise da variabilidade dos parâmetros ao longo da sala, sendo desejável que essas
variações não sejam tão perceptı́veis. É recomendada, para o cálculo dos parâmetros
acústicos, a medição da RIR em diversas posições distintas. Diante disso, os sinais de
excitação devem ser reprodutı́veis ao longo do tempo e do espaço (BERKHOUT et al.,
1980). Tais procedimentos que devem ser tomados na medição da resposta impulsiva
podem ser vistos na norma ISO 3382 (1997).

Figura 13 - Exemplos de cabeças artificiais de adulto de diversos fabricantes

Fonte: FEDTKE, 2007.

Para efeito de exemplo de medições de RIR e BRIR, considere a Figura 14 que
ilustra o aparato de medição das respostas impulsivas, as quais são mostradas nas
Figuras 15 e 16. Essas medições estão disponı́veis no site do Institute of Communi-
cation Systems and Data Processing da RWTH Aachen University (http://www.ind.rwth-
aachen.de/AIR). Na Figura 15a tem-se a representação da resposta impulsiva medida
com um microfone na mesma posição que se encontra a cabeça artificial, cujo espectro
de magnitude é mostrado na Figura 15b. A Figura 16 representa a resposta impulsiva
biauricular e os seus respectivos espectros de magnitude. À primeira vista, pode-se,
equivocadamente, concluir que não há diferença entre os gráficos da RIR (Figura 15a) e
das BRIRs (Figuras 16a e 16b). Embora os gráficos possuam uma certa semelhança, as
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BRIRs carregam as informações associadas à presença da cabeça e da parte superior do
torso, já que tais partes do corpo humano funcionam como filtros acústicos naturais.
A dissemelhança das respostas é melhor evidenciada quando os respectivos espectros
são comparados. No Capı́tulo 2 serão apresentas com mais detalhes essas e outras
caracterı́sticas da audição humana. Também será explicada a determinação das BRIRs
através de um modelo computacional.

Figura 14 - Aparato de medição de respostas impulsivas

Fonte: JEUB, 2011.

Figura 15 - Resposta impulsiva medida na mesma posição da cabeça artificial da sala

mostrada na Figura 14
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Legenda: (a) - Domı́nio do tempo; (b) - Domı́nio da frequência (magnitude).

Fonte: O autor, 2017.
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Figura 16 - Respostas impulsivas biauriculares de acordo com as configurações

mostradas na Figura 14
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Legenda: (a) - BRIR esquerda - domı́nio do tempo; (b) - BRIR direita - domı́nio do

tempo; (c) - BRIR esquerda - domı́nio da frequência (magnitude); (d) - BRIR

direita - domı́nio da frequência (magnitude).

Fonte: O autor, 2017.

Uma vez obtidas as RIRs ou as BRIRs calculam-se, então, os parâmetros objetivos
para uma avaliação da sala em questão. Esses parâmetros normalmente são analisa-
dos em bandas de oitava ou de terço de oitava. Para isso, as respostas impulsivas
são processadas com um banco de filtros passa-banda, cujas frequências centrais são
padronizadas tendo, em geral, a frequência de 1 kHz como referência e seus múltiplos
e submúltiplos como frequências centrais das demais bandas.
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2 AURILIZAÇÃO DE SALAS

Conforme mencionado no capı́tulo Introdução, a aurilização pode ser obtida
a partir de dados medidos ou simulados. A aurilização obtida a partir de dados
medidos consiste em medir as BRIRs, in loco, e posteriormente convoluı́-las com um som
anecóico e monofônico. A Figura 17 sintetiza o processo de implementação e geração
de aurilização. Em Melo (2012) é discorrido minuciosamente sobre o processamento de
sinais para a geração de aurilização a partir de sinais medidos. A técnica de geração de
aurilização utilizando dados simulados, objeto de estudo deste trabalho, será abordado
neste capı́tulo.

Figura 17 - Diagrama de blocos de geração de aurilização.

Nota: A fonte sonora (sinal de entrada) é processada por um sistema de

processamento de sinais de áudio, e o sinal de saı́da é, então,

reproduzido a partir de fones de ouvido.

Fonte: VORLÄNDER, 2008.

O modelo computacional de acústica de salas que possui como saı́da a aurilização
demanda quatro passos: no primeiro passo é feita a modelagem da geometria da sala,
da fonte sonora, do receptor; no segundo passo um algoritmo fundamentado na teoria
acústica é responsável pela geração das BRIRs; no terceiro passo é feita uma gravação
de um som anecóico e monofônico; e finalmente no quarto e último passo as BRIRs são
convoluidas com o sinal anecóico e o sinal resultante é reproduzido utilizando fones
de ouvido. Todos esses passos serão descritos com mais detalhes nas próximas seções.

A Figura 18 mostra a janela principal do código computacional RAIOS. Abaixo
da barra de ferramentas tem-se a área de trabalho (Edit and View), cujo espaço é dedicado
para a criação dos projetos. A janela, Data Entry, que fica à direita da área de trabalho,
permite que o usuário forneça os dados de entrada. Essa janela é composta de quatro
abas, a saber:

• Sources: contém as informações da fonte, tais como a posição, a potência,
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a orientação e o número de raios emitidos;

• Receivers: contém as informações do receptor, tais como a posição e a
orientação;

• Surfaces: contém as informações dos materiais das superfı́cies, tais como
o coeficiente de absorção e espalhamento;

• Run: contém as informações das condições atmosféricas, da discretização
das superfı́cies e do critério de parada. Como pode ser observado na
Figura 18, os parâmetros escolhidos para as condições atmosféricas são: a
temperatura, a umidade e a pressão. Esses parâmetros afetam os resulta-
dos da simulação porque a velocidade da onda depende deles, mas prin-
cipalmente porque a atenuação do ar depende fortemente desses dados,
especialmente em bandas de frequência média e alta. O outro parâmetro
dessa aba é a discretização, a qual estabelece o número (inteiro) de sub-
divisões triangulares de superfı́cies, necessário para o refinamento do
cálculo de reflexões difusas. O terceiro importante parâmetro destacado
é o stop decay, em dB, que indica a atenuação máxima de um raio acústico,
antes que ele seja descartado do cálculo. Essa condição é explicada em
detalhes na Seção 2.3.

Para um melhor entendimento, os detalhes de cada aba serão abordados ao longo das
seções seguintes.

Figura 18 - Janela principal do RAIOS

Fonte: O autor, 2017.
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2.1 Fontes sonoras

Um conjunto de informações das fontes sonoras são necessárias para a determinação
da distribuição temporal da energia sonora para o sistema sala-fonte-receptor, a saber:

• A sua posição na sala em relação à origem do sistema de coordenadas,
uma vez que uma mudança na posição resulta numa alteração da resposta
ao impulso do sistema sala-fonte-receptor;

• A sua potência sonora, dada em Watts;

• A sua direcionalidade, que indica como a energia sonora é distribuı́da es-
pacialmente. Quando a fonte sonora não apresenta direções preferenciais
de radiação, diz-se que a fonte é onidirecional; caso contrário, a fonte é
direcional. As fontes sonoras deixam de ser onidirecionais pelos seguintes
motivos (BISTAFA, 2011): por não apresentarem forma esférica, e porque
a amplitude e fase das vibrações de suas diferentes superfı́cies não são uni-
formes. Sendo assim, para fontes sonoras direcionais, a potência sonora
não é suficiente para caracterizar acusticamente a fonte. Há, portanto, a
necessidade do conhecimento da sua direcionalidade. A orientação do
eixo principal de radiação usualmente corresponde à direção em que a
fonte radia mais energia sonora. Assim, se a fonte utilizada é direcional,
deve-se informar os ângulos de azimute e elevação formados pelo eixo
principal de radiação em relação ao sistema de coordenadas da sala.

A Figura 19 mostra a aba Sources da janela Data Entry do código RAIOS, onde essas
propriedades são as entradas da fonte.

Figura 19 - Aba Sources da janela Data Entry do

código RAIOS

Fonte: O autor, 2017.
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2.2 Geometria da sala: superfı́cies de contorno da sala

A modelagem de uma superfı́cie pode ser feita aproximando as superfı́cies que
compõem a sala por um conjunto de polı́gonos planos, como mostra a Figura 18.

No código computacional RAIOS, apresentado na Seção 2.3, em cada polı́gono
é feita uma subdivisão em triângulos, como ilustrado na Figura 20, para a modelagem
do fenômeno de difusão, onde cada elemento triangular que compõe a sala possui as
seguintes informações:

Figura 20 - Triangularização da superfı́cie

Fonte: CAMILO, 2003.

• Das coordenadas dos seus vértices V1, V2 e V3, as quais definirão o vetor
normal à superfı́cie. A partir desse vetor e do vetor raio incidente pode-se
determinar a direção do raio refletido especularmente, já que essa reflexão
obedece à lei de Snell, isto é, o raio incidente ri, o raio refletido rr e a normal
à superfı́cie de reflexão n são coplanares, e o ângulo de incidência θi é
igual ao ângulo de reflexão θr , como mostra a Figura 21a. Daı́, a nova
direção do raio após a reflexão é dada pela seguinte relação vetorial

rr = ri − 2(ri · n)n . (28)

Uma observação importante com respeito ao vetor normal, é que ele
deve apontar sempre para o interior da sala, como mostra a Figura 21b.
A visibilidade de um elemento triangular para um determinado raio é
verificada a partir das seguintes condições:

– Checar o produto escalar entre os vetores ri e n. Se o resul-
tado desse produto é positivo, então o elemento triangular
não é visı́vel ao raio. Caso contrário, ele pode ser visı́vel.

– Na hipótese da primeira condição ser satisfeita, verificar
se nenhum plano intercepta o segmento de reta P0P1, onde
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P0 é um ponto de emissão do raio ri que pode ser de uma
superfı́cie (ponto da superfı́cie em que ocorreu a última re-
flexão) ou de uma fonte sonora e P1 é um ponto pertencente
ao elemento triangular (ver Figura 22). Caso não exista, o
elemento triangular é visı́vel.

• Dos coeficientes de absorção α e de espalhamento δ do material de que é
feita a superfı́cie. Esses dados são necessários para o cômputo da energia
do raio que é refletido de maneira especular e difusa. A Figura 23 mostra
a aba Surfaces da janela Data Entry do código RAIOS, onde esses dados
são as entradas das superfı́cies.

Figura 21 - Orientação do vetor normal ao elemento triangular deve estar sempre

apontada para o interior da sala

(a)

Fonte 
sonora

vetor 
normal

(b)

Legenda: (a) - Representação dos vetores que descrevem o comportamento da reflexão

especular, a saber, o vetor raio incidente ri, o vetor raio refletido rr e o vetor

normal n; (b) - Orientação do vetor normal e a representação em 2D, para

facilitar a compreensão, da propagação dos raios acústicos e da sua reflexão

especular.

Fonte: O autor, 2017.
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Figura 22 - Visibilidade de um elemento triangular ao raio acústico

Nota: P0 é um ponto de emissão do raio ri que pode ser de uma superfı́cie ou de

uma fonte, P1 é um ponto pertencente ao elemento triangular e n é o vetor

normal.

Fonte: O autor, 2017.

Figura 23 - Aba Surfaces da janela Data Entry do código

RAIOS

Fonte: O autor, 2017.
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2.3 Campo sonoro

O código computacional RAIOS, que foi utilizado neste trabalho, utiliza um
método hı́brido para gerar a resposta impulsiva (CAMILO, 2003): o método de traçado
de raios e o método de transição de energia. Faz-se necessário a hibridização, uma vez que
cada técnica tende a favorecer a modelagem de uma determinada parte do fenômeno
de propagação sonora.

2.3.1 Método do traçado de raios

No método do traçado de raios, assume-se que a onda sonora é constituı́da por
raios acústicos, onde a energia inicial de cada raio, emitida pela fonte sonora, é igual
à energia total da fonte dividida pelo número de raios, caso a fonte seja onidirecional.
Cada raio carrega as seguintes informações: o espectro de potência em nove bandas de
oitava (63 Hz - 16 kHz); a direção de propagação; e o tempo de percurso. O raio, ao
se propagar em linha reta, vai sofrendo alterações no nı́vel de energia em seu espectro
a cada reflexão, devido à absorção sonora das superfı́cies, e, além disso, por meio
dos efeitos de dissipação, causados pela viscosidade do ar. A energia do raio após m
reflexões é calculada pela expressão (CAMILO, 2003)

Em =
EF

NR
Dφθ e−γd

m∏
i=1

(1 − αi)(1 − δi) , (29)

onde EF é a energia total emitida pela fonte, NR é o número de raios, Dφθ é a direciona-
lidade da fonte, γ é o coeficiente de absorção do ar, d é a distância, α é o coeficiente de
absorção dos materiais das superfı́cies e δ é o coeficiente de espalhamento dos materiais
das superfı́cies.

Uma vez que o raio é emitido pela fonte, alguns testes são verificados durante a
sua propagação, a saber:

• Teste de detecção do receptor. Nesse teste verifica-se se o raio intercepta
o receptor; para isso traça-se uma reta perpendicular à trajetória retilı́nea
do raio, ver Figura 24. Se a distância entre o centro do disco receptor e
ponto de intercessão dessas retas for menor que o raio do disco receptor,
então o raio interceptou-o. À medida que os raios interceptam o receptor,
são armazenadas as seguintes informações: o espectro de potência em
nove bandas de oitava, a direção de propagação, e o tempo de percurso,
para posterior processamento.

• Teste de detecção do elemento triangular. Nesse teste é averiguado se
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o raio intercepta algum elemento triangular. A descrição desse teste foi
apresentada na Seção. 2.2.

• Teste de aniquilação do raio. Sabe-se que o raio, após ser emitido pela
fonte, sofrerá infinitas reflexões. Sendo assim, é necessário um teste para
determinar se o raio deve continuar ou não a sua propagação. Há várias
maneiras para isso. Uma seria limitar a existência do raio a partir da
definição de um tempo máximo de propagação. Uma outra maneira
seria através do estabelecimento de um valor de energia mı́nima, ou
seja, se a energia do raio atingir um valor abaixo de um valor mı́nimo
preestabelecido, o raio é aniquilado. Assim que o raio é “parado”, um
outro raio é emitido até que todos os raios sejam emitidos.

Figura 24 - Teste de detecção para verificar se o raio acústico intercepta

o receptor, cuja posição corresponde ao ponto O

Raio
sonoro

Disco de
recepção

Receptor 

Fonte: O autor, 2017.

Observe que a recepção dos raios mencionada aqui foi utilizando um receptor
esférico (similar a um microfone onidirecional). Para modelar uma cabeça receptora,
ver-se-á na Seção 2.4 que é necessário modelar a difração da onda sonora na cabeça,
no torso e no pavilhão auricular, já que esses causam uma modificação no espectro do
raio antes de alcançar o canal auditivo. A caracterização desse tipo de receptor está
fundamentada na chamada função de transferência relacionada à cabeça, HRTF.

2.3.2 Método das transições de energia

Para modelar a difusão do som é utilizado o método das transições de energia
(KRUZINS; FRICKE, 1982; ALARCÃO et al., 2000). O cômputo das reflexões difusas é
feita depois do processamento das reflexões especulares, ou seja, após a execução do
método de traçado de raios, pois nessa fase, quando ocorrem as reflexões especulares,
é armazenada a energia difusa em uma matriz, denominada matriz de transição ED
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(Eq. (30)), onde as linhas representam os elementos triangulares (ver Seção 2.2) e as
colunas expressam a discretização do tempo.

ED =



E1,1 E1,2 E1,3 . . . E1,m−2 E1,m−1 E1,m

E2,1 E2,2 E2,3 . . . E2,m−2 E2,m−1 E2,m

E3,1 E3,2 E3,3 . . . E3,m−2 E3,m−1 E3,m
...

...
...

. . .
...

...
...

En−2,1 En−2,2 En−2,3 . . . En−2,m−2 En−2,m−1 En−2,m

En−1,1 En−1,2 En−1,3 . . . En−1,m−2 En−1,m−1 En−1,m

En,1 En,2 En,3 . . . En,m−2 En,m−1 En,m


, (30)

onde n é o número de elementos triangulares de todas as superfı́cies interiores à sala
e m é um número inteiro igual ao tempo de reverberação aproximado, T60, o qual é
calculado previamente em milisegundos. Nessa primeira etapa, a cada elemento i onde
ocorreu a incidência do raio, será acrescentada uma parcela da energia desse raio, da
seguinte forma

Ei,t ← Ei,t + Em(1 − αi)δi , (31)

onde t é o tempo de chegada do raio no elemento. Ao final dessa etapa obtém-se a
matriz inicial, de onde calculam-se as transições de energia entre os elementos e os
receptores “visı́veis”. A transição de energia difusa de um elemento i, refletida no
instante t, para outro elemento j, recebida no instante t + τ, dada por

E j,t+τ ← E j,t+τ + Ei,tΨi j , (32)

sendo que τ = di j/c é o tempo que a energia leva para percorrer a distância di j entre os
centros geométricos dos elementos i e j, com velocidade de propagação c, e

Ψi j =
Ωi j

2π
Sβ exp(γdi j) , (33)

onde Ωi j é o ângulo sólido do elemento j em relação ao elemento i, 2π é a área de
uma superfı́cie semiesférica de raio unitário, Sβ é dada pela Eq. (2), γ é o coeficiente
de atenuação do ar. Vale ressaltar que nessa segunda etapa não se considera que a
energia refletida difusamente venha a sofrer novas reflexões especulares. Uma outra
observação é que durante a troca de energia difusa entre os elementos triangulares, há
também a troca de energia entre cada elemento e o receptor.

Por fim, cabe aqui ressaltar algumas vantagens e desvantagens desses dois
métodos que modelam o campo acústico. O método do traçado de raios possui as
seguintes vantagens: controle da precisão dos resultados através do número de raios
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e decaimento e apresenta boa precisão na parte inicial da resposta impulsiva. As
desvantagens desse método são: necessidade de grande número de raios para se
calcular a parte intermediária e final da resposta impulsiva e não considera os modos da
sala. Agora, com relação o método das transições de energia suas principais vantagens
são: apresenta boa estimativa para as partes intermediária e final da resposta impulsiva
e é um bom modelo simplificado para difusão. Por outro lado, tem como desvantagens:
dá bons resultados apenas para salas medianamente difusas; o cálculo é pouco preciso
da parte inicial da resposta impulsiva; possui baixa discretização temporal da resposta
impulsiva, já que uma alta discretização exige uma alta capacidade de armazenamento
das informações e de processamento, pois maior será o número de colunas da matriz
dada em (30).

2.4 Receptores

Dois tipos de receptores são geralmente usados nos software que usam a acústica
geométrica para a modelagem da propagação da onda acústica: os receptores pontuais
e os receptores biauriculares (cabeças).

Os receptores pontuais são semelhantes aos microfones onidirecionais, os quais
medem a pressão sonora sem fazer qualquer discriminação da direção de chegada dos
raios sonoros que os interceptam. Assim, a única informação necessária é sua posição
na sala.

A modelagem do receptor biauricular, semelhante à cabeça humana, é funda-
mental quando se deseja fazer a aurilização em um determinado ponto da sala. Tal
como as fontes direcionais, é necessário o conhecimento de algumas informações, para
uma correta modelagem desse receptor, que são:

• A sua posição em relação à origem do sistema de coordenadas da sala,
posto que uma mudança da sua posição faz com que a resposta ao impulso
do sistema sala-fonte-receptor se altere;

• O estabelecimento de um sistema de coordenadas, fixo ao receptor, e, a
partir deste, definir a orientação do receptor para determinar a direção
do raio sonoro que o atinge, segundo os ângulos de azimute φ e de
elevação θ (ver Figura 25). A orientação da cabeça é importante, pois o
som que intercepta o receptor e alcança o canal auditivo sofre alterações
devido a cabeça, o torso e o pavilhão auricular, e essa filtragem é depen-
dente, também, da direção de incidência do som e da frequência. Essas
modificações podem ser caracterizadas pelas chamadas respostas impul-
sivas relacionadas à cabeça (HRIRs), uma para cada ouvido, ou seja, para
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Figura 25 - Sistema de coordenadas fixo ao receptor

Plano 

horizontal

Plano 

vertical

Plano 

mediano

Fonte: O autor, 2017.

cada direção de onde chega o raio no receptor existe um par de HRIRs.
As HRIRs, quando expressas no domı́nio da frequência, são chamadas de
funções de transferência relacionadas à cabeça (HRTFs) (SHAW, 1982),
sendo obtidas por meio da transformada de Fourier da HRIRs. Como
a HRIR é um sinal real, pela propriedade da simetria de conjugado, a
magnitude da HRTF possui simetria par. Diante disso, somente me-
tade do gráfico da HRTF será apresentada. Uma outra observação é que
para cada direção, na verdade, tem-se um par de HRTFs, uma para cada
ouvido. Embora a informação da origem do som possa ser explicada
pela HRTF em uma única orelha, a localização da fonte sonora envolve
a escuta com os dois ouvidos (BISTAFA, 2011). Segundo Paul (2009), os
primeiros estudos que procuravam aclarar o funcionamento da audição
biauricular devem-se a Wells (WELLS, 1792) e Venturi (VENTURI, 1796)
e em seguida, no século XIX e no inı́cio do século XX, após esses trabalhos
pioneiros, diversos outros pesquisadores continuaram o trabalho na área,
tais como Wheatstone, Dove, Seebeck , Steinhauser, Thompson e Lord
Rayleigh (RAYLEIGH, 1894). Eles chegaram à conclusão que a presença
de duas orelhas é fundamental para a localização e percepção de distância
das fontes. Lord Rayleigh verificou que a cabeça gerava uma “sombra”
acústica no ouvido mais afastado da fonte sonora, e que a extensão dessa
sombra depende da frequência (ver Figura 26). Ele constatou, então, que
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a sombra causa uma diferença nos nı́veis de pressão sonora interauricular
e que esse, por sua vez, era o fator dominante para a localização lateral de
sinais de alta frequência, enquanto, para os sinais de baixa frequência, a
diferença temporal interauricular é o fator dominante. O atraso é devido à
distância entre os ouvidos, e que, em função disso, o ouvido mais afastado
da fonte recebe o som mais atrasado que o ouvido mais próximo. Esses
dois fatores, diferenças de nı́vel interauriculares (ILD - Interaural Level
Differences) e diferenças temporais interauriculares (ITD - Interaural Time
Differences), conhecido como a Teoria Duplex (MACPHERSON; MIDDLE-
BROOKS, 2002), estão envolvidos na nossa percepção de localização das
fontes sonoras. É em torno de 1,5 kHz que essas duas caracterı́sticas po-
dem ser divididas em relação à sua relevância na localização, pois abaixo
dessa frequência o comprimento de onda é maior que as dimensões da
cabeça e, portanto, a cabeça não representa um obstáculo à onda sonora.
Diante disso, a ILD torna-se muito pequena e, consequentemente, insufi-
ciente para explicar o efeito de localização. Assim, nessa faixa, o sistema
auditivo consegue melhor localizar a fonte a partir da ITD. Por outro
lado, acima de 1,5 kHz, sons nessa faixa são facilmente localizados pelo
efeito da diferença de intensidade entre os ouvidos, já que as dimensões
da cabeça são maiores que o comprimento de onda e, por conseguinte,
a cabeça constitui uma interferência à chegada do som no ouvido mais
distante da fonte. Além disso, vale ressaltar também que esses fatores
só são cabı́veis quando o som é proveniente de uma única direção fixa.
Conforme descrito na Seção 1.2, em recintos fechados, o som que o ouvido
percebe é a composição do som direto e as subsequentes reflexões sofridas
pela onda sonora nas superfı́cies do interior desse recinto. No entanto,
o som que intercepta primeiro o receptor é o principal determinante da
percepção de direção da fonte (HAAS, 1972), visto que, as reflexões preco-
ces são integradas com o som direto, ou seja, elas não são escutadas como
sons isolados, mas sim como um reforço ao som direto (HARTMANN,
1983). Por outro lado, dependendo do nı́vel sonoro das reflexões tardias,
o sistema auditivo irá percebê-las como ecos.

Para exemplificar os fatos acima destacados, considere a Figura 27, a qual mos-
tra as HRIRs (Figura 27a) para ambos os ouvidos e as correspondentes magnitudes
(Figura 27b) e atrasos de fases (Figura 27c) das HRTFs, para a direção φ = 45◦ e θ = 0◦,
sendo assim, o ouvido esquerdo está mais próximo da fonte sonora. O atraso de fase,
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Figura 26 - Sombra acústica gerada pela fenômeno de difração na

cabeça

Alta
frequência

Média
frequência

Baixa
frequência

Sombra
acústica

Fonte
sonora

Fonte: BISTAFA, 2011.

mencionado anteriormente, é definido como (BOMHARDT, 2017)

τp =
−∠(HRTF)

2π f
, (34)

onde ∠(HRTF) é a fase da HRTF em rad e f é a frequência de análise em Hz. Da
Figura 27a pode-se notar que a intensidade do som que atinge o ouvido esquerdo é
mais intenso do que o som que chega ao ouvido direito, essa diferença sendo causada
pelos efeitos da difração e da absorção devido à presença da cabeça e, além disso, o som
que chega ao ouvido direito é mais atrasado, devido à maior distância da fonte. Na
Figura 27b observa-se que a magnitude das componentes de alta frequência são mais
atenuadas para os sons que chegam ao ouvido direito. Nessa mesma figura é possı́vel
notar que a magnitude é maior na faixa de frequências entre 1 kHz e 5 kHz, já que
esta é a região de maior sensibilidade do ouvido humano (ver Figura 5). Na curva da
diferença do atraso de fase mostrada na Figura 27c verifica-se que a diferença é maior
para as frequências mais baixas, isso deve-se ao fato de que a difração de ondas em
torno da cabeça faz com que as ondas de baixa frequência se movam mais lentamente
do que as ondas de alta frequência (KENDALL, 1995; CONSTAN; HARTMANN, 2003).
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Figura 27 - HRIRs e HRTFs para φ = 45◦ e θ = 0◦
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Fonte: O autor, 2017.

Diante disso, para a modelagem do receptor biauricular é necessária a informação
da HRTF para cada direção do raio que intercepta o receptor. Para isso, podem-se utili-
zar técnicas que permitam a sua modelagem ou um banco de dados, conforme descrito
na Introdução. A modelagem utilizada neste trabalho será apresentada no Capı́tulo 4.

Por fim, a Figura 28 mostra a aba Receivers da janela Data Entry do código RAIOS,
onde pode-se destacar os principais dados de entrada que são a posição e a orientação.
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Figura 28 - Aba Receivers da janela Data Entry do código

RAIOS

Fonte: O autor, 2017.

2.5 Método tradicional de geração das respostas impulsivas biauriculares da sala

Considera-se, aqui, que o sistema sala-fonte-receptor seja linear e invariante
no tempo (SLIT), uma vez que as posições das fontes e dos receptores são fixos, a
temperatura e a umidade relativa do ar mantêm-se constantes e não há correntes de ar
(XIANG; BLAUERT, 1993). Logo, esse sistema pode ser completamente caracterizado
pela sua resposta impulsiva h(t) de maneira que a resposta y(t) desse sistema a um sinal
x(t) qualquer seja a convolução entre x(t) e h(t) (KUTTRUFF, 2009).

Para o processo de geração das respostas impulsivas biauriculares (BRIRs), bE(t)
e bD(t), onde os subscritos E e D referem-se aos ouvidos esquerdo e direito, respectiva-
mente, e t é o tempo, são necessárias as seguintes informações:

• para cada raio acústico que chega ao receptor, seu espectro de potência
(En), o tempo de chegada (τn) e os ângulos de chegada (φn – azimute e θn

– elevação), sendo o ı́ndice n o número do raio;

• as HRIRs, dos dois ouvidos, hE(θn, φn, t) e hD(θn, φn, t), da cabeça que está
sendo simulada. Denota-se aqui as HRTFs correspondentes às HRIRs
como HE(θn, φn, f ) e HD(θn, φn, f ).

As BRIRs, neste trabalho, foram obtidas a partir dos seguintes procedimentos:

1. Primeiramente são gerados os raios acústicos que chegam ao receptor,
obtidos pelo código computacional RAIOS, para um determinado par
fonte-receptor da sala que está sendo simulada;
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2. Com base nos ângulos (elevação e azimute) de chegada dos raios sonoros
determina-se qual das HRIRs será utilizada. Como é muito improvável
que a frente de onda atinja o receptor em uma direção onde existe uma
função medida, tem-se duas possibilidades para obter a HRIR para essa
direção: a primeira, seria um processo de interpolação, e a outra, consiste
em utilizar a HRIR medida que se encontra mais próxima. Neste trabalho,
utiliza-se a segunda opção, já que o banco de HRIRs utilizado é sufici-
entemente discretizado (discretização de 1◦) tanto no azimute quanto na
elevação.

3. Em seguida, o espectro de energia En é utilizado para modificar as HRIRs
de uma dada direção de chegada do raio (θn, φn). Essas modificações são
dadas por:

h
E
(θn, φn, t) = F−1

{
En( f ) ·HE(θn, φn, f )

}
;

h
D

(θn, φn, t) = F−1
{
En( f ) ·HD(θn, φn, f )

}
,

(35)

para n = 1, 2, . . . ,N, onde N é o número de raios que chegam ao receptor
e F−1 é a transformada inversa de Fourier.

4. Quando as HRIRs modificadas h
E

e h
D

estão finalmente calculadas, estas
são atrasadas de acordo com os valores de tempo de chegada τn de cada
raio, cuja soma resultará no par de respostas impulsivas biauriculares da
sala:

bE(t) =

N∑
n=1

h
E
(θn, φn, t − τn) ;

bD(t) =

N∑
n=1

h
D

(θn, φn, t − τn) .

(36)

A Figura 29 ilustra de forma esquemática a geração das BRIRs utilizando o
procedimento descrito acima. Note que o processo para obter cada par de HRIRs mo-
dificadas (Eqs. (35)) é repetido para cada raio que chega ao receptor. Como o número
destes é da ordem de 105, o cômputo das HRIRs modificadas pode ser computacio-
nalmente muito custoso. Por isso, neste trabalho temos como objetivo apresentar uma
outra abordagem na modelagem das HRIRs modificadas, via redes neurais artificiais.
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Figura 29 - Esquema de geração das BRIRs via método tradicional
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2.6 Aurilização

Uma vez calculadas as BRIRs, pode-se gerar a aurilização por meio da convolução
de bE(t) e bD(t) com um sinal anecóico s(t) (sinal gravado em câmara anecóica), isto é,

yE(t) = bE(t) ∗ s(t) ;

yD(t) = bD(t) ∗ s(t) .
(37)

Esses sinais são, então, reproduzidos para um ouvinte a partir de fones de ouvido
devidamente equalizados. Daı́, a escuta desses sinais geram a sensação de estar imerso
na sala simulada, na posição do receptor.
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3 REDES NEURAIS ARTIFICIAIS

Neste capı́tulo são abordados os aspectos mais relevantes das redes neurais
artificiais (RNAs) para a compreensão da proposta reportada nesta tese, uma vez que
o tema é extenso. Além disso, são discutidos os conceitos fundamentais das redes
perceptron de múltiplas camadas e de funções de base radiais. A discussão de ambas
redes é necessária para o discernimento entre a metodologia apresentada neste trabalho
e a desenvolvida em Naranjo (2014).

3.1 As redes neurais biológicas

As redes neurais artificiais (RNAs) são baseadas no paradigma do processa-
mento do cérebro humano, que possui em torno de 86 bilhões de neurônios (AZEVEDO
et al., 2009). O neurônio é constituı́do pelas seguintes partes principais: dendritos, corpo
celular e axônio, como ilustra a Figura 30. Muito resumidamente, o dendrito é incum-
bido da condução dos estı́mulos vindos de outros neurônios até o corpo celular. O
corpo celular, por sua vez, tem a função de coletar e combinar as informações oriundas
de outros neurônios e novas informações são geradas. Por fim, o axônio é responsável
por transmitir essas novas informações a outros neurônios. Através das sinapses os
neurônios se comunicam, formando a rede neural biológica. Essa rede possibilita uma
extraordinária capacidade de armazenamento e processamento de informações.

Figura 30 - Principais componentes do

neurônio biológico

Axônio

Dendritos

Corpo celular

Fonte: O autor, 2017.

A rede neural artificial constitui um sistema de processamento de informações
baseado em modelos matemáticos simplificados dos neurônios biológicos cujo processo
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de aprendizagem ocorre por experiência. O conhecimento obtido pela rede através dos
exemplos é armazenado na forma de pesos sinápticos das conexões, os quais serão
ajustados com o objetivo de tomar decisões corretas a partir de novas entradas, ou seja,
a rede tem a capacidade de generalizar a informação aprendida. O processo de ajuste de
pesos sinápticos é realizado pelo algoritmo de aprendizado. As redes neurais artificiais
são ferramentas úteis para resolver muitos tipos de problemas. Esses problemas podem
ser, por exemplo, de classificação, de agrupamento, de otimização, de aproximação ou
de previsão. Existem várias redes neurais disponı́veis para cada tipo de problema. Para
usá-las de forma eficaz, é importante compreender as caracterı́sticas, pontos fortes e
limitações de cada uma.

3.2 Neurônio artificial

As redes neurais artificias possuem em sua estrutura um conjunto de unidades
processadoras, chamadas de neurônios artificiais, os quais são modelos bem simplifica-
dos dos neurônios biológicos. O modelo geral dos neurônios (ver Figura 31), utilizado
nas diferentes arquiteturas de redes neurais artificiais, possui em sua estrutura os se-
guintes elementos:

Figura 31 - Representação de um

neurônio artificial

Fonte: O autor, 2017.

• Entradas (x1, x2,. . ., xN): o modelo é composto de terminais de entrada
(equivalentes aos dendritos), os quais recebem os sinais oriundos do meio
externo;

• Pesos sinápticos (w1, w2,. . ., wN): esses valores servem para ponderar os
sinais de entrada. Os pesos permitem quantificar a pertinência de cada
variável de entrada;
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• Combinador linear (
∑

): seu papel é realizar a soma ponderada das entradas
com os seus respectivos pesos sinápticos como fatores de ponderação;

• Limiar de ativação ou bias (b): tem o efeito de aumentar ou diminuir a
entrada lı́quida da função de ativação;

• Potencial de ativação (v): é a soma do resultado do combinador linear com
o limiar de ativação. O valor obtido determina se o neurônio produzirá
um potencial excitatório ou inibitório;

• Função de ativação (ψ): sua finalidade é restringir a amplitude da saı́da de
um neurônio;

• Saı́da (u): é o valor fornecido pelo neurônio em relação a um determinado
conjunto de sinais de entrada.

As expressões matemáticas que relacionam a entrada e a saı́da dos neurônios
são dadas pelas seguintes equações:

v =

N∑
j=1

(
w j x j

)
+ b (38)

e

u = ψ (v) . (39)

Com o objetivo de simplificar a representação do neurônio artificial ilustrado na
Figura 31, neste trabalho o neurônio será representado como ilustra a Figura 32.

Figura 32 - Modelo de um

neurônio artificial

utilizado neste trabalho

Fonte: O autor, 2017.
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Embora esse modelo tenha muitas simplificações em relação ao neurônio biológico,
um conjunto desses neurônios interconectados, formando uma rede neural, é capaz de
solucionar problemas de alta complexidade.

3.2.1 Funções de ativação

As funções de ativação mais comumente utilizadas são descritas a seguir.

• Linear: esse tipo de função de ativação, mostrada na Figura 33, é definida
por

ψ(v) = v . (40)

Pode ser vista como um combinador linear, já que a saı́da dessa função é
o próprio sinal de entrada, que é a soma ponderada entre as entradas do
neurônio e os seus pesos sinápticos (ver Eq. (38)).

Figura 33 - Função de ativação linear
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Fonte: O autor, 2017.

• Logı́stica: esse tipo de função de ativação se assemelha a uma curva em
“S”, mostrada na Figura 34, definida por

ψ(v) =
1

1 + exp(−v)
. (41)

Essa função é limitada no intervalo entre 0 e 1, estritamente crescente
e diferenciável em todo seu domı́nio. A diferenciabilidade é uma ca-
racterı́stica importante na teoria de redes neurais, como será visto na
Seção 3.5.1.
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Figura 34 - Função de ativação logı́stica
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Fonte: O autor, 2017.

• Tangente hiperbólica: para esse tipo de função de ativação, mostrada na
Figura 35, tem-se

ψ(v) = tanh(v) =
1 − exp(−v)
1 + exp(−v)

. (42)

Diferentemente da função logı́stica, a função tangente hiperbólica é limi-
tada no intervalo −1 e 1, e antissimétrica em relação à origem.

Figura 35 - Função de ativação tangente
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Fonte: O autor, 2017.

Tanto a função logı́stica quanto a tangente hiperbólica pertencem à classe
das funções denominadas de sigmoidais. O nome “sigmóide” vem da
forma em S do seu gráfico.
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• Gaussiana: para esse tipo de função de ativação, mostrada na Figura 36,
tem-se

ψ(v) = exp
(
−v2

)
, (43)

sendo v =
(x − µ)
√

2σ
, onde µ é o centro e σ é a largura, cujos efeitos so-

bre a função são, respectivamente, translação horizontal e escalamento
horizontal (compressão / dilatação).

Figura 36 - Função de ativação gaussiana
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Fonte: O autor, 2017.

A seleção do tipo de função depende do problema a ser tratado. Para os casos
onde as saı́das desejadas sejam contı́nuas, normalmente utilizam-se as funções lineares
na camada de saı́da. Agora, caso as saı́das sejam discretas (problemas de classificação)
usam-se as funções não-lineares tanto na camada intermediária quanto na camada de
saı́da. As redes de retro propagação geralmente utilizam a função tangente hiperbólica
por sua propriedade de ser diferenciável. As redes neurais do tipo Funções de Base
Radiais utilizam neurônios com funções de ativação radiais. Essas funções representam
uma classe cujo valor diminui ou aumenta em relação à distância de um ponto central,
como a função gaussiana, como será mostrado na Seção 3.6.

3.3 Arquitetura

A arquitetura das redes neurais artificiais descreve a maneira como os neurônios
estão conectados uns em relação aos outros. Existem dois tipos de arquiteturas, descri-
tas em seguida.
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1. Redes neurais não-recorrentes: não possuem conexões de realimentação,
ou seja, não existem conexões ligando um neurônio de uma camada a
outro neurônio de uma camada anterior nem a um neurônio da mesma
camada. Assim, o sinal de entrada se propaga através da rede, camada
a camada, até alcançar a saı́da. Duas importantes redes que apresentam
essa arquitetura são:

• Redes progressivas de uma única camada (single-layer feed-
forward neural networks). Essas redes possuem apenas uma
camada.

• Redes progressivas multicamadas (multi-layer feed-forward
neural networks). Essas redes possuem uma ou mais cama-
das intermediárias. A adição de camadas intermediárias é
relevante quando o tamanho da camada de entrada é grande
(HAYKIN, 1999). Nessas redes os neurônios em cada ca-
mada têm como suas entradas apenas os sinais de saı́da da
camada antecedente.

Note que as unidades da camada de entrada são apenas unidades de
armazenamento que passam os sinais sem modificá-los. Diante disso, a
rede mostrada na Figura 37a é designada como uma rede de uma camada
e a da Figura 37b como rede de duas camadas.

Figura 37 - Redes neurais não-recorrentes
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Legenda: (a) - Rede progressiva de uma camada; (b) - Rede progressiva de duas

camadas.

Fonte: O autor, 2017.
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2. Redes neurais recorrentes: nessas redes os sinais de saı́da da rede retor-
nam como entrada das camadas intermediárias. Portanto, as saı́das são
determinadas pelas entradas atuais e pelas saı́das anteriores. A Figura 38
ilustra a arquitetura de uma rede neural recorrente.

Figura 38 - Rede neural recorrente

Fonte: O autor, 2017.

3.4 Aprendizado

Uma das propriedades mais importantes das redes neurais artificiais é cer-
tamente a habilidade de aprender por meio de exemplos. Segundo Haykin (1999)
“Aprendizagem é o processo pelo qual os parâmetros livres de uma rede neural são
adaptados através de um processo de estimulação pelo ambiente no qual a rede está
inserida. O tipo de aprendizagem é determinado pela maneira pela qual a modificação
dos parâmetros ocorre”.

O processo de aprendizado é feito mediante o ajuste dos pesos sinápticos e bias,
utilizando um algoritmo de aprendizagem. De um modo geral, esse ajuste dos pesos
sinápticos é obtido a partir de um procedimento iterativo dado pela expressão

w(λ + 1) = w(λ) + ∆w(λ) , (44)

onde w(λ) e w(λ + 1) são os vetores de pesos nos instantes λ e λ + 1, e ∆w(λ) é o ajuste
(correção) dos pesos. Os diferentes algoritmos de aprendizado se diferenciam uns dos
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outros pelo modo como é realizado o cálculo do ajuste dos pesos. Além disso, esses
algoritmos podem ser agrupados em dois principais paradigmas de aprendizagem,
descritos a seguir.

1. Aprendizado supervisionado. Nesse método, é necessário o conheci-
mento de amostras (exemplos) dos sinais de entrada da rede e das suas
respectivas saı́das desejadas. Esse conjunto de pares de entrada e saı́da
forma o conjunto de padrões de treinamento. No aprendizado supervisio-
nado existe um “professor” que tem o papel de examinar a saı́da da rede
a cada sinal de entrada. A Figura 39 mostra a representação esquemática
do aprendizado supervisionado. As etapas desse treinamento são: o
padrão de entrada é apresentado a rede; a saı́da corrente é comparada
com a saı́da desejada; a partir do erro encontrado os pesos são ajustados
de acordo com um algoritmo que minimize esse erro. O algoritmo mais
relevante é o de retropropagação de erros (error back-propagation), o qual
será descrito na Seção 3.5.

Figura 39 - Aprendizado supervisionado
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Fonte: O autor, 2017.

2. Aprendizado não-supervisionado. Nesse método, por sua vez, é ne-
cessário apenas os padrões de entrada. O processo desse treinamento é
extrair as caracterı́sticas dos padrões de treinamento, agrupando-os de
acordo com suas similaridades. Os modelos mais conhecidos são os ma-
pas auto-organizáveis (SOM - Self-Organizing Maps) e os modelos teoria
da ressonância adaptativa (ART - Adaptive Resonance Theory). Para mais
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detalhes, o leitor pode consultar Kohonen (1982) e Carpenter e Grossberg
(1988).

3.5 Redes perceptron de múltiplas camadas

As redes neurais artificiais do tipo perceptron de múltiplas camadas (MLP -
Multilayer Perceptron) são redes progressivas multicamadas, cujos pesos são ajustados
utilizando um algoritmo de aprendizagem supervisionado. O desenvolvimento de
uma rede MLP envolve a determinação de:

1. o número de nós na camada de entrada;

2. o número de neurônios na camada de saı́da;

3. o número de camadas intermediárias;

4. o número de neurônios em cada camada intermediária;

5. a função de ativação dos neurônios em cada camada;

6. os pesos sinápticos que interconectam os neurônios;

7. os padrões de treinamento.

A especificação do número de neurônios em cada camada é notável para sua
performance, pois determina a capacidade da rede para solucionar problemas com
determinada complexidade. O número de nós na entrada e o número de neurônios
na camada de saı́da dependem do problema em questão a ser resolvido. Os itens (3)
e (4) determinam a complexidade da rede neural e, infelizmente, não há regras para tal
especificação. O que se faz, na prática, é estimar de forma empı́rica, mas buscando o
dimensionamento mı́nimo que satisfaça os requisitos do problema. Redes superdimen-
sionadas podem gerar os chamados erros de overfitting, enquanto as redes subdimensi-
onadas podem causar underfitting. Na primeira situação, a rede memoriza os padrões
de treinamento de tal forma que perde a capacidade de generalização. Já na segunda
situação, a rede não consegue aprender, devido ao baixo número de neurônios. Vale
ressaltar que os erros de overfitting e underfitting também estão relacionados ao tempo
de treinamento da rede, como será analisado em mais detalhes adiante.

Cumpre notar que, na maioria dos problemas práticos, necessita-se de uma
ou, no máximo, duas camadas intermediárias. A utilização de um número maior
do que o necessário pode-se causar problemas na convergência global da rede, dado
que as camadas intermediárias são levadas em conta na estimativa do erro na fase de
treinamento.
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As funções de ativação geralmente utilizadas nas camadas intermediárias, são
as não-lineares, sigmóide, e na camada de saı́da, as lineares. A utilização de apenas
funções lineares resultaria em uma rede de uma única camada, visto que transformações
lineares sucessivas resultam em uma única transformação linear.

Para a determinação dos pesos sinápticos a rede MLP utiliza o algoritmo de
aprendizado supervisionado retro-propagação (backpropagation algorithm). Esse treina-
mento ocorre em duas fases.

• Fase forward: um vetor de entrada (um padrão de treinamento) é apresen-
tado à rede e se propaga camada por camada para produzir uma saı́da.
Nessa fase todos os pesos sinápticos são fixos e a saı́da da rede é com-
parada com a saı́da desejada (alvo). Assim, nessa etapa, o objetivo é
obter o erro de saı́da após a propagação do vetor de entrada por todas as
camadas.

• Fase backward: os pesos sinápticos nessa fase são todos ajustados com a
regra de aprendizado por correção de erro. A saı́da da rede, determinada
na fase forward, é subtraı́da da saı́da desejada para produzir um sinal de
erro. Esse sinal é transmitido para trás através da rede no caminho oposto
ao das conexões sinápticas. Dessa forma, os pesos são ajustados de tal
maneira que a resposta obtida pela rede se aproxime da saı́da desejada.

Além da correta determinação dos parâmetros da rede, um dos fatores que
influencia a capacidade de generalização é a determinação dos padrões de treina-
mento, que consiste na adequada escolha do conjunto de treinamento. Embora, exis-
tam fórmulas para estimar o tamanho da amostra de treinamento suficiente para uma
boa generalização, elas normalmente não preveem a quantidade realmente necessária
(HAYKIN, 1999).

3.5.1 Algoritmo backpropagation

Para uma melhor compreensão do algoritmo backpropagation, faz-se necessário
a definição de algumas variáveis e parâmetros. Primeiramente, seja

{
(x(p),y(p))

}P
p=1 o

conjunto de padrões de treinamento, sendo x(p) é o p-ésimo padrão de entrada, y(p) o p-
ésimo padrão de saı́da desejado e P é o número de padrões de treinamento. A Figura 40
ilustra uma rede MLP, com L camadas, juntamente com as variáveis que auxiliarão na
dedução do algoritmo. Nessa figura utilizaram-se as seguintes convenções:

• Função de ativação (ψl): l é o ı́ndice da camada.
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• Pesos sinápticos (wl
i, j): l é o ı́ndice da camada, i é o ı́ndice do neurônio

da l−ésima camada e j é o ı́ndice do componente do vetor de entrada do
neurônio.

• Bias (bl
i): l é o ı́ndice da camada, i é o ı́ndice do neurônio da l−ésima

camada.

• Potencial de ativação (vl
i): l é o ı́ndice da camada, i é o ı́ndice do neurônio

da l−ésima camada.

• Saı́da do neurônio (ul
i): l é o ı́ndice da camada, i é o ı́ndice do neurônio

da l−ésima camada.

Figura 40 - Notações para a dedução do algoritmo backpropagation

Fase forward Fase backward

Camada
 de entrada

neurônios

1ª camada
intermediária
(camada   )

Camada
de saída

(camada   )
neurônios

Fonte: O autor, 2017.

Como a fase forward corresponde à obtenção do erro de saı́da da rede, calcula-
se, após a apresentação do vetor de entrada, a saı́da de todos os neurônios camada a
camada até a geração da saı́da da rede. A saı́da dos neurônios de cada camada é dada
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por:

u1
i = ψ1(v1

i ) , onde v1
i =

N0∑
j=1

w1
i, j x j + b1

i , para i = 1, 2, . . . ,N1 ; (45)

u2
i = ψ2(v2

i ) , onde v2
i =

N1∑
j=1

w2
i, j u1

j + b2
i , para i = 1, 2, . . . ,N2 ; (46)

...

uL
i = ψL(vL

i ) , onde vL
i =

NL−1∑
j=1

wL
i, j uL−1

j + bL
i , para i = 1, 2, . . . ,NL . (47)

Assim, a expressão geral para o cálculo da saı́da dos neurônios de cada camada é:
u0

i = xi , para i = 1, 2, . . . ,N0 ;

ul+1
i = ψl+1(vl+1

i ) , onde vl+1
i =

Nl∑
j=1

wl+1
i, j ul

j + bl+1
i , para i = 1, 2, . . . ,Nl+1 ,

(48)

sendo l = 0, 1, 2, . . . ,L− 1. As saı́das dos neurônios da última camada são considerados
como a saı́da da rede e serão representados por

ui = uL
i , para i = 1, 2, . . . ,NL. (49)

Uma vez calculada a saı́da de todos os neurônios da camada de saı́da, o próximo
passo é calcular o sinal de erro, isto é,

ei(p) = yi(p) − ui(p) , para i = 1, 2, . . . ,NL , (50)

onde yi(p) é a saı́da desejada.
Na fase backward, os parâmetros livres (pesos e bias) são ajustados a partir da

minimização de uma função de custo baseada no sinal de erro, de tal maneira que a saı́da
da rede se aproxime da saı́da desejada. Uma função de custo comumente utilizada é a
soma dos erros quadráticos

C(p) =

NL∑
i=1

e2
i (p) =

NL∑
i=1

(yi(p) − ui(p))2 . (51)

Note que soma dos erros quadráticos é uma função de todos os parâmetros
livres da rede e, como consequência, define uma superfı́cie de erro sobre o espaço desses
parâmetros. Além disso, como essa função é dependente da função de ativação, que
na maioria das aplicações são não-lineares, tal superfı́cie terá mı́nimos locais e globais.
Os métodos de otimização que serão abordados neste trabalho utilizam o gradiente do
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erro.
Uma outra função custo para avaliar o desempenho do algoritmo backpropagation

é o erro médio quadrático

C =
1
P

P∑
p=1

C(p) . (52)

A minimização dessa função custo é o objetivo do processo de treinamento.
Antes de se apresentar o algoritmo backpropagation, vale ressaltar que existem

dois modos de treinamento (HAYKIN, 2009): modo padrão-a-padrão (on-line) e modo por
lote (off-line ou batch). No primeiro modo, os pesos são atualizados após a apresentação
de cada padrão. Desse modo, o algoritmo tende a levar a rede a aprender melhor o
último padrão apresentado. Por isso, é necessário embaralhar aleatoriamente a ordem
de apresentação dos padrões. As principais vantagens dessa abordagem são: requerem
menos memória, é mais rápido e menos susceptı́vel a mı́nimos locais. Por outro lado,
tem como desvantagens: tornar a rede em geral instável e requerer o controle da taxa
de aprendizado. Enquanto, no segundo modo, os pesos são ajustados só depois da
apresentação de todos os padrões. Sendo assim, cada ajuste leva em consideração o
sinal de erro de todas as amostras de treinamento, e tem como vantagens a estimativa
mais precisa do vetor gradiente e o fato de ser estável; mas tem como desvantagem ser
mais lento.

Primeiramente, consideremos o primeiro modo. Logo, os pesos serão ajustados
a partir da soma dos erros quadráticos (C(p)) e o desempenho global da rede será
avaliada de acordo com o erro médio quadrático (C).

Para ajustar os pesos sinápticos e bias o algoritmo backpropagation utiliza o
método do gradiente descendente. A ideia é que o vetor de pesos seja ajustado a partir
da direção contrária ao gradiente do erro, ou seja,

wl
i, j(λ + 1) = wl

i, j(λ) − α
∂C

∂wl
i, j

; (53)

bl
i(λ + 1) = bl

i(λ) − α
∂C

∂bl
i

, (54)

onde α é a taxa de aprendizagem. Para determinar wl
i, j(λ + 1) e bl

i(λ + 1) precisam ser
determinados, respectivamente, os gradientes ∂C/∂wl

i, j e ∂C/∂bl
i. Aplicando a regra da

cadeia, obtém-se:

∂C

∂wl
i, j

=
∂C

∂vl
i

∂vl
i

∂wl
i, j

; (55)

∂C

∂bl
i

=
∂C

∂vl
i

∂vl
i

∂bl
i

. (56)
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O segundo termo de ambas as equações pode ser facilmente computado, já que
o potencial de ativação vl

i é uma função explı́cita dos pesos e bias. Assim,

∂vl
i

∂wl
i, j

=
∂

∂wl
i, j

Nl−1∑
k=1

wl
i,k ul−1

k + bl
i

 =
∂
(
wl

i, j ul−1
j

)
∂wl

i, j

= ul−1
j ; (57)

∂vl
i

∂bl
i

=
∂

∂bl
i

Nl−1∑
k=1

wl
i,k ul−1

k + bl
i

 =
∂bl

i

∂bl
i

= 1 . (58)

Substituindo (57) em (55) e (58) em (56), obtêm-se:

∂C

∂wl
i, j

= δl
iu

l−1
j ; (59)

∂C

∂bl
i

= δl
i , (60)

onde δl
i é definido como o gradiente local em relação ao i−ésimo neurônio da l−ésima

camada, sendo definido como

δl
i ≡

∂C

∂vl
i

. (61)

Logo, as Eqs. (53) e (54) podem ser reescritas da seguinte forma:

wl
i, j(λ + 1) = wl

i, j(λ) − αδl
iu

l−1
j ; (62)

bl
i(λ + 1) = bl

i(λ) − αδl
i . (63)

Observe, das Eqs. (62) e (63), que o termo fundamental para o ajuste dos pesos
e das bias é o cálculo dos δ’s. Para a camada de saı́da l = L, tem-se

δL
i =

∂C

∂vL
i

=
∂

∂vL
i

 NL∑
k=1

(yk(p) − uk(p))2

 = −2
(
yi(p) − ui(p)

) ∂ui

∂vL
i

. (64)

Como

∂ui

∂vL
i

=
∂uL

i

∂vL
i

=
∂ψL(vL

i )

∂vL
i

= ψ′L(vL
i ) , (65)

pode-se escrever a Eq. (64) na forma

δL
i = −2

(
yi(p) − ui(p)

)
ψ′L(vL

i ) , (66)

onde ψ′(·) denota a derivada da função de ativação em relação ao argumento.
Agora, como as camadas intermediárias (l = 1, 2, . . . ,L − 1) não têm acesso
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direto aos valores das saı́das desejadas da rede, os pesos da camada intermediária l
serão ajustados a partir das estimativas dos erros de saı́da gerados pelos neurônios da
camada l + 1, uma vez que estes já foram anteriormente ajustados. Desse modo, os
ajustes dos pesos de uma determinada camada intermediária só poderá ser realizada
após o ajuste dos pesos de todas as camadas posteriores a ela.

Diante disso, para desenvolver a expressão para o cálculo dos δ’s dos neurônios
das camadas intermediárias, aplica-se a regra da cadeia na expressão (61),

δl
i =

Nl+1∑
k=1

∂C

∂vl+1
k

∂vl+1
k

∂vl
i

=

Nl+1∑
k=1

δl+1
k

∂vl+1
k

∂vl
i

. (67)

Sabendo que vl+1
k =

Nl∑
m=1

wl+1
k,m ul

m + bl+1
k , a Eq. (67) pode ser reescrita como

δl
i =

Nl+1∑
k=1

δl+1
k wl+1

k,i

∂ul
i

∂vl
i

=

Nl+1∑
k=1

δl+1
k wl+1

k,i

∂ψl(vl
i)

∂vl
i

= ψ′l(v
l
i)

Nl+1∑
k=1

δl+1
k wl+1

k,i . (68)

Cabe salientar, que a Eq. (68) mostra que o cálculo dos δ’s das camadas in-
termediárias são obtidos a partir da soma dos δ’s da camada seguinte, ponderada
pelos pesos sinápticos, os quais já foram previamente ajustados. A Figura 41 apre-
senta os parâmetros envolvidos para o cálculo do δ do i−ésimo neurônio da camada
intermediária l.

Apresenta-se sucintamente a seguir a fase treinamento utilizando o algoritmo
backpropagation, para a aprendizagem usando padrão-por-padrão.

1 Inicializar os parâmetros livres com valores aleatórios no intervalo [−0, 5; 0, 5] ou
[−1, 1].

2 Informar a taxa de aprendizado α.

3 Especificar a precisão requerida e o número máximo de iterações λmáx.

4 Inicializar o contador de iterações λ = 0.

5 Apresentar o vetor x(p) pertencente ao conjunto de treinamento.

6 Fase forward:

6.1 Calcular as saı́das dos neurônios utilizando a Eq. (48);

6.2 Calcular o sinal de erro com a Eq. (50).

7 Fase backward:

7.1 Calcular o gradiente local utilizando as Eqs. (66) e (68);
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Figura 41 - Ajuste dos pesos sinápticos da l−ésima camada intermediária

ésimo neurônio

Camada intermediária CamadaCamada intermediária

ésimo neurônio

Fonte: O autor, 2017.

7.2 Atualizar os parâmetros livres utilizando as Eqs. (62) e (63).

8 Se todos os vetores do conjunto de treinamento foram apresentados, ir para o passo 9.
Caso contrário, voltar para o passo 5.

9 Embaralhar aleatoriamente a ordem dos vetores do conjunto de treinamento.

10 Determinar o erro médio quadrático com a Eq. (52).

11 Se o erro médio quadrático for menor que a precisão requerida ou o número
de iterações for maior do que o número máximo de iterações, então armazenar os
parâmetros livres da rede. Caso contrário, incrementar o contador λ (λ = λ+1) e voltar
ao passo 5.

Após o término do treinamento da rede MLP, pode-se utilizar a rede para estimar
as saı́das para novos padrões de entrada. A fase de execução pode ser descrita pelo
seguinte algoritmo.

1 Fornecer um novo padrão de entrada.

2 Carregar os parâmetros livres, ajustados durante a fase de treinamento.

3 Propagar o vetor de entrada até a camada de saı́da utilizando a Eq. (48).
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A implementação do modo de treinamento por lote requer o cálculo do gradiente
do erro médio quadrático para o ajuste dos pesos. Desse modo, calculando a derivada
parcial da Eq. (52) em relação wl

i, j, obtém-se

∂C

∂wl
i, j

=
1
P

P∑
p=1

∂C(p)

∂wl
i, j

, (69)

sendo ∂C(p)/∂wl
i, j calculado da mesma forma descrita anteriormente. Logo, os proce-

dimentos de ajuste dos parâmetros livres são obtidos a partir das seguintes equações:

wl
i, j(λ + 1) = wl

i, j(λ) −
α
P

P∑
p=1

δl
i(p)ul−1

j (p) ; (70)

bl
i(λ + 1) = bl

i(λ) −
α
P

P∑
p=1

δl
i(p) , (71)

onde δl
i(p) é obtido a partir das Eqs. (66) e (68).
Apresenta-se sucintamente agora o funcionamento da fase treinamento utili-

zando o algoritmo backpropagation, para a aprendizagem usando lote.

1 Inicializar os parâmetros livres com valores aleatórios no intervalo [−0, 5; 0, 5] ou
[−1, 1];

2 Informar a taxa de aprendizado α.

3 Especificar a precisão requerida e o número máximo de iterações λmáx.

4 Inicializar o contador de iterações λ = 0.

5 Apresentar o vetor x(p) pertencente ao conjunto de treinamento.

6 Fase forward:

6.1 Calcular as saı́das dos neurônios utilizando a Eq. (48);

6.2 Calcular o sinal de erro com a Eq. (50).

7 Se todos os vetores do conjunto de treinamento foram apresentados, ir para o passo 8.
Caso contrário, voltar para o passo 5;

8 Fase backward:

8.1 Calcular o gradiente local utilizando as Eqs. (66) e (68);

8.2 Atualizar os parâmetros livres utilizando as Eqs. (70) e (71).

9 Determinar o erro quadrático médio com a Eq. (52).
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10 Se o erro quadrático médio for menor que a precisão requerida ou o número de
iterações for maior que o número máximo de iterações, então armazenar os parâmetros
livres da rede. Caso contrário, incrementar o contador λ (λ = λ+ 1) e voltar ao passo 5.

A performance de cada modo de treinamento depende do problema. Segundo
Moller (1993) o modo padrão-a-padrão apresenta melhor desempenho em problemas
que possuem um grande número de informações redundantes e as superfı́cies de
erro pouco complexas, enquanto o modo por lote tem um melhor funcionamento em
problemas que não apresentam essas caracterı́sticas.

Embora o algoritmo backpropagation seja um dos mais importantes no desenvol-
vimento das redes neurais, sua taxa de convergência é muito lenta. Em função disso,
diversas técnicas foram desenvolvidas com o objetivo de acelerar a convergência e me-
lhorar o desempenho do treinamento. Pode-se destacar algumas variações: backpropa-
gation com momentum (RUMELHART; MCCLELLAND, 1986), Quickprop (FAHLMAN,
1988), Newton (BATTITI, 1992), Rprop (RIEDMILLER, 1994), Levenberg-Marquardt
(HAGAN; MENHAJ, 1994), sendo este último o mais utilizado e aceito como o al-
goritmo mais eficiente para solucionar diversos problemas, sendo discutido na seção
seguinte.

3.5.2 Algoritmo Levenberg-Marquardt

O algoritmo de treinamento Levenberg-Marquardt (LM) ajusta os parâmetros
livres a partir da minimização a função custo C(Ω) dada pela Eq. (52). Definindo o
vetor de erro como

εT = [ε1 ε2 . . . εN] =
[
e1(1) e2(1) . . . eNL(1) . . . e1(P) e2(P) . . . eNL(P)

]
, (72)

e substituindo a Eq. (51) na Eq. (52), tem-se

C(Ω) =
1
P

P∑
p=1

NL∑
i=1

e2
i (p) =

1
P

N∑
j=1

ε2
j =

εT
· ε

P
, (73)

onde N = P ·NL.
Nesse método, o ajuste dos parâmetros livres da rede MLP é dado por (MAR-

QUARDT, 1963; HAGAN; MENHAJ, 1994)

Ω(λ + 1) = Ω(λ) − [H(Ω(λ))]−1 JT(Ω(λ)) ε(Ω(λ)) , (74)
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onde

J(Ω) =



∂ε1(Ω)
∂ω1

∂ε1(Ω)
∂ω2

. . .
∂ε1(Ω)
∂ωM

∂ε2(Ω)
∂ω1

∂ε2(Ω)
∂ω2

. . .
∂ε2(Ω)
∂ωM

...
...

...

∂εN(Ω)
∂ω1

∂εN(Ω)
∂ω2

. . .
∂εN(Ω)
∂ωM



(75)

é a matriz Jacobiana,

H(Ω(λ)) = JT(Ω(λ)) J(Ω(λ)) + ξ(λ)I (76)

é a matriz Hessiana, sendo I a matriz identidade e ξ o fator de amortecimento, o qual
varia a cada iteração, e

ΩT = [ω1ω2 . . . ωM] = [w1
1,1 w1

1,2 . . . w1
N1,N0

b1
1 . . . b1

N1
. . . wL

NL,1 . . . wL
NL,NL−1

bL
NL

] (77)

o vetor que armazena todos os parâmetros livres da rede, onde M = (N0 + 1)N1 + (N1 +

1)N2 + . . . + (NL + 1)NL−1.
Observe que, na prática, não se inverte a matrizH(Ω(λ)). Em vez disso resolve-

se o sistema

H(Ω(λ))∆Ω(λ) = −JT(Ω(λ)) ε(Ω(λ)) (78)

e, uma vez calculado ∆Ω(λ), pode-se utilizá-lo para determinar a nova estimativa

Ω(λ + 1) = Ω(λ) + ∆Ω(λ) . (79)

Além disso, percebe-se que o passo fundamental para a implementação do algoritmo
LM é a determinação da matriz Jacobiana J(Ω(λ)).

Os elementos da matriz Jacobiana podem ser determinados de modo semelhante
ao algoritmo backpropagation. Para isso, decompõe-se essa matriz como uma matriz
bloco da seguinte maneira

J(Ω) = [J1(Ω1) J2(Ω2) . . . JL(ΩL)] , (80)
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onde cada bloco é dado por

Jl(Ωl) =
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...
...
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...
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∂εN
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, para l = 1, 2, . . . ,L (81)

sendo

ΩT
l =

[
wl

1,1 wl
1,2 . . . wl

1,Nl−1
bl

1 . . . wl
Nl,1

wl
Nl,2

. . . wl
Nl,Nl−1

bl
Nl

]
(82)

o vetor que armazena os parâmetros livres da l−ésima camada da rede neural.
Vamos agora determinar os elementos da matriz (81). Iniciamos aplicando a

regra da cadeia a esses elementos:

∂εn

∂wl
i, j

=
∂ek(p)

∂wl
i, j

=
∂ek(p)

∂vl
i(p)

∂vl
i(p)

∂wl
i, j

= δ
l
i,n ul−1

j (p) ; (83)

∂εn

∂bl
i

=
∂ek(p)

∂bl
i

=
∂ek(p)

∂vl
i(p)

∂vl
i(p)

∂bl
i

= δ
l
i,n , (84)

sendo

δ
l
i,n ≡

∂εn

∂vl
i(p)

=
∂ek(p)

∂vl
i(p)

, (85)

onde, da Eq. (77), n = k + (p − 1)NL, para k = 1, 2, . . . ,NL e p = 1, 2, . . . ,P.
Assim como ocorre no algoritmo backpropagation, as derivadas dos erros do

algoritmo LM dependem também do cálculo dos δ’s, sendo nesse algoritmo denotado
por δ. Para a camada de saı́da l = L, tem-se

δ
L
i,n =

∂εn

∂vL
i (p)

=
∂ek(p)
∂vL

i (p)
=

∂

∂vL
i (p)

(
yk(p) − uk(p)

)
= −

∂uk(p)
∂vL

i (p)
=

 −ψ′L(vL
i (p)) se i = k

0 se i , k
.

(86)

A expressão para o cálculo dos δ’s para as camadas intermediárias é igual ao
que foi desenvolvido no algoritmo backpropagation, isto é,

δ
l
i,n = ψ′l(v

l
i(p))

Nl+1∑
j=1

δ
l+1
j,n wl+1

j,i , para l = 1, 2, . . . ,L − 1 . (87)
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Finalmente, apresentam-se os passos para a execução do algoritmo LM.

1 Fornecer um conjunto de treinamento
{
(x(p),y(p))

}P
p=1.

2 Inicializar o contador de iterações λ = 0.

3 Inicializar os parâmetros livres Ω(0).

4 Inicializar fator de amortecimento ξ(0).

5 Fornecer a precisão desejada ε e número máximo de iterações.

6 Fase forward:

6.1 Calcular as saı́das dos neurônios utilizando a Eq. (48).

7 Fase backward:

7.1 Calcular os blocos da matriz Jacobiana:

7.1.1 Calcular JL(ΩL) utilizando as Eqs. (83), (84) e (86);

7.1.2 Calcular Jl(Ωl), para l = L − 1, . . . , 2, 1, utilizando as Eqs. (83), (84) e (87).

7.2 Determinar ∆Ω(λ) a partir da resolução do sistema (78);

7.3 Calcular Ω(λ + 1) com a Eq. (79).

8 Com os parâmetros livres Ω(λ + 1) ajustados, calcular as saı́das dos neurônios utili-
zando a Eq. (48).

9 Calcular o erro médio quadrático de acordo com a Eq. (73).

10 Avaliar o critério de parada.

10.1 Se C(Ω) < ε ou o número de iterações λ for maior que o máximo permitido,
então armazenar os parâmetros livres. Caso contrário, incrementar o contadorλ, ajustar
o fator de amortecimento ξ e voltar para o passo 7.

O ajuste do fator de amortecimento, de acordo a proposta de Marquardt, ocorre
da seguinte maneira: se o valor C(Ω) é reduzido de uma iteração para outra, então o
valor de ξ também é reduzido ξ(λ + 1) = ξ(λ)/c1, onde c1 é uma constante arbitrária
maior que um. Caso contrário ξ(λ + 1) = c2ξ(λ), onde c2 é uma constante arbitrária
maior que um.

Por meio dessas modificações, o algoritmo LM consegue um treinamento mais
rápido que o backpropagation (HAGAN; MENHAJ, 1994), apresentado na Seção 3.5.1.
Entretanto, problemas de convergência podem ocorrer quando a matriz Jacobiana for
mal-condicionada (MCKEOWN et al., 1997). Outra limitação refere-se ao tempo de
treinamento, pois quando a quantidade de padrões aumenta, o processo de treinamento
tende a ser mais lento.
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3.6 As redes de Funções de Base Radiais

As redes de Funções de Base Radiais (RBF - Radial Basis Function) são redes
com apenas uma camada intermediária cujos neurônios utilizam funções de base radi-
ais, enquanto na camada de saı́da é utilizada a função linear (BROOMHEAD; LOWE,
1988). A Figura 42 ilustra a arquitetura de uma rede RBF, juntamente com as notações
que serão utilizadas. As notações são iguais às utilizadas na Seção 3.5, com algumas
interpretações diferentes dos parâmetros livres dos neurônios da camada intermediária.
A rede é constituı́da de N0 nós na camada de entrada, N1 neurônios na camada inter-
mediária e N2 neurônios na camada de saı́da.

Figura 42 - Arquitetura de uma rede neural do tipo Radial Basis Function

Camada
 de entrada

neurônios

Camada
intermediária
(camada   )

Camada
de saída

(camada   )

neurônios

função gaussiana função linear

Fonte: O autor, 2017.

As funções de base radiais pertencem a uma classe de funções cuja resposta cresce
ou decresce monotonicamente em relação à distância de um ponto central. O centro e
a taxa de crescimento ou decrescimento são parâmetros a serem ajustados na fase de
treinamento. A função de base radial que decresce monotonicamente mais comumente
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utilizada é a função gaussiana, e que será utilizada neste trabalho. Assim, a saı́da do
j−ésimo neurônio da camada intermediária, para uma entrada multidimensional, é
dado por

u1
j = ψ1(v1

j ) = exp
(
−

(
v1

j

)2
)
, (88)

com

v1
j =
||x − µ j||

√
2σ j

, (89)

onde

µ j = [w1
j,1 w1

j,2 . . . w1
j,N0

]T (90)

é o vetor centro,

σ j =
1
√

2b1
j

(91)

é a largura da função gaussiana e o operador || · || é a norma euclidiana.
Considerando as Eqs. (90) e (91), a Eq. (89) pode ser reescrita em termos dos

pesos sinápticos e da bias da seguinte forma

v1
j = b1

j

√√
N0∑

n=1

(
xn − w1

j,n

)2
. (92)

Diante do exposto acima, pode-se observar duas diferenças no cômputo do
potencial de ativação v1

j dos neurônios da camada intermediária das redes RBF em
relação as redes MLP com duas camadas. A primeira é que ao invés de calcular a soma
ponderada das entradas, determina-se a distância entre o vetor de entrada e o vetor
centro. A segunda é que a bias é multiplicada e não somada.

Já a saı́da da rede é obtida da mesma forma das redes MLP, ou seja, a resposta
gerada pelo i-ésimo neurônio de saı́da da rede, é dada por

ui = u2
i = ψ2(v2

i ) = v2
i =

N1∑
j=1

w2
i, j u1

j + b2
i , (93)

onde w2
i, j é o peso sináptico que conecta o i-ésimo neurônio da camada de saı́da ao

j-ésimo neurônio da camada intermediária.
O desenvolvimento de uma rede RBF compreende a determinação:
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1. do número de nós na camada de entrada (N0);

2. do número de neurônios na camada de saı́da (N2);

3. do número de neurônios na camada intermediária (N1);

4. dos parâmetros das funções de base radial: vetor centro µ e a largura σ;

5. dos pesos sinápticos que interconectam os neurônios (w);

6. dos padrões de treinamento
{
(x(p),y(p))

}P
p=1, onde x(p) é o p-ésimo padrão

de entrada, y(p) é o p-ésimo padrão de saı́da desejado e P é o número de
padrões de treinamento.

As dimensões dos vetores de entrada e saı́da da rede dependem da complexidade
do problema em questão, ou seja, dependem das informações disponı́veis e do que se
quer obter, e se todas essas são necessárias e suficientes para a resolução do problema.

Pode-se determinar o número de neurônios da camada intermediária como
sendo igual ao número de padrões de entrada. Assim, a rede mapeia com exatidão
todos os vetores de entrada com as saı́das desejadas. Contudo, esse mapeamento exato
é indesejável, pois pode levar ao overfitting. Uma outra maneira de operar consiste em
utilizar um número de neurônios dessa camada menor que a quantidade de padrões
de treinamento. Uma quantidade muito pequena também não é muito desejável, pois
a rede gastará muito tempo tentando encontrar a melhor representação.

Diferentes algoritmos de treinamento podem ser usados para o ajuste dos
parâmetros livres (pesos, centros, larguras) das redes RBF. A maioria desses métodos
possuem duas fases. Na primeira fase, o número de funções radiais e seus parâmetros
são determinados. Esses parâmetros são ajustados por algoritmos não-supervisionados.
Enquanto na segunda fase são ajustados os pesos dos neurônios de saı́da.

O treinamento de uma rede RBF é geralmente mais rápido do que o das redes
MLP, uma vez que os métodos de aprendizagem para o ajuste dos parâmetros das
funções radiais e dos pesos sinápticos podem ser encadeados sequencialmente (MO-
ODY; DARKEN, 1989; MULGREW, 1996), viabilizando um treinamento otimizado
devido à divisão de tarefas.

Neste trabalho, os parâmetros foram calculados da seguinte maneira (LIPP-
MANN, 1989; CHEN et al., 1992): primeiramente os centros são obtidos utilizando o
algoritmo não-supervisionado K-means (MACQUEEN, 1967; DUDA; HART, 1973; MO-
ODY; DARKEN, 1989). Uma vez que os centros tenham sido calculados, determinam-se
a partir destes as larguras. E, por fim, depois de definidos os parâmetros das funções
radiais, os parâmetros livres da camada de saı́da são computados utilizando os mesmos
procedimentos que foram usados para a camada de saı́da das redes MLP (HAYKIN,
1999). Note que esse processo de aprendizagem hı́brido acelera o processo treinamento,
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uma vez que os parâmetros livres não são estimados simultaneamente. Diferentemente
dessa rede, a rede MLP ajusta todos os parâmetros livres ao mesmo tempo.

3.6.1 Primeira fase do treinamento

O algoritmo K-means é uma técnica de clustering (agrupamento) que particiona o
conjunto dos padrões de entrada em N1 conjuntos disjuntosS j contendo K j vetores cada.
Esse particionamento é realizado da seguinte forma: inicialmente são selecionados
aleatoriamente N1 vetores de entrada para serem os centros de N1 conjuntos, e os
outros vetores de entrada são agrupados ao conjunto que tiver a menor distância do
centro mais próximo. Após essa etapa, os centros são recalculados através da média
dos vetores pertencentes ao conjunto, na forma

µ j =
1
K j

∑
x(p)∈S j

x(p) , (94)

para j = 1, 2, . . . ,N1. Na sequência, os vetores de entrada são atribuı́dos ao centro mais
próximo

S j =
{
x(p) : ||x(p) − µ j|| ≤ ||x(p) − µi||, ∀i , j, i = 1, 2, . . . ,N1

}
. (95)

Essa atualização dos centros e dos vetores associados ao centro mais próximo é feita até
o algoritmo convergir, ou seja, quando os centros não mais precisarem ser alterados. Em
outras palavras, a convergência do algoritmo ocorre quando a soma dos quadrados das
distâncias entre os vetores de entrada e o centro do conjunto S j ao qual eles pertencem,

ou seja,
N1∑
j=1

∑
x(p)∈S j

||x(p) − µ j||
2, atinge o seu valor mı́nimo.

Assim, ao final da convergência desse algoritmo toma-se o centro de cada con-
junto como o centro das funções radiais.

Infelizmente, não existe nenhum método formal para a determinação do número
N1 de centros (que corresponde ao número de neurônios na camada intermediária).
Assim, esse número é definido por tentativa e erro.

Com os centros já calculados, determina-se a largura de cada função radial σ j

através da média sobre todas as distâncias euclidianas entre o centro do conjunto Si e
o centro de S j, ou seja,

σ j =
1

N1

N1∑
i=1
i, j

||µ j − µi|| . (96)



90

3.6.2 Segunda fase do treinamento

Após o ajuste dos parâmetros livres da camada intermediária, o próximo passo
é calcular os pesos sinápticos e as bias dos neurônios da camada de saı́da. Para isso
são utilizados os mesmos procedimentos usados para o ajuste dos parâmetros livres
da última camada da rede MLP, descritos na Seção 3.5.1. Portanto, em contraste com
a primeira fase do treinamento da rede RBF, a segunda fase utiliza um processo de
aprendizado supervisionado.

Utilizando as notações apresentadas na Figura 42 e as Eqs. (62), (63) e (66), o
ajuste dos pesos sinápticos e das bias é dado por:

w2
i, j(λ + 1) = w2

i, j(λ) − αδ2
i u1

j ; (97)

b2
i (λ + 1) = b2

i (λ) − αδ2
i , (98)

para i = 1, 2, . . . ,N2 e j = 1, 2, . . . ,N1, onde

δ2
i = −2(yi(p) − ui(p)) . (99)

Substituindo as Eqs. (88) e (99) nas Eqs. (97) e (98), obtém-se:

w2
i, j(λ + 1) = w2

i, j(λ) + 2α(yi(p) − ui(p)) exp

− (
b1

j

)2
N0∑

n=1

(
xn(p) − w1

j,n

)2
 ; (100)

b2
i (λ + 1) = b2

i (λ) + 2α(yi(p) − ui(p)) . (101)

Note-se que essas equações de ajuste são para uma implementação do modo de
treinamento padrão-a-padrão. Para uma aprendizagem por lote, deve-se utilizar as
Eqs. (70) e (71) e também as Eqs. (99) e (88). Logo,

w2
i, j(λ + 1) = w2

i, j(λ) +
2α
P

P∑
p=1

(yi(p) − ui(p)) exp

− (
b1

j

)2
N0∑

n=1

(
xn(p) − w1

j,n

)2
 ; (102)

b2
i (λ + 1) = b2

i (λ) +
2α
P

P∑
p=1

(yi(p) − ui(p)) , (103)

para i = 1, 2, . . . ,N2 e j = 1, 2, . . . ,N1.
O algoritmo abaixo descreve a fase de treinamento da rede RBF, para a aprendi-

zagem por lote:

1 Primeira fase

1.1 Ajustar os centros utilizando o algoritmo k-means, conforme descrito na Seção 3.6.1;

1.2 Ajustar as larguras utilizando a Eq. (96);
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2 Segunda fase

2.1 Inicializar os parâmetros livres dos neurônios da camada de saı́da;

2.2 Informar a taxa de aprendizado α;

2.3 Especificar a precisão requerida e o número máximo de iterações λmáx;

2.4 Inicializar o contador de iterações λ = 0;

2.5 Apresentar o vetor x(p) pertencente ao conjunto de treinamento;

2.6 Calcular a saı́da da rede utilizando as Eqs. (88) e (93);

2.7 Se todos os vetores do conjunto de treinamento foram apresentados, ir para o passo
2.9. Caso contrário, voltar para o passo 2.5;

2.8 Atualizar os parâmetros livres utilizando as Eqs. (102) e (103);

2.9 Determinar o erro médio quadrático com a Eq. (52);

2.10 Se o erro médio quadrático for menor que a precisão requerida ou o número de
iterações for maior que o número máximo de iterações, então armazenar os parâmetros
livres da rede. Caso contrário, incrementar o contador λ (λ = λ + 1) e voltar ao passo
2.5;

Uma vez finalizadas as duas fases do treinamento, a rede é capaz de produzir
saı́das com um erro aceitável, para novos estı́mulos. A seguir, apresenta-se o algoritmo
da fase de execução:

1 Carregar os parâmetros livres ajustados na fase de treinamento;

2 Fornecer um novo padrão de entrada;

3 Calcular a saı́da dos neurônios da camada intermediária com a Eq. (88);

4 Calcular a saı́da dos neurônios da camada de saı́da utilizando a Eq. (93).
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4 MODELAGEM DE HRIRS FILTRADAS COM RNAS

Conforme descrito na Seção 2.5, para a geração das BRIRs é necessário calcular
as HRIRs filtradas de acordo com a Eq. (35) que, lembremos, é equivalente a fazer o
produto de convolução de cada raio que atinge o receptor com as HRIRs da direção
de chegada do raio. Isso é computacionalmente muito custoso, já que a quantidade de
vezes que esse cálculo deve ser realizado é da ordem de 105, que corresponde à quanti-
dade média de raios sonoros que chegam ao receptor para uma fonte emitindo 106 raios
(TENENBAUM et al., 2006a). Desse modo, o propósito da presente tese é desenvolver
uma metodologia que permita substituir esse cálculo tradicional, utilizando as redes
neurais artificiais. O método desenvolvido utilizou as redes RBF, o qual apresenta
um desempenho computacional superior ao método tradicional e com uma precisão
satisfatória. Além disso, trabalhos anteriores relacionados à modelagem de HRIRs,
alguns apresentados na revisão bibliográfica deste trabalho, mostram que a rede RBF
apresenta resultados mais acurados do que a rede MLP.

Neste capı́tulo apresenta-se a modelagem das redes RBF, descrita no Capı́tulo 3,
sendo o método tradicional utilizado para validar o modelo proposto. Faz-se, também,
um breve resumo da metodologia formulada por Naranjo (2014), para mostrar as
diferenças das redes empregadas neste trabalho. Deve-se salientar que as outras me-
todologias citadas na Introdução não serão discutidos neste capı́tulo, pelo fato de
modelarem apenas as HRIRs/HTRFs, ou seja, não fazem a modificação da HRIR para
um raio sonoro com um espectro qualquer.

4.1 Modelagem utilizando as redes MLP

A modelagem das HRIRs filtradas baseada nas redes MLP formulada por Na-
ranjo (2014) utiliza uma estrutura com múltiplas redes, sendo que cada rede neural é
responsável por uma região do espaço, denominada gomo, como ilustra a Figura 43. A
entrada de cada rede é composta por 11 elementos. Dois deles representam a direção
de incidência das frentes de onda, dada pelos ângulos de azimute e elevação. Os ou-
tros nove representam o espectro de energia por banda de oitava. A saı́da possui 128
neurônios, onde cada um representa uma amostra temporal das HRIRs filtradas. A
topologia que apresentou a melhor relação custo-benefı́cio foi a rede com duas camadas
intermediárias, sendo a primeira com sete neurônios e a segunda com três neurônios.

Como visto no Capı́tulo 3, as redes MLP utilizam o algoritmo supervisionado
para ajustar os parâmetros livres. Consequentemente, é necessário definir um conjunto
de pares de amostras dos sinais de entrada e das suas respectivas saı́das. Para a entrada,
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Figura 43 - Área de operação da rede (gomo)

Fonte: NARANJO, 2014.

os espectros dos raios foram gerados valores aleatórios no intervalo (0, 1), enquanto
que, para a geração das saı́das, utilizou-se o método tradicional de geração das HRIRs
filtradas. Então, é necessário um banco de dados de HRIRs previamente medidas.
O banco de dados utilizado por Naranjo foi composto de 720 direções (GARDNER;
MARTIN, 1995). Pode-se observar na Tabela 1 que esse banco não é suficientemente
discretizado. Como é muito improvável que a frente de onda atinja o receptor na direção
onde existe uma função medida, é necessário então, nesse caso, um procedimento de
interpolação para evitar efeitos audı́veis não desejados, como a descontinuidade do
som gerado (clicks) (WERSENYI, 2009). Decorre daı́ a necessidade da rede operar em
pequenos gomos, para cobrir todo o espaço auditivo. Portanto, essas redes não só fazem
a modificação espectral, como substituem o processo de interpolação das HRIRs. Para
treinar a rede utilizou-se o algoritmo Levenberg-Marquardt, descrito na Seção 3.5.2.

Tabela 1 - Número de medições e incrementos

de azimute para cada elevação.

Elevação Número de Incremento
medições de azimute

−40 56 6, 43
−30 60 6
−20 72 5
−10 72 5

0 72 5
0 72 5
10 72 5
20 72 5
30 60 6
40 56 6, 43
50 45 8
60 36 10
70 24 15
80 12 30
90 1 x

Fonte: GARDNER; MARTIN, 1995.
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Com esta metodologia, uma vez que a rede esteja treinada, o custo computacio-
nal foi significativamente reduzido (ganho de 62% em relação ao método tradicional),
porém os resultados ainda não são satisfatórios para as componentes de alta frequência,
como mostra a Figura 44. Os resultados podem ser vistos em Naranjo (2014). Assim,
dando continuidade a esse estudo, nesta tese, desenvolveram-se novas redes que per-
mitam não só sanar esse problema, como também modelar com precisão as HRIRs
filtradas para qualquer região do espaço auditivo de recepção, dado que essas redes
foram treinadas a partir de um banco de dados de HRIR suficientemente discretizado.

Figura 44 - Resultados gerados pelas abordagens RNA-MLP e MT

  

Figura 6: Resultados gerados pelas abordagens RNA e MT, correspondentes ao ouvido direito, obtidos para um raio 
com direção dada pelos parâmetros θ = -15,8° e ϕ = 352, 9°. Em (c), indicam-se os erros absolutos. 

Em uma segunda fase da validação, foi gerada a BIR do receptor considerado usando a 
abordagem das RNAs. Para ter um resultado comparativo, a BIR também foi gerada utilizando o 
MT. A Fig. 7 apresenta os resultados obtidos. Naturalmente, respostas impulsivas assim 
apresentadas parecem ser graficamente idênticas. 

  

Figura 7: BIRs geradas com o MT e a técnica das RNAs. 

 365

Nota: Correspondentes ao ouvido direito, obtidos para um raio com direção dada

pelos parâmetros θ = −15, 8o e φ = 352, 9o. Em (c), indicam-se os erros

absolutos.

Fonte: NARANJO et al., 2014.
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4.2 Modelagem utilizando as redes RBF

Em contraste à modelagem apresentada na Seção 4.1, as novas redes não ope-
ram em gomos, mas em cada direção definida pelos ângulos de azimute e elevação
(Figura 45a), sendo estes, números inteiros, pertencentes ao intervalo [0o; 359o] e
[−90o; 90o], respectivamente, isto é,

D =
{
(φ, θ) ∈ Z2; 0◦ ≤ φ ≤ 359◦ ∧ −90◦ ≤ θ ≤ 90◦

}
. (104)

Logo, tem-se um total de 64442 redes para mapear todo o espaço auditivo de recepção.
Caso uma frente de onda atinja o receptor em uma direção cujos ângulos (φn, θn) não
correspondam aos valores requeridos, efetua-se, então, um arredondamento destes,
ou seja,

(
bφne, bθne

)
∈ D, como ilustra a Figura 45b. Essa aproximação é aceitável; de

fato, sendo o mı́nimo ângulo audı́vel (MAA - Minimum Audible Angle) o paradigma
utilizado para avaliar a capacidade humana de localizar fontes sonoras quando ocorre
uma variação na posição do estı́mulo sonoro (MILLS, 1958), resultados experimentais
demonstram que, em média, a acuidade humana de localização é maior na direção
frontal, com o MAA atingindo um mı́nimo de 1o. Em outras regiões, tal acuidade
diminui e, consequentemente, tem-se um MAA maior (BLAUERT, 1997). Por estes
motivos não é necessário o processo de interpolação e nem que as redes operem em
gomos.

Figura 45 - Direções do espaço auditivo onde existe uma rede RBF e a escolha desta para

uma determinada frente de onda

(a)

Direção de operação da rede RBF

Direção de chegada do raio sonoro

Rede RBF escolhida

(b)

Legenda: (a) - Espaço auditivo de recepção; (b) - Detalhe da escolha da rede RBF.

Fonte: O autor, 2017.
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4.2.1 Topologia da rede RBF

O número de nós na camada de entrada e o número de neurônios na camada de
saı́da da rede RBF foram definidos da seguinte maneira:

• Camada de entrada: Sabendo que a filtragem de uma dada HRIR depende
do espectro do raio sonoro, define-se, então, a quantidade de nós igual ao
número de bandas de oitava do raio, ou seja, N0 = 9.

• Camada de saı́da: Como o espectro de energia dos raios é dado em ban-
das de oitava, então essas bandas são divididas em bandas centrais, em
que cada frequência central é o dobro da anterior, sendo a largura de cada
banda ∆ fb, de frequência central fc, dada por ∆ fb = fs− fi, onde fi = fc/

√
2

(frequência de corte inferior da banda) e fs =
√

2 fc (frequência de corte
superior da banda) (RANDALL, 1977). Vale ressaltar, que as nove bandas
são necessárias para englobar toda a faixa de áudio de interesse (BISTAFA,
2011). Embora a informação relevante esteja nas primeiras 128 amostras
(TORRES et al., 2004; NARANJO, 2014) da HRIR (pois a partir dessas
amostras os valores tendem a zero), essa quantidade não é suficiente para
o cálculo da HRIR filtrada. De fato, sendo a frequência de amostragem
de 44,1 kHz e o número de amostras da HRIR de 128, não existe nenhuma
amostra da HRTF pertencente às bandas de 63 e 125 Hz, como mostra a
Tabela 2, e, consequentemente, não haverá um processo de filtragem da
HRTF para essas frequencias. Logo, 128 amostras é uma baixa resolução
no domı́nio da frequência. O mesmo acontece para 256 amostras, só que
apenas para a banda de 63 Hz. Diante disso, para uma correta filtragem
em todas as bandas é necessário pelo menos 512 amostras, como pode-se
ver na Tabela 2. Repare que o número de amostras apresentada nessa
tabela é uma potência de dois, pois o método tradicional de geração das
HRIRs filtradas, Eq (35), utiliza a FFT. Em virtude do que foi exposto,
analisa-se agora o efeito da quantidade de amostras no cálculo da HRIR
filtrada, mostrando alguns exemplos que comparam as HRIRs filtradas
calculadas utilizando 128, 256 e 512 amostras. Os exemplos apresen-
tados correspondem aos sinais registrados pelo ouvido esquerdo (não
é necessária a análise do ouvido direito, já que a cabeça é considerada
como simétrica) para as seguintes direções de chegada das frentes de
onda: (φ = 2◦, θ = 12◦) (frontal), (φ = 87◦, θ = 79◦) (lateral esquerda),
(φ = 191◦, θ = 67◦) (traseira) e (φ = 274◦, θ = −3◦) (lateral direita). Nas
Figuras 46-49, à esquerda, são apresentadas HRIRs filtradas usando 128,
256 e 512 amostras e, à direita, são apresentadas as comparações duas a
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Tabela 2 - Número de amostras da HRTF em cada banda de oitava,

para a HRIR com 128, 256 e 512 amostras.

fi (Hz) fc (Hz) fs (Hz) Amostras
128 256 512

44 63 88 0 0 1
88 125 177 0 1 1

177 250 355 1 1 2
355 500 710 1 2 4
710 1000 1420 2 4 8

1420 2000 2840 4 8 16
2840 4000 5680 8 16 33
5680 8000 11360 16 33 66

11360 16000 22720 32 63 125
Fonte: O autor, 2017.

duas. Como pode-se observar, para todas as direções, 128 amostras é uma
quantidade insuficiente para representar a HRIR filtrada, já que há uma
filtragem imprecisa e, além disso, tem-se uma perda de informação na
cauda devido ao truncamento. O mesmo ocorre com 256 amostras. Por
outro lado, o uso de 512 amostras mostra-se suficiente. Note que, nesse
último caso, depois de calculada a HRIR filtrada não é necessário levar
em conta todas amostras, já que após uma determinada amostra todos
os valores são praticamente nulos. Após o cálculo das HRIRs filtradas
para diversas direções, verificou-se que os dados relevantes encontram-
se, aproximadamente, até a 300a amostra. Assim, os padrões de saı́da
foram determinados da seguinte maneira: primeiramente calculam-se
as HRIRs filtradas utilizando a Eq (35) e considerando as HRTFs com
512 amostras e, em seguida, essas HRIRs filtradas são truncadas na 300a

amostra. Daı́, definiu-se, então, a quantidade de neurônios da camada de
saı́da N2 = 300. Uma última observação é que essas HRIRs filtradas que
formam os padrões de saı́da contêm os atrasos de medição e os atrasos
relativos às diferenças interauriculares.

Já o número de neurônios da camada intermediária N1 é discutida posterior-
mente na, Seção 4.3, onde se avalia o custo computacional das redes projetadas, já
que essa quantidade é definida a partir da melhor relação custo-benefı́cio, ou seja,
seleciona-se a rede com a menor quantidade de neurônios nessa camada com erros
gerados considerados aceitáveis e custo computacional baixo em relação ao método
tradicional.

Antes de finalizar esta seção, cumpre destacar que a direção de chegada dos
raios não corresponde a um dado de entrada, pois esta serve apenas para selecionar
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Figura 46 - Comparação das HRIRs filtradas para (φ = 2◦ e θ = 12◦)
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Fonte: O autor, 2017.

Figura 47 - Comparação das HRIRs filtradas para (φ = 87◦ e θ = 79◦)
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Legenda: (à esquerda) - usando 128, 256 e 512 amostras; (à direita) - e a diferença

absoluta entre elas, duas a duas.

Fonte: O autor, 2017.

Figura 48 - Comparação das HRIRs filtradas para (φ = 191◦ e θ = 67◦)
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Legenda: (à esquerda) - usando 128, 256 e 512 amostras; (à direita) - e a diferença

absoluta entre elas, duas a duas.

Fonte: O autor, 2017.
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Figura 49 - Comparação das HRIRs filtradas para (φ = 274◦ e θ = −3◦)
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Legenda: (à esquerda) - usando 128, 256 e 512 amostras; (à direita) - e a diferença

absoluta entre elas, duas a duas.

Fonte: O autor, 2017.

a rede. Uma outra observação importante é que como foi considerado que a cabeça
do receptor biauricular é simétrica, foram projetadas as redes apenas para o ouvido
esquerdo. Para computar as HRIRs filtradas do ouvido direito para uma determinada
direção (φ, θ), seleciona-se a rede do ouvido esquerdo da direção (360 − φ, θ).

4.2.2 Ajuste das reflexões difusas para a aplicação do método das redes RBF

Observe que as reflexões difusas calculadas pelo método de transições de energia
(TENENBAUM et al., 2006a) não podem ser aplicadas às redes RBF projetadas, já que
não trabalha com raios acústicos, mas com troca de energia entre as fontes, as superfı́cies
e os receptores de acordo com o ângulo sólido (ver Seção 2.3). Sendo assim, alguns
ajustes são necessários para tal aplicação. Para incluir as reflexões difusas no cálculo,
deve-se tratar a troca de energia entre a superfı́cie e o receptor por meio de raios, ou seja,
além da informação do espectro de energia, o tempo e a direção de chegada também
são requeridos.

Para incluir o tempo de chegada, basta armazenar o tempo em que o receptor
recebeu tal energia da fonte ou de um determinado elemento triangular. Agora, para
incluir a direção de chegada, armazenam-se as direções dos vetores diretores da reta
que passa pelo centro geométrico de cada elemento triangular, visı́vel ao receptor, e
o centro da cabeça, como mostra a Figura 50. Daı́, têm-se os dados necessários para
incluir, além das reflexões especulares, as reflexões difusas no cálculo das BRIRs via
redes RBF.
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Figura 50 - Direção de chegada do raio acústico oriundo

das reflexões difusas

Fonte: O autor, 2017.

4.2.3 Padrões de treinamento

Como o ajuste dos pesos é feito utilizando um algoritmo supervisionado, é
necessário, então, definir um conjunto de pares de entrada (espectro de energia dos
raios) e saı́da (HRIR filtrada). Note-se que, uma vez definidos os espectros dos raios
que farão parte do treinamento, calculam-se os alvos utilizando a Eq. (35). Sendo assim,
devem-se escolher os espectros de modo que a rede consiga uma boa generalização,
isto é, bom desempenho com padrões não vistos no treinamento. Como a energia em
cada banda do raio que chega ao receptor pode ter diferentes nı́veis, pois este depende
das caracterı́sticas da fonte, da sala, das condições ambientais, do número de reflexões
sofridas etc., o processo de seleção dos espectros que farão parte do treinamento torna-
se difı́cil. Neste trabalho, não foi utilizada a ideia adotada em Naranjo (2014), ou seja,
de gerar os espectros de maneira aleatória, pois o conjunto gerado pode não conter as
caracterı́sticas desejadas para um treinamento eficaz. Para contornar esse problema e
melhorar a capacidade de generalização, foram adotadas as estratégias a seguir.

• O conjunto dos padrões de treinamento é formado por espectros de ener-
gia dos raios gerados de simulações de salas com diferentes caracterı́sticas.
Para uma maior variabilidade de espectros dos raios sonoros, utilizou-
se diversos tipos de materiais nas superfı́cies de contorno, salas com
diferentes volumes e diferentes posições para as fontes e os receptores.
Sabendo que a quantidade de raios é muito grande em cada simulação,
uma seleção foi feita via algoritmo K-means, descrito na Seção 3.6.1. Ao
final da execução desse algoritmo o conjunto de raios é particionado em
uma certa quantidade de subconjuntos, onde cada subconjunto possui um
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centróide, o qual determina quais são os elementos que fazem parte do
subconjunto. Esses centróides, que correspondem ao espectro de energia
do raio, serão os padrões escolhidos em cada simulação. Assim, depois
de todas as simulações terem sido realizadas, têm-se os padrões de en-
trada. Cabe observar que a ideia de utilizarmos esse algoritmo, é que os
raios pertencentes a um determinado cluster devem ser mais “similares”
entre si do que em relação a raios pertencentes a outros clusters. Daı́,
pode-se escolher apenas o centróide de cada cluster para representá-los.
Diante disso, à medida que se aumenta o número de simulações, tem-se
a maximização do conteúdo de informações, e, portanto, maior será a
capacidade de generalização da rede (LECUN, 1993).

• Como visto na Seção 4.2.1, a quantidade de amostras da HRTF é maior
nas bandas de frequências mais altas. Portanto, como o espectro de ener-
gia dos raios acústicos, que são emitidos da fonte, sofre modificações até
atingir o receptor devido à viscosidade do ar e à absorção das superfı́cies
e sendo, em geral, a absorção maior nas altas frequências, os espectros
dos raios terão maior atenuação nessas frequências, e, consequentemente,
maior será a modificação da HRTF. Como exemplo desses efeitos, consi-
dere a Figura 51, onde são mostradas três comparações de uma mesma
HRIR com duas HRIRs filtradas, sendo a primeira obtida a partir de um
raio com maior atenuação nas altas frequências e as outras duas nas bai-
xas frequências. A diferença da Figura 51c para a Figura 51b está apenas
na maior atenuação nas baixas frequências. Observe que, mesmo com
uma maior atenuação, a HRIR filtrada apresentou poucas modificações.
Em virtude do que foi mencionado, padrões de treinamento com tais ca-
racterı́sticas semelhantes à Figura 51a são primordiais para que a rede
alcance uma boa generalização.

• Os padrões de entrada selecionados são, então, normalizados de modo
que os seus valores fiquem no intervalo [0; 1]. Para tal fim, cada compo-
nente do conjunto dos vetores E(p) é normalizado através da transformação

EN
i (p) =

Ei(p)
Emax(p)

, para i = 1, 2, . . . , 9, (105)

onde o sobrescrito N refere-se a normalizado e Emax(p) = max
1≤i≤9

{
Ei(p)

}
.

• Já os padrões de saı́da foram normalizados de modo que os seus valores
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Figura 51 - Comparação entre a HRIR original com a filtrada (à direita), sendo que uma

foi obtida a partir de um raio com maior atenuação nas altas frequências e as

outras nas baixas frequências
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Legenda: (a) - Raio com maior atenuação nas altas frequências; (b) - Raio com maior

atenuação nas baixas frequências; (c) - Raio, também, com maior atenuação

nas baixas frequências, com a diferença de uma maior atenuação nessas

frequências em relação ao anterior.

Fonte: O autor, 2017.



103

situem-se no intervalo [−1; 1], utilizando a seguinte transformação

h
N
i (p) =

hi(p)
hmax

, para i = 1, 2, . . . , 300, (106)

onde o sobrescrito N refere-se a normalizado e hmax(φ, θ) = max
1≤i≤300

{∣∣∣hi(φ, θ)
∣∣∣}

é o valor máximo absoluto da HRIR, hi(φ, θ), para a direção (φ, θ).

• Uma vez gerados os padrões, esses são divididos, de forma aleatória, em
dois conjuntos disjuntos: dois terços dos padrões gerados para treino e o
restante para validação. O motivo para essa divisão é validar o modelo
em um conjunto de dados distintos daqueles que foram utilizados para
ajustar os parâmetros livres. A aplicação dessa técnica evita que ocorra
o overtraining (treinamento excessivo) da rede, pois a rede treinada em
excesso aprende vigorosamente os dados de treinamento e, portanto,
apresenta péssima capacidade de generalizar tal conhecimento (HAYKIN,
1999).

4.2.4 Algoritmo modificado para o ajuste dos parâmetros livres

Para ajuste dos parâmetros livres da camada intermediária utilizou-se o algo-
ritmo descrito na Seção 3.6.1. Já para os da camada de saı́da utilizou-se uma abordagem
com algumas modificações do algoritmo apresentado na Seção 3.6.2.

Tais modificações foram feitas por causa de possı́veis valores que as amostras das
HRIRs filtradas podem assumir. Como foi visto na Figura 51, para uma mesma direção,
as HRIRs filtradas podem sofrer severas modificações na sua forma dependendo do
espectro do raio. Sendo assim, a HRIR filtrada pode apresentar baixos ou altos nı́veis de
energia. Agora, como o algoritmo de ajuste dos parâmetros livres da camada de saı́da
utiliza o erro médio quadrático para avaliar o desempenho da rede, esses erros podem
ser mascarados pelo baixo valor absoluto (ver Figura 51a). O erro relativo também não
é uma boa opção, já que os erros relativos podem ser altos, mas isso não significando
que haja um erro importante entre o medido e o simulado. Portanto, neste trabalho,
para contornar essas limitações, utiliza-se o coeficiente de correlação cruzada normalizada
(NCCC - normalized cross-correlation coefficient) (POLLOW; BEHLER, 2009; KLEIN et al.,
2014; XIE et al., 2015), o qual indica o grau de similaridade entre a saı́da da rede e a
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saı́da desejada (HRIR filtrada obtida pelo método tradicional) sendo dado por

NCCC(p) =

N2∑
j=1

u2
j (p)y j(p)

√√√ N2∑
j=1

[
u2

j (p)
]2

 N2∑

j=1

[
y j(p)

]2

, (107)

onde u2
j (p) é a saı́da do j−ésimo neurônio da camada de saı́da da rede, y j(p) é o valor

desejado e p é o número do padrão. Os valores do coeficiente variam entre −1 e 1,
sendo que o valor 1 indica que os sinais são completamente idênticos. Daı́, a função
custo para avaliar o desempenho da rede, considerando o modo de treinamento por
lote, agora será dado por

C =
1
P

P∑
p=1

NCCC(p) , (108)

onde p é o número do padrão e P é o número de padrões.
Vamos agora deduzir as equações de ajuste dos parâmetros livres da última

camada. Vale ressaltar que as variáveis e os parâmetros auxiliares que norteiam a
dedução são os mesmos definidos no Capı́tulo 3. Observe que precisamos apenas
recalcular as expressões para os δ2’s. Partindo da Eq. (61) e utilizando a Eq. (108),
tem-se

δ2
i =

∂C

∂v2
i

=
∂

∂v2
i

 1
P

P∑
p=1

NCCC(p)

 =
1
P

P∑
p=1

∂

∂v2
i

[
NCCC(p)

]
. (109)

Substituindo a Eq. (107) na Eq. (109) e aplicando a regra da cadeia, obtém-se

δ2
i =

1
P

P∑
p=1

 N2∑
j=1

u2
j (p)

 yi(p) −

 N2∑
j=1

u2
j (p)y j(p)

 u2
i (p)

√√√√ N2∑
j=1

[
u2

j (p)
]2


3  N2∑
j=1

[
y j(p)

]2


∂u2
i (p)

∂v2
i

. (110)

Como a função de ativação dos neurônios da camada de saı́da é linear, então u2
i (p) = v2

i
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e, portanto,

δ2
i =

1
P

P∑
p=1

 N2∑
j=1

u2
j (p)

 yi(p) −

 N2∑
j=1

u2
j (p)y j(p)

 u2
i (p)

√√√√ N2∑
j=1

[
u2

j (p)
]2


3  N2∑
j=1

[
y j(p)

]2


. (111)

Assim, substituindo a Eq. (111) nas Eqs. (97) e (98), obtém-se as equações de
atualização dos parâmetros livres.

4.3 Custo computacional

Para comparar a eficiência do método tradicional (MT) com o da rede RBF, foi
feita uma comparação quanto ao número de operações aritméticas que cada técnica
requer. Sabendo que o tempo computacional gasto para efetuar uma operação de
multiplicação/divisão é equivalente ao da soma/subtração (CHAPRA; CANALE, 2010),
para os computadores modernos, o cômputo do número total de operações é simples-
mente a soma do número de operações básicas, sem ponderação.

4.3.1 Custo computacional do método tradicional de geração das HRIRs filtradas

O número de operações que o método tradicional de geração das HRIRs filtradas
(Eq. 35) realiza é igual à soma de duas parcelas, descritas a seguir.

• A primeira corresponde ao número de multiplicações entre o espectro do
raio e a HRTF. Sendo a HRTF um complexo com ` amostras e o espec-
tro por bandas de oitava do raio dado por números reais, o número de
operações da primeira parcela é `/2 (multiplicações). Observe que são
necessárias apenas `/2 multiplicações, em razão da simetria da HRTF,
conforme discutido no Capı́tulo 2.

• A segunda corresponde ao número de operações para o cálculo da trans-
formada inversa de Fourier desse produto. Como a transformada inversa
rápida de Fourier (IFFT) envolve (`/2) log2 ` multiplicações complexas
(2` log2 ` multiplicações reais) e ` log2 ` somas complexas (3` log2 ` somas
reais) (PROAKIS; MANOLAKIS, 1996; OPPENHEIM; SCHAFER, 2010),
o total de operações dessa parcela é 5` log2 `.
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Assim, o número total de somas SMT e multiplicaçõesMMT que o método tradicional
efetua é, respectivamente,

SMT = 3` log2 ` ; (112)

MMT =
`
2

+ 2` log2 ` , (113)

e, portanto o número total de operações TMT é

TMT =
`
2

+ 5` log2 ` . (114)

A Tabela 3 apresenta o número de operações que o método tradicional executa para a
HRTF com ` = 512 amostras.

Tabela 3 - Número de operações que o método

tradicional executa para a HRTF com

512 amostras.

SMT MMT TMT

13824 9472 23296
Fonte: O autor, 2017.

4.3.2 Custo computacional da fase de execução da rede RBF

O número de operações da rede RBF durante a fase de execução é dada pela
soma de duas parcelas.

• A primeira, está associada à soma do número de operações realizadas
para calcular a saı́da da função de ativação, dada pelas Eqs. (88) e (92), de
cada neurônio da camada intermediária. Para obter a saı́da do j−ésimo
neurônio da camada intermediária u1

j são necessárias as operações lista-
das na Tabela 4. A primeira linha corresponde ao cálculo do expoente da
exponencial e a segunda ao valor da exponencial. O cálculo desta última
deve-se ao fato de que qualquer função de ativação pode ser represen-
tada por uma série de Taylor truncada em N termos, e cujo valor pode
ser obtido através da regra de Horner (CONTE; BOOR, 1980; STOER;
BULIRSCH, 2000), (para mais detalhes ver Anexo A). Logo, sendo N1 o
número de neurônios nessa camada, o número de somas e produtos para
a primeira parcela é N1 (2N0 + N − 1) e N1 (N0 + N + 1), respectivamente.

• A segunda corresponde à soma do número de operações para calcular a
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Tabela 4 - Número de operações para calcular a saı́da do j−ésimo

neurônio da camada intermediária.

Operação Somas Multiplicações

−

(
v1

j

)2
= −

(
b1

j

)2
N0∑

n=1

(
xn − w1

j,n

)2
2N0 − 1 N0 + 1

u1
j = exp

((
v1

j

)2
)

N N + 1

Fonte: O autor, 2017.

saı́da de cada neurônio da camada de saı́da, dada pela Eq. (93). Sendo N2

o número de neurônios dessa camada, o número de somas e produtos da
segunda parcela é N1N2 e N1N2.

Além dessas operações, é necessário levar em conta o custo para normalizar as
entradas e a posterior multiplicação da saı́da da rede pelo fator que foi utilizado para
normalizar a entrada. Esses procedimentos requerem N0 + N2 multiplicações. Pode-se,
então, concluir que o total de somas e produtos para gerar a saı́da da rede é:

SRBF = N1 (2N0 + N2 + N − 1) ; (115)

MRBF = N1 (N0 + N2 + N + 1) + N0 + N2 , (116)

e o total de operações será

TRBF = N1 (3N0 + 2N2 + 2N) + N0 + N2 . (117)

Considerando N0 = 9, N2 = 300, definidos na Seção 4.2.1, e N = 35 (ver Anexo A),
tem-se o seguinte número de operações em função de N1 conforme mostra a Tabela 5.

Tabela 5 - Número de operações que o método

da rede RBF requer.

SRBF MRBF TRBF

352N1 345N1 + 309 697N1 + 309
Fonte: O autor, 2017.

Analisa-se, agora, os possı́veis valores de N1 de tal maneira que o número de
operações da rede seja menor do que o custo do método tradicional e, simultaneamente,
o erro associado ao uso da rede fique dentro de uma margem considerada aceitável.
Para determinar o valor ótimo de N1, inicialmente, compara-se o custo entre os métodos
tradicional e o da rede RBF. Essa comparação é feita através do cálculo da redução
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percentual, isto é,

R(N1) =
TMT − TRBF

TMT
× 100% =

22987 − 697N1

23296
× 100% . (118)

A Figura 52 mostra a redução percentual do número de operações usando a rede RBF
em função do número de neurônios N1. A partir do gráfico tem-se que o valor mı́nimo
de N1 é 1 e o máximo 34. Com base nessa restrição foram desenvolvidas e testadas 34
redes para cada uma das 64442 direções. Verificou-se que a rede com N1 = 10 foi a
que apresentou a melhor relação custo-benefı́cio, apresentando uma redução do custo
computacional de aproximadamente 70%. Para N1 < 10 há uma alta redução no custo
computacional, mas os resultados não são suficientemente acurados. Por outro lado,
para N1 > 10 há um alto custo computacional, contudo os resultados são um pouco
mais acurados. Embora os resultados sejam mais condizentes para essas quantidades
de neurônios, os erros gerados pela rede com N1 = 10 são aceitáveis, já que a avaliação
de todos padrões de treinamento obtiveram o NCCC próximo de um.

Figura 52 - Redução percentual do número de operações usando

a rede RBF em função do número de neurônios na

camada intermediária

0 5 10 15 20 25 30 35
0

20

40

60

80

100

N1

R
(N

1
)

Fonte: O autor, 2017.

Cumpre notar que o custo computacional do método tradicional foi calculado
considerando a HRTF com 512 amostras, pois essa quantidade é necessária para obter
a mesma acurácia que o método das redes RBF.

Em função do que foi exposto, não se modelou as redes para operarem em
gomos, visto que a dimensão do vetor de entrada aumentaria para onze, onde esses dois
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elementos a mais corresponderiam à direção de chegada do raio, e, consequentemente,
aumentaria a quantidade de padrões a serem aprendidas e o número de neurônios da
camada intermediária, para obter resultados com a mesma acurácia. Portanto, maior
será o custo computacional, tornando as redes desvantajosas em relação ao método
tradicional.

Como uma última observação, as redes neurais foram programadas em lingua-
gem C++ e foram treinadas em três máquinas Intel Core i7-3520M CPU @2.90 GHz
com 8 GB de memória. O treinamento de cada rede levou cerca de 2 min. Como
foram treinadas 64442 redes, levou-se, então, cerca de 30 dias para concluir todo o
treinamento.

4.4 Resultados dos testes de algumas redes RBF

Uma vez que há uma infinidade de raios acústicos com diferentes espectros de
energia e como a quantidade de redes a serem testadas é muito grande, nesta seção são
apresentados resultados de oito redes, para o ouvido esquerdo, apenas para averiguar
a capacidade de generalização da rede, para as seguintes direções: (φ = 45◦, θ = 28◦),
(φ = 70◦, θ = −63◦), (φ = 102◦, θ = 5◦), (φ = 159◦, θ = −12◦), (φ = 197◦, θ = 58◦),
(φ = 241◦, θ = −5◦), (φ = 283◦, θ = 36◦) e (φ = 350◦, θ = −49◦). Note-se que cada uma
dessas direções pertencem a um determinado octante em torno do centro da cabeça.

Antes de apresentar esses resultados, convém mostrar a performance das redes
RBF em função do número de neurônios da camada intermediária. A Figura 53 mostra
a evolução do erro médio quadrático normalizado (NMSE - Normalized Mean Square
Error) dado por

NMSE =
1

N2P

P∑
p=1

N2∑
i=1

[
yi(p) − ui(p)

yi(p)

]2

, (119)

o qual foi alcançado pela rede na fase de treinamento, à medida que o número de
neurônios da camada intermediária aumenta. Nesse gráfico pode ser observado que
o desempenho das redes para as direções destacadas possuem um comportamento
semelhante, pois ao passo que o número de neurônios da camada intermediária au-
menta, o NMSE diminui. Vale ressaltar que esse mesmo comportamento é também
semelhante para outras direções. Utilizando dez neurônios da camada intermediária,
conforme discutido na Seção 4.3.2 foi a quantidade que apresentou a melhor relação
custo-benefı́cio, o NMSE foi cerca de 10−6 para todas as direções onde as redes atuam.
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Figura 53 - Performance da rede RBF em função do número de neurônios na camada

intermediária para diversas direções

0 5 10 15 20 25 30 35
10

−10

10
−8

10
−6

10
−4

10
−2

10
0

N
2

N
M

SE

 

 

(φ=45º , θ=28º)
(φ=70º , θ=−63º)
(φ=102º , θ=5º)
(φ=159º , θ=−12º)
(φ=197º , θ=58º)
(φ=241º , θ=−5º)
(φ=283º , θ=36º)
(φ=350º , θ=−49º)

Nota: Para as direções (φ = 45◦, θ = 28◦), (φ = 70◦, θ = −63◦), (φ = 102◦, θ = 5◦),

(φ = 159◦, θ = −12◦), (φ = 197◦, θ = 58◦), (φ = 241◦, θ = −5◦), (φ = 283◦, θ = 36◦) e

(φ = 350◦, θ = −49◦).

Fonte: O autor, 2017.

Esses resultados são confrontados com os do método tradicional e avaliados a
partir do coeficiente de correlação cruzada normalizada (NCCC), dado pela Eq. (107).
As Figuras 54-61, mostram a comparação das HRIRs filtradas e a magnitude e fase das
correspondentes HRTFs filtradas e, além disso, os valores dos NCCCs. Como pode ser
observado, para todas as direções, os valores de NCCC estão bem próximos de 1, o
que mostra que há uma boa concordância nos resultados. Embora os resultados das
Figuras 58, 60 e 61 apresentem um pequeno desvio na fase na região de alta frequência,
esses erros não são observáveis, pois o ouvido humano é relativamente insensı́vel à
distorção de fase, principalmente na região de alta frequência (HEINZ, 1994; LATHI,
2005). Outros resultados podem ser vistos em Tenenbaum et al. (2018).

Como pode-se notar, os resultados utilizando as redes RBF são mais precisos do
que aqueles apresentados na Seção 4.1. Vale ressaltar, que foi feita a tentativa de mode-
lagem utilizando as redes MLP com as mesmas entradas e saı́das da rede RBF e, além
disso, adotando estratégias semelhantes às utilizadas na rede RBF. Essas redes foram
abandonadas pelos seguintes motivos: necessitam mais de uma camada intermediária



111

Figura 54 - Comparação das HRIRs e HRTFs filtradas do ouvido esquerdo, para

φ = 45◦ e θ = 28◦, utilizando os métodos tradicional e da rede RBF
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Legenda: (a) - Espectro de energia normalizado do raio; (b) - HRIR filtrada; (c) -

Magnitude da HRTF filtrada; (d) - Fase da HRTF filtrada.

Fonte: O autor, 2017.
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Figura 55 - Comparação das HRIRs e HRTFs filtradas do ouvido esquerdo, para

φ = 70◦ e θ = −63◦, utilizando os métodos tradicional e da rede RBF
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Legenda: (a) - Espectro de energia normalizado do raio; (b) - HRIR filtrada; (c) -

Magnitude da HRTF filtrada; (d) - Fase da HRTF filtrada.

Fonte: O autor, 2017.
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Figura 56 - Comparação das HRIRs e HRTFs filtradas do ouvido esquerdo, para

φ = 102◦ e θ = 5◦, utilizando os métodos tradicional e da rede RBF
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Legenda: (a) - Espectro de energia normalizado do raio; (b) - HRIR filtrada; (c) -

Magnitude da HRTF filtrada; (d) - Fase da HRTF filtrada.

Fonte: O autor, 2017.
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Figura 57 - Comparação das HRIRs e HRTFs filtradas do ouvido esquerdo, para

φ = 159◦ e θ = −12◦, utilizando os métodos tradicional e da rede RBF
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Legenda: (a) - Espectro de energia normalizado do raio; (b) - HRIR filtrada; (c) -

Magnitude da HRTF filtrada; (d) - Fase da HRTF filtrada.

Fonte: O autor, 2017.
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Figura 58 - Comparação das HRIRs e HRTFs filtradas do ouvido esquerdo, para

φ = 197◦ e θ = 58◦, utilizando os métodos tradicional e da rede RBF
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Legenda: (a) - Espectro de energia normalizado do raio; (b) - HRIR filtrada; (c) -

Magnitude da HRTF filtrada; (d) - Fase da HRTF filtrada.

Fonte: O autor, 2017.
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Figura 59 - Comparação das HRIRs e HRTFs filtradas do ouvido esquerdo, para

φ = 241◦ e θ = −5◦, utilizando os métodos tradicional e da rede RBF
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Legenda: (a) - Espectro de energia normalizado do raio; (b) - HRIR filtrada; (c) -

Magnitude da HRTF filtrada; (d) - Fase da HRTF filtrada.

Fonte: O autor, 2017.
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Figura 60 - Comparação das HRIRs e HRTFs filtradas do ouvido esquerdo, para

φ = 283◦ e θ = 36◦, utilizando os métodos tradicional e da rede RBF
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Legenda: (a) - Espectro de energia normalizado do raio; (b) - HRIR filtrada; (c) -

Magnitude da HRTF filtrada; (d) - Fase da HRTF filtrada.

Fonte: O autor, 2017.
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Figura 61 - Comparação das HRIRs e HRTFs filtradas do ouvido esquerdo, para

φ = 350◦ e θ = −49◦, utilizando os métodos tradicional e da rede RBF
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Legenda: (a) - Espectro de energia normalizado do raio; (b) - HRIR filtrada; (c) -

Magnitude da HRTF filtrada; (d) - Fase da HRTF filtrada.

Fonte: O autor, 2017.
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e muitos neurônios para essas camadas de modo a obter uma boa generalização e, con-
sequentemente, torna-se desvantajoso do ponto de vista do custo computacional, em
relação ao método tradicional. Além disso, o processo de treinamento é muito lento.
Portanto, para o problema abordado nesta tese, as redes RBF são bem mais vantajosas
do que as redes MLP.

4.5 Construção das BRIRs utilizando as redes RBF

A geração das BRIRs utilizando as redes RBF segue as seguintes etapas:

1. Simular a sala para obter as informações dos raios que chegam ao receptor,
ou seja, a direção (φ, θ), o tempo de chegada τ e o espectro de energia por
bandas de oitava E;

2. Escolher a rede a partir da direção de chegada do raio;

3. A rede escolhida, então, determina a HRIR filtrada (h
E
, h

D
), fornecendo

como entrada da rede o espectro de energia E;

4. Finalmente, a HRIR filtrada é atrasada pelo tempo de chegada do raio,
como descrito na Eq. (36). Esse processo é repetido até que todos os raios
sejam computados. E, uma vez finalizado, todas essas HRIRs filtradas e
atrasadas são somadas para compor as BRIRs.

A Figura 62 ilustra de forma esquemática a geração das BRIRs utilizando as
redes RBF, conforme descrito acima.

No capı́tulo seguinte serão apresentados os resultados das BRIRs para diversos
pares fonte-receptor de várias salas de modo a avaliar o desempenho da metodologia
apresentada neste trabalho.
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Figura 62 - Esquema de geração das BRIRs via redes RBF
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5 RESULTADOS DO ROUND ROBIN ON AURALIZATION

Neste capı́tulo apresenta-se a comparação entre as respostas impulsivas biaricu-
lares medidas pelo grupo de pesquisa SEACEN3 (Simulation und Evaluation Akustischer
Umgebungen), na primeira fase do Round Robin on Auralization (RR4), e os resultados ob-
tidos pelo código computacional RAIOS com a aplicação do modelo das redes neurais
proposto neste trabalho.

5.1 Round Robin on Auralization

Round Robin é um projeto de intercomparação internacional de simuladores de
acústica de salas, cujo propósito é avaliar o desempenho dos software participantes.
Além disso, é de grande importância para os desenvolvedores para o aperfeiçoamento
de seus programas. Já houve quatro edições: a primeira ocorreu no ano de 1993
(VORLÄNDER, 1995), a segunda em 1999 (BORK, 2000), a terceira em 2002 (BORK,
2005a; BORK, 2005b) e a quarta em 2016 (http://rr.auralisation.net). Nas três primeiras
edições, os softwares foram avaliados a partir do cálculo dos parâmetros de qualidade
acústica. Já na última edição o enfoque foi a aurilização. Para isso, foram fornecidos
os dados geométricos (geometria da sala) de nove salas, os coeficientes de absorção e
espalhamento de todas as superfı́cies, a direcionalidade das fontes sonoras, e as HRIRs
da cabeça artificial utilizada. Para a avaliação foram solicitados o cálculo de 157 RIRs
e 814 BRIRs. Sabendo que a quantidade de resultados requeridos é muito grande,
nesta tese serão apresentados apenas os resultados de três salas, cujas caracterı́sticas
são descritas na seção seguinte.

5.2 Dados de entrada para a geração das BRIRs

Nesta seção descrevem-se apenas três das nove salas utilizadas na última edição
do round robin e que serão objeto de estudo desta pesquisa. A primeira sala foi deno-
minada de Seminar room (Figura 63), a segunda de Chamber music hall (Figura 64) e a
terceira de Auditorium (Figura 65). Comparando as salas pelos seus volumes, pode-se
considerar que primeira é uma sala pequena (144 m3), a segunda é média (3340 m3) e a
terceira é grande (8490 m3). Nas Tabelas 6-8 estão contidos os valores dos coeficientes de

3 http://www.seacen.tu-berlin.de/seacen/
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absorção e espalhamento utilizados em cada sala, todos eles fornecidos pelo SEACEN.
Nas Figuras 63b, 64c e 65c estão destacados os pares de fonte-receptor (LS-MP) onde
serão calculadas as BRIRs. As posições das fontes e dos receptores são apresentados
na Tabela 9. A Tabela 10 fornece a direção do eixo principal de radiação das fontes.
Esse dado é importante já que a fonte utilizada é direcional. Essa tabela também indica
a orientação da cabeça. Essa informação é relevante pois as BRIRs variam, não só
com relação à posição relativa entre fonte e receptor, mas também com a orientação da
cabeça. A partir dessas informações, pode-se notar que o eixo principal de radiação da
fonte LS7 está contido no plano mediano da cabeça MP6 em todas os casos. E a fonte
LS3 sempre à esquerda desse plano. Como todas as salas apresentam uma razoável
simetria em relação ao plano mediano da cabeça MP6, é de se esperar que a BRIR do
ouvido esquerdo seja similar ao do ouvido direito para o par LS7-MP6. Por outro lado,
para o par LS3-MP6 a BRIR do ouvido esquerdo terá amplitude maior que a do ouvido
direito.

Figura 63 - Sala do Round Robin 4 denominada Seminar room (sala pequena)

(a)

(b)

Legenda: (a) - Sala real; (b) - Posições das fontes e do receptor.

Fonte: O autor, 2017.
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Tabela 6 - Coeficientes de absorção (α) e espalhamento (δ) em bandas de oitava utilizadas nas

superfı́cies da sala Seminar room.

63 Hz 125 Hz 250 Hz 500 Hz 1 kHz 2 kHz 4 kHz 8 kHz 16 kHz

Ceiling α 0,004 0,048 0,096 0,056 0,056 0,055 0,099 0,111 0,158
δ 0,014 0,021 0,031 0,047 0,070 0,331 0,582 0,624 0,668

Concrete α 0,041 0,049 0,069 0,066 0,068 0,069 0,069 0,090 0,119
δ 0,006 0,008 0,011 0,014 0,018 0,024 0,031 0,040 0,189

Floor α 0,046 0,041 0,084 0,082 0,075 0,072 0,068 0,072 0,094
δ 0,003 0,004 0,005 0,007 0,009 0,012 0,015 0,020 0,095

Plaster α 0,040 0,019 0,046 0,046 0,051 0,056 0,057 0,062 0,117
δ 0,009 0,012 0,016 0,021 0,027 0,035 0,046 0,060 0,284

Window α 0,119 0,101 0,067 0,057 0,066 0,155 0,087 0,116 0,121
δ 0,005 0,006 0,008 0,010 0,014 0,018 0,023 0,030 0,142

Fonte: O autor, 2017.

Figura 64 - Sala do Round Robin 4 denominada Chamber music hall (sala média)

(a) (b)

(c)

Legenda: (a) - Sala real; (b) - Vista externa em perspectiva; (c) - Posições das fontes e do

receptor.

Fonte: O autor, 2017.
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Tabela 7 - Coeficientes de absorção (α) e espalhamento (δ) em bandas de oitava utilizadas nas

superfı́cies da sala Chamber music hall.

63 Hz 125 Hz 250 Hz 500 Hz 1 kHz 2 kHz 4 kHz 8 kHz 16 kHz

Ceiling α 0,050 0,051 0,056 0,092 0,126 0,155 0,211 0,204 0,185
δ 0,007 0,009 0,013 0,019 0,027 0,038 0,177 0,319 0,354

Floor α 0,088 0,038 0,054 0,052 0,061 0,062 0,070 0,111 0,143
δ 0,003 0,005 0,008 0,013 0,042 0,110 0,128 0,136 0,144

Plaster α 0,071 0,091 0,092 0,106 0,122 0,138 0,159 0,171 0,168
δ 0,003 0,004 0,006 0,008 0,010 0,014 0,018 0,056 0,165

Seating α 0,128 0,139 0,241 0,328 0,395 0,665 0,363 0,581 0,736
δ 0,047 0,151 0,574 0,739 0,763 0,789 0,815 0,842 0,870

Stage panels α 0,034 0,026 0,056 0,069 0,089 0,101 0,123 0,141 0,153
δ 0,002 0,002 0,003 0,003 0,005 0,006 0,008 0,010 0,047

Structured Plaster α 0,070 0,081 0,081 0,122 0,172 0,197 0,159 0,171 0,168
δ 0,012 0,018 0,027 0,040 0,060 0,284 0,499 0,535 0,573

Fonte: O autor, 2017.

Figura 65 - Sala do Round Robin 4 denominada Auditorium (sala grande)

(a) (b)

(c)

Legenda: (a) - Sala real; (b) - Vista externa em perspectiva; (c) - Posição das

fontes e dos receptores.

Fonte: O autor, 2017.



125

Tabela 8 - Coeficientes de absorção (α) e espalhamento (δ) em bandas de oitava utilizadas nas

superfı́cies da sala Auditorium.

63 Hz 125 Hz 250 Hz 500 Hz 1 kHz 2 kHz 4 kHz 8 kHz 16 kHz

Brickwall α 0,154 0,136 0,091 0,213 0,106 0,382 0,267 0,502 0,495
δ 0,010 0,015 0,022 0,033 0,050 0,237 0,416 0,446 0,477

Concrete α 0,039 0,058 0,065 0,076 0,090 0,068 0,086 0,158 0,143
δ 0,003 0,005 0,006 0,009 0,012 0,016 0,021 0,099 0,192

Linoleum α 0,139 0,079 0,078 0,077 0,088 0,203 0,158 0,149 0,169
δ 0,005 0,007 0,009 0,012 0,016 0,022 0,030 0,142 0,274

Parquet α 0,075 0,041 0,039 0,037 0,066 0,138 0,179 0,173 0,170
δ 0,003 0,004 0,006 0,007 0,010 0,013 0,017 0,034 0,145

Seating α 0,153 0,066 0,224 0,312 0,404 0,503 0,608 0,698 0,803
δ 0,029 0,062 0,225 0,581 0,667 0,692 0,718 0,745 0,772

White panels α 0,072 0,066 0,064 0,061 0,119 0,150 0,143 0,126 0,162
δ 0,003 0,004 0,006 0,007 0,010 0,013 0,017 0,034 0,145

Wood panels α 0,068 0,051 0,139 0,170 0,166 0,201 0,219 0,237 0,318
δ 0,011 0,018 0,027 0,042 0,093 0,356 0,469 0,499 0,531

Fonte: O autor, 2017.

Tabela 9 - Posições das fontes e dos receptores nas salas Seminar room, Chamber music hall e

Auditorium no sistema de coordenadas cartesianas de cada sala.

Seminar room Chamber music hall Auditorium
Posição [mm] LS3 LS7 MP6 LS3 LS7 MP6 LS3 LS7 MP6

x 1498 0 0 -2020 -2020 7840 -1500 -1500 8500
y -1974 -1974 2026 -1500 0 0 -1500 0 0
z 1026 1500 1230 2030 2500 1230 1030 1500 1090

Fonte: O autor, 2017.

Tabela 10 - Orientação do eixo principal de radiação das fontes e das cabeças das salas Seminar
room, Chamber music hall e Auditorium.

Seminar room Chamber music hall Auditorium
Direção [◦] LS3 LS7 MP6 LS3 LS7 MP6 LS3 LS7 MP6

Azimute (φ) 98,7 90 270 8,7 0 180 8,5 0 180
Elevação (θ) 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Fonte: O autor, 2017.
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5.3 Comparação dos resultados numéricos com os medidos

Nesta seção são apresentados resultados com o objetivo de averiguar a capaci-
dade do código RAIOS em gerar as BRIRs. Para isso, o modelo apresentado nesta tese
será confrontado com os resultados medidos. Vale observar, contudo, que os resultados
encontrados dependem fortemente dos algoritmos de cálculo do código computacional
RAIOS.

As BRIRs das Figuras 66-71 foram normalizadas ao intervalo [−1, 1]. Além
disso, para comparar as BRIRs simuladas com as medidas utilizaram-se os parâmetros
de qualidade acústica (PQA), tais como T30, D50, C80 e Ts, ver Tabelas 11-16. O tempo de
reverberação, T30, já foi explicado no Capı́tulo 1. O parâmetro adimensional definição,
D50, relaciona a energia sonora recebida nos 50 ms com a energia sonora total (THIELE,
1953), ou seja,

D50 =

∫ 50 ms

0
p2(t) dt∫

∞

0
p2(t) dt

× 100% , (120)

onde p2(t) é a resposta impulsiva quadrática, e t é o tempo. O parâmetro clareza, C80,
dado em dB, relaciona a energia sonora recebida nos primeiros 80 ms do sinal recebido
com a energia sonora recebida dos 80 ms até o final da reverberação (REICHARDT et
al., 1974), ou seja,

C80 = 10 log

∫ 80 ms

0
p2(t) dt∫

∞

80 ms
p2(t) dt

. (121)

Por fim, o parâmetro tempo central, Ts, é definido como o instante onde a energia recebida
antes deste ponto é igual à energia recebida depois deste ponto (KÜRER, 1971), ou seja,

Ts =

∫
∞

0
t · p2(t) dt∫
∞

0
p2(t) dt

. (122)

Embora, esses parâmetros sejam utilizados apenas para as RIRs, pode-se utilizá-los
para verificar o balanço energético das respostas impulsivas biauriculares. É claro
que a avaliação não é a mesma, já que, diferentemente das RIRs, as BRIRs contêm em
sua estrutura as modificações geradas pela presença da cabeça. Em cada uma dessas
tabelas mostram os PQA calculados para as componentes esquerda e direita das BRIRs
medidas e simuladas (e avaliadas pelo erro relativo absoluto), para cada sala e para
cada par de fonte-receptor.

A Figura 66 mostra BRIRs medidas e simuladas para o par LS3-MP6 da sala



127

Seminar room. Embora não haja uma concordância pico a pico, pode-se observar uma
excelente concordância entre os envelopes das BRIRs. A concordância pico a pico não
é possı́vel, já que sempre haverá uma incerteza nos dados de entrada do simulador,
principalmente em relação às medições dos coeficientes de absorção e de espalhamento.
Já a Figura 67 mostra BRIRs medidas e simuladas para o par LS7-MP6 dessa mesma sala.
Note-se que a mudança da posição da fonte não afeta a qualidade do resultado, ou seja,
ainda há uma boa concordância entre os envelopes. As Tabelas 11 e 12 mostram que
para ambos os pares fonte-receptor há uma boa concordância entre os PQA medidos e
simulados.

A Figura 68 mostra BRIRs medidas e simuladas para o par LS3-MP6 da sala
Chamber music hall. Note que, neste caso, há um pequeno desvio nos envelopes das
BRIRs medidas e simuladas. Essa discordância é, muito provavelmente, uma con-
sequência do aumento da distância entre a fonte e o receptor, e, além disso, devido
ao aumento no volume da sala, já que esse aumento diminui a probabilidade do raio
interceptar o receptor. Sendo assim, maior é a quantidade de raios “perdidos”. Mu-
dando a posição da fonte para LS7 pode-se observar os mesmos efeitos comentados
anteriormente, como mostra a Figura 69. Embora haja uma boa aderência entre o T30 e
Ts medidos com os simulados, há um desvio maior no D50 e no C80, para ambos os pares
fonte-receptor, como mostram as Tabelas 13 e 14. Esses maiores desvios são causados
pela “falta”de energia na cauda reverberante devido a poucos raios sonoros chegando
ao receptor neste intervalo de tempo.

Finalmente apresentam-se os resultados da última sala, ou seja, o Auditorium.
Primeiramente, mostram-se BRIRs medidas e simuladas para o par LS3-MP6, ver Fi-
gura 70. Apesar da intensidade entre os ouvidos estarem coerentes, isto é, a intensidade
da BRIR esquerda ser maior que a do ouvido direito, observa-se que o pico máximo
e mı́nimo do simulado divergem do medido. Além disso, as BRIRs simuladas têm
um decaimento energético mais rápido do que as medidas. Esse fato pode ter ocor-
rido devido ao aumento da distância da fonte ao receptor e do volume da sala, como
aconteceu com os resultados da sala Chamber music hall. Note que essas discordâncias
também ocorrem com o par LS7-MP6, como pode ser observado na Figura 71. Como
consequência os PQA também apresentam uma piora significativa nos resultados, ver
Tabelas 15 e 16.
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Figura 66 - Comparação das BRIRs medidas e simuladas para o par LS3-MP6 da sala

Seminar room
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Legenda: (a) - Medidas; (b) - Medidas - detalhamento no intervalo de 0 a 80 ms;

(c) - Simuladas; (d) - Simuladas - detalhamento no intervalo de 0 a 80 ms.

Fonte: O autor, 2017.
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Figura 67 - Comparação das BRIRs medidas e simuladas para o par LS7-MP6 da sala

Seminar room

0 0.5 1 1.5 2
−1

−0.5

0

0.5

1
Ouvido esquerdo

t [s]

A
m

pl
itu

de

0 0.5 1 1.5 2
−1

−0.5

0

0.5

1
Ouvido direito

t [s]

A
m

pl
itu

de

(a)

0 0.02 0.04 0.06 0.08
−1

−0.5

0

0.5

1
Ouvido esquerdo

t [s]

A
m

pl
itu

de

0 0.02 0.04 0.06 0.08
−1

−0.5

0

0.5

1
Ouvido direito

t [s]

A
m

pl
itu

de

(b)

0 0.5 1 1.5 2
−1

−0.5

0

0.5

1
Ouvido esquerdo

t [s]

A
m

pl
itu

de

0 0.5 1 1.5 2
−1

−0.5

0

0.5

1
Ouvido direito

t [s]

A
m

pl
itu

de

(c)

0 0.02 0.04 0.06 0.08
−1

−0.5

0

0.5

1
Ouvido esquerdo

t [s]

A
m

pl
itu

de

0 0.02 0.04 0.06 0.08
−1

−0.5

0

0.5

1
Ouvido direito

t [s]

A
m

pl
itu

de

(d)

Legenda: (a) - Medidas; (b) - Medidas - detalhamento no intervalo de 0 a 80 ms;

(c) - Simuladas; (d) - Simuladas - detalhamento no intervalo de 0 a 80 ms.

Fonte: O autor, 2017.



130

Figura 68 - Comparação das BRIRs medidas e simuladas para o par LS3-MP6 da sala

Chamber music hall
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Legenda: (a) - Medidas; (b) - Medidas - detalhamento no intervalo de 0 a 80 ms;

(c) - Simuladas; (d) - Simuladas - detalhamento no intervalo de 0 a 80 ms.

Fonte: O autor, 2017.
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Figura 69 - Comparação das BRIRs medidas e simuladas para o par LS7-MP6 da sala

Chamber music hall
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Legenda: (a) - Medidas; (b) - Medidas - detalhamento no intervalo de 0 a 80 ms;

(c) - Simuladas; (d) - Simuladas - detalhamento no intervalo de 0 a 80 ms.

Fonte: O autor, 2017.
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Figura 70 - Comparação das BRIRs medidas e simuladas para o par LS3-MP6 da sala

Auditorium
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Legenda: (a) - Medidas; (b) - Medidas - detalhamento no intervalo de 0 a 80 ms;

(c) - Simuladas; (d) - Simuladas - detalhamento no intervalo de 0 a 80 ms.

Fonte: O autor, 2017.
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Figura 71 - Comparação das BRIRs medidas e simuladas para o par LS7-MP6 da sala

Auditorium
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Legenda: (a) - Medidas; (b) - Medidas - detalhamento no intervalo de 0 a 80 ms;

(c) - Simuladas; (d) - Simuladas - detalhamento no intervalo de 0 a 80 ms.

Fonte: O autor, 2017.
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Tabela 11 - Comparação do parâmetros de qualidade acústica das BRIRs medidas e simuladas,

sala Seminar room, par LS3-MP6.

PQA
Ouvido esquerdo Ouvido direito

Medido Simulado Erro relativo [%] Medido Simulado Erro relativo [%]

T30 [s] 1,45 1,46 0,7 1,48 1,49 0,7

D50 [%] 54,46 60,81 11,7 39,42 40,72 3,3

C80 [dB] 2,86 3,82 33,6 0,94 1,14 21,3

Ts [s] 0,08 0,07 12.5 0,10 0,08 20

Fonte: O autor, 2017.

Tabela 12 - Comparação do parâmetros de qualidade acústica das BRIRs medidas e simuladas,

sala Seminar room, par LS7-MP6.

PQA
Ouvido esquerdo Ouvido direito

Medido Simulado Erro relativo [%] Medido Simulado Erro relativo [%]

T30 [s] 1,49 1,48 0,7 1,49 1,48 0,7

D50 [%] 44,68 51,14 14,5 44,42 50,14 12,9

C80 [dB] 1,50 2,34 56,0 1,43 2,24 56,6

Ts [s] 0,09 0,1 11,1 0,09 0,1 11,1

Fonte: O autor, 2017.

Tabela 13 - Comparação do parâmetros de qualidade acústica das BRIRs medidas e simuladas,

sala Chamber music hall, par LS3-MP6.

PQA
Ouvido esquerdo Ouvido direito

Medido Simulado Erro relativo [%] Medido Simulado Erro relativo [%]

T30 [s] 1,23 1,21 1,6 1,23 1,20 2,4

D50 [%] 56,92 72,24 26,9 40,43 57,78 42,9

C80 [dB] 3,70 6,22 68,1 2,82 4,90 73,8

Ts [s] 0,08 0,06 25,0 0,09 0,07 22,2

Fonte: O autor, 2017.
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Tabela 14 - Comparação do parâmetros de qualidade acústica das BRIRs medidas e simuladas,

sala Chamber music hall, par LS7-MP6.

PQA
Ouvido esquerdo Ouvido direito

Medido Simulado Erro relativo [%] Medido Simulado Erro relativo [%]

T30 [s] 1,19 1,17 1,7 1,23 1,24 0,8

D50 [%] 51,20 65,04 27,0 56,67 49,66 12,4

C80 [dB] 3,49 5,38 54,2 4,14 3,26 21,3

Ts [s] 0,08 0,06 25,0 0,08 0,06 25,0

Fonte: O autor, 2017.

Tabela 15 - Comparação do parâmetros de qualidade acústica das BRIRs medidas e simuladas,

sala Auditorium, par LS3-MP6.

PQA
Ouvido esquerdo Ouvido direito

Medido Simulado Erro relativo [%] Medido Simulado Erro relativo [%]

T30 [s] 1,57 1,64 4,5 1,68 1,75 4,2

D50 [%] 84,36 98,58 16,9 76,22 54,11 29,0

C80 [dB] 9,17 7,90 13,8 6,51 2,62 59,8

Ts [s] 0,05 0,07 40,0 0,06 0,09 50,0

Fonte: O autor, 2017.

Tabela 16 - Comparação do parâmetros de qualidade acústica das BRIRs medidas e simuladas,

sala Auditorium, par LS7-MP6.

PQA
Ouvido esquerdo Ouvido direito

Medido Simulado Erro relativo [%] Medido Simulado Erro relativo [%]

T30 [s] 1,66 1,70 2,4 1,65 1,67 1,2

D50 [%] 75,30 64,28 14,6 72,83 87,76 20,5

C80 [dB] 6,57 4,57 30,4 6,01 5,04 16,1

Ts [s] 0,06 0,08 33,3 0,07 0,09 28,5

Fonte: O autor, 2017.
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CONCLUSÕES E CONTINUIDADE DO TRABALHO

Embora haja modelos de geração de aurilização que permitam previsões pre-
cisas e realistas em aplicações complexas, ainda possuem um custo computacional
muito elevado, motivo pelo qual leva o projetista a procurar uma nova metodologia
e/ou simplificações que não comprometam o resultado. Neste trabalho, foi apresentado
uma nova técnica para a geração das respostas impulsivas biauriculares (BRIRs) com
intuito de reduzir o seu custo computacional. Para isso foi formulado um novo proce-
dimento de cálculo das HRIRs filtradas. Além disso, outro objetivo foi recuperar com
precisão os componentes de alta frequência dessas HRTFs filtradas. Para isso, foram
projetadas um conjunto de redes neurais artificiais do tipo RBF. As redes do tipo mul-
tilayer perceptron (MLP) não foram utilizadas, uma vez que a convergência no processo
de treinamento é muito lenta e é necessário uma quantidade maior de neurônios para a
obter o resultado com a mesma precisão da rede RBF, o que implicaria no aumento do
custo computacional. Embora a técnica das redes neurais para a modelagem das HRIRs
filtradas não seja um conceito novo, as técnicas desenvolvidas aqui trazem ideias ainda
não exploradas em outros trabalhos.

Como se dispunha um banco de HRTFs suficientemente discretizado, com
resolução espacial de 1◦ tanto no azimute quanto na elevação, foi modelada uma
rede para cada direção onde há uma HRTF medida, o que permitiu reduzir a comple-
xidade da rede neural, pois não é necessária a interpolação. A rede que apresentou a
melhor relação custo-benefı́cio foi utilizando dez neurônios na camada intermediária,
tornando possı́vel uma redução de 70% do número de operações aritméticas em relação
ao método tradicional, que utiliza convoluções, reduzindo, portanto, o custo compu-
tacional do processo de geração da aurilização. O conjunto de dados formado, com as
estratégias apresentadas neste trabalho, permitiu contornar as dificuldades encontradas
em Naranjo (2014). Esses padrões de treinamento foram obtidos a partir da seleção,
empregando o algoritmo de agrupamento K-means, dos raios gerados da simulação
de diversas salas, com diferentes caracterı́sticas acústicas, utilizando o código com-
putacional RAIOS. Além disso, a função custo utilizada no algoritmo tradicional de
treinamento das redes RBF foi alterada, a qual contribuiu para um bom desempenho
da rede neural.

Para avaliar o modelo proposto, primeiramente, foram feitas várias comparações
entre a modelagem das HRIRs filtradas utilizando as redes neurais e o método tradi-
cional. Os resultados mostraram que as redes projetadas são capazes de reconstruir as
HRIRs por meio da modificação espectral. Um número bem significativo de direções
foram testadas — dentre as quais oito dessas direções foram apresentadas. Porém em
todas as direções testadas o coeficiente de correlação comprovou a exatidão do modelo.
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Na sequência, é simulada a geração das BRIRs, de três salas, denominadas como
Seminar room, Chamber music hall e Auditorium, utilizadas no Round Robin on Auralization
(RR4). Essas salas escolhidas estão em ordem crescente no volume e no grau de com-
plexidade. Dois pares de fonte-receptor foram selecionados para o cálculo das BRIRs.
Para o cálculo das BRIRs simuladas foram utilizados o simulador RAIOS com o modelo
das redes RBF. Como o RAIOS utiliza dois algoritmos para modelar a propagação da
onda acústica, a saber o método traçado de raios e o método de transição de energia,
foi necessária a modificação deste último para a aplicação às redes projetadas. Desse
modo, as BRIRs são construı́das, não só a partir das reflexões especulares, mas também
das reflexões difusas. Os resultados foram então avaliados a partir dos parâmetros de
qualidade acústica (PQA). Embora, esses PQA sejam utilizados apenas para as RIRs,
eles se prestam para verificar o balanço energético das componentes esquerda e direita
das BRIRs. Assim, a partir dos PQA pode-se concluir que o modelo apresenta resul-
tados confiáveis para as salas Seminar room e Chamber music hall. Contudo, os da sala
Auditorium não foram tão satisfatórios. Logo, os resultados obtidos no presente trabalho
revelam que à medida que o volume da sala aumenta, os resultados tendem a ser pio-
res. Isso pode ser comprovado pelo crescimento dos erros nos parâmetros de qualidade
acústica. Por fim, vale ressaltar que, embora, a técnica apresentada tenha se mostrada
bastante promissora, principalmente do ponto de vista de uma implementação eficiente
em um sistema de aurilização, é necessário uma análise nos algoritmos que o RAIOS
utiliza na modelagem da propagação da onda acústica, uma vez que erros no decai-
mento energético e na modelagem do som direto, principalmente, em salas grandes
foram observados nas BRIRs simuladas. Isso será alvo de investigações futuras.

Os próximos passos na evolução deste trabalho estão listados a seguir.

• Analisar o código fonte dos algoritmos utilizados na modelagem da
propagação da onda acústica do código computacional RAIOS, no intuito
de verificar o motivo de o decaimento energético das BRIRs simuladas
apresentarem-se mais acentuadas do que as medidas, particularmente
para salas de grande volume.

• Estudar a possibilidade de reduzir ainda mais o tempo de resposta do
método com técnicas de computação paralela.

• Considerar a possibilidade de incrementar outros elementos na entrada
da rede, tais como as caracterı́sticas antropométricas do ouvinte de ma-
neira que o sistema possa fornecer resultados personalizados.

• Desenvolver uma técnica de validação objetiva de processos de aurilização.

• Analisar as similaridades das redes, desenvolvidas neste trabalho, próximas
com o objetivo de reduzir a sua quantidade.
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• Outra importante contribuição que se pode buscar é o desenvolvimento
de um sistema de aurilização utilizando HRTFs de cabeças infantis. Sa-
bendo que as HRTFs mudam com a idade (FELS, 2008), as redes de-
senvolvidas aqui são úteis apenas para adultos. A Figura 72 mostra a
comparação entre as HRTFs de um bebê, uma criança e um adulto no
plano horizontal e mediano. Note-se que, em torno de 3 kHz, corres-
ponde à região de maior sensibilidade de um adulto, enquanto de um
bebê ou de uma criança é de 6 kHz.

O principal propósito desse estudo consiste na aurilização de salas de
aula. Como a aurilização permite prever a acústica da sala mesmo que
ela não exista, isso permite ao projetista analisar e otimizar a qualidade
acústica. Uma vez que, a qualidade acústica de uma sala de aula é o fator
preponderante na qualidade e eficácia do aprendizado.

Figura 72 - Comparação entre as HRTFs de um bebê, uma criança e um adulto no

plano horizontal e mediano

Bebê Criânça Adulto

Fonte: FELS, 2008.
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APÊNDICE – Cálculo da função exponencial

Dado que a função de ativação dos neurônios da camada intermediária das
redes RBF é do tipo gaussiana (Eq. (43)), a qual é dada pela função exponencial (função
transcendental), esta pode ser obtida a partir de uma série de Taylor truncada. À vista
disso, neste apêndice, discute-se a quantidade de termos necessária da tal série, de
modo que o erro cometido com essa truncagem seja desprezı́vel. Também é apresentado
um algoritmo eficiente para calcular essa série de Taylor truncada.

A.1 Truncamento da expansão em série de Taylor da exponencial

A fim de examinar a quantidade necessária de termos da série, considere o
seguinte teorema, o qual permite estimar o tamanho do erro gerado após o truncamento
da série de Taylor.

Teorema A.1.1. Sejam

Ψn(v) =

n∑
i=0

ψ(i)(0)
i!

xi (123)

o n−ésimo polinômio de Taylor de ψ centrado em v = 0, e

ψ(v) =

∞∑
i=0

ψ(i)(0)
i!

xi (124)

a série de Taylor deψ em torno de v = 0. Suponha que a derivadaψ(n+1)(v) exista e seja contı́nua.
Se L é uma constante tal que

∣∣∣ψ(n+1)(ν)
∣∣∣ ≤ L para todo ν entre 0 e v, então

∣∣∣ψ(v) −Ψn(v)
∣∣∣ ≤ L

|v|n+1

(n + 1)!
. (125)

A série de Taylor de exp(v2) é obtida substituindo v por −v2 na série de Taylor
de exp(v), isto é,

ψ(v) = exp(−v2) =

∞∑
i=0

(−1)iv2i

i!
= 1 − v2 +

v4

2!
−

v6

3!
+

v8

4!
− . . . . (126)

Uma vez que a expansão de Taylor de exp(v) é valida para todo v, essa expansão
também é válida para todo v. Sendo assim, o valor absoluto da i−ésima derivada de
ψ(v) é limitada para todo v.
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A partir do Teorema A.1.1, tem-se que, mantendo n fixo, o erro da estimativa
de ψ(v) aumenta à medida que se afasta de v = 0. Portanto, para diminuir o erro
desses valores de v é necessário aumentar o número de termos, n, da série. Agora,
como os valores de v relevantes estão no intervalo [−3, 3], pois os valores fora desse
intervalo são praticamente nulos (ver Figura 36), basta analisar o erro para v = 3 (ou
v = −3). Fazendo n = 70 (ou seja, considerando os 36 primeiros termos da série),
tem-se max

0≤ν≤3

{∣∣∣ψ(71)(ν)
∣∣∣} ≈ 1.3648 × 1061. Portanto, pode-se aplicar a estimativa do erro

com L = 1.3648 × 1061 para obter

∣∣∣ψ(v) −Ψ70(v)
∣∣∣ ≤ 1.3648 × 1061 |3|

71

71!
≈ 1.2051 × 10−7 < 10−6 (127)

Portanto, a avaliação dos valores de ψ(v) para v ∈ [−3, 3] utilizando o polinômio
de Taylor de ordem 70 (Eq. (128)) obtém erros menores do que 10−6.

Ψ70(v) =

35∑
i=0

(−1)iv2i

i!
(128)

A.2 Método eficiente para o cálculo da série de Taylor

Nesta seção apresenta-se o algoritmo Horner que permite calcular o polinômio
de Taylor de maneira otimizada. Primeiramente, observe que a Eq. (123) pode ser
reescrita como

Ψn(v) = a0 + v(a1 + v(a2 + . . . + v(an−1 + anv) . . .)) , (129)

onde ai = ψ(i)(0)/i!, para i = 1, 2, . . . ,n. Logo, Ψn(v) pode ser obtido a partir da seguinte
relação de recursão

bi−1 = ai−1 + biv , (130)

com bn = an, para 1 ≤ i ≤ n, de modo que Ψn(v) = b0. De fato, substituindo iterativa-
mente bi na Eq. (129), tem-se

Ψn(v) = a0 + v(a1 + v(a2 + . . . + v(an−1 + bnv) . . .))

= a0 + v(a1 + v(a2 + . . . + v(bn−1) . . .))
...

= a0 + b0v

= b0 (131)
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Esse algoritmo requer n somas e n multiplicações, caso todos os coeficientes
sejam não-nulos. Como o polinômio de Taylor relativo à função de ativação possui
apenas os coeficientes pares não-nulos, a Eq. (128) pode ser reescrita da seguinte forma

Ψ70(v) = a0 + v2(a2 + v2(a4 + . . . + v2(a68 + a70v2) . . .)) , (132)

onde ai =
(−1)i

i!
. A avaliação desse polinômio aplicando a regra de Horner efetua 35

somas e 36 multiplicações.
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