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RESUMO

FERREIRA, G. S. S. Simulacdo computacional do escoamento de fluidos misciveis e
compressiveis em meios porosos através de técnicas livres de Jacobiana. 2020. 138 f.
Tese (Doutorado em Modelagem Computacional) — Instituto Politécnico, Universidade
do Estado do Rio de Janeiro, Nova Friburgo, 2020.

Este trabalho trata da modelagem e da simulagao numérica do escoamento mo-
nofasico em meios porosos heterogéneos de natureza fractal, no qual o fluido é considerado
miscivel e compressivel. Os meios porosos sao modelados pela Equacao de Kozeny-Carman
Generalizada a trés parametros (KCG), a qual relaciona a porosidade com a permeabili-
dade. Essa equacao é capaz de generalizar diferentes modelos existentes na literatura. O
software livre de Jacobiana, desenvolvido neste trabalho, para a resolucao de problemas
formulados em termos de equacoes diferenciais parciais nao-lineares é de interesse cres-
cente para simular processos praticos de engenharia. O chamado “Algoritmo espectral
livre de derivadas” foi utilizado na solucao de equacoes nao-lineares oriundas da mode-
lagem de escoamentos em meios porosos. O modelo, que foi considerado nesta pesquisa,
¢ aquele empregado para descrever o deslocamento de fluido compressivel miscivel em
meios porosos com fontes e sumidouros, no qual a densidade da mistura de fluidos varia
exponencialmente com a pressao. O algoritmo espectral utilizado é um método moderno
para a solucao de sistemas nao-lineares de grande porte, nao utiliza qualquer informagao
explicita associada com a matriz Jacobiana. Modelos para escoamentos bidimensionais
sao apresentados juntamente com os resultados numéricos, comparando o algoritmo espec-
tral com um método de Newton inexato livre de Jacobiana. Os resultados deste trabalho
mostram que esse algoritmo espectral moderno é um método confiavel e eficiente para a
simulagao de escoamentos compressiveis em meios porosos. Os resultados mostram que o
modelo KCG é capaz de gerar meios porosos heterogéneos, cujas caracteristicas permitem
a captura de fenomenos fisicos que sao geralmente desafiadores para muitos simuladores
em diferencas finitas classicas, como fenomeno de formagao de fingers viscosos que ocorre
quando a razao de mobilidades é adversa.

Palavras-chave: Escoamento miscivel. Fluidos compressiveis. Técnicas livres de

Jacobiana. Kozeny-Carman Generalizada.



ABSTRACT

FERREIRA, G. S. S. Computational simulation of miscible fluids flow in porous media
along with Jacobian free techniques. 2020. 138 f. Tese (Doutorado em Modelagem
Computacional) — Instituto Politécnico, Universidade do Estado do Rio de Janeiro,

Nova Friburgo, 2020.

This work deals with numerical modeling and simulation of single-phase flow in
heterogeneous porous media of a fractal nature, where fluid is considered miscible and
compressible. Porous media are modeled by the Generalized Kozeny Carmam Equation
with three parameters (KCG), which relates porosity to permeability. This equation is
able to generalize different models existing in the literature and, therefore, is of very ge-
neral use. The free Jacobian software developed here for solving problems formulated by
nonlinear partial differential equations is of growing interest for similar practical enginee-
ring processes. The so-called “Free derivative spectral algorithm” was used for nonlinear
equations in the transfer simulation in porous media. The model considered herein is that
employed to describe the displacement of miscible compressible fluid in porous media with
sources and sinks, where a density of the fluid mixture varies exponentially with pressure.
The spectral algorithm used is a modern method for the solution of large nonlinear sys-
tems, it does not use any explicit information associated with the Jacobian matrix. The
two-dimensional flow models are presented, together with the numerical results compa-
ring the spectral algorithm with the Jacobian free inexact Newton method. The results of
this work show that this modern spectral algorithm is a reliable and efficient method for
the simulation of compressible porous media flow. The results shown in the KCG model
are able to generate heterogeneous means, including features that can be captured from
physical phenomena that are generally generally challenges for to access for classical finite
difference simulators, as example the viscous fingering phenomena that occurs when there
is an adverse mobility relation.

Keywords: Miscible flows. Compressible fluids. Jacobian free techniques. Generalized

Kozeny-Karman Equation.
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INTRODUCAO

A modelagem computacional consiste no uso de um modelo matematico capaz
de obter uma visao do comportamento de um fenémeno fisico, de tal forma que possa
ser estudado a fim de obter respostas, utilizando-se recursos computacionais. A trans-
formagao do modelo matematico em algoritmos numéricos é uma das atividades em que a
resolucao pode ser cara computacionalmente, porém vem evoluindo muito com os avangos
de hardware, técnicas de paralelizacao, algoritmos otimizados, entre outros. Contudo as
equagoes que constituem o modelo matemético, geralmente sao mais complicadas de se-
rem resolvidas analiticamente, e, portanto, aproximagoes devem ser aplicadas de forma a
serem resolvidas por algum método estavel, acurado e computacionalmente eficiente para
resolver sistemas de equagoes de grande porte.

A industria petrolifera procura maximizar o fator de recuperacao de um reser-
vatorio ao longo de sua vida produtiva, por meios economicamente viaveis. Neste con-
texto, existem campos com relativa dificuldade de producao de hidrocarbonetos, como
aqueles que apresentam Oleo altamente viscoso em camadas inconsolidadas, ou campos
com baixas pressoes internas, onde a partir de um determinado periodo, o campo pode
se tornar inoperante, ou seja, economicamente invidavel, sendo necessaria nestes casos, a
aplicagao de técnicas de recuperacao por producao de petréleo.

Os processos usados para aumentar a recuperacao de hidrocarbonetos utilizam
técnicas de injecao de fluidos no reservatorio.. Essas técnicas podem ser de recuperagao
primadria, secundaria ou terciaria. Na recuperacao primaria a producao se da naturalmente
por diferenca de pressao. Nas técnicas de recuperacao secunddria e terciaria alteram-se
as condigoes naturais, utilizando a injecao de fluidos através de pogos de injecao, para
aumentar a pressao no interior deles e a vazao nos pocos produtores. Na recuperacao
secundaria, o escoamento ¢é imiscivel, quando o fluido injetado é, por exemplo, a agua ou
o gas (GREEN; WILLHITE et al., 1998; ROSA; CARVALHO; XAVIER, 2006).

A recuperacao tercidria sao as mais indicadas para a recuperacao dos campos ma-
duros - campos que atingiram o pico de producao, estando em um estado de producao
em declinio e se aproximando o fim de suas vidas produtivas -, pois busca recuperar
reservatérios que apresentam o6leos de alta viscosidade e elevadas tensoes interfaciais,
nesse caso, métodos de recuperagao secundaria nao sao suficientes. Os principais tipos de
recuperacao tercidria sao modelos térmicos, quimicos, microbiol6gicos e misciveis (VOS-
SOUGHI, 2000; ROSA; CARVALHO; XAVIER, 2006).

Os métodos térmicos de recuperacao sao baseados no fato de que o calor transferido
ao reservatorio aquece o Oleo diminuindo sua viscosidade, facilitando o seu escoamento
para o pogo produtor. Ja com os métodos quimicos, o fluido injetado interage quimica-

mente com o fluido residente no reservatoério.
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Os modelos microbioldgicos consistem em adicionar micro-organismos junto a agua
de injecao que, quando em contato com o meio aquoso cheio de nutrientes realizam reagoes
metabdlicas que incluem a quebra das cadeias mais longas dos hidrocarbonetos, levando
a um 6leo mais leve (FENG et al., 2002). Por outro lado, os métodos podem ser defini-
dos como processos caracterizados pela auséncia de interface entre os fluidos deslocante e
deslocado, estando relacionado com a eliminagao de forgas capilares e interfaciais, favore-
cendo o deslocamento de éleo do reservatério. Em transformacoes quimicas, no processo
de misturas, todos os gases sao misciveis entre si. Entretanto, a miscibilidade entre dois
liquidos depende da semelhanca quimica, condigoes de pressao e temperatura. Os sol-
ventes que sao misciveis com o Oleo pesado sao mais custosos que o gas, portanto a
quantidade de solvente injetado deve ser relativamente pequena por razoes economicas,
(GREEN; WILLHITE et al., 1998). A modelagem de escoamentos misciveis é importante
para o entendimento e o planejamento de processos industriais. Essa miscibilidade de
fluidos é uma propriedade que permite que dois ou mais fluidos se misturem e formem
um sistema homogéneo composto por uma tnica fase. Dois ou mais fluidos formados por
substancias puras, ou nao, sao misciveis se, quando misturados, dao origem a um fluido
totalmente livre de interfaces e, consequentes tensoes interfaciais (HOLM et al., 1986).

Escoamentos de fluidos misciveis ocorrem em diversos problemas de interesse, como
por exemplo, nas ciéncias e na engenharia, nas quais é possivel citar a contaminacao de
lengdis d’agua, decorrente da infiltracao de pesticidas usadas na lavoura ou de residuos
quimicos e problemas decorrente da invasao de agua salgada em lagos e aquiferos proximos
do mar (AZEVEDO et al., 2000; FILIZOLA et al., 2002).

Na engenharia quimica, processos de extragao supercritica sao cada vez mais co-
muns, nos quais um fluido em estado supercritico, possuindo alta mobilidade e grande
poder de solvéncia, ¢ injetado em meio solido provocando um escoamento miscivel e, em
consequéncia, a extragao de uma ou mais substancias do meio. Cita-se, como exemplo, a
extracao de cafeina e de 6leos medicinais, injetando didxido de carbono supercritico em
meios vegetais (BECKMAN, 2004; WAIL; LAINTZ, 1994).

Duas das mais importantes aplicacoes na modelagem de escoamentos misciveis
em meios porosos sao o transporte de tracadores e a injecao continua. As técnicas de
injecao de tragadores tém se mostrado bastante viaveis na industria de petréleo, sendo
recursos tecnolégicos de baixo custo para monitorar o movimento do fluido, a fim de obter
dados relevantes sobre os reservatérios de petréleo. Tracadores sao elementos radiativos
ou nao adicionados ao fluido injetado que permitem a obtencao de informacoes sobre
as caracteristicas do escoamento e as propriedades do reservatério. Sendo um tragador
introduzido no poco injetor é possivel avaliar seu deslocamento por meio da medida de
concentracao, em um poco produtor. A concentracao do tragador e o tempo de chegada
nos pocos de producao sao importantes para se identificar barreiras ao escoamento, falhas

geoldgicas, caminhos preferenciais de fluxo, propriedades do meio poroso, dentre outras
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caracteristicas que sao dificeis de se obter através de técnicas geofisicas convencionais
(LOULA et al., 1996; GUERREIRO et al., 1998; NUNEZ et al., 2012; ENGESGAARD
et al., 1996; BARTH et al., 2001).

O processo de injecao continua se caracteriza pela injecao de fluidos no reservatério,
com o objetivo de deslocar o fluido residente até o poco produtor, ocupando o espaco
deixado por ele. A simulacao de injecao continua envolvendo mobilidade adversa, ou seja,
quando o fluido residente possui viscosidade maior que o fluido injetado, é um dos tépicos
mais importantes da classe de problemas envolvendo a recuperacgao terciaria. A resolucao
numérica dos deslocamentos misciveis, com razao de mobilidade adversa, frequentemente
resulta em oscilagoes espurias, sensibilidade a orientacao da malha e surgimento de fingers
viscosos, sendo assim nomeados pelo fato de o fluido menos viscoso invadir o éleo, gerando
formas similares a longos dedos, que atingem o poco produtor, ficando comprometida a
extracao do éleo (PEACEMAN, 1977, NUNEZ et al., 2012). Com isso, o surgimento
dos fingers viscosos podem causar problemas consideraveis para a industria petrolifera,
de forma que simuladores numéricos capazes de capturar essa formacao de fingers sao
ferramentas tuteis, nao s6 para preve-las, mas para auxiliar na discussao de propostas de
estabilizacao do fenomeno de natureza hidrodinamica.

Geralmente, os escoamentos associado a aplicacao de métodos misciveis sao mo-
delados matematicamente por equagoes diferenciais parciais nao lineares (BEAR, 1972;
COLLINS, 1961), que podem apresentar solugdes com singularidades nos pogos de injegao
e producao. Assim, a discretizacao desses problemas leva a sistemas de equagoes algébricas
nao lineares de grande dimensao, por exemplo, milhares de incognitas. Essas equagoes sao
comumente resolvidas usando o método de Newton cldssico (AZIZ, 1979). A convergéncia
do método de Newton depende da localizacao do ponto de partida, mas esse método ite-
rativo é atraente porque geralmente apresenta uma taxa de convergéncia quadratica local
(DENNIS; SCHNABEL, 1983). No entanto, para simular a evolu¢ao dinamica do fluxo,
a cada passo o método de Newton requer a solucao de varios sistemas lineares, nos quais
as Jacobianas do sistema nao linear avaliadas nos pontos atuais sao as matrizes dos coe-
ficientes de grande dimensao e esparsas.

Para minimizar o custo computacional na solucao de tais sistemas lineares, nos
ultimos anos, alguns pesquisadores nessa drea usaram métodos inexatos, (BERGAMAS-
CHI et al., 2012; DAWSON et al., 1997; JONES; WOODWARD, 2001). Tais métodos
inexatos sao variantes do método de Newton, nos quais sistemas lineares sao resolvidos
apenas aproximadamente, como realizado por Dembo, Eisenstat e Steihaug (1982), Ei-
senstat e Walker (1994) e Eisenstat e Walker (1996), que se utilizaram de métodos de
Krylov (KELLEY, 1996).

O Algoritmo Espectral Livre de Derivadas para Equagoes Nao Lineares (Derivate
Free Spectral Residual for Nonlinear Equation - DFSANE) é um método moderno para

resolver sistemas nao lineares de larga escala, desenvolvido a partir do método do gradiente
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(BARZILAI; BORWEIN, 1988; RAYDAN, 1993), que néo resolve sistemas lineares, nem
usa qualquer informagao associada a matriz Jacobiana, sendo uma abordagem livre de

derivadas (LA CRUZ; MARTINEZ; RAYDAN, 2006).

Justificativa

A seguir, apresenta-se alguns trabalhos nesta drea de escoamento miscivel em re-
servatérios, a fim de resolver o sistema gerado pela equacao da pressao e a equagao da
concentragao, visando, assim, a otimizac¢ao do processo (MALTA, 1995; GARCIA, 1997,
MALTA; LOULA; GARCIA, 1995; NUNEZ et al., 2012).

Christie e Bond (1987) descrevem aplicagoes de simulagoes de problemas lineares e
nao lineares para escoamento de fluidos misciveis, utilizando diferencas finitas na diregao
do fluxo e decomposicao de Fourier perpendicular ao fluxo, considerando um meio bidi-
mensional para o estudo do fingers com variacao de viscosidade e parametros do coeficiente
difusivo.

Um estudo dos fingers viscosos no processo de injecao miscivel e uma analise da
auséncia da gravidade em simulagoes em 2D e 3D em meios homogéneos e heterogéneos,
foram feitos em Tchelepi, Jr et al. (1994).

Malta, Loula e Garcia (2000) empregaram o método Streamline Upwind/Petrov-
Glerkin (SUPG) para a aproximacao da concentracao e para resolver o sistema de equagoes
diferenciais parciais que modela os processos de injecao dos tragadores em reservatorio de
petréleo no escoamento de fluidos misciveis.

Werner, Catabriga e Santos (2010) implementaram também o método de elementos
finitos para resolver o problema de escoamento miscivel em um reservatério de petréleo,
usando o método de estabilizacao denominado de Difusao Dinamica na equacao de con-
centracao. Esse método ¢ uma metodologia para resolver problemas de transporte, pre-
dominantemente advectivo, baseado em uma decomposicao multiescala da varidvel de
interesse e do campo de velocidade.

Pesquisas recentes tém sido realizadas, com a finalidade de desenvolver o método
livre de derivadas na solucao dos sistemas de equacoes algébricas resultantes da discre-
tizagao das equagoes parciais nao lineares que constituem problemas de dificil resolugao,
exigindo o emprego de métodos numéricos robustos. Essa metodologia tem sido utilizada
amplamente e com sucesso em vérios trabalhos encontrados na comunidade cientifica
(SIMAO; HENDERSON, 2016; SIMAO; HENDERSON, 2017; SIMAO; HENDERSON,
2018; SIMAO et al., 2019b; SIMAO et al., 2019a).

Henderson, Bréttas e Sacco (2015), empregaram o método DFSANE para resolver
a equacao da pressao em uma simulacao de reservatérios, sendo considerado o escoa-

mento bifasico em meios porosos heterogéneos de natureza fractal, no qual os fluidos sao
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considerados imisciveis e a permeabilidade foi modelada pela equagao KCG.

Em Henderson e Pena (2017), tratou-se de simulagoes de fingers viscosos em flu-
x0s bifasicos (6leo-dgua) através de meios porosos heterogéneos e anisotrépicos, nos quais
tanto a heterogeneidade quanto a anisotropia sao modeladas pela equacao generalizada a
trés parametros do tipo Kozeny-Carman, que foi incluida em um cléssico modelo geral-
mente usado para simular fluxos imisciveis durante operacoes de injecao de agua.

Ferreira, Kischinhevsky e Henderson (2017), utilizaram uma metodologia fisica-
mente intuitiva cuja formulagao é baseada nos fundamentos tedricos da mecanica dos
meios continuos. Nesse trabalho foi utilizado o método DFSANE na resolugao dos siste-
mas lineares resultantes da discretizacao das equacoes de Navier-Stokes através do método
Tubo de Trajetérias.

Tarzanagh, Nazari e Peyghami (2017), propuseram um novo gradiente conjugado
pré-condicionado livre de derivadas para resolver sistemas nao lineares e sub-determinados
em grande escala de equacoes, com uma técnica de busca nao-mondétona relaxada. Trata-
se, portanto, de um método decorrente do DFSANE.

No trabalho de Silva (2017), vé-se o estudo da teoria de lubrificagao, em que
peliculas finas constituidas de fluidos viscosos, deslocam-se em contato com superficies
solidas, com as implementagoes dos esquemas numéricos para uma classe de problemas
modelados por equacoes diferenciais parciais parabdlicas de alta ordem, as quais sao nao
lineares. Assim, tem-se um sistema nao linear, que foi resolvido com sucesso, através do
método DFSANE.

Pesquisas mostram que o método espectral livre de Jacobiana foi aplicado com
éxito em diferentes dreas da ciéncia. Em Gomes (2017), considera-se simuladores voltados
para a previsao da producao futura de reservatorios, bem como no gerenciamento em
producao, tornando-se ferramentas indispensaveis na prospeccao de petréleo, tendo sido
empregada uma técnica implicita ao problema de Buckley-Leverett para o escoamento
em meios porosos heterogéneos de natureza fractal e as equagoes de conservacao, sendo
resolvidas através do método DFSANE. No trabalho de Silva (2018) foi desenvolvido um
simulador computacional, possibilitando uma descri¢cao acurada do fluxo de 4gua em zonas
subsaturadas, na resolucao do sistema nao linear resultante da discretizacao da equacao
de Richards, também com o uso do método DFSANE.

Objetivos

Esta tese, tem objetivo principal a modelagem e simulagao computacional do esco-
amento miscivel e ligeiramente compressivel em meios porosos. Para isso, parte do modelo
sera descrito por equacoes diferenciais parciais do tipo adveccao-difusao, as quais, para

tal, representam a conservacao de massa dos constituintes quimicos da mistura fluida.
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Almejamos desenvolver um simulador numérico, SEMD - Simulador para o Esco-
amento Miscivel sem Derivadas -, usando o método de Newton Inexato Globalizado com
Gradiente Conjugado (NIG/GC) e o método DFSANE para a resolugao da equagao da
pressao. Essa é uma equagao diferencial parabdlica nao linear de segunda ordem, munida
com condigoes de contorno de Neumann.

Ainda como objetivo deste trabalho, busca-se analisar a equagao de Kozeny-Carman
generalizada (KCG) proposta por Henderson, Bréttas e Sacco (2010), no estudo numérico
do escoamento de dois fluidos misciveis com razao de viscosidade adversa. Para isso,
considera-se um meio poroso retangular bidimensional, com valores de porosidade unifor-
memente distribuidos em um determinado intervalo. Entao, a permeabilidade absoluta
do material poroso serd modelada em funcao da porosidade, usando a equacao de KCG.
Essa abordagem gera um campo heterogéneo de permeabilidade, cuja natureza fractal

sera descrita pelo modelo matematico equipado com trés parametros fixos.

Estruturacao da tese

Para apresentar o problema de interesse, as formulagoes a serem utilizadas e os
resultados obtidos, esta tese sera organizada em sete capitulos e trés apéndices.

No primeiro capitulo sera realizada uma apresentacao tedrica das leis e proprieda-
des basicas que definem meios porosos e escoamento miscivel.

O Capitulo 2 mostrara os detalhes da modelagem na caracterizacao de meios poro-
sos fractais, a equagao de Kozeny-Carman generalizada. Ja no Capitulo 3 serao descritas
as equacoes diferenciais que modelam o escoamento miscivel em meios porosos.

No Capitulo 4 serao discretizadas as equagoes do modelo fisico-matematico, sendo
a equacao da pressao de forma implicita no tempo e a equacao de adveccgao-difusao por um
esquema explicito. Nesse capitulo também serd apresentado o caso particular referente ao
escoamento de um fluido ligeiramente compressivel formado por uma mistura com apenas
dois componentes quimicos, um dos quais serda o tragador injetado no meio poroso e o
outro constitui o fluido residente.

Os métodos numéricos para as equagoes nao lineares, NIG/CG e DFSANE e suas
modificagoes, serao descritos no Capitulo 5. Os resultados do simulador numérico para o
meio poroso homogéneo e meio poroso heterogéneo estarao no Capitulo 6.

Posteriormente, serao apresentadas as principais conclusoes e perspectivas futuras.
Logo em seguida serao listados todos os trabalhos pesquisados e citados no texto.

Finalmente, os trés apéndices serao apresentados, referentes ao capitulo das dis-

cretizagoes das equagoes do modelo.
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1 CONCEITOS PRELIMINARES

1.1 Meios Porosos

Em um sentido mais geral, um meio poroso é um material sélido contendo orificios
no seu interior. No entanto, como observado por Bear (1972), um cilindro de metal oco,
por exemplo, nao é usualmente considerado um material poroso. Assim, de imediato,
é necessario especificar mais precisamente o que se entende por meio poroso. Seguindo
Bear (1972), um sélido contendo orificios dispersos no seu interior (de forma regular
ou aleatéria) é um meio poroso, se tais orificios ocorrem de uma forma relativamente
frequente no interior do sélido. A parte solida de um meio poroso é denominada matriz
porosa e é formada pelos graos de rocha. Os orificios sao chamados de espagos vazios ou
espagos porosos (ou simplesmente poros).

Uma grande variedade de materiais, naturais ou artificiais, sdo meios porosos.
Por exemplo, pedra-pumes, esponjas naturais, espumas sintéticas, algodao, graos vegetais
como o feijao e o milho, madeiras, 6érgaos como o pulmao e o rim, um pacote de areia,
um tubo cheio de bolas de gude, filtros caseiros (como o coador de café), filtros para
equipamentos mecanicos (como os filtros de automéveis e os industriais), reservatérios de
petréleo e aquiferos (BEAR, 1972)

O estudo dos meios porosos esta intimamente relacionado com a compreensao das
diversas escalas envolvidas no objeto de estudo. De fato, um meio poroso como um re-
servatério de petréleo, por exemplo, pode possuir comprimento na ordem de quilometros,
espessuras na ordem de metros ou centimetros e espago poroso com dimensoes na ordem
de apenas alguns Angstroms. A escala relacionada com as dimensoes do espaco poro é
denominada de escala microscépica. Em geral, uma escala que se encontra na ordem de
quilometros, metros ou centimetros é denominada de escala macroscopica ou escala do
observador.

Qualquer propriedade do material poroso medida em uma escala macroscépica é
denominada de propriedade macroscépica do material. Do ponto de vista matematico,
uma propriedade macroscopica deve ser vista como uma média tomada com relacao a

uma amostra representativa do meio poroso Bear (1972).

1.2 Porosidade

A porosidade, denotada por ¢, é uma propriedade macroscopica basica de um
meio poroso, a qual define a razao entre o espago poroso e o volume total de uma amostra

representativa do material. Assim, de acordo com a Figura 1, temos
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Figura 1 - O volume poroso e o volume total de uma

amostra representativa.

Fonte: Adaptado de BRETTAS, 2013.

B Volume Poroso Y
-~ Volume Total da Amostra V'

¢

1.3 Permeabilidade

A permeabilidade é a propriedade macroscopica do meio poroso que caracteriza
a facilidade com que fluidos podem escoar através do material sélido. O conceito de
permeabilidade foi estabelecido experimentalmente por Darcy (1856), o qual mostrou que
a permeabilidade esta relacionada com propriedades associadas ao escoamento. A equacao
basica que define a permeabilidade em termos de quantidades mensuraveis é chamada lei
de Darcy, a qual, para um escoamento na direcao horizontal, pode ser enunciada como
segue.
Lei de Darcy: Se um escoamento horizontal de um fluido incompressivel é realizado
através de uma amostra de um material poroso de comprimento L medido na direcao do
escoamento (Figura 2), possuindo drea da segao transversal uniforme igual a A, entao a

permeabilidade do material, denotada por k, fica definida por

qu
k= —" 2
A(AP/L) 2)
Na Equagao (2) o parametro ¢ (denominado de vazao) é o volume do fluido que
atravessa a segao transversal de area A por unidade de tempo (¢ = Vy/At), AP = P,—P, é
a diferenca de pressao tomada nas extremidades da amostra (na forma ilustrada na Figura
2) e p é a viscosidade do fluido.

A unidade costumeiramente empregada para medir a permeabilidade é o darcy.
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Esta unidade é definida em funcao da Equagao (2). Assim, para um material poroso de
1 darcy de permeabilidade, uma diferenca de pressao de 1 atm deve produzir uma vazao
igual a 1 em?/s de um fluido com 1 ¢p (um centipoise) de viscosidade, através de uma

amostra de 1 ¢m de comprimento, ou seja,

(em?/s)(1ep)
(lem?)(latm/cem)’ (3)

ldarcy =

Figura 2 - Escoamento horizontal em um

material poroso.

P

Fluxo

Fonte: Adaptado de BRETTAS, 2013.

Se a permeabilidade, k, é constante em funcao da posicao, diz-se que o meio poroso

¢ homogéneo. Caso contrario, o material poroso é considerado heterogéneo.

1.4 Tortuosidade

A tortuosidade é outra propriedade macroscépica dos meios porosos. Ela é defi-
nida como a razao entre os comprimentos L; e L, onde L; é o comprimento (médio) dos
caminhos tortuosos seguidos pelo fluido e L é o comprimento do meio poroso (Figura 3),

em uma dada direcdo. Assim, denotando a tortuosidade por 7, tem-se
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Figura 3 - Caminhos seguidos pelo fluido e o

comprimento L, em uma dada di-

recao.

Fonte: Adaptado de BEAR, 1972.

1.5 Superficie Especifica

A superficie especifica de um material poroso, aqui indicada por M, é uma proprie-
dade macroscépica definida como a area superficial intersticial, A,, dos poros por unidade

de volume total, V;, de uma amostra representativa,

1.6 Miscibilidade

Fluidos escoam no interior de meios porosos. Na modelagem desse tipo de escoa-
mento é importante observar o conceito de miscibilidade. Em fisico-quimica, miscibilidade
entre componentes é definida como a habilidade de duas ou mais espécies quimicas forma-
rem uma fase simples, ou seja, totalmente homogénea. Quando se trata de misturas de
fases fluidas multicomponentes, como ocorre no interior de um reservatorio de petréleo,
miscibilidade é a propriedade fisica existente entre duas ou mais fases a qual permite que

elas se misturem. Assim, fases fluidas em contato apresentando superficies de interface
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sao ditos imisciveis. Caso contrario sao chamadas misciveis.

Costuma-se dizer que um escoamento é miscivel se fluido considerado nao apre-
senta interfaces ao longo do escoamento. Se nao for o caso, o escoamento é dito imiscivel.
Um exemplo cldssico de escoamento imiscivel é aquele que ocorre durante a injecao de
agua em reservatorios de petroleo, enquanto que a injecao de agentes quimicos denomina-
dos de tragadores (muitas vezes solventes) em um reservatérios de 6leo sdo, geralmente,

escoamentos misciveis.

1.6.1 Forma Diferencial da Lei de Darcy para Escoamentos Misciveis

A forma diferencial da lei de Darcy, para escoamentos misciveis de fluidos incom-
pressiveis em meios porosos, classicamente empregada na area de simulagao de reser-

vatérios de petrdleo e em estudos de problemas de hidrologia é dada por (BEAR, 1972):

u= —S(VP — pgVz). (6)

Na Equagao (6) u representa a razao da vazao volumétrica pela drea de secao
transversal ao escoamento. Assim, u tem dimensao de velocidade, sendo denominada de
velocidade de Darcy do escoamento miscivel no meio poroso. Como antes, P denota a
pressao e p a viscosidade. Aqui, p é a chamada massa especifica do fluido. O parametro

g € a aceleracao da gravidade local e z mede a profundidade do material poroso.
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2 A EQUACAO DE KOZENY-CARMAN GENERALIZADA

2.1 Equacao Classica de Kozeny-Carman

A caracterizacao de um meio poroso usando uma relagao entre a permeabilidade
e a porosidade nem sempre é possivel, para um meio poroso arbitrario. No entanto,
muitos materiais porosos admitem correlagoes da forma k = F(¢), onde F' é uma relagao
funcional tipica associada com meio considerado.

Possivelmente, Kozeny (1927) e Carman (1937) foram os primeiros a desenvolverem
um modelo para a permeabilidade em funcao da porosidade. Tal modelo foi derivado a
partir da analogia existente entre o escoamento em um meio poroso e o escoamento através
de um feixe de tubos capilares (MCGREGOR, 1965).

Esses autores consideraram um meio poroso de comprimento L constituido de n
tubos capilares cilindricos. A secao transversal de cada tubo é circular com diametro
hidrdulico (médio) igual a Dj. Enfatiza-se que o diametro hidrdulico é a razao entre
a area da secao transversal molhada e o perimetro molhado, onde a secao transversal
molhada é a parte da secao transversal que é efetivamente ocupada pelo fluido, enquanto
que o perimetro molhado é o comprimento associado a curva determinada pelo contato
do fluido com o tubo. O comprimento (médio) dos tubos é denotado por Ly,.

Assim, na analogia de Kozeny e Carman, o volume poroso é escrito em termos do

volume total dos tubos capilares circulares, como segue:

D3
4

Vp=Vig=mn Ly, (7)

Nessa analogia, a area da superficie intersticial (total) é representada por

A, = nwDy Ly, (8)

Da Equacao (7) segue que

Vig
Dn/A

nﬂDth =

Substituindo a Equagao (9) na Equagao (8), chega-se a relagao

46 4o
AJVi M,

Dy, = (10)
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em que M, = A;/V; é a superficie especifica do material poroso.

A Equagao (10) pode ser reescrita na forma

(%)

M = M,/(1—¢) é a superficie intersticial (total) por unidade de volume da matriz sélida,
dado por (1 — ¢).
Considerando que os graos que formam o material poroso sao esféricos, com diametros

iguais a D, entao,

Em seguida, considera-se que o escoamento no material poroso satisfaz a lei de

Darcy, dada por

_ KAAP

1= (13)

Por outro lado, explorando um pouco mais a analogia proposta por Kozeny e
Carman, supodem-se que a vazao ¢ ¢ a mesma que ocorre no feixe de tubos capilares
circulares. Assim, para um escoamento laminar em regime permanente, usando a lei de

Hagen-Poiseuille, como presente em Whitaker (1994) escreve-se

D} AP
g=n oDy AP (14)
Igualando as Equagoes (13) e (14), tem-se
A L D?
> =k (15)

n¢D3 L 128

A érea da seccao transversal do material poroso aberta para o escoamento, A,, esta

relacionada com a drea da secgao transversal molhado (total) pela seguinte expressao,

A, = Ap = neD; /4. (16)
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Da Equacao (16) segue que

A 1
= (17)
noD;  4¢
A tortuosidade desse meio poroso constituido de tubos capilares circulares é
Ly
= =, 18
=t (18)

Substituindo as Equagoes (16) e (18) na Equagcao (15), observa-se que o diametro

hidraulico de um tal tubo capilar obedece a relagao

Dy, = 421 /k¢. (19)

Finalmente, substituindo a Equacao (11) no lado da Equacao (19), obtém-se a

equacao de Kozeny-Carman, na forma proposta por Amaefule et al. (1993),

k 1 1
Yo (L) ‘ (20)
¢ vV 2T Ms 1— ¢

Em vista do exposto acima, pode-se resumir a equacao de Kozeny-Carman como

segue:

()

em que

1 __ D (22)

1T AL 6vor

Comumente, a equacao de Kozeny-Carman (Equacao (21)) é escrita na forma mais

simples

b= ﬁ (23)
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D2 , : :
—=> 0 ¢ chamado coeficiente de Kozeny-Carman, cujo

valor é caracteristico de cada meio poroso.

onde na Equacio (23) ¢ = 4% =

A equacao de Kozeny-Carman é um modelo classico, tradicionalmente usado na
descricao de relacoes do tipo permeabilidade versus porosidade. Apesar disso, algumas
limitagoes dessa equacao tém sido observadas e documentadas na literatura. Dentre elas,
pode-se notar que o modelo de Kozeny-Carman nao é capaz de descrever a permeabi-
lidade nula de um meio poroso impermeavel, uma vez que o parametro ¢ mostrado na
Equagao (23) nunca assume o valor zero. Certamente isso pode dificultar a descrigao da
permeabilidade em regices onde £ — 0.

Motivados por tais limitacoes, nas tultimas décadas diferentes pesquisadores reali-
zaram amplos e proficuos trabalhos que tém resultado no desenvolvimento de diferentes
versoes dessa equacao, muitas delas especializadas para meios porosos com determinadas
caracteristicas.

Dentre o grupo de diversos artigos disponiveis na literatura especializada sobre
equagoes do tipo Kozeny-Carman, aqui citaremos os trabalhos de McGregor (1965),
Bourbié, Coussy e Zinszner (1987), Bayles, Klinzing e Chiang (1989), Koponen, Ka-
taja e Timonen (1997), Mavko e Nur (1997), Shih e Lee (1998), Panda e Lake (1994),
Revil e Tii (1999), Pape, Clauser e Ifland (2000), Rodriguez, Giacomelli e Vazquez (2004),
Costa (2006), Xu e Yu (2008), Henderson, Bréttas e Sacco (2010) Correa e Borges (2013)
e Xiao et al. (2019). Tais referéncias foram selecionadas por importancias histéricas e
metodoldgicas, ou por apresentarem boas aplicabilidades a meios porosos especificos de
interesse pratico. De fato, em uma publicagao recente (no prestigiado periédico denomi-
nado Transport in Porous Media), Karimpouli e Tahmasebi (2017) selecionaram as dez
mais populares equacoes do tipo Kozeny-Carman, as quais incluem as citadas aqui. Tais
equacoes sao mostradas na Tabela 1 que reproduz a tabela utilizada por Karimpouli e
Tahmasebi (2017) para destacar as equagoes selecionadas por eles.

No presente trabalho, simulagoes numéricas de escoamentos misciveis em meios
porosos serao realizadas considerando-se meios homogéneos e também heterogéneos. Para
meios homogéneos serao usados valores de k e ¢ tipicos de reservatorios de petroleo, os
quais sao independentes de qualquer correlacao a priori. Por outro lado, nas simulagoes
de escoamentos em meios heterogéneos, a equacao de Kozeny-Carman generalizada a trés
parametros proposta por Henderson, Bréttas e Sacco (2010) é o modelo adotado aqui. Tal
generalizagao encontra-se entre as dez mais populares equacoes do tipo Kozeny-Carman
selecionadas por Karimpouli e Tahmasebi (2017) (ver Tabela 1).

Assim, na Secao 2.3 é apresentada uma deducao dessa equagao de Kozeny-Carman
generalizada a trés parametros, a qual é apropriada para a descricao de meios porosos de
natureza fractal, sendo deduzida com ajuda de conceitos basicos da teoria de fractais, os

quais sao resumidos na Secao 2.2.
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Tabela 1 - As dez mais populares equagoes do tipo Kozeny-Carman.

Eq. Permeabilidade Meios Referéncia
K= %& montagem téxtil McGregor (1965)

3
K= f‘—;% areia shaly Revil e Tii (1999)
K = C¢"d? meios porosos Bourbié, Coussy e Zinszner (1987)

3
K= CF‘Z@Q particulas quadradas ~ Koponen, Kataja e Timonen (1997)
K = Cd? ff 3 %31)) carbonato de arenito =~ Mavko e Nur (1997)
2
K= Qg—? (sFQ?f_¢)> v arenito Pape, Clauser e Ifland (2000)
K = an:;)n vidro e fibra Shih e Lee (1998), Rodriguez et al.(2004)
K = C’% fibra e rocha vesicular Costa (2006)
1+Dy

K =C}6%,. = * meios porosos Xu e Yu (2008) (Generalizada)

o2
\ / f ¢),, meios porosos Henderson et al.(2010) (Generalizada)

C fator de permeabilidade; ¢. ;¢ porosidade efetiva; I' parametro de interconectividade; S
area especifica da superficie; ¢. limiar de percolacao; r raio do grao; Dy dimensao fractal da

1-Dy 14D,
, . - . Ds)" 2 [4(2-D 2 )
area do poro; D; dimensao fractal da tortuosidade; Cy = (D )128(3 +[ D(ti D; ;] o coeficiente;

&, ¢ e n sao coeficientes de compatibilidade com cada equagao derivada de KC'.

Fonte: Adaptada de Karimpouli e Tahmasebi (2017).

2.2 Conceitos Basicos da Teoria de Fractais

O comportamento de uma variedade de fendmenos complexos de interesse da
ciencia e tecnologia tem sido caracterizado usando-se conceitos da teoria de fractais, a
qual aborda sistemas (ou objetos) com estruturas desordenadas que possuem simetria
escalar, ou seja, mantém uma forma semelhante quando observado sob diferentes esca-
las. Uma tal estrutura geométrica é chamada de auto-similar e o sistema (ou objeto)
estudado é dito possuir geometria fractal, sendo, assim, denominado de fractal, (MAN-
DELBROT, 1982). Deve-se enfatizar que um sistema pode ser um fractal apenas para
um dado intervalo de valores escalares.

Se um sistema nao é um fractal para qualquer intervalo de valores escalares, entao
diremos que ele é Euclidiano. Por exemplo, objetos geométricos como a reta, um quadrado
e a esfera sao Euclidianos, e suas efetivas dimensoes sao dadas por d, a dimensao do espaco
no qual estao mergulhados.

A caracteristica fundamental de um fractal é a sua dimensao fractal. Para defini-
la, considere inicialmente o intervalo da reta dado por [0,1] e, sobre esse intervalo, uma
grade constituida de subintervalos (denominados caixas da grade) de lados de compri-
mento iguais a 1/n. Neste caso, observamos que existem n caixas unidimensionais nao

sobrepostas cobrindo totalmente o intervalo [0, 1]. Se tomarmos o intervalo [0, 8], nota-
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mos que dessa vez, para realizar a mesma tarefa, serao necessarias 8n caixas disjuntos de
comprimento 1/n. Assim, de forma geral, podemos dizer que o nimero de caixas unidi-
mensionais (subintervalos) de comprimento r requerido para cobrir um intervalo da reta
nao é maior do que C(1/r), em que C' é uma constante que depende do comprimento do
intervalo. Essa proporcionalidade é frequentemente expressada dizendo-se que o niimero
de caixas de tamanho 7 estd escalado por 1/r. Isso significa que existem constantes C; e
(5, que nao dependem 7, tal que o niimero de caixas encontra-se entre Cy/r e Cy/r.

Por outro lado, se considerarmos no plano um quadrado de lados unitéarios, dado

2 caixas

por [0,1]*> = [0,1] x [0, 1], notamos que ele pode ser totalmente coberto por n
bidimensionais nao sobrepostas (subquadrados) com lados de comprimento 1/n. Logo,
observamos que, quantitativamente, esse exemplo difere do exemplo unidimensional an-
terior pelo aparecimento do expoente 2 na poténcia que representa o nimero de caixas.
Qualquer retangulo no plano pode ser coberto por C(1/7)? caixas nao sobrepostas de lados
de tamanho r. De modo geral, existe uma constante C', tal que qualquer hiper-retangulo
no espago Euclidiano m-dimensional pode ser coberto por C(1/r)™ caixas m-dimensionais
(hiperquadrados) com lados de comprimento 7.

Serd denotado por N(r) o nimero de caixas nao sobrepostas de lados com com-
primento r requeridas para cobrir um dado conjunto. Assim, diz-se que um conjunto
limitado do espaco Euclidiano m-dimensional é um conjunto de dimensao d, se ele pode

ser coberto por

N(r) = C(1/r)% (24)

caixas de lados com comprimento r, para a algum r suficientemente pequeno. Observe
que essa definicao nao exige que a dimensao d seja um niumero inteiro.
A relagao descrita na Equagao (24) é dita uma lei de escala. Resolvendo essa lei

de escala em funcao de d, pode-se escrever

_InN(r) —InC
4= In(1/r)

Para r suficientemente pequeno, a contribuicao do termo [n C' pode ser negligen-

(25)

ciada e a Equagao (25) fica aproximada por

_ InN(r)
~in(1/r)’

O exposto acima justifica a seguinte definicao de dimensao fractal.

d (26)

Definicao 2.1 Se N(r) é o nimero minimo de caixas nao sobrepostas requeridas
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para cobrir totalmente um objeto fractal, entao a dimensao fractal desse objeto é o niimero

real D que satisfaz a seguinte equacao

D — lim lnN(r)’
r—0 [n(1/r)

(27)

quando esse limite existe. Em vista da Equacao (24), a expressao que define a dimensao
fractal (Equagao (27)) pode ser escrita em uma forma tipica, que caracteriza os sistemas

fractais,

N(r) ~r7P. (28)
Deve-se observar que a rela¢do de proporcionalidade denotada por “~” na Equagao (28)
¢ assintotica, ou seja, é valida somente para r > 0 suficientemente pequeno.

Em geral, considera-se que propriedades fundamentais de um sistema fractal ad-
mitem representacao através de leis de escalas (de natureza fractal) que possuem repre-
sentagoes semelhantes aquela mostrada na Equacao (28).

Definigao 2.2 Se P é uma propriedade fundamental de um sistema fractal, entao

existe & > 0, suficientemente pequeno, tal que P pode ser escrito na forma

P = Cipyd P, (29)

em que os escalares nao negativos C(py e D(p) sao chamados, respectivamente, de coefici-

ente fractal e expoente fractal da propriedade P.

2.3 Equacao de Kozeny-Carman Generalizada a Trés Parametros

Deve-se a Pfeifer e Avnir (1983) o trabalho pioneiro que utilizou argumentos frac-
tais para estudar e caracterizar propriedades de meios porosos. Como varios materiais,
incluindo rochas que constituem reservatorios de petréleo, apresentam estruturas fractais,
o emprego dessa teoria ao estudo de meios porosos cresceu substancialmente em pouco
tempo como discutido por (SAHIMI, 1995), por exemplo.

Para estabelecer a equacao de Kozeny-Carman generalizada a trés parametros,
inicialmente sera observado que a tortuosidade de meios porosos e a reciproca de sua
superficie especifica admitem descrigoes através de leis de escala da forma mostrada na
Equacao (29), de uma geometria de natureza fractal. Tais identifica¢oes fazem parte das

contribui¢oes de Henderson, Bréttas e Sacco (2010).
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Considere um meio poroso de porosidade ¢, constituido de um pacote de esferas de
raios iguais a r. Suponha que o volume total desse pacote de esferas é V;. Se, inicialmente,
o pacote s6 contém uma esfera, entao o volume dessa esfera é igual a (1 — ¢)V;. Dai segue
que V; = (4/3)ér3 /(1 — ¢). Nesse caso, a drea da superficie intersticial total ¢ A, = 4¢r?.
Portanto, para esse exemplo simples, a superficie especifica M, = A,/V; (area da superficie

intersticial total por unidade de volume total) é

M, = §<1 o). (30)

Assim, para um caso um pouco mais geral, onde o pacote de esfera possui N esferas

idénticas, pode-se escrever

3N

Em seguida, considerando um exemplo mostrado por Bear (1972), suponha que o
meio poroso de porosidade ¢ ¢ um material granular consistindo de uma mistura de m
fragoes, em que a fracdo granular ¢ (= 1,...,m) é constituida de N; esferas idénticas de
raios iguais a r;. Nesse caso, tem-se que Ay = X7 472 N; e V, =[S, (4/3)7r? N;] /(1— ).

Portanto, para esse material granular a superficie especifica (M, = A,/V;) é dada por

My = 3(1 — @) X2 (fi/74), (32)

no qual a quantidade

4/3¢r?Ni
i = S a3 33

4 21214/39257"?]\72' (33)
¢ a fracao volumétrica da i-ésima fragao granular.

Assim, a Equagao (32), pode ser escrita na seguinte forma simplificada

3
My = 2(1-9) (34)
em que

1

T = (35)
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¢ a média harmonica dos raios das esferas.
De uma maneira mais geral, as relagoes ilustradas nas Equacoes (30), (31) e (34)
sugerem a existéncia de meios porosos fractais, onde a reciproca da superficie especifica

satisfaz uma lei de escala semelhante aquela mostrada na Equagao (29), com a forma

1

M, Crajany (1 — )P, (36)

em que C(i/u,) € Dq/nm,) sao respectivamente, o coeficiente fractal e a dimensao fractal
associados com a reciproca da superficie especifica do meio poroso.

Por outro lado, para meios porosos de interesse pratico, observa-se que informacoes
experimentais tém mostrado que a tortuosidade estd relacionada com a porosidade através
de leis de poténcia. De fato, Liu e Masliyah (1996b), Liu e Masliyah (1996a) recomendam

a correlacao

T=¢ " (37)

para meios com porosidade ¢ > 0,2, constituidos de pacotes com graos de formatos
aleatorios. Para meios porosos consolidados com ¢ < 0,45, esses mesmos autores reco-

mendam a chamada equacao de Humble,

1

_ —1,15
T= et (38)

As Equagoes (37) e (38) sugerem a existéncia de meios porosos fractais, em que a
tortuosidade satisfaz uma lei de escala similar aquela mostrada na Equagao (29), resumida

pela relacao

F = C(T)¢*D<r> , (39)

em que C(y e D) sao, respectivamente, o coeficiente fractal e a dimensao fractal relaci-
onados com a tortuosidade.

Para deduzir a equacao de Kozeny-Carman generalizada a trés parametros, considera-
se as seguintes hipdteses:

(i) A natureza do meio poroso é fractal.

(ii) A reciproca da superficie especifica e a tortuosidade do meio porosos satisfazem,
respectivamente, as relagoes mostradas nas Equacao (36) e (38).

(iii) O meio poroso ¢ idealizado como um feixe de n tubos capilares tortuosos.
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(iv) Seguindo Bear (1972), considera-se que o raio hidraulico (médio) dos tubos
capilares, definido por R, = D;/2, é determinado pela razao entre a porosidade e a

superficie especifica do material poroso, ou seja,

¢

Ry = —.
VA

(40)
(v) Os tubos capilares nao sao necessariamente circulares, de tal forma que a vazao

no meio poroso satisfaz uma generalizagao da equacao de Hagen-Poiseuille, dada por

4
q:nfvﬂa (41)
1

em que L, é o comprimento (médio) das tortuosidades e f,, é um fator de forma relacionado
com o volume dos canais hidraulicos tortuosos, nao necessariamente circulares.
Comparando a Equacao (41) com a lei de Darcy (Equagao (13)) e usando a defini¢ao

de tortuosidade (7 = L;,/L), pode-se escrever
A
R—%/w =nf,R;, (42)

Semelhante a Equagao (16), considera-se que a drea da segao transversal do mate-
rial poroso aberta para o escoamento (A,) estd relacionada com a area da segao transversal

molhada (total) pela expressao

A, = Ad = nf.R2, (43)

onde na Equagao (43) fs é um fator de forma relacionado com a drea da secao transversal

de um canal tortuoso. Assim, da Equacao (43) pode-se escrever

A nfy

A _nf 44

m o w0
A partir das Equacoes (42) e (44), obtém-se

Ak f

A _k L (45)

Ry 6 f
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A Equacao (45) pode ser escrita como

Ry, = frl/Z\/g (46)

em que f=/fs/fo.

Substituindo-se a Equagao (40) no lado esquerdo da Equagao (46), pode-se escrever

E_ ¢ apl
\/; Ol (47)

Substituimos as Equagoes (36) e (39) na Equagao (47), obtém-se

e _C(:-;/Qc(l/Mb) ¢(DT+2)/2 "
6T T G-erm "

Fazendo ¢ = Dy, n = D/, § = C(_T;/QC’(I/MI))/ﬂ chega-se, a partir da Equacao
(48), ao resultado procurado, ou seja, obtém-se a equacao de Kozeny-Carman generalizada

a trés parametros nao negativos, ¢, n e £ dada por

k PpC+2)/2

Z—¢

6 Su—o (49)

A fim de explicitar a permeabilidade em funcao da porosidade, a equacao de Kozey-

Carman generalizada a trés parametros serd escrita na seguinte forma equivalente:

¢(<+3)

I{? - 52m

(50)

Note que na Equagao (50) os parametros ¢ e n sao adimensionais, enquanto que
¢ possui dimensao de cumprimento, uma vez que k tem dimensao de comprimento ao
quadrado (COLLINS, 1961).

Fazendo-se na Equagao (50) €2 = ¢, ( = 0 e = 1 recupera-se a forma da equacio
de Kozeny-Carmam mostrada na Equagao (23), onde agora pode ocorrer ¢ = &2 = 0.

Assim, a expressao resumida na Equacao (50) representa de fato uma generalizagao
da equagao de Kozeny-Carman, sendo desenvolvida para caracterizar meios porosos que
satisfazem as leis de escala consideradas nas Equagoes (36) e (39).

Na realidade, a Equacao (50) generaliza uma grande familia de equagdes (existentes
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na literatura) do tipo Kozeny-Carman, incluido aquelas mostradas na Tabela 1, como
discutido em Henderson, Bréttas e Sacco (2010).

Como mostrado por Henderson, Bréttas e Sacco (2010), ¢, 7 e £ podem ser determi-
nados utilizando-se técnicas numéricas de estimacao de parametros, as quais exigem dados
de permeabilidade versus porosidade do meio poroso que se quer efetivamente caracterizar

empregando-se a Equagcao (50).
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3 MODELAGEM DO ESCOAMENTO MISCIiVEL EM MEIOS POROSOS

3.1 Equacgoes governantes do escoamento multicomponente

Neste capitulo descreveremos as equacoes diferenciais que modelam o problema do
escoamento miscivel em meios porosos.

Inicialmente, consideraremos um fluido multicomponente constituido de n, espécies
quimicas. Suporemos que tal mistura desloca-se no interior de um meio poroso de po-
rosidade ¢ e permeabilidade k, e que esse escoamento ocorre em condicoes de completa
miscibilidade. Isso significa que em qualquer posi¢ao do meio poroso a mistura fluida nao
mostra interfaces, se apresentando durante todo tempo como um fluido monofasico.

Denotando por ¢; a densidade méssica (também chamada de concentragao) da
espécie 1 = 1, ..., n., a qual tem dimensao de massa da espécie ¢ por unidade de volume.
A equacao de conservacao de massa desse componente quimico presente na mistura pode

ser escrita na forma

d(¢ci)
ot

+ V- (¢u;) = ¢, paratodo i =1, ..., n.. (51)

Na Equagao (51), t representa o tempo e ¢; é a taxa de extragao ou de injecao da
espécie ¢ no meio poroso, a qual tem dimensao de massa desse componente por unidade
de volume, por unidade de tempo. O vetor u; denota o campo de velocidades do corpo
fluido constituido somente pela espécie quimica i, (BEAR, 1972).

Seja u o vetor que representa a velocidade do fluido (mistura multicomponente) no
meio poroso. Suporemos que essa velocidade pode ser descrita pela lei de Darcy (BEAR,
1972)

u= —EVP, (52)
1
onde na Equagao (52) P representa a pressao e u denota a viscosidade da mistura. Na
descrigao da Equagao (52) desprezamos os efeitos de gravidade, procedimento tipico de
escoamentos horizontais de interesse no presente trabalho.
Usando a velocidade da mistura, podemos escrever a Equagao (51) na seguinte

forma equivalente

0% - fe) + Ve (0 — )] = g, (53)
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Em seguida, consideraremos o vetor J; definido por

J; = c¢i(u; —u), para todoi =1, ..., n,, (54)

o qual é denominado de vetor do fluxo difusivo da espécie 7. Tal fluxo estd associado ao
fenomeno de difusao de massa desse componente ao longo do meio poroso preenchido pela
mistura multicomponente, (BEAR, 1972).

Combinando-se as Equagoes (53) e (54), obtemos a equacao de conservacao de

massa da espécie i na forma

d(¢ci)
ot

+V.(¢u)+V-(J;) =q, paratodoi =1, n.. (55)

Como enfatizado por Bird, Stewart e Lightfoot (1960), a equagao de conservagao
de massa de uma espécie quimica em uma mistura pode ser escrita em termos da sua
fracao massica.

Para obter essa descricao, considere inicialmente p, a densidade maéssica total da

mistura, definida como

p= Z ¢;. (56)

Em seguida, seja w; a fracao massica do componente i na mistura multicomponente,

dada por

(57)

Note que a fragdo méssica w; referida na Equacao (57) é uma quantidade adimen-
sional, ou seja, um ntmero entre 0 e 1 que essencialmente expressa o percentual de massa
da espécie ¢ na mistura.

Finalmente, combinando-se as Equagdes (55) e (57), obtemos a equacao de con-

servacao de massa do componente ¢ descrita em funcao de w;,

8(9158/?_0 + V- (pwia) + V- J; = ¢;, para todo i =1, ne. (58)

Na modelagem de escoamentos multicomponente em meios porosos, € util conside-
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rar uma equacao que forneca o balanco total de massa da mistura. Tal equacao pode ser
obtida simplesmente somando-se ambos os lados da Equagao (58) com relagao ao indice

. Assim, notando-se que

i=1

a partir da referida soma obtemos

¥+v (pu) + V- (ZJ) (60)

onde na Equagao (60) ¢, dado por

q= i:(h’, (61)
=1

¢ a taxa total de massa da mistura extraida ou injetada no meio poroso.
Seguindo Bird, Stewart e Lightfoot (1960), é possivel supor que a velocidade u
(dada pela lei de Darcy, Equacao (52)) coincide com a velocidade do centro de massa da

mistura, ou seja,

_ i G it G 62
e (62)
=11

Por outro lado, tendo-se em vista a Equagao (56), somando-se ambos os lados da

Equagcao (54) com relagao a i, obtemos

i Ji= i ciu; — pu. (63)
=1 =1

Logo, combinando-se as Equagoes (62) e (63), chega-se a relacao entre os fluxos

difusivos de cada espécie na mistura,

d Ji=o0. (64)

Considerando a relagao descrita na Equagao (64), a equacao que descreve o balango
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total de massa total da mistura (Equagao (60)) é possivel escrever

0 (acip) +V-(pu) =g (65)

Note que a Equagao (65) juntamente com os n. balangos de massa descritos na
Equacao (58) formam um conjunto de equagoes dependentes. Portanto, para efeito de
solugdo, a utilizagao da Equacao (65) requer a exclusao de uma das equagdes de balango

de massa das espécies quimicas indicadas na Equacao (58).

3.2 Um modelo para injecao de solvente em reservatérios de petrodleo

Nesta secao, as equagoes apresentadas na Secao 3.1 serao usadas como o ponto de
partida para descrever as equagoes de um modelo miscivel empregado em simulacao de
reservatérios. Esse modelo (objeto central do presente estudo) é comumente usado para
simular o processo de recuperacao de petréleo decorrente da injecao de um solvente em
um reservatério de éleo.

Para efeito de simplificacao, pressupoe-se que o 6leo residente no reservatorio é
constituido de apenas uma espécie quimica, a qual serd denominada simplesmente de
6leo. Esse, possivelmente muito viscoso, fara o papel do soluto em um mistura binaria do
tipo solvente-soluto, que por hipdtese é totalmente miscivel ao longo do escoamento no
meio poroso.

Basicamente, o modelo referido acima pode ser formulado utilizando a equacao que
descreve a conservacao de massa do solvente e a equacao de conservacao de massa total
da mistura binéria (solvente-6leo), juntamente com Lei de Darcy. Aqui, essas equagoes

do chamado modelo miscivel serao resumidas como seguem:

9 (¢pw)

o + V- (pwu) + VJ = wq, (66)
8(;?) + V- (pu) = q (67)
u=——VP. (68)
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A Equagao (66) descreve o balan¢o de massa do solvente, onde na Equagao (66) w e
J denotam a fragao massica e o vetor do fluxo difusivo do solvente, respectivamente. Nesta
equagao de balango de massa, consideramos que a taxa de inje¢ao (ou eventualmente de
extragao) de solvente no meio poroso é dada pela quantidade wq, a qual representa um
percentual da taxa total do fluido injetado (ou extraido) no reservatério, proporcional
a fragdo maéssica do solvente presente no local. Como antes, a Equagao (67) modela o
balanco de massa total do fluido miscivel, constituido pelas espécies quimicas denominadas
de solvente e dleo, e a Equagao (68) resume a lei de Darcy para escoamentos monofésicos,
com a ausencia do termo de gravidade, onde se supoe que a viscosidade da mistura ¢ uma
fungao da fragdo maéssica do solvente, isto é, p = u(w).

Para completar a formulagao, se faz necessario uma relacao para J, a fim de modelar
o fenomeno de difusao de massa do solvente no escoamento que ocorre no interior do meio
poroso. E, é requerida uma equagao de estado para p, a massa especifica do fluido binario
e, finalmente, um modelo apropriado para representar a maneira pela qual a viscosidade
da mistura varia com relacao a fracao molar do solvente.

A densidade da mistura sera descrita por uma equacgao de estado que satisfaz uma

relacao simples, dada por

1 0p
= ——, 69
br = 5 (69)
onde na Equacado (69) fr (chamada compressibilidade isotérmica do fluido) é suposta-
mente constante.
Assim, supondo que p depende somente da pressao, podemos integrar a Equacao

(69) entre dois estados, obtendo-se a seguinte equacao de estado:

p(P) = pr x exp[fr(P — P,)], (70)

Na Equagao (70), P. denota a pressao da mistura em um dado estado de referéncia
e pr ¢ o valor da massa especifica do fluido nesse mesmo estado, ou seja, p,. = p(F,).

A viscosidade da mistura binaria sera modelada pela correlacao empirica proposta
por Todd, Longstaff et al. (1972),

Hw) = Tl (71)
(1—-w) +wMZ]

Na Equagao (71), o parametro M (chamado de razao de viscosidades ou razao de
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mobilidade) é dado por

M=te, (72)

i
onde na Equagao (72) us é a viscosidade do solvente injetado e pu, é a viscosidade do 6leo
residente. A partir da Equagdo (72), notamos que p(w) = po, se w = 0 e p(w) = psg, se
w=1.

A razao de viscosidade tem um papel importante no processo de recuperacao de
6leo, pois determina o padrao do escoamento miscivel no reservatério de petréleo. Assim,
um 6leo residente com um valor de viscosidade relativamente elevado deve contribuir para
uma razao de viscosidade M > 1, o que dificultara a mobilidade do 6leo no meio poroso
(TARDY; PEARSON, 2006).

Para descrever o vetor do fluxo difusivo do solvente mostrado na Equacao (66),
o modelo classico usado na modelagem de escoamentos misciveis em reservatérios de

petréleo emprega uma lei de Fick generalizada, escrita na forma

J=—pDVw. (73)

na Equagao (73) o termo D representa um tensor de segunda ordem, denominado de
tensor de difus@o-dispersao do solvente na mistura (solvente-6leo) em meios porosos.

Em escoamentos misciveis em reservatorios de petroleo, experiéncias mostram que
o solvente injetado se espalha como uma espécie de tracador, procurando sempre ocupar
uma porc¢ao cada vez maior do dominio poroso. Esse fenémeno de espalhamento de massa
¢ denominado, de forma geral, de dispersao hidrodinamica em meios porosos. A mode-
lagem dessa dispersao hidrodinamica é baseada em uma descricao macroscépica do que
efetivamente acontece quando as particulas de um tracador individualmente percorrem o
interior da estrutura porosa, submetidas a varios fendmenos de origem fisica e quimica,
que ocorrem na escala dos poros. Nesse contexto, devemos observar (i) a acao de forgas
externas, (ii) a intrincada geometria do sistema de poros, (iii) variagdes nas propriedades
do fluido, tal como a viscosidade da mistura, (iv) difusao molecular causada pelo gradiente
da fracao madssica do tragador, (v) interacdo entre o fluido e a fase sélida, etc. (BEAR,
1972).

Para efeito de modelagem e simulacao, considera-se que a dispersao hidrodinamica
é essencialmente dominada por dois aspectos fisicos, a difusao molecular e fenomenos pu-
ramente advectivos. Esses tltimos incluem os efeitos do complicado sistema de passagens
interconectadas que constituem os canais no meio poroso, os quais causam a subdivisao

da massa do tracador ao longo das extremidades de bifurcagoes, muitas vezes agudas.
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Tal fato provoca uma substancial variacao na velocidade local do escoamento, tanto em
magnitude como em direcao, ao longo dos caminhos tortuosos disponiveis para o fluido
escoar, colaborando ainda mais para o efetivo espalhamento de massa e para a ocupagao
do tracador no interior da matriz porosa. Esses fenomenos hidrodinamicos, de carater
advectivo, sao modelados usando-se um termo que se costuma denominar de dispersao
mecanica.

Peaceman (1986), o modelo usado aqui postula que o tensor de difusao-dispersao

é a soma duas parcelas,

D= Dmol + Dmec (74)

A primeira parcela refere-se a difusao molecular, a qual é dada por

Do = ¢dp 1 (75)

onde na Equacgao (75) o escalar dj; (o qual tem dimensao de drea por unidade de tempo)
é o coeficiente de difusao molecular do solvente no fluido e I é a matriz identidade.

A segunda parcela, que modela o fenomeno de dispersao mecanica, possui a forma

D,ec = [u| (azE(u) + arE™ (u)) (76)

Tal relacao indica que o tensor de dispersao mecanica D,,.. depende da magnitude
da velocidade de Darcy, sendo também funcao dos parametros «; e a7, denominados
de coeficiente de dispersao longitudinal e coeficiente de dispersao transversal, respec-
tivamente, os quais sao nimeros positivos possuindo dimensao de comprimento. Para
um campo de velocidades bidimensional do tipo u = wu;i + usj (onde i e j sdo os ve-
tores unitdrios nas diregdes dos eixos coordenados = e y, respectivamente), os tensores
E = E(u) e Et = Et (u) sdo definidos por

R ETRTR S
{ E;; = E Uitly, para todo 4,5 =1, 2 (77)

Et=71-E.

Combinando-se as Equagoes (74) - (77), podemos escrever o tensor de difusao-
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dispersao na seguinte forma matricial:

Dy D 10 10
1 )= od + OéT\/m
Ds1 Doy 01 0 1 -
) (78)
(aL*OZT) Ul U1U2
V ui+uj U1U2 'LL%
e pela Equagao (68), temos que
k_oP
U = — =%
(w) 0z
2 (w) oy *
Agora, de forma resumida, podemos reescrever a Equagao (66) como
0 (ppw
% + V.(pwu) — V. (pDVw) = wq. (80)

Considerando que o valor de u na Equacao (68) pode ser substituido diretamente
nas Equagoes (67) e (80), notamos que as equagoes diferenciais do modelo miscivel des-
crito na presente se¢ao formam essencialmente um sistema de duas equacgoes diferenciais
parciais com duas variaveis, dadas pelas funcoes P e w, que dependem da posicao e do
tempo. Para finalizar a descricao matemaética do problema modelado por essas duas
equacoes diferenciais parciais, é necessario descrever o dominio de interesse, o qual esta
associado com o meio poroso que constitui o reservatorio de petréleo. Além disso, sao
também necessarias as especificagoes das condicgoes iniciais e de contorno relativas ao pro-
blema tratado aqui. Conforme a Figura 4, consideramos que o reservatério de petréleo é
um dominio retangular denotado por 2, que se encontra em uma posicao horizontal, em
que L, e L, sao as magnitudes dos lados desse dominio, medidas nas direcoes dos eixos
coordenados x e y, respectivamente.

Conforme a Figura 4, suporemos também a geometria do meio poroso é essenci-
almente bidimensional. Na pratica, isso significa que a espessura Az é muito pequena,
quando comparada com as medidas de L, e L,. Assim, o campo de velocidades e a
pressao da mistura, juntamente com a concentracao do solvente, serao tratados como
funcoes apenas das varidveis x e y, além da variavel ¢t que denota o tempo.

Para a Equagao (80) usa-se uma condi¢ao de contorno a qual indica que o fluxo
total de massa do solvente é nulo na fronteira do reservatorio. Assim, denotando por 0f2

a fronteira de 2 e por n o vetor unitario normal a 02, essa condicao de contorno pode
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Figura 4 - A geometria do meio poroso

Fonte: FLORES, 2003.

ser escrita na seguinte forma

(pwu — pDVw) -n = 0, 99, para todo t > 0, (81)

em que o simbolo ( - ) representa o produto escalar entre dois vetores.
De forma semelhante, a condi¢ao de contorno empregada na resolucao da Equacao
(67) descreve a auséncia do fluxo de massa total da mistura (solvente-6leo) na fronteira

do reservatério:

pu-n =0, em 0f), para todo ¢t > 0. (82)

Como condigoes iniciais, suporemos que no instante inicial a pressao do fluido e a

fracao massica do solvente sao conhecidas em todos os pontos do dominio 2.
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4 DISCRETIZACAO DAS EQUACOES DO MODELO

4.1 Malhas numéricas

Como mostrado na Figura 5, o dominio espacial Q = [0, L,] x [0, L, ] sera discreti-
zado utilizando uma malha de blocos centrados, denotada por Q:{(mi, yi) € R% 4, ..., ny
ej=1, ..., ny}, de modo que z;=(i—1/2)Ax, para todo i = 1,..., n,, com Az = L, /n, e
y; = (j — 1/2)Ay, para todo j=1, ..., n,, com Ay = L, /n,,.

Figura 5 - A malha de blocos centrados.

\ — Ax
— A
(o] o] (] o] (o]
ij+1
o o] (2] o] o
L 2] T e
v o o o o
]ﬂ%’ By
iJ-1
o] o] 0 o] o]
o o o] o o
L Lx ]

Fonte: HENDERSON; SAMPAIO; PENA, 2011.

Cada ponto (z;,y;) € O representara um né da malha Q), onde os valores das
fungoes incognitas do problema em questao serao efetivamente calculados. O conjunto
Qi = [5’71’%75@;7%] X [ijr%,yjf%} é chamado o bloco ij (ou célula ij) da malha €, czjo

X

centro (ou né) é representado pelo ponto (x;,y;). Assim, observe que z, L1=T T

Yjirl =Y; + %’ ete.

A escolha dos nimeros inteiros n, e n, define as quantidades de blocos na grade
espacial, nas respectivas direcoes x e y. Dessa forma, dados n, e n,, tem-se um total de
ng X n, blocos de discretizagao.

O dominio temporal serd representado pelo intervalo fechado [to, %], onde t; de-
notara o instante final e ¢y o instante inicial, considerado como sendo o tempo zero. Esse
intervalo sera particionado na forma 0 = ¢, < t; < ... < t, < ... < t,, = ty, dando

origem a uma grade temporal. Aqui, n; representard um dado nimero inteiro que define
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a quantidade de niveis de tempo utilizados. Assim, pode-se escrever [to,ts] = 'L, In,
em que I, = [t,_1,t,], para todo n = 1,...,n;. Cada subintervalo de tempo [t,_1,t,] terd
comprimento uniforme, denotado por At =t,, —t,,_1.

O valor f(x;,y;,t,), de uma dada fungao f em um ponto (z;,y; ) da grade Q, em

. . n
certo nivel de tempo ¢, serd representado por f/";.

4.2 Esquema de Desacoplamento

Substituindo-se a Equagao (52) na Equagao (65), obtemos a chamada equagao da

pressao, a qual para o né de um bloco €2;; toma a seguinte forma,

L], ECaa)l, B, v e

De maneira analoga, substituindo a Equagao (52) na Equacao (80), obtemos a

equacao da fracao méssica, que para o n6é de um bloco €2; ; pode ser escrita como:

OF, OFy
) g =0, 1
i,j+(ax)+ ( Ay )” s (84

onde na Equacao (84) F, e F, sao os fluxos totais nas, respectivas, direcoes = e y, dados

s {3@((91;) w)}

por:
L PROP b

Fp=-w 0 (w) o pD1y o pD12 By (85)
_PROP b

Fy = —Ww 0 (w) ay pD21 a{L‘ pD22 ay (86)

As evolugoes temporais das solugoes numéricas das equacgoes acima serao feitas de
forma iterativa, usando-se incrementos de passos de tempo iguais a At. Esse processo
iterativo sera a chave para desacoplar as equacoes do modelo miscivel, facilitando sua
resolucao numérica. Isso sera feito a partir de um procedimento de separacao de opera-
dores semelhante ao esquema conhecido como IMPES, descrito em detalhes no livro de
Aziz e Settari (1979), por exemplo. Tal procedimento de desacoplamento é resumido no

Algoritmo 1.
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Algoritmo 1 - Desacoplamento

DOCUMENTACAO
TiTUuLO
Desacoplamento

ENTRADAS

0 0
Fij e wi;

declarar n Inteiro (n = 0)

declarar i Inteiro (i =1,...,n,)
declarar j Inteiro (j =1,...,n,)

.................................................................... {Passo 1}
Utilizados os valores P} e wp; Vi =1, ..., ny e j =1, ..., n,, resolva a Equacio (83)
a fim de obter P71 Vi=1, ..., n,ej=1,..n,.
.................................................................... {Passo 2}
Utilizados os valores Py, wy'; e Pfjl, Vi=1, .., n,eterj =1, .. n,, resolva a
Equagao (84) a fim de ob w;fjl, Vi=1,.,n,ej=1,..n,.
.................................................................... {Passo 3}

enquanto (n#ny), fazer
| n=n+1 e voltar para o Passo 1

fim enquanto

FiM ALGORITMO
FiM DOCUMENTACAO

4.3 Discretizacao da Equagao da Pressao

Para a realizacao do Passo 2 do Algoritmo 1, consideraremos a equacao da pressao
(Equagao (83)) discretizada implicitamente no tempo, uma equagao diferencial parcial
parabdlica de segunda ordem, com relacao a P, mas com valores de w obtidos em um

nivel de tempo passado,

Pis(Prth) piy) [ o (o gprt o (pPrH1)k pprtt "
¢ At = - |:$ < u(wn) ox >:|z,] - [a_y ( w(w™) oy >:|z,] - qw =0 (87)

Para efetuar a discretizacao espacial, as derivadas parciais indicadas na Equacao
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(87) sao aproximadas por diferengas finitas centradas, dadas por

¢Pi,j(Pn+1),pm(pn> 1 [(p(P"“)k 8Pn+l>:| _ |:<p(Pn+l)k 8P"+1>}
At Ax w(wm) ox i+%,j plw™) ox i1

- it "2 (88)
1 [(p(P + )kaP"H)] B |:<p(P + )kapnﬂﬂ =0
Ay p(w™) dy il wlw™) Oy il 4;; =
D) I3

As condigoes de contorno indicadas na Equacao (82) nos permitem considerar as

seguintes condicoes nas faces dos blocos de fronteira, as quais ocorrem para todos os niveis

de tempo:

.
p(P™ 1)k gpntt _ .
R 0, se 1 = ng,
u i3
p(P 1)k gpntt
(u(w")) 5 =0, set=1,
- 27.7 (89)
p(P" )k apn“} =0,sej=n
L wem) Oy ]l v
pn+1 k 8Pn+1 .
< w") —O,SG]Zl.

Em seguida, aproximando-se novamente as derivadas parciais restantes na Equacao

(88) por diferengas centradas, obtemos a forma discreta da equacao da pressao:

¢pi7j(pn+1),pi!j<pn> 1 { |:p(Pn+1)k:| Pz’rjrtlg Pzn]+1 |:p(Pn+l)k:| PzT,L;Ll_P::ﬁ%J }
At Az p(wn L1 Az p(wm L1 Az
(@) i+35,] (W) 1—35] (90)

1 p(P"+1)k Pln]-:_ll—Panl . p(Pn-‘rl)k P;}+1 PZL;_II _ qn — O
Ay p(w™) i+l Ay p(w™) ij—1 Ay 4]

nos pontos localizados nas faces do bloco

Na Equagao (90), os valores de p(inTZl)k

(2;; serao aproximados por médias harmonicas dos respectivos valores definidos nos blocos

vizinhos. Assim, por exemplo, temos que

) 9 [p(P"“)k] [p(P"“)k}
|:p(Pn+ )k:| . i, p(wm) i+1,j
1+5,]

plwn) L1, [MP”“)k] T [p(PnH)k] ‘ (91)
27 M(wn) ij w(w™) i+1,5

4.4 Discretizacao da Equacao da Fracao Massica

Para a realizagao do Passo 2 do Algoritmo 1, a equagao da fragao méssica (Equacao

84) sera discretizada no tempo de forma explicita em w, mas com valores de P tomados
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no nivel de tempo n + 1,

p(Pn+1)wn+1_p(Pn)wn BFz(wn,Pn+l)
¢ |: At :| + < ox o
1,7 2y (92)

7

8Fy(wn’Pn+l) n .n
+ (a—y Wiy =0
0,

’

Usando diferencas finitas centradas para aproximar as derivadas parciais que apa-

recem na Equagao (92), obtemos

p(Pn+1)wn+1_p(Pn)w7L
o[

+L [Fx (W', PPy By (W P,
47j A +27] 27] (93)
Fy (wn7Pn+1)i,j—%:| —wltgt. =0

27] 17]

+ALy [Fy (wn7Pn+1)i,j+% -

Utilizando as condigoes de contorno descritas na Equacao (81), consideraremos que

F, (w”,P”H)H%J =0, se i = ng,
Fy(w, PPt 1 . =0, sei=1,
x( n n+1)z_2d . (94)
Fy(w,P >i,‘7+%207 Se]:ny,
F, (w”,P”“)m_% =0, sej=1.
No que segue, a discretizacao espacial do termo de fluxo F, (w", P"), 1 ;o serd
2’
feito supondo que @ # n,, pois caso contrario tal termo é zero.
Assim, a partir da Equacao (85), podemos escrever
n n+1 _ _,mn p(P" )k opntl
Fy (w", P )”%’j N w”z%nj [ pw™) L+§j ( O >i+57j
a n
_ [,0 (Pn+1> Dy ((,u"’ Pn—H)]i—i-%,j (%)H—%,j (95)
a n
= o (P Dip (0, PP (%)

Para contornar a dificuldade natural de se determinar a derivada parcial de w com
relagdo a y no ponto (z; +%,yj), aqui aproximaremos a ultima derivada que aparece no
lado direito da Equagao (95) pela média aritmética dos valores dessa derivada definidos

nos respectivos pontos vizinhos, ou seja, consideraremos

ow™ 1 ow™ ow™
- + . 96
( y )i+§,j 2 [< dy )ij ( dy )i+1,j] 0

)
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Em seguida, as duas derivadas que aparecem no lado direito da Equacao (96) sao

aproximadas por diferengas finitas centradas, resultando em

ow™ 1 w?. —w?._ w? ) —w? .
( w ) _ _( g+l g1 Vil 11 1)‘ (97)
oy i+ 2 20y 2Ny

Substituindo a Equagao (97) na Equagao (95) e discretizando as duas derivadas

parciais restantes na Equagao (95) por diferencas finitas centradas, obtemos

Pn+1 Pn+1

n pn+l _ n p(P" 1)k it5.d
Fx (w ) P )z‘—i—%,j —Ww; i+14 |: p(w™) H—l j Az
2

]2 ) z+1 ] “i j (98)
Jit

1 7.]+1 wz] 1 _'_ w?+1,j+1_w;in+1,j—1
% 20y 20y ’

_ [p (Pn+1> D11 (w”, Pn+1
—[p (Pn+1> Dya (W", prtt

l\’)\)—l

)
)

Note que a discretizacao indicada na Equagao (96) nao esta definida para j = 1
e j = n,. Em tais blocos de fronteira consideraremos aproximacoes de primeira ordem

dadas, respectivamente, pelas seguintes equacoes

0w L (W= 0y Whap W]
( W ) _ _( 9 1 Wit +1,1) (99)
W Jis1q 2 Ay Ay
e
Gw") 1 <W?n1, —Win,—1 | Wikin, ~ Witin —1)
S e i R A R my=l) (100)
( dy i+1n, 2 Ny Ay

Devido ao processo de injecao de solvente, e pelo fato do reservatorio estar inici-
almente preenchido apenas com dleo, a fracdo méssica do solvente, w = w(x,y,t), apre-
sentard grandes variacoes localizadas nas frentes que se deslocam nas direcoes dos pocos
de producao. Para evitar possiveis oscilagoes espurias, tipicas de aproximacoes em di-
ferencas finitas centradas de segunda ordem, que geralmente surgem em tais frentes de

avanco de solvente, aqui a fracao massica w” (que aparece na parcela advectiva do

+
fluxo mostrado na Equagao (98)) sera aprox1mada por um esquema do tipo limitador de

fluxo, (THOMAS, 1999) e (LEVEQUE, 2002).

Assim, consideraremos a seguinte aproximacao baseada em uma expansao em série
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de Taylor,
+
Wi + 2’(w{11A—w?-),seu’7+j20
n +1,3 »J i+5.,7
Wi = on 2 (101)
2 Wi, (why; —wi), se u"tl <0
i1y T e Wiy T Wig) s Se U < U
onde na Equagao (101) gpﬂl =¥l ; < 1 j> representa uma funcao limitador de fluxo,
2 27 27

a qual depende de r” a chamada razao de inclinagao de w™ no ponto (:vl %,yj). Tal

it1,57
razao de inclinagao funciona como um sensor de descontinuidades, aqui definido por

n n
wm- UJ —1,5 . 1

— ) (Whagwiy)+o (102)
0, :=1.

T?Jr%,j
onde na Equacdo (102) § > 0 é um nimero suficientemente pequeno, usado para evitar
possiveis divisdes por zero. Utilizaremos § = 1077,

No presente trabalho, empregaremos o limitador de fluxo denominado de superbee
(BLUNT; RUBIN, 1992):

@ (r) = maz {0,min {1,2r} ,min{2,r}} (103)
n—+1
O termo [%n))k} que aparece na primeira parcela do lado direito da Equacao
i+l

(98) é aproximado pela média harménica descrita na Equacao (91).
Para finalizar a discretizagdo do fluxo mostrado na Equagao (98), a seguir aproxi-

elp (PnH) Dy (W™, Pn“)]‘

maremos os termos difusivos [p (P"™1) Dy (w™, P11 i1

i+3.J
Para isso, usando a definicao do chamado tensor de difusao, o tensor D descrita na

Equagao (78), podemos escrever

[o (P™1) Dy (w", P )]0 5 = ddup (P™1) 41
2
+aT\/[% (wn, P"“)H%J} + [ay (wr, PnH)iJr%J‘]
2
(aL*aT)[UI(‘””’PMI)H%J]

2

2

(104)

+

2
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ar — ar) oy (W, P 1 oy (W PP
[,0 (Pn+1) Dys (wn’PnJrl)} _ ( L T) g ( ) +5.0 Uy( ) +3. (105)

itgd 2 2
n n+1 n n+1
[U:v (w™, P >i+%,j] + [Uy (w™, P )z‘+%,j

onde na Equacao (105)

prtiL n+1
o, (wnjpn—l—l). L= o( n) oP ~
1+35.J p(wm) 1 oz 1
ntl _ptl e R (106)
_ [P(L“)’f] P~ P
€
Pn+1 k n+1
o (wn’Pn—&—l)' L= o( n) oP o
Y i+35.7 plwn™) |1 Oy 1
Z+27] +35,] (107)
| pPrHE 1 (Pl P + PPl
pw(w™) i+1 2 20y 20y ’

Nas Equagoes (106) e (107) foram usadas aproximagoes em diferengas finitas intei-
ramente analogas aquelas previamente empregadas na discretizagao de outros termos da
Equacao (98). Dessa maneira, note que os tltimos dois termos entre parénteses, que apa-

recem na Equagao (107), admitem corregoes semelhantes as mostradas nas Equagoes (99)
p(P"“)k}
mostrada na Equagao (91). Por outro lado, o termo p(P"*1), . 1, que aparece na primeira

e (100). Novamente, a quantidade [ é aproximada pela média harmonica

parcela do lado direito da Equagao (104) é aproximado por média aritmética dos respec-
tivos valores definidos nos blocos vizinhos. Isto conclui a discretizacao do termo de fluxo
F, (w™, P”H)H; - que aparece na Equagao (93).
2] >
Os demais termos de fluxo mostrados na Equagao (93), dados por F, (w™, P"*1), 1 i
27

F, (w™, P”“)LH% e F, (w", P”“)i’jf%, sao discretizados de maneira totalmente andloga e
se encontram no anexo A, anexo B e anexo C respectivamente.

Feito isso, a partir da Equacao (93), os valores da fragdo mdssica do solvente no
nivel de tempo n + 1 sao calculado de forma explicita, utilizando os valores de pressao

previamente determinados nesse mesmo nivel, como segue

n+l [p(P”)]L-wZ- At 1 n n n n
Wij = [p(P"“J)]i,jJ — dlp(P], {E [Fx (W, P H>i+%’j —Fewn P +1)i‘%’] (108)
A [Fy (", P, spr = Fa (w7, P"“)Z-,j_z} - wZﬂ%} :
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4.5 O tratamento do Termo de Pocgo

Como enfatizado antes, nas Equagdes (92) e (108), o termo ¢7; descreve a taxa
méssica (massa por unidade de tempo, por unidade de volume) do fluido injetado ou
extraido no meio poroso, no ponto (z;,y;) e instante t,, = nAt.

Para efeito de simulacao, os valores de ¢; ; sao especificados informando-se as lo-
calizagoes dos nos da grade onde se encontram as representacoes pontuais dos pocos de
injecao e de extragao, e os respectivos valores numéricos de ¢; j, os quais podem variar
com o passar do tempo. Por convencao, o termo de pogo ¢"; ; serd considerado positivo
em um ponto de injecao e negativo em um ponto de extracgao.

Por razoes de interesse pratico, pode ser preferivel a especificacao da taxa vo-
lumétrica (volume por unidade de tempo) do fluido injetado ou extraido em um pogo
do reservatorio. Neste trabalho, a taxa volumétrica, denotada aqui por Q}';, serd a taxa
efetivamente especificada. Para lidar com esse tipo de especificagao, a taxa méssica q;;

serd relacionada com Q7 utilizando a seguinte equagao (AZIZ, 1979):

Gij = mﬂ% i

(109)

Na Equagao (109) (vp), ; = AzAyAz é o volume do bloco Q; ;, onde se encontra a

representacao de um poco de injecao ou de extracao. A quantidade Az é a espessura do

%7

meio poroso (reservatdrio de petréleo) na dire¢ao do eixo coordenado z.

Nos blocos onde estao os pogos destinados as injegoes de solvente, usaremos a
relagdo mostrada na Equagao (109), e simplesmente especificaremos os valores de Uy
e Q7;. Tais especificagoes sao vidveis, pois na pratica pode-se determinar a densidade
maéssica do solvente injetado e a taxa volumétrica nos pocos de injecao, em cada instante
de tempo. Por outro lado, como o fluido binario (solvente-6leo) nao é incompressivel, a
magnitude da taxa volumétrica do fluido produzido nao é necessariamente igual a mag-
nitude da taxa volumétrica do solvente injetado. Assim, em geral, nao conhecemos pre-
viamente os valores de @}'; nos pogos de extragao.

A modelagem matematica da vazao em um bloco Qim que contem um poco de
extracao, é baseada na geometria ilustrada na Figura 6. Nessa figura, o bloco retangular
de altura Az representa um tipico bloco onde se encontra um poco de extragao. Por
hipétese, tal pogo possui o formato de um cilindro reto de altura h(< Az) e raio igual a
T

Para empregar também a relagdo indicada na Equacao (109) em um pogo de ex-
tragao, o calculo da taxa volumétrica de produgao sera feito usando-se um modelo de pogo
baseado na lei de Darcy, (AZIZ, 1979). Tal modelo utiliza um valor de pressdo (em geral

constante) medido no pogo de extracao. Esse valor de pressao constante é referido como
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Figura 6 - Um pogo de formato cilindrico.

Je-

Fonte: ELINE FLORES, 2003.p.42.

a pressao no fundo do poco, denotada por P,,.

Para obter o modelo de poco usado aqui, seguindo Aziz (1979), inicialmente ob-
servamos que a taxa volumétrica na diregao radial (r) de um escoamento em um meio
poroso com formato cilindrico pode ser representada pela Lei de Darcy (em coordenadas

cilindricas), fazendo

k dP
Q= —QWTh;W. (110)
Considere que a pressao no interior do poco possui o valor constante P, igual a
pressao no fundo do pogo. Por outro lado, a pressao no bloco, na parte exterior ao poco,
tem valor F;. Suponha também que o escoamento em torno do pogo é essencialmente
radial (apontando na diregao e sentido do centro do pogo). Entdo, a uma distancia
ro (> 1,) do centro do pogo, a vazao média através de uma superficie cilindrica de area

lateral igual a 27rh pode ser estimada integrando-se a Lei de Darcy, Equagao (110), como

segue

"o onhk  [Fis

/ Zo_ :n/ "dp. (111)
re T i,jMij J P,

Assim, a partir da Equagao (111) obtemos o seguinte modelo para a vazao de fluido

em um poco de extracao

2mhk
?j =TT i ro (Pln] - P"J) (112)
’ Mi,jl”(a) ’

em que

Ply >Fue iy = n(wiy) -
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O modelo resumido na Equagao (112) exige a especificagdo de ry, denominado
de raio equivalente. Seguindo o trabalho de Peaceman (1986) dedicado a representagao
de pogos em simuladores de reservatério de petroleo, aqui consideraremos que o raio de

equivaléncia ¢ estimado por

ro = 0, 14\/(Aa:)2 + (L) (113)
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5 0OS METODOS NUMERICOS PARA AS EQUACOES NAO LINEARES

5.1 Aspectos gerais dos métodos numéricos

Ao se considerar a Equagao (88) ao longo de todos os nés da grade mostrada na
Figura 5, se obtém um sistema nao linear com n, X n, equacoes, cujas n, X n, varidveis
sao os valores da pressao em cada né da grade de blocos centrados, usada na discretizagao
espacial. Assim, durante a evolucao temporal, para obter-se o campo de pressao, a re-
solucao numérica de um sistema nao linear ¢é exigida a cada passo de tempo At que separa
o nivel de tempo n do nivel futuro n + 1.

As sucessivas resolucoes numéricas desse sistema nao linear, oriundo do esquema
temporal implicito usado na discretizacao da chamada equacao da pressao, consomem
grande parte do tempo de CPU (Central Processing Unit) dedicado & execugao dos
procedimentos computacionais. A fim de se obter um simulador que seja eficiente para o
escoamento miscivel em meios porosos, onde a pressao é tratada implicitamente e a fracao
molar de forma explicita, se faz necessario o emprego de um método numérico que consuma
pouco tempo de CPU. Nota-se também que tempos de CPU relativamente pequenos nao
sao os unicos aspectos desejados. De fato, além disso, espera-se que o método numérico
usado seja suficientemente robusto, de modo que o seu processo iterativo nao divirja,
ou convirja para um ponto inapropriado, o que pode ocorrer com o método de Newton
classico, um método iterativo cuja convergéncia depende fortemente da estimativa inicial,
(KELLEY, 1996).

No presente trabalho, empregaremos dois métodos desenhados para serem robus-
tos e eficientes. O primeiro é um método de Newton Inexato (DEMBO; EISENSTAT;
STEIHAUG, 1982) e (EISENSTAT; WALKER, 1996) equipado com uma estratégia de
busca linear com decréscimo suficiente, a qual lhe atribui uma propriedade de convergéncia
global (EISENSTAT; WALKER, 1994). Esse método é o que se costuma denominar de
um método de Newton Inexato Globalizado.

Métodos de Newton sao métodos iterativos que exigem, a cada iteragao, a resolucao
de sistemas lineares, cujas matrizes dos coeficientes sao as Jacobianas do sistema nao linear
avaliadas nos pontos correntes. Essas etapas de linearizagao do método de Newton Inexato
Globalizado usado aqui serao realizadas pelo método do Gradiente Conjugado, destinado
a resolucao de sistemas lineares simétricos positivos definidos (HESTENES; STIEFEL,
1952; KELLEY, 1996). Neste contexto, o método do Gradiente Conjugado serd tratado
como um método iterativo, o qual resolvera cada sistema linear apenas de forma inexata,
como sugerido por (DEMBO; EISENSTAT; STEIHAUG, 1982). Além disso, explorando a
estrutura do algoritmo do Gradiente Conjugado, o método de Newton Inexato Globalizado

resultante dessa abordagem sera livre do calculo das derivadas parciais associadas com a
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matriz Jacobiana. De fato, neste trabalho, o efeito da matriz Jacobiana sobre um vetor
(a efetiva agdo dessa matriz exigida nos passos do método do Gradiente Conjugado) sera
descrito por uma aproximagao em diferencas finitas de primeira ordem (KELLEY, 1996).
Assim, o primeiro método considerado aqui é na realidade um método de Newton Inexato
Globalizado com Gradiente Conjugado livre da matriz Jacobiana.

O outro método considerado é o algoritmo desenvolvido por La Cruz, Martinez e
Raydan (2006) para a resolucao de sistemas nao lineares, o qual, ao contréario do método de
Newton, nao usa a matriz Jacobiana ou qualquer aproximacao dela. De fato, tal método,
denominado de DFSANE (Derivative-Free Spectral Algorithm for Nonliner Equations)
nem sequer emprega resolucoes de sistemas lineares, sendo um método de busca direta
que essencialmente utiliza, a cada iteragao, o valor da aplicacao que define o sistema nao
linear no ponto corrente.

A formulagao original do DFSANE ¢é equipada com uma busca linear inexata que
satisfaz uma condicao de nao monotonicidade baseado na conhecida condicao de Grippo,
Lampariello e Lucidi (1986), a fim de proporcionar convergéncia global. Como mostrado
por Cheng e Li (2008), uma outra condi¢do de ndo monotonicidade pode também ser
incorporada a estrutura do método DFSANE.

Durante o desenvolvimento deste trabalho, observamos que nenhuma das condicoes
de nao monotonicidade desenvolvidas para o DFSANE em sua forma original sao suficien-
tes para tornar esse algoritmo capaz de resolver o sistema mal condicionado considerado
aqui. Observamos também que para superar essas dificuldades impostas pela natureza
desse sistema, se faz necessario utilizacao de uma busca linear inexata gerada a partir de
uma condicao altamente nao monétona. Para contemplar essa exigéncia, modificamos o
algoritmo DFSANE. Isso foi feito adaptando a condigao proposta por Cheng e Li (2008),

a fim de torna-la altamente nao mondtona.

5.2 O Problema Basico

Note que o sistema nao linear indicado na Equagao (88) pode ser escrito na seguinte

forma

F(P) =0, (114)

onde na Equagao (114)

F:R™"™ — R™", (115)
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é a aplicacao nao linear definida pela expressao que se encontra no lado esquerdo da
Equagao (88), cujas varidveis sdo os n, x n, valores de pressao, definidos em cada bloco
da grade de discretizacao, representados acima pelos componentes do vetor P € R™"™v.
A fim de simplificar a notacao usada neste capitulo, denotaremos esse vetor P
simplesmente por x € RN, onde N = n, X n,,.
Assim, dado a aplicacdo nao linear F : RYN—R" o problema mostrado na

Equagao (114) se resume em encontrar x* € RY tal que

F(x") = 0, (116)

onde na Equacao (116) a aplicacio de F ¢, por hipdtese, diferencidvel em RY. Observamos

que no presente trabalho o simbolo || - || denotard a norma Euclidiana, ou seja, ||y|| =
VyTy, para todo y € RY, de modo que ||y||* = y'y.

5.3 O método de Newton Inexato Globalizado

O método de Newton é um método iterativo. Assim, partindo de um dado inicial
xo € RY, esse método gera uma sequéncia de pontos em RY, {x,}, a qual (na presenca
de condigoes apropriadas) deve convergir para um ponto x*, uma solu¢ao do sistema nao
linear F(x) = 0.

Como a aplicagao F é diferencidvel, se F'(x},) representa a matriz Jacobiana de F

em Xy, entdao, dado 0 # d;, € RY suficientemente pequeno, temos que

F (Xk -+ dk) =F (Xk) + F/ (Xk) dk + I'(dk), (117)

onde na Equacao (117) r(dy), chamado de residuo, é tal que

, r(d
lzmdkﬂoﬁ =0, (118)

Definido x;,; como sendo:

Xk+1 = Xk + dk, (119)

entdao, para dy = Xpy1 — X, suficientemente pequeno, segue da Equagdo (117) a apro-
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ximagao linear

F (Xk+1> =~ Mk (dk) =F (Xk) -+ F/(Xk)dk, (120)

onde na Equagao (120) My, (d;) é o chamado “modelo linear” que aproxima F na vizi-
nhanca do ponto corrente xy.

Supondo que a matriz F’ (x;) é inversivel, a sequéncia gerada pelo método de
Newton determina o ponto futuro x;,; usando a expressdo mostrado na Equagao (119),
no qual o vetor dj, € RY (que define a diregao de busca desse método) ¢ a raiz do modelo
linear My, (dy) = F (xx) + F' (x;) dg, ou seja, o vetor di é a solugdo do seguinte sistema

de equagoes lineares

F/ (Xk) dk = —F (Xk), (121)

denominadas de equacoes de Newton.

Apesar da convergéncia do método de Newton depender da localizacao do dado
inicial xg, ele é bastante atrativo. De fato, para xq suficientemente proximo de uma solucao
x*, em condigoes apropriadas, o método de Newton converge rapidamente (KELLEY,
1996).

Uma das desvantagens do método de Newton é ter de resolver as equacoes de
Newton (Equagao (121)) em cada etapa, fato que se agrava quando lidamos com grandes
valores de V. Computar uma solucao exata em cada iteracao usando-se um método di-
reto, como o método de Gauss, pode exigir muito esforco computacional, principalmente
se N for um niimero muito grande, como geralmente ocorre quando o sistema nao linear
em questao decorre da discretizagao de equagoes diferenciais. Tal procedimento se torna
ainda mais injustificavel quando x; se encontra relativamente distante de x*. Assim, como
observado por Dembo, Eisenstat e Steihaug (1982), parece mais razodvel usar um método
iterativo para resolver a Equagao (121) somente de forma aproximada. Em outras pala-
vras, considerando que o vetor ry (chamado de termo residual do sistema linear mostrado

na Equacao (121)), aqui convenientemente definido por

nao ¢ (necessariamente) zerado em cada iteragao.
Dembo, Eisenstat e Steihaug (1982) introduziram uma classe de métodos cha-
mados de métodos de Newton Inexatos. Em cada iteracao de um método de Newton

Inexato o sistema mostrado na Equagao (121) é resolvido de forma iterativa, de modo
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que tais iteragbes (chamadas de iteragoes internas) terminam quando o residual rela-
tivo ||rg]|/||F(xx)|| atingir certa tolerancia previamente estabelecida. Mais precisamente,
Dembo, Eisenstat e Steihaug (1982) sugerem critérios de parada para as iteragoes internas

descritos na forma

T < (123)

onde na Equacao (123) a sequéncia de nimeros reais nao negativos {n,}, denominada
de sequéncia dos termos forcantes, deve ser escolhida de modo apropriado para evitar
calculos excessivos nas etapas relativas as resolugoes das equagoes de Newton.

As propriedades de convergéncia local de um método de Newton Inexato, incluindo
sua velocidade de convergéncia, dependem da escolha da sequéncia dos termos forgantes.
De fato, Dembo, Eisenstat e Steihaug (1982) mostraram que, sob certas condigdes, se
0 <k < Nmae < 1, para todo k > 0, limg_eonr = 0 e m, = (|| F(xg) ||), entdo {xx}
converge quadraticamente para x*, desde que x; esteja suficientemente préximo de x*.

Eisenstat e Walker (1996) desenvolveram e analisaram diferentes procedimentos
para a escolha dos termos forcantes em um método de Newton Inexato. Tais procedi-
mentos sao motivados pelo desejo de evitar o que se denomina de over solving. O uso do
termo over solving significa que o sistema linear mostrado na Equagao (121) foi resolvido
com uma precisao muito além daquela necessaria para corrigir a iteracao nao linear do
método de Newton.

Seguindo Eisenstat e Walker (1996) e Kelley (1996), uma medida do grau de apro-

ximagcao a solucao x*, realizada na iteragao nao linear k, pode ser estimada por

A IF ) |P

) 124
"= F o) P e

onde na Equagao (124) v € (0, 1] é um dado parametro. Se a sequéncia {77,?} ¢ uniforme-
mente limitada por 1, entdo tomando-se 1, = 7;}, para todo k > 0, sob certas condigdes
pode-se garantir as boas propriedades de convergéncia local referidas antes (EISENSTAT;
WALKER, 1996). A fim de se especificar a escolha de 79 e, ao mesmo tempo, garantir a

limitagao uniforme mencionada acima, toma-se

Nmaz S€ k>0
= . ) (125)
mn (nmaxu M ) se k>0

Na Equagao (125) o parametro 7,,,; ¢ um limite superior para a sequéncia { nb }

De acordo com Eisenstat e Walker (1996), usaremos 7. = 0,9999 e v = 0,9. Infeliz-
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mente, pode ocorrer que o valor de £ seja muito pequeno em uma ou mais iteragoes nas
quais x;, esteja relativamente distante de x*, o que acarretard em over solving. Para evitar
possiveis volatilidades no decrescimento de P, Eisenstat e Walker (1996) sugeriram uma
estratégia de salvaguarda. A ideia por tras de tal estratégia consiste em observar que se
Nk—1 € suficientemente grande, entao nao se deve deixar 7 decrescer além de um fator de

Nk—1. Isso é materializado na seguinte escolha mais refinada:

Nmaz S€¢ k=0
= min (Nmaas M) se k> 0emni_; <0,1 (126)
min (nmammax (7712477771371)) sek>0e 77]371 < O’ 1

Como enfatizado por Kelley (1996), existe uma chance da iteragao final provocar
uma reducao na norma de F além do nivel necessario. Assim, o custo para obter-se a
solugao das equacoes de Newton na tltima iteracao pode ser desproporcional a precisao
desejada. Esse over solving, que tende a ocorrer na iteragao final, pode ser controlado
comparando-se a norma || F(xy) ||, que representa o residual da iteragdo nao linear cor-
rente, com a estimativa final para essa quantidade, descrita pela tolerancia que aparece
no critério de parada usado no método de Newton. Portanto, supondo um critério de

interrupgao para as iteragoes do método de Newton dado por

| F(xx) < 7, (127)

onde na Equagcao (127) 7, suficientemente pequeno, ¢ a tolerancia desejada, Kelley (1996)

propoe a seguinte escolha final para a sequéncia dos termos forcantes:

0,5
e = Min (nmax,maa: (nk TF( Tt) H)) para todo k > 0. (128)

Neste trabalho, para efeito de comparacao com o método DFSANE, empregamos
no método de Newton Inexato o mesmo critério de parada sugerido por La Cruz, Martinez

e Raydan (2006), dado por

PGl PG |

VN VN

onde na Equagao (129) e, = 107 e ¢, = 107*. Assim, comparando-se as Equagoes (127) e

(129)

(129), notamos que a tolerancia 7; efetivamente usada aqui no método de Newton Inexato
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¢é da forma

mi= e/ N te | F(ao) | (130)

Métodos de Newton Inexatos sao variantes do método de Newton classico. Assim,
a exemplo deste, a convergéncia de um método de Newton Inexato depende da loca-
lizagao do dado inicial xy3. A fim de melhorar a convergéncia de sequéncias inicializadas
em pontos arbitrarios, Eisenstat ¢ Walker (1994) incorporaram as chamadas estratégias
de “globalizagao”, que buscam tornar um método de Newton Inexato mais robusto. Esses
autores lidam com diferentes técnicas de globalizacao, as quais essencialmente procuram
garantir um decréscimo suficiente no valor de || F (x;41) ||, a cada iteracao k (> 1), provo-
cando dessa forma a convergéncia para a solucao desejada, a qual certamente dependera
da natureza do sistema nao linear considerado.

Empregando uma técnica de decréscimo suficiente descrita por Kelley (1996), os

passos do método de Newton Inexato Globalizado sao mostrados no Algoritmo 2.
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Algoritmo 2 - NIG

DOCUMENTACAO
TiTULO
NIG/GC - Newton Inexato Globalizado
PROPOSITO

Determinar x € R", tal que {

Min f(x) = [|F(x)|?
xeR
ENTRADAS

Xo € R™: dado inicial
Escalares prefixados:

a=10"%,
e, = 1072,
e, = 1074,

O0<og<or <l

SATDAS

x: solugao do sistema linear

declarar 7, Real ( 7, = e, VN + ¢, || F (%) ||)
declarar k Inteiro (k =0)
declarar ¢,, e, Real

| escolha o € [0g,04],
| A\ = 0\ e véa para o Passo 5,
fim se

fim enquanto

enquanto (|| F (xg) [|> 7), fazer ... .. ...l {Passo 1}
|  Gerar n; > 0 como na Equagao (128). ............ ... {Passo 2}
| {Passo 3}
| Calcular dy, satisfazendo || F/ (xg) dp + F (xx) ||< m || F (xx) || -
| A = L {Passo 4}
| X =X+ Adr {Passo 5}
| se (|F(x) [|[<(1—a) | F(x¢)],),entao ...................... {Passo 6}
| | Xgr1 =%y k=k+1eva para Passo 2.
| senao
|
|
|

FIM ALGORITMO
FiM DOCUMENTACAO
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O Passo 6 do Algoritmo 2 refere-se a estratégia de globalizagao considerada, a qual
sO aceita X171 se tal ponto provocar um decréscimo suficiente na norma de F, dado por
| F(xk41) [[< (1 —a) || F(xg) ||, em que a € (0,1). Como indicado no Algoritmo 2,
seguindo uma sugestao de Kelley (1996) tomamos o = 10~*. Nessa estratégia, para se
determinar o referido ponto xj1, realiza-se uma busca linear a partir de x; na direcao do
vetor d;, chamado de direcao de Newton. Assim, para permitir uma boa velocidade de
convergencia local, inicialmente tenta-se o tamanho de passo A\, = 1, tipicamente usado no
método de Newton classico. Se esse tamanho de passo unitario se mostrar muito grande,
a ponto de nao conduzir a um decréscimo suficiente na norma de F, entao o tamanho do
passo € reduzido por um fator o entre 0 e 1. Este procedimento é repetido até que Ay se
torne suficientemente pequeno, de modo que x;,; = X + A\xdy satisfaca a condicao de
decréscimo suficiente || F (xx41) ||< (1 — ) || F (xx) ||

Observe que o Algoritmo 2 nao especifica como a busca linear é feita na dire¢ao
de Newton. De fato, a escolha o € [0¢, 01| é muito geral, podendo ser realizada de vérias
maneiras. Uma maneira simples, mas nao necessariamente mais apropriada, é aquela onde
se considera ¢ com um valor fixado, por exemplo, o = 0, 5.

Seguindo Kelley (1996), neste trabalho essa busca linear é feita empregando-se
um eficiente procedimento de “backtracking” baseado em uma interpolacao quadratica da
fungao g (A) =| F (xx + Ady) ||> em dois pontos, semelhante a um procedimento usado
em alguns modernos métodos de Newton com busca linear destinados a otimizagao sem
restricao (DENNIS; SCHNABEL, 1983).

Para isso, suponhamos que o tamanho de passo A. (chamado de tamanho do passo
corrente) tenha sido rejeitado por nao satisfazer o decréscimo suficiente. Para obtermos
o proximo valor de A, denotado por A, consideramos um polinomio do segundo grau
p=p(A), tal que p(0) = g(0), p'(0) = ¢'(0) e p(Ac) = g(Ao).

Pode-se mostrar que esse polinomio interpolador é dado por

g(Ae) —g(0) =g (0) A
)\2

Cc

p(AN) =g0)+4(0)A+ SBX (131)

onde na Equacao (131) g(0) =|| F (xz) ||%, g(X\e) = ||F (xx + Aedi) ||? €

g (0) = 2F (xz)" (F/ (x3) dy) . (132)

Se ¢'(0) < 0 e g(A.) > ¢(0), entdo o coeficiente do termo quadratico do polindémio
descrito na Equagao (131) é positivo. Em tais condig¢oes, o ponto critico de p(A) é um

minimizador de p(\) localizado no intervalo (0, +00), o qual pode ser calculado analitica-
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mente usando

A = c . (133)

Portanto, se ¢’(0) < 0 e g(A.) > g(0), entao o novo valor de A é atualizado fazendo
Ay igual ao valor do minimizador de p(\) que aproxima a fungao g(A) no intervalo entre

0 e A.. Mais precisamente, consideramos

0'0)\07 se )\t < O'(]/\C
)\+ = 01)\07 Se )\t > 01>\c (134)

A¢, caso contrario

As duas primeiras sentencas indicadas na Equacao (134) sao salvaguardas, as quais
garantem que A, é sempre da forma A\, = o)., para algum o € [0y, 01], como requerido
no Passo 6 do Algoritmo 2. Tais salvaguardas sao usadas para evitar que A\, se torne
excessivamente grande ou muito pequeno. Aqui, usamos oy = 0,1 e 0y =0, 5.

Apés o calculo de A, , verificamos novamente se A\, satisfaz ou nao a condicao de
decréscimo suficiente || F(zp+Aydg) [|[< (1 —a) || F(xx) ||. Em caso afirmativo, tomamos
At = Ay. Se nao, fazemos A, = A, e repetimos processo de busca linear.

Para efeito de anélise, abaixo mostraremos que as condigoes ¢'(0) < 0 e g(\.) >
g(0), assumidas para se obter a atualizagdo mostrada na Equacao (134), podem ser subs-
tituidas pela seguinte hipotese mais genérica.

Hipétese 5.1: F (xk)T r; > 0, para todo k£ > 0.

Combinando-se as Equagdes (122) e (132), podemos escrever g (0) na forma equivalente

g'(0) = =2|[F (xi) |* — 2F (x1))" 13 (135)

Assim, como a primeira consequéncia da Hipdtese 5.1, notamos que (a partir da
Equacao (135)) ocorre ¢'(0) < 0, para todas as iteragoes do método de Newton Inexato.

Como a segunda consequéncia da Hipdtese 5.1, notamos que o coeficiente do termo
quadrético do polindémio interpolador mostrado na Equagao (131) se mantém positivo, em
todas as iteragoes. De fato, suponha (por contradi¢ao) que g(A.) < ¢(0) 4 ¢'(0)A.. Como
. foi rejeitado por nao satisfazer o critério de decréscimo suficiente, temos também que
g(Ae) = (1 —a)? g(0) = g(0) — a(2 — @)g(0). Combinando-se essas duas desigualdades,
chega-se as relagoes —a(2 — a)g(0) < g(A:) — g(0) < ¢'(0)\.. Assim, usando a identidade
mostrada na Equagao (135) e g(0) =|| F(x) ||, a relagio —a(2 — a)g(0) < ¢'(0) . pode
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ser reescrita na forma

a(2—a
{1 — (QT)} IF(x1)[]> < —F(xx) 1. (136)
Como o« = 107% ¢ 0,1 = 0y < ), entdao segue que [W] > (0. Logo, da

desigualdade resumida em (136) obtemos que F(x;)Tr, < 0, o que contradiz a Hipdtese
5.1. Portanto, na presenca da Hipdtese 5.1, temos que o coeficiente do termo quadratico do
polinémio p(\) se mantém positivo, em todas as itera¢oes do método de Newton inexato.

Se 6, denota o angulo entre os vetores F(x,) e 1y, como F (x;)" rp = || F(xz) ||

| r1 || cosfy., entao a Hipdtese 5.1 exige que cos 0 > 0, para todo k > 0. Logo, do ponto
de vista geométrico, essa hipdtese mais genérica requer que os vetores F(xy) e ry formem
sempre um angulo agudo.

Se a Hipdtese 5.1 for violada, o coeficiente do termo quadratico do polinémio
descrito na Eq. (131) pode se tornar negativo. Neste caso, a atualizacao indicada na Eq.
(134) escolherd Ay = og)., se ¢'(0) < 0. A mesma escolha ocorrerd se esse coeficiente for
positivo e ¢'(0) > 0. Finalmente, na auséncia dessa hipdtese, resta-nos ainda analisar a
possibilidade de ocorrer o caso mais desfavoravel, onde o coeficiente do termo quadratico
de p(A) é negativo e ¢’'(0) > 0. Em tal caso, a atualizacdo mostrada na Equacao (134)
pode escolher A, = )\, o maximizador de p()), ou fazer \; = o1\, se \; > o1\, . Assim,
quando isso acontecer, somente para evitar uma possivel escolha do maximizador de p(\),
aqui consideramos simplesmente A\ = g1 \.

Para finalizar a descricao do método de Newton Inexato usado aqui, necessitamos
indicar o método empregado no Passo 3 do Algoritmo 2, para resolver (de forma inexata)
as equacoes de Newton.

A discretizacao espacial da equacao da pressao foi realizada com um esquema de
diferencas finitas centradas, juntamente com uma grade de blocos centrados. Assim, pode-
se mostrar que a discretizacao da equagao da pressao conduz a um sistema de equagoes
nao lineares cuja matriz Jacobina ¢é simétrica e diagonalmente dominante, sendo, conse-
quentemente, simétrica positiva definida, (AZIZ, 1979)).

Este fato permite o emprego de diferentes métodos iterativos destinados a resolucao
de sistemas lineares de grande porte, cuja matriz dos coeficientes do sistema possui essa
boa propriedade (KELLEY, 1996). Neste trabalho usamos o Método do Gradiente Con-
jugado (GC), o qual foi inventado nos anos 50 por Hestenes e Stiefel (1952) para ser um
método direto. Devido a aritmética finita dos computadores, nos tltimos 40 anos o GC
sido tratado como um método iterativo. O método do Gradiente Conjugado é um método
consagrado na area de resolucao numérica de equagoes diferenciais parciais, sendo compro-
vadamente superior ao conhecido método de Gauss-Seidel e a familia de métodos do tipo
SSOR (KELLEY, 1996). No que segue, o método do Gradiente Conjugado sera descrito
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de uma maneira pragmética (HESTENES; STIEFEL, 1952; KELLEY, 1996; GLOUB;
LOAN, 1996).

Os passos do método de Newton Inexato Globalizado com Gradiente Conjugado
(NIG-GC), equipado com a técnica de busca linear descrita acima, sdo mostrados no
Algoritmo 3. Nesse algoritmo, nota-se que o Gradiente Conjugado foi adaptado para
resolver (de forma aproximada) o sistema linear F'(x;)d;, = —F(xy), a cada iteragao k,
usando um critério de parada que satisfaz || ry ||< |||nx || F(xx) ||. Observa-se também que
foi considerado (como dado inicial para o algoritmo do Gradiente Conjugado) dy = 0, de
forma que na primeira linha do Passo 3 do Algoritmo 3 o residual ry = —F(x;) —F'(x)dy
se apresenta na forma simplificada r;, = —F(xy), evitando desse modo o calculo do produto
F'(x))ds. Essa escolha para o dado inicial do algoritmo GC é uma escolha razodvel
comumente usada na literatura, pois o método do Gradiente Conjugado, quando visto
como um método direto, deve convergir no maximo apdés N etapas, independentemente
da localizacao do ponto de partida tomado em RY.

Cada etapa do método GC exige o cédlculo de w = F/(xy)s, o produto da ma-
triz Jacobina F’(x;) por um vetor s € RY. No presente trabalho, a matriz Jacobiana
F'(xx) requerida em tal produto nao é calculada analiticamente. Também nao usamos
diferenciacao numérica para estimar as derivadas parciais que constituem essa matriz. De
fato, observando que w = F/(xy)s efetivamente requer apenas o efeito da matriz F'(xy,)
sobre o vetor s, e empregando um escalar 0 > 0 suficientemente pequeno, usamos uma
estimativa em diferengas finitas (de primeira ordem) para w, a qual decorre da seguinte
aproximacao linear F(x; +ds) ~ F(x;) +0F (xx) s (KELLEY, 1996). Mais precisamente,

como descrito no Passo 3 do Algoritmo 3, aqui consideramos

w=F(x)s~ P + 555) — F(X’“), (137)

com § = 1077,

A cada etapa do método GC, a aproximagao mostrada na Equagao (137) exige
uma avaliagao extra da aplicacao F no ponto x;, + ds.

Note que no Passo 4 do Algoritmo 3, a derivada f’(0) é calculada pela férmula
mostrada na Equacao (135). Assim, novamente evitamos o produto F'(xy)dy, exigido
inicialmente na Equac@o (132). Dessa forma, o método de Newton Inexato descrito no
Algoritmo 3 torna-se um método livre do célculo de derivadas.

Observamos que o Algoritmo 3 requer zo € RY, um vetor de dados iniciais. Como
no presente trabalho tal algoritmo é usado para se determinar os valores do campo de
pressao no nivel de tempo futuro n + 1, entao, naturalmente, esse vetor (de dados inicias)
deve ser constituido pelos respectivos valores de pressao conhecidos no nivel de tempo n,

para todo n > 0.
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Como no presente trabalho uma matriz F’ é sempre simétrica positiva definida,
entao, seus autovalores sao nimeros reais positivos. Usando a norma Euclidiana, o cha-
mado nimero de condi¢ao de uma tal Jacobiana F’, denotado por ky(F’), é determinado

por

ky (') = Hmez (138)

Hmin

onde fimaz > 0 € fimin > 0 denotam, respectivamente, o maior e o menor autovalor de F/,
de modo que k2(F') > 1 (KELLEY, 1996).

Se o numero de condigao ko(F’) tem um valor muito grande, com relacao a 1, diz-se
que a matriz Jacobina F’ é mal condicionada. Um método de Newton, incluindo métodos
de Newton Inexatos, pode falhar ao tentar encontrar uma direcao de Newton dj. Isso
geralmente acontece quando, em uma iteracao k, a Jacobiana ¢ mal condicionada, possi-
velmente pelo fato de F’'(x;) se encontrar muito préxima desta matriz, o que efetivamente
ocorre quando o seu menor autovalor se aproxima de 0.

Usando um resultado destacado por Vorst e Dekker (1988), pode-se mostrar que no
Passo 3 do Algoritmo 3, apéds ¢ iteragoes do método do Gradiente Conjugado, o residual

relativo || ry || / || F(xx) || é aproximadamente

el (o /L (s i
| F () || <1 Vi, (F(k))>‘ (139)

onde na Equagao (139) ¢ é o contador de itera¢oes o método Gradiente Conjugado.

Assim, a partir dessa estimativa, notamos que para um sistema nao linear muito
mal condicionado, o método do Gradiente Conjugado terd dificuldade para decrescer o
residual relativo além da unidade, o que dificultara a ocorréncia do critério de interrupgao
| rx |l F(xx) [|< 1k, pelo menos em um nimero razoavel de iteragoes. Portanto, para
Jacobianas mal condicionadas, o critério de interrupgao adotado no Passo 4 do Algoritmo
3 pode nao ser satisfeito. Neste caso, diz-se que ocorreu um breakdown.

Na implementagao pratica do Passo 3 do Algoritmo 3, consideramos que i (o conta-
dor de iteragoes do GC) nao pode superar imazx, um dado inteiro suficientemente grande
que representa o numero maximo de iteracoes permitido para o GC. Assim, se eventual-
mente ocorrer ¢ = ¢max, imprimimos uma mensagem para informar a ocorréncia de um
breakdown e em seguida encerramos definitivamente todos os processos iterativos, tanto

o linear interno quanto o nao linear externo.
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Algoritmo 3 - NIG/GC

DOCUMENTACAO
TiTUuLO
NIG/GC - Newton Inexato Globalizado com Gradiente Conjugado
PROPOSITO

Determinar x € R", tal que {

Min f(x) = |F(x)|?
x € R
ENTRADAS
Xo € R™: dado inicial
Escalares prefixados:
eo = 1075 €, = 1074, v = 0,9, Dmae = 0,9999, a = 107%, 09 = 0,1, 0y = 0,5 ¢
§=10"".
SAIDAS

x: solucao do sistema linear

declarar 7, Real ( 7; = e, VN + ¢, | F (x0) ||)
declarar i Inteiro (i = 1)

declarar k Inteiro (k = 0)

declarar ¢,, e, Real

{Inicializa o processo iterativo}

enquanto (|F (xx) ||> 7,), fazer .. ... {Passo 1}
|9 (0) =l F (i) ||

{Gerando o termo forgante}

| {Passo 2}
Nmazx se k=
. X 2
| 771? min (nm(wﬁ%) , sek>0en_,<0,1
. x 2
min (nmm,max <7M77n2—1>> , sek>0en? ,>0,1
M = M | Ymaz, MAT (77,?, HFO(E’TZS)H))

{Gradiente Conjugado livre de derivadas}
| {Passo 3}
| Iy = _F(Xk)v

oo = T [,
1 =1,

— continua —
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Algoritmo 3 - NIG/GC (continuagao)

— continua¢ao —

enquanto (|| rg [|> n || F(xx) ||), fazer
| se (i=1), entao

| | s=rg

| senao

| | B=%=es=r,+0s,

| fim se

| = ks Fa)

w

_ 0i—1
Y= Tw

d; = dj + s,

| fim enquanto

T {Passo 4}
| X =X+ Mere o {Passo 5}

{Etapa de buscar linear}
| {Passo 6}

| se ([ F(x) [I< (1 —a) [[ F(x) [[), entao
| | Xgy1 =%, k=k+1evé para Passo 1,
| senao

| A= ALY
|

|

A= 2(9(\k)—9(0)—g" (0)Ax)
| se (\;>0eg >0,), entdo

| | /\t - 0-1>\k)
Uo)\k, se A < O'o)\k
|| ] A= gk, se A > o)y

A¢, caso contrario
| | | evaparao Passob5,

| | fim se
| fim se

FiMm ALGORITMO
FIM DOCUMENTACAO
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54 O Método DFSANE e suas modificagoes

O problema em questao trata da resolucao de um sistema nao linear de grande
porte o qual pode ser sumarizado como:

Determinar x € R”, tal que
F(x) =0, (140)

onde na Equacao (140) F: RY — RY ¢ uma dada aplicacdo nio linear suficientemente
diferenciavel.

O método DFSANE, proposto por La Cruz, Martinez e Raydan (2006), é um
método para a resolucao de sistemas nao lineares desse tipo, o qual procura resolver o

problema de minimos quadrados nao lineares dado por

{ Min f (x) =|| F(x) || (141)

xeR

Para isso, o método de La Cruz, Martinez e Raydan (2006) usa uma busca linear
que emprega o chamado coeficiente espectral sugerido por Barzilai e Borwein (1988).
Note que x € RY é uma solugio do problema (140) se, e somente se, x é um minimizador
(global) do problema (141)

Dada uma funcio diferencidvel f :RY — R, existem vdrios métodos iterativos

desenvolvidos para resolver o problema de otimizagao

i
{ in f(z) (142)
x € R,
os quais buscam determinar x*, tal que
Vf(x) =0, (143)

onde na Equacao (143) V f denota o vetor Gradiente de f. Dentre os métodos utilizados
para resolver o problema mostrado na Equacao (142), hd uma classe de métodos iterativos
que se valem de baixa estocagem, sendo, dessa maneira, convenientes para problemas de
grande porte. Segundo Dennis e Schnabel (1983), nessa classe estd o chamado método do
gradiente (steepest descent method), o qual realiza buscas por uma solu¢do do problema
mostrado na Equagao (142) ao longo da diregdo de méxima descida de f, definida por
—Vf (DENNIS; SCHNABEL, 1983).

Assim, dado xp, um método do tipo gradiente, gera uma sequéncia da forma {xy},
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tal que

X1 = X — Vf (Xk) (144)

Apesar de apropriado para problemas de grande porte, como verificado na solucao
de muitos problemas praticos, métodos do tipo gradiente costumam convergir lentamente
Dennis e Schnabel (1983). Com o objetivo de acelerar a convergéncia da sequéncia des-
crita na Equacgao (144), Barzilai e Borwein (1988) propuseram um outro método do tipo

gradiente, definido por

1
Xjpy1 = Xpp — a_kvf (xx) (145)

onde na Equacao (145), para todo k > 1, o escalar o é o argumento que minimiza
a fungao de uma varidvel a definida por || asy 1 — yr_1 ||?, com sp_1 = X — Xp_1 €
Vi1 = Vf(xx) — Vf (Xks1), onde pode-se ver que o minimizador dessa funcao auxiliar

e:

T
 Sp 1Yk-1

ay, = (146)

Sh_1Sk—1

O parametro a4, definido na Equagao (146) é denominado de coeficiente espectral
e o método de Barzilai e Borwein (1988) é, frequentemente, chamado de método do
Gradiente Espectral (RAYDAN, 1993). Como enfatizado por Barzilai e Borwein (1988),
o método do Gradiente Espectral nao gera uma sequéncia monétona, no sentido de que
nao ocorre f(x;_1) < f(xx), para todo k.

| do problema de norma minima

Note que a fungao objetivo f(x) =| F(x)

descrito na Equagao (141) possui o seguinte vetor gradiente

Vf(x) =2F (x)"F(x) (147)

onde na Equagao (147) F/(x) é a matriz Jacobiana da aplicacao F(x).
Seguindo uma proposta formulada inicialmente por La Cruz e Raydan (2003),
nota-se que em vez de usar a direcio do gradiente de f(x) =|| F(xz) ||?, a qual exige o

célculo da matriz Jacobiana F'(x;) em cada passo de iteragao, pode-se definir um método
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espectral fazendo-se simplesmente:

1

Xk+1 = Xk + —F (Xk) y (148)
697

onde na Equagao (148) o coeficiente espectral é calculado pela mesma férmula mostrada

na Equagao (146), mas agora com s;_; e yx_1 dados por:

Sk—1 = X — Xk—1, (149)

Vi1 = F(xg) — F(x5_1). (150)

Na Equagao (149), a opcao dos sinais + vem do fato de que o vetor de busca inicial
—(i)F (x1), pode nao ser necessariamente uma direcao de descida de f(x) =|| F (xz) ||?,

a partir do ponto xy, isto é, em geral:

1 2
Vf(Xk)T |: — —F(Xk):| = ——F(Xk)TF/(Xk)F(Xk) (151)
(033 (033
nao é necessariamente um nidmero negativo. Assim, quando isso ocorrer, escolhe-se
+(aik)F(xk) como sendo a diregao de descida a ser utilizada na Equagao 148.
Observe que o uso de F(x;) na Equagao (148), em vez de V f(x) = 2F(x) F(x),

equivale & seguinte aproximagcao:

F/(x) ~ -1, (152)

| —

onde na Equagao (152) I é a matriz identidade de ordem N.

Como resultado da utilizagao do coeficiente espectral, a sequéncia gerada pelo
método mostrado na Equagao (148) também nado é mondtona. Assim, sua convergéncia
pode depender da localizacao do dado inicial.

Para tratar essa questao de convergéncia, as iteragoes do algoritmo DFSANE pro-

posto por La Cruz, Martinez e Raydan (2006) sao da forma:

1
Xpt1 = X + Mg ( + a_F(Xk:)) (153)
k

dy

J/
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onde na Equagao (153), Ax > 0 é o tamanho do passo tomado na dire¢cdo de busca
d;, = £(1/ax)F(x), o qual é determinado usando-se uma busca linear inexata. Desse
modo, procura-se agregar ao método DFSANE boas propriedades de convergéncia global
provenientes de escolhas criteriosas para .

A busca linear inexata originalmente empregada no algoritmo DFSANE foi desen-
volvida para satisfazer uma condicao baseada na classica condi¢ao de nao monotonicidade
de Grippo, Lampariello e Lucidi (1986). Mais precisamente, no algoritmo apresentado por
La Cruz, Martinez e Raydan (2006), o tamanho de passo Ay sé é aceito se satisfazer a

seguinte condicao:

f(xp + Aedy) < o 8% f(xpj) + & — YL f (%), (154)
onde na Equagao (154) {e;} é uma sequéncia (de nimero reais nao negativos) convergente,
M ¢é um inteiro nao negativo e 0 < vy < 1.

A condic¢ao mostrada na Equagao (154) é de ndo monotonicidade porque ela per-
mite a geragao de uma sequéncia f(zy) , onde nao ocorre, necessariamente, a relagao de
decrescimento f(xx41) < f(xx), para todo k . Desse modo, em uma vizinhanga do dado
inicial xg, o algoritmo DFSANE pode aceitar pontos da forma x;; = x; + A\rdg, onde a
funcao objetivo f(x) =|| F(x)||* cresce de valor.

Ao contrario da condi¢ao de nao monotonicidade classica de Grippo, Lampariello
e Lucidi (1986), dada por

P+ Aedy) < | max fxg—;) + YAV (1) dg, (155)
a qual foi usada em uma proposta inicial formulada por La Cruz e Raydan (2003) que origi-
nou um método semelhante ao DFSANE, chamado simplesmente de SANE, deve-se notar
que a condigao definida na Equacio (154) nao depende do gradiente V f(z) = 2F'(z)"F(z)
que aparece na Equagao (155). Assim, o DFSANE é um método espectral totalmente li-
vre do calculo de derivadas, as quais geralmente sao empregadas na construcao da matriz
Jacobiana F'(x).

Na busca inexata, o método DFSANE, inicia com Ay = 1. Se esse tamanho de
passo unitario nao satisfazer a condicao (154), o DFSANE usa uma técnica de backtracking
semelhante aquela descrita por (DENNIS; SCHNABEL, 1983) e (KELLEY, 1996), a qual
emprega p (A), um polinomio quadratico obtido por uma interpolacao em dois pontos.

Para isso, considerando dj, = %+ (1/ay) F (%) , La Cruz, Martinez e Raydan (2006)
construfram o polinomio interpolador exigindo que p(0) = f(xz) =|| Fxx ||?, p/(0) =

—2f(x) = =2 || Fxi || e p(Ae) = f(xx) + Aedi =|| F(xx) + Adi]|?, onde A. denota
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o tamanho do passo corrente que foi rejeitado, por nao satisfazer a condicao de nao
monotonicidade mostrada na Equagao (154). Desse modo, para d, = + (i) F (xz),

obtém-se o seguinte polindmio quadratico:

p(A) = f(xx) = 2f(xp) A + (156)

(% + Aedi) — f(xx) + 2f(Xk:))\c:| \2
A2 .

c

Devido a escolha p' (0) = —2 || F(x) ||, a derivada de p(\) no ponto A = 0 é
sempre negativa. Tal escolha é coerente, pois no DFSANE o sinal de dy = £ (1/ay) F (xx)
é selecionado para obrigar o vetor d; ser sempre uma direcao de descida de f em x;, ou
seja, sempre se tem V f(xz)7d;, < 0.

O ponto critico do polinémio mostrado na Equagao (156) é determinado analitica-

mente por

/\gf(Xk)
f(Xk + )\cdk) + (2)\0 — 1)f(Xk)’

At = (157)
o qual é um minimizador de p(}), se f(xp + Aed) f(Xx).
Considerando-se o mesmo procedimento de salvaguarda usado por (KELLEY,

1996), no DFSANE o tamanho do passo futuro é determinado por

O'())\C, se )\t < O'(]/\C
)\:t = 01)\07 Se )\t < 01>\c (158)

A¢, caso contrario

onde a Equagao (158) 0 < gy < 07 sao escalares prefixados. Observe que a condigao de
salvaguarda mostrada na Equagao (158) procura evitar que o tamanho do passo se torne
muito grande ou muito pequeno.

Apoés esse calculo, para prosseguir com a determinacao do tamanho do passo de
busca na iteragao k verifica-se novamente se o candidato Ay satisfaz ou nao a condigao
mostrada na Equagao (154). Em caso afirmativo, aceita-se o tamanho de passo como
sendo A\, = Ay. Caso contrario, faz-se a atualizacao A. = A4 e repete-se novamente esse
processo de busca linear inexata ao longo de dy = £ (1/ax) F (x;) até que a condigao
(154) seja finalmente satisfeita.

Influenciada pela condi¢ao de nao monotonicidade de Grippo, Lampariello e Lucidi
(1986), observa-se que a condi¢ao de ndo monotonicidade livre de derivadas mostrada na
Equacao (154) depende da escolha do parametro M > 0, cujo valor pode estar fortemente
associado as caracteristicas do sistema nao linear considerado e da dimensao desse tal

sistema.
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Para contornar esse problema, mais recentemente, Cheng e Li (2008) modificaram
o método DFSANE. Para isso, esses autores trocaram a condigao (154) por outra condigao
de nao monotonicidade que nao depende do parametro M. Essa condicao, que também
é livre de derivadas tem se mostrado mais adequada para a busca linear nao mondtona,
associada com a etapa de globalizacao do algoritmo DFSANE. Essa condicao, que também

é livre de derivadas, é dada por:

Fxk+ Medr) < Cr + e — YALf (%0, (159)

onde na Equacao (159)e; é uma sequéncia (de niimeros reais nao negativos) con-

vergente, Cy = f(xq) e C} é atualizado pelas seguintes regras:

Qu1 = Qi + 1, (160)
O, = BeQr(Cr + €) + f(Xk+1)’ (161)
Qk+1

com Qg =1 e S € [0, 1], para todo k.

Durante o desenvolvimento deste trabalho, notamos que a condicao de nao mono-
tonicidade de (CHENG; LI, 2008) e também aquela proposta originalmente por La Cruz,
Martinez e Raydan (2006), Equagao (154), ndo sdo totalmente apropriadas para resolver
o sistema definido pela equacao da pressao do modelo miscivel.

De fato, apds varios testes computacionais, verificamos que o mal condicionamento
desse sistema impoe restrigoes a realizagao da busca linear inexata. Mais precisamente,
tal mal condicionamento cria severas dificuldades para a determinacao de um valor A\, >
0 que satisfaca a Equagao (154), ou a Equagao (159), apds um nimero de tentativas
razoavel. Consequentemente, tais condigoes tornam o DFSANE extremamente lento,
quando empregado para resolver o sistema considerado.

Com isso, observamos que a utilizacao do método DFSANE na resolucao de um
sistema mal condicionado exige uma condicao de nao monotonicidade que tenha a pro-
priedade de relaxar as exigéncias impostas pelas condi¢oes descritas nas Equagoes (154)
e (159), as quais s@o muito severas para um tal sistema nao linear. Isso implica na uti-
lizagao de uma condicao apropriada para aceitar tamanhos de passos que, possivelmente,
produzirdo uma sequéncia f(xy) altamente ndo monétona.

Para satisfazer essa exigéncia imposta pelo mal condicionamento do sistema, aqui
modificaremos o método DFSANE. Para isso, utilizaremos uma condi¢ao de nao mono-

tonicidade livre de derivadas, a qual é capaz de aceitar tamanhos de passos apds poucas
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tentativas e em um intervalo de tempo de computacao razoavel, produzindo uma sequéncia
f(xx) altamente ndo mondtona.

Usaremos a condi¢ao de Cheng e Li (2008), descrita na Equagao (159). No entanto,
em vez da atualizagdo mostrada na Equagao (161), a fim de gerar uma sequéncia altamente

nao mondétona, consideraremos a seguinte atualizacao para o parametro Cj:

_ BrQr(Cr + wi) + f(Xk11)

C
g Qs

(162)

onde na Equagdo (162) agora {wy} ¢ uma sequéncia (de numero reais nao negativos)
ligeiramente crescente, em vez de convergente.
O Algoritmo 4 descreve em detalhes os passos do método DFSANE modificado

usado aqui, onde consideramos:

y=10""

5k = 07 857
wr = (k+1)e
| F(x0) |

€p = ————

W
para todo k > 0.

No Passo 6 do Algoritmo 4 encontra-se um procedimento pratico proposto por La
Cruz, Martinez e Raydan (2006), usado para evitar que a magnitude de 1/aj,1 se torne
muito grande, ou muito pequena.

A condicao de interrupgao do processo iterativo gerado pelo método DFSANE é
definida no Passo 2 do Algoritmo 4, a qual é exatamente a mesma proposta por La Cruz,
Martinez e Raydan (2006), onde e, e e, sao as, respectivas, tolerancias absoluta e relativa.

A menos que seja dito explicitamente ao contrario, nos exemplos considerados aqui
utilizaremos (a principio) e, = 107 e e, = 107%.

Comparando-se o método DFSANE com o método de Newton Inexato Globalizado
com Gradiente Conjugado (NIG/GC), mostrado no Algoritmo 3, observa-se que o DF-
SANE nao é apenas livre de derivadas. De fato, ao contrario do NIG/GC, o DFSANE ¢é

também um método livre de resolugoes de sistemas lineares.
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Algoritmo 4 - DFSANE

DOCUMENTACAO
TiTUuLO
DFSANE - Derivative-Free Spectral Algorithm for Nonlinear Equations

PROPOSITO

; _ 2
Determinar x € R", tal que {Mm f(x) =[ F(x) || }

xeR

ENTRADAS
Xo € R™: dado inicial
Escalares prefixados:
0o, 01 € 7.

SAiDAS

x: solugao do sistema linear

declarar Cy Real (Cy = f(x0))
declarar Qo Real (Qy=1)
declarar e, Real (ey = ||F(x0)||)
declarar (aio) =1

declarar k Inteiro (k = 0)
declarar A\, A\_ Real

declarar ¢,, e, Real

{Inicializa o processo iterativo}

enquanto (”F\(/Xﬁk)‘l > e, + eTM\/’%)H), fazer ...l {Passo 1}
| dp = —(aik)F(xk), Ar =LA =1 {Passo 2}
| se (f(xk+ Apdi) < Cp +ex — YA f(xk)), entdao  ................ {Passo 3}
| M=Ar e X=X+ Ndy
| senao
|| se (f(xk—A_dy) < Cp+ex —7A2 f(xy)), entao
\ | ’ A=A, € Xpp1 =X — A\dg
| | senao
LN = e

T A pde) (20 —1) f(xk)

] A= A2 f(xx)
(e =A-dp)+(2A 1) f (xx)
0'0)\+, se )\zr < 00)\+
| | | A+ = 0'1>\+, se )\? > 0'1)\+
o), caso contrario

— continua —
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Algoritmo 4 - DFSANE (continuagao)

— continuagao —

0'(])\,, se )\; < oA
| | | Ao = 0'1/\_, se )‘t_ > 01—

oy, caso contrario
| | | E va para o inicio do passo 3.
| | fim se
| fim se
| {Passo 4}
| Qi1 =0,85Qk + 1wy = (k + 1)1,3 e Crpi= 0,85Qk(c’k5‘::€1)+f(xk+1)
| {Passo 5}

— _ _ o 1 S£+1Sk+1
| Ska1 = Xp1 — Xi, Viern = F(xen) —F(x) e == g
| se (|1/ags1| € [1071°,10719)), entao
1 ,  se |F(xx)|| > 1

L = FeI L se 1070 < [Pl <1

10° . se  ||[(F(xp)]| <1075
| fim se
| €ry1 = HFS:))” .................................................. {Passo 6}
| =k 4+ 1 evolte para 0 passo 2 ... {Passo 7}

fim enquanto
FiM ALGORITMO
FIM DOCUMENTACAO

Nossos extensivos experimentos computacionais mostram que, para o problema de

interesse no presente trabalho, o método DFSANE descrito no Algoritmo 4 nunca seleciona

a dire¢ao de busca dada por dy = (1/ax)F(x), ou seja, sé emprega a dire¢ao dj =

(—1/ax)F(xx). Talvez, isso se justifica pelo fato da matriz jacobiana F’(x;) associada

com a equagao da pressao ser simétrica definida positiva, o que, por sua vez, é uma

consequéncia do uso do esquema de diferencas finitas centrada de segunda ordem.

Assim, no codigo usado para gerar todos os resultados mostrados aqui, trocamos

o Passo 3 do Algoritmo 4 pelo seguinte passo:

Passo 3’. Se f(xy + A1dy) < Ck + e, — yA% f(xx) entdo

faca \p = Ay

X1 = X + Apdy,
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Se nao faca
t Fxp+Apdp)+2A 1 —1) f(xz)
O'O)\+, Se )\zr < 0'0)\+

)\+ = 0'1)\+, Se )\;_ > 01)\+
o, caso contrario

e volte para o Passo 3.
Essa modificacao resulta em uma implementacao computacional mais economica

(em termos de tempo de CPU) do Algoritmo 4, prépria para o problema considerado aqui.



82

6 RESULTADOS

6.1 Meio Poroso Homogéneo

6.1.1 Aspectos Gerais

Nesta secao, serao apresentados os resultados do simulador numérico para o esco-
amento miscivel e compressivel em meios porosos denominado de SEMD (Simulador para
o Escoamento Miscivel sem Derivadas), o qual foi desenvolvido neste trabalho usando os
modelos e métodos descritos anteriormente.

Assim, a equac@o da pressao para fluidos compressiveis (uma equagao diferencial
parcial parabdlica nao linear de segunda ordem) foi discretizada através de diferengas
finitas centradas, conforme descrito no capitulo 4 classicamente usada na simulacao de
reservatorios de petréleo (AZIZ, 1979). A discretizacao da equagao da fragao méssica do
solvente (uma equagao diferencial parcial do tipo advecgao-difusao) foi feita por diferengas
finitas centradas com limitadores de fluxo como apresentado no capitulo 4

O passo de tempo segue o desacoplamento determinado pela metodologia IMPES,
onde a equacao da pressao é resolvida implicitamente e, em sequéncia, a equacao da fracao
massica do solvente é tratada de forma explicita, (AZIZ, 1979).

A equacao nao linear que governa a variagao do campo de pressao é resolvida nu-
mericamente usando-se o algoritmo DFSANE, proposto por La Cruz, Martinez e Raydan
(2006), o qual é um método espectral totalmente livre de derivadas, destinado a resolugao
de sistemas nao lineares de grande porte. Para esta mesma tarefa, o SEMD foi também
equipado com outra rotina, a qual implementa o método de Newton Inexato com Gradi-
ente Conjugado livre de derivadas.

A comparagao do desempenho do DFSANE com relagao ao método de Newton
Inexato é um dos objetivos do presente capitulo. Para isso, usamos os Algoritmos 3 e 4,
onde o Algoritmo 4 foi implementado com a simplificagao descrita na Segao 5.4.

As grandezas fisicas associadas a todos os exemplos considerados a seguir sao
medidas nas unidades do sistema hibrido de Darcy, onde a permeabilidade ¢ dada em
darcy, o tempo em segundo, o comprimento em centimetro, a pressao em atmosfera e a
viscosidade em centipoise (cp) (COLLINS, 1961). Assim, a velocidade fica determinada
em centimetro por segundo e a taxa volumétrica de injecao (ou produgao) é dada em
centimetros ctibicos por segundo (ERTEKIN; ABOU-KASSEM; KING, 2001).

No que segue, consideraremos trés exemplos distintos. Em todos eles, o meio
poroso retangular €2 é discretizado usando-se uma grade com 100 x 100 blocos, onde
Axr = Ay = 10 e¢m, o que resulta em um reservatério de 100 metros quadrados de

area. O passo de tempo usado é At = 100 s, o qual foi selecionado apds intensivos
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testes computacionais. Aqui, consideraremos que o meio poroso tem espessura constante
Az =10 cm.

O regime trata-se de um arranjo de pocos de produgao do reservatério usado é do
tipo five-spot. Isso significa que o solvente é injetado em um pogo localizado em um bloco
que se encontra em um dos cornes do dominio retangular, enquanto o éleo é extraido
em outro pogo que esta localizado no bloco de canto diametralmente oposto ao poco de
injecao.

Os tres exemplos dessa subsecao foram simulados com os dados mostrados na
Tabela 2, onde nessa tabela P, denota o valor da pressao inicial em todos os pontos do
reservatorio. No poco de injegao, consideramos w(t) = 1, para todo ¢ > 0. Nesses trés

exemplos o meio poroso é considerado homogéneo.

Tabela 2 - Dados para pressao inicial, taxa de injegao, porosidade, permeabilidade,

parametros para o modelo de poco e para a equacao de estado.

PO Q ¢ k Tw Pw Pr Pr 5T
(atm) | em3/s (darcy) | (em) | (atm) | (g/cm) | (atm) | (atm™!)
30 | 02 |02] 005 | 05 | 20 09 | 1.0 |1x10"

Fonte: A autora, 2020.

Os valores de pg, ps, dyr, ap e ap , referentes a modelagem da mobilidade do
escoamento e ao fenomeno de dispersao, variam de acordo com os exemplos tratados
aqui. Com excecao do bloco onde estd o poco de injecao, os valores iniciais de w sao
considerados nulos em todos os nds da grade.

Todos os resultados numéricos mostrados aqui foram obtidos usando-se um com-
putador equipado com 2 processadores Intel Xeon E5-2420 Hexa-Core, com 1.9 GHz e 10
MB de memoria cache LGA. Os cédigos foram compilados na linguagem FORTRAN 77,
usando-se o software Intel Parallel Studio XE 2013.

6.1.2 Exemplo 1: Escoamento Puramente Advectivo

Neste exemplo, consideraremos um escoamento miscivel puramente advectivo, onde
o coeficiente difusao molecular e os coeficientes de dispersao longitudinal e transversal
assumem, por hipdtese, o valor zero, ou seja, dyy = 0,0 cm?/s e ar = ar = 0,0 cm.
Suporemos neste exemplo dois casos particulares: no primeiro caso o 6leo e o solvente
possuem a mesma viscosidade, u, e us, respectivamente dadas por pu, = pus = 1,0 cp,
0 que caracteriza um escoamento com razao de mobilidade (M = /) unitaria. No
segundo caso, o 6leo possui viscosidade maior que a viscosidade do solvente, dadas por

o = 100 cp e pus = 1,0 ¢p, caracterizando um escoamento com razao de mobilidade
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adversa (M = 100).

Para este exemplo, os desempenhos dos métodos NIG-GC e DFSANE estao quan-
tificados (para o primeiro caso) na Tabela 3 seguinte.

A Tabela 3 mostra, para cada método, o nimero total de avaliagoes de F' (a
aplicagao nao linear associada com o sistema que representa a equagao da pressao dis-
cretizada), o tempo total de CPU despendido na execugao da simulagdo do escoamento
miscivel compressivel em meios porosos, o nimero total de iteracoes realizadas na re-
solucao de todos os sistemas nao lineares, o ntimero total de etapas de globalizagao reque-
ridas por cada metodologia, o valor final de || F' ||? no 1ltimo passo de tempo e o tempo
médio de CPU por passo de tempo. Tais quantificadores mostrados na Tabela 3 foram
medidos para 10 diferentes instantes, os quais se encontram em intervalos de tempo que
variam de 5 horas até 100 dias de injecao de solvente.

A partir dos resultados mostrados na Tabela 3, podemos afirmar que, apesar do
método DFSANE exigir um nimero maior de iteragoes, em geral tal método realiza menor
nimero de avaliacoes de F', quando comparado com o NIG-GC. Consequentemente o
DFSANE consome em geral menos tempo de CPU, sendo dessa forma mais eficiente para
a simulacao do escoamento miscivel compressivel em meios porosos. Por outro lado, nota-
se que o NIG-GC é mais acurado do que o DFSANE, o que é esperado, pois o método de
Newton geralmente apresenta convergéncia quadratica.

Deve-se também notar que, para o tamanho do passo de tempo utilizado neste
trabalho, o método NIG-GC nao necessitou lancar mao da sua estratégia de globalizacao,
o mesmo nao ocorreu com o0 DFSANE, o qual realizou no inicio da simulagao (até 5 horas
de injecao) um total de 47 etapas de globalizacao, total este que se manteve constante até
100 dias de injecao de solvente.

Deve-se também destacar que, apesar da eficiencia do método DFSANE, esse al-
goritmo destinado a resolugao de sistemas nao lineares de grande porte requereu no inicio
da simulagao (até 10 horas de injegdo) um maior esfor¢o computacional (indicado pelo
tempo total de CPU), quando comparado com o método NIG-GC.

Os resultados das simulagoes usando-se o método DFSANE sao apresentados nas
figuras deste exemplo, em que ilustram-se as superficies de fragao massica do solvente, suas
curvas de nivel e o campo de pressao do escoamento miscivel para diferentes instantes de
injecao de solvente. Consideramos 2 dias, 50 dias e 100 dias como instantes de referéncia
nas Figuras 7 ¢ 9, e 150 dias na Figura 8.

Ainda sobre as Figuras 7 e 8 deste exemplo, nas condig¢oes consideradas, podemos
notar que os graficos das superficies de fragao massica gerados pelo SEMD nao exibem
oscilagoes espurias ou excessivas difusoes numéricas, sendo suas curvas de nivel tipicas de
um escoamento com mobilidade favoravel a recuperacao de petréleo. Enfatizamos que tais
critérios nao sao apenas desejados no ambiente de um simulador académico, mas também

sao de grande importancia para a qualificagao dos resultados de simuladores usados na
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industria.

Nas Figuras 7b e 7d, respectivamente, para 2 dias e 50 dias de injecao do solvente,
as curvas de nivel da frente de fracao massica do fluido injetado apresentam um com-
portamento comedido, ou seja, visualmente sao curvas de nivel extremamente proximas,
como consequéncia do escoamento puramente advectivo.

Apéds 100 dias de injegao é notavel a frente aguda formada nas curvas de nivel em
direcao ao poco de extracao. A superficie de fracao massica do solvente para diferentes
tempos sao tipicas de fendomenos puramente advectivos e nao exibem efeitos de instabi-
lidades numéricas. Esse fenémeno ¢é intensificado apds 150 dias, Figura 8b. A Figura
8a ilustra o campo de pressao avancando no reservatorio apds o processo de injecao de
solvente. Observando a evolucao mostrada na Figura 9, nota-se que o escoamento com
razao de mobilidade adversa (M = 100) nao apresenta diferenga significativa em relagao
a geometria, no entanto ha um retardamento no processo de extracao do éleo.

Finalmente, para este primeiro exemplo, notamos que, com os equipamentos com-
putacionais usados aqui, a simulacao de 100 dias de injecao de solvente consumiu em
torno de 30,63 minutos de CPU para o DFSANE e 32,80 minutos para o NIG-GC. Esses
sao tempos relativamente pequenos, que qualificam o SEMD como um eficiente simulador

para o estudo do escoamento miscivel compressivel em meios porosos.
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Tabela 3 - Dados para andlise comparativa dos desempenhos dos métodos DFSANE e NIG-GC

para o Exemplo 1, com M = 1. Escoamento puramente advectivo.

T Avaliagoes Tempo Etapas de CPU/
Métodos Iteracoes | F|?
(dia) de F de CPU (min) Globalizagao Passo de Tempo (s)
DFSANE 3144 0,125 3097 47 3,321x10~7 2,422x1073
o2 N. INEXATO-CG 3142 0,080 208 0 3,808x10~° 2,313x10~2
DFSANE 3504 0,182 3457 47 3,297x10~7 3,159%x10~3
o/ N. INEXATO-GC 1882 0,147 388 0 2,028x10~° 2,273%x1072
DFSANE 4944 0,437 4897 47 3,199%x10~7 2,923%x1072
o6 N. INEXATO-GC 4887 0,442 1108 0 7,690x10~ 22 2,394x10 2
DFSANE 7104 0,821 7057 47 3,058x10~7 6,980%x10~3
o2 N. INEXATO-GC 8376 0,856 2188 0 1,183%x10~25 2,347x102
DFSANE 11424 1,595 11377 47 2,795%x10~7 8,412x10~3
_
0 N. INEXATO-GC 14856 1,694 4348 0 8,660x 10~ 26 2,338x1072
DFSANE 20064 3,107 20017 47 2,335%x10~7 9,313x10~3
1 N. INEXATO-GC 27816 3,314 8668 0 8,031x10726 2,294x1072
DFSANE 54624 9,215 54577 47 1,136 X107 1,013x10~2
% N. INEXATO-GC 79656 9,877 25948 0 6,685x10~26 2,284x1072
DFSANE 89184 15,334 89137 47 5,527x10~% 5,161x10~3
5
0 N. INEXATO-GC 131496 16,454 43228 0 5,988 %10~ 26 1,142x 102
DFSANE 123744 21,420 123697 47 2,689%x10~8 5,195x10~3
I N. INEXATO-GC 183336 22,969 60508 0 5,171x10~26 1,140x102
DFSANE 175584 30,628 175537 a7 9,129%x1078 2,216x1072
100 N. INEXATO-GC 261096 32,803 86428 0 5,073x10~ 26 2,277x102

Fonte: A autora, 2020.



Figura 7 - Exemplo 1 para diferentes instantes de injecao de

solvente, com M = 1. Escoamento Puramente

advectivo.

Legenda: (a) Superficie de fracao méssica do solvente em 2 dias.
(b) Curvas de nivel da fragdo maéssica do solvente em
2 dias. (c) Superficie de fragdo méssica do solvente
em 50 dias. (d) Curvas de nivel da fracao massica do
solvente em 50 dias. (e) Superficie de fragdo méssica
do solvente em 100 dias. (f) Curvas de nivel da fragao
massica do solvente em 100 dias.

Fonte: A autora, 2020.
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Figura 9 - Exemplo 1 para diferentes instantes de
injecao de solvente, com M = 100.
Escoamento Puramente advectivo.
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Legenda: (a) Superficie de fragao méssica do solvente
em 2 dias. (b) Curvas de nivel da fracao
massica do solvente em 2 dias. (c¢) Superficie
de fragao maéssica do solvente em 50 dias.
(d) Curvas de nivel da fragdo médssica do
solvente em 50 dias. (e) Superficie de fracao
maéssica do solvente em 100 dias. (f) Curvas
de nivel da fracao maéssica do solvente em
100 dias.

Fonte: A autora, 2020.
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6.1.3 Exemplo 2: Escoamento do Tipo Advec¢ao-Difusao

Para observar os efeitos de difusao molecular, neste exemplo, consideraremos dy; =
0,01 cm?/s e desprezaremos os efeitos da dispersao mecanica, oy = ar = 0,0 cm. Supo-
remos neste exemplo dois casos particulares: no primeiro caso o 6leo e o solvente possuem
a mesma viscosidade, dadas por u, = us = 1,0 cp, o que caracteriza um escoamento com
razao de mobilidade unitaria. No segundo caso, o 6leo possui viscosidade maior que a vis-
cosidade do solvente, dadas por u, = 80 cp e us = 1,0 ¢p, caracterizando um escoamento
com razao de mobilidade adversa (M = 80). Realizamos uma variagdo no parametro
difusao molecular em que a mesma assume o valor dy; = 0,1 cm?/s.

Para este segundo exemplo, os quantificadores para a andlise do desempenho en-
tre os métodos DFSANE e NIG-GC (e influéncias de tais metodologias na eficiéncia do
SEMD) estao descritos na Tabela 4, para instantes que variam de 5 horas ou até 100 dias
de injecao de solvente. Novamente, apesar de ser o método que apresenta o maior nimero
de iteragoes por passo de tempo, neste exemplo o DFSANE confirmou ser também o mais
eficiente, ou seja, realizando o menor nimero de avaliagoes de F' e que requereu menor
tempo de CPU. No entanto, desta vez, como se pode notar a partir da Tabela 4 essa
maior eficiéncia s foi estabelecida apds 2 dias de injecao de solvente. Tal fato comprova
mais uma vez que, para tempos de injecao relativamente pequenos, em vez do DFSANE;,
o NIG-GC deve ser (em alguns casos) o método selecionado para a simula¢ao do escoa-
mento compressivel em meios porosos. No entanto, nota-se que, para simular 100 dias
de injecao, o NIG-GC consumiu cerca de 33,1 minutos de CPU, enquanto o DFSANE
utilizou cerca de 30,7 minutos.

Notamos também que o NIG-GC nao utilizou etapas de globalizacao, enquanto que
o DFSANE requereu 47 dessas etapas, as quais foram exigidas para simular a primeira
hora de injecao de solvente. Como antes, o NIG-GC foi o método que exibiu maior
acuracia.

Os resultados das simulagoes usando-se o método DFSANE sao apresentados nas
figuras deste exemplo, em que ilustram-se as superficies de fracao massica do solvente, suas
curvas de nivel e o campo de pressao do escoamento miscivel para diferentes instantes de
injecao de solvente. Consideramos 2 dias, 50 dias e 100 dias como instantes de referéncia
nas Figuras 10, 12 e 13, e 150 dias na Figura 11.

Nas condigoes consideradas neste exemplo, podemos notar que os graficos das
superficies de fragao massica gerados pelo simulador nao exibem oscilacoes espirias ou
excessivas difusoes numeéricas.

Analisando o efeito da difusao molecular em que a razao de mobilidade é unitaria
(Figura 10), visualmente ha espalhamento das curvas de nivel da frente de fragdo massica
do fluido injetado nos diferentes tempos de injecao. A superficie deste exemplo sao total-

mente arredondadas e suaves, uma geometria diferenciada do exemplo puramente advec-
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tivo. Na Figura 12, podemos ver que esse processo ¢é intensificado apds 150 dias de injecao
de solvente. A Figura 11a ilustra o campo de pressao no reservatério apos o processo de
injecao de solvente em um tempo avancado.

Observando a evolucao na Figura 12, nota-se que o escoamento com razao de
mobilidade adversa (M = 80) apresenta uma diferenga significativa, pois suas curvas de
nivel da frente de fragao massica do solvente sao visualmente arredondadas. Na Figura
12f, pode-se ver a estratificacao dessas curvas de nivel préximo ao poco de extracao.

As Figuras 13 e 14, com razao de mobilidade unitdria e adversa, respectivamente,
apresentam os efeitos da intensificacdo no aumento da difusao molecular (dy; = 0,1
cm?/s). Estas figuras mostram diferengas significativas ocorrendo em relagao a geometria

do escoamento.

Tabela 4 - Dados para andlise comparativa dos desempenhos dos métodos DFSANE e NIG-GC
para o Exemplo 2, com M =1 e ag = 0,01 cm?/s. Escoamento do tipo

adveccao-difusao.

T Avaliagoes Tempo Etapas de CPU/
Métodos Iteracdes | F|?
(dias) de F de CPU (min) Globalizagao Passo de Tempo (s)
DFSANE 3144 0,125 3097 47 3,321 x 107 2,422x1072
o2 N. INEXATO-CG 1342 0,083 208 0 3,88%x10 9 2,385x1072
DFSANE 3504 0,191 3457 47 3,297x10~7 3,315x10~3
o/ N. INEXATO-GC 1882 0,152 388 0 2,028x107° 2,350x1073
DFSANE 4944 0,444 4897 47 3,199x10~7 5,440%x 1073
-
o/ N. INEXATO-GC 4887 0,444 1108 0 7,690%x 10722 2,404x1072
DFSANE 7104 0,824 7057 47 3,058x10~7 7,006x10~3
? N. INEXATO-GC 8376 0,859 2188 0 1,180x 10~ 2% 2,356x 102
DFSANE 11424 1,590 11377 47 2,795%x10~7 8,385%x 103
5
7 N. INEXATO-GC 14856 1,678 4348 0 8,660x 1026 2,316x 102
DFSANE 20064 3,137 20017 47 2,334x1077 9,403x1073
10 N. INEXATO-GC 27816 3,322 8668 0 8,031x1026 2,299x102
DFSANE 54624 9,302 54577 a7 1,136x10~7 1,023x10~ 2
%0 N. INEXATO-GC 79656 9,888 25948 0 6,685x10 26 2,286x10 2
DFSANE 89184 15,851 89137 47 5,527x 1078 5,335x1073
%0 N. INEXATO-GC 131496 16,538 43228 0 5,988x 10~ 26 1,148x 102
DFSANE 123744 21,526 123697 47 2,689x10~8 5,221x10~3
0 N. INEXATO-GC 183336 23,019 60508 0 5,171x10~ 26 1,142x1073
DFSANE 175584 30,670 175537 47 9,129x107° 5,242x1073
1o N. INEXATO-GC 261096 33,077 86428 0 5,073x 1026 1,148%x102

Fonte: A autora, 2020.



Figura 10 - Exemplo 2 para diferentes instantes
de injecao de solvente, com M =1,
ag = 0,01 cm?/s. Escoamento do

tipo adveccao-difusao.
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Legenda: (a) Superficie de fragao méssica do sol-
vente em 2 dias. (b) Curvas de nivel
da fracdo maéssica do solvente em 2
dias. (c) Superficie de fracao massica
do solvente em 50 dias. (d) Curvas
de nivel da fragao massica do solvente
em 50 dias. (e) Superficie de fragao
méssica do solvente em 100 dias. (f)
Curvas de nivel da fragdo méssica do
solvente em 100 dias.

Fonte: A autora, 2020.
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Figura 12 - Exemplo 2 para diferentes instantes
de injecao de solvente com M = 80,

ag = 0,01 cm?/s. Escoamento do

tipo adveccao-difusao.
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Legenda: (a) Superficie de fra¢ao méssica do sol-
vente em 2 dias. (b) Curvas de nivel
da fracdo massica do solvente em 2
dias. (c) Superficie de fragao maéssica
do solvente em 50 dias. (d) Curvas
de nivel da fragao massica do solvente
em 50 dias. (e) Superficie de fragao
maéssica do solvente em 100 dias. (f)
Curvas de nivel da fragao méssica do
solvente em 100 dias.

Fonte: A autora, 2020.
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Figura 13 - Exemplo 2 para diferentes instantes
de injecao de solvente, com M =1,
ag = 0,1lcm 2?/s. Escoamento do

tipo adveccao-difusao.
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Legenda: (a) Superficie de fra¢ao méssica do sol-
vente em 2 dias. (b) Curvas de nivel
da fracdao massica do solvente em 2
dias. (c) Superficie de fragao maéssica
do solvente em 50 dias. (d) Curvas
de nivel da fragao massica do solvente
em 50 dias. (e) Superficie de fragao
maéssica do solvente em 100 dias. (f)
Curvas de nivel da fracdo maéssica do
solvente em 100 dias.

Fonte: A autora, 2020.
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Figura 14 - Exemplo 2 para diferentes instantes
de injecao de solvente, com M =
80, ag = 0,1 cm?/s. Escoamento

do tipo adveccao-difusao.
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Legenda: (a) Superficie de fragao méssica do sol-
vente em 2 dias. (b) Curvas de nivel
da fragdo maéssica do solvente em 2
dias. (c) Superficie de fracdo madssica
do solvente em 50 dias. (d) Curvas
de nivel da fragao massica do solvente
em 50 dias. (e) Superficie de fragdo
méssica do solvente em 100 dias. (f)
Curvas de nivel da fragao méssica do
solvente em 100 dias.

Fonte: A autora, 2020.

inss
7 s
5 s
oo
‘ )
Woom W o @ @ 0 W W im
x

96



97

6.1.4 Exemplo 3: Escoamento com Dispersao Mecanica

Neste terceiro exemplo, incorporaremos efeitos de dispersao mecanica, nas dire¢oes
longitudinais e transversais ao campo de velocidade, por outro lado desprezaremos os
efeitos da difusao molecular, para isso consideraremos seis casos.

Caso 1: pu, =80 cp, s =1 cp, M =80, ar = 0,5 cm, a, = 5,0 cm e dp; = 0,0
cm?/s.

Caso 2: pu, =80cp, us =1cp, M =80, ar = 0,0 cm, ap, = 1.0 cm e dpy = 0,0
cm?/s.

Caso 3: p, =80 cp, us = 1 cp, M = 80, apr = 1,0, a, = 10.0 cm e dp; = 0,0
cm?/s

Caso 4: pu,=1cp, us=1cp, M =1, ar =0,0 cm, ar, = 1.0 cm e dy; = 0,0
cm?/s.

Caso 5: pu,=1cp, us=1cp, M =1, ar = 0,5 cm, a, = 5,0 cm e dy; = 0,0
cm?/s.

Caso 6: p,=1cp, us =1cp, M =1, ar = 1,0 cm, oy, = 10,0 cm e dy; = 0,0
cm?/s.

A comparagao dos desempenhos dos métodos DEFSANE e NIG-GC, usando os dados
do Caso 1, sao mostrados na Tabela 5 para diferentes intervalos de tempo, com limite
maximo de 100 dias de injegcao de solvente.

Outra vez o DFSANE foi o método que consumiu menor tempo total de CPU,
apesar de realizar o maior nimero de iteragoes por passo de tempo, sendo dessa forma
mais eficiente do que o método NIG-GC. Diferente dos casos anteriores, neste exemplo
de escoamento miscivel com mobilidade adversa o DFSANE foi mais eficiente do que o
NIG-GC em todos os instantes de tempo considerados na Tabela 5. Para simular 100
dias de injecao, o NIG-GC consumiu cerca de 36 minutos de tempo de CPU, enquanto o
DFSANE utilizou cerca de 32,7 minutos, uma diferenca de 3,3 minutos de computacao.
Novamente o NIG-GC nao necessitou efetuar etapas de globalizagao. Enquanto que para
simular a primeira hora de injecao de solvente o DFSANE realizou 28 dessas etapas, e
mais 8 etapas adicionais até a segunda hora de injecao de solvente.

Em todos os casos deste exemplo, os resultados das simulagoes sao apresentados
usando-se o método DFSANE, em que ilustram-se as superficies de fracdo massica do
solvente, suas curvas de nivel e o campo de pressao do escoamento miscivel para diferentes
instantes de injecao de solvente. Consideramos 2 dias, 50 dias e 100 dias como instantes
de referéncia nas Figuras 15, 16, 17,18, 19 e 21 e 150 dias na Figura 20.

Analisando os efeitos de dispersao mecanica, caso 1, nas dire¢oes longitudinais e
transversais ao campo de velocidade, Figura 15, nota-se que as curvas de nivel da frente de
fracao méssica do solvente sao relativamente proximas e apresentam uma frente levemente

aguda, consequéncia da mobilidade ser adversa.
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Na Figura 16 apresentamos os resultados do caso 2 em que consideramos apenas
a dispersao mecanica na direcao longitudinal. Portando as curvas de nivel da frente
de fracao massica do solvente sao préximas. Observa-se que estas curvas de nivel nao
apresentam o mesmo comportamento do fenomeno puramente convectivo.

Observando a Figura 17, caso 3, aumentando os valores dos coeficientes de dis-
persao mecanica nas diregoes longitudinais e transversais enfatiza o efeitos destes nas
curvas de nivel, mais alongadas e relativamente aguda proxima ao pocgo de produgao.

As Figuras 18 e 19, casos 4 e 5, respectivamente, apresentam razao de mobilidade
unitaria, portanto ilustram uma frente aguda proxima ao poco de producao. E as curvas
de nivel da frente de fracao massica do fluido injetado se estratificam no reservatorio a
medida que aumenta o parametro na dire¢ao longitudinal(transversal). Constatamos na
Figura 20a ha aumento de valores no campo de pressao no reservatério apds o processo
de injecao de solvente. J& o caso 6, com resultados ilustrados na Figura 21 exibe uma
frente aguda com curvas de nivel alongadas proxima ao poco de extracao, consequéncia

das dispersoes longitudinal e transversal.

Tabela 5 - Dados para anélise comparativa dos desempenhos dos métodos DFSANE e NIG-GC

para o Exemplo 3, com com M =80, ar, = 5,0 cm e ap = 0,5 cm. Caso 1.

T Avaliagoes Tempo Etapas de CPU/
Métodos Iteragdes | F |2
(dias) de F de CPU (min) Globalizacao Passo de Tempo (s)
DFSANE 2349 0,120 2321 28 5,860x10~7 3,102 x 10~3
e N. INEXATO-CG 3773 0,157 197 0 9,219 x 10~ 16 4,782 x 1072
DFSANE 3141 0,200 3105 36 9,911 x 10~ 7 3,865 x 10~3
K N. INEXATO-GC 6307 0,283 377 0 7,999 x 10~ 23 4,504 x 10~2
DFSANE 4581 0,480 4545 36 9,781 x 10~7 6,337 x 1073
o6 N. INEXATO-GC 9923 0,619 1097 0 5,059 x 1028 3,397 x 1073
DFSANE 6741 0,895 6705 36 9,589 x 10~7 8,009 x 1073
2 N. INEXATO-GC 13163 1069 2177 0 4,644 x 10728 2,946 x 102
DFSANE 11061 1.731 11025 36 9,217 x 10~7 9,420 x 103
° N. INEXATO-GC 19643 1,966 4337 0 4,577 x 10728 2,720 x 1072
DFSANE 19701 3,408 19665 36 8,15 x 107 1,040 x 10~2
10 N. INEXATO-GC 32603 3,774 8657 0 4,289 x 10728 2,616 x 10~2
DFSANE 54261 9,981 54225 36 6,202 x 10~ 7 1,104 x 10~ 2
%0 N. INEXATO-GC 8443 10,937 25937 0 3,365 x 10728 2,530 x 1072
DFSANE 88821 16,581 88785 36 4,518 x 1077 5,603 x 102
% N. INEXATO-GC 136283 18,040 43217 0 2,971 x 10—28 1,252 x 102
DFSANE 123381 23.118 123345 36 3,292 x 107 5,623 x 1073
" N. INEXATO-GC 188123 25,140 60497 0 2,573 x 10~28 1,247 x 102
DFSANE 175221 32,735 175185 36 2,049 x 10~ 7 1,21 x 1072
1o N. INEXATO-GC 265883 36,067 86417 0 2,233 x 1028 2,504 x 102

Fonte: A autora, 2020.



Figura 15 - Exemplo 3 para diferentes instantes de
injecao de solvente, com M = 80, af =

5,0 cm e apr = 0,5 cm. Caso 1.
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Legenda: (a) Superficie de fracdo méssica do solvente
em 2 dias. (b) Curvas de nivel da fracao
maéssica do solvente em 2 dias. (c) Superficie
de fragao massica do solvente em 50 dias.
(d) Curvas de nivel da fragdo médssica do
solvente em 50 dias. (e) Superficie de fragao
méssica do solvente em 100 dias. (f) Curvas
de nivel da fragdo massica do solvente em
100 dias.

Fonte: A autora, 2020.
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Figura 16 - Exemplo 3 para diferentes instantes de

injecao de solvente, com M = 80,

ar, =1,0 cm e ar = 0,0 cm. Caso 2.
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Legenda: (a) Superficie de fragao méssica do solvente
em 2 dias. (b) Curvas de nivel da fracao
madssica do solvente em 2 dias. (c) Superficie
de fragdo massica do solvente em 50 dias.
(d) Curvas de nivel da fragdo médssica do
solvente em 50 dias. (e) Superficie de fracao
massica do solvente em 100 dias. (f) Curvas
de nivel da fragdo madssica do solvente em
100 dias.

Fonte: A autora, 2020.
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Figura 17 -

Fonte: A

injecao de solvente, M = 80, oy, = 10 cm

e ar = 1,0 cm. Caso 3.
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Exemplo 3 para diferentes instantes de
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(a) Superficie de fragdo maéssica do solvente
em 2 dias. (b) Curvas de nivel da fracao
madssica do solvente em 2 dias. (c) Superficie
de fragdo massica do solvente em 50 dias.
(d) Curvas de nivel da fragdo médssica do
solvente em 50 dias. (e) Superficie de fracao
massica do solvente em 100 dias. (f) Curvas

de nivel da fragao madssica do solvente em

100 dias.
autora, 2020.
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Figura 18 - Exemplo 3 para diferentes instantes de
injecao de solvente, com M =1, ay =

1,0 cm e ap = 0,0 cm. Caso 4.
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Legenda: (a) Superficie de fracdo méssica do solvente
em 2 dias. (b) Curvas de nivel da fracao
maéssica do solvente em 2 dias. (c¢) Superficie
de fragdo maéssica do solvente em 50 dias.
(d) Curvas de nivel da fragdo médssica do
solvente em 50 dias. (e) Superficie de fracao
maéssica do solvente em 100 dias. (f) Curvas

de nivel da fragao massica do solvente em

100 dias.
Fonte: A autora, 2020.
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Figura 19 - Exemplo 3 para diferentes instantes de

injecao de solvente, com M =1, ay =

5,0 cm e ap = 0,5 cm. Caso 5.
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Legenda: (a) Superficie de fragao méssica do solvente
em 2 dias. (b) Curvas de nivel da fracao
massica do solvente em 2 dias. (c¢) Superficie
de fragao massica do solvente em 50 dias.
(d) Curvas de nivel da fragdo médssica do
solvente em 50 dias. (e) Superficie de fracao
méssica do solvente em 100 dias. (f) Curvas
de nivel da fragao massica do solvente em
100 dias.

Fonte: A autora, 2020.
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Figura 21 - Exemplo 3 para diferentes instantes de
injecao de solvente, com M =1, ay = 10

cm e ar = 1 cm. Caso 6.
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Legenda: (a) Superficie de fragdo méssica do solvente
em 2 dias. (b) Curvas de nivel da fracao
massica do solvente em 2 dias. (c¢) Superficie
de fragao massica do solvente em 50 dias.
(d) Curvas de nivel da fragdo médssica do
solvente em 50 dias. (e) Superficie de fracao
maéssica do solvente em 100 dias. (f) Curvas
de nivel da fragao massica do solvente em
100 dias.

Fonte: A autora, 2020.
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6.2 Meio Poroso Heterogéneo

6.2.1 Aspectos Gerais

Durante processos de inje¢ao de solvente em um reservatério de petroleo, a formagao
de dedilhamento (fingering) viscoso miscivel no interior do reservatério é o resultado de
um fenéomeno de instabilidade hidrodinamica, que ocorre em meios porosos quando o éleo
(o fluido de alta viscosidade) é deslocado pelo solvente (o fluido de baixa viscosidade).

Na presenca desse fenomeno de instabilidade, parte do solvente injetado avanca
através do meio poroso a uma velocidade muito superior, contornando o 6leo e se aproxi-
mando rapidamente dos pocos de producao. Assim, o aparecimento de tais dedos viscosos
misciveis pode causar problemas consideraveis para a industria de petrodleo, devido a po-
bre recuperagao de hidrocarbonetos durante um tal processo de inje¢ao de solvente em
um reservatério de éleo pesado.

Duas propriedades sao necessarias para o surgimento de fingers viscosos misciveis
em meios porosos. Uma é a mobilidade adversa (M > 1) existente entre o solvente e o
soluto, referida acima. A outra é a presenga de heterogeneidades ao longo do meio poroso.

Em vista do exposto acima, esta secao considera a aplicabilidade da equagao de
Kozeny-Carman generalizada a trés parametros, proposta por Henderson, Bréttas e Sacco
(2010), ao desencadeamento, formagao e desenvolvimento de fingers viscosos misciveis em
meios porosos fractais.

Considere a equacao de Kozeny-Carman generalizada a trés parametros, estudada

no Capitulo 2, dada por

¢(<+3)

_ 2
e

(164)
onde os trés parametros &, n e ¢ sao supostamente conhecidos. Para gerar um meio poroso
heterogéneo usando a Equacao (164), suporemos conhecido o intervalo de variagao da
porosidade desse material de interesse. Em outras palavras, suporemos que sao conhecidos
dois valores ¢,in € Omaz, tal que a porosidade ¢ em qualquer posicao do meio poroso
satisfaz o seguinte: ¢nin < ¢ < Oz Consideramos também que ¢ varia de maneira
aleatéria nesse intervalo, sendo (dessa forma) a prépria porosidade um campo heterogéneo
estocéstico.

Assim, conhecidos ¢, € Gmaz, para efeito de caracterizacdo numérica, tomare-
mos sobre o dominio poroso uma grade regular suficientemente fina e computaremos
¢ = random|[@min, Omaz), para cada bloco da grade, onde random|pmin, Pmaez] ¢ uma
funcao numérica que determina a distribuicao aleatéria uniforme de ¢ sobre o intervalo

[Dmin, Pmaz]. Em seguida, estes valores de porosidade sao substituidos na Equagao (164),
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para se calcular os correspondentes valores de k. Tal procedimento gera um campo de
permeabilidade fractal heterogéneo, onde k varia no intervalo [kpin, kmaz], sendo ki,
kmae calculados pela Equagao (164) usando, respectivamente, os valores ¢pmin € Omaz-

Como o objetivo da presente secao é o de estudar a formagao e desenvolvimento
de fingers viscosos misciveis, utilizando a equagao de Kozeny-Carman generalizada a trés
parametros, entao todos os resultados mostrados a seguir serao calculados empregando-
se o método DFSANE, para resolver o sistema nao linear resultante da discretizacao
da equacao da pressao. Essa escolha se deu pelo fato desse método ter se mostrado
(na secdo anterior) o mais eficiente. Nesta segdo, as grandezas fisicas associadas aos
exemplos considerados sao também medidas nas unidades do sistema hibrido de Darcy.
Os meios porosos (retangulares) sao discretizados usando-se grades de blocos centrados
com 100x100 blocos, sendo Ax = Ay = 10 cm e Az = 10 cm.

Em todos os exemplos, a seguir, a razao de mobilidade é adversa, dada por M =
to/ s = 100, a taxa de injegdo é @ = 0,2 cm, o passo de tempo é At = 100 s e os
valores dos parametros ry,, Py, pr, P € fr sao os mesmos mostrados na Tabela 1. Além
disso, serd considerado que o escoamento é puramente advectivo, ou seja, dy; = 0 cm?/s e
ar, = ap = 0,0 cm. E nos blocos que contém pocos de injecao de solvente serd considerado
w(t) = 1, para todo t > 0.

6.2.2 FExemplo 1 para meio heterogéneo

O material poroso é um meio heterogéeneo fractal caracterizado numericamente pela
equacao de Kozeny-Carman generalizada com os seguintes parametros: £2 = 9,7 darcy,
¢ =0,0019 e n = 0,82. A porosidade varia no intervalo [¢min, Omaz], Onde Gpin = 0,2 €
Omaz = 0,6. Este campo de permeabilidade fractal é ilustrado na Figura 22, onde tem-se
a seguinte variacao de k: 0,1116 darcy < k < 9,4052 darcy.

O arranjo de pogos segue o padrao five-spot, onde o solvente ¢ injetado no bloco
que contém o corner inferior esquerdo da Figura 22 e o 6leo é produzido no bloco dia-
metralmente oposto a esse, localizado no corner superior direito dessa mesma figura. A
Figura 23 ilustra as superficies e as curvas de nivel da fragao maéssica de solvente geradas
pelo nosso simulador, para 10 dias e 100 dias de injecao de solvente no reservatorio de
6leo pesado. Observando a Figura 23, fica claro o surgimento de fingers viscosos no meio
poroso fractal heterogéneo nas proximidades do poco de injegao.

A Figura 24 mostra o desenvolvimento dos fingers viscosos desencadeados pelo meio
heterogéneo gerado pela equagao de Kozeny-Carman generalizada a trés parametros, para
os tempos de 200 dias e 500 dias de injecao de solvente. A partir da Figura 24 podemos
notar que o fluido menos viscoso (solvente) invade o reservatério, contornando o 6leo

pesado através de caminhos preferenciais e gerando, de fato, regices de baixa viscosidade
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Figura 22 - Campo de Permeabilidade Fractal do Exemplo

Heterogéneo 1.

Fonte: A autora, 2020.

com formas semelhantes a longos dedos.

A Figura 25 exibe as superficies e as curvas de nivel da fragao massica de solvente
em 1000 dias e 2000 dias de injecao de solvente. Observando a Figura 25 podemos verificar
o instante em que o solvente injetado atinge (de maneira prematura) o pogo de produgao,
em quantidades significativas. Nessa figura podemos ver também longos fingers de regioes
de baixa viscosidade apontando na direcao desse poco produtor. Essas regioes de solvente
deixam para tras grandes quantidades de 6leo em locais do meio poroso onde o processo
de explotacao se mostra ineficiente. De fato, pode-se notar que o dleo fica “empocgado”
formando ilhas em diferentes localizacoes do reservatério, enquanto o solvente injetado
avanca na direcao do poco de producao de éleo.

A Figura 26 mostra a proliferacao de fingers viscosos ao longo de (praticamente)
todo o reservatorio de petroleo, no instante de tempo referente a 3000 dias de injecao de
solvente, onde tais fingers foram desencadeados pelas propriedades do meio heterogéneo
fractal construido com o emprego da equacao de Kozeny-Carman generalizada a trés
parametros. Esse fato comprova a capacidade dessa equacao modela o desencadeamento,
formacao, desenvolvimento e proliferacao dos fingers viscosos em meios heterogéneos em

simulacoes de escoamentos misciveis com razao de mobilidade adversa.
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Figura 23 - Formacao de fingers viscosos préximos ao poco de injecao para o Exemplo

Heterogéneo 1, em 10 dias e 100 dias de injegao de solvente.
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Legenda: (a) Superficie de fragdo méssica do solvente em 10 dias. (b) Curvas de nivel
da fracdo mdssica do solvente em 10 dias. (c) Superficie de fracdo madssica do
solvente em 100 dias. (d) Curvas de nivel da fracdo massica do solvente em 100
dias.

Fonte: A autora, 2020.
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Figura 24 - Desenvolvimento de fingers viscosos no meio porosos fractal para o Exemplo

Heterogéneo 1, em 200 dias e 500 dias de injecao de solvente.
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Legenda: (a) Superficie de fragao méssica do solvente em 200 dias. (b) Curvas de nivel da fragao
maéssica do solvente em 200 dias. (c) Superficie de fragao méssica do solvente em 500
dias. (d) Curvas de nivel da fragdo méssica do solvente em 500 dias.

Fonte: A autora, 2020.
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Figura 25 - Desenvolvimento de fingers viscosos proximos ao pogo de extragao para o
Exemplo Heterogéneo 1, em 1000 dias e 2000 dias de injegao de solvente.

Legenda: (a) Superficie de fragdo mdssica do solvente em 1000 dias. (b) Curvas de nivel

da fragdo maéssica do solvente em 1000 dias. (c) Superficie de fracdo méssica do

solvente em 2000 dias. (d) Curvas de nivel da fragdo méssica do solvente em

2000 dias.
Fonte: A autora, 2020.
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6.2.3 Exemplo 2 para meio heterogéneo

O dominio poroso retangular 2 = [0,1000] x [0,1000] (com lados medidos em

centimetros) é descrito como a unido {2 = AU B de duas sub-regides planas:

A= {(z,y) € R? 350 <z <650 ¢ 350 < y < 650}, (165)

B=Q-— A, (166)

em que os valores numéricos mostrados na Equacao (165) s@o também medidos em
centimetros.

Ambas sub-regioes A e B sao meios porosos fractais heterogéneos, cujos campos
de permeabilidade serao descritos pela equacao de Kozeny-Carman generalizada a trés

parametros (Equacao (164)), mas com parametros distintos, os quais sdo dados seguir:

e parametros da sub-regido A: £2 = 8 darcy, ¢ = 1,5 e n = 0,002. A porosidade varia

no intervalo [@min, Omaz|, onde Gpmin = 0,2 € Gmar = 0, 3.

e parametros da sub-regidao B: £€2 = 9,7 darcy, ¢ = 0,0019 e n = 0,82. A porosidade

varia no intervalo [@min, maz), onde Gpmin = 0,2 € Gpmar = 0, 6.

Estes campos de permeabilidade sao mostrados na Figura 27. Podemos notar
que A é um meio porosos heterogéneo com formato de um quadrado centrado em (2,
onde a distribuicao de k assume valores pequenos. De fato, nessa sub-regiao de baixa
permeabilidade temos 0,00573 darcy < k < 0,03554 darcy. Na sub-regiao complementar
B = Q—A (de alta permeabilidade), o campo de permeabilidade heterogéneo é exatamente
o mesmo considerado na Subsecao 6.2.2, onde 0,1116 darcy < k < 9,4052 darcy.

Como antes, o esquema de produgao segue o arranjo five-spot, onde o solvente é
injetado no bloco que contém o corner inferior esquerdo da Figura 27 e o 6leo é produzido
no bloco diametralmente oposto a esse, localizado no corner superior direito dessa figura.

Para potencializar os efeitos da instabilidade hidrodinamica, neste exemplo, con-
sideraremos, no tempo inicial, a existéncia de uma sub-regiao retangular vizinha ao pogo
de injegao, definida por C' = [0,10 A z] x [0,10 A y], com lados medidos em centimetros,
totalmente preenchida por solvente, ou seja, para C' = [0,10 A x] x [0, 10 A y] suporemos
que w(ty) = 1,0, para tg =0 s.

A Figura 28 mostra a superficie e as curvas de nivel da fragao massica de solvente,
para 100 dias de injecao de solvente. A partir dessa figura, podemos observar fingers

viscosos agudos se formando nas proximidades da regiao C.
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Figura 27 - Campo de Permeabilidade Fractal Heterogéneo 2 .

Fonte: O autor, 2020.
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Os resultados da simulacao numérica para 500 dias de injecao de solvente sao mos-
trados na Figura 29. Observando essa figura, podemos afirmar que, nesse exemplo, os
fingers viscosos necessitaram de apenas um tempo de injecao relativamente pequeno para
se desenvolverem e se aproximarem do poco de extracao. A Figura 29 mostra também
que o solvente ultrapassa uma grande quantidade de 6leo que, aparentemente, se move
com baixa velocidade, quando comparada com a velocidade de deslocamento do solvente
injetado. Como esperado, podemos ver que a mistura formada por solvente e 6leo resi-
dente, que se move na direcao do poco produtor, contorna a regiao A de baixa perme-
abilidade. No entanto, apesar do formato retangular dessa regiao, podemos notar que
o bolsao de 6leo empocado que aparece no centro do reservatorio apresenta, surpreen-
dentemente, uma forma circular, possivelmente decorrente da disposicao dos sucessivos
caminhos preferenciais ao desenvolvimento de fingers viscosos misciveis que existem nesse
meio heterogéneo, construido numericamente pela equacao de Kozeny-Carman generali-

zada a tres parametros.
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A Figura 30 mostra a superficie e as curvas de nivel do solvente, que foram gera-
dos pelo simulador numérico desenvolvido no presente trabalho, para 3000 dias de injegao
de solvente. No instante associado a essa figura, podemos notar que o solvente injetado
ja atingiu o poco produtor. No entanto, o processo de extracao se mostrou ineficiente.
De fato, o desencadeamento, formacao e desenvolvimento de fingers misciveis nesse meio
poroso heterogéneo de natureza fractal, descrito pela equacao de Kozeny-Carman ge-
neralizada usada aqui, juntamente com a existéncia de uma regiao retangular de baixa
permeabilidade, localizada no centro do reservatério, proporcionaram a permanéncia de
um grande bolsao de 6leo empocado, com formato oval, que aparece de maneira muito

destacada na Figura 30.
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CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Ao longo deste trabalho foi apresentada uma metodologia numérica para simulacao
de reservatérios de petroleo. O problema estudado considera o escoamento miscivel, simu-
lando o processo de recuperacao de petroleo decorrente da injecao de um solvente em um
reservatério de 6leo, adotando aspectos bésicos da analise matematica relativa aos siste-
mas fractais, e partindo-se do principio de que alguns meios porosos se caracterizam por
admitirem relacoes funcionais entre a porosidade e a permeabilidade, através da Equacao
de Kozeny-Carman generalizada, a qual correlaciona a permeabilidade com a porosidade
de meios porosos com estruturas tipicamente encontradas na natureza (HENDERSON;
BRETTAS; SACCO, 2010).

O DFSANE constitui uma abordagem livre de Jacobiana, recentemente desenvol-
vida para resolucao de sistemas nao lineares de grande porte, que nao resolve sistemas
lineares e nem usa qualquer informagao explicita associada com a matriz Jacobiana. Neste
trabalho, aplicamos com sucesso o método DFSANE para resolver a forma discretizada da
equacao da pressao, uma equagao diferencial parcial nao linear que rege a distribuicao do
campo de pressao na simulacao de escoamentos misciveis compressiveis em meios porosos.

As formas de discretizacao da equacao diferencial deram origem a sistemas nao
lineares com 10 mil variaveis que foram abordadas varias vezes, ao longo de muitos passos
de tempo dos processos transitérios considerados. Utilizamos um arranjo de pogos do tipo
de five-spot em geometrias bidimensionais, para meios porosos homogéneos e heterogéneos.

No meio poroso homogéneo, foram simulados trés principais deslocamentos diferen-
tes de fluidos compressiveis, incluindo fluxos com razao de mobilidade altamente adverso,
em que a viscosidade do fluido residente é significativamente mais elevada do que a do
fluido injetado. Foi comparado o desempenho do DFSANE com um método de Newton
Inexato livre de Jacobiana, para tempos de 100 dias de injecao de fluido. Nos testes
realizados, o DFSANE foi capaz de simular esse processo usando menos tempo de CPU,
sem a introducao de fendmenos nao-fisicos para solugoes numéricas. Para os exemplos em
que a viscosidade do 6leo foi maior que a do solvente, o DFSANE obteve o menor tempo
de CPU em todos os intervalos de tempo.

Analisamos os efeitos da mobilidade no escoamento, juntamente com os fenomenos
de dispersao nos meios porosos homogéneos, simulando diferentes tempos de injecao do
solvente e parametros de andlise que podem ser aplicados de acordo com as exigéncias
no reservatorio. Assim, como resultado, podemos afirmar que o DFSANE é um método
confidvel e eficiente para a simulagao de escoamento compressiveis em meios porosos.

Muitos materiais porosos, nos quais a permeabilidade é apresentada como funcao
da porosidade sendo caracterizada pela equagao de Kozeny-Carman (KOZENY, 1927,

CARMAN, 1956). Para superar algumas limitagoes desse modelo cléssico, recentemente
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foi desenvolvida a equacao Kozeny-Carman generalizada, a qual correlaciona a permea-
bilidade com a porosidade de meios porosos com estruturas tipicamente encontradas na
natureza, incluindo reservatério de petréleo.

Fingers viscosos sao fenomenos de instabilidade hidrodinamica que ocorrem em
meios porosos, quando o fluido residente possui maior viscosidade do que o fluido injetado;
assim, o menos viscoso invade o meio poroso, gerando esses fingers que atingem o poco
produtor em um tempo menor, causando danos consideraveis a industria de petréleo.
Neste trabalho, a equacao de Kozeny-Carman Generalizada a trés parametros foi usada
para desencadear fingers viscosos misciveis e descrevé-los em um meio poroso fractal,
durante a simulacdo. Assim, usamos, com sucesso, pela primeira vez, a equacao KCG
que foi incorporada a um modelo que descreve fluxos misciveis de fluidos compressiveis,
formado por equacoes diferenciais nao lineares.

Os resultados numéricos foram gerados a partir de simulagoes custosas, com estudo
do arranjo de pocos do tipo five-spot. Os resultados mostraram que a equacao KCG é um
modelo matemaético capaz de descrever os fingers viscosos na simulacao do escoamento
miscivel de fluidos compressiveis em meio poroso heterogéneo.

A condi¢ao de nao monotonicidade original do DFSANE e da proposta por Cheng
e Li (2008) nao foram capazes de resolver o sistema da equacao da pressao em sua forma
discreta. No entanto, a modificacao usada aqui foi capaz de resolver o sistema nao linear,
o que é comprovado pelos resultados obtidos.

Assim, o bom desempenho da presente metodologia na resolucao do problema do
escoamento miscivel, simulando um processo de recuperacao de petréleo, proporciona
excelente perspectiva futura para a continuagao desta tese. Apontamos como sugestoes

de trabalhos futuros:

e utilizar o padrao line-drive. Nesse padrao o solvente sera injetado através dos pogos
localizados nos nés de todos os blocos que estao em um lado do dominio retangular,

enquanto os pocos de extragao encontram-se nos nos dos blocos do lado oposto;

e utilizar o padrao five-spot invertido, no qual o solvente é injetado no centro do meio

poroso e extraido em quatro pogos, um em cada vértice do dominio retangular;
e aplicar paralelismo aos métodos utilizados;

e melhorar ainda mais a condi¢ao de nao monotocidade utilizada no método DFSANE

para tornar o simulador ainda mais robusto e eficiente;

e analisar outros limitadores de fluxo como, por exemplo, o MUSCL Monotonic
Upstream-centered Scheme for Conservation Laws (LEER, 1979);

e realizar um estudo da contaminacao de aquiferos com modelos de métodos estudados

neste trabalho;
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e aplicar a equacao de Kozeny-Carman generalizada para a caracterizacao e modela-

gem de outros meios porosos, como (por exemplo) meios tridimensionais.
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APENDICE A - Discretizacao espacial do termo Fj, (w", P, 1, de fluxo da
Equacao (93)

Neste apéndice sera considerada a equacao da fragao massica conforme descrito na
secao 4.4.

Segundo a Equacao (93) e Equacao (94), necessitamos da discretizagao espacial do
termo de fluxo F, (w™, P"™),_ 1 Isso serd feito supondo i # 1, pois caso contrario tal
termo ¢é zero.

Assim, podemos escrever

n+1 — p(P )k opr il
Fo(w PPy == | Lu( ez >Z~_1j
” 2 27
—[p (P"™1) Duy (", PPy (35), (167)

(
~lp (P D, Py (2

2

Para contornar a dificuldade natural de se determinar a derivada parcial de w
com relacao a y no ponto (xl;%,yj), aproximando a ultima derivada que aparece no lado
direito da Equacao (167) pela média aritmética dos valores dessa derivada definidos nos

respectivos pontos vizinhos, ou seja, considerando

(85:”)1% __[(855) +(a;:n) ] (168)

Em seguida, as duas derivadas que aparecem no lado direito da Equagao (168) sao

aproximadas por diferencas finitas centradas, resultando em

(850") _ % (w?_1,j+12; Wilyj-1 I ijHQ; wﬁj—l) ' (169)
Y /i1 y Y

Substituindo a Equagao (169) na Equacao (167) e discretizando as duas derivadas

parciais restantes na Equagao (167) por diferencas finitas centradas, obtém-se

Pn+1 k PZ.nT'—I—P.n_J'_l.
F, (w", Pn—kl)z_lJ _ _w?—z%,j [p(y(w”)) ]l Ny e
— [p(P™1) Dyy (wr, PPy | s (170)

~lp (P Dy, Py (Mgt 4 sy i)
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Note que a discretizacao indicada na Equagao (168) nao estd definida para j =1 e

J = ny. Em tais blocos de fronteira considerando aproximacoes de primeira ordem dadas,

ow™ L (Wi — Wiy Wiy — W :
=_ : 2 = |, paraj =1 171
(o), s (e e ) s .
e
ow" L (wiyj—wiy; 1 Wiy — Wi -
— > L 2 2 = . 172
( 9 )i_;j 5 < Ay + Ay , para j = ny (172)

Como mencionado na se¢ao 4.4 sobre o limitador de fluxo, considerando a seguinte

aproximacao baseada em uma expansao em série de Taylor,

n

n Wi, 3 \Wij = Wiqj), S€U_1 . =2
Wity = e, ’ (173)
27 n im5,d n n n+1
wi’j + 2 (wl’] - wz_l’]) 9 Se u,_%’j < O
onde da Equagao (173) ¢7 , = o i <r?_ 1 j> representa uma fungao limitador de fluxo,
27 2 27

a qual depende de 77" , , a chamada razao de inclinagao de w™ no ponto (mi_ 1 yj>. Tal

PR

razao de inclinacao funciona como um sensor de descontinuidades, aqui definido por

W = R i # 2
proy o= 4 (e )+ (174)

0, se 7 =2.

onde na Equagao (174) § > 0 é um nimero suficientemente pequeno, usado para evitar
possiveis divisdes por zero. Utiliza-se aqui § = 1077.
No presente trabalho, empregando o limitador de fluxo denominado de superbee

definido por

¢ (r) = maz {0,min{1,2r} ,min{2,r}} (175)
n—+1
O termo {%} que aparece na primeira parcela do lado direito da Equacao
1 .

=35

(170) é aproximado pela média harmoénica descrita na Equagao (91).
Para finalizar a discretizacao do fluxo mostrado na Equagao (170), aproximando os

termos difusivos [p (P"™!) Dy (w™, P”H)]i_%ﬂ. e [p(P™) Dyg (w", P"“)]i_%’j. Para isso,
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usando a definicao do tensor de difusao, como referenciada no capitulo 3,

[p (PTH—l) Dll (w”, Pn+1)]i7%,j = ¢de (Pn+1)i7%7j

2 2

+04T\/[Ux (wnjpnﬂ)i*%,j} + [Uy (wn’PnH)i*%J]
2
(aL—aT)[Jm(w",P"“) 1 }

i-%.

+
¢ [azw,PnH)i_%,j}2+[ay(w",Pn+1>i_1 jr

(176)

2

(¢

[,0 (P”“) Dss (w”, P"Hﬂ Ly =

onde da Equacao (177)

prtiL n+1 ~
oy (w",PnH)._; =_ o( n) oP o
1= plw™) ], 1\ Oz ). 1
n+1 n—+1 ! 27‘7 ! 27‘7 (178)
_ [P(P"“)k] Py =By
w(w™) i*%,j Ax
(§]
o (wn P”"H) L= — p(PP 1)K opnt1 ~
Y ) i—5,J w(w™) 1 oy R
R MR LN A ¢ (179)
. p(P* 1)k 1 S e W) + Pliai—Plia
plw™) ], 152 20y 20y )
27

Observe que nas Equagoes (178) e (179) usando aproximagoes em diferengas fi-
nitas inteiramente analogas aquelas previamente empregadas na discretizacao de ou-
tros termos da Equacdo (170). Dessa maneira, note que os tultimos dois termos entre
parénteses, que aparecem na Equacao (179), admitem corregoes semelhantes as mostra-

das nas Equagoes (171) e (172). Novamente, a quantidade [%]' ¢ aproximada
=357

pela média harmonica mostrada na Equagao (91). Por outro lado, o termo p(P"1),_ 1
que aparece na primeira parcela do lado direito da Equacao (104) é aproximado por média
aritmética dos respectivos valores definidos nos blocos vizinhos.

Isto conclui a discretizacao do termo de fluxo F, (w™, P"*), 1, que aparece na

Equagao (93).
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APENDICE B - Discretizacdo espacial do termo F,, (w”, P, 1 de fluxo da
Equacao (93)

De acordo com o capitulo 4 para a Equagao (93) e Equagao (94), necessitamos da

discretizagao espacial do termo de fluxo F, (w™, P"*1) . Isso sera feito supondo ¢ # n,,

ijty
pois caso contrario tal termo é zero.

Assim, escrevendo

n n+1 PN ) p(P™ Tk opntl
By PPy = W [ wlwn) L,j+§ ( % )z‘,j+%
— [p (Pn+1> D21 (wn’ P7’L+1)]/L7J+% (85;")747]+% (180)
— [p (pn—H) D22 <wn7 Pn—i-l)] <8w"

.. l .
1,J+35 Oy i,j+%

Para contornar a dificuldade natural de se determinar a derivada parcial de w com
relagao & x no ponto (z;,y; %), aqui aproximando a tultima derivada da segunda linha
que aparece no lado direito da Equacao (180) pela média aritmética dos valores dessa

derivada definidos nos respectivos pontos vizinhos, ou seja, considerando

(aw ) 1 [(aw ) . <8w ) ] (181)
ax i,j-‘rl 2 (9$ i,J ax 4,7+1

2
Em seguida, as duas derivadas que aparecem no lado direito da Equacao (181) sao

aproximadas por diferengas finitas centradas, resultando em

(8wn) _ 1 (W?HJ — Wiy n Wi — U)leﬂ) ' (182)
ox i+ 2 20z 2Nz

Substituindo a Equagao (182) na Equacao (180) e discretizando as duas derivadas

parciais restantes na Equagao (180) por diferencas finitas centradas, obtendo

prtl _ pntl
n [P(P"H)k} i1 P

c a1 n

4i+3 pw(w™) ij+s Ay

. [P (Pn+1) Doy (wn7 PnJrl)] 1 <wzn+l,j7wznfl,j + w?+1,j+17w?71,j+1> (183)

F, (w", P™1)

igry — W

i,j-i—% 2 20w 2Ax
_ [/) (Pn+1> D22 (wn, Pn+1)]i,j+% wi,jz;wi,j'

Note que a discretizagao indicada na Equacao (181) nao estd definida parai =1 e
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© = n,. Em tais blocos de fronteira considerando aproximagoes de primeira ordem dadas,

ow" L (Wi ; — Wity Wiy i — W ~
== 2 S ’ ’ , para i =1 184
( Ox )i,j+§ 2 ( Ax Az p (184)
e
ow" 1 (wiy — Wil Wi — Wity -
== : L4 : , para i =n,. 185
( Ox )i,j+§ 2 < Az Az b 1)

Como mencionado na secao 4.4 sobre o limitador de fluxo, considerando a seguinte apro-

ximagcao baseada em uma expansao em série de Taylor,

e
n Lj+5 n g n+1 >
o wiy + =5 (Wi — wiy) s ijrl = 0 (186)
.1 = n
1 o
Rk w1+ Thity (w” —wk ) se u"tl, <0
4,5+1 2 1,741 ,7) i,j—f—% .

onde na Equacgao (186) gp?j 1= ik <r?j +;> representa uma funcao limitador de fluxo,
) T

ijt3
n

ij+3)
razao de inclinagao funciona como um sensor de descontinuidades, aqui definido por

a qual depende de r a chamada razao de inclinacao de w™ no ponto (wi, Y, +%>. Tal

.
Wi~ Wij—1

—Ll L=t ge j#£1
n = (wp g —wit;)+0 7 (187)

oy
5,J+ 5 -
2 0, se j=1.

onde na Equacdo (187) § > 0 é um nimero suficientemente pequeno, usado para evitar
possiveis divisoes por zero. Utiliza-se § = 1077,
No presente trabalho, empregando o limitador de fluxo denominado de superbee

definido por

@ (r) = mazx {0,min {1,2r} ,min{2,r}} (188)

P+l
O termo {%] que aparece na primeira parcela do lado direito da Equacao
ij+3
(183) ¢é aproximado pela média harmonica descrita na Equagao (91).
Para finalizar a discretizagao do fluxo mostrado na Equagao (183), a seguir aproxi-
maremos os termos difusivos [p (P"™!) Dy (w™, P"“)]i’ﬁ% e [p(P") Doy (w™, P"“)]i’j%.

Para isso, usando a defini¢cao do chamado tensor de difusao, como referenciada no capitulo



135

4, temos as seguintes equacoes:

[P (pn—H) D21 (wn’ Pn+1)]i7j+% — ¢de (Pn—H)i,jJr%
2 2

+04T\/[Ux (wn?PnJrl)i,jJr%} - [Uy (wn>P"+1)i,j+§]

_ +1
(ap—ar) |:0'x(wn7Pn )i,j+%i|

(189)

+ 2 2
[Uz (wn’PnH)i,ﬁ%} * {ay(wn’PnH)i,ﬁr%}

e

[o (P"1) Doy (w”, PP,y =

i— 2 7j
(ar—ar)os(w",PPFY) oy (wn, P
2

Jj+

it} (190)

2

2,
2
[Oz(wn’PnH)i,ﬁ%] - {Uy(wn’PnH)iﬁ%

onde na Equagao (190)

14

prtiL n+1
Oy (wn7 Pn—H)ij—i-l = _ |:P( (w")) i| <81;z >
T2 " ij+3 ij+3

_ [puw“)k]
p(w™)

(191)

Pl =Pt + Pl —Ph 141
2Nz 2A\x

I

prtL n4+1
Oy (wn’ Pn—i_l)ijJrl == [p(u(w")) ] S <a%y > 1
’ 2 Z7]+§ Z7]+§

_ [_p(P"“)k Pt —prt (192)

p(wn) ]z‘,j+§ Ay

Observe que nas Equagoes (191) e (192) usamos aproximagoes em diferencas finitas
inteiramente andlogas aquelas previamente empregada na discretizagao de outros termos
da Equacdo (183). Dessa maneira, note que os tltimos dois termos entre parénteses, que

aparecem na Equagao (191), admitem corregoes semelhantes as mostradas nas Equagao

(184) e (185). Novamente, a quantidade [”(up(n—W]
i+

mostrada na Equagao (91). Por outro lado, o termo p(P"*1); j+1 que aparece na primeira

¢é aproximada pela média harmonica

parcela do lado direito da Equagao (189) é aproximado por média aritmética dos respec-
tivos valores definidos nos blocos vizinhos.

Isto conclui a discretizacdo do termo de fluxo F, (w™, P"1), ;11 que aparece na
’ 2

Equagao (93).
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APENDICE C - Discretizacio espacial do termo de fluxo F, (v, P”“)i’j_l da
Equacao (93)

De acordo com o capitulo 4 para a Equagao (93) e Equagao (94), necessitamos da
discretizagao espacial do termo de fluxo F, (w", P"1), ;1. Isso serd feito supondo 7 # 1,
’ 2
pois caso contrario tal termo é zero.

Assim, podemos escrever

n n+1 . m p(P™ Tk opntl
Fy (w 7P )Z’,j—% - w |: .1 .1
27]_§ 7‘7.]_5

- [p (Pn+1) D21 (wn’ PTH_I)]@'J*% (3811;")1'7‘771 (193)
— [p (pn—H) D22 <wn7 Pn—H)]i,j—% <83u;>ij_1 '

Para contornar a dificuldade natural de se determinar a derivada parcial de w com
relagao a x no ponto (z;,y;_ 1 ), aqui aproximaremos a ultima derivada da segunda linha
que aparece no lado direito da Equacao (193) pela média aritmética dos valores dessa

derivada definidos nos respectivos pontos vizinhos, ou seja, considerando

ow™ 1 ow™ ow™
- - . 194
(81: )ij—; 2 [( Oz )i,j—1+<af’5 )2]] (194)

, ),

Em seguida, as duas derivadas que aparecem no lado direito da Equacao (194) sao

aproximadas por diferengas finitas centradas, resultando em

ow" L (Wi jo — Wity joq | Wiy — Wiy
- o (S ’ ’ T 195
( Oz )ij_l 2 ( 20x * 2Ax (195)
’ 2

Substituindo a Equagao (195) na Equacao (193) e discretizando as duas derivadas

parciais restantes na Equagao (193) por diferencas finitas centradas, obtemos

pn+l k P:Jﬁlfpﬁﬂtl
Fy (wn’Pn—&-l)i’ji% — _ijfé [P(ﬂ(wn)) :|i,j_é J yovr j—1
(P Dag Py (Mg o M) (196)
W2
— [p(P™41) Dy (w, P,y it

Note que a discretizacao indicada na Equacao (194) nao estd definida para i = 1

e 1 = n,. Em tais blocos de fronteira consideraremos aproximacgoes de primeira ordem
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dadas,

ow" 1 (Wi — Wiy | Wik — Wiy .

(52:) 1:§< H’]lm =+ ng ’]),paraz:1 (197)
Lj—%

e

ow" 1wy —wiy ;o Wiy — Wity .

(8“;) 1:§< JlAm Licl | ,]AJT 1’J),paraz:nx. (198)
ij—1

Como mencionado na secao 4.4 sobre o limitador de fluxo, considerando a seguinte

aproximacao baseada em uma expansao em série de Taylor,

e
n bi—g n.__ ,,n n+1
n wiy o+ =5 (Wl —wly ), se ! >0
Wij-3 = o v (199)
) n 6j— 5 n n n+1
UJZJ + 2 (’LUZ’]_l - wzﬂ_l) 3 Se 'U/Z .1 < O

J T35

onde 90?3-,; = SO?J-,; (r?jil) representa uma fungao limitador de fluxo, a qual depende de
% 2 b2 2 % 2

ri'. 1, a chamada razao de inclinagao de w™ no ponto <xi, yjfl). Tal razao de inclinacao
-1 1

)

funciona como um sensor de descontinuidades, aqui definido por

n o
Wi j—1"Wi -2

Ll , se j#£2
I (wpj=wp; 1) +0 (200)

ij—1
I 0, se j=2.

onde § > 0 é um numero suficientemente pequeno, usado para evitar possiveis divisoes
por zero. Considera-se neste trabalho § = 1077,

No presente trabalho, empregando o limitador de superbee definido por

¢ (r) = maz {0,min{1,2r} , min{2,r}} (201)

prtlig . . .. ~
O termo [%} que aparece na primeira parcela do lado direito da Equagao
.1
20— 2
(196) é aproximado pela média harmoénica descrita na Equagao (91).
Para finalizar a discretizagao do fluxo mostrado na Equacao (196), a seguir aproxi-
ij—-1 € lp (Pnﬂ) Doy (w™, PnJrl)]i,j—%‘
Para isso, usando a definicao do chamado tensor de difusao, como referenciada no capitulo

maremos os termos difusivos [p (P" ™) Dy (w™, P"™1)]
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4, temos as seguintes equacoes:

ij—%
2 2
+dr |:O’x (wm, P"“)i,jf%} + [ay (wn, P”“)i’jf%]

(ap—aT) |:0':c (w",P”+1). o } ’

—"_ 2 2
[Uz (wn’Pn+1)i,j—%] * [Uy(wn’PnH)i,j—%}

e

&

[P (pn+1)D21 (wn?Pn—H)]'j—% — ¢de (Pn—l-l)

(202)

dr —d . wn’Pn—&—l i1 wn’Pn—&—l i1
o () Dy (a, PY)],, = 2 iy bt (o

=2 2 2
[U:v (wnapn+l)i,j7%i| + [Uy (wn’pn+1)i’j7%]

onde na Equacao (203)

prtiL n+1 ~
oy (wnjpn-i-l)‘ = o( n) oP o
)—3 p(w™) ij—1 Ox ij—2 204
’ 2 ’ 2
| p(Prthk 1 (PP + Pl =Pty (204)
pw(w™) .12 20z 20z
ij*ﬁ
e
o (wn Pn+1)” L= — (P )k opntl i~
Y ’ Bi=g T plwr) |1\ 0y ). 1
1 prtl w7z w72 (205)
. p(Pn+1)k. P’L,j 7Pi,j71
plw™) ;51 Ay ‘

Observe que nas Equacoes (204) e (205) usamos aproximagoes em diferencas finitas
inteiramente andlogas aquelas previamente empregada na discretizagao de outros termos
da Equac@o (196). Dessa maneira, note que os tltimos dois termos entre parénteses, que
aparecem na Equacoes (204), admitem corregoes semelhantes as mostradas nas Equagoes

(197) e (198). Novamente, a quantidade [”(up(n—W] ~, ¢aproximada pela média harmonica
ij—3

mostrada na Equagao (91). Por outro lado, o termo p(P™*1) 1que aparece na primeira

i:j_
parcela do lado direito da Equagao (202) é aproximado por média aritmética dos respec-
tivos valores definidos nos blocos vizinhos.

Isto conclui a discretizacdo do termo de fluxo F, (w™, P"1), ;1 que aparece na
’ 2
Equagao (93).
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