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RESUMO

ZANARDI, Joao Paulo. CTPR: uma variante para o CPR. 50 f. Dissertacao (Doutorado

em Engenharia Mecanica) - Faculdade de Engenharia, Universidade do Estado do Rio de

Janeiro (UERJ), Rio de Janeiro, 2019.

O estudo de sistemas lineares de grande porte ainda é um importante campo em
algebra linear computacional. Apesar dos diversos métodos de resolucao e precondiciona-
dores existentes, ainda h& uma grande demanda para novos métodos, que sejam eficientes
e preferencialmente paralelizaveis. Este trabalho apresenta um estudo em sistemas line-
ares de grande porte oriundos da simulacao de reservatérios de petroleo, com enfoque

principal em precondicionadores.

Palavras-chave: Sistemas Lineares; Precondicionadores; Petréleo; Algebra Linear.



ABSTRACT

ZANARDYI, Jodo Paulo. CTPR: a variant to CPR. 50 f. Disserta¢ao (Doutorado em Engenharia
Mecanica) - Faculdade de Engenharia, Universidade do Estado do Rio de Janeiro (UER]), Rio
de Janeiro, 2019.

The study of large linear systems is a very important area in computational linear
algebra. Despite the diversity of existing solvers and preconditioners, a huge demand for
new efficient and parallel methods still exists. This work presents a research in large linear

systems focusing mostly on preconditioners.

Keywords: Linear Systems; Preconditioners; Oil; Linear Algebra.
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INTRODUCAO

Combustiveis fosseis ainda sao largamente utilizados atualmente, sendo impor-
tantissima a descoberta de novos reservatérios e a consequente avaliacao da viabilidade
da perfuracao dos mesmos. Em nosso trabalho, realizamos uma pesquisa em cooperagao
com a Petrobras voltada para a simulacao da explotacao de reservatérios de petréleo.
Mais especificamente, com a parte da simulagao que diz respeito a resolucao de sistemas

lineares de grande porte.

A resolucao eficiente dos sistemas lineares que aparecem nas simulacoes é de ex-
trema importancia pois a resolu¢ao do mesmo é um grande gargalo computacional na
simulacao. Neste texto, contaremos a trajetéria da nossa pesquisa, desde a apresentagao
de alguns ntcleos de algebra linear computacional, em especial precondicionadores, rela-

cionados com sistemas lineares até culminar na proposta de um novo precondicionador.

A linha do tempo serd descrita nos capitulos da seguinte forma: no capitulo 1
entraremos em mais detalhes sobre sistemas lineares, tais como métodos iterativos e pre-
condicionadores, produto matriz-vetor e método de ortogonalizacao de Gram-Schmidt.
Ainda no primeiro capitulo, mostraremos resultados obtidos em um estagio realizado no
Intel Labs. No Capitulo 2, faremos um apanhado sobre uma classe especifica de precon-
dicionadores: os precondicionadores baseados na inversa aproximada. Estes precondicio-
nadores ja foram estudados anteriormente e dentro desde trabalho foram revisitados com
fins de avaliar sua robustez e possiveis novas ideias. Por fim, no Capitulo 3 apresentare-
mos o CPR, um precondicionador padrao para problemas da industria petrolifera e alguns
operadores de pré-processamento. Ao longo do capitulo mostraremos resultados e uma

nova proposta de precondicionador, baseado no CPR, o qual batizamos de CTPR.
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1 METODOS DE KRYLOV E PRECONDICIONADORES

1.1 Métodos de Krylov e Precondicionadores

Em problemas reais é comum nos depararmos com sistemas lineares da forma

Az = b, (1.1)

onde A € R e x € R". Em nosso caso, estaremos também considerando que A é uma
matriz esparsa, nao singular e de grande porte. Resolver (1.1) é um grande desafio no

meio cientifico, principalmente com problemas cada vez maiores.

Obviamente, poderiamos resolver (1.1) com algum método direto, por exemplo,
com a bem conhecida eliminagao gaussiana. O problema em utilizar métodos diretos
¢ que a ordem de grandeza destes métodos é de n?®, portanto ficando computacional-
mente invidveis conforme a ordem do problema aumenta. Entao, para resolvermos (1.1)
utilizamos métodos iterativos [1], isto é, métodos que resolvem aproximadamente o sis-
tema linear. Em particular, estamos interessados em métodos iterativos baseados em
subespagos de Krylov [1]. Em dlgebra linear, um subespago de Krylov gerado por uma
matriz n x n A e um vetor b de dimensao n é o subespaco expandido pelas imagens de b

sob as primeiras k poténcias de A (comegando por A° = I), isto é,
Kr(A, b) = span{b, Ab, Ab*, ... A*"'p}. (1.2)

Os métodos de Krylov funcionam criando uma base de Krylov para o sistema e
entao aproximacoes para a solu¢ao sao construidas minimizando o residuo, o erro ou algum
outro vetor em algum dos subespagos formados.

Para que um método iterativo seja eficiente é necessario o uso de precondiciona-
dores [1]. Um precondicionador pode ser uma matriz P tal que o produto P % A tenha
um numero de condicionamento menor. O precondicionador pode ser aplicado de trés

maneiras, pela direita:

APP 'z = b, (1.3)
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entao resolvemos

APy = b, (1.4)
onde y = P~'z. Pela esquerda:
PAx = Pb. (1.5)
Ou ainda por ambos os lados:
P AP,P; 'z = Pib, (1.6)

onde P, e P, sao precondicionadores. Entao resolvemos
P APy = b, (1.7)

com y = Py 'x.

Em todos os casos, a solucao do sistema ¢ a mesma que a do sistema original. Exis-
tem diversos tipos de precondicionadores como os baseados na fatoracao LU incompleta,
neste trabalho vamos dar énfase no CPR e em uma classe de precondicionadores baseados

na aproximacao da inversa de A.

1.2 Produto matriz-vetor

O produto matriz-vetor é uma operacao y = A * x. Em particular, trabalharemos
apenas em casos onde A é uma matriz esparsa. O produto matriz-vetor é um ntcleo muito
importante em algebra linear computacional, aparecendo constantemente em métodos ite-
rativos, tais como métodos de Krylov. Portanto, é crucial para a eficiéencia de um método

de Krylov uma implementacao otimizada do produto matriz vetor.

O produto matriz-vetor também ¢é altamente paralelizdvel, como podemos ver na
Figura 1, podemos calcular o produto A * x como n produtos internos A; x x, onde n
¢ a ordem da matriz e A; é i-ésima linha de A. Obviamente cada produto A; x x é

independente, deixando a implementacao paralela bem direta.
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Paralelismo Produto Matriz-Vetor

*I
-*I "

Figura 1 Paralelismo do produto matriz-vetor

1.2.1 Descricao do Cédigo

O cédigo foi implementado em C++, e OpenMP [2] foi a escolha para a parale-
lizagao. Os cédigos foram implementados e otimizados durante um estagio no Intel Labs.
As arquiteturas alvo foram Intel Xeon e Intel Xeon Phi.

O c6digo base para o produto matriz-vetor no formato BCRS [3], pode ser escrito como:
for(int i = 0; i < size ; i++)
for(int j = rowl[il; j < rowli+1]; j++)
for(int k = 0; k < bs; k++)
for(int 1 = 0; 1 < bs; i++)

y[i*bs+j] += val[j*bs*bs+k*bs+1]*x[col[jl+k];

No codigo acima, size representa a ordem da matriz, row as linhas, col as colunas,
val os valores e bs o tamanho do bloco.
A primeira otimizagao feita no codigo foi implementa-lo como uma funcao tem-

plate do C++ em relagao ao tamanho do bloco, isto é, o compilador cria, em tempo de
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compilacao, um codigo otimizado para um determinado tamanho de bloco, deixando o
programa mais rapido. Para otimizacao do cédigo foram utilizadas instrugoes do tipo
SIMD usando a flag -xHost para habilitar instrugoes AVX2. As instrugoes utilizadas

foram:
o #pragma simd: Instrucao para o compilador vetorizar o loop;
o #pragma unroll: Instrucao para o compilador desenrolar o loop;

o #pragma vector aligned: Instrucao para o compilador utilizar dados de memoéria

alinhados.

Para a paralelizacao do cédigo com OpenMP, optamos por paralelizar o loop mais

externo, utilizando a seguinte instrucao:
#pragma omp parallel schedule( , chunk),

onde chunk é a parte inteira da divisao do nimero de blocos linhas pelo ntimero de th-
reads. A instrugdo schedule( , chunk) significa que cada thread vai computar
chunk linhas. O valor do chunk é calculado dividindo-se o niimero de linhas da matriz

pelo nimero de threads. Caso a divisao nao seja exata, se pega o proximo valor inteiro.

Além disso, foram implementados codigos em intrinsics para tamanhos de bloco 4
e 8, esses codigos sao apenas para arquitetura Intel Xeon Phi. Um trecho do cédigo em

intrinsics pode ser visto abaixo.

for( k = 0;k < bs; k++){
__m512d a = _mm512_load_pd( &A[ j*bs*bs + kxbs]);
__m512d xt = _mmb12_setl_pd( x[col[jl*bs + k]);
const __mb512d axxR = _mmb512 _mul_pd( a, xt);

sR = _mm512_add_pd( sR, axxR);

1.2.2 Resultados

Os testes foram realizados numa maquina Intel Xeon Phi com arquitetura Sandy

Bridge de 2 sockets e 8 cores em cada um. Também foram realizados testes num acelerador
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Xeon Phi com arquitetura Knights Corner. As especificagbes completas das maquinas
podem ser vistas na (Tabela 1). Em nossos experimentos sé utilizamos 1 socket e variamos
o tamanho do bloco. A performance foi mensurada comparando com a largura de banda

da méquina medida através do stream bandwidth [4].

Tabela 1 Especificacoes da Maquina

Sistema Intel Xeon Intel Xeon Phi
Microarquitetura Sandy Bridge E5-2670 Knights Corner
Frequéncia 2.6 GHz 1.09 GHz
Sockets 2 1

Cores 8 60

Threads por core 1 4

Bandwidth 37 GB/s 143 GB/s

As matrizes utilizadas sao oriundas de simulacoes reais de exploracao de reser-
vatérios de petrdleo e do tradicional modelo SPE10 [5]. Essas matrizes, exceto a SPE10,
foram conseguidas através de um projeto em parceria com a Petrobras. Todas as matri-
zes apresentam bloco de tamanho 4, como a finalidade era testar a performance foram
criadas matrizes de outros tamanhos de bloco expandindo a matriz de adjacéncia dessas
matrizes. Como se tratam de matrizes reais nao podemos referencia-las pelo seu nome,

por isso designaremos as matrizes por letras. Os dados podem ser vistos na (Tabela 6).

Tabela 2 Matrizes Testadas

Matriz A B C D E SPE10

Bloco Linhas 66077 182558 408865 617459 1378899 1094421
Numero de blocos 1797516 4894792 2731921 17516572 9249819 7478137

A Tabela 3 mostra o percentual da largura de banda atingido para blocos de
tamanho 2, 4, 6 e 8, para Intel Xeon, enquanto Tabela 4 mostra o mesmo para o Intel
Xeon Phi. Os testes foram feitos com 8 threads em um socket no Intel Xeon e 240 threads
em 60 cores no Intel Xeon Phi.

No Intel Xeon foi possivel alcancar mais de 80% da largura de banda em quase
todos os casos, resultado que consideramos bons. No Intel Xeon Phi, gragas ao uso do

intrinsics, foi possivel ultrapassar o pico tedrico medido pelo stream bandwidth para blocos



17

Tabela 3 Resultados matriz-vetor no Intel Xeon

Bloco Matriz
A B C D E SPE10
2 94% 86% 79% % 9%  T9%
4 94% 92% 8% 87% 90% 91%
6 95% 96% 93% 93% 96% 96%
8 94% 99% 96% 97% 98% 99%

Tabela 4 Resultados matriz-vetor no Intel Xeon Phi

Bloco Matriz
A B C D E SPE10
2 37%  42%  44% 1%  44%  45%
4 6%  8™%  90% 4%  82%  9™%
6 % 9% T9% 8%  80%  80%
8 106% 109% 108% 109% 110% 110%

de tamanho 8, os blocos de tamanho 4 e 6 tiveram resultados bons, enquanto os resultados

com bloco 2 foram ruins. A explicagao para os resultados ruins com blocos de tamanho 2

é o pouco montante de trabalho por thread. A Figura 2 mostra uma comparacao entre o

bandwidth alcangado pelo Xeon e Xeon Phi para o bloco original de tamanho 4.

120

100

30

Bandwidth

40

20

160

140

Comparacao Intel Xeon x Intel Xeon Phi

¥ Xeon
M Xeon Phi

Matriz

11111

SPE10

Figura 2 Comparagao Intel Xeon x Intel Xeon Phi
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Figura 3 Speed Up do Xeon Phi sobre o Xeon

A Figura 3 mostra o speed up do Xeon Phi sobre o Xeon. Nela podemos notar que
com excecao para os blocos de tamanho 2, é possivel obter um speed up de no minimo 3
vezes mudando da arquitetura para a arquitetura Xeon Phi. Resultado este considerado
muito bom, uma vez que o escalamento tedérico do Zeon para o Xeon Phi é de aproxima-

damente 3,8.

1.3  Orthomin

O Orthomin [6] ¢ um método de Krylov para a resolugao de sistemas lineares muito
utilizado em simuladores de reservatorios de petréleo. O Orthomin tem como seus prin-
cipais ntcleos a multiplicacao matriz vetor, a construcao e aplicagao do precondicionador
e o método de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt [7]. Esses ntcleos s@o os que apresen-
tam maior custo computacional, por isso, torna-se crucial uma implementacao eficaz dos
mesmos. Na secao anterior, apresentamos uma versao otimizada do produto matriz vetor,
agora apresentaremos uma versao otimizada para o método de Gram-Schmidt e resultados

para o Orthomin como solver.
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1.3.1 Gram-Schmidt

O método de ortogonalizacao de Gram-Schmidt é um método classico para se obter
uma base ortonormal para um conjunto de vetores, isto ¢, um conjunto de vetores que sao
ortogonais entre si e que possuem norma unitaria. O método de Gram-Schmidt possui
duas versoes, a classica e a modificada, ambas sao equivalentes matematicamente porém
distintas computacionalmente. Enquanto a versao modificada é mais estavel a alternativa
classica tende a ser mais rapida em paralelo.

Vale ressaltar que apesar de nos referirmos como Gram-Schmidt estamos na ver-
dade utilizando o método de Arnoldi [8]. O método de Arnoldi é uma versao especial do
Gram-Schmidt onde os vetores a serem ortogonalizados sao calculados a cada passo da
iteragao, enquanto no Gram-Schmidt partimos de um conjunto de vetores dados.

As versoes distintas podem ser codificadas como:

Arnoldi

Input: A, n

for k = 1:n
w = a_k

for j = 1:k-1

end

]
N
b

|
—

for j

end

r_kk = |lwll

q_k = w/r_kk

Arnoldi Modificado

Input: A, n

for k

I
[are
B
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7 for j = 1:k-1

8 r_jk = <q_j,w>

9 w =w - r_jk*q_j
10 end

1 r_kk = ||wl]

12 q_k = w/r_kk

As duas versoes foram implementadas. A versao modificada foi implementada de
maneira tradicional, ja a versao classica foi implementada substituindo as operagoes do
tipo BLAS1 por operacoes do tipo BLAS2. Além disso, os loops foram divididos em blocos
para que o compilador pudesse efetuar as contas na cache. A versao cldssica também foi

implementada em paralelo com OpenMP, paralelizando-se o loop mais externo.

1.3.2 Resultados

Os testes foram realizados numa maquina com arquitetura Ivy Bridge para Intel
Xeon e Knights Corner para Intel Xeon Phi, as informacoes completas sobre as arquite-

turas podem ser encontrados na Tabela 5.

Tabela 5 Especificagoes da Maquina

Sistema Intel Xeon Intel Xeon Phi
Microarquitetura Ivy Bridge Knights Corner
Frequéncia 3 GHz 1.09 GHz
Sockets 2 1

Cores 10 60

Threads por core 1 4

Bandwidth 40 GB/s 143 GB/s

A Tabela 6 mostra os dados das matrizes testadas, todas sao oriundas de problemas

reais e possuem bloco de tamanho 4.

Tabela 6 Matrizes Testadas

Matriz A B C D

Bloco Linhas 66077 182558 408865 617459
Numero de blocos 1797516 4894792 2731921 17516572
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Alguns de nossos experimentos foram realizados com apenas 1 core de Xeon, isto é,
testes sequenciais. Para motivos de comparacao também calculamos o stream bandwidth

para 1 core, obtendo o resultado de 9 GB/s.

Todos os testes foram realizados 10 vezes. Dos resultados obtidos foram descarta-
dos o menor e maior valores. O resultado apresentado é a média aritmética dos demais

valores.

A Tabela 7 mostra o percentual da largura de banda atingida pelo codigo Gram-

Schmidt em sequencial, com 10 threads no Xeon e 240 threads no Xeon Phi.

Tabela 7 Resultados Gram-Schmidt

Cores Matriz
A B C D

1 96% 90% 68% 66%
10 91% 89% 88% 88%
240  60% T78% 85% 88%

O speed up pode ser visto na Tabela 8, a escalabilidade do cédigo Gram-Schmidt

para a matriz A pode ser vista na Figura 4.

Tabela 8 Speed up Gram-Schmidt

Cores Matriz
A B C D

1—-10 4.21 4.39 5.71  5.90
10 —+240 2.38 3.14 3.49 3.59

A Tabela 9 mostra os parametros utilizados no Orthomin. Ja Tabela 10 mostra o
numero de iteragoes gasto pelo Orthomin. Todos os casos testados convergiram.

A Figura 5 mostra o tempo gasto para a convergéncia do Orthomin no Intel Xeon.
Além disso, a tabela também mostra a porcao de tempo gasta para cada um dos ntcleos.
A Figura 6 mostra o mesmo para o Intel Xeon Phi. E possivel ver que no Xeon o Gram-

Schmidt é o nicleo mais custoso enquanto o Solver Triangular é o mais custoso no Xeon
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Escabilidade Gram-Schmidt
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Figura 4 Escalabilidade Gram-Schmidt

Tabela 9 Parametros Orthomin

Restart 30
MaxIter 1000
tol 1E-6
o 0
rhs A*1

Precond ILU(1)

Tabela 10 Numero de Iteragoes Orthomin

Matriz A B C D
its 50 63 77 38

Phi. A explicacao para essa diferenga é a falta de paralelismo do Solver Triangular.

A Figura 7 mostra o speed up do Xeon Phi sobre o Xeon. O baixo escalamento do
c6digo ¢é justificavel pois o precondicionador utilizado BILUK (versao em blocos do ILUK)
e o Solver Triangular sao ntcleos bastante sequenciais, podendo ficar mais lentos em
alguns casos. Como visto anteriormente, tanto o produto matriz-vetor quanto o método

de Gram-Schmidt sao altamente paralelos e escalam muito bem com mais threads.
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2 PRECONDICIONADORES DE INVERSA APROXIMADA

Novamente iremos considerar a resolucao de um sistema linear
Ax =b (2.1)

onde A € R™" e x € R", com A sendo grande e esparsa.

Precondicionadores de Inversa Aproximada [9] sdo uma classe de precondicionado-
res M tal que M ~ A~! em algum sentido. Existem dois métodos para a construcao dos
Precondicionadores de Inversa Aproximada, métodos baseados na minimizagao da norma
de Frobenius ou métodos de aproximacao de fatores inversos. Neste capitulo, vamos fazer
uma breve descricao de cinco métodos de Inversa Aproximada e apresentar resultados

numéricos.

2.1 Métodos de Minimizacao da Norma de Frobenius

A ideia bésica os métodos de minimizacao consiste em calcular M ~ A~! como a

solugao do seguinte problema de minimizagao:
min || — MA 2.2
min |11~ MAl, (2.2
onde S é um conjunto de matrizes esparsas e ||.||r denota a norma de Frobenius. Como

11— AM||p = |le; — Amy]f3, (2.3)

j=1
onde e; e m; representam a j-ésima coluna da matriz identidade e de A, respectiva-
mente. Entao, o calculo de M se reduz a n problemas de minimos quadrados indepen-
dentes restritos ao padrao de esparsidade do conjunto §. Note que em 2.2 calculamos
um precondicionador a esquerda, para calcular um precondicionador a direita resolvemos
minMeS HI — AMHF

A maior dificuldade dos métodos baseados na minimizagao da norma de Frobenius
estd na definicao do conjunto §. Este conjunto pode ser definido de maneira estatica

ou adaptativa. O SPAI [10] é o método mais conhecido de minimizagao da norma de
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Frobenius, sendo subdividido em dois SPAIS e SPAIA.
SPAIS

O SPALIS ¢ a versao estatica do SPAI, isto é, nele um padrao de esparsidade S é
definido a priori e cada coluna m; de M ¢é calculada da seguinte forma: para um deter-
minado j considere o conjunto J = {i|(i,j) € S}, que especifica o padrao de elementos

nao nulos de m;. Se a; sao as colunas de A e m;; sao os componentes de m;, entao

Am; = Z a;mij. (2.4)
i=1

Assim, as tnicas colunas de A relacionadas a m; sao aquelas cujos indices pertencem a J.
Seja A(:, J) a submatriz de A com tais colunas e seja I o conjunto de linhas nado-nulas de
A(:,J), podemos reduzir 2.3 para a submatriz A = A(I,.J), e para os vetores 171; = m;(.J)

e €; = e;(I). As entradas de m; podem ser calculadas como

min ||¢; — ArigJ. (2.5)

SPATA

Em geral, definir um bom padrao de esparsidade para a inversa de uma matriz
é uma tarefa dificil. Vale a pena lembrar que mesmo A sendo esparsa, sua inversa é
por diversas vezes densa. Entdao um modelo que computa o padrao S adaptativamente
(SPATA) foi proposto em [10].
No SPATA, comegamos como um padrao S inicial (geralmente o padrao diagonal) e, a
cada iteragao, a reducao do residuo de uma nova entrada (i,j) em S pode ser estimada
por

min ||r; + a;Aeg s, (2.6)

onde e; ¢ a i-ésima coluna da identidade e r = min,, s || — Am;||2 é o residuo atual. A

solugao de (2.6) é dada por

rtAe; 1)
Q= 2.7
|| Aeil]3
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entao a norma do novo residuo r + a;Ae; pode ser estimada como

rtAe;

2 2
o =1} = o (2:8)
7 Al

Apenas as entradas associadas com os melhores valores de «; sao adicionadas a S.
Este processo é repetido até que ||e; — Am;|| alcance uma determinada tolerancia ou que

um maximo de entradas nao nulas em m; seja atingido.

2.1.1 Mdétodos de Aproximagcao dos Fatores Inversos

Os métodos de aproximacao dos fatores inversos calculam uma aproximacao de
A1 através de uma dada fatoracao de A. Os métodos mais conhecidos de aproximacao

dos fatores inversos sao o FSAI [11], AINV [12] e NBIF [13].
FSAI

O FSAI calcula aproximacoes Z ~ L' e W =~ U~! a partir de dois padroes
de esparsidade triangulares Sz e S, para Z e W, respectivamente. Estes padroes sao

definidos de tal forma que

{90 >3} € Sz{(@,9)li = g} {(, )i <5} < Swi(i, g)li = j}-
As entradas de Z e W podem entao ser calculadas através das equagoes

Zii = 0,Y(i,5) & Sz,
(ZA);; = 6;,¥(i,7) € Sz,
Wij = 0,9(i,j) ¢ Sw,
(AW)i; = 0i5,Y(i,7) € Sw.

Por fim, os fatores Z e W sao ajustados por

Z = diag(|Zu|™V2, .. | Zw| V) 2,
W= Wdiag(Sign(WH)‘Wll‘il/a s 7Sign(Wnn)|Wnn|71/2)7



28

onde sign(a) é o sinal de um numero a € R.

AINV

No AINV calcula-se Z ~ Ut e W =~ LT onde A = LDU. De fato, se A é
nao singular e admite uma fatoracao A = LDU, onde L é triangular inferior unitéria,
D é diagonal e U é triangular superior unitéria, entdo A~! pode ser fatorada como

Al =U"D 'Lt~ ZD W7,

O AINYV utiliza um método de biconjugacao para calcular dois conjuntos de veto-
res {217, e {w;}?_,, biconjugados a A, isto é, w] Az; = 0, se e somente se, i # j. Assim,
se definirmos as matrizes Z = [21,...,2,] € W = [wy,...,wy], cujo a i-ésima coluna sao
os vetores z; e w;, entdao temos que W1 AZ = D, onde D ¢ uma matriz diagonal como

elementos w! Az; # 0 para todo i = 1,...,n. Resultando em
At =ZD'wT. (2.9)

Caso o método seja feito sem algum controle os fatores Z e W tendem a serem densos, por
isso uma estratégia de drop é adotada para garantir a esparsidade, ou seja, as entradas

de z; e w; que sao menores que uma determinada tolerancia sao descartadas.

NBIF

O precondicionador NBIF é baseado na férmula da inversa de Sherman-Morrison

(ISM) [14]. A férmula de ISM ¢é dada por

) _ A ) A_ll’yTA_l
T =AT 2.1
(At ) T (2.10)
Se A pode ser escrita como
A=8=> myy, (2.11)
k=1

onde S é uma matriz nao singular e {z;}7_; e {yx}7_; sdo dois conjuntos de vetores.
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Entao por 2.10
At =871 5T Z TV ST (2.12)

onde Zg = Z(S) e Vg = V(5) tem como vetores coluna zj e v dados por

1, To-1 1, Ta-1
Lol S™lay 1 ylS™z

Zkzxk_g d—Zz'eUk:yk—E d—vz’>
i i

i=1 i=1

respectivamente, e I's = I'(S) = diag(dy, ..., d,),
dp, =1+ ykTS_lzk =1+ vaS_lxk

para k =1,...,n. Por simplicidade escolhemos

S=sl5>0,z,=ce; ey =(a"—s)T

k

onde a* e s* sao as k-ésimas colunas de A e S, respectivamente. Entao

At =57 — 5722505 VY (2.13)

Em [15] os autores mostram que se (i) Zs, I's e Vg s@o exatamente a ISM para

alguma s > 0e Z, I' e V sao exatamente a ISM para s = 1, entao
Zs=2ZV,=V —(s—1)Welg=s"T,
onde a k-ésima coluna w;, de W é escrita como

k-1 ,t
Y.<
W; ,

d;

Wg = T —
i=1
com d; representando o i-ésimo elemento da diagonal D.
Em [13] os autores melhoraram a proposi¢ao descrita em [15], eles provaram que
é possivel ao mesmo tempo computar a fatoracao LDU e seus fatores inversos. De fato,

pode-se mostrar que se (i) A = LDU é a fatoracdo LDU exata de A e (ii) existe uma
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ISM para algum s > 0, entao
L=WTD=T,U=2Z"'eVsg=U"T-sLT.

Entao um céalculo incompleto da ISM d& uma aproximacao da fatoracao LDU e
também aproximacoes de L' e U~L. A estratégia de drop utilizada pelo NBIF ¢ feita
da seguinte maneira: seja w;; o elemento da linha i e coluna j de W =~ L' e seja € uma

dada tolerancia, entao retiramos uma entrada w; se
|wir|llex LI| < e, (2.14)

onde L é um fator incompleto da fatoracio LDU. Note que em (2.14) utilizamos as duas

fatoracoes incompletas, dos fatores e a de seus inversos.

2.1.2  Experimentos Numéricos

Os métodos SPAIS, SPATA, FSAI, AINV e NBIF foram implementados em
Matlab e C. Para fins comparativos também consideraremos os resultados do ILU(0)
disponivel para Matlab. O método iterativo escolhido para a resolugao dos problemas
foi o GMRES, utilizamos uma tolerancia de 107* e um maéaximo de 1000 iteracoes, isto
é, assumimo que o GMRES falhou quando ele nao atingir a convergéncia em até 1000
iteragoes.

Os testes foram realizados em um computador Intel ™ Core”™ 2 Quad com 2.83GHz
de frequéncia e 4Gb de meméria. O compilador utilizado foi o GNU C/C++ 4.63.

As matrizes testadas sao oriundas de quatro conjuntos de matrizes SAYLOR, MVMMCD,
OILGEN e SHERMAN, todos conjuntos do repositério de matrizes Matriz-Market [16]. Estes
conjuntos de matrizes foi escolhido devido a sua aplicacao em modelagem de reservatorio
de petréleo, simulacao de extragao de reservatério de petréleo ou dinamica de fluidos. A
Tabela 12 especifica a area de cada um dos conjuntos. Na Tabela 11 é possivel ver as
matrizes de cada conjunto, nela N representa a ordem da matriz e NN Z representa o
numero de elementos nao nulos.

Os resultados para os precondicionadores de inversa aproximada, ILU(0) e GMRES
sem precondicionador podem ser visto na Tabela 13.

A Tabela 14 mostra a razao entre o nimero de entrada nao nulas dos precondicio-
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Tabela 11 Conjuntos de Matrizes

Matriz Conjunto N NNZ

CDDE1 MVMMCD 961 4681
CDDE2 MVMMCD 961 4681
CDDE3 MVMMCD 961 4681
CDDEA4 MVMMCD 961 4681
CDDEbS MVMMCD 961 4681
CDDEG6 MVMMCD 961 4681
SAYLR1 SAYLOR 238 1128
SAYLR3 SAYLOR 1000 3750
SAYLR4 SAYLOR 3564 22316
SHERMAN1 SHERMAN 1000 3750
SHERMAN2 SHERMAN 1080 23094
SHERMAN3 SHERMAN 5005 20033
SHERMAN4 SHERMAN 1104 3786
SHERMANbS5 SHERMAN 3312 20793
ORSIRR1 OILGEN 1030 6858
ORSIRR2 OILGEN 886 5970
ORSIRR3 OILGEN 2205 14133

Tabela 12 Matrizes

Conjunto Especificacao

MVMMCD Mecanica dos fluidos

SAYLOR  Modelagem de reservatorio de petréleo
SHERMAN Modelagem de reservatorio de petréleo
OILGEN Simulagao de reservatério de petrdleo

nadores de inversa aproximada e o nimero de entradas nao nulas de cada matriz, isto é,
a densidade relativa de cada precondicionador. Como no ILU(0) ndo ha preenchimento
sua densidade relativa é sempre igual a 1.

A Figura 8 mostra o percentual de casos resolvidos pelos métodos. O ILU(0)
mostrou robustez em resolver os problemas, os métodos FSAI, SPAIS, AINV e NBIF
mostraram robustez semelhante ao ILU(0). Em relacao ao nimero de iteragoes o NBIF
obteve a menor média entre todos os métodos porém a alta densidade do precondicio-
nador é um ponto negativo. E importante comentar que é possivel fazer um controle
de esparsidade dos métodos, porém em nossos experimentos utilizamos os métodos como

foram descritos nos artigos.



Tabela 13 Resultados GMRES

Matriz GMRES ILU(0) FSAI SPAIS SPAIA AINV NBIF

CDDE1 328 25 32 26 25 24 20
CDDE2 171 8 25 32 14 15 11
CDDE3 * 52 58 23 o1 o1 31
CDDEA4 167 8 25 38 15 15 12
CDDE5 * * * * * * *
CDDES6 * 10 26 87 17 16 14
SAYLR1 * 13 * 383 * * 21
SAYLR3 206 * 23 17 * * *
SAYLRA4 * 76 23 * * * *
SHERMAN1 208 18 23 17 * 18 20
SHERMAN?2 * 7 7 4 2 49 9
SHERMAN3 * 172 576 300 266 398 90
SHERMAN4 217 23 24 21 24 26 17
SHERMANDS * 17 21 18 19 24 17
ORSIRR1 * 30 76 43 * 26 19
ORSIRR2 * 28 77 17 42 59 19
ORSIRR3 119 27 74 39 * 30 16

Tabela 14 Densidade Relativa dos Precondicionadores

Matriz FSAT SPAIS SPAIA AINV NBIF

CDDE1 2.7 4.8 5.3 4.9 9.5
CDDE2 2.7 4.8 5.3 4.9 9.5
CDDE3 2.7 4.8 2.3 4.9 9.5
CDDEA4 2.7 4.88 5.3 4.9 9.5
CDDES 2.7 4.8 5.3 4.9 9.5
CDDEG6 2.7 4.8 5.3 4.9 9.5
SAYLR1 2.7 4.5 5.3 4.5 9.1
SAYLR3 2.8 9.5 3.8 3.4 6.2
SAYLR4 3.4 7.8 2.7 4.8 9.7
SHERMAN1 2.8 2.5 3.8 3.4 6.2
SHERMAN2 4.7 7.9 4.4 4.0 7.9
SHERMAN3 3.2 6.7 3.1 3.1 5.6
SHERMAN4 3.0 2.6 3.2 2.6 4.8
SHERMAN5 4.5 8.4 2.0 2.5 4.3
ORSIRR1 3.5 8.4 0.4 4.7 9.2
ORSIRR2 3.5 8.6 2.3 4.6 9.0
ORSIRR3 3.4 7.5 5.6 2.0 9.8
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Percentual de Casos Resolvidos
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Figura 8 Percentual de Casos Resolvidos

Como esperado os resultados do ILU(0) foram melhores que os dos precondici-
onadores de inversa aproximada. Vale lembrar que o potencial da inversa aproximada
nao esta na sua capacidade de resolver o problema com poucas iteracoes mas sim no
paralelismo na construcao e/ou aplicacao do precondicionador. Tal fato encoraja mais
estudos e testes da inversa aproximada principalmente em ambientes altamente paralelos

mas impossibilita o uso a curto prazo dos mesmos em aplicagoes industriais.
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3 O PRECONDICIONADOR CPR

3.1 Descrigao do CPR

O precondicionador CPR [17], do inglés, Constraint Pressure Residual, é um pre-
condicionador de dois estagios amplamente utilizado para resolver sistemas lineares oriun-
dos de modelos totalmente implicitos (FIM). Nao vamos descrever o modelo matemético
aqui mas uma descri¢ao detalhada das equacoes e da discretizacao utilizados podem ser

encontrados em [18].

Suponha que temos que resolver o seguinte sistema linear:
Az =b. (3.1)

A matriz A possui uma estrutura em blocos, onde em cada bloco as linhas estao associadas
as equacoes e as colunas associadas as variaveis. Podemos entao, ordenar a matriz A
variavel a variavel. Distinguindo p por pressao e s por saturagao, uma matriz A pode ser

escrita variavel a variavel como:

App Aps Lp by
Asp Ass Tg bs

Na matriz acima temos duas entidades fisicas distintas, pressoes e saturacgoes. A
submatriz A,, representa a parte do problema relacionada as pressoes, ja a submatriz
A,s representa a parte do problema relacionada as saturacoes. As submatrizes A,seA;,

representam as partes em que existe um acoplamento entre pressoes e saturacoes.

3.1.1 Precondicionadores de dois estagios

Sejam M; e M, dois precondicionadores para a 3.1, cujo aplicaremos suas inversas
(genéricas), M; ' e M, '. Aplicar um precondicionador multiplicativo de dois estdgios

pode ser descrito como:
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1. Precondicionar usando M;: zy = M 1
2. Computar o novo residuo: by = b — Axy;

3. Precondicionar usando M, e depois corrigir a solu¢ao: x = M, b + 2.

Em outras palavras, um precondicionador de dois estagios pode ser escrito como:

My = My*'[I — AMy ') + M (3.2)
3.1.2 O precondicionador CPR

O precondicionador CPR, é um precondicionador multiplicativo de dois estagios

com escolhas especificas para M; e M. No CPR temos

A;pl 0
0 0

71N
M~

Ou seja, no primeiro estagio do CPR resolvemos o problema das pressoes. No segundo

estagio escolhemos um precondicionador M, ' ~ A~

O precondicionador CPR, para uma matriz totalmente implicita A, é um caso

especial de (3.2) dado por
Mgpp =M — AC(WTAC)" "W + C(WTAC)"WT ~ A1 (3.3)

Em (3.3) C(WTAC)'WT e M~" estdo identificados com M;* e My "' em (3.2).

Em (3.3), C' é uma matriz bloco diagonal de ordem (n., - n.) X n., onde ng, € n,
denotam o numero de equacgoes e o nimero de células de A, respectivamente. Conside-

rando a pressao como a primeira varidvel em cada célula, podemos expressar C' como

,onde e, =
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J4 WT é uma matriz bloco diagonal n, x (neg-ne) que pode ser escrita na forma
W =C" . DIAG ! (A), (3.4)

neste contexto DIAG™!(A) representa a matriz formada pela inversa dos blocos diagonais

de A. Tendo essas matrizes, podemos restringir a matriz inicial A a matriz das pressoes
A,y =WTAC. (3.5)

Utilizando a mesma logica da aplicacao de um precondicionador de dois estagios

descritos na secao anterior, a aplicacao do CPR pode ser escrita, passa-a-passo, como:

1. Restrinja o residuo do sistema global ao residuo das pressoes r, = W'r.

2. Resolva o sistema z, = (WTAC)~'r, com algum solver linear e expanda a solugao

do sistema das pressoes para o sistema completo C' -z, (primeiro estégio).

3. Corrija o residuo do sistema completo usando a solucao do primeiro estagio reomigido =

r—A(C - z,).

4. Resolva o sistema completo com o residuo corrigido usando o precondicionador do

segundo estagio M ™'Teomigido = M~ (1 — A(C' - 2)).

5. Combine as solugoes de ambos os estagios

z=M"(r—AC z,)+C-x, (3.6)

Tradicionalmente, as escolhas para a solu¢ao do primeiro e segundo estagio sao Multigrid

Algébrico [19] e fatoragao LU incompleta (ILU) [20], respectivamente.

3.2 Operadores de Desacoplamento

Ao resolvermos o primeiro estagio do CPR, estamos na verdade, encontrando uma

solucao para o problema A,,z, + A,szs = b,. Note entao, que estamos ignorando o fator
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A,sxs nessa solugao aproximada. Para termos uma solu¢ao melhor, é comum multiplicar-

mos a matriz A por uma matriz triangular superior L tal que:

LA:A: PP 0 _ App—DAS;D Aps_DApp
ASp ASS ASP ASS
onde o operador L tem a seguinte forma
1 —-D
L=
0 1

Resolvemos entdo o CPR para a matriz A = LA. Note que resolver o problema para A é

0 mesmo que encontrar uma solucao para o complemento de Schur
A/App = Ags — ASP(APP - DASp)_l(Aps - DApp)- (3.7)

A submatriz D de L é escolhida de tal forma que que a submatriz A~ps seja 0. Em
outras palavras, A,; — DAss = 0. Existem algumas escolhas possiveis, uma que surge de

forma bem intuitiva é utilizar Eliminacao-Gaussiana, assim

Aps
A
0 1

Analogamente, podemos definir construir um operador R, triangular inferior, que ao ser

multiplicado a direita de A (AR), desacopla pressoes e saturagoes.

Construir um operador de desacoplamento tal que A;,S = 0 pode ser custoso, entao

construimos L (e R) que reduza o impacto de A, e cujo custo seja inexpressivo.

Também é importante comentar que um operador de desacoplamento nao é um
precondicionador, isto é, a aplicacao destes operadores nao reduz o nimero de condicio-

namento da da matriz original A.
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3.2.1 Notacao

Para definirmos matematicamente os operadores de desacoplamento, usaremos a
notacao ponto a ponto. Seja n. o nimero de células e n., o nimero de varidveis por célula,
a matriz jacobiana pode ser ordenada em diferentes blocos [A]*/. A notagao varidvel a

variavel apresentada anteriormente pode ser aplicada em cada um desses blocos.

(Al [Ap] [Ap]"™ (A
(AP (A [ASP]Ll [ASS]M T [ASP]L% [ASS]an

A —= =
[A]np’l e [A]np’np [App]np’l [APS]TLP’I e [App]npmp [APS]np’np
[Agp]™" [Ag]™ [Asp] ™7 [Ase] ™™

Por tltimo, cada entrada da matriz pode ser enderegada como [a, ]/ com z e y

definindo a posicao dentro do bloco 14, j:

[App]™? = [a1]"™ [Aps]? = ([ar2)" -+ [a1,0,]™)
[@2,1]i’j [a2,2]i’j [@2,nu]i’j
[ASP]Z'J = [ASS]M =
[a’nuvl]i’j [anu72]i,j [a’nuvnu]i’j

Tendo estabelecido a notacao, vamos descrever os operadores de desacoplamento
propostos em [21]. Esses operadores de pré-processamento que além de desacoplar pressoes
e saturacoes nao afetam a convergéncia do Multigrid, o que é fundamental para a eficiéncia

do CPR.

3.3 Operadores pela Esquerda

Vamos comecar descrevendo o operador pela esquerda L. O operador L tem uma

estrutura bloco diagonal, onde cada bloco diagonal ¢é triangular superior. Podemos entao,
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escrever L da seguinte forma

]!
o
[L]"
O primeiro operador L é definido como
11 1
; 1
(L] =
1

Note que apds a aplicagao de L, a matriz flpp serd a soma todas as equacoes em A.
Consequentemente, a equacao da pressao ¢ préxima da equagao da pressao total usada no
modelo IMPES, e assim este operador é conhecido como quasi-IMPES. E esperado que
este modelo nao apresente nenhuma nova dificuldade ao Multigrid, porém se o método
apresentar dificuldades a matriz precondicionada continuard com os mesmos problemas.

O segundo operador é o sugerido pelos autores em [21] chamado de DRS. O DRS,
do inglés Dynamic Row Sum é um operador de desacoplamento que nao s6 tem como
finalidade desacoplar pressoes de saturagoes mas também auxiliar na convergéncia do
Multigrid.

No DRS cada bloco [L]* ¢ definido como

01 0 5
p 1
1) = |
1
onde
(Si = O, > Z?ﬁl,j;&il[aaz,l”i’j < €dd
1, c.c

com o parametro €45 atendendo a seguinte desigualdade, 0 < ¢4 < 1.



40

A vantagem da aplicacao do DRS é que apenas as partes de A que nao vao apre-
sentar dificuldades significantes ao Multigrid sio consideradas na construgao de A, o
que pode impedir dificuldades na convergéncia do Multigrid. E, em particular, o DRS
previne o aparecimento de elementos diagonais negativos.

Observacoes:

e De acordo com o texto base, o valor para ez que teve os melhores resultados foi

€dd — O, 2.

e Caso §! = 0 a matriz [L]’, e portanto L, seré singular. Isto pode ser corrigido pelo

seguinte procedimento

— Se §% # 0 para algum x > 1, entdao na z-ésima linha a diagonal deve ser movida

para a primeira linha.

— Se ¢° = 0 para todo z, defina 7 = 1, onde x é a linha de A que menos viola a

diagonal dominancia. Caso x # 1, o problema cai no caso anterior.

3.4 Operadores pela Direita

Ao construir a matriz precondicionada A, o desacoplamento algébrico de pressao e
saturacio (i.e. reduzir ||A,||) ndo foi considerado. Para isso, apresentaremos dois opera-
dores a serem aplicados pela direita. Tais operadores garantem que a matriz de pressao
construida pela aplicacao de operadores pela esquerda nao seja afetada pelo desacopla-
mento. Analogamente aos operadores pela esquerda, estes operadores também possuem

estrutura bloco diagonal:

sendo o CPR agora aplicado a matriz A= AR.

O primeiro operador é conhecido como qABF (quasi-ABF) constréi [R]" invertendo

matrizes pequenas V* formada pela parte triangular superior de [A]
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A A . Si T
v [Pt A

(A, Ui
com S' € R, T" € R ¢ U? € R™uXnu,

Entao, [R]* pode ser finalmente definido como

E garantido que apds a aplicagao, nenhum novo bloco nao nulo seréd introduzido,
porém novas entradas podem ser introduzidas nos blocos ja existentes.

O segundo método apresenta um risco menor de aparecimento de novas entradas,
isso se deve ao fato de uma saturacao ser utilizada para eliminar as saturacoes em outras
colunas. Este método, chamado de SCE (Saturation-Column-Eliminating), nao desacopla
perfeitamente pressao e saturacao (nem nos blocos diagonais), contudo é assegurado que
as colunas relacionadas a pressao e a saturacao nao sao misturadas.

Para construir o SCE, primeiro o residual inicial r = b — Axy é computado. Entao
a saturagao z com o menor residuo ¢ escolhida. A construgao de [R]" é novamente baseada

no bloco diagonal [A]*" :

1 0 0
0 1
[R]i _ . 1 .
— ~1,7 ~1,1 ~T,1 ~1,1
0 &2 . _%en | _%enn Gt
az,z al,l az,z &1,1
1,z 1,z 1,z 1,z
1
0 1

Apés a aplicacao do SCE, a pressao na diagonal é desacoplada de todas as sa-

turacoes exceto na z-ésima posicao, porém esta € a com menor residuo.
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3.5 CTPR: uma variante para o CPR

Vamos lembrar que no primeiro estagio do CPR estamos tentando encontrar uma
solucao aproximada para o problemas das pressoes A,,z, + A,z = b,. E que aplicamos

um operador de desacoplamento pela esquerda (ou direita) de tal forma que

N A0
LA=A= bp

Asp A’les

De acordo com [18] podemos fazer a seguinte suposi¢ao:

- ~ 1. (3.8)

Esta suposicao da origem ao modelo quasi-IMPES e serve de base para nossa vari-
ante proposta no CPR. Matematicamente falando, ao aplicarmos o operador quasi-IMPES
na matriz A estamos somando todas as equacoes na primeira equacao e com isso reduzindo
o acoplamento entre pressoes e saturacoes. Como o desacoplamento é importante para a
resolucao do primeiro estagio do CPR, sugerimos uma alteracao na restricao ao primeiro
estdgio, no qual farfamos o desacoplamento ao mesmo tempo que estamos restringindo o

problema.

Para fazer esta alteracao, trocamos o operador W por um operador P, tal que :

vl
vl

vl

comvl=[11...1].

Neste novo operador nao fazemos o scaling com a inversa da diagonal de A, pois
ao fazermos o produto da inversa da diagonal com P estariamos alterando o valor da

inversa do componente pressao, o que nao acontece na versao tradicional. O operador C'
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continuara sendo o mesmo, e ainda serd aplicado pela direita. Como dito anteriormente,
é esperada que a utilizagao da pressao total nao adicione novas dificuldades ao Multigrid,
assim sendo nao interferindo na convergencia do primeiro estagio. Batizamos essa vari-

ante do CPR de CTPR (Constrained Total Pressure Residual).

O CTPR pode ser descrito, de forma andloga ao CPR, da seguinte maneira:

1. Restrinja o residuo do sistema global ao residuo das pressoes r, = PTr.

2. Resolva o sistema z, = (PTAC)™'r, com algum solver linear e expanda a solugao

do sistema das pressoes para o sistema completo C' -z, (primeiro estégio).

3. Corrija o residuo do sistema completo usando a solucao do primeiro estagio reomigido =

r—AC - z,).

4. Resolva o sistema completo com o residuo corrigido usando o precondicionador do

segundo estagio Mﬁlrcorrigido =M(r—AC- Tp))-

5. Combine as solugoes de ambos os estagios

z=M"'r—AC z,))+C-x,. (3.9)

Uma duvida que pode surgir é: O CTPR nao seria igual ao CPR combinado com o modelo
quasi-IMPES?

A resposta é nao. No CTPR, o problema do primeiro estagio, ou seja, o problema das
pressoes € o mesmo que no CPR combinado com o modelo quasi-IMPES, mas o segundo
estdgio (problema global) continua sendo o mesmo, enquanto no CPR com quasi-IMPES

mudamos o sistema original também.

Vale ressaltar, que a restrigdo ao primeiro estagio do CPR é similar ao procedi-
mento de espagos grosseiros, e portanto diversos operadores de restricao poderiam ser
utilizados. Inclusive, um modelo dinamico que calcula quais entradas da pressao serao
somadas poderia ser feito. Este modelo ja seria similar ao DRS, mas dependente de al-

guma heuristica para decidir qual entrada é relevante na resolugao do problema.
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Na préxima secao, apresentaremos resultados de testes feitos com o CPR e o CTPR,

e com ambos combinados com os operadores de desacoplamento descritos.

3.6 Resultados

O cédigo foi implementado em Matlab de acordo com [17]. Os operadores de de-

sacoplamento descritos também foram implementados.

Na Tabela 15 estao os dados das matrizes testadas. O conjunto de matrizes testadas
consiste no modelo SPEO1 e quatro matrizes de problemas reais fornecidas pela Petrobras.

Todas as matrizes possuem estrutura de bloco com tamanho de bloco igual a 4.

Tabela 15 Matrizes Testadas
Matriz SPEO1L A B C D

Bloco Linhas 300 4591 7507 9558 10408
Numero de blocos 7120 116412 193132 234128 240904

Os testes foram realizados em um Notebook i5 com Ubuntu 18.04. Um pacote de
Multigrid [22] foi usado para o primeiro estdgio, no segundo estégio utilizamos GMRES
como solver e ILU(0) como precondicionador. Foram realizados testes com o CPR, o
CTPR e com ambos apos a aplicagao dos operadores de desacoplamento. Para fins com-
parativos realizamos testes utilizando GMRES com ILU(0). Os parametros utilizados
para o GMREs foram restart = 30, tol = 1E-6 e maziter = 500.

A Tabela 16 mostra um comparativo entre o nimero de iteragoes do GMREs com
ILU(0) com o CPR e CTPR para todos os modelos testados. Na tabela também sao
mostrados o residuo e erro relativos. O GMRES com ILU(0) convergiu para todos os
casos, mas apresentou um alto nimero de iteracoes. Ja o CPR obteve convergéncia para
dois dos cinco casos testados. O CTPR se mostrou o melhor dos trés métodos tendo
convergido para todos os casos e em menos iteragoes que o GMRES.

Em nenhum dos casos testados o Multigrid convergiu. Nos casos 3 e 4 o CPR
apresenta o nuimero de iteracoes igual a 1 pois a matriz precondicionada é mal condicio-
nada, assim a reducao do residuo na primeira iteracao é drastica resultando em uma falsa

convergencia.
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Tabela 16 Comparativo ILU x CPR x CTPR
GMRES CPR CTPR

Matriz its relRes err its relRes err its relRes err

SPEO1 17 7,29E-5 9,99E-4 2.26E-5 229E5 5 9.49E-6 4,24E-6
27 9,55E-5  0,0667 1,08E5 1E5 6 822E5 781E5
63 9,69E-5 0,18 2,63E-6 4649 5 3,51E5 14564
85 9,83E-5 0,0018 1,33E-15 0,95 13 7,69E-5 2,66E-4
55 920E-5 0,0012 1,64E-13 0,99 17 4,48E-5 1,61E-4

N @Nevie 2
— o= =g s N

Tabela 17 Resultados CPR com Operadores

Matrizes

Método SPEO1 A B C D
qlMP 2 4 7 1* 1*
DRS 2 4 7 1* 1*
qABF 10%* 25%  51* 97 60
SCE 2 * * ¥k
qIMP + qABF 4 6 2% 1* 1*
DRS + qABF * * * koK
qlMP + SCE 2 4 7 1* 1*
DRS + SCE 2 * * KooK

A Tabela 17 mostra o resultado do CPR com os operadores de pré-processamen-
to. Fizemos testes aplicando somente os operadores a esquerda, somente os operadores a
direita e aplicando a direita e esquerda simultaneamente. Por simplicidade, colocaremos
s6 o numero de iteragoes e quando o niimero de iteracoes significar uma falsa convergencia
adicionares um * ao lado deste ntimero.

Os operadores quasi-IMPES e DRS, quando aplicados sozinhos, nao introduziram
novas dificuldades a resolucao dos problemas, porém nao ofereceram, no que se refere a
solucao do problema, nenhuma vantagem. A combinacao quasi-IMPES com SCE teve o
mesmo resultado descrito. O operador qABF conseguiu obter convergéncia nos casos C
e D, mas nao convergiu para os casos SPE0O1, A e B, os quais convergem apenas com o
CPR. Em geral, os casos de nao convergencia foram causados por singularidades no ILU.
Essas singularidades podem ser explicadas pelo fato de estarmos utilizando o ILU nativo

do Matlab e nao uma versao em blocos do ILU que seria mais apropriada.

A Tabela 18 mostra os resultados do CTPR combinado com os operadores de
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Tabela 18 Resultados CTPR com Operadores

Matrizes

Método SPEO1 A B C D
qIMP 5 6 5 13 17
DRS 5 6 5 13 17
qgABF 4 6 4 14 17
SCE 5 Koox O
qIMP + qABF 4 6 4* 13 17
DRS + qABF * koK kX
qIMP + SCE 4 5 5% 13 17
DRS + SCE 5 koox koK

desacoplamento. O modelo tabela é o mesmo apresentado Tabela 17.

Quando combinado com os operadores de pré-processamento, o CTPR apresen-
tou resultados melhores que o CPR. Apenas as combinacoes DRS + qABF e DRS +
SCE apresentaram resultados similares. Porém os resultados sao similares a aplicagao do
CTPR. Além disso, uma vez que o CTPR desacopla pressoes e saturacoes no primeiro
estdgio entendemos que o CTPR nao precisaria ser combinado com operadores de desa-

coplamento.



47

CONCLUSAO

Neste trabalho apresentamos a linha do tempo da nossa pesquisa de doutorado,
comecando pela implementacao de diversos ntucleos de algebra linear e posteriormente
aprofundando os estudos em precondicionadores. Revisitamos os precondicionadores de

inversa aproximada e uma andlise dos mesmos optamos por investir no CPR.

No primeiro capitulo, apresentamos o trabalho feito no estagio na Intel. Este
estdgio foi focado na implementagao de cédigos otimizados de alguns nicleos de algebra
linear computacional, a saber, o produto matriz vetor e o método de Gram-Schmidt. Por
mais que nada novo tenha sido apresentado neste estagio, a pesquisa e desenvolvimento
ainda esta relacionada com o tema da nossa tese e consideramos que os resultados obtidos

foram satisfatorios.

Ja no segundo capitulo, revisitamos os precondicionadores baseados na inversa
aproximada, estudados anteriormente no mestrado. A ideia, era fazer uma avaliacao pro-
funda de desempenho destes precondicionadores quando comparados com o tradicional
ILU. Em geral, o ILU mostrou se mais eficiente que os precondicionadores de inversa apro-
ximada. Dentre os precondicionadores de inversa aproximada, o AINV teve os melhores

resultados mas ainda é um precondicionador com construgao sequencial.

No terceiro capitulo, estudamos o CPR, um precondicionador de dois niveis muito
utilizado em problemas da industria petrolifera. O estudo do CPR foi de crucial im-
portancia para nosso trabalho pois o mesmo foi feito em parceria com a Petrobras.
Também, estudamos e apresentamos alguns operadores de desacoplamento que tem como
intuito reduzir o acoplamento entre as diferentes grandezas fisicas presentes na matriz, a
saber, pressao e saturagoes. Esses operadores tem como desvantagem introduzir dificul-
dades aos estagios do CPR, principalmente o primeiro estagio resolvido com o Multigrid.
Originalmente, pretendiamos propor um operador que além de desacoplar pressoes e sa-
turagoes nao fosse prejudicial ao Multigrid, mas as ideias que surgiram nao se mostraram
eficientes. No entanto, o entendimento da necessidade dos operadores de desacoplamento

somados ao estudo de um operador especifico, conhecido como modelo quasi-IMPES, nos
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inspirou para propor uma variacao do CPR, o CTPR, que resolve o primeiro estégio para
o espago das pressoes totais, fazendo nesse estagio um desacoplamento de pressoes e sa-

turacoes.

Resultados foram apresentados para um conjunto de matrizes e o CTPR se mostrou
superior ao CPR e ao ILU. Vale ressaltar, que o ambiente de testes nao foi o melhor,
porém todos os métodos testados estavam em igualdade de condicoes. Na continuidade
da pesquisa, pretendemos migrar os cédigos para um ambiente computacional adequado,
provavelmente PETSc, e efetuar testes com matrizes mais significativas. Além disso, no
PETSc teremos um cédigo nativo para Multigrid e uma versao em bloco do ILU, que

consideramos serem cruciais para a eficiéncia do método.
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