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RESUMO

MAGALHAES, Alane Miguelis Falcdo. Solucdo analitica de problemas de conducio de
calor em solidos rigidos em repouso com condutividade térmica dependente da
temperatura. 2020. 31 f. Dissertacao (Mestrado em Engenharia Mecanica) — Faculdade
de Engenharia, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2020.

Este trabalho apresenta a solucao do problema de transferéncia de calor em estado
estacionario em uma placa retangular com uma fonte de calor interna em um contexto
em que a condutividade térmica depende da temperatura local. Essa generalizacao de um
dos problemas mais classicos de transferéncia de calor é realizada com a ajuda da trans-
formada de Kirchhoff e emprega apenas ferramentas conhecidas, como a superposicao de
solucoes e a série de Fourier. Os resultados obtidos ilustram como os procedimentos usuais
podem ser estendidos para resolver problemas fisicos mais realistas (uma vez que a condu-
tividade térmica de qualquer material depende da temperatura). Também é apresentada
uma formula geral para calcular a transformada de Kirchhoff e sua inversa. Este trabalho
tem uma forte contribuicao didatica, pois essas solugoes analiticas nao sao encontradas
em nenhum livro cldssico de transferéncia de calor. Além disso, a ideia principal pode ser
usada em muitos problemas semelhantes.

Palavras-chave: transferéncia de calor nao-linear; solucao exata; transformada de

Kirchhoft;



ABSTRACT

MAGALHAES, Alane Miguelis Falcao. Analytical solution of heat transfer problems in
rigid solids at rest with temperature-dependent thermal conductivity. 2020. 31 f.
Dissertacao (Mestrado em Engenharia Mecanica) — Faculdade de Engenharia,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2020.

This work presents the solution of the steady-state heat transfer problem in a rect-
angular plate with an internal heat source in a context in which the thermal conductivity
depends on the local temperature. This generalization of one of the most classical heat
transfer problems is carried out with the AID of the Kirchhoff transformation and em-
ploys only well known tools, as the superposition of solutions and the Fourier series. The
obtained results illustrate how the usual procedures may be extended for solving more
realistic physical problems (since the thermal conductivity of any material is temperature-
dependent). A general formula for evaluating the Kirchhoff transformation as well as its
inverse is presented too. This work has a strong didactical contribution since such ana-
lytical solutions are not found in any classical heat transfer book. In addition, the main
idea can be used in a lot of similar problems.

Keywords: nonlinear heat transfer; exact solution; Kirchhoff transformation;
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INTRODUCAO

A literatura basica de transmissao de calor, usada em cursos de graduagao, trata a
condutividade térmica como uma propriedade constante, facilitando assim enormemente
a simulacao de problemas de conducao de calor em regime permanente, em particular
quando s@o consideradas condigoes de contorno de Dirichlet e/ou de Neumann.

No entanto, nenhum material real apresenta condutividade térmica constante. De
fato, todos os materiais apresentam uma dependéncia entre a condutividade térmica e
a temperatura. Infelizmente, tal dependéncia da origem a problemas matematicos ine-
rentemente nao lineares que, por sua complexidade, sao deixados de lado pela literatura
classica. Nesses casos ¢ comum considerar a condutividade térmica do material como
uma constante, com o objetivo de simplificar a representacao matematica e fornecer si-
mulacoes numéricas simples. Contudo, tal suposicao pode gerar resultados imprecisos,
especialmente quando ha grandes fluxos de calor.

Neste trabalho sera apresentado um procedimento analitico exato para a construcao
da solucao de problemas de condugao de calor em regime permanente, em geometria plana,
similar aqueles discutidos na literatura basica, mas com uma diferenca significativa: serd
levada em conta a dependéncia da condutividade térmica com a temperatura. Em outras
palavras, serao apresentadas solugoes exatas para uma grande classe de problemas nao
lineares de transmissao de calor.

Além disso, a ferramenta a ser apresentada aqui serd accessivel a estudantes de en-
genharia, de matematica, de fisica e de quimica, mesmo aqueles que estao na graduacao.
A ponte entre a abordagem usual e a abordagem dos problemas nao lineares serd cons-
truida a partir da introducao da Transformada de Kirchhoff e do uso de uma variavel

auxiliar biunivocamente associada a temperatura.
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1 A CONDUCAO DE CALOR NUM SOLIDO RIGIDO EM REPOUSO

A Primeira Lei da Termodinamica, ou simplesmente a equacao da energia, é base-
ada no seguinte axioma:

A taxa de variagao (no tempo) da quantidade de energia de um corpo (cinética
+ interna) é igual a taxa de realizagdo de trabalho mecanico sobre este corpo (poténcia
mecanica das forgas atuando sobre o corpo) mais a taxa de energia transmitida na forma
de calor (calor transmitido por unidade de tempo pela fronteira + geragao interna de
calor).

O principio acima é representado matematicamente por

% p{u—l—%v-v}dv—/(Tn)~vdS+/pg~vdV+/—q~ndS+/cjdV (1)

Q4 o Q4 o Q4

onde:

[ (Tn) - vdS — Poténcia mecanica das forcas de superficie (contato).
0%

| pg-vdV — Poténcia mecanica das forgas de corpo.
Q

| —q-ndS — Fluxo de calor entrando através da fronteira do corpo.
o

[ ¢dV — Taxa de geracao interna de calor (energia).
Q¢

A quantidade q representa o vetor fluxo de calor (por unidade de tempo e area)
enquanto que a quantidade ¢ representa a taxa de geragao de calor (por unidade de tempo
e volume). Por exemplo, quando uma corrente elétrica flui através de um condutor, ¢ é
positivo e, na média, igual ao produto da diferenca de potencial pela corrente dividido
pelo respectivo volume de material condutor.

O sinal “-” na penultima integral da equacao acima aparece para que esta integral
represente o fluxo que entra e nao o que sai ...

Podemos reescrever a equacao da energia, com o auxilio do Teorema do transporte,

na seguinte forma

Q/{D% [p(“JF%V'V)} +p<U+%v-v) divv}dV:

t

_/(Tn)-vdS+/pg-vdV—|—/—q~ndS+/QdV (2)

8Qt Qt aﬂt Qt
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Uma vez que

_Dp —i—l + D +1 + —i—l di
=D |Pletsyv P \utgvev utgv-vlpdivy

— (224 pai ;o 1 o2 (us
= | pp Trdivy utgvev P \ut vV

e que (equagao da continuidade)

D
D—'Z—i—pdivV:O

ficamos com

D 1 )
/{pﬁ <u+§V-v)}dV:/(Tn)~vdS+/pg-vdV+/—q'ndS+/qu (3)
Qs o Q: Eol Q

A simetria do tensor tensao e o teorema da divergéncia nos permitem escrever que

/(Tn)-vdS—/q-ndS:/(Tv)-ndS—/q-ndS:/div (Tv) dV—/diquV

o % % o of o8
Assim, a equacao da energia fica
D 1 , . :
/{pﬁ (u+§v-v>}d\/:/dzv (Tv) dV—l—/pg-vdV—/dwqu—l—/qu
t Q Q Q¢ Q

Como a regiao Qt (configuragao atual do corpo) é arbitraria, podemos concluir que (forma

local da equagao da energia para um corpo continuo)

D 1
pE<u+§v-v):div (Tv)+pg-v—divg+4q (4)

Uma vez que

div (Tv) = (divTv) -n+T:gradv
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podemos escrever o seguinte

D D
pjzthrpf‘t’.V:(dwT).v+T~gmdv+pg-V—divq+d (5)

Da equagao da quantidade de movimento linear sabemos que

Dv
— =div T+
Pt rg
Assim (equagao da energia, levando em conta que a equagao da quantidade de movimento

é satisfeita)
Du

"Dt

A simetria do tensor tensao e a definicao de derivada material nos permitem rees-

=T gradv —divq+ g (6)

crever a equacao local da energia como

0
p<8—1;+g7’adu~v) =—divqgq+T -D+gq

onde D é a parte simétrica do gradiente de velocidades.
Podemos também escrever a equacao da energia para uma regiao fixa R no espago

com o auxilio do Teorema do transporte. Assim procedendo, ficamos com

d p[u%—u}deL/p[ujL%}(v-n)dS:

dt 2
R OR
:/pg-vdV+/(Tn)-VdS+/q'dV—/q-ndS (7)
R OR R OR

que é a forma global da equagao da energia para um volume de controle fixo (regiao R
fixa no espago).

A equacgao da energia, na sua forma local, é dada por

0
p<8—?+gmdu'v) =—divq+T-D+g
Para um corpo rigido (gradiente de velocidades antissimétrico) em repouso (velocidade

nula) temos que

du
P ot

Por ser um corpo rigido, o calor especifico a volume constante sé depende da

= —divq+ ¢

temperatura. Denotando este calor especifico por ¢, ficamos com

orT
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onde T representa o campo de temperaturas. Vamos considerar agora o conceito de fluxo
de calor, que estard presente em um determinado corpo sempre que houver um gradiente
de temperatura. A equacao abaixo, que relaciona o fluxo de calor com o gradiente de

temperatura é conhecida como lei de Fourier da condugao de calor
q=—kgradT (8)

onde k denota a “condutividade térmica”, uma propriedade que todo material possui e
que pode ser interpretada como a facilidade de determinado corpo tem de conduzir calor.
Ela é uma quantidade positiva, apesar do sinal negativo que a precede, o qual convenciona
que o fluxo de calor sempre fluird no sentido da diminuicao da temperatura. Temos entao

a equacao geral da conducao de calor num sélido rigido, isotrépico e em repouso dada por

pc%—f =div (kgradT) + ¢ (9)

A equacao diferencial acima requer condic¢oes iniciais e condig¢oes de contorno. No
caso de conducao de calor em regime permanente, requer apenas condigoes de contorno
No sistema cartesiano retangular, a equacao da conducao de calor em regime per-

manente é dada por

0 oT 0 oT 0 oT .
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2 A TRANSFORMADA DE KIRCHHOFF

Suponhamos que k (condutividade térmica) dependa da temperatura absoluta de
tal maneira que exista uma constante positiva 0 tal que (isso é verdade para qualquer
material)

00>k = l%(T) >0 > 0, para qualquer 7" > 0

Nesse caso, o problema de conducao de calor torna-se uma equacao diferencial par-
cial nao-linear, pois a condutividade térmica é expressa como uma funcao da temperatura.
A transformada de Kirchhoff é um procedimento que reescreve o problema original em
termos de uma nova variavel, e isso evita a necessidade de trabalhar com uma equacao
nao-linear.

Consequentemente, a transformada de Kirchhoff de T pode ser definida como

w=KIT) = [ k)¢ (11)

ou qualquer multiplo positivo desta expressao.
Uma vez que co > k > 9 > 0, temos garantida a existéncia da inversa da transfor-

mada de Kirchhoff para qualquer w . Em outras palavras, podemos sempre escrever que

T = K '[w], para qualquer w € (—00, o) (12)

Levando em conta a definicao da transformada de Kirchhhoff, podemos escrever que
gradw = k gradT

E reescrever a equagao diferencial governante como
div (gradw) + ¢ =10

0 que, no sistema cartesiano retangular de coordenadas gera a seguinte equagao

Pw  Pw  w

0x? * 0y? + 072

+§=0 (13)
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3 UMA SOLUCAO EXATA - CASO PLANO BIDIMENSIONAL

Vamos considerar agora o seguinte problema de valor de contorno (equagao de

Laplace com condigoes de Dirichlet homogéneas, exceto para y = H )

*e  9*d
—— 4+ —— ] =0, na regiao caracterizadapor 0 <x < L, 0 <y < H
ox?  0Oy?

=0, prar=0,0<y< H

=0, prar=L,0<y< H

=0, pral<axr< L,y=0

O =p(z), pral <z < Ly=H

Este problema admite solucao exata por separacao de varidaveis. Em outras pala-

vras, a solucao do problema pode ser representada por

¢ =d(z,y) =) Xu(2)Yaly) (14)

n=0

Substituindo na equacao original, ficamos com
XY, + XY =0

ou ainda,
Xl/ Y//
n o __

—— = constante para cadan

Xn Y,

Vamos entao definir as constantes reais -, de tal forma que

X//

X, "

n

Assim sendo, teremos que
X — X, =0

ou seja,
X, = A, cos/—Yp T+ Bpsiny/—y, x, se vy, <0

X, = A, cosh/—v, x + B, sinh\/—y, z, se vy, >0

X,=Ax+ B,, se v, =0
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Como

d=0parax=0, O<y< H

d=0parar=L, O<y<H

precisamos que X, = 0 para x = 0 e x = L. Assim, a tnica possibilidade nao trivial é

vn < 0. Neste caso ficamos com

X, = A, cos\/—v, &+ B,siny/—y,x, se v, <0 (15)

sendo /=7, = nw/L e A, = 0 de forma a atender a condigao de contorno. Vamos denotar
a quantidade —, por \2.

Em outras palavras,
X, = Bpsin (A\,z) = B, sin (nzx)

Assim sendo, temos que

Y//

v ~\2 =V, = C, cosh (\y) + D, sinh (\,9)

Como

d=0para O<y<L, y=0

é preciso que
C,, cosh (A\,,0) + D,, sinh (A,0) =0

o que impoe C,, = 0. Logo,
Y,, = D, sinh (\,y) = D,, sinh (%)
A solucao fica entao com a forma
b (x y) = ;Bn sin (?) D,, sinh (%) = ;En sin (?) sinh (n_zy) (16)

ou ainda (visto que n = 0 d& origem a um termo nulo)

Z B, sin < > D,, sinh ( ) Z B, sin ( ) sinh <n_zy) (17)

Falta agora calcular os coeficientes B,,. Para isso vamos levar em conta a condig¢ao

em y = H e uma expansao em Séries de Fourier em 1/2 periodo (fungao impar). Uma



vez que
& =p(zr) pora0<z <L, y=H

teremos

B(z) = i?n sin (?) sinh <#)

Uma vez que

L 0
i (72 (75 -

/ 11 I 111 I £

0 2

podemos concluir que

ou seja,

19
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4 SUPERPOSICAO DE SOLUCOES - CASO PLANO BIDIMENSIONAL

Vamos considerar agora o seguinte problema de valor de contorno (equagao de

Laplace com condigoes de Dirichlet ndo homogéneas)

(82<I> 0?®

92 + W) = 0, na regiao caracterizadapor0 <x < L, O0<y<H
z Y

d=75(y), paraz=0, 0<y<H
D = py
¢=p
b —

(

(y), poraz=L, O0<y<H
3(z), prra0<z <L, y=0
(x)

By(x), paral<az< L, y=H
A solucao do problema acima pode ser representada por
O = b(x,y) = Bi(2,y) + Do, y) + s(x,y) + Du(x,y) (19)

Onde as funcgoes <‘AD1, @)2, P e d, sdo obtidas a partir da solucao dos problemas abaixo.

Comecando por g4, teremos

0P, . 0?d,
0x? 0y?
&y =0, paraz=0, O<y<H

) = 0, na regiao caracterizadapor0 <x < L, O0<y< H

by, =0, paraz=L, O0<y<H
=0, paral<ax <L, y=0
Gy =py(x), prald<z< L, y=H

Este problema admite a seguinte solugao (exatamente o problema anteriormente resolvido)

b, = <i>4(:L’, y) = ign sin (?) sinh <n_zy) (20)
n=1
onde 5
%f@l (x) sin (?) dx
_n = - (21)
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Agora, vamos representar ®3, solucao do problema abaixo

D, . 02D
0x? 0y?
O3 =0, paraz=0, O<y<H

) = 0, na regiao caracterizadapor0 <z < L, 0<y<H

O3 =0, paraz=L, O0<y<H
$3 =3 (x), parad <z <L, y=0
O3 =0, paral<az< L, y=H

Este problema é analogo ao anterior, diferindo apenas por uma mudanga de variavel.

Definindo a variavel u = H — y, ficamos com o seguinte problema

0D n 0*®4
0x? ou?
P33 =0, paraxz=0, O<u<H

> = 0, na regiao caracterizada por 0 <z < L, O0<u<H

b3 =0, paraz=L, O0<u<H
O3 =p3(x), prad<x < L, u=H
P33 =0, parad<z <L, u=0

que é analogo aquele que foi resolvido acima. Temos entao que este problema admite a

seguinte solucao
>\ nmx nmu
3 nE:1 sin { —— ) sin 7 (22)

onde

L
B %Ofﬁg (x) sin (?) dx

B, = 23
b nmH (23)

sinh | ——

L

ou ainda, voltando a varidvel original,
- S\ . /nTTy nr(H —y)

O3 = O5(x,y) = B, <—> h|{——= 24
= y(e9) = 3 Bosin (") s (") (21)

Agora, vamos representar ®,, solucao do problema abaixo

8x2+8y2
$y =0, parar=0, O<y<H

0P O0?d
< 2 2> = 0, na regiao caracterizada porO0 <z < L, O0<y<H

q)2:ﬂ2(y)7parax:[/v 0<y<H
Py =0, para0<z <L, y=0
Oy =0, paral<z< L, y=H
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Este problema é andlogo aquele cuja solucao é ®4. Assim sendo, admite a seguinte solucao

s B . nwyy nmx
Dy = Oy(x,y) = ; B,, sin ( Vi ) sinh <_H ) (25)
onde "
2 nmy

@ ()

B, = (26)
h nmlL
o (0

Por fim, vamos obter ®;. Da mesma forma que obtivemos ®5 em funcao de &4, podemos

obter ®; em funcao de ®3. Assim sendo,

0?®, n 0?d,
0x? 0y?
@1:61(y),parax20, O<y<H

) = 0, na regiao caracterizadapor 0 <x < L, O<u<H

P =0, parax=L, O0<y<H
¢, =0, paral<z <L, y=0
P, =0, parad<z< L, y=H

admite a seguinte solucao
. . _ 7 . nm(L —x
O, = Oy (z,y) = Z B, sin (%) sinh (%) (27)

onde
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5 PROBLEMAS COM GERACAO INTERNA - CASO PLANO
BIDIMENSIONAL

Vamos considerar agora o seguinte problema de valor de contorno (equagao de

Poisson com condigoes de Dirichlet ndo homogéneas)

0PU 9?0 . :
— + —— | + f(z,y) =0, na regiao caracterizadapor 0 <z < L, 0<y<H
ox?  0y?

UV=mvy(y), parax=0, O0<y<H

)

UV=n9(y), pprac=L, 0<y<H
), prra0<z <L, y=0
)

U=, prald<az<L, y=H
A solucao do problema acima pode ser representada por
U = d(z,y) + O(z,y) (29)

onde ©(z,y) é qualquer funcao que satisfaga a equacao abaixo

0*0 9?0
(W—i_a_yg) + flz,y) =0

Por exemplo, se f(x,y) for uma constante C', poderiamos escolher

A C
O =0(z,y) = —— (2" + ")

4
Desta forma, a funcao ® = ci>(x, y) seré solucao de
02?d 9%
— 4+ — | =0, na regiao caracterizadapor 0 <xr < L, O0<y< H
2 Y2
d = (y)—O(0,y), paracz =0, 0<y<H

D=3 (x —@m,O), para0 <z <L, y=0
o) r,H), para0<x <L, y=H

~

Se definirmos (; como sendo 7; — ©(0, y), teremos o problema anteriormente resol-



vido. Em outras palavras, teremos

*®  9?d . .
—— 4+ —— | =0, na regiao caracterizadapor 0 <x < L, O0<y<H
ox?  0y?
d=7p(y), paraz=0, 0<y<H
d=70(y), poraz=L, 0<y<H
O =p3(x), prald <z <L, y=0
(z)

b =p04(x), pra0<x <L, y=H

24
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6 TRANSMISSAO DE CALOR EM REGIME PERMANENTE EM
SOLIDOS COM CONDUTIVIDADE TERMICA DEPENDENTE DA
TEMPERATURA

Vamos levar em consideracao agora que a condutividade térmica seja uma funcao
da temperatura (como é fato para qualquer material). Neste caso, o problema de condugao

de calor em regime permanente é governado por

0 or 0 or 0 oT

S Pl IOV (N Ml U () Pl =

(9x< 3x>+8y< 8y>+8z( 3z)+q 0 (30)
onde k = k(T)

Aqui torna-se conveniente o uso da transformada de Kirchhoff, ja definida como

w=Ki7) = [ k) de (31)

0 que permite reescrever a equagao original na forma abaixo

Pw  Pw  Pw

. 5
8x2+8y2+8z2+q 0 (32)

Por exemplo, o problema bidimensional em geometria plana caracterizado por

0 oT 0 oT
— <k; —) (k; —) + ¢ = 0, na regiao caracterizada por 0 <x < L, O0<y<H

ox ox ay oy
T=MA(y), paraz=0, 0<y<H
T=A(y), paorac=L, 0<y<H

)
As(z), prra0<az <L, y=0
T=A(z), pral0<az <L, y=H
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serd, com o auxilio da transformada de Kirchhoff, escrito como

0? 0w
a—i + W + f(z,y) = 0, na regido caracterizadapor 0 <z < L, 0<y<H

A1(y)

w:t/é@ﬂfzmw%pmaxZQ 0<y<H

Az(y)

B(€)dg =5 (y), paraz =L, 0<y<H

€
Il

:/ ) dé =3 (x), parad<zxz <L, y=0
0

(§)d§=74(x), para0 <z <L, y=H

&
l
o\

(33)

Este problema ja foi tratado anteriormente neste trabalho. Desta forma, sua solucao é

conhecida e pode ser representada na forma abaixo
w=b(z,9) + Oz, 1) (34)

onde O(z,y) é qualquer fungao que satisfaca a equagao abaixo

0’0 9%
(axg 82)+f(:vy)—0
e onde
2P 0*°9
<?+8_y2)20 na regiao caracterizada por 0 <z < L, O0<y<H
d = (y)—O(0,y), parac =0, 0<y<H
®=7(y)—O(L,y), paraz =L, 0<y<H
® =3 (z) —O(x,0), pra0 <z < L, y=0
d=ry(x)—O(x,H), pra0 <z < L, y=H
Sendo

A1(y)
%@F:/%@Mf (35)



27

Aa(y)
w@:/M&k (36)
s (2) = / h(e) de (37)

Ay(z)
(2) = / h(€) de (38)

Uma vez conhecidas as condigoes de contorno, a funcao ¢ esta totalmente de-
terminada. A questao agora é obter a temperatura como funcao da posi¢ao. Para isso
precisamos inverter a transformada de Kirchhoff.

Uma das opgoes mais seguras e precisas consiste em representar a condutividade

térmica como funcao da temperatura a partir de uma fungao constante por partes.
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7 CONDUTIVIDADE TERMICA CONSTANTE POR PARTES

A relacao entre a condutividade térmica e a temperatura é estabelecida a partir de
dados experimentais discretos. Portanto, é sempre razoavel considerar a condutividade
térmica como uma funcao constante por partes da temperatura, tomando cada intervalo
como sua temperatura absoluta.

Em outras palavras, podemos escrever

]{31 para TSTl
k=k(T)={ k paraT,>T>T,,, i=23,4 - 6 N—1 (39)
ky para T > Ty 4

onde ki, ko, -+, ky e Ty, Ts, - -+, ky_1 sao constantes positivas.

A figura abaixo ilustra um caso com N = 4, onde considera que

ki para T <Tj
ke paraly, > T > T,
ks paraly >T > T,
ky paraT >Tj

Figura 1 - Valores de k para cada intervalo de

temperatura absoluta, com N =4

ky frmmmmmmm e

]{,’2 ———————— —

k p————

Y

T 15 T3 T
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Nesses casos, a transformada de Kirchhoff é dada por

( kT ,se T <Ty
k‘Q(T — Tl) + lel , se T <T>1T;
T
~ kg(T_T2)+k2(T2_T1>+k1T1 , Se T3 <T >1T5
o= KIT] = [ k€)de - | .
] : :
kN(T — TN_1> + kZN_l(TN_l — TN_Q) +--- , se T > TN_1
L et hy(Ty = Th) + kT

Efetuando alguns céalculos, ficamos com

W= % ((k:1 + k)T + g(k +ki)(IT = Tia| - Tz‘—l))

ondeTN>TN_1>--->T120.

Definindo as constantes nao negativas wy, wo, -+, Wy_1 COMO
i
wi:ij<1}—T‘j_1), ]_SZSN—]_, com T():O
7j=1

temos que a inversa da transformada de Kirchhoff (que é tnica) pode ser representada

explicitamente por

7=k = ((ki+%) “i (545 ) Qo= —wH)) (10)

A relacao acima vale para qualquer aproximacao constante por partes e, portanto,

¢ completamente geral e pode ser empregada para qualquer material isotrépico. E de
notar que a equacao acima vale para qualquer —oo < w < co. Além disso, a aproximagcao
constante por partes nao apresenta nenhuma limitacao matematica, mesmo para valores
negativos de 7. Em outras palavras, a aproximacao constante por partes assegura a
existéncia e a unicidade da transformada de Kirchhoff, bem como a existéncia e a unicidade
de sua inversa para qualquer —oco < T < 00 e —o0 < w < co. Além disso, as equagoes
acima apresentadas sao formulas explicitas em formato fechado, que sao vélidas para

qualquer escolha de N. Portanto, nao ha limitacao para precisao.
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CONCLUSAO

Problemas de transferéncia de calor por conducao em regime permanente sao des-
critos em qualquer livro classico sobre o tema. No entanto, as solugoes apresentadas
tratam a condutividade térmica como uma constante com a finalidade de simplificar os
calculos matematicos.

Este trabalho mostrou que é possivel construir uma solugao exata para problemas
nos quais a condutividade térmica depende da temperatura local, tornando nao-linear a
equacao que governa esse fenomeno. A ferramenta utilizada para tratar a questao da nao-
linearidade é a transformada de Kirchhoff, que reescreve o problema original em termos
de uma equacao linear.

O suporte matematico apresentado possibilitou representar a condutividade térmica
como uma funcao constante por partes da temperatura, bem como férmulas exatas para
a transformada de Kirchhoff e sua inversa, de forma simples e completa, sem limite de
precisao.

Este trabalho possui uma forte contribuicao didatica, pois solugoes analiticas nao
sao encontradas nos livros sobre transferéncia de calor. Além disso, a idéia principal pode

ser usada em muitos problemas semelhantes.
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