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RESUMO

SILVANO, N.O. Buracos Negros na Teoria de Horndeski. 2020. 79 f. Dissertacao
(Mestrado em Fisica) — Instituto de Fisica Armando Dias Tavares, Universidade do
Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2020.

Nesta dissertagao temos como objetivo estudar buracos negros na teoria de Horn-
deski. Impondo simetria esférica, obtemos uma soluc¢ao estatica e assintoticamente plana
para as equagoes de Einstein onde o termo de matéria é devido a um campo de Horndeski.
A estensdao maximal é construida em dois dominios particulares do espaco paramétrico.
Com o intuito de delimitar o dominio fisico para os paramétos da teoria, inferimos as
corregoes para os teste da RG em escala do sistema solar - em especifico para o avango
do perihélio planetario e para deflexdo da luz. Por tdltimo determinamos a corre¢ao para
a entropia e para temperatura Hawking nos mesmos dominios de parametros da estensao
maximal.

Palavras-chave: Teoria de Horndeski. Teorema no hair. Buracos Negros.



ABSTRACT

SILVANO, N.O. Black Holes in Horndeski Theory. 2020. 79 f. Dissertagdo (Mestrado
em Fisica) — Instituto de Fisica Armando Dias Tavares, Universidade do Estado do Rio
de Janeiro, Rio de Janeiro, 2020.

In this dissertation we aim to study black holes in Horndeski39;s theory. By im-
posing spherical symmetry, we obtain a static and asymptotically flat solution for Eins-
tein39;s equations where the term of matter is due to a Horndeski field. The maximal
extension is constructed in two particular domains of parametric space. In order to de-
limit the physical domain for the parameters of the theory, we infer corrections for the
RG tests in scale of the solar system - specifically for the planetary perihelion advance
and for light deflection. Finally, we determine the correction for entropy and for Hawking
temperature in the same parameter domains of the maximal extension.

Keywords: Horndeski Theory. No-hair theorem. Black Hole.
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INTRODUCAO

A Teoria da Relatividade Geral até hoje provou-se a melhor teoria disponivel para
descrever a gravitagdo como a conhecemos. Desde seu teste em Sobral (DYSON; ED-
DINGTON; DAVIDSON, 1920), quando comprovou através das chapas fotograficas que
a luz era defletida por um campo gravitacional forte, a TRG ¢ fundamental para o estudo
da cosmologia e ainda hoje fomenta novas descobertas. Algumas das descobertas mais re-
centes sendo a comprovagao da existéncia de ondas gravitacionais (ABBOTT et al., 2016),
assim como da sombra de um buraco negro supermassivo na galaxia M87 (AKIYAMA et
al., 2019).

Ainda assim, teorias alternativas de gravitacao sao investigadas e isto é importante
por dois motivos. Primeiro, identificar todas as modificacbes que levem a patologias
tedricas ou observacionais imcompativeis é uma abordagem relevante para compreender
melhor porque a TRG ¢é bem sucedida. Segundo, a TRG sofre com limitagdes e questoes
nao resolvidas: em escalas cosmoldgicas, nao fornece uma explicacao satisfatoria para o
problema da expansao acelerada do Universo, enquanto que em regimes de altas energias
nao possui uma descrigdo quantica unificada a outras interagoes fundamentais (ZEE,
2010).

Entretanto, o maior problema atual da TRG reside no fato de nao ser capaz de
explicar a expansao acelerada do Universo sem a presenga de uma componente exdtica
de energia. FEsta componente denominada energia escura, de natureza completamente
desconhecida (CARROLL, 2001) é introduzida nas equagoes de movimento por meio da
constante cosmoldgica (A). O uso da constante cosmoldgica traz consigo um problema
na analise de seu valor. Ao compararmos seu valor inferido pela energia de vacuo pela
TQC e pelo valor observado utilizando a TRG verificamos que existe uma discrepancia
de 120 ordens de grandeza (UNRUH, 2017). Tendo em vista o problema da falta de uma
explicacdo para a expansao acelerada, podemos pensar em modificar a gravidade para
além da TRG. Logo, de maneira inicial uma dificuldade para qualquer modificacao em
escalas cosmoldgicas é que a teoria precisa nao so explicar a expansao acelerada tardia do
Universo como também precisa recair na TRG em escalas locais.

A questao que permanece é como formular uma teoria modificada. De forma
simplificada, temos ao menos quatro maneiras de realizar uma formulacao lagrangiana
que se proponha estender a RG onde simetrias fundamentais, como a simetria de Lorentz,
nao sejam quebradas. Primeiro: podemos preservar o tensor métrico (g) da RG e descrever
a gravidade em dimensoes superiores a 4. Para esta descricao podemos utilizar a Teoria
de Lovelock. A teoria de Lovelock (LOVELOCK, 1971) é a mais relevante e geral para
dimensoes superiores e que em 4-D coincide com a TRG. Podemos ver a aplicagdo da
Teoria de Lovelock nas teorias gravitacionais de Gauss-Bonnet (MODAK; BOSE, 2012).
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O termo de Gauss-Bonnet é um termo puramente geométrico cuja contribuicdo para as
equagoes de movimento em 4-D s6 pode ser notada quando acoplado a uma funcao escalar.

Segundo: podemos preservar a métrica e o espago-tempo em 4-D. Inevitavelmente
precisaremos supor a existéncia de novos campos para aumentar os graus de liberdade da
teoria. Assim de forma simples temos as chamadas "scalar-tensor theories'(AMENDOLA;
TSUJIKAWA, 2010) e sua forma mais geral é a teoria de Horndeski que iremos comentar
com mais detalhes no capitulo 2.

Terceiro: podemos supor uma particula mediadora de spin inteiro para a gravi-
dade (grdviton) (WEINBERG; WITTEN, 1980). O problema deste formalismo ¢ a escala
reduzida com que podemos trabalhar, nao servindo para descrever o espaco-tempo em
escalas cosmoldgicas. Seria uma abordagem para corrigir a TRG no regime ultravioleta.

Quarto: podemos considerar a possibilidade de uma nova construgao geométrica,
como por exemplo Einstein-Cartan (TRAUTMAN, 2006), que possui uma conexao dife-
rente da de Levi-Civita. Este tipo de construgao permite a aparicdo de torsao que é um
transporte paralelo para escalares diferente de zero. O fato do transporte paralelo ser
diferente de zero esta relacionado diretamente com o fato das componentes da conexao
nao serem mais simétricas I';, # I';. Podemos utilizar também o método de Palatini
(TSAMPARLIS, 1978). Palatini é bastante utilizado pois matematicamente a métrica
e a conexao sao quantidades independentes, isto permite a andlise do funcional de acao
de forma diferente gerando dois conjuntos de equagdes, um para métrica e outro para a
conexao.

Teorias gravitacionais modificadas visam prover respostas ou solucoes alternativas
para questOes ou limitagoes,nos setores ultravioleta e infravermelho, da TRG. Porém a
atual aplicabilidade de qualquer teoria de gravidade modificada é sustentada a partir de
sua compatibilidade com vinculos observacionais existentes e viabilidade teédrica, isto €,
deve ser bem definida e estavel. Por exemplo, tratando de vinculos observacionais em
infravermelho, a TRG é sustendada por trés pilares observacionais:

1) Expansao de Hubble (STSCI, 2020);

2) Nucleossintese primordial (COC; VANGIONI, 2017);

3) Radiagao Coésmica de fundo (AGHANIM et al., 2014).

Qualquer teoria da gravidade modicada, deve estar em completo acordo com esses
trés pilares. Recentemente a deteccao das ondas gravitacionais GW170817 e sua contra
parte eletromagnética GRB170817A podem ser utilizadas para restringir ainda mais os
vinculos na velocidade das ondas gravitacionais obtidas por uma teoria modificada.

Os chamados teoremas no hair fornecem outro tipo de argumento para avaliar a
relevancia de uma dada teoria modificada. Estes teoremas destacam condigoes sob as
quais buracos negros de uma teoria modificada apresentam (ou nao) cabelo divergindo
assim da familia de solu¢oes de Kerr-Newman da TRG. Um exemplo tipico é o de Brans-

Dicke que fornece solucgoes idénticas a TRG, apesar de conter um campo escalar em
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sua descri¢ao lagrangiana. Esta dissertacao baseia-se, principalmente, nos trabalhos de
(BABICHEV; CHARMOUSIS; LEH¢éBEL, 2017) e (HUI; NICOLIS, 2013). Os autores,

em seus respectivos trabalhos, estabelecem que:

e (i) Deve existir um buraco negro esfericamente simétrico e assintoticamente plano;

(ii) ¢’ (onde " denota derivada com relagdo a coordenada r) deve tender a zero no

infinito;
e (iii) A norma da 4-corrente j*j, é finita no horizonte;

. . s . 1 .
e (iv) Deve existir um termo cinético canénico X = —§VM¢V“¢ na agao;

(v) As derivadas com respeito a X das fungdes G; sao da forma que contém somente

poténcias positivas ou de ordem zero de X quando X — 0 (e r — +00).

Estas condi¢oes devem ser respeitadas para que haja um teorema no hair para
a Teoria de Horndeski. O objetivo deste trabalho é dar continuidade aos trabalhos de
(BABICHEV; CHARMOUSIS; LEHéBEL, 2017) e (HUI; NICOLIS, 2013), encontrando
uma solucao estatica esfericamente simétrica e assintoticamente plana com cabelo violando
uma das condigoes estabelecidas.

No capitulo 1, faremos um introduc¢ao rapida da TRG visando descrever de forma
sucinta sua formulacao e aplicagao fisica e matematica. No capitulo 2, explicaremos de
forma detalhada a importancia da teoria de Horndeski e como ela se relaciona com as fun-
¢oes de galileons (G;. Descreveremos acrescao e estabilidade de buracos negros na Teoria
de Horndeski mostrando ser possivel encontrar solugoes estaveis. Discutiremos resultados
j& existentes na literatura para a conjectura no hair em Horndeski. No capitulo 3, ob-
teremos uma solucao analitica esfericamente simétrica e assintoticamente plana através
de uma escolha apropriada dos parametros das func¢ées de Horndeski. Estudaremos sua
extensao analitica e a temperatura Hawking para o modelo. Finalizaremos mostrando ser

possivel encontrar corregoes para avangos de perihélios planetarios e de deflexdo de luz.
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1 A TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL

1.1 Fundamentos

A Relatividade Geral (RG) é uma teoria da gravidade baseada em uma fundagao
tanto fisica quanto mateméatica posta a testes diversas vezes(DYSON; EDDINGTON; DA-
VIDSON, 1920)(COLLETT et al., 2018)(ABBOTT et al., 2016). A RG foi desenvolvida
por Einstein em 1915 de modo a incorporar a gravidade a relatividade restrita. Do ponto
de vista fisico a RG ¢ fundamentada nos seguintes principios:

e No Principio de Equivaléncia (PE): que determina que localmente a métrica que
descreve o espaco-tempo é Minkowski onde efeitos inerciais sao indistinguiveis de efeitos
gravitacionais.

e No Principio de Covariancia Geral (PC): que determina que leis fisicas devem
ser invariantes sob transformagoes gerais de coordenadas.

e No Principio de Mach (PM): que diz que a geometria em um ponto do espago-

tempo ¢é determinada pela distribuicao de matéria em todo o Universo.

Atualmente sabemos que a RG néao estéd totalmente de acordo com PM(OZSVAT H,
1997), tendo o préprio Einstein abandonado sua utilizacao em trabalhos posteriores como
fundamento para RG. Porém o PM foi importante para guiar Einstein a pensar que efeitos
inerciais sao manifestacoes do espago-tempo e que a geometria nao ¢ mais euclidiana como
em Newton, adquirindo um comportamento dinamico. O principio de covariancia geral
nao ¢é algo exclusivo da RG, visto que qualquer teoria pode ser formulada com um PC.
Sendo assim, o PE é o principal Principio que sustenta a RG. Violar o PE significa
encontrar correcoes para a razao mg,/m,. Existem diversos trabalhos que discutem os
limites de PE e propoem experimentos para testa-los. Por exemplo o STEP que procura
encontrar violagoes estudando a queda livre de objetos (OVERDUIN et al., 2012).

Do ponto de vista matematico a RG é definida em um 4-manifold pseudo-Riemanniano
(M) equipado com um tensor métrico (g) de assinatura (3,1) e com uma conexao de Levi-
Civita (V) que preserva as componentes do tensor métrico. As propriedades matematicas
que sustentam os principios de equivaléncia e covariancia que definem a RG sao respecti-
vamente:

e As transformagoes de Lorentz locais SO(3,1;R) das tetradas;

e Simetria por Pullbacks pelo grupo Dif f(M) de difeomorfismos definidos global-

mente.

A conexao de Levi-Civita é importante pois existe uma diferenga conceitual entre
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geodésica métrica e geodésica afim. A geodésica métrica é a distancia entre dois pontos e
ela é obtida diretamente a partir do principio de minima ac¢ao. Enquanto que a geodésica
afim é uma distancia com um vetor tangente covariantemente constante que descreve uma
trajetoria nao acelerada. A geodésica afim e a geodésica métrica sao iguais somente com
a conexao de Levi-Civita. As componentes da conexao de Levi-Civita s@o unicamente

determinadas pelo simbolo de Christoffel do segundo tipo:

1
FZV = §gp)\(a,ug>\l/ + aug)\,u - a)\g,tw)a (1)

desde que satisfaga as propriedades:
e de ser simétrica I}, =T
e de possuir métrica compativel V,g,, = 0.

O trabalho de Einstein culminou na conclusao que o tempo e espago sao influen-
ciados pela distribuicdo de matéria e radiacao presente. A RG foi de suma importancia
para o desenvolvimento da gravitacao no século 20 por descrever o comportamento de sis-
temas submetidos a fortes interagoes gravitacionais com precisao (ex. sistemas binarios),
por prever a existéncia de Buracos Negros e de Ondas Gravitacionais (ambos fenomenos
recentemente observados (ABBOTT et al., 2016)(AKIYAMA, 2019)). A RG também
esta de acordo com a teoria Newtoniana, pois nos limites em que o campo gravitacional

é fraco, é possivel retomar a gravitagdo de Newton.

1.2 Equagoes de Campo de Einstein

A RG explica a gravidade como a curvatura do espago-tempo. Como mencionamos
anteriormente, a ideia basica é que a distribuicao de energia curva o espago-tempo. Se
pensarmos que a RG é uma teoria que visa descrever a interagao gravitacional levando em
conta efeitos relativisticos é razoavel supor que a nova equacao deva retomar a equacao

de Poisson para o potencial newtoniano em limites de campo fraco:
V2P = 47Gp. (2)

Logo a equacao que descreve a RG deve atender duas condigoes:

(i) No lado esquerdo da igualdade, deve ser de segunda ordem no andlogo relati-
vistico ao potencial e ao lado direito deve conter a distribuicao de matéria.

(i) Deve incluir o tempo numa descrigao 4-dimensional.

Por precisarmos incluir o tempo como uma coordenada, o uso da geometria diferen-
cial é extritamente necessario. O analogo direto do potencial ® na geometria diferencial

¢ a métrica g,,. O objeto tensorial responsavel por descrever a distribuicao de energia ¢
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o tensor energia-momento (7},,)(REZZOLLA; ZANOTTI, 2013). Um caso particular é o

tensor energia-momento para um fluido perfeito, definido como:

T,uzz = (pCQ + p)uuuu + ygmz (3)

onde p ¢ a densidade, p é a pressao de um fluido com 4-velocidade u,. Por outro lado, o
tensor responsavel por carregar a conexao e as derivadas segundas da métrica é o tensor

de curvatura de Riemann:

R, = 0,10, —0,1%, + rgkrﬁu — F’;AFfm. (4)

nov

Deste, obtemos o tensor de curvatura de Ricci:

R, =R, =0,I0, —o,I% +T0T) —T7.T (5)

wpv P pr

este ultimo sendo dimensionalmente compativel com T,,. Entretanto, apesar de sua
dimensionalidade, ndo podemos simplesmente relacionar o tensor de Ricci com o tensor

de energia momento:
R, < T,,. (6)

Devido ao fato de que o tensor energia momento deve respeitar a equagao covariante de

continuidade:
Vi, =0, (7)
isso implicaria que:
V¥R, = 0. (8)
Certamente (8) nao é verdade pois utilizando a identidade de Bianchi temos:
1
VIR, = §V,,R. (9)

Consequentemente, escolhemos outro tensor dimensionalmente compativel com 7}, que

seja covariantemente diferencidvel. Este tensor ¢ o denominado tensor de Einstein G, =

1
R, — §gWR. Desta forma, assumindo unidades de ¢ = 1, a equacao de Einstein da RG

¢é descrita como:

G = kT, (10)
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onde k2 é a constante de acoplamento que retoma a gravitacdo newtoniana no limites em

que o campo gravitacional é fraco. Com a equagao (10) vemos que:
ViG,, = 0. (11)

Atualmente a equagao de Einstein (10) é derivada diretamente da agao de Einstein-
Hilbert:

S:/d4a:\/—_g{]§}. (12)

Variando a ac¢ao em relacao a métrica g,,,:

55 = [d [W——g>§+“;_95<gmu>]

. w 5g/u/ guu
_ /d —gWR(Sg e e

q;w

5S = /d4x«/_{ }59W+/d4“ﬁmw
— 4o gl ZHY %
08 /d T4/ g{ 5 }(59 .

O termo destacado pode ser resolvido utilizando a propriedade (245) localizada no

Apéndice:

Nz
/d4x\/—g(5RWg7 = 0.

= /d4x\/—g{g“”vgéfzy — g‘“’V,,éFZU}.

= [T OT,) — (Vag 0T, — V. (0T5,) + (Vug)iTL, .

O termo V,(g"0I'7,) é nulo pois trata-se de um termo de superficie. O termo

(Vgg’“’)él“zy é nulo pela definicdo de compatibilidade da métrica.

A equacdo (10) é a equacao de campo de Einstein, responsével por conectar a
matéria com a gravidade no Universo. Na cosmologia, quando o objeto de estudo é o
Universo, devemos ressaltar que a representacao da Equacao (10) conta com a adigao da

constante cosmologica (A):
G+ gul = /£2TW (13)

No entanto, em sistemas locais como sistemas solares, estrelas ou buracos negros, costuma-

se usar diretamente a equagao (10). Pois, assume-se a priori que tais objetos ndo sao
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influenciados por campos presentes no estudo do Universo em larga escala (como é o
caso do campo de expansao acelerada provocado por A). Entretanto, historicamente
a adigdo do termo da constante cosmoldgica (A) foi feita por Einstein para manter o
universo estatico. Uma vez que sem A o Universo estaria em um equilibrio instével
onde qualquer perturbagao causaria o seu colapso, o que Einstein acreditava nao ser
possivel. Somente apds a observacao de Hubble de que o universo estava em movimento
esse termo foi retirado do teoria. A explicacdo da expansdao observada por Hubble foi
feita pelo matematico Friedmann através das equacoes de Einstein que nao possuiam
constante cosmoldgica incluida na acao. O termo da constante cosmologica s voltou a ser
considerado no final do século 20 devido as observagoes ((RIESS; FILIPPENKO, 1998))
da aceleracao césmica e a necessidade de considerar uma componte de energia escura
para compatibilizar a TRG com as observagoes. Apesar da mudanca de significado, de
um termo que servia para manter o universo estatico para um que gera sua expansao
acelerada, a constante cosmologica faz parte do modelo padrao desde entdo e seu real

significado e origem ainda é estudado.

1.3 A Solucao de Schwarzschild

Dois meses apés Einstein descrever suas equagoes de campo, em 1915, Karl Schwarzs-
child encontrou a primeira solugdo para buracos negros estaticos esfericamente simétricos
no vacuo. A solucao de Schwarzschild é extremamente importante pois Birkhoff em 1923
mostrou por um teorema, conhecido como teorema de Birkhoff, que a solugao de Schwarzs-
child é a tnica solucao possivel de (10) para um espago-tempo esfericamente simétrico no
vacuo (WEINBERG, 1972).

O elemento de linha para a solugao de Schwarzschild em coordenadas esféricas(t, r, 6, ¢)

ds* = — (1 _ 21\4) di + <1 _ %\4)_1 dr? + r2(d6P + sin® 0d?); (14)
onde t € (—00,00), r € (0,00) , 8 € [0,7], ¢ € [0,27) e M é a massa gravitacional total
do sistema.

Entretando, a métrica (14) apresenta problemas per se. Analisando a funcao mé-
trica gy vemos que em r = 0 existe uma singularidade pois o espaco-tempo nao é definido
neste raio. De forma similar, em g, existe uma singularidade em r = 2M. Porém, so-
mente uma delas representa uma singularidade fisica. Isto é demonstrado ao calcularmos
o escalar de curvatura do espago-tempo (R) para a métrica de Schwarzschild. Ao calcu-

larmos R para o espago-tempo de Schwarzschild obtemos R = 48M?/r®. Para r = 2M
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temos um valor finito para R. Valores finitos para o escalar de curvatura para um dado
raio nao representam singularidades fisicas. A singularidade fisica existe quando r — 0 e
R — oco. Em r = 2M temos uma singularidade falsa que depende da escolha do sistema
de coordenadas. De fato, o sistema de coordenadas que remove esta singularidade em
r = 2M, conhecido como Eddington-Finkelstein (MISNER et al., 1973).

O sistema de coordenadas de Eddington-Finkelstein é importante para remover
a singularidade, através dele podemos obter informagcoes a respeito do buraco negro de
Schwarzschild observando o comportamento dos raios de luz. Desta forma, para trocarmos

o sistema de coordenadas realizamos uma parametrizacao:
v="t+1, (15)

onde v é denominada advanced null coordinate e r' = r + 2M log |ﬁ — 1|. Sabemos
que os raios de luz movem-se em geodésicas nulas (ds*> = 0). Tomando df = d¢ = 0,

escrevemos o elemento de linha como:

r

2M
- (1 - ) dv? + 2dvdr = 0. (16)
Imediatamente, vemos que uma solugao desta equagdao é uma propagaciao em v = cte.

Outra solugao possivel seria para

2M

Equagao (17) é resolvida separando as variaveis e obtemos o resultado:
v—2<7“—|—2MlogH2§W—1H) = cte. (18)

Como podemos observar na Fig:1, em r = 2M temos uma superficie caracterizada
pela funcdo métrica g; = 0 que separa o espaco-tempo em duas regides causalmente
desconexas mostrando o comportamento dos raios de luz dentro e fora do horizonte de
eventos. Fig:1b nos mostra que devido a distorcao do espago-tempo, quanto mais perto
do horizonte um raio de luz for emitido maior sera o tempo que ele levara para "escapar'.
Ainda mais importante, Fig:1a mostra que nenhuma particula pode cruzar o horizonte
de eventos de dentro para fora ou de fora para dentro. Retiramos de ambas figuras a
informagao de que raios de luz emitidos no horizonte de eventos jamais deixam o horizonte
de eventos.

Entretanto, uma coisa que se deve sempre ter em mente é o fato da descricao de
um espaco-tempo nao ser exclusiva de um sistema de coordenadas. Devemos ter cuidado
com qual a motivacao e a utilidade em escolher um sistema de coordenadas, pois pode-

mos deixar de interpretar aspectos fisicos importantes escondidos no sistema escolhido. A
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Figura 1 - Espaco-Tempo Eddington-Finkelstein.

10-% 109
8 i

~I
~

(a) (b)

Legenda: (a) coordenadas retardadas, linhas vermelhas geodésicas nulas, linhas
azuis geodésicas tipo tempo; (b) coordenadas avangadas, linhas azuis
geodésicas nulas, linhas vermelhas geodésicas tipo tempo.

Fonte: QUINZACARA;SALGADO,2012,p.12-13.

solugao de Schwarzschild é a primeira solugdo encontrada para descrever como o espaco-
tempo se comporta proximo ao buraco negro. Esta solucao fornece informacao sobre a
assintoticidade plana em regides distantes do horizonte e a érbita de particulas e raios de
luz. Porém, por causa da singularidade em r = 2M as coordenadas de Schwarschild nao
sao as mais adequadas para descrever o horizonte de eventos. Entretanto, as coordenadas
de Eddington-Finkelstein fornecem uma visao clara da regiao interna e externa ao hori-
zonte "conectando-as'em um tUnico espaco-tempo. Desta forma, veremos que existe um
sistema de coordenadas alternativo ao de Eddington-Finkelstein que nos fornece informa-
¢Oes importantes que as coordenadas de Schwarzschild e EF nao podem. O sistema em
questao é denominado Kruskal-Szekeres(KS). Analogamente a Eddington-Finkelstein e a
Schwarzschild, KS possue a mesma componente angular 8, ¢. No entanto, as coordenadas
t,r s@o substituidas simultaneamente pelas transfomacoes de coordenadas avangadas (15)

e retardadas © =t — r’. Escrevemos assim o elemento de linha de KS como:

2M
ds* = — (1 _ ) dvdu + r2(d6? + sin® 0d¢?); (19)
r
onde u, v € (—00, +00).

Entretanto, a equacao (19) escrita em duas coordenadas nulas ainda apresenta

problemas em r = 2M . Esse problema é contornado realizando uma nova parametrizagao:
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U= —4Me /M. = 4Meo/*M (20)

Em coordenadas U,V temos o elemento de linha como:

2M
——e
r

ds? = M AV AU + r2(d6? + sin® 0dg?), (21)

onde U € (—o00,0];V € [0, +00).
Este sistema é continuo uma vez que o raio é determinado por:

160> (2;4 - 1) &M = _yV. (22)

Para obtermos uma melhor interpretacao do grafico do espago-tempo, reintroduzimos
coordenadas tipo tempo e tipo espaco. Em coordenadas de Kruskal-Szekeres existem dois
pares de transformagoes, uma para cada regiao desconexa do espago-tempo:

or > 2M:

R = (r — 1)1/2e {T] cosh (t) = }(V+U)'
~\anm P M) 2 ’

T = (T—1)1/2 [r} mh(--) = L - )
~\owm P MM T o ‘
o < 2M
ro\ /2 r] . t 1
h= (1 - 2M> exp [w} sinh <4M> =5V =U);

T (1-55) e [ ot (557) = 3V + 0
=(1-—=—) exp|—|cosh|— ) == :
oM Pl M) " 2
Deste par de equacoes retiramos duas relacoes importantes para fazermos um ma-

peamento das coordenadas de Kruskal nas coordenadas de Schwarzschild. A primeira

equacao sendo:
R
tanh(t/4M) = 7T < 2M; (23)
T
tanh(t/4M) = BT 2M. (24)
A segunda que relaciona o raio:

R T? = (2;4 - 1) exp(r/2M). (25)
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Figura 2 - Espago-tempo de Kruskal-Szekeres

Legenda: Regioes I1II e IV extensdo maximal
das regioes I e II.
Fonte: MENEZES, 2016, p.105008

Além destas, obtemos também o elemento de linha invariante escrito como:

2M?
ds? — 3T exp(—r/2M)(—dT? + dR?) + dQ2, (26)

Apés estas transformagoes a métrica (26) descreve o espago-tempo separado por 4
regides cuja representacao ¢é vista na Fig:2.

Regiao II: Como vemos na Fig:2 qualquer sinal de luz emitido na regiao II per-
manecerd ali e caird na singularidade. Dessa forma, a regiao II descreve o que comumente
se denomina buraco negro. As retas que partem da origem sdo obtidas pela equagao (23)
para valores de t = cte no intervalo 0 < t < oo:

As hipérboles sao obtidas pela equagao (25) para valores constantes do raio no

intervalo de 0 < r < 2M. Limitadas superiormente pela hipérbole:
T=vR>+1; (27)

esta hipérbole para r = 0 limita o espago-tempo e a regiao superior é inacessivel.
Regiao I: corresponde ao espaco-tempo fora do horizonte. Analogo a regiao II as

hipérboles sao regides de r = cte e as retas de t = cte. A diferenga é que a equagao (24)

descreve as retas no intervalo —oo < t < oo e as hipérboles pelo intervalo 2M < r < o0;.

Regiao IV: Regiao analoga a regiao II, porém com simetria de reversao temporal.
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A regiao IV tem o mesmo comportamento da regido II. De fato, o ponto (r,t) em uma
regiao fisica do espago-tempo é mapeado em dois pontos do plano (R, T)[regiao II] e
(=T, —R)[regiao IV]. Assim, haveria uma interpretagdo em que a regiao II conectaria dois
universos, o universo II e o IV. No entanto, buracos negros estaticos (de Schwarzschild)
nao tem trajetorias do tipo tempo que conectem os dois universos e esta conexao entre as
regides seria puramente tipo espaco. Na solucao para extensao maximal de Kruskal, esta
¢ a segunda singularidade em r = 0. Esta singularidade para T negativo ¢ chamada de
"time reversal black hole", ou apenas de Buraco Branco. Significa que particulas podem
escapar de um mas nunca voltar.

Regiao III: Extensdo maximal do espago-tempo com reversao temporal fora da
singularidade em r = 2M.

Como vimos, no sistema de coordenadas de Kruskal-Szekeres temos duas singula-

ridades definidas em:

T=+(1+R)"* ;T =—(1+R)", (28)

ambas correspondentes a r = 0.

Da mesma forma temos duas regides fora do raio gravitacional:
R>+|T| ;R<—|T)| (29)

ambas para r > 2M.

Isso acontece pois Schwarzschild e Eddington cobrem apenas parte do manifold
do espago-tempo. Schwarzschild e Eddington cobrem apenas as regides I e II e nao o
manifold total. Enquanto que as coordendas de Kruskal sao uma extensao maximal do
espago-tempo de Schwarzschild.

Apesar das coordenadas de Kruskal conterem mais informacoes sobre o espaco-
tempo préximo ao buraco negro podemos realizar um nova transformacao conforme vi-
sando compactificar todo o espago-tempo em um tnico diagrama. Para representarmos o
diagrama é conveniente partirmos do elemento de linha (21) que lida com as duas coor-

denadas nulas, reescalando as coordenadas avancadas e retardadas da seguinte maneira:

u = 2tan " (U/4M); v = 2tan"H(V/4M), (30)

onde, - m<u<m —nwm<v<m—7T<u+v<mnw Fig: 3ilustra a estrutura global
do espago-tempo de Schwarzschild dentro do intervalo de parametros. Este processo
simplesmente relaciona os intervalos infinitos das coordendas r e t com os intervalos finitos

das coordendas u e v. O fato de Schwarzschild ser uma solucdo assintoticamente plana
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Figura 3 - Diagrama de Penrose.

Legenda: Diagrama de Penrose para um espago-tempo de
Schwarzschild escrito em coordenadas u, v.
Fonte: GRIFFITHS;PODOLSKY, 2009, p.120

nos infinitos nos permite relacionar as curvas de r e ¢t constantes com as curvas em um
espago-tempo de Minkowski. Sendo assim, um cone de luz desenhado em um diagrama
de Penrose que representa o espaco-tempo de Schwarzschild compactificado é o mesmo

cone de luz desenhado em um diagrama de Minkowski.
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1.4 A Solucao de Reissner-Nordstrom.

Descoberta no mesmo ano independentemente por Hans Reissner(REISSNER,
1916) e Gunnar Nordstrom (Nordstrom, 1918). A solucao de Reissner-Nordstrom ¢ uma
das famosas solugoes para as equacoes de campo de Einstein. A solucdo descreve um
espaco-tempo esfericamente simétrico, estatico e carregado. Atualmente, o Universo apa-
renta ser eletricamente neutro gragas a conservagao de carga (GOLDHABER; NIETO,
2010), tornando improvéavel encontrarmos objetos astrondémicos com uma quantidade re-
levante de carga. Entretanto, a solucao de Reissner-Nordstrom é relevante para termos
uma maior compreensao da natureza do espago-tempo.

A principal diferenca que devemos levar em conta ao resolver a equacao de Eins-
tein (10) é a de que estamos encontrando uma solugdo para o vadcuo com um campo
eletromagnético.

O eletromagnetismo ¢é definido pelas equagoes de Maxwell que em sua forma dife-

rencial sdo escritas como:

V. E =47np; (31)
V. B =0 (32)
10B
1 OE

Entretanto as equacoes de Maxwell também pode ser formuladas em um espago-
tempo de Minkowski. Gracas a simetria de Lorentz contida em Minkowski os campos
elétrico e magnético sao tratados como componentes do tensor de Faraday (£),,) (JACK-
SON;, 2007). Desta forma reduzimos a descrigao do eletromagnetismo de 4 equagoes para

somente duas. A primeira equacao homogénea:

O F =0, (35)
e a segunda inomogénea:

O F" = poJ”. (36)

Sendo assim, podemos separar o tensor energia momento em dois termos:

Ty = Toer + TEM: (37)
T =0 (vacuo); (38)

1 /1
TEM _ * ( FLFP g F aF”“) .
puv Lo 4g/l B g BL (39)



Ao resolver a equagao para esta configuragdo de espago-tempo, obtemos a tinica solucao
possivel descrita como:

2 2 —1
ds* = — <1 ey “j) dt* + (1 Ty r“j) dr? + 1(d6? + sin® 0d¢?) (40)
r r T r
Q2

Ameg ”
raio de Reissner-Nordstrom. O raio de Reissner-Nordstrom é determinado por:

onde ry = 2m é o raio de Schwarzschild e 7“22 =

Nao devemos confundir 7¢ sendo o
gtt:0—>r2—r7’s+ré:0.

(41)
Desta equacgao temos duas configuragoes de horizontes de eventos para Reissner-Nordstrom:
1
B 2 4.2) -
T+ =5 (rs + /12 47"Q) ; (42)
1
_ - 2 g2
r-=3 (7“5 \/ 72 47°Q) : (43)
Por conta de termos dois horizontes de eventos, podemos separar o espaco-tempo
em trés regioes:
oA O<r<r;
eB: r_<r<ry;

o(: rp<r

Como pode ser visto em (CHANDRASEKHAR, 1998) podemos realizar uma ané-

lise maximal do espaco-tempo de Reissner-Nordstrom baseado nestas trés regides. Para

isso, basta realizar uma transformacao de coordenadas. Assim como no caso de Schwarzs-
u=t+r"

child, utilizaremos uma transformacao em duas coordendas nulas:

v=t—r"

( )

(45)

Escrevendo explicitamente r* em fungao de r,r_ temos:

riloglrory| 12 log|r_ry|
Ty —T_ '

Ty —T_

Consequetemente, reescrevemos a métrica como:

ds? = ——dudv + r?(df? + sin® 0d¢?),

(47)
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onde A =72 —rry 41y

Com a métrica escrita em coordenadas nulas e sendo o espago-tempo assintotica-
mente plano, podemos representar o espago-tempo com um diagrama de Penrose. Porém,
diferente de Schwarzschild, a representacao do diagrama nas coordendas u, v em Reissner-
Nordstrom é constituida por 3 regioes:

Regiao C: para ry < r < 400 = —00 < 1, < 400. Isto implica respectivamente

em um intervalo:
00 > U > —00; —00 < v < 00 (48)

Regiao B: para r_ < r < ry = —oo < r, < +o0o. Esta regiao é andloga a
regiao C. Porém como veremos se trata de um horizonte de eventos aparente. Isto implica

respectivamente em um intervalo:
00 > U > —00; —00 < v < 00 (49)

Regido A: para 0 < r < ry = —oo < r, < +00. Esta regido é andloga a regiao
interna do buraco negro de Schwarzschild. Um observador nesta regiao convergira para a

singularidade em r = 0. Isto implica respectivamente em um intervalo:
—v > u> —oQ; —u < v < oo (50)

Estas trés regioes estao representadas na Fig:4 Podemos observar que é possivel aplicar a
transformacao u — —u e v — —v. Esta transformacao fornece outro conjunto de regioes
(A’, B, C") revertendo a estrutura do cone de luz. A total representagiao do espago-tempo
de Reissner-Nordstrom pode ser vista na Fig:5. Nela vemos que o horizonte em r, funciona
como um horizonte de eventos do mesmo jeito que 7y = 2m em Schwarzschild. Porém o
horizonte em r_ permite que um observador cruze tanto a regiao A quanto a regiao A’

Por permitir acesso a outro "Universo", r_ é denominado horizonte de Cauchy.
b
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Figura 4 - Reissner-Nordstrom Regioes.

Regido A Regiio B Regido C
O<r<r. r-<r<r. rsr,
u=t+r* ; v=1t+r* U=r+r* ; v=-+r* u=t+r* ; v=r+r*

Legenda: Representagao das trés regides do espago-tempo descritas pela solugao (1.4) em
coordenadas wu, v.
Fonte: CHANDRASEKHAR, 1985, p.211.



Figura 5 - Diagrama de Penrose para

Reissner-Nordstrom.

Geodésica tipo §

Caminho do
fempao

observader

Legenda: As tres regios A, B, C da Fig:4 estao
conectadas. As regices A’, B',C’ sao
obtidas pela transformacao de
coordenadas u — —u e v — —v.

Fonte: CHANDRASEKHAR, 1985, p.212.
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2 A TEORIA DE HORNDESKI

Tendo sido proposta primeiramente por Gregory Horndeski em 1974(HORNDESKI,
1974), a teoria de Horndeski descreve todas as scalar tensor theories com equagoes de
movimento de segunda ordem em um espago-tempo curvo 4-dimensional(KOBAYASHI,
2019). A teoria é importante fisicamente pois a partir dela obtemos a teoria de Galileon,
que é um subconjunto da teoria de Horndeski. Todos as fungdes de Galileon (para espago-
tempo plano) apareceram pela primeira vez sob o contexto de Dvali-Gabadadze-Porrati
(DGP) braneworld model(NICOLIS; RATTAZZI; TRINCHERINI, 2009). O Galileon é
uma funcao escalar ¢ que age sob o corpo dos reais com simetria sob transformacoes de
translagao do tipo ¢(z) — ¢(x)+b,a" 4+ ¢ (BROUZAKIS et al., 2014). O nome Galileon é
referente a transformacao entre referenciais de Galileu que em mecénica classica diferem
por uma constante relativa ao movimento. Porém, para o Galileon a simetria translacional
acontece no proprio campo. Uma condi¢ao imposta em Horndeski para recairmos em Ga-
lileon é a de que as equagoes de movimento em ¢ sejam de segunda ordem (BABICHEV;
CHARMOUSIS; LEHéBEL, 2017). A importancia das equagdes de movimento serem de
segunda ordem pode ser explicada pela Instabilidade Ostrogradsky.

Instabilidade Ostrogradsky: A instabilidade de Ostrogradsky é um propagador

"fantasma'(ghost) que surge em lagrangianas com derivadas temporais com ordens supe-
riores a 2. Suponha um sistema cuja lagrangiana L(x, &, &). A equagao de Euler-Lagrange
é:

oL dOL oL

or a@idi taear 0 (51)

nao degenerada significa % # 0. Isto implica que a equacao de Euler Lagrange tem uma

forma completamente diferente da forma Newtoniana:
n :.F(.T,j,’,ii’, l’) = I(t) = X(t,xo,jfo,i'o,.fo). (52)

onde precisamos de 4 condigoes iniciais para resolve-16. Por exemplo, seja a lagrangiana:

2
mw<

x=. (53)

em . m,
i+ —i? —

L=-——"-
202 2 2

A equacao de Euler Lagrange e sua solugao sao:

0 = —m %’ié'+:i“+w2$ , (54)
w

xz(t) = Cycoskyt+ Sysink,t+ C_cosk_t+ S_sink_t; (55)
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onde as frequéncias sao:

1 1—-4
e 5
€

e as constantes sao func¢oes de valores iniciais:

k2 xo + do R
Ciy = —5——— S =——5—5~ 57
) T k(K2 — K2 (57)
k’2 Zo + i?o kf2 io + 330
C.=-—""—= S =" 58
N Ny (58)
Neste modelo, os momentos conjugados de Ostrogradsky sao:
2P _ 2X
o= mi+ ey =12 (59)
w em
2
P.
P = - Thos=—""2 (60)
w em

Logo, podemos escrever a hamiltoniana em termos das varidveis canonicas no espago de

configuragoes como:

w2 m mw2
H = PX,——P?—- —X2 X? 61
2
. €em EM .o M .5 MW" ,
= 2t gt Pyt (62)

_ %\/1 —dek? (C2 4+ S2) — %\/1 Ik (C2 + S2). (63)

Podemos ver pela tltima relagdo que os modos (+) carregam uma energia positiva en-
quanto que os modos (-) carregam uma energia negativa. Estes modos negativos de ener-
gia (ghost) sao encontrados em quaquer lagrangiana desde que ela seja ndo degenerada e

possua ao menos uma dependéncia em .

2.1 Lagrangiana de Galileon.

A densidade lagrangiana mais geral que fornece equacoes de movimento de segunda
ordem em um espago-tempo plano 4D para ¢ é(KOBAYASHI, 2019):

L

clgb + CQX — CgXD¢

%{X{(Dqs)? — 0,0,60"0"¢) + 060,0,00" 0" ¢ — 9,X "X}
%{-2}([(5@3 — 30¢9,0,00"0" ¢ + 20,0,60" 0 p0\"¢)]

30460, X[(0)? — 8,0,00"0" ] + 6060, X" X — 690" X0, X0,X}, (64)

+ o+ o+
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onde, X = —%V,@V“qﬁ e c1, Co..c5 sa0 constantes arbitrarias. Este resultado entretanto
considera um fundo de Minkowski. Para consideramos um caso generalizado para um
espago-tempo curvo, substituimos a derivada parcial pela derivada covariante. Desta
forma, podemos definir os contratermos que eliminam as derivadas de terceira e quarta

ordem e ao utilizar a regra de comutacao:
V,uvuvu(b - vuvuvy(b = _ijvu(b’ (65)

obtemos por fim:

N
£¢ = Z Cz‘ﬁz, (66)
i=1,
onde:
Ly = ¢ (67)
‘62 = G2(X7¢>;
Ly = —G3(X,¢)D¢;

Ly = GuX,9)R+ Gux(X,0)((0¢)* — (V. V,0)*);
Ls = G5(X,0)Gu V"V — G5x((0¢)° = 306(V,.V,0)* +2(V,.V,0)%).

G, sao fungbes arbitrarias de ¢ e X. Podemos sempre supor que ¢; = 0 eliminando
assim o termo de potencial. A densidade de Lagrangiana generalizada (66) é conhecida
atualmente como a teoria Horndeski. Escrita em sua forma covariante, a propriedade de
simetria por translacao é quebrada e a tnica propriedade mantida é a de gerar equacoes
de movimento de segunda ordem na métrica(g,,) e em ¢. Entretanto, Horndeski ao des-
crever sua teoria(HORNDESKI, 1974) partiu de suposi¢oes diferentes para a construgao

da lagrangiana e sua forma final é diferente de (66), sendo escrita como:

v 2 vV O vo vV O
L = SR + Zh1 xOhdhe + Ksad” Ryt + 2K3 x ot d50]]

3
0 [(F + 2W)R + 2Fx ghf; + 2ks0ad” 0]
—6(F¢ +2W¢ —Xﬂs)ng—f—lig; (68)

Podemos observar que escrita desta forma a densidade lagrangiana possui o mesmo niimero
de fungoes arbitrarias em ¢ e X que (66). As 4 primeiras func¢des sdo ki, K3, ks, Ko-
F=F(p,X)eW =W(¢) podem ser unidas em uma tnica fungdo F’ = F' + 2W desde
que respeitem o vinculo Fy = 2(k3 + 2Xk3x — K14). Apesar da sua forma diferente,
em (KOBAYASHI, 2019) foi demonstrado que pelo fato de termos a mesma quantidade

de fungoes de ¢, X a teoria de Galileon pode ser mapeada em Horndeski através das
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transformacoes:

X
G2 = K9+ 4X/ dX/(lﬁg(z) — 2/'£3¢¢);

X
Gy = 6F,— 2Xks — 8X gy + 2/ X' (ks — 263s);
G4 = 2F — 4XI€3;
Gs = —4ry;

A teoria de Galileon é muito ttil pois ela é o caso mais geral para uma teoria escalar
onde a partir de uma escolha adequada das interacoes de galileon podemos recair em
qualquer "scalar-tensor theory'conhecida(KASE; TSUJIKAWA, 2019). Alguns exemplos
sa0:

eGeneral Relativity:

Gy=0, G3=0, Gy=r7% G5=0. (69)
eK-essence:
GQ = G2<¢, X), G3 = 0, G4 = li_Q, G5 =0. (70)

ef(R) gravity:

GQ = —I{_2(RF - f), G3 = O, G4 = R_QF, G5 =0. (71)
eQuintessence:
Go=X-V(¢p), G3=0, G4=0, G5=0. (72)

onde V(¢) é um potencial do campo ¢.

eBrans-Dicke:
G2 = I€_2WBD - V(é), Gg = O, G4 = l€_2¢, G5 = 0. (73)

Vale mencionar que ha ainda as teorias denominadas de beyond Horndeski(bH).

Estas teorias contam com dois termos extras na lagrangiana (66):

LY = Fy(X)e™ @I oV bV, V 56V V6 (74)
o = py (X)eWﬂUEQWV,LWQWVWWPVVWUVW (75)

Estes termos, apesar de descreverem equagoes de movimento com derivadas superiores
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degeneradas, ainda possuem o mesmo ntmero de graus de liberdade que Horndeski e nao
geram a aparicao de ghosts (CRISOSTOMI et al., 2016). Isto acontece principalmente
pois bH nao viola a invaridncia por difeomorfismo da teoria(GLEYZES et al., 2015).

2.2 Estabilidade em Galileon.

Quando estudamos solugoes para buracos negros, um ponto importante de estudo
é a estabilidade das solugoes. Sabemos que Wheeler originalmente foi o primeiro a estudar
estabilidade para o caso de Schwarzschild(REGGE; WHEELER, 1957). As solugoes de
Kerr mostraram-se estaveis em (DIAS; GODAZGAR; SANTOS, 2015), assim como a de
Reissner-Nordstrom em (MONCRIEF, 1974). Entretanto, além destes casos sabemos que
buracos negros podem estar rodeados por matéria. Esta absorcao gera pertubacoes nas
solugoes classicas que podem ser causadoras de instabilidades. Isto levou a uma série de
estudos sobre estabilidade de solugdes em que existe matéria sendo absorvida pelo buraco
negro. O primeiro trabalho deste tipo foi de Moncrief (MONCRIEF", 1980) ao estudar
estabilidade para um buraco negro de Schwarzschild absorvendo matéria.

Consequentemente, o estudo de estabilidade pode ser realizado para quando temos
uma funcgao escalar como as funcgoes de galileon. Nesta secao, iremos entrar em detalhes
sobre como estudar a estabilidade para galileons e comentaremos sobre como funciona o
processo de absorcao de matéria por um horizonte de eventos, mostrando alguns resultados

existentes na literatura.

2.2.1 Acrecao de Buraco Negro

De forma simplificada, um objeto completamente colapsado ao absorver um fluxo
de energia (P) sofre variagdo em sua massa, o que gera um aumento de seu horizonte
de eventos. Ao ser absorvido pelo buraco negro, o fluxo ® gera uma mudanca da massa

proporcional a:

dM
— x .
7 X (76)

Como @ ¢ um fluxo de energia atravéz de uma area limitada pelo raio gravitacional
do corpo (1), podemos utilizar o tensor energia momento (7#) para descrevé-lo. As

componentes do tensor energia momento podem ser descritas como:

o 7% = densidade de massa-energia;

e 779 = densidade da componente j do momento;



33

e 7% — componente k do fluxo de energia;
e T7% = componente j.k do stress.

Logo, podemos descrever o aumento de massa para um buraco negro como:

DL (77)

No trabalho de Babichev(BABICHEV, 2011), o autor demonstra o processo de
absor¢ao de matéria de um buraco negro de Schwarzschild por um campo teste. Este
trabalho culmina por encontrar uma familia de solugoes estacionarias para a acrecao do
campo. O autor mostra que para uma certa escolha dos parametros encontramos solucoes
estaveis e instaveis para o fluxo ®’, enquanto que para outra escolha de pardmetros nao
obtemos solugao alguma. Dependendo do modelo estudado, a propagagao das pertuba-
¢oes geradas pelo fluxo produzem um horizonte sonico. Este horizonte, de acordo com
o modelo, encontra-se dentro ou fora do horizonte de Schwarzschild. Devemos comen-
tar que apesar das solu¢oes com horizonte sénico dentro do horizonte de Schwarzschild
serem importantes, do ponto de vista fisico, seria impossivel obter informacoes sobre as
pertubacoes dentro do horizonte de eventos. Sendo assim, apesar de mais completo no
artigo original, podemos destacar dentre os modelos estudados em (BABICHEV, 2011)
os resutados obtidos para o caso em que consideramos somente as contribuicoes advindas
dos termos L5 e L3. Esta contribuicao é uma das geradoras de solugoes estaveis.

Neste caso temos uma agao do tipo:

= [ d'ov/=gle(09)* + K(96)*000]; (78)

esta acao representa uma escolha das fungoes escalares de galileon do tipo:

G2 = Gg = (8¢)2, G4 = G5 0 (79)

onde ¢; = € e co = k. Escolhemos um ansatz para o campo ¢ de modo a mante-10 es-
tacionario e descrito em coordenadas de Eddigton-Finkelstein para garantir que podemos

descrever o espago-tempo dentro do horizonte de Schwarzschild:

1
¢(v,r):t—/dr{f+¢(r)}. (80)

A partir deste ansatz variando a acdo em relagao ao campo, obtemos a 4-corrente definida

CO1mo:

0.5 o !
@Z] = 2efy +/€<

I

7 (81)

e )
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Por outro lado temos que equagao (77) pode ser reescrita utilizando as coordenadas de

Eddigton-Finkelstein como:
T = A. (82)

onde A representa uma constante arbitraria. Podemos igualar 7] = j" onde obtemos

para a parte do campo dependente somente da coordenada r a solugao:

er’f £ \/627’4f2 + wkr(Af + wr2f))(rf +4f)
krf(rf +4f) '

¢E2,3) == (83)

A solucao (83) responsavel por descrever a propagacao das pertubagdes, onde o
indice (2,3) representa que a solugao depende somente das fungoes Gy e Gz de Galileon.
Com esta solucao realizamos uma analise para diferentes valores de € e k de modo a deter-
minar se existem solugoes e se estas sao estaveis. Representada na Fig:6 temos descritas
todas as solugoes existentes para as possiveis configuracoes de parametros. Os pontos no
graficos sdo os pontos criticos das solu¢oes. Nestes pontos, os vetores de propagacao que
carregam as pertubacoes do campo divergem. Estas divergéncias representam a posicao
do horizonte sénico, horizonte do qual as pertubacoes estao confinadas e nao conseguem
escapar.

Para o caso em que € = 0. A solugdo existe com um ponto critico em r = 3/4
somente para valores de A = 3k.

Para o caso em que k/e > 0. A solucdo existe com uma forma assintética no
infinito, porém o horizonte sénico encontra-se dentro do horizonte de Schwarzschild.

Para o caso k/e < 0. A solugdo existe sendo também assintética no infinito,
porém o horizonte sonico encontra-se fora do horizonte de Schwarzschild. Isto indica
que neste modelo temos propagagoes mais rapidas que a velocidade da luz, o que nao
necessariamente implica em inconsisténcias fisicas. Por exemplo o modelo accreting k-

essence nao possui paradoxos mesmo tendo propagacoes mais rapidas que a luz.

2.2.2 Estabilidade

Para estudarmos a estabilidade precisamos entender qual o sistema em que es-
tamos trabalhando e quais podem ser os causadores de instabilidades. Em especifico,
estaremos lidando com um buraco negro de Schwarzschild imerso em um campo teste
¢, que para este caso consideraremos ser o campo de galileon. Sabemos que o buraco
negro de Schwarzschild é estavel para pequenas pertubacoes esféricas. Sendo assim pre-

cisamos realizar pertubagoes no campo ¢ pois a estabilidade das solugoes estara ligada a



Figura 6 - Solugoes para ¢'para o caso Lo + L3

20-e=1k=-1)] ====

te=1, k=0 ——

-25 [ |
0.01 01

Legenda: A posicdo dos horizontes sonicos é demonstrada
pelos pontos. Para o caso de k < 0 o horizonte
sonico esta fora do horizonte de Schwarzschild,
enquanto que para x > 0 encontra-se dentro do
horizonte de Schwarzschild.

Fonte: BABICHEV, 2011, p.7.
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estabilidade das pertubacoes.

Para determinar se uma solucao é estavel ou nao utilizaremos a condicdo apresen-
tada por Moncrief (MONCRIEF", 1980). Esta condicao baseia-se na andlise do sinal da
derivada temporal da energia das pertubacoes dentro de um volume finito. O desenvol-
vimento do céalculo para a condi¢ao de estabilidade pode ser encontrado em detalhes no
trabalho de (PAZ; SALIM; BERGLIAFFA, 2014). Este procedimento é utilizado para
checar a estabilidade para qualquer tipo de campo teste. Iremos reproduzir parte do cal-
culo em (PAZ; SALIM; BERGLIAFFA, 2014) por ser importante para compreender os
resultados de estabilidade para o caso das pertubagoes no campo de galileon.

Partimos de uma acao:

5 = / V=9L(X, ¢ )d e (84)

onde X = —%VHqﬁV“qS e g" é a métrica de fundo - Schwarzschild para nosso caso. Ao

variar a lagrangiana com respeito ao campo, obtemos uma equagao de movimento do tipo:

[V=9(Lxg" +2LxxP")V,V,0 =0 (85)

onde Lx = g—)]} e & = g*¢,g" ¢5. Como estamos perturbando somente o campo em

linearmente em prineira ordem:
¢ = o+ e (86)
substituindo (86) em (85) obtemos para as pertubagoes a equagao de movimento:
V=9(Lxg"" +2LxxP")|o¢1,], =0 (87)

Como todos os termos dentro do parenteses dependem de ¢y definimos uma métrica

efetiva:

V=39" = /=9(Lxg"" +2LxxP")|o. (88)
Assim podemos reescrever (87) como:

(V=95""¢1,4) 0 =0, (89)
e definimos :

= (90)
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onde M™* = ;CXg‘uV + QEXX(I)'U‘V|0.
Pertubando a a¢ao em (2.2.2) temos uma agao para as pertubagoes(correspondente

aos termos O(e?)):

Slon) = [ V=09 610" (o1)

A variagdo desta acdo com respeito a métrica efetiva fornece um tensor de energia mo-

mento para as pertubagoes:

. 1., .
W= g by abr, — 5559 B ok s. (92)

Como a métrica efetiva mantém as mesmas simetrias da métrica de fundo, o tensor
energia momento também se conserva. A condicao de estabilidade discutida por Moncrief

parte da seguinte suposicao: se Z é um vetor de Killing da métrica efetiva, temos que:

V,.(Z'T") =0, (93)
que pode ser reescrita como:

O, (V/—=g2"T}) = 0. (94)
Escolhendo X* = 4y e integrando (94) em um volume(3-D):

| a(=gmhd's + [ o(v=gT)d' = o. (95)

Definimos a energia para as pertubagoes como £ = [,,(/—gT})d>r e usando o teorema

de Gauss temos:
dE _
— = — [ dX;\/—gT}.
= [ dxaT, (96)

onde X ¢é a superficie.

Este resultado obtido por Moncrief permite determinar se o sistema é linearmente
estavel ou nao. A conclusao reside na andalise da positividade e finitude da energia junta-
mente com a escolha apropriada da superficie . Podemos agora utilizar este método para
estudar a estabilidade para o caso de galileon. Como podemos ver em (BERGLIAFFA;
MAIER, 2017), os autores mostram a estabilidade da solu¢ao para o caso do modelo que
leva em conta os termos Lo e L£3. Como é mostrado o sistema é decomposto em duas

superficies. Sendo assim a integral (96) pode ser descomposta como:

dE
oI+ 1., 97
o =t (97)
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o termo que representa a superficie no infinito é escrito como:

I = / V=37 (0:610,01) lr 00 (98)

Utilizando a informacao da Fig:6 e supondo que as pertubacodes decaiam ao infinito,
por exemplo com uma poténcia de 1/7P, temos que a integral I,, — 0. Desta forma a

contribuicao da energia sera proveniente somente do primeiro termo:

dE
e R G A I (99)

em (BERGLIAFFA; MAIER, 2017) vemos que v/—gg" = —%/=gV'V"¢y. Onde:

1
ViV ¢y = ——. 100
b0 2r(r — 1) (100)
Sendo k/e < 0 e rg > 1 temos que a energia das pertubagoes diminui com o tempo.
Entretanto além de ser finita para termos estabilidade é necessario que a energia

seja positiva definida. Sendo assim basta olharmos para a definicdo de energia:
E= [ V=ala" @) - 5" (0i6n)?). (101)

Sendo g > 0 e g < 0 temos a positividade da energia. Este trabalho é relevante
por extender a analise iniciada por Babichev e mostrar que além de podermos encontrar

solugoes para o fluxo do campo, estas solugoes sao linearmente estaveis.

2.3 Violagoes da Conjectura No Hair.

Bekenstein foi um dos primeiros a provar a conjectura no hair para buracos ne-
gros permeados por um campo escalar. Além disso, seu trabalho estabeleceu algumas
condicoes bésicas a serem cumpridas. Babichev é referéncia para o estudo de buracos ne-
gros utilizando Horndeski como campo escalar(BABICHEV; CHARMOUSIS; LEHéBEL,
2017). Neste artigo, os autores estudam de forma detalhada solugdes exatas para buracos
negros utilizando a teoria de Horndeski em diversas classes diferentes visando quebrar a
conjectura no hair com galileons.

O objetivo deles era descobrir se existem teorias com simetria de translagdo que
permitem buracos negros estaticos e assintoticamente planos com uma corrente de Noether
regular. Desta maneira, eles utilizam Horndeski por ser a teoria escalar mais geral com
esta simetria. Babichev estabelece duas hipoteses que devem ser respeitadas para que nao

haja quebra da conjectura no hair em galileon:
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1. Deve existir um termo cinético canénico X = —;quﬁV“gé na agcao.

2. As fungoes de G;(X) e F;(X) devem possuir somente poténcias positivas de
suas derivadas em X quando X — 0.

Babichev se propoe a encontrar solugoes fisicas para buracos negros com cabelo
quebrando estas condigoes. Partindo da hipodtese do espago-tempo ser esfericamente si-
métrico e estatico assim como o campo, descreve o elemento de linha e o campo escalar

dado pelo ansatz:

dr?
ds®> = —h(r)dt* + o

¢ =o(r). (103)

+ r?(d6® + sin 0%dp?), (102)

A primeira solucao descrita é a solucao estatica com o termo quartico e quadratico
de Horndeski. Segue para este caso que as fungdes de galileon utilizadas por Babichev

sao dadas por:
Gy = nX;
G4 = €+6V—X,
Gg = G5:F4:F5:0.

Para esta escolha de G; encontrou-se que a corrente de Noether é dada somente pelo termo

radial, tal que:

i BV2f

r2

sgn(¢') —nd'f, (104)
onde impondo a condi¢ao de j” = 0, obtém-se o campo:

V26
A/

A equagao (105) é vélida fora do horizonte de eventos pois para ser uma solu¢ao real

¢ =+ (105)

f > 0. Resolvendo as equagoes (tt) e (rr) da equacao de Einstein os autores encontram

que as fungoes métricas sao descritas como:

(106)

Esta solucao é assintéticamente plana e descreve um buraco negro com massa /2. Ela
respeita todas a condicoes definidas para o conjectura no hair em Horndeski exceto a

hipétese 2. Como o termo quartico (G4 = € + v/—X) conta com derivadas em X

1
Gyx =—p 5(—X )~1/2 quebrando a hipétese 2, temos a aparicdo de uma dependéncia da
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,82
2enr

carga de galileon na solugao (representada pelas constantes no termo —z=—) mostrando
que de fato ha a quebra da conjectura no hair.

Além da solucao estatica é possivel encontrar uma solucao para o caso dependente
do tempo e realizar uma conexao com o caso estatico. Basta extender o cédlculo para o

ansatz:

¢ = qt +(r). (107)

Neste ansatz o campo escalar adquire uma dependéncia temporal linear com a

velocidade ¢. As equacoes de movimento podem ser resolvidas completamente fornecendo

a solugao:
2e%q?
ho= A / drr ] 1
C [ r  2er (108)
C
= Sl (109)
C = 42X[1— Zr%/ XJ; (110)

onde C é uma constante de integracao. Esta arbitrariedade na constante de integragao
nos permite escolher um valor de forma a conectar com a solucao estatica onde f = h.
Para isso escolhemos C' = 2¢%¢®. Esta escolha da constante gera uma equacao algébrica

ao igualarmos a (110), que ao ser resolvida fixa o valor para X:

252 = 4e2X [1 - ZTZ\/—X] . (111)
Ao fixarmos o valor de X podemos obter uma solugdo para a fun¢ao métrica (108). A
solugdo para (111) muda completamente o resultado da assintoticidade da solugdo. Esta

mudanca pode ser vista ao realizarmos uma expansao para r grande, onde encontramos:

26 2/3
23, (112)
105 2n

Entretanto realizando a expansao para ¢ << 1 temos:

poo B ng*r® 1
h=1-%— O(q).
ro 2enr? + 24¢e +0(d)

(113)

As solugoes (112) e (113) encontradas originalmente por Babichev mostram que
quando abandonamos estaticidade abandonamos ao mesmo tempo a assintoticidade plana

da solugao visto que temos um dependéncia da velocidade(q) do campo quando r — oo.
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A equagao (113) mostra como se dé a conexao entre o caso estatico e o caso dependente
do tempo. Pois no limite em que ¢ — 0, retomamos a solucao estéatica (106).
A 1ltima solucao de Babichev que iremos comentar é a solugao considerando mo-

delos puramente quarticos de Galileon. Para este caso temos a seguinte condi¢ao inicial:

Gy=Gs=Gs=Fy=0, (114)

Ao considerarmos somente (G4 e F; ocorre a quebra da hipotese 1 pois nao considera-
se nenhum termo candnico na lagrangiana. Assume-se também o modelo estatico para o
campo e para a métrica. Ao igualarmos a componente rr da equacao de campo com a

componente j" da quadricorrente obtemos:

G4X _ G4
G4X+2XG4X)(—|—42X2F4_)(—|—8XF4 G4—2XG4X —4X2F4.

(115)

Esta equacao nao depende da coordenada r, depende somente da escolha de X. Se
assumirmos que existe uma solucdo X = Xy, simplificamos a equacao tt e chegamos ao

resultado para as fungoes métricas:

h(r) = 1—%, (116)

) G4(XO)
flr) = (1 - r> G4(Xo) — 2XoGax (Xo) — 4XZFy(Xo)

(117)

Este resultado obtido por Babichev é muito importante pois mostra que para o caso
puramente quartico existe o que ele chama de "stealth Schwarzchild solutions". Desde que

estas solugoes respeitem os vinculos:

Gux(Xo) + 2XoFi(Xo) =0, (118)
G4X)((X0) + 4F4(X0) + 2X0F4x(X0) =0. (119)

O primeiro vinculo vem do fato de que para recuperarmos Schwarzchild o fator que
acompanha f em (117) precisa ser 1. Isto implica obrigatoriamente no segundo vinculo em
(115). Dentro deste caso estético podemos encontrar a solugao de Kerr pois ela respeita
os vinculos para o caso particular em que Gyx = 0 e G4xx = 0. Tal que em coordenadas

de Boyer Lindquist:
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dr?

12 (1 2mr ) 5 4mrasin6? dtdo + r? + a® cos 6
S = — -_——— -_——

r2 + a2 cos §2 r2 + a2 cos 62 r2 —2mr + a?
2mra? sin 6?

2 2 2\ 192 2 2
r a” cos 0°)df r+a —
(r"+ ) +< r2 + a? cos 62

) sin§%d¢?,  (120)

onde o campo escalar é dado por:

o(r,0) =/ —2Xo {asin@ — Va2 —2mr +1r2—mlnva?— 2mr + r2 —m—i—r} , (121)

sendo este campo escalar regular fora do horizonte de eventos do buraco negro de Kerr.
Diferente do caso estatico que vimos antes esta classe de solugoes é assintoticamente plana

porém ¢’ tende a um valor finito, o que acaba violando outra condi¢do para um teorema
no hair geral estabelecido por Bekenstein(BEKENSTEIN, 1995).
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3 HORNDESKI HAIR

Baseamos nosso trabalho para o estudo de buracos negros nos artigos do Babi-
chev(BABICHEV; CHARMOUSIS; LEHéBEL, 2017) e no de Lam Hui(HUI; NICOLIS,
2013). O trabalho de Babichev, como vimos na se¢ao 2.4, foi importante por estabelecer
as condigoes para um teorema no hair que envolva as fungoes de galileon. Enquanto que
Lam Hui et al continuam a discussao provando que de fato buracos negros esfericamente
simétricos nao apresentam carga de galileon e sao descritos somente pela sua massa.

Porém, para apresentarem dependéncia das fun¢des de Galileon, Lam Hui estende
as duas hipdteses impostas por Babichev e acrescenta outras 3. Podemos enumera-las da

seguinte maneira:

e (i) A solugdo deve ser esfericamente simétrica e assintoticamente plana;

(ii) ¢’ (onde ' denota derivada com relagdo a coordenada r) deve tender a zero no

infinito;
e (iii) A norma da 4-corrente j*j, é finita no horizonte;

e (iv) Deve existir um termo cinético canénico X na agao;

(v) As derivadas com respeito a X da fungdo G; sdo da forma que contém somente

poténcias positivas ou de ordem zero de X quando X — 0 (e 7 — +00).

Para buracos negros estaticos a tinica componente diferente de zero da 4-corrente é
aradial (desde que o campo ¢ nao dependa do tempo). Logo temos que j*j, = ¢, (j*7") =
gr-(57)%. Como vimos no solucao de Schwarzchild g,, esté ligado diretamente com o hori-
zonte de eventos, no horizonte g,, = co. Desta forma para que nao haja uma singularidade
fisica, j*j, deve ser finito o que justifica a existéncia da condicao (iii).Os autores comple-
tam mostrando que pela norma ser finita no horizonte implica que a componente ;" = 0.

O item (i), parte da suposicao da 4-corrente ser nula no infinito e com isso podemos

supor que,
lim ¢ o L (122)
T—00 rp ’

As trés primeiras condigoes estabelecidas em (HUI; NICOLIS, 2013) e as duas ulti-
mas em (BABICHEV; CHARMOUSIS; LEHéBEL, 2017) perfazem as minimas condigoes
necessarias para que haja um uma conjectura no hair para um modelo de descricao de
buracos negros com funcgoes de galileon. Consequentemente para encontramos buracos ne-
gros com cabelo devemos quebrar ao menos uma destas condigoes. Neste trabalho nosso

objetivo serd quebrar somente a condigao (v).



44

3.1 Solucao Exata

Partindo de uma Lagrangiana geral para os galileons, equacao (67) considerando

até quarta ordem e usando ¢; = 0 temos a acao definido como:
S = / V=9{G2(X)—G5(X)0p+Ga(X)R+Gy x[(00)* = (VI'VY¢)(V,V,¢)|}d 'z, (123)

Como pode ser visto no Anexo A, variando a acdo com respeito ao campo (¢)

v 1 48S .
obtemos a 4-corrente de Noether 7 = N=TICPE

77 = Gox¢* — Gy x(¢"0o + X") + Gy x(¢"R — 2R p ) + G4,X,X{¢’V[(D¢)2
—(VaVs0)(VOVP9)] +2(X0¢ — X, V'V ¢)}. (124)

Variando a ac¢do com respeito a métrica (g,,) obtemos a equagao de campo:
G4Guu = KJZT/M/; (125)
onde

1
T/u/ = +§(guuG2+G2,X¢,u¢,u>

1 1
+§D¢[G3,X¢,#¢,V + G39W] - vauquﬁ + 5(2VZ,(G3¢#) - guvgp/\vA(Gi’»ﬁbp))
_G47XX [guV<X,BD¢¢6 + X,aX@) - X,VD¢¢M - X7M|:|¢¢V
+X ,(V,.VPop,+V, V0, —V,V,00") — X , X,

3 0ul(VaV50)(V2V76) — (O0)7]

1 1 1
~Gax{=5Réuts + 59u(00)* = 59u(VaVa0)?

Rov¢ ¢+ Ropd”dp + R3,,,0007 + Vi, V,oVIV 0

B2

_guuR07¢,U¢,7 - VMVV¢D¢}

Utilizaremos o mesmo ansatz de Babichev. Um espaco-tempo preenchido por um
campo escalar independente do tempo ¢ = ¢(r) na vizinhanga de um buraco negro estatico

e esfericamente simétrico com elemento de linha descrito por:

1
ds® = —h(r)dt* + mer + 72(d6? + sin*0dg?). (126)
A tnica componente nao nula da quadri-corrente é a componente radial dada por:
” 4h +rh’' 2 2f3(h+rh/
j" = Gaxfd' — Gz,wa%/Z - G4,X7,QJ;[(JC - 1)h+7”fhl]¢l+G4,X,Xf<TQh)¢/3-

(127)
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Demonstramos que a condi¢ao (iii) ndo é quebrada pois a norma tem a forma:

. . ]- / / / /
Ind" = pagel? Hrfh 4Gy x + Gsxrd' — 4G xx f97)

+ h(=2(2G4x + Gox7?) +4f(Gyx + Gax1¢ — GaxxfP?)}, (128)

onde no horizonte (f(r) = 0), j,j* = 0 nao apresentando singularidades independente-
mente das fungoes Gj.
Respeitaremos a condi¢ao (iv) supondo que as fungoes de Galileon sejam dadas

por:

Gy = anX + ag(—X)“2,
Gs = g1+ as(—X)*2, (129)
G4 = li_2 + 0142(—X)w4.

o termo ~~2 em G4é responsavél por recuperar a TRG. O termo cinético g X é responsé-
vel por reproduzir as teorias k — essence. As poténcias generalizam para qualquer ordem
as funcgoes.

Através desta escolha obtemos para a 4-corrente:

j" = A(r)¢' + B(r)¢™ ! + C(r)¢™ + D(r)¢"* ", (130)
onde:

Alr) = anf; (131)

B(r) = -2l (132)

C(r) = aSQwaW;::ﬁih ). (133)

D(r) = M{m — 2w)(rh’ + h) — h}. (134)

Até o momento nao quebramos nenhuma das condi¢oes impostas. Entretanto é
facil ver através da forma para G4 que para quebrar a condigdo (v) devemos impor ao

menos um dos seguintes vinculos:
wo <1, w3<1, wy<2. (135)

Apesar de termos estes vinculos para os parametros, estes funcionam como limites
superiores. Desta forma seria interessante adicionar outros vinculos para sabermos quais
sao os limites inferiores e até onde podemos varia-los. Para isso a melhor maneira seria

analisar esta solucado para um espago-tempo plano com um fundo de Minkowski. Desta
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forma supomos uma métrica em coordenadas coméveis esféricas:
ds® = —dt* + dr* + r*(d6* + sin*0d¢?). (136)

A partir desta métrica reescrevemos a 4-corrente e a componente temporal do tensor

energia momento respectivamente como:

2G 2G
JT= Gaxd = SRR SRR, (137)
G G 12 11 G ! / 2G 13 41
2 2 r r r
Utilizando o ansatz (129) temos:
b , Qpuad™ Tl gz N
] = O./ngb — gwz—1 Qw32 + (w4 — 1) Qwi—3,2 ) (139)
e
(g1 L @ aupwsd®t [ agaws ™ upws ]
R“‘<4>¢_'%ﬁl_ qoiyz | ge (e g 0n (140)

Como estabelecemos que a 4-corrente tende a zero com o ¢’ do tipo (122), temos as

seguintes restri¢oes para os parametros num fundo de Minkowski:

1 1
w3 > Wy > — — —. (141)

>0 > — -
p 3 %) 27 2p7 9 p

Entretanto, podemos ainda olhar para a energia definida como:

E :/ V=gl d*s = 47r/ r*Tydr. (142)
\4 r

J& sabemos que para galileon, a energia é positiva definida porém, para garantir sua
finitude, podemos supor que o integrando caia com 1/r?, onde p > 1 quando r — oo.

Com isso, obtemos a restrigao:

1 1
p>3— wsg > ot Wy > 6 (143)

Sendo assim as frequéncias w possuem intervalo total igual a:
1 1 1
§<w2<1, _6<w3<1’ 6<w4<2. (144)

Agora que possuimos uma limitagao inferior e superior para os pardmetros w; podemos
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comecar fixando-os da seguinte maneira:

g1 = (V31 = (39 = 0 Wy = 5 Wy = 5 (145)

Substituindo os pardmetros na equagao (130) e resolvendo a equagao para j© = 0 temos:

;o 2 — 042
¢ _ir’/sfam‘ (146)

Resolvendo a componente temporal (¢,t) da equagao (125) para os mesmos parametros

obtemos:
2mG 2] d
Fry=1-2MG , axloa(r/d) (147)
r r
20u9\/ =201 /30ug , , . :
onde q = e d = [r] é a dimensao de comprimento para manter o

logaritimo adimensional. Iremos omitir a dimensao futuramente nas contas, mas quando
necessario a retomaremos. Equagdo (147) nos mostra que a quebra da condigdo (v)
recai automaticamente em uma apari¢ao de cabelo. O buraco negro nao mais é descrito
somente pela massa m. A interagdo de galileons gera uma dependéncia dos parametros
a;j na descrigdo do espago-tempo ao redor de um buraco negro. O resultado (147) mostra
também que quando ¢ = 0 recaimos no resultado de Schwarzschild. f(r) também nao
viola a condigdo (i) do espago-tempo ser assintéticamente plano quando r — oo pois:

lim f(r) =1, (148)

T—00

e reproduz o resultado esperado para um espago-tempo plano com uma métrica de Min-
kowski. Da mesma forma nao violamos a condigao (ii) como vemos pela equagao (146),
pois:

. ! _

lim ¢ (r)=0. (149)

Desta forma mostramos que somente quebrando a condi¢ao (v) ha apari¢ao de cabelo.

De forma a obtermos uma descricado completa do espago-tempo para teoria de
galileons precisamos estudar a fungao métrica goo = —h(r). A equagao para h(r) é obtida

pela componente radial (r,7) de (125):

1 1 K2q N
S I [ — = 1
r2 ( f) 3r3f * rh 0 (150)

Esta equacao assim como a equacgao temporal, possui solucao analitica. Porém, como

é dependente de f(r) podemos resolvé-la numericamente uma vez que temos f(r) bem
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definida. Basta resolver o sistema dinamico:

B k*qlog(r)  K%*q¢ 2mG

firy = -SAOs Mg A (151)

72 r r

) = () o - ) (152)

Apo6s resolvido este sistema obtemos que o valor para a fungao h(r) é exatamente:

omG  gr?l
- ”; +IE :gm. (153)

3.2 Extensao Analitica

Assim como demonstrado na Se¢ao 1.3, podemos realizar uma andlise completa
do espago-tempo ao redor do buraco negro de posse da métrica. Para isso basta que a
métrica seja assintoticamente plana e seja possivel descrever uma transformagao conforme
que compactifique o espaco-tempo. Mostramos que a solucao obtida para Horndeski é as-
sintoticamente plano. Sendo assintoticamente plana é razoavel supor que recaia na mesma
classe de espago-tempo de Schwarzschild. Sendo assim, procuraremos uma transformagao
de forma a compactificar o espaco-tempo. Comecgaremos pela analise de sua singularidade
e seu horizonte de eventos.

Atuando o limite na fun¢do métrica f(r), vemos que existe uma singularidade em

r = 0 dependente do sinal de ¢:

lim f(r) = —sgn(q)oc. (154)

r—0t

Para analisarmos o ponto critico desta solugao realizamos uma derivada em (147):

df (r)
dr

=0, (155)

desta, encontramos um extremo local definido como:

2Gm>. (156)

Te = €Xp (1 + o

Através das equagoes (154) e (156) obtemos 4 configuragoes bésicas de horizontes
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de eventos ao resolver:

flre) = 0. (157)
2
e 1. Parag<O0em< 50 [log( k%q) — 1] obtemos uma singularidade nua.
e 2. Para ¢ > 0 temos somente um horizonte de eventos (r,) andlogo ao horizonte de

Schwarzschild.

2
3. Parag<0em > %[log(—/ﬁq) — 1] temos um horizonte exterior (ry) e um

horizonte interno de Cauchy (r_) ao redor da singularidade. Esta configuragao com
dois horizontes é analoga a de Reissner-Nordstrom.
2

2G

[log(—~%q) — 1] temos um buraco negro extremo com um

4. Parag<0em =

horizonte (7).

Na Fig:7 temos um gréfico para o caso em que ¢ > 0. Nesta uma superficie () é
representada pelo espago paramétrico (m,q,r) onde cada ponto da superficie representa
um horizonte ry, para valores de (m, q) € 3.

Na Fig:8 vemos a superficie parametrizada para o caso ¢ < 0. Nesta configuracao,
cada par de coordenadas (m, q) podem estar conectadas a duas singularidade r, e r_. Na
Fig:9 temos uma projecao da Fig:8. Esta projecao representa todos os valores de (m, q)
associados ao horizonte (rg) para a configuragao 3.

Com o objetivo de encontrar uma compatificacdo para o espaco-tempo de galileon,

consideremos agora a seguinte transformacao de coordenadas:

de _ mdr +dt, (158)
2 = f(lr)dr _dt, (159)

onde  é uma constante arbitraria. Nestas coordenadas avangadas (v) e retardadas (u)

temos a métrica descrita como:

ds* = 451{)( >dudv + r2(d6? + sin” 0d¢?). (160)
Definindo:

o [

r _/fmdr, (161)

realizando a integral de (158) e (159) temos:

r* = Blog |uvl, t = flog|v/ul. (162)
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Consideremos agora a configuracao 2 para horizontes. Neste caso temos um hori-
zonte 1, andlago ao horizonte de Schwazsrchild. Considerando o mapa (uy,v;) para 8 > 0

definimos uma subregiao do espago-tempo para r > 0:
wvy = (1 — 1) AP g (), (163)

onde A(r) e o(r) sao fungoes positivo definidas. Estas fungoes fornecem uma convergéncia
para qualquer subregiao com r > 0. Na Fig:10 temos representado o diagrama tipo
Kruskal para qualquer subregido coberta pelo mapa (uy,v1). A regidao I1 representando
o buraco negro. A diferenca desta vez é que o horizonte de eventos nao esta localizada
em r = 2G'm, mas sim em r = ry,.

Temos por fim, que para a configuragao 2 existe uma extensao maximal analitica
para o espaco-tempo andloga ao de Schwarzschild. Este espaco-tempo esta representado
pelo diagrama de Penrose da Fig:11.

Seguindo o mesmo procedimento é possivel obter uma extensao maximal para o
espago-tempo da configuragdo 3. Supondo um mapa (u1,?1) como uma subregido do

espaco-tempo total para r > r_. Podemos ver que para $ > 0 o mapa ¢é definido como:

[h(r)/B(ry—r-)]

= &(r), (164)

U101 | =

r—r_

onde novamente h(r) e 7(r) sao fungdes positivo definidas. Nesta configuracio o diagrama
de Penrose ¢ descrito com uma singularidade de Cauchy e uma singularidade externa assim

como Reisner-Nordstrom. Esta diagrama esta representada pela Fig:12.



Figura 7 - Plot de f(r) = 0 para ¢ > 0.
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Legenda: Superficie que representa a regiao de horizonte de
eventos para cada par (m,q) na configuragido em
que g > 0, fixando G = 1.

Fonte: O autor, 2020.
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Figura 8 - Plot de f(r) = 0 para ¢ < 0.

0.00

Legenda: Superficie onde cada par (m, q) esta conectada a
rg, ou conectada a re r_ na configuragdo em
que g < 0, fixando G = 1.

Fonte: O autor, 2020.
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Figura 9 - Projecao de pares (m, q) no plano r = 0
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Legenda: Projegao do todos os pares (m,q) € ¥ conectados

somente a rg.

Fonte: O autor, 2020.

Figura 10 - Espaco-Tempo de Kruskal para ¢ > 0.

r =constant

r =constant

Legenda: Representacao do espago-tempo para a subregiao

u1,v1 da configuragado g > 0. Regioes I11,IV sdo

as extensOes analiticas da regides I, 1. Com

horizonte em rp,.
Fonte: O autor, 2020.
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Figura 11 - Diagrama de Penrose para ¢ > 0

PE s IE

Legenda: Digrama de Penrose para o espago-tempo
mapeado pelas coordenadas (u1, v )na
configuracao ¢ > 0.

Fonte: O autor, 2020.

3.3 Testes da Teoria

Usando como base os livros do (HARTLE, 2003) e do (ANDERSON; ANDERSON,
1967) iremos calcular alguns testes classicos para a solucao (147) obtida. Partimos de duas
suposicoes:

e Se K é um vetor de Killing, temos que:

i dzt

w g = cte, (165)
-

é uma quantidade conservada.

e Além dos vetores de Killing existe outra quantidade conservada definida por:

B dx“dm”'
€T T Iw dr dr’

(166)

sendo esta a equagao para a trajetoria das geodésicas.
Sabemos que a métrica (126) é independente do tempo. Isto significa que existe

um vetor de Killing associado a K com simetria sobre deslocamentos nas coordenada ¢,



Figura 12 - Diagrama de Penrose para ¢ < 0

Legenda: Digrama de penrose somente para a
configuracdo 3. Com horizonte
externo em 7y e horizonte de Cauchy
em 7_.

Fonte: O autor, 2020.
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com componentes:
K" = (1,0,0,0). (167)

Este vetor estd associado a conservacao da energia através de:

dzt dxt

= = KYg,,——

M dr I dr

W — g (168)
dr

Analogamente, por ser esféricamente simétrica, a métrica (126) é invariante por

rotacoes. Esta invariancia esta associada a um vetor de Killing com componentes:
LY =(0,0,0,1). (169)

Este vetor por sua vez estd associado a conservagao do momento angular:

B
du 2 gin 92@.

LYGus— = 170
Job dt " dr (170)
Como esperamos que as Orbitas estejam fixas no mesmo plano (6 = 7/2), temos:
do
2
— =1 171

onde [ é o momento angular associado.

Abrindo em componentes (166) temos:

—e=—h(r) (jf_) + f(r) (j;_) + 72 (ﬁ) . (172)

Substituindo nesta ultima as relagoes (168) e (171) e usando a relacao de que f(r) = h(r):

()2 + h(r)= — E? = —ch(r). (173)
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3.3.1 Avanco de Perihélio

Estabeleremos agora € = 1 em (173), para particulas. Utilizando (153) e omitindo

as constantes x? ¢ G momentaneamente para executar o calculo, temos:

2 2\ 2
(1_2:1+q1c>rg;(7~)> <1+7{2> + <§;i2> = E*. (174)

Substituindo r = 1/u:

(1 —2mu — uglog(u)) (1 + I*u?) + <fl;) I = E°. (175)

Derivando esta equagao com respeito a ¢:

RG
d*u 1 YN 3,
e +u = l—2(m +q/2) +u*(3m+q/2) + Y] log(u) + v log(u) . (176)
N Galil
ewton alileon

Podemos ver que antes mesmo de corrigir a RG a presenca do campo de galileon
corrige a solucao Newtoniana. Realizando o procedimento classico para resolver esta
equacao diferencial iremos tratar os termos referentes a RG e ao campo de Galileon

como uma pertubacao. Sendo assim temos a equacao diferencial somente com o termo

newtoniano:
d2u0 1
T 0 = (m+ q/2), (77)
cuja solucao:
2
wo(@) = YD (1 4 ecosg), (178)

l2

esta solucao apesar da correcao de ¢/2 ainda representada uma elipse com excentricidade

e. Substituindo esta solugdo nos outros dois termos em equagao (176):

2 2

(2;21 +uy = (8m + q/2)l4(m +4/2) {1+ 2ecos ¢ + €* cos® ¢} (179)
q 2 q

+ﬁ log (Qm(m +q/2) ) + o log (14 ecoso). (180)

Observe que o ultimo termo referente a u? log u por ter um crescimento muito rapido pode

ser desconsiderado na perturbacao. Como a excentricidade e << 1, podemos expandir o
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ultimo termo ao redor de 1 tal que:
Lo o
log (14 ecos¢) = ecos ¢ — ¢ cos o; lecos ¢] < 1. (181)

Temos assim que resolver a equacao diferencial:

d2u1

002 +u; = A+ Becos ¢ + O(e?), (182)
onde:

A = B gy Laogom? 1 g):

B = (6m+q)w+i.

4 2(?
Para excentricidade de érbitas planetdrias observadas, termos de ordem O(e?) podem
ser ignorados pois produzem variacoes muito pequenas nas variagoes periodicas em u

comparado com os outros. Sendo assim a solucao para esta equagao e separada em duas.

O termo constante tem solugao analoga a solucao nao perturbada tem forma:

up = A(1+ €' cos ¢). (183)
O segundo termo podemos supor uma solucao do tipo:

uy = C¢sin ¢. (184)

Ao checarmos com a equacao diferencial obtemos para a constante C' = Be/2. Precisamos

somar essa solugao a solugdo nao perturbada e temos por fim:

(m +q/2)

u(p) = 2 (1+ ecos o)

+A(1 + €' cos¢)
+B;¢> sin ¢. (185)

Assim como para o calculo para Schwarzschild, o segundo termo pode ser ignorado
por ser apenas uma corre¢do no valor das constantes para a solucao nao perturbada.
Como essas constantes sao valores observacionais eles podem ser unidos em uma Unica
contribuigao. Sendo assim podemos aproximar o resultado da equagao (185) para:

(m+4q/2)

u= T{l—i—ecos (¢ — dw)}; (186)
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onde:

12B¢

et (187)

ow =
Consequentemente vemos que quando levamos em consideragao o campo de galileon é

gerada um avanco do perihélio por revolucao de:

ow =

4l g  (6m+gq) 2
m+q/2{2 e (m+a/2) } (188)

Se considerarmos somente as ordens mais baixas em ¢ de corre¢ao, simplicamos o

resultado para:

6
ow = m{Gm—l—Zq/B}. (189)

3.3.2 Deflexdo da Luz

A trajetéria de um raio de luz também é determinada pela equagao (173). Porém

desta vez substituimos € = 0. Desta forma ficamos com:

2
E2
(ZZ) +u? = 7 + 2mu® + qu® log(u). (190)

Apoés derivar obtemos:

2
T = Gm - Q/2) + 50 log(u). (191)

perturbacao

Assim como para o caso do avang¢o do perihélio iremos tratar os ultimos dois termos
como uma pertubacao e podemos desconsiderar o tltimo por crescer rapido demais. Sendo

assim, a equacao nao perturbada:

d*u
possui solucao igual a:
cos ¢
u(¢) = : (193)

R
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onde R é o valor minimo para r. Substituindo no lado direito temos:

d?uy cos? ¢

Vamos denominar (3m + ¢/2)/R* = 3D. Podemos entao supor uma solucio do tipo:
u1(¢) = D(cos® ¢ + 2sin? ¢). (195)

Temos entao que a solucao completa é:

_ coso

R

u(9) + D(cos® ¢ + 2sin” ¢). (196)

Multiplicando ambos os lados por 7R e mapeando de volta ao sistema de coordenadas

cartesiano por x = r cos ¢, y = rsin ¢, encontramos:

(2 +2¢%)
= R—- RD——=. 197
! N R 190
Assim como para Schwarzschild, para altos valores de |y|. A solugao resume-se a:
r~ R—2RDl|y|. (198)

Deste resultado concluimos que assintoticamente, a érbita é uma linha reta no espago.
Temos que o angulo de deflexao d¢ determina o quanto um raio de luz passando por um

campo de Schwarzschil-Galileon sera desviado. Este angulo é determinado por:

B _ 2(3m+q/2)
69 = 2RD = U2 (199)

A magnitude do angulo total de deflexdo é definido por:

AG = 266 — W. (200)

3.4 Temperatura Hawking

O calculo para a temperatura Hawking, utilizando uma aproximagcao semi-classica
pode ser encontrado originalmente em (HAWKING, 1975), ou de forma mais detalhada
em (NAVARRO-SALAS; FABBRI, 2005). Utilizaremos a mesma abordagem para encon-
trarmos a temperatura Hawking da solugdo (147) em Horndeski. O ponto de partida

¢ propor um campo escalar nao massivo de Klein-Gordon 1 de fundo, definido em um
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espago-tempo (147). A propagacdo do campo escalar é descrita pela equagdo de onda

covariante de Klein-Gordon:
Yy =0 (201)
Cuja solucao é do tipo:
1 * —iwt
it = Rt Yo (0, 0)e ™", (202)

Solucao da parte radial:

d’R,,
dr*2

+w?Ry =0 = Ry(r*) = X, (203)

Sendo assim o campo de Klein-Gordon pode ser descrito em duas ramificagoes:

Yy = ie_i“Ule(é’, }) (204)
Yy = ie_i“’Vle(é’, b) (205)

onde U e V sao coordenadas nulas definidas como:
V=t+r", U=t—r". (206)

O préximo passo importante para estudo da temperatura Hawking é a obtencao
das transformacoes de Bogolubov. Para isso precisamos ter uma melhor definicao da con-
figuragao de estados do nosso sistema. Podemos relacionar as solugoes ¥y, ¥y aos estados
de vacuo "|out)'(NAVARRO-SALAS; FABBRI, 2005). Sendo assim devemos descrever os
estados "[in)". Com a descrigdo dos dois estados de vacuo sabemos que qualquer solugao
Yy pode ser descrita em termos de ¢y (V, V) (HAWKING, 1975). Para isso vamos supor
um espacgo-tempo de "Vaidya-Horndeski". Temos que a fonte que gera a solucao exterior é
dada por uma casca esféricamente simétrica de distribuicao de matéria. O espago-tempo

plano interno a distribuicao é dado por:
ds® = —dt* + dir* + 7*(d6? + sin® 0d¢?). (207)

Definimos 7 = r = a(t) como fator de escala que descreve a evolucao da distribui¢ao de

matéria. Impomos que a métrica interior seja conectada a exterior pela equacao:

da > ar\” 1 [(da\’
-1+ <dt_) = —f(a) <dt_> + m <dt_> . (208)

Nosso objetivo ¢ determinar a temperatura Hawking para as configuragoes 2 e 3. Sendo
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assim, iremos chamar os horizontes de eventos das duas configuragoes de ry, por mais
que eles sejam diferentes.

Assumindo que as geodésicas incidentes atingem a distribuicdo de matéria em um
tempo t;, de modo que a(t;) = a; > ry. Assim obtemos que f(r) ~ 1 e da equagao (208)

concluimos que:

dt\? B
(dt> ~1 sttt (209)

Definindo as coordendas internas relacionadas ao estado |in):
V=t+T, U=t—T7; (210)
terminamos com as relagoes:
Vict+r* = Vi=Vi+a — 1" (a). (211)
Quando 7 = 0, temos relacio entre U e V no centro de distribuicdo de matéria:
Vo = Up. (212)

Vamos agora supor que as ondas emergem da distribuicdo de matéria quando

a(t) ~ ry. Supondo t, o instante em que a(t.) = 7y, podemos expandir o fator de escala
a(t) em uma série de Taylor:

a(t) =rg + ae(te — 1), (213)

onde da/dt|;, .

Substituindo esta expansao em (208) obtemos que:

t =—Cloglt, — t|; (214)
onde:
ar\ ! r?

= =_'H 215
¢ (dr) vy TH K (215)

Da equagao (161) obtemos:

r

r* ~ (log(— — 1); (216)

g
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e utilizando (213) obtemos para as duas configuragoes:
U, ~ —2Clog(t. — t). (217)

Consequentemente obtemos:

U, o exp—z (218)

2¢

Na origem do sistema de coordenadas temos Uy = Vj. Isso implica na relacio entre

as coordenadas nulas exteriores é dada por:

V x exp—i — U = —2ClogV. (219)

De posse da relagao (219) e de (211) podemos finalmente expandir ¢y em termos

de 1y como:
@/JU = /0 {’YZ/wmle_iw,V + Bw/wmlt?iwlv}dw,, (220)

onde V. € Buwwm sao os coeficientes de Bogoliubov. Sendo assim é possivel mos-
trar(NAVARRO-SALAS; FABBRI, 2005) que:

|7w’wml| = exXp (27Tw<) |5w’wml|- (221)

Podemos agora determinar o niimero de particulas detectadas a um dado instante ¢ > .,
representada pela quantidade adimensional N_,,. Para isso, necessitamos apenas da

condicao de ortogonalidade dos coeficientes de Bogoliubov:
Z{|7w’wml|2 - |5w’wml|2} =1 (222)
Levando em consideracao (221) podemos reescrever (222) como:

47r§w _ Z |ﬁw wml| (223)

Assim, quando t — 400 temos:

1
Nomi = Z |6w’wml|2 = Sl _ 1 (224)

O valor esperado para N,,,; coincide com o valor da distribuicao de Planck para a radiagao
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térmica de bdsons:

1

ehwj/kBT _ 17 (225)
Onde encontramos uma temperatura:
Ty = L (226)
e e
Para a configuracao 2 temos que a temperatura Hawking obtida é de:
T — rH + /<a2q (227)
B a2

Podemos observar que quando ¢ — 0, obtemos Ty = 1/8mm, que é o resultado esperado
para o caso de Schwarzschild.
Para encontrarmos a temperatura para a configuracio 3 manteremos r, = ry e

denominaremos r_ = r¢. Assim utilizando igualdade:

flry) =0= f(reo), (228)

obtemos que:

2 TH —TcC

K= —F7. 229
log |re/rH]| (229)
Com este resultado reescrevemos ¢ como:
21
‘= ri log|re/ryl (230)

ra(1+log|re/rul|) —rc’

A partir do novo valor para { temos que a tempertura Hawking para a configuracao 3 é

descrita como:

rg(1+4log|re/ru|) —re

Ty =
a 4rr? log |re/rH|

(231)
Para finalizar a analise, vamos observar qual seria a modificacao gerada pela solucao
(147) na entropia de buracos negros.
Buracos negros nao sao compativeis com a segunda lei da termodindmica. Sendo
assim, temos estabelecidas duas leis para buracos negros. A primeira lei vem de uma
analogia com a primeira lei da termodindmica(HAWKING, 1975). Podemos descrever o

estado de equilibrio de dois buracos negros vizinhos como:

dM = " dA +QdJ, (232)
8
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onde M é a massa do Buraco Negro, J seu momento angular, €2 a velocidade angular
e A a area do horizonte de eventos. Se compararmos esta lei com a primeira lei da

termodinamica:
dU =TdS + PdV, (233)

podemos relacionar a entropia com a area da seguinte maneira.

A

Bekenstein estabeleceu(BEKENSTEIN, 1973) uma segunda lei generalizada da termodi-
namica de buracos negros. Esta lei descreve que: a soma da entropia do buraco negro com
a entropia da matéria externa ao buraco negro nunca decresce. Em termos matematicos,

significa:
1
5 (S + 4A) >0, (235)

Estabelecidas as duas primeiras leis, para encontrarmos a extensao do resultado
original (235), consideremos a equagao:
2m  k2qlog(ry
Flr) =1 - 20 2201080m)

TH TH

0. (236)
Temos que o diferencial exato desta equacao é:

rpdry = ¢ lem - <2mq_TH) dq] : (237)

Ao definirmos a area externa ao horizonte como A, = 47r? obtemos:

4 om —
At = = [dm - (T) dq} . (238)
H

Por fim vemos que a primeira lei estabelecida por Bekenstein continua valendo:

(239)

onde ao considerarmos ¢ = cte retomamos a primeira lei para Schwarzschild. Consequen-

temente, temos que a segunda lei para um buraco negro de Horndeski é:

1
5 (S + 4Aout) >0 (240)



66

CONCLUSAO

Nosso principal objetivo neste trabalho era realizar um estudo de solugoes de buraco
negro que violem a conjectura no hair e ainda sejam fisicamente consistentes. Utilizando
como modelo base a teoria de Horndeski encontramos uma solugao esfericamente simétrica
e assintoticamente plana. Sabiamos como violar a conjectura gracas aos trabalhos de
Babichev e Lam Hui. Assim, violamos a condi¢do que determina que somente poténcias
positivas das derivadas das fungoes G; podem estar contidas na equagdo de campo. Sendo
assim, encontramos uma solugao quando consideramos somente as contribui¢oes advindas
dos termos Ly e L£4. Nossa solugao poderia ser feita considerando um campo dinamico
¢ = ¢(r,t). Entretanto seria preciso conferir antes a estabilidade deste tipo de solucao.

Observamos que nossa solucao apresentava 4 configuracoes distintas onde uma
delas representava uma singularidade nua. Obtivemos uma extensao maximal para o
espaco-tempo em duas configuragoes. Na configuracao 2 para ¢ > 0 temos um diagrama
de penrose analogo ao de Schwarzschild pois esta configuracao recria o mesmo compor-
tamento deslocando o horizonte de eventos de r = 2m para r,. Para a configuracao 3
q < 0 obtemos um diagrama para o espago-tempo com um horizonte de eventos usual em
r, e um horizonte de Cauchy em r_. Esta configuracao é andloga a representagdo para
Reissner-Nordstrom.

Um resultado importante obtido é da temperatura de Hawking e para a entropia
de buracos negros. Utilizando a abordagem semi-classica estabelecida por Hawking re-
produzimos o calculo para a solucao de Horndeski. Estes resultados mostraram que existe
correcao na temperatura e na entropia por influéncia da func¢ao de Horndeski.

Obtemos uma solugdo em primeira ordem para os testes classicos de deflexdao da
luz e avancgo de perihélio planetario em sistemas locais. Entretanto, é preciso finalizar a
analise deste resultado substituindo valores observacionais e checar se o valor obtido para
a correcao encontra-se dentro da margem de erro observacional.

Ainda hé outras analises a serem feitas dentro deste modelo ou até mesmo dentro
do modelo de Horndeski. Pode-se estudar o potencial efetivo em busca de fotoesféra
pois é esperado encontrarmos uma fotoesfera com um raio deslocado. Podemos estudar o
lenteamento forte desta solugao. Podemos estudar a funcao de de correlagdo na vizinhanca
do buraco negro e ver como seria ao redor de um buraco negro com cabelo. Esta correlacao
pode ser relevante para o paradoxo de informacao de buracos negros. Seria ainda possivel
buscar uma nova solucao utilizando outras contribuicoes das lagrangianas de Hornsdeki,

por exemplo as contibuigoes Lo + L3 que ja mostraram ser estaveis.
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ANEXO A - Variagao da acao de uma Lagrangiana geral de galileon

Seja a acao de Galileon até quarta ordem definida como:

S = [ da'=g{Ga(X,6) ~ Gs(X, 0)06+ Ga (X, 0) R+ G x(X,6)((06) = (V,Vu6)*)}
(241)

Calcularemos a variagdo com relagdo ao campo (¢) e ao tensor métrico (¢") ordem a

ordem a ordem respectivamente. Obs:

0pX = —g"0u(00); (242)
1
0g(X) = —50udu09"; (243)
P 5gaﬁ pPA PA PA
oLy, = 5 [Vuld"™)9ragus + Viul9”)Dragus = VA(9")gpuagus]. (244)

Utilizaremos todas as seguintes propriedades:

o ORY, =V,0T% — Vol (245)
o ORup = V0T, — V4olY, (246)
i 5\/ —9= _7g;w5.glw (247)

oA
o g
i 5F1/,u, = T(V,U(SQAV + vl/(sg)\,u - V)\ég,uz/>

(248)
® 09y = —Gwor09"" (249)
o OV, OV'D=5(g"")(0.00,0) (250)
o OV,V,p=—0(I"))0,0 (251)
o 60¢ = 06(g")(0,0,¢ — T,0,0) + 6(=T,)0ppg" . (252)

A.1 Termo Quadratico L,
Seja:
S, = / &4/ =gGa(X). (253)
Realizando a variacao com respeito a ¢, obtemos:

5¢G2 = G,X5¢X = —G,X9”V¢,u(5¢),u-



Portanto:

052 = [ d'sv/=g{u(C xg" 6,)}06.

Definimos a 4-corrente como:
v Nz
]2 - G7X¢ N

Realizando a variacao em relacao a métrica, temos:

1 1
5,55 = / d'ov/=g{~ 59 Ca = 5Gaxd 0.}

Definimos o tensor energia momento como:

1
Tﬁu = +§(gw/G2 + G2,X¢,,u¢,u)'

Para L, temos entao:

i v 1
Jo = G,X(b’ ) Tiv = +§(guuG2 + G2,X¢,,u¢,y)-

A.2 Termo Cubico
Seja.:
Sy = / 44/ —g{—G5(X)0).
Fazendo a variacao com relacao a ¢:

0oGs = G3x03X = —G3x9"¢,(00) »;
600 = 04[g" (P — Th,0,)] = L.

Portanto,

545 = / d*/—g{—V, [Gs.x "0 + V' Gy]}o6.

Porém VVG3 = G5 x X'V, Escrevemos:

3s5s = [ d'ey/=g{=V.[Gax6" 0o + Gax X "1}30.

72
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(255)

(256)

(257)

(258)
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Definimos entao a 4-corrente como:
J5 = =G x(¢o"Op + X). (259)
A variacao com relagao a métrica:

5 / doy/—gLs = & / d'z/—g{Cs06)

= [ By g GO0 — 5(G)06 — Gad(D0)).

1
59G3 = —§G3,X¢,u¢,u5glw§ (260)
006 = 6(g")(0,0,¢ — I,0,0) + 6(—T%,)9,09" . (261)

Substituindo (244) em (261) temos a forma final de Ss:

1 1
55’3 = /d4ﬂfv _g{§D¢[G3,X¢,/L¢,V+G3guu]_G3vuvu¢+§<2vu(G3¢u)_guugp)\v)\<G3¢p))}5glw'

(262)

Definimos como o tensor energia momento:

1 1
ij = +§D¢[G3,X¢,u¢,u + G3guu] - GSVqu¢ + §(ZVV(G3¢H) - guugpAvA(G?;(bp))a

ou,

1
Tiy - _§G3,X{D¢¢,p¢,u - g,uZ/X,aQﬁ’a + X,u¢,u + X,I/¢,/.L} (263)

Para L3 temos entao:

-y v v 1 o
J3 = _GS,X(qb’ qu + X )7 T:jl/ - _§G3,X{D¢¢,u¢,u - guu)(,oqu7 + X,,ugb,y + X,V¢7M}‘

A.3 Termo Quartico
Seja:

Sy =0, =0 / d*2y/=g{GuR + Gox((D0)? — (V,.V,0)?)} (264)
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Variando com relagao a ¢:
0pSs = /d4fv\/—_9{5(04>3 +0(Gex)((@9)* = (VuVi0)?) + Gixd((09)*) — Guxd((V,.V,0)*)
onde,

5¢>G4 = G4,X5¢>X = _G4,Xg/w¢,,u(5¢),u;
5¢G4,X = G4,XX5¢>X = —G4,X9W¢,u(5¢),u;
04(0¢)* = 206(60¢) = 20¢00¢;
0s(VuVu) = VuV.,0¢;

3,(VEVY @) = VIV .

Definimos a 4-corrente como:

iv = Gux(V'@)R+ Guxx(VY¢)(Og)* — G4,XXVV¢(VaVB¢)(vaV'B¢)
+2Gy xx(X'O¢ — X ,V*V"¢) — 2G4 x R"V ,¢.

Realizando agora a variagdo em relacao a métrica temos:

58, = / d'1/=g{0(G1)R + 5(R)CGy + 8(Gax)(08)? — (V. V,0)?)
+G1x0(O0)) — Goxd(VuV.))} + [ d'ad(v=g)Ls

onde,
1 v
0yGs = —5Gax0u0.09";
1
59G47X = —§G4,XX¢N¢V59MV'

Calculando cada um dos termos como uma integral separada temos entao:
Int [

GyxR
2

[ d'av=g{8(GRY = [ d'ay/=g{~"" 6,0, ).

Int 11




75

/ '/ —g{0(R)G4} = / d'2\/=g{6g" R Gy + ¢ GaO R}
= /d4x\/—g{5g“l’Rw,G4} +/d4.’L’\/ —g{—V,)(G4g"”)5FZV +V,/(G4g’“/)5rzp}-

{=[V (V97 Gag" ) graGvs + Vo (V102 G10" ) gra9us — VAV 19 G19") Gpavs)

5>
v,u(vugp/\Gélgwj)g)\agpﬁ + vp(vugp)\G4glw)g)\aguﬁ - v)\(vug'oAG4guu)gua9pﬁ}%

598

{_[vﬂva(G4> + vﬂva<G4) - ga,BDG4] + gaﬂDG4 + VavﬁG4 - vﬁvaG4}?

1
{—VgVQ(GZL) + ga5DG4 + §(VO¢V/3G4 - V5VQG4)}5gaﬁ.

Logo:

II = R,,Gy — YV, V,u(Gy) + g,,0G,.

Int 111

[ dav=g13(Gax)(O6) = (V,V.0)%)} =
[ AoV G x b0 (TaT 50 (T2576) — (D07}

Int IV
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[ dav=g15(00)Gux} = [ d'ov/=g{Gu.x2066(00)}
= [ d'ov=g{Gi,x 2061V, V009" — 600" 0T, }

_ / d'ar/—g{Gux 206V .V, 60g" } + / A2/~ g{~ G x 20060,,g" 01", }.

a integral azul sera:

6g°°
= V(= Gux2006,,9" 9™V gragus + Vo =Gux2066,,9" ¢V ragus

_V)\(_G4,X2D¢¢/pglwgp>\)guaguﬁ]

3g°"
= S 1-2Va(Gax2066/0) — 25(Grx2066/a) + 2005V (Gax 2069,

= [_2vﬁ<G4,X2D¢¢/a) + gaﬁvp(G4,X2D¢¢/p)]6ga6‘

Logo :

IV = G4,X2D¢VMV,,¢ — 2V5(G47x2m¢¢/a) + gagV”(G47XQD¢¢/p).
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Int V

[ d'av=5{-Gix8(VuV,0)*} = [ d'ov/=g{~Guxb(g" 9"V, Vs0))
= —Gux0(g") g’V V56V, V., — Gy xg""0(g"° )V, V56V V¢
—Guxg" g5 (V V50V, Vo — Gaxg" gV V566 (V,V,0)

= _G47X6(9W)ngvv6¢vuv7¢ - G4,X9M5(gw)vvvu¢vévu¢
~Gux9"g"°6(V, V)V, V., — Guxg" 9"’V Vs60(V ,V,0)

= —2G4.x9"°V, V50V, V108(g") — Gax VIV $(—0T%,)bp — Gax VIV O(—6T75) 0.

V = {-2G4x9"°V, V¢V, V.6 + V,(Gsx V'V ,6¢,,)
+Vo(Gax Vi, VP0¢,,) — VP(Gax NV, Vudd,) togh”.

end

Desta forma definimos o tensor energia momento como:

Th, = —50ul(GiR+ Gox((06) — (VuV.6)) — 2Cax RO,
R,,Gy — vz/v,u,(G4) + 9,,UGy
Gy x200V V¢ — 2V, (G4 x00¢ /) + 9,V (Ga, xOo0 )
—2Gix9"°V, VsV, V6 + V,(Gix VIV, 00,,)
+V, (G x Vi, VP00,,) — VP (Gyx VYV, Vu00),)

+5Cxx0,0u](VaV50)(V976) — (O6)) (265)
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Utilizando as propriedades:

oV, V,(Gy) = Gyxx X, X, +GyxV,V, X

oG, = Gaxx XoaX® + GuxOX

oV* (G x000p9u) = Va(Gax00¢0° g) = 9 [Gaxx X 500" + GoxVs00¢" + Gy x(O6)]
o2V, (G4 x0¢¢,) = 2[Gyxx X ,O0d, + G4 xV, 00, + G4 xEOoV, V6]

oV, (Gyx VIV, 00,) = Gaxx X , VIV, 00, + Gy xOV, 00, + G4 x VIV ,0V,V 6

oV, (Gax Vo VP00,) = Gixx X,V VPO, + GaxV,V, VP00, + Gy xV, VPOV, V .0

oVi(GaxViVidd') = Guxx X 3V,Vu00" + Gax VsV, Vi66” + GaxV, V606
simplificamos (265) e reescrevemos como:

T;ll, - _G4,XX [g;wX,BDQb¢B - 2X,VD¢¢,M + X,pvpvu¢¢u
+X , V., Vo0, — X5V, V00" + g X o X — X, X,
1
+§¢u¢u[(vavﬁ¢)(vav%) — (0¢)?]]
—Gux[9,0 V060" + 9,0, (0¢)° — 2V, 009,
*QDQVVV“G? + DV}/¢¢M + vpvl/gbvpv/t@
+0V, 0, + V., V0V, V6 — VsV, V,0¢"”
~V,. V6002V, V¢V, V¢ + 206V, V,é
1 1
+guX =V, V, X — §R¢M¢V - igW((DCb)Q - (VMVV¢>2)]‘

Os termos destacados em vermelho acima se anulam e os termos destacados em azul
que seriam derivadas superiores a segunda ordem podem ser reescritos como termos de

curvatura da seguinte maneira:

o[V, 00, — V,00¢, = Rop@” ¢ ;
e~ V,V,X ~ VsV, V06" =R 6,07+ V., V,0VV ,6;

vy

o[ 1X + Vﬁmgbqbﬁ - _Ravgb,agb,v - v'yvvqbvvvagb'
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Assim sendo, temos a forma final para o tensor energia momento:
T, = —Guxx[guw(X 006" + X X%) - 2X 004,
+X ,(2V, VP00, — V,V,66") — X, X,
1
+5¢u¢u[(vaw¢)(vav%) — (0¢)?)

1 1 1
_G4,X{_§R¢u¢u + iguu(qub)? - §guu(vav5¢)2
2Ry S+ RS, 0087 + Vo VY V,0

_guuRa'y¢,U¢,'y - VMVV¢D¢}

Entretanto os termos V,V ¢¢,, e R,¢°¢ , nao sao simétricos como o tensor ener-
gia momento. Para manter a simetria, separamos em sua parte simétrica e antissimétrica.
A parte antissimétrica é cancelada e resta somente a parte simétrica. Desta forma obte-

mos:
Ty = —Guxx[gw(X 000" + XoX%) = X, 006, — X000,
+X,(V,VP0¢,+V, V0, =V, V,00") — X, X,
1
+50u0[(VaVs9)(VOV76) — (O6)]]
1 1 1
_G4,X{_§R¢u¢u + ig,ul/(lj(b)z - igw/(vavﬁgb)Q
Ry ¢+ Ropd9 + RS,,,0.0.07 + V,V,0V'V 10

vYp

_g,uuRa'ygb,crgb,'y - vuvu¢|:]¢}

Para £, temos entao:

Ji = Gax(V'9)R + Gaxx(V'9)([09)* = GaxxV'$(VaV9) (VO V7 0)
+2G4,Xx<X’V|:’¢) — X,MV“V”@ — 2G4yxRVUVO-¢;

T4, = ~Gixxlgw (Xs066° + XoX) = X066, — X066,
+X (V. VP00, + V, VPhp, -V, V,00°) — X, X,

0 (VaV59)(VV76) — (O]

~Cax (g Rbud+ 30(00) ~ £0(VaV56)

Rout 0+ B0+ B 006" + ¥, V09V,

VYR

_guuRav¢,J¢,v - vuvu¢D¢}




