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RESUMO

SILVEIRA, F. A. Objetos compactos, ultracompactos e exéticos em teorias
f(R) da gravitagao no formalismo de Palatini. 2020. 140 f. Tese (Doutorado em
Fisica) — Instituto de Fisica Armando Dias Tavares, Universidade do Estado do Rio de
Janeiro, Rio de Janeiro, 2020.

Analisamos, na perspectiva de teorias f(R) no formalismo de Palatini, configura-
coes de objetos estelares esfericamente simétricos e estaticos constituidos de fluido com
pressao isotropica e anisotrépica. Para tais estudos, foi utilizado o cenario das teorias
f(R) =R+ AR? e dois perfis de densidade idealizados como um primeiro passo nessa
direcao. De forma inicial, investigamos no caso isotrépico, os comportamentos da pressao
e da geometria no interior de estrelas provenientes de um perfil de densidade que é quase
constante dentro do objeto, mas decai suavemente na superficie do mesmo. Também
discutimos o aprisionamento de particulas sem massa no ambito de objetos compactos
e ultracompactos. Exploramos, separadamente, configuragoes de estrelas compostas de
fluidos com pressao anisotropica, onde também analisamos os comportamentos da geo-
metria e das pressoes radial e tangencial no seu interior. Para esta finalidade usamos um
parametro de anisotropia em particular e um perfil de densidade diferente do estudado
no caso isotropico. O fato de podermos alcangar valores de pressao negativa, ao se utili-
zar pressao anisotropica, nos permitiu estudar também configuracoes de objetos exdticos
como “gravastars”. Os resultados obtidos em ambos os casos foram comparados com os
da relatividade geral que nos possibilitou analisar a existéncia, no espago de parametros,
de configuragoes de objetos mais, menos ou tao compactos quanto os da relatividade geral
para uma mesma densidade. No caso isotrépico, também analisamos a possibilidade de
obter configuragoes além do limite de Buchdahl da relatividade geral.

Palavras-chave: Objetos compactos. Objetos ultracompactos. Teorias f(R) da

gravitacao. Formalismo de Palatini.



ABSTRACT

SILVEIRA, F. A. Compact, ultracompact and exotics objects in f(R) theories
of gravitation in Palatini formalism. 2020. 140 f. Tese (Doutorado em Fisica) —
Instituto de Fisica Armando Dias Tavares, Universidade do Estado do Rio de Janeiro,
Rio de Janeiro, 2020.

We analyze, in the perspective of f(R) Palatini gravity, numeric configurations of
spherically symmetric and static stellar objects filled with fluids of isotropic and aniso-
tropic pressure. For such a study, we use the scenario of quadratic f(R) =R +AR? and
two idealization profiles of density as a first step in this direction. Initially, we investigate
in the isotropic case, the behavior of isotropic pressure and geometry inside of such ob-
jects from a density profile that which is almost constant inside the object, but decays on
the surface of it. We also discussed the trapped null geodesics in scope of compact and
ultracompact objects. We explore separately, configurations of star filled with fluid of ani-
sotropic pressure, where we analyze behaviors of geometry, radial and tangential pressure
inside of the object. For this purpose, we use a parameter of anisotropy in particular and
a profile of density different from isotropic case. The fact we can reach values of negative
pressure when we are working with anisotropic pressure also allows us to study configura-
tions of exotic objects as “gravastars”. The obtained results in both cases were compared
with general relativity, enabling us to analyze the existence, in the space of parameters,
of configurations of objects more, less or as compact as results of general relativity for the
same density. In isotropic case, we also analyze the possibility of obtaining configurations
beyond Buchdahl’s limit of general relativity.

Keywords: Compact objects. Ultracompact objects. f(R) theories of gravity. Palatini

formalism.
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NOTACOES

Trabalhamos com a assinatura (-,4+,4,+). As componentes do tensor de Riemann
sao dadas por R%g,, = &TFg‘ﬁ —al'gs —|—F3‘AF;}5 — F/O;/\F(’}B, onde I'g € a conexao que a
principio nao ¢ simétrica nos indices 8. O tensor de Ricci é Ryg = R34 € 0 escalar de
Ricci é R = gO‘fBRag. Faremos uso de h = ¢ = G =1, a menos que seja dito o contrario.
Indices repetidos obedecem a regra de soma de Einstein. Letras gregas, o, 3, v, etc.,

correm de 0 até 3. Letras latinas, 1, j, k, etc., correm de 1 a 3.
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Significa que uma quantidade qualquer, X, estd sem dimensao.

Derivada da funcao f(X) com relagdo a X, isto é, fx =df(X)/dX.
Componente da métrica fisica, g.

Componente da métrica conforme, h, tal que hy,, = frguw e M = g"/ fr.
Componente da conexao, I', tal que ng #* F% no principio variacional.
Posteriormente a variagdo da ac¢ao, ela também pode aparecer com signifi-
cado de conexao Levi-Civita da métrica hy,,.

Componente da conexdo de Levi-Civita, I', da métrica (ou simbolos de
Christoffel), tal que I'g, =I'J5.

Escalar de Ricci constrido com I'. Também pode aparecer com significado
de R =R(T), onde T é o traco do tensor energia-momento, 7},,.

E o escalar de Ricci construido com os simbolos de Christoffel, T

E o raio da estrela definido onde pressdo se anula.

E o raio da estrela sem dimenséo.

Parametro de massa adimensionalizado ou, nesse caso, a compacticidade
M = M/R.

E o tensor de Ricci construido com T

E o tensor de Einstein construido com Ruv € R, ou seja, Gy =Ry — %ngj.
Versao quadri-dimensional do D’Lambertiano, O = gV, V,,.

Densidade de energia.

Pressao isotrépica.

Pressao anisotropica radial.

Pressao anisotropia tangencial.

Parametro de anisotropia.
1

Parametro presente no perfil de densidade p(r) = po{1+exp[(r —r0)/0]}~
}71

Parametro presente no perfil de densidade p(r) = po{1+exp[(r —70)/0]} .
Pardmetro presente nos perfis de densidades p(r) = po{l1 — (r/r.)?} e

p(r) = po{1+exp[(r—r0)/d]} .
Pardmetro presente no perfil de densidade p(r) = po{1 — (r/rs)?}.

Pardmetro presente em A = or2/(r? +73)71/2,

Parametro presente em A = or2/(r? +73)71/2,

Compacticidade de Buchdahl, isto é, Cp = M/R =4/9.
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INTRODUCAO

Desde o eclipse solar! de 1919 e da concordéncia, entre teoria e experimento, com
os resultados sobre a precessdo do periélio de Merctrio?, até a relativamente recente
descoberta das ondas gravitacionais® (OGs), a teoria da relatividade geral (RG) foi testada
diversas vezes e se mostrou ser muito bem sucedida. Sao mais de cem anos confirmando
suas excelentes previsdes sobre a natureza da gravitagao (WILL, 2014).

No entanto, ao mesmo tempo em que a RG se mostra excelente para explicar va-
rios fendomenos gravitacionais, foi sendo percebida a possibilidade dela ter um dominio
de validade. Isto é, certas predi¢oes oferecidas pela teoria nao parecem estar totalmente
completas, como por exemplo, a questao das singularidades previstas no Big Bang e num
buraco negro (BN) da RG, a partir das quais temos auséncia de uma geometria bem-
definida e consequentemente uma auséncia de leis da fisica, o que acarreta na perda da
nossa capacidade de fazer predigoes, (OLMO, 2011b). A sua utilizagdo também nos exige
a necessidade de aceitar a ainda nao detectada fonte de energia escura, com proprieda-
des gravitacionais repulsivas, para explicar “a relacao da distancia de luminosidade e do
redshift das supernovas tipo la e algumas propriedades da distribuicdo de matéria e radia-
¢ao em larga escala” (OLMO, 2011b), e ainda de matéria escura, “para explicar as curvas
de rotacao de galdxias espirais”, (OLMO, 2011b). Para resolver as questdes pertinentes
as singularidades, tipicamente se argumenta que tais fendmenos estariam dentro do domi-
nio tedrico da gravidade quantica. Porém, a RG é geralmente incompativel com técnicas
de quantizagdo usuais e, até o presente momento, nao temos uma teoria de gravidade
quantica definitiva e totalmente consistente.

Tudo isso nos motiva a investigar teorias alternativas da gravitacao que tém sido
propostas com a finalidade de fornecerem explicagoes para fenémenos fora do dominio de
validade da RG. Uma das alternativas a gravitacao einsteniana é substituir o escalar de
Ricci, R, na lagrangiana da RG, por uma fungao arbitraria dele, isto é, f(R). Tais teorias
sdo conhecidas como teorias f(R) da gravitagao (SOTIRIOU; FARAONI, 2010; OLMO,
2011b; SOTIRIOU; LIBERATI, 2007; FELICE; TSUJIKAWA, 2010).

E possivel estudar tais teorias em diferentes formalismos, que ditard a forma em

que o principio variacional serd realizado na agdao. Exemplos de tais formalismos sdao: o

I Foi por meio das observacdes do eclipse solar de 29 de maio de 1919, que ficou comprovado que o valor
do desvio da luz ao passar perto do Sol correspondia aos resultados previstos da RG.

2 Os resultados numéricos da precessio do periélio de Merctirio ji eram conhecidos quando Einstein
desenvolveu a RG e, novamente a teoria de Einstein teve sucesso ao concordar com tais resultados.

3 Somente em 2015 (publicado em 2016 (ABBOTT et al., 2016)), aniversario de cem anos da RG, foi
possivel vencer todas as dificuldades envolvidas no processo de detecdo de ondas gravitacionais por
conta de produzirem um efeito mindsculo no detetores.
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formalismo métrico e o métrico-afim. No formalismo métrico, é considerada apenas uma
variavel dinamica independente que é a métrica, g. Enquanto no formalismo métrico-
afim as varidveis dinAmicas serdo a métrica, ¢, e a conexao afim, I', que sdo consideradas
campos independentes no principio variacional. No contexto métrico-afim, também é
possivel considerar os casos em que a informacao da conexio afim esteja ou ndo contida®
na lagrangiana de matéria. Apelidamos os casos de teorias f(R) no formalismo métrico-
afim, que ndo contenham informagoes da conexao na agao de matéria, de teorias f(R)
Palatini® (KREMER; ALVES, 2004; SOTIRIOU, 2006; OLMO, 2011b).

Nesta tese, nos concentraremos na abordagem de Palatini em teorias f(R) da
gravitagdo. Uma das motivacoes de se estudar tais teorias consiste no fato de termos a
RGY com ou sem constante cosmoldgica na auséncia de matéria reproduzindo automati-
camente os testes classicos e os resultados do teorema de Birkhoff. Elas sdo consistentes
com o fato de que movimentos orbitais de sistemas binarios devem estar em boa con-
cordancia com a situacao de vicuo da RG (OLMO; RUBIERA-GARCIA; WOJNAR,
2019a). Elas também sdo compativeis com as atuais observacoes de ondas gravitacionais
(OLMO; RUBIERA-GARCIA, 2020). Temos ainda o fato de algumas lagrangianas de
f(R) Palatini reproduzem os resultados para a dindmica do Universo primitivo proveni-
entes das equagoes efetivas da cosmologia quantica em lagos (AGULLO; SINGH, 2017;
OLMO, 2011a; OLMO; SINGH, 2009). Esta tltima evita a singularidade do Big Bang
fornecendo, ao invés disso, solucoes de ricochete’. Esse fato também sinaliza, uma pos-
sivel conexao entre tais teorias no regime classico e quantico. Por fim, as teorias f(R)
Palatini possuem uma fenomenologia rica no ambito estelar (WOJNAR, 2019; OLMO;
RUBIERA-GARCIA; WOJNAR, 2019a; SERGYEYEV; WOJNAR, 2020; PANNIA et
al., 2017; SHARIF; YOUSAF, 2014), de buracos negros (BAMBI et al., 2016; BEJA-
RANO; OLMO; RUBIERA-GARCIA, 2017; MARTINEZ-ASENCIO; OLMO; RUBIERA-
GARCIA, 2014; OLMO; RUBIERA-GARCIA, 2015; OLMO; RUBIERA-GARCIA, 2011)
e cosmologicos (OLMO, 2011a; OWSKI; STACHOWSKI, 2018; PINTO et al., 2018; GI-
ALAMAS; KARAM; RACIOPPI, 2020; JINNO et al., 2020; PANNIA; BERGLIAFFA;
MANSKE, 2019).

Por outro lado, tem despertado bastante interesse nos tiltimos anos a possibilidade

4 Formalmente isso significa que a conexdo pode ou néo se acoplar com a matéria.

5 O fato de se chamar formalismo de “Palatini” se atribui a um mal entendido histérico. Tal formalismo
foi introduzido e analisado por Einstein na obtencdo das equagoes de campo da RG, porém no caso
da lagrangiana gravitacional da RG os dois formalismos sdo equivalentes no sentido de produzirem as
mesmas equagoes de campo. Entretanto, essa coincidéncia nio é necessariamente verdade para outras
lagrangianas gravitacionais, (ALLEMANDI et al., 2006).

6 Mais especificamente, teremos que teorias f(R) Palatini se reduzem & RG quando estamos lidando
com tensor energia-momento de trago nulo ou constante.

7 Cosmologia quantica em lacos é baseada numa abordagem de quantizacio da gravidade conhecida
como gravidade quantica em lagos (CASARES, 2018; OLMO, 2011a; OLMO; SINGH, 2009).
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da existéncia de objetos similares a BNs, mas sem horizonte de eventos, que poderiam
evitar algumas das questoes mal compreendidas na sua atual descricao. Além disso, o
fato de estarmos na era das OGs, que nos possibilitam testar a gravidade em regimes
extremos, faz com que esses estudos possam ser colocados a prova. De fato, a existéncia
de BNs esta praticamente muito bem estabelecida no ambito da RG. Por exemplo, co-
nhecemos seu processo de formagao, temos fortes indicios que BNs sao estaveis frente a
pequenas perturbagoes, o exterior de um BN é consistente e livre de patologias e temos
fortes indicagoes de que ele satisfaz propriedades de unicidade descritas pela familia de
solugbes de Kerr-Newman (CARDOSO; PANI, 2017; CARDOSO; PANI, 2019). Ainda
temos as recentes detecdes dentro do espectro eletromagnético® (AKIYAMA et al., 2019)
provenientes de objetos adequadamente descritos como BNs (embora estudos envolvendo
técnicas computacionais de produgao de imagens de sombras via ray-tracing, (VINCENT
et al., 2016), ndo serem capazes de distinguirem se tais imagens sao de fato de BNs ou
estrelas de bodsons, entre outros) e de OGs (ABBOTT et al., 2016) provenientes da fu-
sao de BNs. Apesar de existirem inimeras compatibilidades entre teoria e observacao
e, portanto, fortes indicios de sua existéncia, a presenca de uma singularidade em seu
interior que pode provocar paradoxos como o da perda de informagao devido ao processo
de evaporacao (PRESKILL, 1992) ainda é considerado bastante inconveniente.

Assim, segundo a classificagdo de (CARDOSO; PANI, 2017; CARDOSO; PANI,
2019) temos que objetos sem horizonte de eventos podem pertencer a trés principais

categoriasg

: 1) objetos compactos (OCs), como exemplo podemos citar as estrelas de
néutrons; 1) objetos ultracompactos (OUCs), como exemplo podemos citar as estrelas
de bésons; IIT) ClePhos!? (objetos de foton-esfera limpa), como exemplo podemos citar
as gravastars'' (MAZUR; MOTTOLA, 2004). Um objeto exético (OE) pode pertencer
a qualquer uma das trés categorias anteriores, dentre eles temos as gravastars, buracos
de minhoca (MORRIS; THORNE, 1988), bolas de poeira (MATHUR, 2005; CARDOSO;
PANTI, 2017), entre outros.

Desta forma, investigamos nessa tese, algumas configuragées de objetos sem ho-
rizontes de eventos na perspectiva de teorias f(R) Palatini. Nesse aspecto, estaremos
particularmente interessados na analise de solugoes para o interior de corpos astrofisicos
envolvendo os casos de fluidos com pressao isotropica e anisotrépica. Tais cenarios ja fo-
ram vastamente explorados em diferentes contextos e teorias gravitacionais. No ambito de

fluidos com pressao isotropica podemos citar o classico e idealizado estudo envolvendo den-

8 Tal observacio culminou na primeira imagem da sombra de um objeto da galixia M87 assumida ser a
de um BN de Kerr (AKIYAMA et al., 2019).

9 No Apéndice (E.1) hd mais informagdes sobre tal classificacdo.
10 Do inglés sigla para “Clean-photon sphere objects”.

1 Sigla para gravitational-vaccum stars.
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sidade constante (SCHWARZSCHILD, 1916), (MISNER; THORNE; WHEELER, 1973),
o trabalho (STUCHLIK et al., 2009) onde é estudado o aprisionamento de particulas sem
massa em objetos extremamente compactos na RG, temos também o estudo da estabili-
dade de OCs preenchidos por um fluido isotrépico em teorias f(R,T, Ry, TH) foi anali-
sado em (SHARIF; WASEEM, 2016), enquanto a descri¢do de estrelas estranhas (strange
stars) em teorias f(R,T) foi discutido em (DEB et al., 2018), entre outros. No campo
da anisotropia, podemos citar o trabalho (MAK; HARKO, 2003) onde discute estrelas
constituidas por fluidos anisotrépicos na RG, o artigo (CATTOEN; FABER,; VISSER,
2005) que mostra que gravastars devem ser descritas por fluidos anisotrépicos na RG, o
trabalho (SETTAWAN; SULAKSONO, 2019) que analisa estrelas de néutrons também no
contexto de RG, o artigo (ZUBAIR; ABBAS, 2014) que discute estrelas compactas em
teorias f(R) no formalismo métrico, entre outros. Por fim, temos ainda trabalhos que
descrevem objetos como gravastars utilizando fluidos com pressao isotropica, na RG, para
a descrigdo da geometria do seu interior até o limite de Buchdahl (BUCHDAHL, 1959)
e, a partir da superficie de Buchdahl, se constréi uma camada preenchida com fluido de
pressao anisotropica (KONOPLYA et al., 2019), constituindo assim, uma estrela hibrida,
contendo parte de pressao isotrépica e outra parte de pressao anisotrépica.

Portanto, dentro do cendrio correspondente as f(R) =R+ AR?, que possui uma
vasta quantidade de aplicagoes na literatura (FELICE; TSUJIKAWA, 2010; CAPOZZI-
ELLO; LAURENTIS, 2011; NOJIRI; ODINTSOV, 2011; NOJIRI; ODINTSOV; SAEZ-
GOMEZ, 2009), investigaremos numericamente modelos de estrelas esfericamente simé-
tricas e estaticas constituidas por fluido de pressao isotropica e anisotropica para dois
perfis de densidades simples que possuem um comportamento quase constante dentro da
estrela e decaem suavemente préximo a superficie. Tais perfis, suavizam a descontinui-
dade da densidade na superficie da estrela presentes ao se utilizar o perfil de densidade
constante em toda a regiao interna do objeto. Por conta disso, possiveis divergéncias de-
vido a existéncia de derivadas segundas da densidade em teorias f(R) Palatini podem ser
suavizadas. Como uma primeira analise, nos dedicamos a entender o comportamento da
pressao isotrépica e da geometria no interior de OCs para um perfil de densidade em par-
ticular. Também discutimos, no contexto de OCs e OUCs, as regioes de aprisionamento
de particulas sem massa. Tal fendomeno é importante em estudos envolvendo a aparéncia
Gtica de uma estrela em um colapso gravitacional (NOVOTNy; HLADIK; STUCHLIK,
2017) bem como na andlise dos modos quase normais de OCs (CARDOSO et al., 2009).
O aprisionamento de particulas sem massa também pode influenciar na estabilidade e
no resfriamento de OCs e OUCs (STUCHLIK; HLADIK; URBANEC, 2011). Compara-
mos todos os resultados obtidos para esse modelo com os da RG de modo a entender se
eles produzem objetos mais ou menos compactos do que aqueles obtidos pela RG para o
mesmo perfil de densidade e se sdo capazes, inclusive de ultrapassar o limite de Buchdahl,

que estabelece o limite de maxima compacticidade na RG, independentemente da equagao
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de estado utilizada'?. Numa segunda andlise, investigamos estrelas preenchidas por flui-
dos de pressdo anisotrépical® para um perfil de densidade diferente do estudado no caso
isotropico. Assim, também analisamos os comportamentos da pressao radial e tangencial
e da geometria no interior da estrela. Deste modo, todo o levantamento de informagoes
e comparagoes dos resultados com os da RG (e adicionalmente com o caso isotrépico)
foram repetidos para esse caso. Além de estrelas, o fato de configuracoes de pressao ani-
sotropica alcancar valores de pressdes negativas, nos possibilitou analisar modelos de OEs
como gravastars.

Esta tese estd organizada da seguinte forma: como fundamentacao teodrica perti-
nente ao trabalho desenvolvido aqui, dedicamos os capitulos 1 e 2. No primeiro, revisamos
os principais aspectos das teorias f(R) no formalismo de Palatini, como suas equagoes de
campo e propriedades, o que se sabe sobre seus requisitos basicos para a considerarmos
uma candidata a teoria gravitacional e seu dominio de compatibilidade com a RG, entre
outros. O segundo capitulo é dedicado a revisao sobre estrutura estelar no ambito da RG,
nele discutimos algumas caracteristicas da fisica envolvida em objetos estelares com foco
nos OCs, OUCs e OEs. Também nos dedicamos a analisar solugoes do interior de estrelas
particularmente envolvendo casos de fluidos com pressao isotropica e anisotrépica. Por
fim, o capitulo 3 contém os resultados obtidos durante o doutorado. Nele discutimos sobre
objetos estelares, com foco nos OCs, OUC e OEs, no ambito de teorias f(R) Palatini.
Vale lembrar que contetidos complementares referentes aos assuntos discutidos nesta tese

foram direcionados aos Apéndices'®.

12 Os resultados desse trabalho foram publicados na revista EPJC e se encontram no Apéndice (I).

13 Os estudos do caso anisotrépico realizados nesta tese sao preliminares e precisam ser investigados mais
a fundo, porém possuem algumas similaridades com o caso isotrépico que valem a pena discutir.

14 H4 ainda um resultado original contido no Apéndice (D.1) que foi desenvolvido durante o doutorado
que nao encontra-se no corpo principal desta tese devido ao fato de nao se tratar sobre a fisica do
interior de corpos celestes.
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1 TEORIAS F(R) NO FORMALISMO DE PALATINI: UMA REVISAO

O objetivo deste capitulo é apresentarmos uma revisao sobre teorias f(R) no for-
malismo de Palatini. Além disso, ele servira como fundamentacao tedrica para os desen-

volvimentos originais aos quais essa tese se propoe.

1.1 Preliminares

No ambito de teorias modificadas da gravitagao, existem alguns critérios necessa-
rios para considerarmos uma teoria como uma real candidata a descrigao da gravitagao.
Por conta disso, iremos relembrar o que teorias f(R) Palatini nos dizem sobre tais requi-
sitos. E importante dizer que a nossa discussio é feita em forma de resumo e para um
aprofundamento sobre os conceitos discutidos a seguir e suas tecnicalidades, estes podem
ser encontrados nos trabalhos citados no decorrer do texto. Para evitar repeti¢oes no texto
a seguir, denotaremos “7T"” como sendo o trago do tensor energia-momento da distribuicao
de matéria e energia, “ R” como sendo o escalar de Ricci construido com a conexao afim
tal que fﬁy # f{}ﬂ e que tem o significado de R(T"), “R” como sendo o escalar de Ricci
construido com os simbolos de Christoffel, “wp” como sendo o parametro de Brans-Dicke,
da representacio de teorias escalares-tensoriais da gravitacao'®, “¢” como sendo o campo
escalar proveniente de teorias escalares-tensoriais, definido como ¢ = ¢(7').

No trabalho (SOTIRIOU; FARAONI, 2010), sao discutidas algumas caracteristicas
para que uma teoria seja considerada uma possibilidade interessante para descricao da
gravitagdo, tais como: i) “ter um correto limite de campo fraco em ambos os niveis:
newtoniano e pés-newtoniano, isto é, aqueles que sao compativeis com os experimentos
do sistema solar”; ii) “admitir um bem-posto problema de Cauchy”; iii) estabilidade a
nivel classico e semi-classico; iv) auséncia de instabilidade de Ostrogradsky (conter ou
nao campos fantasmas) (MOTOHASHI; SUYAMA, 2015).

Sobre o limite de campo fraco, é sabido que no vicuo'®, teorias f(R) Palatini
se reduzem & RG com ou sem constante cosmoldgical”. Portanto, tem como solucio
esfericamente simétrica a geometria de Schwarzschild (de Sitter). Isso significaria que o

limite de campo fraco é garantido. Por outro lado, a existéncia de uma solugao no vacuo

15 Para mais informagoes sobre teorias f(R) Palatini na representacio escalar-tensorial consulte o apén-
dice (C.1).

16 Especificamente quando o traco do tensor energia-momento é constante ou nulo. Para mais informacoes
vejam a se¢ao (1.2).

17 Possuir ou nao constante cosmolégica vai depender da f(R) adotada.



23

nao garante um “bom” limite newtoniano, pois na presenca de matéria o limite de campo
fraco também deve ser assegurado (SOTIRIOU; FARAONI, 2010).

O trabalho (OLMO, 2005), onde sao discutidos limites para func¢oes f(R) nos
formalismos métrico e Palatini de acordo com os testes do sistema Solar, contém uma
discussao sobre limite de campo fraco na representacao escalar-tensorial da teoria. No
caso de f(R) Palatini, sdo estudados separadamente os casos em que o pardmetro de
Brans-Dicke sao wg = —3/2 e wy # —3/2. As solugoes de campo fraco sdo exploradas via
perturbagoes em torno de Minkowiski. Tais solugoes sao andlogas as da RG tanto para
wp # —3/2 quanto para wg = —3/2, com uma pequena corre¢ao para este ultimo caso no
qual aparecem dois termos extras: um correspondendo ao termo de constante cosmolé-
gical® que pode ser considerado desprezivel por ser muito pequeno e o outro é uma funcao
do traco do tensor energia-momento!®, T', (Q(T')), que também é negligenciado por ser
muito pequeno. Considerando tudo isso, e que as constantes, G; (constante de Newton
efetiva) e Ma = ¢ [d3Zp(t,%)/¢ (onde ¢g = ¢(T = 0) e p(t,Z) é a densidade de energia),
previstas em f(R) Palatini serao iguais aquelas ja conhecidas da teoria newtoniana, isto
¢, GeyMo = GMy, onde My = [d3%p(t,Z), sendo G a constante de Newton e “N” é
um indice para newtoniano, é possivel garantir um bom limite newtoniano e parametro
pos-newtoniano, 7, como sendo v = 1.

Entretanto, essa discussao sobre o limite newtoniano e pés-newtoniano para teorias
f(R) Palatini pode nao estar totalmente concluida. O trabalho (SOTIRIOU; FARAONTI,
2010) ha uma importante reflexao sobre esse assunto que é basicamente o caso em que nao
podemos considerar Q(7") pequeno e consequentemente desprezéa-lo. Os autores alegam
que essa restricao valera para uma limitada classe de densidades e que por conta disso nao
contempla todas as possibilidades de densidades relevantes para a descri¢ao dos testes do
sistema solar. Nesse caso, a teoria poderia nao reproduzir um correto limite newtoniano
e o parametro pés-newtoniano dependeria da densidade.

Sobre o problema de Cauchy, podemos dizer, segundo (CAPOZZIELLO; VIG-
NOLO, 2012; OLMO; SANCHIS-ALEPUZ, 2011; SOTIRIOU; FARAONI, 2010), que
estudar tal problema de uma teoria consiste basicamente em analisar se o problema do
valor inicial (PVI) é bem-formulado e bem-posto. Ser bem-formulado significa que “da-
das as adequadas condigoes inicias, a evolugao dinamica do sistema fisico é unicamente
determinado” (OLMO, 2011b; CAPOZZIELLO; VIGNOLO, 2009b). Além de ser bem-
formulado, a teoria necessita de dois outros requerimentos: “mudancas na regiao das

condicoes iniciais tém que preservar a estrutura causal da teoria; a teoria deve ser estavel

18 Que também esta presente para o caso de wp # —3/2.

19 Essa relacio surge do fato de que teorias f(R) Palatini na representacao escalar-tensorial da gravitacio
possuirem uma relacdo entre o campo escalar, ¢, e o traco do tensor energia-momento, 7T, do tipo
¢ =¢(T) (OLMO, 2011b).
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de modo a ser preditiva” (CAPOZZIELLO; VIGNOLO, 2009b). Esse segundo requisito
significa que “pequenas mudancas e perturbagdes nas condi¢oes iniciais devem produzir
pequenas perturbacoes na dindmica sobre todo o espaco-tempo onde ele esta definido”
(CAPOZZIELLO; VIGNOLO, 2009b). Se tais critérios sao satisfeitos, o problema do
valor inicial da teoria é dito bem-posto.

No ano de 2007 foi langado um trabalho, (LANAHAN-TREMBLAY; FARAONI,
2007), que afirmava que as f(R) Palatini ndo tinham problema de Cauchy bem-formulado,
em geral, e ndo teriam um PVI bem-formulado e bem-posto no caso de vacuo de modo
afirmarem a nao-viabilidade destas teorias.

Em 2009 foi publicado um comentario (comment), (CAPOZZIELLO; VIGNOLO,
2009a), sobre o artigo (LANAHAN-TREMBLAY; FARAONI, 2007), onde se discute que
o PVI pode ser sim bem-formulado e que, para o caso de viacuo e em casos onde o
trago do tensor energia-momento é constante, teremos que as f(R) Palatini se reduzem a
RG, com ou sem constante cosmoldgica, a qual sabemos que possui problema de Cauchy
bem-formulado e bem-posto. Neste mesmo ano, um dos autores do primeiro trabalho
(LANAHAN-TREMBLAY; FARAONI, 2007) langa uma resposta (reply), (FARAONI,
2009), ao comment (CAPOZZIELLO; VIGNOLO, 2009a) onde ele reafirma os pontos
desenvolvidos neste tultimo, mas diz que ainda assim, para o caso geral em que o traco do
tensor energia-momento nao é constante e nao-nulo o problema de Cauchy para as f(R)
Palatini pode ser mal formulado.

No mesmo ano do comment e do reply, foram publicados dois trabalhos, (CA-
POZZIELLO; VIGNOLO, 2009b) e (CAPOZZIELLO; VIGNOLO, 2009c), o primeiro
discutindo que o PVI para teorias f(R) Palatini era bem-formulado no contexto de vacuo
e na presenca de matéria e energia para os casos particulares de: fluido perfeito e para
campos de Klein-Gordon e Yang-Mills, além das tradicionais situacoes em que o trago do
tensor energia-momento é constante ou nulo. O segundo mostrando que o problema de
Cauchy é bem-formulado e serd bem-posto para o caso de fluido perfeito se uma deter-
minada condicao®?, envolvendo a densidade e pressdo efetivas, for satisfeita. E, no ano
seguinte, porém publicado posteriormente, é mostrado que para o caso dos campos de
Klein-Gordon, o PVI é bem-formulado e para ser bem-posto dependera, de forma simi-
lar ao fluido perfeito, se uma determinada condicao?!, envolvendo os campos escalares,
for satisfeita (CAPOZZIELLO; VIGNOLO, 2011). Nos dois tltimos cendrios, de fluido
perfeito e Klein-Gordon, as condigoes a serem satisfeitas para que o PVI seja bem-posto
dependerd, essencialmente, da fonte de matéria e energia e da f(R) escolhida.

Em 2011 surge o trabalho?? (OLMO; SANCHIS-ALEPUZ, 2011) em que ¢ dis-

20 Tal condigdo corresponde a inequacio (32) do trabalho (CAPOZZIELLO; VIGNOLO, 2009c).
21 Tal condigdo corresponde a inequagio (29) do trabalho (CAPOZZIELLO; VIGNOLO, 2011).

22 Uma andlise desse trabalho também pode ser encontrada no trabalho de revisdo (OLMO, 2011b).



25

cutido o problema de Cauchy via formulagdo hamiltoniana de f(R) Palatini sobre a
perspectiva de teorias escalares-tensoriais da gravitacao. Em tal artigo, ¢ analisado cui-
dadosamente o PVI que possui como objeto central de estudo as equagoes de evolugao
e de restrigoes envolvendo o campo escalar, que sao exploradas separadamente para as
condigbes wp # —3/2 e wp = —3/2. Para a primeira condigao, é afirmado que o PVI é
bem-formulado e que pode ser bem-posto ao usarmos diferentes variaveis e representagoes
das equacgoes de evolugao e de restrigdes. A segunda condi¢do, que é um pouco mais
delicada, impoe a necessidade de, segundo os autores, especificar um valor inicial para um
multiplicador de Lagrange e avaliar as equagoes que levam a certas restri¢oes, para esta-
belecer consistentemente os valores iniciais. Nao foi mostrado explicitamente que o PVI é
bem-posto para esse segundo caso, mas eles exploram a semelhanga entre as equagoes de
evolucgao e de restrigoes com as da RG para concluir que o PVI pode ser bem-posto para
esse caso também, mas isso dependera de modelo para modelo. Em resumo, eles afirmam
que o PVI é bem-formulado no caso geral de teorias f(R) Palatini e ndo hd nenhuma
razao para que ele ndo possa ser bem-posto também.

Por fim, no mesmo ano de 2011, porém publicado no ano seguinte, é divulgado
o trabalho que é uma visao geral sobre PVI para as f(R) nos formalismos métrico e
Palatini, (CAPOZZIELLO; VIGNOLO, 2012), em que organizam as ideias, apontando
semelhancas e divergéncias entre os dois formalismos. Também refor¢cam algumas ideias
discutidas nos seus proprios trabalhos anteriores, dando como exemplos de problema de
Cauchy bem-formulado e bem-posto, em f(R) Palatini, os casos particulares de fluido
perfeito e campos de Klein-Gordon.

Desta forma, para finalizar a nossa breve discussao sobre o problema de Cauchy
em teorias f(R) Palatini, como discutido em (CAPOZZIELLO; VIGNOLO, 2011), pelo
fato das teorias f(R) serem uma teoria de “calibre” (coordenadas) o PVI dependera de
adequadas restri¢oes e adequadas escolhas de calibre de forma que o problema de Cauchy
seja bem-formulado e possivelmente bem-posto. Como na RG, a escolha de coordenadas ¢é
essencial para uma formulacao correta do PVI e para cada fonte em consideragao é neces-
sario uma discussao cuidadosa para se obter um problema bem-posto ou nao. Portanto,
a conclusao a que chegamos para teorias f(R) Palatini é que elas possuem em geral um
PVI bem-formulado e a andlise de que ele seja bem-posto ou nao vai depender escolha da
teoria f(R) e da fonte, isto é, da distribui¢do de matéria e energia.

Sobre a estabilidade da teoria a nivel classico e semi-classico, existem varios possi-
veis estudos de estabilidades (SOTIRIOU; FARAONTI, 2010) podendo ou néo depender de
uma escolha da f(R). Podemos citar como um exemplo de estudo de estabilidade, a clés-
sica andlise de Dolgov-Kawasaki (DOLGOV; KAWASAKI, 2003). No caso do formalismo
métrico, por exemplo, tal instabilidade pode surgir no setor de matéria em teorias f(R)
do tipo R+ puR™!, onde p é uma constante, (FARAONI, 2006). Por outro lado, segundo
(SOTIRIOU, 2007), ndo ocorre instabilidade Dolgov-Kawasaki em teorias f(R) Palatini.
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O principal motivo da ndo-ocorréncia desse fato é devido a forma da equacao do trago do
tensor energia-momento, isto é, a equacdo que relaciona®® R e T, ser do tipo algébrica,
enquanto no formalismo métrico, termos uma equacao diferencial que relaciona R e T.

Sobre a instabilidade de Ostrogradsky conter campos fantasmas numa teoria signi-
fica ela nao ser unitaria ou “assumir estados massivos de norma negativa que cause uma
aparente falta de unitariedade” (SOTIRIOU; FARAONI, 2010). A presenga de campos
fantasmas na teoria pode ser manifestada quando as equagoes de campo da teoria levam
a ordens superiores a dois na derivada da métrica. Isso consequentemente tem a ver com
a escolha da f(R) e com o formalismo utilizado no principio variacional. O formalismo de
Palatini nao gera derivadas de ordens superiores a dois na métrica nas equacoes de campo,
independentemente da escolha da f(R). Isso porque nesse formalismo temos uma relacao
do tipo R(T"). Basicamente a teoria final é: G, o Tl‘ji , onde G, € o tensor de Einstein e
Tﬁf ¢ um tensor energia-momento efetivo, que contém informacoes da f(R(7T)), além do
TH” usual. A ordem mais alta da derivada na métrica esta contida no tensor de Einstein,
como no caso da RG.

Portanto, podemos concluir que teorias f(R) Palatini, de um modo geral, satisfa-
zem critérios basicos para as consideramos candidatas a teorias de gravitagao. Claramente
elas nao estao totalmente livre de patologias, como o fato do parametro pds-newtoniano,
em alguns casos, depender da densidade. Temos também conflito das teorias com o
modelo padrao de fisica de particulas (IGLESIAS et al., 2007; OLMO, 2008), falta de
preditividade (FLANAGAN, 2004a), entre outros.

1.2 Equagoes de campo

No formalismo de Palatini a métrica, g, e a conexao afim, fgv’ sao consideradas
independentes no principio variacional. Nesse contexto, considera-se que a matéria nao se
acopla com a conexao. Matematicamente isso se traduz em escrever tal acao simplesmente
como Sy = Sy (guw,v) onde g, representa a componente da métrica que descreve o
campo gravitacional e 1 os campos de matéria. Assumiremos também que o tensor
métrico ¢ simétrico, isto €, g, = gy, enquanto a conexao afim, fga, nao é simétrica a
priori, ou seja, fga #+ fgﬁ, uma vez que ela é determinada dinamicamente.

Para obter as equagoes de campo, que descrevem a dinamica do espaco-tempo des-

crito pelos campos g, € ng’ vamos nos basear nas discussoes apresentadas em (OLMO,

2011b; SOTIRIOU; FARAONI, 2010; WOJNAR, 2016). Assim, consideremos a seguinte

23 Isso pode ser visto na secio (1.2).
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acao

S = ;ﬁ/dﬁlx\/__gf(R) +SM(g/u/,w)> (1)

onde K =87G (se f(R)=TR), sendo G a constante de Newton, g é o determinante da
métrica, f(R) é uma funcao arbitraria do escalar de Ricci, R = g"' R, tal que Ry, =
RAM)\,, e R%q)p = 30?2‘5 — (f‘)pfg‘ﬁ + f;}ﬁng — féﬁfg‘A representa as componentes do tensor
de Riemann, sendo I'§  a conexao afim. A variacao da acao?? (1) com relacao a g, nos

fornece a seguinte equagao de campo

1

*f(R)gw/ = HT;UA (2)

FRR(uv) = 5

onde R, representa a parte simétrica do tensor de Ricci, fr =df(R)/dR e Ty é o

tensor energia-momento da distribuicao de matéria e energia, isto é,

2 Sy
V=g g

Tomando o trago da equagao (2) temos

T = (3)

RR=2f(R) = rT, (4)

onde T'= g"'T,,,.

Por outro lado, a variagdo da agdo (1) em relagdo & conexao nos fornece

—VA(V=9FRg") + 05V o(V =9 RG"") + 27/ =g [R(§"" S gp — 059" S  5p + g7 S¥ \s) = O,
(5)

onde V ¢ a derivada covariante construida com a conexao I'3, e 257 ov = F;‘V - I‘ﬁp repre-

senta a torgdo. Tomando o trago da equacao (5), teremos

V(YR = SV RIS, )

24 0 desenvolvimento do principio variacional para a acdo (1) no formalismo de Palatini pode ser encon-
trado na referéncia (OLMO, 2011b) e no Apéndice (A.1) desta tese.
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Na auséncia de tor¢ao??, isto é, SS, =0, a equagao (6) se torna

Va(V=gfrg") =0. (7)

A equacgao (4) é uma equagao algébrica para R e nos diz que existe uma relagao
entre o escalar de Ricci, R, e o traco do tensor energia-momento da distribui¢do de ma-
téria, T. Ou seja, dada uma f(R), é possivel extrair um informacio do tipo?® R = R(T).
Para T'=0 ou T = constante, a equagao (4) nos fornecerd um (ou varios, dependendo do
nimero de raizes) R, constante.

Note, por outro lado, que podemos facilmente encontrar a solu¢ao da equagao (7)
fazendo uso de uma métrica conforme, isto é, h,, = frg.u de tal forma que a equacao (7)

se torna
Va(V=hh") =0, (8)

onde foi usado o fato de que /—hh*" = \/—gfrg"”. Assim, vemos que a equacao (8) é a

definicao da conexao de Levi-Civita para a métrica hy, onde temos
A 1 Ao
I, = §h (Ouhwo + Ovhyue — Oghyw). (9)

Voltando para a métrica g,,, a equagao (9) ficara

- 5)\ 5)\ g)\a
A A v I .
F,w/ - F,w/ + fR (a,ufR) + 2fR (anR> Zng,Ul/(aO'fR)u (10)
onde
PR v
F/u/ = 59 (augua + Ov o — aag,uu)a (11)

¢ a conexao de Levi-Civita da métrica g,,. Substituindo (10) na equacao de campo para

25 No apéndice B.1 nés exploramos a questdo da tor¢io em f(R) Palatini, onde discutimos que est4
implicito a imposi¢ao do vinculo 57, =0 e a informacao da tor¢ao em tais teorias passa a nao existir.
No entanto, existir ou ndo termos de tor¢do é irrelevante para as equacoes de campo de g, isso
também é justificado nesse apéndice.

26 Podemos ver que para f(R) o< R? teremos que fr o< 2R e o lado esquerdo da equacio (4) serd nulo
e consequentemente teremos T' = 0, identicamente. Essa escolha de f(R) leva a uma teoria conforme-
mente invariante (SOTIRIOU; FARAONI, 2010).
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Juv, equacgao (2), temos

G = T = Wgw - 2?% VSR VufR ~ 39 Va RV fr| +

+ J;[VuvufR—guquR], (12)
onde G, € o tensor de Einstein, isto é,
Gy =R — ;Rg,w. (13)

Note que o tensor de Einstein na equagao (12) (e os V do lado direito) sdo construidos
com a conexao de Levi-Civita (11). Além disso, os termos do lado direito da equagao (12)
sao escritos em termos de R caracterizando o fato de serem fungoes do trago do tensor
energia-momento, isto é, R = R(T"), uma consequéncia da equacao (4). Desta forma,
Vemos (ue conexao f%v acaba sendo apenas um campo auxiliar no ambito de teorias
f(R) Palatini. Note ainda que essa maneira de obtermos a equagao (12) é equivalente a
usarmos, na equacao (2), a transformagao do tensor de Ricci e do escalar de Ricci para a

métrica conforme h,, = frguw, ou seja,
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1 1
Ruw =R + ifﬁvufRVVfR - (vufRVfR - QQWDJCR> : (14)
R

IR

e, a contragao com g, do tensor de Ricci, (14), nos fornece o escalar de Ricci

3 3
R =R+ ﬂvufnvyfn—ffnﬂfn, (15)

onde Ry, R, V¥ e V, sio calculados usando a conexao I'j,, equacdo (11), (SOTIRIOU;
FARAONI, 2010). Para evitar confusoes, é importante notar a diferenca entre analisar
a nao-metricidade utilizando V, ou V,. O primeiro operador estd associado & cone-
xao (9) e o segundo a conexao (11). Claramente temos nao-metricidade ao fazermos
?agwj = g,w@aln fr(T) # 0, fato este que estd sempre presente em espagos métrico-
afins?’. Enquanto a metricidade é mantida ao utilizarmos o Vg, isto é, Vagu =0. O
tensor energia-momento também é conservado?® utilizando V., ou seja, V, TH = 0. Isso
implicard que particulas testes seguirdo geodésia da métrica g,,,. Além disso, a equagao

(12) pode ser escrita na forma das equagdes de Einstein com um termo que, no vacuo, se

27 Entretanto, segundo (SOTIRIOU; FARAONI, 2010), teorias f(R) Palatini sdo teorias métricas no
sentido que elas satisfazem os postulados métricos.

28 £ importante dizer que o fato da teoria ser invariante sobre difeomorfismos garantird a conservacio do
tensor energia-momento naturalmente (OLMO, 2011b; SOTIRIOU; FARAONI, 2010).
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comporta como constante cosmologica da forma

G = Aef(T)guw+T5], onde (16)
Aef(T) = —[Rfr—f(R)]/2/% e, (17)
3 1 1
Tﬁ; = ]Z;T“V_Qf% Vuval/fR_iguuvavaafR +]TR[V,uvl/fR_gul/DfR(|18>

Vamos explorar algumas consequéncias da equagao (12). Assim, para f(R) =R
temos que a teoria se reduz a RG. Quando o trago do tensor energia-momento é nulo
ou constante, recuperamos a RG com constante cosmologica, isto €, Gy = KefTyw —
AefGuv, onde ke = K/ fr, € Aef = (Refr, — [+)/2fr,, de modo que R, simboliza a(s)
constante(s) quando T'= 0 ou 7' = constante, determinada pela equacao (4). Isso significa
que o teorema de Birkhoff, que diz que a tnica solucao esfericamente simétrica no vacuo
é Schwarzschild?? (com ou sem constante cosmolégica (CARROLL, 2004; SCHLEICH;
WITT, 2010)), é valido para essa teoria. Desta forma, vemos que as teorias f(R) Palatini
so serao diferentes da RG, com ou sem constante cosmoldgica, quando o trago do tensor
energia-momento for nao-nulo e ndo-constante. Uma das vantagens técnicas do formalismo
de Palatini com relagdo ao formalismo métrico é que as derivadas que aparecem do lado
direito da equacdo (12) nao representam ordens superiores a dois na métrica, g,,,, devido
ao fato de f(R) = f(R(T)); enquanto no formalismo métrico temos o surgimento de
ordens mais altas que dois. Assim, temos que a equagao (12) possui somente derivadas
em segunda ordem em g, proveniente do tensor de Einstein, G, como no caso da
RG. Entretanto, teremos ordens superiores a um na derivada do traco do tensor energia-
momento em f(R) Palatini.

Uma outra maneira de fazer contas com f(R) Palatini é utilizando a equagao (2)
para a métrica auxiliar h,,. Deste modo, usando o fato de que h,, = frgu, podemos
escrever a equacao (2) como (OLMO, 2011b)

f(R)

1
n, = — | KTH, AR 1
R 72 ln + 5,,] (19)

ou ainda, adicionando —Rh,,,/2 em cada lado da equacao (2), temos

G (h) = 2—Thw = MT)hyuw, (20)

onde A(T) = [Rfr— f(R)]/2f% = [f(R) +r>*T)/2f4. Nesses casos, usamos a métrica h,,

para “subir” e “descer” indices. As equacoes (19) e (20) possuem como solu¢ao hy,,, para

29 Diferentemente do que acontece no caso das f(R) métrico, onde o teorema de Birkhoff ndo se mantém,
e outras solugdes de BN poderiam surgir, a ndo ser que seja imposto restrigbes no campo escalar e na
curvatura, na descrigdo escalar-tensorial da teoria, (OLMO, 2012; SOTIRIOU; FARAONI, 2010) .
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um 7}, e uma f(R) dados, e encontrar a solugao fisica g, se torna facil uma vez que
conhecemos a relagao entre estas duas métricas.
Para finalizar essa discussdo, vemos que se compararmos as equagoes (12) e (20)

Nno vacuo teremos

G/w(g) = _Aefg,uu = _Aefh;w, (21)

onde Agr = fr, A, 7, sendo R a solugao da equagao (4) no vacuo. Essa diferenca acontece,
pois fr, nao é necessariamente igual a 1 no vacuo, vai depender da f(R) e, consequen-
temente, g,, # hy. Para que na auséncia de matéria tenhamos g, = hy,, podemos fazer
G = IR/ fRMuw = by /p(T'), onde p(T) = fr,/fr (OLMO, 2011b). Assim, longe da
distribui¢ao de matéria e energia, temos p(T) — 1 e, com isso, A.s e A, s terdo a mesma
unidade, ou seja, Ay = ]\ef- Além disso, para gu, = hu/p(T) a equacdo (20) pode ser

escrita como
— Ty — A(T)h,u,, (22)

onde usamos o fato de que G (hu) = G(Ahw), desde que A seja uma constante, & =
K/ fr, e A= (f/fr, +RT)/2p(T)>.

1.3 Um breve panorama sobre outras teorias f(R) alternativas da gravitagao

Além das teorias f(R) no formalismo de Palatini, hd uma série de outras, tam-
bém f(R), candidatas que se propoem a descrever a gravitagdo de forma mais completa,
(SOTIRIOU; FARAONI, 2010; SOTIRIOU; LIBERATI, 2007; IOSIFIDIS, 2019; CA-
POZZIELLO et al., 2015). Porém, todas elas possuem suas vantagens e desvantagens.
Assim, o objetivo desta secdo é apresentarmos, de forma breve, pelo menos mais duas

alternativas com relagao as teorias f(R) Palatini.

1.3.1 Teorias f(R) no formalismo métrico

No formalismo métrico, a conexao nao ¢ independente da métrica g,,, a priori e a

tnica varidvel dinamica independente é a métrica, g,,,. Nesse caso, a variacao da agao (1)
fica, (SOTIRIOU; FARAONI, 2010),

f/(R)Rw/ - ;f(R)guu - [Vuvu - guuD]f/(R) = /‘ﬁTuw (23)
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onde T}, é o tensor energia-momento da distribui¢do de matéria dado pela equacao (3),
V,, ¢ a derivada covariante associada a conexao de Levi-Civita da métrica, 0=V ,V# e
Kk =81G.

O trago da equagao (23) ¢ dado por

30fa+ faR— 2f(R) = x T, (24)

onde T ¢é o trago do tensor energia-momento, 1" = g""T},,.

Vemos que, diferentemente do formalismo de Palatini, a equagdo do trago (24) é
uma equacao dinamica. Isso significa que ha uma indicagao de que as equagoes de campo
nesse caso admitem mais solugoes que as da RG, (SOTIRIOU; FARAONI, 2010). Além
disso, a equagdo (23) tem ordens mais altas que dois na derivada da métrica, no terceiro

e quarto termos do lado esquerdo.

1.3.2 Teorias f(R) no formalismo métrico afim

No formalismo métrico-afim, temos que a métrica g, e conexao F%’y sao conside-

A
pvs

pode ou nao estar presente na acao de matéria. A situacdo em que nao temos conexao

rados independentes no principio variacional. Além disso, a informagao da conexao, I'

acoplada com a matéria foi a que estudamos nesse capitulo sobre o contexto de Palatini.
Por outro lado, ao lidarmos com a informacao da conexao na acdo de matéria, isto é,
Su=S M(gw,,f/i‘y,ib), teremos uma outra possibilidade de teoria de gravidade diferente
da discutida em (1.2).

Portanto, considerando a acdo de matéria contida em (1) como sendo Sys (g, f‘z\w, V)
podemos variar a acao S resultante com relagdo a métrica, onde obtemos (IOSIFIDIS,
2019),

fR)

FRR () = =5

Guv = RT;U/: (25)

onde T}, é aquele definido em (3), e R,y ¢ a parte simétrica do tensor de Ricci. Variando

com respeito a conexao, ng, temos

_a=9frg") | ValV=9Irg"5)
V=9 V=9

+2fR(Sxg"” — SHoY — SAM) = kALY, (26)

onde, V,, é o operador construido com ng e

_ 2 05m
NETIv

A)\‘U’UE
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é o tensor de hipermomentum, o qual nos informa sobre o spin, cisalhamento e dilatagao
da matéria e 25%,, = fﬁy — f‘,))u é o torgao (IOSIFIDIS, 2019). Definindo,

v @ AV Hy @a AV Hasy v v v
P = — A \/%Rg ) 4 Vel ff—gg 3 +2fRr(Sxg™ — 510X = SHM), (28)
temos,
p)\lﬂ/ — K,A)\/W’ (29)

onde P\MV é o tensor de Palatini. E possivel mostrar que ele tem a seguinte propriedade
P =0. (30)

Desta forma, vemos que a equagao (25) tem a mesma forma da (2) como tinha que
>
campo, (26), muito mais complexa para I'jj, que aquela dada por (7).

ser, porém a introducao da conexao, I'?,, na acao de matéria, produz uma equacao de
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2 OBJETOS COMPACTOS, ULTRACOMPACTOS E EXOTICOS NA
RELATIVIDADE GERAL

Esse capitulo servirda de fundamentacgao tedrica para o objetivo principal desta tese.
Assim, sdo discutidas aqui a geometria interior de objetos estelares, o conceito de féton-
esfera e aprisionamento de particulas sem massa no ambito de OCs e OUCs na RG. Nesse

contexto, também sao analisados OEs conhecidos como gravastars.

2.1 Preliminares

Dentre os objetos astrofisicos estao os objetos ou, genericamente, estrelas sem
horizontes de eventos que podem pertencer a uma das categorias, segundo a classificacao>?
(CARDOSO; PANI, 2017): objetos compactos, objetos ultracompactos e ClePhos. Temos
ainda os objetos exoticos, que podem pertencer a qualquer uma das categorias anteriores.

A motivacao de estudar tais objetos, como discutido na introducao, é essencial-
mente devida a termos a atual capacidade (e, nos proximos anos, com possibilidades mais
sofisticadas ainda) de investigar a existéncia de objetos estelares em condigdes extremas,
tentar oferecer alternativas aos (ou fornecer opgoes além dos) BNs, além de testar teorias
gravitacionais e o comportamento da matéria em situacoes extremas.

O estudo da fisica de objetos sem horizonte de eventos abrange uma série de linhas
de pesquisas como as que investigam seu processo de formacao, sua possivel estabilidade,
possibilidade de observacao dentro do espectro eletromagnético, processo de formacao de
ondas gravitacionais e consequentemente sua capacidade de detegao, entre outros.

Atualmente, com excecao das estrelas de fluidos3! e de bésons (SEIDEL; SUEN,
1994; BRITO et al., 2016), nao sabemos como tais objetos se formam num colapso gra-
vitacional ou num processo de fusao. Sobre a questdo da estabilidade, existem fortes
indicios que boa parte deles possam ser estaveis frente a pequenas perturbacoes, como no
caso de OUCs e ClePhos (CARDOSO; PANI, 2019; VISSER; WILTSHIRE, 2004). Exis-
tem candidatos a objetos sem horizontes de eventos que nao foram descartados através de
observagoes dentro do espectro eletromagnético, como as estrelas de bosons (VINCENT
et al., 2016), estrelas isotropicas e anisotrépicas (SILVA et al., 2015), entre outros, (CAR-

30 No Apéndice (E.1) é possivel encontrar mais informacoes sobre esta classificacio.

31 Aqui estaremos nos referindo a denominacio dada pela referéncia (CARDOSO; PANI, 2017), onde
entende-se estrelas de fluidos os tradicionais objetos vastamente estudados de pressao isotropica, ani-
sotrépica, entre outros, que configurem OCs (como estrelas de néutrons) e/ou OUCs. Assim, nesta tese,
faremos uso do abuso de linguagem e ao nos referirmos sobre objetos de fluidos isotrépicos/anisotréticos
queremos dizer fluidos com pressdo isotrépica/anisotrépica.
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DOSO; PANI, 2019). Enquanto as OGs provenientes deles foram estudadas no contexto
de estrelas de fluidos isotrépicas (CARDOSO et al., 2014) e anisotrépicas (RAPOSO et
al., 2019), gravastars (VOLKEL; KOKKOTAS, 2017), etc..

Por fim, existem algumas caracteristicas, segundo®? (URBANO; VEERMAE, 2019;
CARDOSO; PANI, 2017), que podem ser usadas no processo de observagao de tais objetos
como estudos envolvendo: i) “ecos” que sao pulsos de radiacao gravitacional proveniente
de objetos suficientemente compactos que possuam féton-esfera; acredita-se que tais sinais
sejam semelhantes aos provenientes de BNs entretanto, a auséncia de um horizonte faz
com que exista uma modificacdo no espectro dos modos quase normais que possam afetar
a fase do ringdown 33. ii) Ntimeros de Love de maré nao-nulos: a atracio gravitacional
entre sistemas bindarios é capaz de produzir uma deformacao no objeto vizinho de modo
a induzir um momento de quadrupolo proporcional ao campo de forcas de maré; a de-
formidade proveniente do campo de maré é codificada nos nimeros de Love que podem
modificar o sinal de OGs. iii) Auséncia de aquecimento de maré para OEs: sistemas
binarios em rotacao podem causar deformidades de maré capazes de gerar fric¢do no in-
terior destes objetos e consequentemente produzir calor; porém, espera-se que sistemas
binarios formados por OEs possuam fluxo de energia nulo associado a aquecimentos de
maré diferentemente ao que acontece com a dos BNs. Tal fato poderia ser investigados
analisando possiveis fases de OGs. iv) Estruturas multipolares diferentes: espera-se que
momentos de multipolos provenientes da métrica de Kerr sofram desvios em relagao aos
previsto pelos OCs. Assim, OGs poderiam ser utilizadas para detetar tais desvios.

Portanto, nesse capitulo, discutiremos o comportamento da pressao isotropica e
anisotropica bem como a geometria encontrada no interior de objetos estelares, com foco
nos OCs, OUCs e OEs que se conectam suavemente com a solugao exterior de Schwarzs-
child e algumas de suas propriedades especificamente na teoria da RG. Tal teoria descreve

matematicamente a fisica gravitacional através das equagoes de Einstein
Gy = £, (31)

onde G, € o tensor de Einstein, T}, ¢ o tensor energia-momento da distribuicao de
matéria e energia e k = 87, sendo G a constante de Newton. Ou seja, temos geometria
de um lado da equacao e matéria e energia de outro. Logo, a gravitacao na RG pode ser
interpretada como sendo uma deformacao no espaco-tempo provocada por uma fonte de

matéria e energia.

32 Para ndo repetir diversas vezes a mesma referéncia, toda a informacio obtida nesse paragrafo provém
das referéncias (URBANO; VEERMAE, 2019; CARDOSO; PANI, 2017) que contém diversos outros
trabalhos sobre os assuntos aqui mencionados.

33 Ringdown é a 1ltimo estdgio de uma fusdo num sistema bindrio (CARDOSO; PANI, 2019).
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2.2 Estrutura estelar de fluidos isotrépicos

Trabalharemos com modelos estelares esfericamente simétricos e estaticos, cujo

elemento de linha é dado por
ds® = —eA M dt? + B0 ar? 412402, (32)

onde 92 = dr? +sen0dy?. A matéria que constitui o objeto estelar idealizado sera descrita

por um fluido perfeito cujo tensor energia-momento é dado por

T;u/ = (p+p)uuuu + DY, (33)

onde a densidade de energia, p, e a pressao isotropica, p, dependem da coordenada radial,
r, somente, enquanto u, ¢ 4-velocidade do fluido.
Por outro lado, a componente v =r da equagao da continuidade, V,T"" =0, para
a geometria (32) e fluido perfeito, nos fornece
A'(r)

P = =52 p(r) + (). (34)

O conjunto de funcdes®* A(r), B(r), p(r) e p(r) determinam matematicamente a
estrutura de um modelo de estrela que é determinado pelas equagoes de Einstein, (31),
pela lei de conservacao do tensor energia-momento do fluido perfeito e por uma equacao
de estado (MISNER; THORNE; WHEELER, 1973). Desta forma, as componentes?’,

tt e rr das equacoes de Einstein para a geometria (32) e fluido perfeito, se tornam,

respectivamente,

m'(r) = dmr’p(r), . (35)
/ m(r) + 4mrp(r)

A(r) r—m)] (36)

onde “linha” corresponde a derivada com respeito ao argumento, e estamos considerando

34 Estamos considerando casos simplificados e, portanto, desconsiderando outras possiveis contribuicoes,
como as das fungoes n(r), que representam o niimero de densidade de bérions no referencial de repouso
do fluido e s, que representa entropia por barion (MISNER; THORNE; WHEELER, 1973).

35 Ao invés de utilizarmos a equacio da continuidade, poderfamos usar a componente 86 das equacoes de
Einstein que teria o mesmo efeito na determinagao das solugdes para as equagdes de campo. Porém
ela é mais complicada do que a equacgao da continuidade e, portanto, trabalharemos com a equacao
(34) e nao utilizaremos a componente 6. Além disso, a equagdo proveniente da componente ¢¢ é
proporcional a equagao #6 de modo que também nao a utilizaremos aqui.
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m(r)==[1—e B0, (37)

N 3

A equagao (36) junto com a equagdo da continuidade (34) nos fornece a equagao
de equilibrio hidrostéatico de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV)

[p(r) + p(r)][m(r) + 4mrp(r)]
r[r—2m(r)] ‘

pl(r)=— (38)

Assim, as quantidades fisicas que descrevem o campo gravitacional, representado
pelas componentes da métrica, g, densidade, p(r) e pressao, p(r), dentro da estrela,
serao dadas matematicamente através das solugoes das equagoes (35), (36) e (38), para
uma equagcao de estado previamente fornecida.

Ultimos itens necessarios para a construcio completa da estrutura estelar sio as
condicoes de fronteira. Assim, fora da estrela, o teorema de Birkhoff nos garante que a
solugdo serd descrita pela geometria de Schwarzschild. Além disso, p(r = R) = 0 define
o raio da estrela em R. Para r =0 teremos a pressao central p(r =0) = p.. Enquanto
A(r =0) = Ay, que significa que A'(r =0) =0, ou seja, Ay é qualquer constante. Com
isso, ao alcangarmos a superficie, R, podemos renormalizar A(r) adicionando qualquer
constante onde for necessario de tal modo que tenhamos A(r = R) =In(1—-2M/R). E,
por fim, teremos m(r =0) =0 e m(r) = M parar > R, onde M ¢é a massa total do objeto.
Todas essas condigbes nos levardao a uma geometria de Schwarzschild fora da fonte de
curvatura e sdo suficientes para resolver o sistema de equacoes para A(r), m(r) e p(r)
ditadas por alguma equagao de estado previamente dada. Além disso, para uma equacao
de estado que obedeca a condi¢do p > 0 para todo p > 0, a equagdo TOV (38) garante
que a pressao decrescerd monotonicamente (MISNER; THORNE; WHEELER, 1973).

2.3 Objetos isotrépicos na RG: exemplos

Estrelas constituidas de matéria isotrépica, isto é, fluidos nos quais propriedades
fisicas sao independentes da direcao, podem ser consideradas como uma primeira apro-
ximag¢ao da matéria. Assim, vamos dedicar essa secdo para extrair informagoes destes
modelos para perfis de densidade constante e para um perfil de densidade que é quase
constante dentro da estrela, mas que decresce suavemente na superficie da mesma e algu-

mas de suas propriedades.
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2.3.1 Objetos com densidade constante

Objetos constituidos de fluidos com densidade constante e pressao isotrépica sao
exemplos de configuracoes compactas discutidas sobre varios aspectos, como exemplo po-
demos citar (MISNER; THORNE; WHEELER, 1973), envolvendo andlise de sua estrutura
e questoes sobre estabilidade de tais objetos foram investigados em (CHANDRASEKHAR,
1964). Também foram focos de pesquisas envolvendo ecos gravitacionais (PANI; FER-
RARI, 2018) bem como na anélise da luminosidade e do processo de resfriamento de OCs
devido ao aprisionamento de particulas sem massa (STUCHLIK et al., 2009). Apesar
desse modelo ser idealizado por ser incompressivel e ter velocidade do som maior que
a velocidade da luz ele é importante para trazer intui¢coes em estudos de modelos mais
realisticos.

Assim, para o modelo descrito por

po, 0 <r <R,
p(r) = (39)
0, R>0,

onde pg e R sdo constantes, podemos integrar facilmente as equagoes (35), (36) e (38),
onde obtemos os seguintes resultados, (SCHWARZSCHILD, 1916):

e Massa:

4_..3
sTr°po, 1 < R,

m(r) = (40)
dmR3pg=M, r >R,

onde M é a massa total do objeto.

e Pressio:

o) [R\/R—QM—\/R?)—QMTZ
’]” o
P = PO TR —o0r? — 3RV — 20

sendo R o raio da estrela, definido de tal forma que p(r = R) = 0.

], para r < R, (41)

e Pressiao central:

1—(1—2M/R)/? ] (42)

pc:pol?)(l—QM/R)l/Q—l

onde p. = p(r=0).



Grafico 1 - Pressdo e massa para o caso de densidade constante em func¢do da coordenada
radial na RG.
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Legenda: Comportamento da pressdo e da massa para varios valores de densidade.
Fonte: A autora, 2020.

Grafico 2 - Componentes g, e g para o caso de densidade constante na RG.
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Legenda: Compomentes g, (esquerda) e gy (direita) da métrica em fungao da coordenada

adimensionalisada dentro e fora da estrela para varias densidades.
Fonte: A autora, 2020.

e Componente gy da métrica:

2
2
T3-SR -y ) <R
eA(T):
1 2 >R
—— r .
R ) -

e Componente g, da métrica:

-1
1—2%3T2 , T <R,
eBr) — )
2M\
1—— , T> R

39

(43)
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Grafico 3 - Compacidade para o caso de densidade constante em fun¢do da densidade e da

pressao central na RG.

5 10 15 20
Pe

Legenda: Compacticidade em fungao da densidade (esquerda) e em funcao da pressao central
(direita).
Fonte: A autora, 2020.

Nos graficos (1) e (2), temos as solugbes para a massa, pressao e componentes gy €
grr da métrica (dentro e fora da estrela), adimensionalisadas com relagdo a R. Isso significa
que foi usado r = 7R, p(r) =p(F)R™2, p=pR~2, m(r) =m(r)R e dp(r)/dr = dp(7) /dF R~3
onde os elementos com barra sao quantidades adimensionais e R ¢é o raio da estrela definido
por p(r = R) = 0, que possui unidade de comprimento®®, isto é, [R] = L. Essa adimen-
sionalizagao pelo raio faz com que possamos eliminar um pardmetro (o R) presente nos
calculos envolvidos que sera de muita utilidade posteriormente. Porém, a consequéncia
dessa escolha faz com que nao seja possivel em nenhum momento saber quanto vale o
raio e massa das configuragoes analisadas, pois o que sera obtido nas integra¢des numéri-
cas é a razao conhecida como compacticidade definida como a quantidade adimensional
C'=M/R ou M= M/R que nos informa o quao compacto um objeto pode ser. Grafi-
camente, ela pode ser visualizada no gréfico (3). Além disso, o valor de 7 =1 presentes
nos graficos numéricos corresponde, nao ao raio da estrela, mas a informacao que o raio
da estrela foi alcangado. Isto é, ao fazermos r = R teremos entdao que 7 =r/R, logo,
quando 7 = 1 significa que r = R e, portanto, o raio da estrela foi alcangado. Assim, essa
adimensionalisa¢ao faz com que necessariamente tenhamos p(r = 1) = 0, sempre.

Por outro lado, vale a pena destacar o comportamento da componente g, (2)
(esquerda) que é continua em todo o espago dentro e fora da estrela, incluindo na super-
ficie. No entanto, a sua derivada primeira, dg,/dr, ndo é continua em toda a regido, ela

apresenta descontinuidade na superficie3”.

36 Em unidades ¢ = G = 1, onde ¢ é a velocidade da luz no vicuo e G a constante de Newton.

37 Vejam o Apéndice (G) para mais discussdes sobre esse fato.
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Grafico 4 - Raio da estrela em funcao da densidade e da pressao central na RG
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Legenda: Comportamento do raio da estrela em fungao i) da densidade, para vérios valores da
pressdo central fixa (superior); ii) da pressao central, para varias densidade fixas
(inferior).

Fonte: A autora, 2020.

2.3.1.1 Limite de Buchdahl

A pressao central, equagao (42), pode ser escrita como uma fung¢ao do tipo p. =
pe(po, R), uma vez que ao utilizarmos a equacao (40), poderemos escrever M = M (po),
para r <0, e M = M(pg,R) ou M = M(po,pc), para r > R. Por outro lado, uma forma
de reescrever e analisar a pressao central, que sera util no futuro, é explorando a funcao
inversa. Assim, por conta de p.(pg,R) ser uma funcao inversivel, matematicamente é
possivel escrever tanto R = R(po,p.) quanto M = M(po,pc), que correspondem, respecti-

vamente a

2 1/22 2 1/2
Ripope) = L2 tpero) 7 (45)
(9p2p0 -+ 6pcpd + p3)1/?

Mpopy) = O/ 200(202 +pepo) (46)
o (9p2p0+6pepd +pg)3/%

Ambas as fungoes sdo representadas nos graficos (4) e (5). Vemos por meio do grafico (4)
(direita) que quando p. é suficientemente grande se estabelece um raio maximo, R4z,
que pode mudar conforme a densidade muda. De forma similar acontece no grafico (5)
(superior-direita e inferior) que estabelece uma massa maxima, M,,4,, quando p. é sufi-
cientemente grande e que também muda conforme a densidade ou raio muda. Em outras
palavras para um pg fixo teremos um dominio para o raio tal que Rpin < R < Rpie-
De forma similar, para um py ou R fixo, teremos um intervalo para a massa tal que
Mpin < M < Mpsz.

Tudo isso é consequéncia do fato de que a equagao (42) tera seu denominador sendo
nulo para valores de M,,4, (ou R4, tais que Mo, =4R/9 (ou Rz, =9M/4). A partir
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Gréafico b - Massa em func¢do da densidade e da pressao central na RG.
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Legenda: Massa em fungao: i) da densidade, para varias pressoes centrais fixas
(superior-esquerda); ii) da pressao central, para varias densidades fixas
(centro-direita); iii) da pressdo central, para vérios raios fixos (inferior).

Fonte: A autora, 2020.

desse ponto, a pressao central diverge. Esse resultado é conhecido como limite de Buchdahl
(BUCHDAHL, 1959). Fisicamente ele impde um limite superior para a massa (ou raio)
de objetos estelares, a partir do qual se torna impossivel sua existéncia uma vez que a
pressio diverge no centro. E importante dizer que a existéncia de um limite superior
para a massa (ou raio) nao é uma particularidade valida somente para o modelo (39).
De fato, Buchdahl mostrou que para uma densidade de energia positiva e que decresce
monotonicamente com r, existird um limite de massa (ou raio) méxima que é independente
da relagao entre pressao e densidade (KONOPLYA et al., 2019; BUCHDAHL, 1959). Note
que podemos escrever o limite de Buchdahl em termos da compacticidade, C', de modo
que a compacticidade méxima estabelecida por Buchdahl serd Cp = M/R =4/9.

Assim, para os resultados adimensionalizados pelo R, representados no grafico (6),
a massa maxima (que nesse caso coincide com a compacticidade méxima, Cg, uma vez
que ¥ =1/R) sera Cp = Mypae = 4/9 < 0.44. Esse fato também pode ser visto nos graficos
(6) e (1) (esquerda) de modo que a curva em de cor preta foi construida para M « Mz,

onde podemos ver que a pressao diverge no centro.
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Gréfico 6 - Pressao central em
funcdo da massa

adimensionalida na RG.

b1l
o
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Legenda: Comportamento da
pressao central em funcao
da massa.

Fonte: A autora, 2020.

2.3.1.2 Foéton-esfera e aprisionamento de particulas sem massa

Discutiremos os conceitos de féton-esfera e aprisionamento de particulas sem massa
primeiramente de forma qualitativa para introduzir as ideias e conceitos e, posteriormente,
de forma quantitativa.

Tais conceitos envolvem a andlise de geodésicas nulas que segundo (CARDOSO
et al., 2009) sdo componentes importantes em estudos envolvendo a aparéncia ética de
uma estrela em um colapso gravitacional. Também sao usadas no estudo de modos quase
normais de OCs, que sdo modos de vibragao “livres” e que podem ser interpretados em
termos de aprisionamento de particulas sem massa em érbitas instaveis (CARDOSO et al.,
2009). Sao focos de pesquisa envolvendo seus impactos sobre a estabilidade e resfriamento
de OCs e OUCs (RAPOSO et al., 2019) e (STUCHLIK et al., 2009), entre outros.

Assim, a ideia por tras desses fendomenos pode ser entendida qualitativamente por
meio do seguinte contexto (CARDOSO; PANI, 2019): quando uma fonte emite particulas
de massa zero, como fétons, em direcdo a um objeto estelar, trés trajetorias para o feixe de
luz séo possiveis devido a curvatura do espago-tempo: i) podem ser fracamente desviados;
ii) podem passar um tempo infinito em érbita circular no anel de luz antes de serem
espalhados ou absorvidos; iii) os foténs podem ser capturados. Em termos de valores do
parametro de impacto temos pardmetro de impacto alto para o caso i) e baixo para ii) e
iii). Na figura (1) temos uma ilustragdo da situagdo i) curva preta, ii) curva vermelha e
iii) curva verde.

Desta forma, a grosso modo, uma féton-esfera é uma superficie definida no espaco-

tempo sobre a qual particulas de massa zero seguem geodésicas circulares (ver figura (1)).



Figura 1 - Possiveis trajetérias de um raio de luz ao

y/M

passar préoximo de uma fonte

gravitacional.
P e R sl L
Observador
-10 -5 0 5 10

x/M

Legenda: Trajetorias possiveis de um raio de luz

emitido por uma fonte luminosa (circulo
laranja) ao passar préximo de um objeto
compacto (circulo preto). A drea em cinza

é a foton-esfera.

Fonte: CARDOSO; PANI, 2019, p. 14. Adaptada

pela autora.
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O plano equatorial, que abriga a superficie da féton-esfera, é chamado de anel de luz. No
caso de objetos sem horizontes®® havera dois anéis de luz: um estavel e outro instavel.
De maneira simplificada podemos caracterizar as regioes de objetos sem horizonte como

a seguir e, que estao representados na figura (2), (CARDOSO; PANI, 2019)
e Orbita circular estavel: superficie onde planetas podem orbitar de maneira estével®?.,

e Anel de luz instavel: superficie onde particulas sem massa como fétons e OGs

realizam 6rbitas circulares instével40,

e Anel de luz estavel: superficie onde particulas sem massa podem orbitar de maneira,

estavel presente apenas em objetos sem horizontes.

Figura 2 - Esquematizacdo dos anéis de luz.

Interior da Anel de luz
estrela : instavel

Orbita circular

Ane’l de luz estavel mais
estavel interna

Legenda: Classificagio das regides: i) pontos pretos
sdo planetas que orbitam a estrela (ciculo
preto no centro); ii) um anel de luz instdvel
existe entorno da estrela; iii) um outro anél
de luz estavel existe no interior da estrela.

Fonte: CARDOSO; PANI, 2019, p. 10. Adaptada

pela autora.

38 Foi provado um teorema, (CUNHA; BERTI; HERDEIRO, 2017), em que afirmam que qualquer solucio
ultracompacta assimétrica e estaciondria das equagoes de Einstein que foram formadas através de um
colapso gravitacional de matéria obedecendo a condicdo de energia nula deve possuir ao menos dois
anéis de luz, sendo um deles estével.

39 A 6rbita mais interna estével possivel possui raio r = 6M para geometria de Schwarzschild (CARROLL,
2004).

40 Tal superficie corresponde a r = 3M para geometria de Schwarzschild (CARROLL, 2004).
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Por outro lado, para finalizar essa discussao qualitativa, o diagrama massa-raio
estabelece o espaco de parametros que nos possibilita caracterizar algumas regices. Assim,
podemos estabelecer as regides que definem os BNs de Schwarzschild a partir de r =2M,
os OCs e OUCs que violam o limite de Buchdahl estdo entre 4/9 < M/R < 1/2, ¢ os
OCs e OUCs que nao violam o limite de Buchdahl e possuem foton-esfera estdao entre
1/3 < M/R < 4/9. Isso estd esquematizado no diagrama da figura (3) onde inclui a
informacao de densidades constantes representada pela curva de cor preta continua. Note,

portanto, que tais modelos podem ser bastante compactos.

Figura 3 - Diagrama massa-raio RG com densidade

constante

0.14

0.12

0.10

0.08

Massa M

0.06

0.04

0.00  0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
Raio R

Legenda: Defindo o espago de parametros massa-raio
nos quais temos BNs (drea mais escura da
imagem). Objetos que estdao além do limite
de Buchdahl e tem f6ton-esfera (drea em
cinza claro) e os com féton-esfera e que nao
ultrapassam o limite de Buchdahl (drea em
branco tracejada). O perfil de densidade
constante também é apresentado. Massa e
raio sdo dados em unidades de p, 12,

Fonte: URBANO; VEERMAE,2019, p. 10.

Adaptada pela autora.

Matematicamente, podemos quantificar as regides de aprisionamento de particulas
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sem massa em objetos sem horizontes de eventos calculando suas geodésicas nulas (STU-
CHLIK et al., 2009; STUCHLIK; HLADIK; URBANEC, 2011; NOVOTNy; HLADIK;
STUCHLIK, 2017). Desta forma, para a geometria (32), temos que as quantidades con-

servadas associadas aos vetores de Killing, K, = (—e4(",0,0,0) e R, = (0,0,0,7%), sdo

dadas por
dt dt
E = eA(T)% = % = EG_A(T) (47)
dp dé L
_ .2 _
L=rm=a—m )

onde £ é energia, L momento axial e 7 ¢ o parametro afim. Expandindo p*p, =0 em
componentes e assumindo que o movimento seja tal que por simplicidade podemos escolher

0 = /2 devido a simetria esférica, temos

2 2 2
dt dr do

_AM [ 22 B(r) [ 21 2( 2%

e (dT) +e (dT) +7r (dT) 0. (49)
Usando as quantidade (47) e (48) em (49) temos

dr\? &

L) — e TAMABM g2 (1 = 2 A
(5 - oy o) w0

onde ¢ é o pardmetro de impacto definido como ¢ = L/E. Desta forma, como (dr/dr)? >0
e e AMFTBMIE2 5 0 para que a equacio (50) faca sentido o termo [1 — ¢2/(r2eA())] tem
que ser maior que zero ou nulo. Assim, temos que o movimento é restringindo pelo

potencial efetivo relacionado ao parametro de impacto ¢ e definido por

2
, r
Vi = ,r <R,
< Vopg = v (51)
Vert= >R,

of — eXp (Aext)

Com essa forma para o potencial, podemos estabelecer as possiveis érbitas das particulas
sem massa. Assim, graficamente o potencial (51) para a densidade (39) é representado na
figura (4) onde delimitamos as regioes segundo o pardmetro de impacto ¢ (STUCHLIK et
al., 2009)

e Aprisionamento de particulas sem massa no interior da estrela*! (parte superior da
figura (4) (esquerda) hachurada) parte da drea sombreada de pardmetro de impacto

entre (2

i € Ez(i): seu movimento € restrito ao interior dela.

41 Corresponde ao anel de luz estével da ilustracio representada na figura (2).
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e Aprisionamento de particulas sem massa externamente®® (parte inferior, figura (4)
(esquerda), da area sombreada com parametro de impacto entre EE(S) e 02 (R)):

podem deixar o objeto, mas elas podem entrar de novo nele.

Figura 4 - Caracterizacdo do potencial efetivo de estrelas
sem horizontes de eventos segundo o parametro

de impacto.
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interior | exterior [0

)2 40
¢ ,
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T A R !

cle)

7
! eff

e —

r20

R |
e } } . 0
Ib(e) 'b(i)y  Te(i) Fee) = 3

Legenda: Defindo as regioes de aprisionamente de
particulas sem massa de acordo com o parametro
de impacto ¢ para M =1 e R=2.5 para
densidade contante.

Fonte: STUCHLIK et al., 2009, p. 7.

Desta forma, vemos na figura (6) que sé teremos regioes de aprisionamento de
particulas sem massa para valores R < 3 (onde M = 1). Para além disso, o objeto nao
sera suficientemente compacto e o raio dele cobrird a regiao da féton-esfera. Portanto,
somente em objetos bastante compactos, como OCs, OUCs e ClePhos é que sera possivel
a existéncia de regioes de aprisionamento de particulas sem massa.

Podemos encontrar o ponto de maximo e minimo do potencial efetivo para o
espaco-tempo interno e externo ao fazermos dV,y/dr =0, que determinara as posicoes

das geodésicas circulares nulas. Assim, para o potencial (51) temos

e A2 —r A'(r)] =0. (52)

42 Corresponde ao anel de luz instével da ilustracio representada na figura (2).
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Figura 5 - Esquematizacao dos anéis de luz.

R Anel de luz instavel

e

OC ou OUC

Anel de luz estavel

Legenda: OC ou OUC em preto e representacio das
possiveis regides de aprisionamento de
particulas sem massa entre a marcacio
vermelha e azul segundo o grafico da
anterior e da descri¢do acima.

Fonte: A autora, 2020.

Figura 6 - Caracterizacdo do potencial efetivo de estrelas sem horizontes de eventos

segundo a compacticidade.

40]

30

f

20

interior | exterior

Legenda: Possiveis comportamentos do potencial para M =1 e R =2.5 (esquerda) e
para varios valores de R (direita) e densidade constante.

Fonte: STUCHLIK et al., 2009, p. 6.
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Para a densidade (39), a equagao (52) nos proporciona o ponto de maximo em

5 R (4R/9M —1)

\ = 53
") T 90 2M(R/2M — 1)’ (53)
e parametro de impacto em

4a?
2

N = 4

Lei) 9y; -1’ (54)

onde a = R3/? /(2M )1/ 2 representa a curvatura do espaco-tempo interno e Y; = (1-—
R?/a?)'/? (STUCHLIK et al., 2009).

Enquanto o ponto de inflexdo do potencial efetivo é determinado pela condicao
d2‘/;f/dr2 =0, isto é,

e AL6r A (r)? —r? A'(r)? + 34/ (r)[r? A" (r) — 2] — r[6A" (r) +r A" (r)]} = 0. (55)
Desta forma, 6rbitas circulares estaveis sao aquelas dadas por d?V, 7/ dr? < 0 e instéveis

por d*Vz/dr* > 0.

Por outro lado, o minimo do potencial*® para a densidade (39) é dado por
Te(e) = 3M, (56)
e parametro de impacto

oy =2TM"2, (57)

2.3.2 Densidade com decaimento na superficie

A motivacao de se discutir esse perfil de densidade é devido ao fato de que teorias
f(R) Palatini ndo suportam perfis de densidade constante como aquele dado pela equagao
(39). A justificativa para isso serda dada no préximo capitulo.

Assim, para evitar o comportamento de fungao degrau da densidade na superficie
da estrela, adotaremos um perfil de densidade que é quase constante dentro da estrela
e que decai de forma suave préximo da superficie da mesma, como podemos visualizar
simbolicamente na figura (7). Isso pode ser feito utilizando fungdes do tipo, (KAINULAI-
NEN; REIJONEN; SUNHEDE, 2007; DEBENEDICTIS et al., 2006),

43 Todos os outros pontos da figura (4) tais como Th(e)s Th(i) € 2 ,(R) foram calculados em (STUCHLIK
et al., 2009).
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P
p(r)={ Trelr=r/ "0 (58)

07 r> 70,

onde 1y é uma constante que determina a posicdo da queda da funcdo p(r) e § outra

constante que determina o quao préximo da fungdo degrau a fungao p(r) pode ser, ou,

o) = p0l1_<;;>8

0, > Ty,

, T < Ty,

(59)

onde r, é uma constante. Para densidades descritas pela equagio (58), teremos que tal
funcdo nunca chegara a r = 0, apenas chegaréd tao proximo quanto quisermos. Por outro
lado, a densidade (59) se anula em r = r,.

No contexto desses modelos de densidade que decrescem proximo da superficie, é
importante notar o seguinte: o raio da estrela, definido de tal forma que p(r = R) =0,

44

nem sempre coincidird com o r, definido de tal forma em que** p(r =r,) =0 e poderemos

ter as trés situacoes possiveis:

Figura 8 - Possiveis modelos de estrelas para densidade que decrescem na superficie.
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Legenda: Densidade (curva laranja) que se anula aproximadamente em r = r, e pressio
(curva preta) que se anula em r = R.

Fonte: A autora, 2020.

44 Ou aproximadamente zero em r =, para a densidade (58).
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1. R=r,, correspondente a imagem esquerda da figura (8).
2. R > r,, correspondente a imagem do centro da figura (8).
3. R <y, correspondente a imagem direita da figura (8).

O item 1 acima descreve um modelo onde a densidade cai suavemente proximo a superficie
da estrela; matematicamente isso significa que p(r = R) =p(r = R) = 0. Enquanto o item 2
corresponde®® um modelo onde a densidade se anula em 7, antes de chegar na superficie da
estrela, R; matematicamente isso significa que p(r=R)=0e p(r=R)#0ou p(r=r) =0
tal que r, < R. Por fim, o item 3 representa um modelo em que a densidade comega a
cair suavemente na superficie da estrela, porém s6 a regiao 0 < r < R, da densidade,
contribuird para a matéria que constituf a estrela?; matematicamente isso significa que
p(r=R)=0e p(r=R)#0oup(r=ry)=0onde r, > R.

Nesta tese, nos concentraremos apenas em modelos descritos pelo item?’ 1 acima
(ou imagem da esquerda da figura (8)). Assim, utilizaremos fungoes adimensionalisadas
e configuracoes de estrelas que possuam densidades que decaiam de forma suave proximo
a superficie fixada em r, = R, o que significa que*® p(r = R) = p(r = R) = 0 onde numeri-
camente serd representado por*® p(7 = 1) = p(7 = 1) = 0. Além disso, usaremos o modelo
(58) para o estudo de objetos preenchidos com fluidos de pressao isotrépica e (59) para
objetos com fluidos de pressao anisotrépicos®”

Portanto, ao integrarmos numericamente as equagoes (35), (36) e (38), para a
densidade (58) foi possivel obter os gréficos (7), (8) e (9) que correspondem aos com-
portamentos das componentes gy, grr, potencial efetivo e massa adimensionalisadas pelo

raio, respectivamente.

Discussao

Os comportamentos da pressdo, potencial, massa, componentes g4 € g, descri-

tos para a densidade (58), sdo muito semelhantes aos comportamentos descritos para a

45 Pisicamente, esse modelo 2 ndo faz muito sentido, mas matematicamente ele faz e no contexto numérico
que discutiremos em breve o que teremos sao aproximagoes numéricas dos modelos 2 e 3 que mais se
aproximam do 1.

46 O caso de densidade constante pode ser um caso particular desse, quando 7, > R.

47 Mais precisamente, ao utilizarmos a densidade (58) estaremos na verdade trabalhando o modelo (8)
direita, mas que aproximadamente é o da esquerda. Enquanto para a densidade (59) estaremos traba-
lhando com o modelo (8) (esquerda).

48 Ou p(r = R) = p(r = R) ~ 0 para o caso de densidade (58).

49 0Ou p(r =1) = p(¥ = 1) ~ 0 para o caso de densidade (58).

50 A justificativa para isso é simplesmente porque foi mais facil integrar numericamente o perfil de den-
sidade (59) para modelos anisotrépicos em f(R) Palatini.



Gréfico 7 - Pressdo e massa adimensionalisados em fun¢do da coordenada radial

adimensionalisada na RG.
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Legenda: Comportamento da pressdo e da massa para varios valores de densidade com
§=0.01 e 7y = 0.95.
Fonte: A autora, 2020.

Grafico 8 - Componentes g, e g na RG.
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Legenda: Compomentes g, (esquerda) e gy (direita) da métrica em fungao da coordenada
adimensionalisada dentro e fora da estrela para varias densidades com 6 = 0.01 e
o = 0.95.

Fonte: A autora, 2020.
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Grafico 9 - Potencial e pressao central em func¢io da massa na RG.
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Legenda: Comportamento com 6 = 0.01, 7o = 0.95: i) do pontencial em fungdo da coordenada
radial (esquerda) para varios valores de densidade; ii) da pressdo central em fungao
da massa (direita).

Fonte: A autora, 2020.

densidade constante, equacao (39), exceto pelo comportamento da componente g, (e con-
sequentemente de m(7)) perto da superficie. Assim, o fato da densidade cair suavemente
proximo a superficie, substituindo a caracteristica de func¢ao degrau na densidade dentro
e fora da estrela caracterizada pela densidade constante, suaviza®' a descontinuidade da
derivada presente na fungao g, representada no grafico (2).

Por outro lado, modelos produzidos pela densidade (58) nos fornecem uma massa
méaxima (ou compacticidade maxima) que é Ci4, = VL nan 2 0.420, conforme pode ser
visto no grafico (9) (direita) onde se estabelece um valor M,,4,, quando a pressdo central
aumenta muito, mas nao diverge. Além disso, ainda em comparacao com o modelo de
densidade constante, vimos que a massa maxima se estabelece em M, 4, = 0.44 enquanto
para a densidade que varia na superficie, (58), temos um valor de M50 = 0.420. TIsso
se deve ao fato de que as estrelas abrigam mais conteido de matéria para densidade

constante, (39), do que para a densidade que cai suavemente na superficie, (58).

2.4 Estrutura estelar de fluidos anisotrépicos na RG

Configuragdes de objetos esfericamente simétricos e estaticos constituidos de ma-
téria anisotrépica, isto é, fluidos nos quais propriedades fisicas dependem da direcao,
também ja foram vastamente explorados na literatura sobre iniimeros aspectos. Como
exemplo, podemos citar o trabalho (BOWERS; LIANG, 1974) onde se discute sobre a

51 Suaviza, pois a descontinuidade na derivada nio desaparece. Ela pode ser vista claramente no grafico
da massa, (7), figura inferior, uma vez que m(r) e B(r) estao relacionados pela defini¢ao (37).
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massa maxima e as condi¢oes de maximos para a superficie do desvio para o vermelho,
enquanto no trabalho (SETTAWAN; SULAKSONO, 2019) sao analisadas as condigoes de
energia para configuragoes de estrelas de néutrons. Também temos o trabalho (RAPOSO
et al., 2019) onde estudam as configuragoes de objetos que podem ser tdo compactos
quanto BNs num contexto covariante e diversas outras questoes como estabilidade e nu-
mero de Lowve, etc.. A origem da anisotropia local em modelos estelares foi discutida em
(HERRERA; SANTOS, 1997) onde afirmam que para densidades altas, ela pode ter ori-
gem em possiveis transi¢oes de fase exdticas da matéria, por exemplo, durante o colapso
gravitacional; ou, para o caso de densidades mais baixas, ela pode surgir na mistura de
dois gases distintos, entre outros.

Segundo (MAK; HARKO, 2003), objetos descritos por densidades nao muito altas
(p < 10%g/em?) podem descrever modelos estelares mais realisticos se o contetido de
matéria nuclear for anisotropica. Um simples exemplo que podemos citar de sistemas
em que a pressao anisotropica ocorre naturalmente em OCs é o caso do campo escalar
acoplado minimamente com a gravidade que pode dar surgimento as estrelas de bdsons
(RAPOSO et al., 2019). Além disso, também se sabe que a anisotropia pode influenciar de
maneira significativa em certos aspectos fisicos da estrela como no desvio para o vermelho,
na sua estabilidade e podem fornecer objetos mais compactos®® que aqueles descritos por
fluidos isotrépicos (MAK; HARKO, 2003; RAPOSO et al., 2019; BOWERS; LIANG,
1974). Tsso significa que estrelas anisotropicas podem exceder o limite de Buchdahl e que
tal limite tem como hipétese a isotropia (RAPOSO et al., 2019).

Atualmente a anisotropia também é usada para descrever objetos exdticos como
gravastars (CATTOEN; FABER; VISSER, 2005; DEBENEDICTIS et al., 2006; MAZUR;
MOTTOLA, 2001), que sao modelos esfericamente simétricos com densidade positiva e
pressao central negativa. Nas gravastars, acredita-se que uma transicao de fase possa
ocorrer de maneira a gerar um nicleo repulsivo tipo de Sitter, o qual ajudaria a balan-
cear o colapso do objeto, prevenindo assim, a formagao do horizonte e da singularidade
(DEBENEDICTIS et al., 2006).

Nessa tese, discutiremos configuragoes de objetos esfericamente simétricos descri-
tos pela geometria (32) constituidos por fluidos de pressdao anisotrépica de modo que o
tensor energia-momento é dado por (MAK; HARKO, 2003; URBANO; VEERMAE, 2019;
BOWERS; LIANG, 1974)

T = [pe(r) + p(r)]wptin + pe(r) g + [pr(r) = pe(r)]spsv, (60)

onde temos T, = diag(—p,pr,pe.Py) = diag(—p,pr,pt,Dt), Uy € S, sao as 4-velocidades

52 Para modelos discutidos em (RAPOSO et al., 2019), os objetos tem como limite de compacticidade
méaxima valores proximo do raio de Schwarzschild.
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do fluido tal que utu, = —1, s¥s, = —1 . Nesse caso, a equagao da continuidade se torna
[p(r) +pr(r)] 2
p(r) =~ LR ) — () = ) (61)

enquanto as componentes tt e rr das equagoes de Einstein e a equacao TOV modificada

sao dadas, respectivamente, por

m'(r) = dxrip(r), . (62)
A = MR, (63)
sy = POy ) -2 (64)

Além disso, defini-se a razao adimensional

A = Pe(r) = pe(r)

p(r) (65)

como parametro de anisotropia, que em geral ¢ determinado pela natureza exata da
interagdo entre as particulas da matéria que constitui a estrela (BOWERS; LIANG, 1974).

Desta forma, duas equagOes sdo necessarias para fechar o sistema de equagodes
dadas por (62), (63) e (64), a equagao de estado e outra equagdo para A. Segundo
(MAK; HARKO, 2003), o termo 2(p, — p¢)/r, que aparece na equagao (64), representa
uma forca que ¢ devida a natureza anisotropica do fluido e que sera direcionada para fora
da estrela’® se p; > p, e para dentro da estrela® se p; < p,.

As condigdes de fronteira para estrelas anisotropicas, (BOWERS; LIANG, 1974),
sdo similares aquelas do caso isotrépico, isto é, m(r =0) =0 e A'(r) = 0. Enquanto
assumiremos py(r) finito em 7 =0 e que p; — p, se anule mais rapido que r para r — 0,
isto é, lim,_(pt — pr)/r = 0, limite esse que nos permite recuperar a isotropia. Quando
pr(r = R) =0 se estabelece o raio da estrela em R porém, ndao ha necessidade de que p;(r)

seja nulo em r = R.

2.4.0.1 Restrigoes para fluidos anisotropicos

As solugbes no interior da estrela, para ter sentido fisico, devem satisfazer algumas
condicoes que, segundo® (MAK; HARKO, 2003), sdo:

53 30 esses casos que podem gerar objetos mais compactos que aqueles utilizando fluidos isotrépicos
(MAK; HARKO, 2003).

54 Esse caso pode gerar objetos menos compactos que aqueles descritos pelo fluido perfeito.

%5 Os nomes e as condigdes de energia também podem ser consultadas em (CURIEL, 2017).
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Dentro da estrela temos que ter p > 0, p, € [—p(r),+p(r)] € pr € [—p(r),+p(7)];

Os gradientes dp/dr e dp,/dr devem ser negativos;

Dentro de uma configuragao estatica a velocidade do som deve ser menor que a
velocidade da luz, isto é, 0 < dp,/dp <1 e 0 <dp;/dp<1;

Condigao de energia forte: p+p,+2p; >0, p+p->0e p+p; > 0;

A métrica interior deve se juntar continuamente com a métrica exterior de Schwarzs-

child na superficie da estrela;

A pressao radial p, e tangencial p; devem ser iguais no centro da estrela, isto é,

pr(r=0)=pi(r=0) = pe.

2.4.0.2 Restrigdes para fluidos anisotrépicos exdticos

Como ja mencionado, matéria constituida por fluidos anisotrépicos também pode
descrever OEs como gravastars. Na figura (9) temos um esquema tipico de gravastar,
onde a regidao r € (0,r.) é o nucleo e a fisica é qualitativamente (ndo necessariamente
quantitativamente) similar ao espaco de de Sitter; e a aceleragdo da gravidade local é
para fora. Enquanto a regiao r € (r¢,7mse.) € a crosta onde a aceleragao local devido a
gravidade é para dentro. Por fim, a regido r € (r4,, R) é a atmosfera onde a aceleracao
local devido a gravidade é para dentro (CATTOEN; FABER; VISSER, 2005).

No caso das gravastars é importante estabelecer os seguintes critérios para seu

estudo, segundo (CATTOEN; FABER; VISSER, 2005),
e Dentro da gravastar, r < R, a densidade é sempre positiva e finita.
e A pressao central (em r = 0) é negativa tal que p = —p, = —p; = pe.

e Assumi-se que o espago-tempo nao possua um horizonte de eventos. Isso implica

que para qualquer r teremos 2m(r) <r.

Para manter o centro do espago-tempo regular, impomos pl.(r =0) = 0.

e A pressao maxima deve se dar préximo do raio de Schwarzschild, Rg, isto €, 74, ~

Rg, satisfazendo p,(Tmse) > 0 € pl.(rmse) = 0.

Existem dois raios onde a pressao radial é nula:

— O primeiro zero da pressao é em r =1y tal que p,(r =ry) =0, tendo pl.(ry) > 0,

enquanto
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Figura 9 - Modelo simplificado de uma

gravastar.
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Legenda: Caracterizando as regites de
uma gravastar segundo sua
pressao radial.

Fonte: CATTOEN; FABER,; VISSER,

2005, p. 4. Adaptada pela autora.
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— o segundo zero da pressdao é em R tal que p,.(r = R) =0, tendo p.(R) <0. O
ponto R, (que por construcao deve satisfazer R > 7,4, > 74), é chamado de

superficie da gravastar.

e A pressao radial deve ser continua. Em contrapartida, as vezes é tutil p; possa ser
descontinua.

e A condicao de energia forte, isto é, p+p, +2p; > 0, é definitivamente violada, a
menos no centro da gravastar.

e Eiscolhe-se impor a condicao de energia nula, isto é, p+p; > 0 na gravastar.

e Nao é imposto a condigao de energia dominante, isto é, p >0 e | p; < p|. De fato,
tal condicao pode falhar em partes da gravastar que sao suficientemente “fechadas”

para formar horizonte.

Para concluir, ¢ interessante dizer que modelos de gravastars nao podem ser descri-
tos por um fluido perfeito conforme discutido em (CATTOEN; FABER; VISSER, 2005),
pois o objeto formado por um fluido perfeito ndo obedecera as condigdes acima. Em
outras palavras, sua pressao (isotrépica) nao tera o mesmo comportamento descrito pela
figura (9).

2.5 Objetos anisotrépicos na RG: um exemplo

Dedicaremos essa se¢ao para discutir um modelo de objeto anisotrépico com p. > 0.
Assim, trabalharemos com densidade e parametro de anisotropia descritos, respectiva-

mente, pelas equacdes® (59) e’

0'7"2

A | (66)
/72 412

onde ¢ é uma constante que mede a intensidade relativa da anisotropia e r; outra cons-

tante. Para o = 0 recuperamos a isotropia. A motivagdo para estas escolhas ¢ simples-

mente por ser matematicamente mais simples®®, e que respeitam os critérios de anisotro-

pia, como (pt —py)/r — 0 quando r — 0.

56 Nao discutiremos densidade constante para esse caso, pois niao é interessante para o propésito dessa
tese, porém a solucdo para pressao anisotrépica com densidade constante pode ser encontrada em
(DEV; GLEISER, 2002; BOWERS; LIANG, 1974; RAPOSO et al., 2019; MAK; HARKO, 2003).

57 Modelos similares ao A, equagio (66), foram utilizados em (MAK; HARKO, 2003).
8 Uma forma covariante para o A foi discutida em (RAPOSO et al., 2019).
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Gréfico 10 - Perfil de densidade,
pressao radial e

tangencial na RG.
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Legenda: Comportamento da
densidade (curva preta),
pressao radial (curva
laranja) e tangencial
(curva roxa) em fungéo
da coordenada radial
parrac=1,71.,=1,r,=1
e po=0.117.

Fonte: A autora, 2020.

Desta forma, integrando numericamente as equagoes (62), (63) e (64), temos que
os graficos correspondentes as pressoes radial e tangencial, massa e potencial efetivo,

adimensionalizados pelo raio sdo dados pelos graficos (10) - (16).

Discussao

O comportamento das componentes gy e g, da métrica para o caso anisotrépico
é similar ao caso isotropico, por isso nao estao representados graficamente aqui. Porém,
o comportamento de m(r) (que estd relacionada com o B(r)) em funcao da coordenada
radial é representada nos graficos (13) (esquerda) e (15) para pg fixo e & fixo. Da mesma
forma, os potenciais (que estao relacionados com o A(r)), estao representados nos graficos
(13) (direita) e (16).

Os graficos que representam o comportamento da pressao radial, (11) (esquerda) e
(12) (esquerda), pressao tangencial (11) (direita) e (12) (direita), e potencial (13) (direita)
e (16) para pg e ¢ fixos sdo também similares aos casos isotropicos. O fato de termos um
parametro extra, o, com relagao ao fluido de pressao isotrépica, nos possibilita gerar mais

configuragoes de regides de aprisionamento de particulas sem massa como podemos ver



Grafico 11 - Pressao radial e tangencial para py fixo na RG.
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Legenda: Comportamento da pressdo radial (esquerda) e tangencial (direita) em
func¢do da coordenada radial para varios valores de densidade com 7, =1,
r,=1leoc=1.

Fonte: A autora, 2020.

Grafico 12 - Pressao radial para ¢ fixo na RG.

------------------- o — 0.32
0.08 : 0.35F . . o= 0.4
F=022 0.30 )
0.06 0.25
T -
pr( ) 0.04 0.20
0.15
0.00 0.05
0.00

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Legenda: Comportamento da pressdo radial (esquerda) e tangencial (direita) em
funcao da coordenada radial para varios valores de ¢ densidade
po=0.12, 7o =1e 7 = 1.

Fonte: A autora, 2020.
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Grafico 13 - Massa e potencial para pg fixo na RG.
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Legenda: Comportamento da massa (esquerda) e potencial (direita) efetivo em
func¢do da coordenada radial para varios valores de densidade com 7, =1,
r=10=1.

Fonte: A autora, 2020.

Grafico 14 - Pressdo tangencial para ¢ fixo na RG.
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Legenda: Comportamento da pressao tangencial em fungdo da coordenada radial
para varios valores de & e densidade pp =0.12, r, =1 e 7 = 1.
Fonte: A autora, 2020.

nos graficos dos potenciais.

Vemos nos graficos de (11) que as pressoes radial e tangencial aumentam conforme
a densidade aumenta o que faz sentido, pois conforme a densidade aumenta o objeto
se torna cada vez mais compacto. Além disso, nesse mesmo grafico, (11), vemos que a

pressao tangencial e radial possuem comportamentos muito semelhantes, isso porque na

relacao,
AP o — P = pr+ *(*)7&7:2 (67)
pu— — = p— r y
p(r) 772—|—]_ pt pT’ )0 7:2_’_ 1

ao fixamos & e pp, o termo resultante da adigdo na pressao radial em (67) é pequeno.
Em particular, conforme podemos ver no grafico (10) essa escolha de A faz com que

a pressao central (radial e tangencial) coincidam. Isso se deve ao fato de que quando
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Grafico 15 - Comportamento da massa em funcao da coordenada radial na RG.
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Legenda: Comportamento da massa em funcdo da coordenada radial para varios
valores de ¢ e densidade pg =0.12, 7., =1 e 7, = 1.
Fonte: A autora, 2020.

Grafico 16 - Comportamento do potencial efetivo na RG.

Legenda: Comportamento do potencial efetivo em funcdo da coordenada radial
para varios valores de & e densidade pp =0.12, 7, =1 e 7 = 1.
Fonte: A autora, 2020.

7 — 0 teremos que p(7) — po, conforme vemos na equacio (59), e 572 /v/72+1 — 0, logo
a pressao central radial, p, e a pressdo central tangencial, p!, serdo iguais, p! = pl = pe.
Por outro lado, o fato de estarmos trabalhando especificamente com p(r = 1) =0 as curvas
da p, e p; também coincidiram nesse ponto. Isto é, quando 7 — 1 teremos que p(7) — 0,
logo, py(7) = p(r) em 7 = 1.

Uma vez que m(7) ndao depende de 7, teremos que a massa serd sempre a mesma,
conforme podemos ver nos grafico (15) e (18) (direita), ao fixarmos pg e variar g. Além
disso, vemos que o potencial efetivo varia conforme & varia. No caso de ¢ > 0, temos
que o maximo do potencial aumenta conforme ¢ diminui. Isso se deve ao fato de a
pressao central diminuir conforme ¢ aumenta, como visto no gréafico (18) (esquerda). No
caso de 0 < 0 temos que o maximo do potencial aumenta conforme ¢ diminui em maédulo,
conforme visto em (16) (direita). Isso se deve ao fato da pressao central diminuir conforme

o aumenta, como visto em (19) (esquerda).
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Grafico 17 - Pressao central em funcao da massa para py e ¢ fixo na RG.
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Legenda: Comportamento da pressio central em funcdo da massa para pg fixo com

—1 <& <1 (esquerda) e para ¢ fixo com 0.010 < pp < 0.135 (direita) com
T« =1¢e TR = 1.
Fonte: A autora, 2020.

Grafico 18 - Pressdo central e massa em fungdo de & para pg fixo na RG.
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Legenda: Comportamento da pressdo central (esquerda) e massa (direita) para pg
fixoecomo>0com7,=1e7r,=1.

Fonte: A autora, 2020.

Quanto a comparagao entre os casos isotrépicos e anisotropicos, no grafico (17)
(direita) vemos que teremos objetos mais compactos para os casos com ¢ > 0 do que para
o caso isotrépico (g =0). Enquanto para ¢ < 0, teremos objetos menos compactos que o
caso isotropico. Além disso, vemos que a p. pode alcancar valores negativos e positivos
tanto para densidades baixas quanto para densidades relativamente altas. No caso de
densidade alta havera casos onde a pressao central é somente positiva, como visto do
grafico (17) (esquerda).

As configuragoes de parametros (pg, ) que nos fornecem pressoes centrais positivas
podem fisicamente se comportarem como estrelas de fluidos anisotrépicos enquanto para

configuragoes em que as pressoes centrais sao negativas, podemos ter objetos exdticos

como gravastars, que discutiremos a seguir.
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Grafico 19 - Pressdo central e massa em fungdo de ¢ para pg fixo na RG.
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Legenda: Comportamento da pressdao central (esquerda) e massa (direita) em
funcao de ¢ para pg fixo com ¢ <0 com 7. =1 e 7 = 1.
Fonte: A autora, 2020.

2.6 Objetos anisotrépicos exdéticos na RG: um exemplo

Como uma extensao natural de objetos anisotrépicos, analisaremos também o caso
em que a pressao central satisfaz p. < 0, também descritos pela densidade (59) e pelo
parametro de anisotropia dado pela equagio (66). Tais caracteristicas podem representar

modelos ex6ticos como gravastars.

Discussao

Como podemos ver no gréafico (17) (direita), sé havera objetos exdticos para valores
de o > 0. As condigoes discutidas em (2.4.0.2) sdo satisfeitas para esse modelo, podemos
ver isso no gréfico (20), sem muita dificuldade. Isso implica que essencialmente a pressao
radial e densidade de energia satisfazem as condigoes de energia assumidas serem validas

para solugoes de gravastars.



Gréfico 20 - Gravastar na RG.
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Fonte: A autora, 2020.
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3 OBJETOS COMPACTOS, ULTRACOMPACTOS E EXOTICOS EM
TEORIAS F(R) PALATINI

Observagao: os graficos desse capitulo sairam com a representacao do raio da

estrela diferente do capitulo anterior, mas representam os mesmos raios, isso €, R = R.

3.1 Preliminares

Teorias alternativas da gravitacao tipicamente possuem uma estrutura estelar pro-
pria que diferem daquelas conhecidas da RG devido ao fato de possuirem equacoes de
campo diferentes. A principal consequéncia dessa diferenca é a de gerar modificagoes na
equagao TOV, ou seja, na equagdao de equilibrio hidrostatico. Consequentemente, isso
pode trazer impactos sobre os estudos advindos da analise da estrutura estelar como na
fisica de objetos em condigoes extremas, na relagdo massa-raio, massa maxima, ECOS gra-
vitacionais, nimero de Love, luminosidade, entre outros (OLMO; RUBIERA-GARCIA;
WOJNAR, 2019b). Tais fatos nos abre uma nova janela que nos possibilita investigar
possiveis restricoes nas teorias de gravitacao alternativas a RG por meio de observacoes
presentes e futuras de diferentes tipos de estrelas (OLMO; RUBIERA-GARCIA; WOJ-
NAR, 2019b).

A 4rea de estrutura estelar em teorias f(R) Palatini teve poucos avangos no pas-
sado porém, recentemente tem crescido bastante o interesse nesse campo de pesquisa. Uns
dos principais motivos é a nossa atual capacidade de testar e restringir teorias na des-
cricao de objetos em condicoes gravitacionais extremas por meio dos detetores de ondas
gravitacionais e dos novos e sofisticados telescépios como o Horizon Event Telescope® .
Assim, no &mbito das teorias f(R) Palatini, podemos citar os recentes trabalhos de (REI-
JONEN, 2009), onde se estuda estrutura estelar de objetos compactos utilizando uma
equagao de estado de um gas de Fermi e o artigo (OLMO; RUBIERA-GARCIA, 2011)
onde se analisa configura¢oes de BNs carregados eletricamente. Ha ainda (SHARIF; YOU-
SAF, 2014), onde se discute a dindmica de instabilidade de um colapso nao-adiabatico e
anisotrépico num sistema esférico auto-gravitante. No trabalho (PANNIA et al., 2017)
foram estudados configuracoes de estrelas de néutrons utilizando uma equacao de estado
realistica. E, mais recentemente ainda, temos o trabalho (WOJNAR, 2019) onde se es-

tuda estrelas politrépicas por meio da utilizacao da equacgao modificada de Lane-Emden e

(OLMO; RUBIERA-GARCIA; WOJNAR, 2019a) onde se analisa as condigoes de limite

%9 Mais informagdes em https://eventhorizontelescope.org).
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minimo da massa necessaria para que o hidrogénio contido no interior de anas marrons
60 Tal o fenomeno é conhecido como sequéncia de massa minima (MMSMO!).
O trabalho (WOJNAR, 2020) discute estabilidade de estrelas politropicas. A revisdo,
(OLMO; RUBIERA-GARCIA; WOJNAR, 2019b), sobre a estrutura estelar analisadas
para varias teorias gravitacionais inclusive f(R) Palatini. Um relevante trabalho em
teorias f(R) Palatini sobre condigoes de jungoes (OLMO; RUBIERA-GARCIA, 2020),

também foi enderecado esse ano para publicacio, entre outros.

queime

Assim, o objetivo deste capitulo, e desta tese em geral, é entendermos como obje-
tos estelares, com o foco nos compactos, ultracompactos e exéticos sdo descritos por uma
f(R) em particular no formalismo de Palatini e suas principais diferengas com relagao
aos resultados fornecidos pela RG. Desta forma, investigaremos se tais teorias f(R) sao
capazes de gerar objetos mais ou menos compactos do que aqueles produzidos pela RG,
para uma mesma densidade, e se é possivel exceder o limite de Buchdahl da RG. Para tal
propésito, analisaremos OCs e OUCs construidos por fluidos®? isotrépicos e anisotrépicos
onde, neste tltimo, também se discute OEs como gravastars. Nesse contexto, analisamos
os comportamentos da geometria dentro da estrela, da pressao isotropica e anisotropica,
da compacticidade maxima permitida por estes modelos e quanto tais resultados se apro-
ximam ou se afastam dos da RG. Também estudamos a relagao entre pressao central e
massa bem como seu comportamento com os outros pardmetros provenientes da f(R) uti-
lizada. Apesar de trabalharmos com modelos idealizados, eles sdo um importante passo
na direcao do entendimento de situagoes que estao no campo realistico. Todos os estudos
desenvolvido aqui sdo pecas fundamentais para explorar a fisica de objetos sem horizontes
de eventos em teorias f(R) Palatini, como ECOS gravitacionais, nimeros de Love, desvio

para o vermelho, estabilidade, entre outros.

60 Nesse trabalho, eles utilizam uma f(R) no formalismo de Palatini para “mostrar que a correspondente
equacao de equilibrio hidrostatico contém um novo termo cujo efeito é introduzir um enfraqueci-
mento/fortalecimento da interacdo gravitacional dentro dos corpos astrofisicos” (OLMO; RUBIERA-
GARCIA; WOJNAR, 2019a).

61 Do inglés “minimum main sequence mass”.

62 Mais especificamente com fluidos com pressao isotrépica ou anisotrépica.
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3.2 Estrutura estelar em teorias f(R) Palatini

As equagbes de campo (12) para um fluido perfeito (33) e geometria (32) fornecem
componentes tt e rr dadas por, (REIJONEN, 2009),

Alr) = — ify [1 — iB(T) = ei:“) 8p(r) + ‘:] (68)
B(r) = - le ll - iB(T) + ei](: S7rp(r) + M] , (69)
onde

a=a(r) = r? B (féf + i;f/; + eBZ(T) (R— j;) , (70)
p=s0) = 30 ()
v=a0) = P, ™)

enquanto “linha” corresponde a derivada com relagao a r, isto é, f'(R) =df(R)/dr e
f"(R)=d?f(R)/dr?, e a, 3,7 sdo quantidade adimensionais.

Note que f(R) = f(R(p,p)) logo, f'(R) e f’(R), na sua forma geral, contém in-
formacoes da derivada primeira e segunda de p e p. Para fechar o sistema equagoes dado
por (68), (69) e (34) basta uma equagao de estado, e com isso sera possivel determinar a
densidade p(r), pressao p(r), A(r), B(r) e consequentemente a massa. Nesse caso, no tra-
balho (REIJONEN, 2009), contém uma simplificacdo das equagdes de campo, utilizando
uma equacao de estado de forma implicita. Ao trabalharmos com perfis de densidade es-
pecificos, sem que estejam vinculados a uma equacao de estado, podemos seguir os passos
do que foi feito em (REIJONEN, 2009) e eliminar a dependéncia da derivada segunda de
p em f3, equagao (71), da seguinte forma: i) podemos substituir A’(r), equacao (68), na
equagao da continuidade (34), desta forma eliminamos a dependéncia de A’(r) da equagao
(34) e teremos uma versao modificada da equacao TOV; ii) derivamos a equagao resultante
da operagao realizada em (i), equagdo TOV modificada, com isso teremos uma equagao
para a derivada segunda da pressao que depende de outras fungoes e da derivada primeira
de fungoes; iii) substituimos a derivada segunda da pressao proveniente da operacao (ii)
na equagao para (3, equagao (71). Com isso teremos um sistema de equagdes de primeira
ordem na derivada somente, exceto pela presenca da derivada segunda da densidade p(r)
que devera ser dada de partida, como faremos em breve.

Uma outra forma de escrever as equagoes (68) e (69) pode ser dado por (OLMO;
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RUBIERA-GARCIA; WOJNAR, 2019b)

oy 1 [p(r) +p(r)] drrip(r)  a

P = e T i)+ T e, 73
, 1 [4nr?p(r) a+B8 m(r)

w) = [T P | (73

onde 2m(r) = r[l —exp™ B (T)]. Tais equagbes sao a versao da equagao TOV para f(R)
Palatini. Além disso, uma vez que no vacuo a equagao (16) nos diz que haverd um termo
de constante cosmoldgica dependendo da escolha da f(R), o pardmetro de massa M para
r > R é dado, em teorias f(R) Palatini, como (OLMO; RUBIERA-GARCIA; WOJNAR,
2019b; KAINULAINEN; REIJONEN; SUNHEDE, 2007)

B R.R3

M =m(R) 5

(75)
onde R é o raio da estrela definido de tal forma que a pressdo, p(r), se anula, isto é,
p(r=R)=0, e Ry« é a solugao da equagio (4) no vacuo.

O fato da massa gravitacional, m(r), ter uma relacdo com densidade, p(r), e pres-
sao, p(r), e de suas derivadas de primeira e segunda ordem, conforme podemos ver na
equagdo (74), diferentemente da RG, implicara que p(r) e p(r) devem ter derivadas suaves
até segunda ordem.

Nos trabalhos (BARAUSSE; SOTIRIOU; MILLER, 2008b; BARAUSSE; SOTI-
RIOU; MILLER, 2008a) foi discutido que teorias f(R) Palatini podem apresentar proble-
mas na superficie de objetos esfericamente simétricos e estaticos ao se utilizar uma equagao
de estado politrépica para os indices politropicos entre 3/2 <T', < 2, para qualquer f(R).
Nesses trabalhos, discute-se que para esse intervalo do indice politrépico, escalares de
curvatura irdao divergir e consequentemente irao induzir forgas de maré infinitas na super-
ficie da estrela. Entretanto, foi mostrado recentemente no trabalho (OLMO; RUBIERA-
GARCIA, 2020), onde se discute condigoes de jungdes em teorias f(R) Palatini, que ao
se utilizar as condigoes de juncao apropriadas, que sao diferentes das utilizadas em RG e
em teorias f(R) métrica, o intervalo do indice politropico que gera problemas na teoria
é deslocado para além do dominio de relevancia de aplicagoes fisicas. Assim, a “juncao
suave entre a solugdo de Schwarzschild e a solugao interna para um fluido politrépico em
teorias f(R) Palatini é possivel para qualquer indice politrépico tal que I') < 2 quando
um tratamento distributivo adequado na jungdo da superficie é considerado” (OLMO;
RUBIERA-GARCIA, 2020).

Por fim, as condigbes de fronteira para A(r), B(r) (ou m(r)) e p(r) em f(R)

Palatini, sdo as mesmas usadas na RG.
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3.3 Objetos isotrépicos em teorias f(R) Palatini: um exemplo

Teorias f(R) Palatini ndo suportam o modelo de densidade constante devido ao
fato de carregarem informacoes de derivada primeira e segunda do trago do tensor energia-
momento o que consequentemente acarreta em derivadas primeira e segunda na densidade
e na pressao em suas equagoes de campo. Assim, como a densidade (39) é uma funcao
degrau, sua derivada segunda seria a derivada da delta de Dirac, que nao estd definida
no espago de fungoes. Por conta disso, nao discutiremos o modelo (39) e trabalharemos
apenas com modelos descrito pela densidade (58) e (59). Estes dois ultimos modelos, por
possuirem um comportamento onde a densidade é quase constante dentro da estrela e
decaem na “atmosfera” da mesma, suavizam a descontinuidade da densidade.

Além disso, vamos nos concentrar somente em teorias descritas por f(R) =R+
AR2. Tal modelo tem sido bastante explorado e possui resultados interessantes como
no contexto de BNs carregados (OLMO; RUBIERA-GARCIA, 2015) e solugoes nao-
singulares de BNs em (BAMBI et al., 2016; BEJARANO; OLMO; RUBIERA-GARCIA,
2017). Foram utilizadas no estudo de solugoes de buracos de minhoca (BAMBI et al.,
2016) e na estrutura estelar de estrelas de néutron (PANNIA et al., 2017). Também
foram consideradas no estudo de estrelas politrépicas (WOJNAR, 2019), entre outros%.
Nesse caso, a equagdo (4) nos fornece uma constante cosmolégica nula, uma vez que
fR.R«—2f(Ry) =0= R, =0. Além disso, a equacao (4) também nos informa que é
possivel escrever f(R) como f(T') = —T +AT?, pois R = —T, onde o T é o traco do tensor
energia-momento do fluido perfeito, (33), isto é, T'="T(r) = 3p(r) — p(r).

Desta forma, ao integrarmos numericamente as equagoes (68), (69) e (34) para
a densidade (58) teremos os resultados, adimensionalizados pelo raio, representados nos
gréaficos (21)-(35).

Discussao
Nos gréaficos (21) e (22) (esquerda), podemos observar que a massa, M, (ou com-

pacticidade) em teorias f(R) Palatini, serd uma funcdo que depende da densidade, pg, e

de A, ou seja, M = M(pg, ). Por conta disso, poderemos ter massas maiores, menores ou

63 No contexto da cosmologia, existem muitos outros trabalhos onde a f(R) =R + AR? Palatini é uti-
lizada. Entre eles temos, os estudos cosmoldgicos de ricochete (OLMO; SANCHIS-ALEPUZ; TRI-
PATHI, 2009), limites impostos por redshift drift foram apresentados em (PANNIA; BERGLIAFFA;
MANSKE, 2019), a sequéncia de eras cosmolégicas usando andlise do espago de fase foi considerada
em (FAY; TAVAKOL; TSUJIKAWA, 2007) e inflagdo foi discutida em (ENCKELL et al., 2019).



Gréfico 21 - Massa em funcao da densidade para X fixo.
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Legenda: Comportamento da massa M em funcio de py para A > 0 (esquerda) e A < 0
(direita) com ¢ = 0.01, 7o = 0.95.
Fonte: A autora, 2020.

Gréfico 22 - Massa e pressdo central em funcdo A para densidade fixa.
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Legenda: Comportamento da massa M e da pressao central p. em funcio de A para pg
fixo com § = 0.01, 7o = 0.95.
Fonte: A autora, 2020.
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Gréfico 23 - Pressio central em funcio de pg para \ fixo.
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Legenda: Comportamento da P, em funcéo de py para A >0 e p. em funcio de M para
A < 0 (direita) com § = 0.01, 7o = 0.95.
Fonte: A autora, 2020.

iguais as da RG ao variarmos o \ para a mesma densidade, pg. Além disso, foi observado®*
que para cada um desses pares, (pg,\), teremos um intervalo de existéncia para X tal que
Amin < A < Amag € um intervalo para py tal que pomin < po < Pomaz O que implicard em
Mmin < M < Myy4.. A pressio central, p., também vai depender da densidade, pg, e de ),
ou seja, Pe(po, \), como é possivel visualizar nos graficos (22) (direita) e (23) (esquerda).
Além disso, a RG e as teorias f(R) = R+ AR? possuem combinacdes de (pg,)), sendo
A =0 para a RG, onde a massa e a pressao central coincidem em ambas as teorias. Tam-
bém temos os casos dentro das teorias f(R) =R+ AR? em que a pressio central e massa
coincidem para A >0 e \ < 0.

No caso A > 0, para obtermos uma massa grande temos entao, que aumentar
a densidade e diminuir o A até chegar num ponto em que A tende a zero e conse-
quentemente a massa resultante serd bem proxima da massa dada pela RG. Em nu-
meros, temos que a massa maxima (ou compacticidade méxima) na RG com densi-
dade (58) serd Cpaz = Mgz = 0.420 enquanto a massa limite de f(R) = R+ AR? serd
Comaz = Mypae = 0.417. Isso significa que a f(R) estudada, no caso de A > 0, tem um limite

65 a0 da RG. A teoria se torna aproximada-

superior de compacticidade maxima inferior
mente a RG quando trabalhamos com massas muito préximas do valor da massa méaxima
da RG. Tudo isso podemos ver no grafico (23) (direita). De forma geral entdao, podemos

dizer que o regime de existéncia das solucoes para as teorias f(R) = R+ AR? com A > 0

64 Configuracoes em que 7 = /R nio seja necessariamente igual a 1, devido a nossa escolha de se adimen-
sionalizar pelo R, mas onde 7 ~ 1 também foram verificados e observamos que, quando se exige isso,
cairemos na situagdo 3 descrita do grafico (8), secao (2.3.2). Ou seja, a pressdo ultrapassa a densidade
e alcanga o zero mais longe que a densidade. Tais configuragées produzem objetos fora da classe de
OCs e OUCs.

65 Numericamente poderfamos dizer praticamente igual ao da RG.



5

Grafico 24 - Pressao central em funcdo da massa para A fixo.
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Legenda: Comportamento da p. em funcdo de M para A > 0 (esquerda) e para A<0
(direita) com ¢ = 0.01, 7 = 0.95.
Fonte: A autora, 2020.

e densidade (58) é aquele no qual temos M < 0.420 de modo que para M ~ 0.420 (ou
mais especificamente pg ~ 0.117) teremos A~ 0. Por outro lado, para M < 0.420 tere-
mos um impacto relativamente forte de A sobre as solucoes. Tudo isso pode ser visto no
grafico (23) (direita) onde podemos ver que quanto maior o A, menor é a massa maxima.
Por exemplo, para A = 0.600, teremos que o alcance maximo da massa para este \ serd
M = 0.250 enquanto para A = 0.095 o alcance méaximo da massa é M » 0.408. Além disso,
h4 um suave deslocamento dos pontos entre A = 0 (RG) e A > 0 particularmente dentro
de um intervalo de densidades que também é visto nos graficos (21) (esquerda) e (23)
(esquerda). Para finalizar, vemos que teremos massas maiores, menores ou iguais com
relacdo aquelas fornecidas pela RG, para a mesma densidade, para cada X > 0, fixo, que
pode ser visto no grafico (21) (esquerda) onde, por exemplo, para py = 0.06 e A = 0.4000
teremos uma massa menor do que aquela fornecida pela RG para a mesma densidade
enquanto para pp < 0.10 e A = 0.15860 teremos uma massa maior do que aquela da RG,
para uma mesma densidade.

Para o caso de \ < 0, também teremos massas maiores, menores ou iguais com
relacdo aquelas fornecidas pela RG para a mesma a densidade. Por exemplo, como pode-
mos ver no grafico (21) (direita), para pg = 0.075 ¢ A = —0.400 teremos uma massa maior
do que aquela fornecida pela RG, para a mesma densidade. Para pg = 0.112 e A = —0.400
teremos uma massa menor do que aquela da RG para a mesma densidade. Enquanto
para pg = 0.15 e A = —0.065 teremos uma massa maior do que aquela fornecida pela RG
para a mesma densidade. Também ha um deslocamento dos pontos entre A=0e A <0
para um intervalo de densidades que pode ser visto nos graficos (21) (direita) e (24) (di-
reita). Além disso, ha configuragoes (po, 5\) para A < 0 onde a massa resultante ultrapassa
a massa maxima da RG. Isso pode ser visto tanto no grafico (21) (direita), quanto em
(24) (direita) onde a massa maxima da RG pode ser vista quando a pressao central cresce

muito e se estabelece uma massa méxima limite (ou compacticidade maxima, Cy,4:), que
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Gréfico 25 - Pressdo em funcio da coordenada radial para A > 0.
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Legenda: Comportamento da p(7) em funcdo de 7 para varios valores de X e po=0.100
(esquerda-superior), pp = 0.124 (direita-superior) e varias configuragoes de
(po,A) (inferior) com 6 = 0.01, 7o = 0.95.

Fonte: A autora, 2020.

para a densidade (58) é Cpaz = Masse = 0.420 enquanto para f(R) =R+ AR? com A < 0
pode chegar em M, 4, 2 4 /9. Porém, a compacticidade maxima permitida pelo limite de
Buchdahl para a RG é Cp =4/9. Nosso célculos ndo tém precisdo numérica suficiente
para valores de massas (ou compacticidades) préximos do limite de Buchdahl, isto é, dos
valores de massas tais que M,ap 2 4/9, nos casos de A —0.100 ou A = —0.120, por
exemplo, que fazem com que ndo seja possivel afirmar se teorias f(R) = R+ AR?, para
A < 0, possam ou ndo ultrapassar o limite de Buchdahl. A principio, ndo hd nenhuma
restricao tedrica conhecida para que tais teorias nao ultrapassem tal limite.

Por fim, nos gréficos (25)-(32) temos a pressao, componentes g, € gy € massa, que
sao similares aos comportamentos da RG porém, devido ao aumento ou diminui¢ao da
massa conforme variamos A\ haverd um deslocamento das curvas com relagio a curva da
RG.

Assim, para \ > 0, temos representado nos graficos (25), (26), (27) e (28), a pressio,
Jrr, Qs € massa, respectivamente, onde, em todos os casos, estamos mostrando uma
situagdo (graficos da esquerda-superior) onde a pressao central ndo aumenta conforme A
aumenta, para uma densidade fixa, e, isso é mais facil de ser visualizado no grafico (25).
Uma outra situacao em que a pressao central aumenta conforme A\ aumenta (gréficos
da direita-superior), para uma densidade fixa. E, por fim, uma situagdo em que ha
varias combinacdes de (pg, A) (graficos inferiores). Desta forma, devido ao fato de termos

objetos mais, menos ou tao compactos quanto os da RG para A > 0, as situagoes em que a



Gréfico 26 - Componente g,, funcdo da coordenada radial para A > 0.
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Legenda: Comportamento de g, em funcio de 7 para vérios valores de A e pg = 0.100
(esquerda-superior), pp = 0.113 (direita-superior) e varias configuragoes de
(po,A) (inferior) com & = 0.01, 779 = 0.95.
Fonte: A autora, 2020.

Gréfico 27 - Componente g;; funcio da coordenada radial para A > 0.
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Legenda: Comportamento de g em funcio de 7 para vérios valores de \ e py = 0.100
(esquerda-superior), pp = 0.113 (direita-superior) e varias configuragoes de
(po,A) (inferior) com 6 = 0.01, 7o = 0.95.

Fonte: A autora, 2020.
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Gréfico 28 - Massa funcéo da coordenada radial para A > 0.
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Legenda: Comportamento de m(7) em funcio de 7 para varios valores de A e py = 0.100
(esquerda-superior), pg = 0.113 (direita-superior) e varias configuragoes de
(po, ) (inferior) com &§ = 0.01, 7o = 0.95.

Fonte: A autora, 2020.

densidade ¢ alta% se é exigido pela teoria f (R)=R+ AR2 que o \ seja pequeno e com isso
os resultados se tornam muito préximos dos da RG. Enquanto para o caso de densidades
mais baixas, o alcance de \ pode ser maior, e com isso podemos ver diferencas mais
profundas dos resultados produzidos pela RG. H4 um comportamento peculiar em relagao
a RG no gréfico (26), onde o comportamento da componente g, proximo a superficie
possui um ponto de maximo e minimo, mais expressivos nos casos de densidade baixa e
)\ alto. Isso se deve ao fato das teorias f(R) Palatini carregarem informacoes de derivada
primeira e segunda da densidade originarios de fg(T) = —r+2x%AT e, portanto, Rr(T)=
2AR2T" e f(T) = 2Ak?T", onde “linha” significa derivada com relagdo a r. Isso é um
indicativo de que para A alto, pode haver um forte impacto nos termos de J%(T) uma
vez que esse comportamento presente em g, proximo a superficie, ¢ muito similar ao
comportamento da derivada segunda da densidade (58), proximo a superficief”. Este tipo
de comportamento também ocorre na componente de g, (ou m(r)) presentes no trabalho
(PANNIA et al., 2017) onde foi analisado solugoes para estrelas de néutrons. Esse fato
nao ocorre para A < 0 conforme podemos observar no gréafico (30).

Para o caso de A\ < 0 temos os resultados representados nos graficos (29), (30),

66 A relativizacdo do conceito de densidade alta ou baixa aqui pode ser visualizado nos graficos (28) e
(32).

67 No Apéndice (F) contém as informagdes da densidade (58) e de suas derivadas primeira e segunda.



Grafico 29 - Pressao em funcdo da coordenada radial para A < 0.
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Legenda: Comportamento da p(7) em funcdo de 7 para varios valores de e po=0.124
(esquerda), pg = 0.110 (direita) com § = 0.01, 7o = 0.95.
Fonte: A autora, 2020.

Gréfico 30 - Componente g,, funcao da coordenada radial para A < 0.

Legenda: Comportamento da g, em funcio de 7 para véarios valores de \ e pp = 0.124
(esquerda) e pp = 0.110 (direita) com & = 0.01, 7o = 0.95.
Fonte: A autora, 2020.

Gréfico 31 - Componente gy funcio da coordenada radial para A < 0.
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Legenda: Comportamento da gy em funcao de 7 para varios valores de A e pg = 0.124
(esquerda) e pg = 0.110 (direita) com ¢ = 0.01, 77 = 0.95.
Fonte: A autora, 2020.
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Gréfico 32 - Massa funcdo da coordenada radial para A < 0.
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Legenda: Comportamento da m(7) em funcao de 7 para varios valores de e py=0.124
(esquerda) e po = 0.110 (direita) com § = 0.01, 7o = 0.95.
Fonte: A autora, 2020.

(31) e (32). Tais casos foram construidos da seguinte forma: os graficos da esquerda
representam configuragoes além da massa maxima da RG (ou densidade méaxima), ou
seja, fora do regime de existéncia da RG. Nesse caso, vale destacar os comportamentos
da pressdo e da componente g,,, em que podemos ver que conforme aumentamos o A em
modulo teremos que a pressao central diminui, como é possivel visualizar no grafico (29)
(esquerda). No gréfico (30) ha uma similaridade com relacdo ao comportamento de gy,
da RG porém, préximo a superficie ha um aumento do ponto de maximo da curva. Os
graficos da direita foram construidos para uma densidade fixa dentro do regime da RG.
Nesse caso também vale destacar o comportamento da pressao, onde podemos observar
que a pressdo central serd maior na RG e que ela diminui para teorias f(R) =R + AR?
conforme diminufmos o A em médulo. Além disso, no grafico (30) (direita), vemos que
o comportamento de g, préximo da superficie possui um alcance maior para o ponto
de maximo para A grandes em relacio a RG para uma mesma densidade. Nesse caso,
vale destacar também o comportamento da massa, onde vemos nos graficos (32) que na
regidao 0 <7 < 0.7 ha um afastamento das curvas de f(R) =R+ AR? com relacio a da
RG e que quanto maior é o A maior sers esse afastamento. Desta forma, ha configuracoes,
principalmente para os casos fora do dominio da RG, que produzem um comportamento

68 TIsso

para a fungdo m(r) onde, dentro da regidao 0 <7 < 0.7, m(r) se torna negativa
porque a fungdo m(r) em teorias f(R) Palatini carregam informagoes da densidade e de
suas derivadas primeira e segunda, da pressao e de suas derivadas (primeira e segunda)
e, no caso de f(R) =R+ AR?, também carregam informacoes de . E possivel visualizar
tudo isso na equacdo (74). Por conta disso, teorias f(R) = R+ AR? podem possuir
comportamentos diferentes nesse aspecto, onde se torna possivel m(r) possuir regides em

que m(r) < 0 enquanto para a RG isso nao acontece.

68 Vejam Apéndice (F) para mais informagoes.
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Além disso, é importante observar o seguinte: como discutimos no capitulo an-
terior, a componente g, é continua tanto dentro quanto fora da estrela porém, ha uma
descontinuidade na derivada de g, que foi suavizada ao utilizarmos a fonte (58), no en-
tanto, ela ainda estéd presente e pode ser observada no grafico da fungao m(r) . Além disso,
o fato de teorias f(R) Palatini carregarem informacoes de derivadas de ordens mais altas
que um em p(r) e em p(r) nas equagoes de campo, pode gerar problemas nos escalares de
curvaturas. No Apéndice (F), colocamos a forma do tensor de Riemann, necesséario para
calcular o escalar de Kretschmann, para a geometria (32) e o escalar de Ricci para as
solugoes numéricas encontradas aqui. Ao analisar o tensor de Riemann vemos que ele nao
carrega informagoes de derivadas segundas de B(r) (ou m(r)). Além disso, os graficos do
escalar de Ricci, construidos numericamente para as geometrias (32), nos mostram que

nao ha singularidades no centro da estrela nem na superficie.

3.3.1 Aprisionamento de particulas sem massa

O fato de teorias f(R) = R+ AR? terem a capacidade de gerar objetos mais, menos
ou tao compactos quanto os produzidos pela RG, se refletird no potencial efetivo podendo
haver casos em que o maximo do potencial se torne maior, menor ou igual ao da RG.
Isso fisicamente pode influenciar no aprisionamento de particulas sem massa, que podem
produzir consequéncias na aparéncia 6tica de uma estrela em colapso, também pode causar
impactos significativos na estabilidade e no resfriamento destes objetos, entre outros.

No grafico (33) (superior a esquerda), vemos que para A > 0, os maximos dos
potenciais sao maiores que os da RG, para o conjunto de (ﬁo,S\) escolhidos, de modo
o méximo do potencial ndo aumenta conforme aumentamos o A. Enquanto no grafico
superior a direita, o méximo do potencial aumenta conforme aumentados o \.

Para \ < 0 temos representado no grafico (34) na imagem da esquerda, onde temos
configuracées fora do dominio da RG, e vemos que conforme aumentamos o A em médulo,
o maximo do potencial aumenta. Enquanto no grafico da direita estamos no regime
validade da RG, e temos configuragoes onde o maximo do potencial é menor do que
aquele produzido pela RG e que ndo diminui conforme diminuimos em médulo o A.

Por fim, temos alguns comportamentos do potencial no grafico (35) onde conside-
ramos os casos de \ fixo e variamos o pg. Ambos os casos, temos configuracoes de (pg, \)

onde o maximo do potencial aumenta conforme aumentamos a densidade.



Gréfico 33 - Potencial efetivo em funcio da coordenada radial para A > 0.
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Legenda: Comportamento de V, #(7) em fungao de 7 para varios valores de X e po=0.100
(esquerda-superior), pp = 0.113 (direita-superior) e varias configuragoes de
(po,A) (inferior) com & = 0.01, 779 = 0.95.

Fonte: A autora, 2020.

Gréfico 34 - Potencial efetivo em funcio da coordenada radial para \ < 0.

Legenda: Comportamento da V, #(7) em fungao de 7 para varios valores de e pp=0.124
(esquerda) e po = 0.110 (direita) com & = 0.01, 7o = 0.95.
Fonte: A autora, 2020.
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Grafico 35 - Potencial efetivo em funcdo da coordenada.
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Legenda: Comportamento da V, #(7) em fungao de 7 para varios valores de pg e A=0.113
(esquerda) e A = —0.12 (direita) com ¢ = 0.01, 7 = 0.95.
Fonte: A autora, 2020.

3.4 Objetos anisotrépicos em teorias f(R) Palatini: um exemplo

Assim como feito no capitulo 2 para a RG faremos para teorias f(R) = R + AR?
Palatini, onde utilizaremos os casos particulares de p(r) e A dados pelas equagoes (59)
e (66), respectivamente, no estudo de estrelas constituidas por fluidos anisotrépicos. De
novo, a motivacao destas escolhas é simplesmente devido ao fato de serem matematica-
mente simples e mais facil de calcular as solugoes para teorias f(R) Palatini e respeitam
os critérios de anisotropia discutidos no capitulo anterior.

Desta forma, utilizaremos a f(R) = R+ AR? e o tensor energia-momento dado
pela equagao (60) de modo que as equagoes (68) e (69) se tornam diferentes do caso
isotrépico somente pela substituicao de p(r) por p,(r), pois T, = diag(—p,pr,pe;Py) =
diag(—p,pr,pe,pt). Além disso, a equagao da continuidade para esse caso passa a ser a
equagao (61) ao invés de (34). Enquanto o trago do tensor energia-momento é T'(r) =
—p(r)+2pt +p(r). Assim, integrando numericamente as equagoes (68), (69) e (61) para o
tensor energia-momento (60) correspondente a densidade (59) e parametro de anisotropia
(66), os resultados, adimensionalizados pelo raio, estdo representados nos graficos (36)-
(47).

Discussao

No caso de objetos anisotréopicos temos que a pressao central e a massa irdo de-
pender ndo somente de py e A, mas também de &, ou seja, pe(po,\,7) e M(pg, N, 7).
Assim, podemos ver em praticamente todos os graficos que também havera configuragoes
de (ﬁg,;\ﬁ) em que podemos ter objetos mais, menos ou tao compactos quanto aqueles
produzidos pela RG. Por exemplo, nos graficos (36), para {\ < 0,5 < 0}, hé regides entre

0 < pop < 0.14 em que os objetos sdo mais compactos enquanto hd uma pequena regiao
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Grafico 36 - Comportamentos da massa e pressao central para py variando com o = —1
A <O.
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Legenda: Comportamento de M em funcao de py (esquerda-superior) de p. em funcio de
po (direita-superior) e de p. em fungdo de M (inferior) para varios valores de
A<O0edg=—1 comr,=1er,=1.
Fonte: A autora, 2020.

Grafico 37 - Comportamentos da massa e pressao central para pg variando com o = +1
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Legenda: Comportamento de M em funcao de py (esquerda-superior) de p. em funcio de
po (direita-superior) e de p. em fungio de M (inferior) para varios valores de
A>0ed=+1 comr,=1er,=1.

Fonte: A autora, 2020.
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Grafico 38 - Comportamentos da massa e pressao central para pg variando com o = +1
A <0.
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Legenda: Comportamento de M em funcéo de g (esquerda-superior) de p, em fun¢ao de
po (direita-superior) e de p. em funcio de M (inferior) para varios valores de
A<0ed=+1 comr,=1er,=1.

Fonte: A autora, 2020.

proximo de pg = 0.14 (praticamente s6 a curva de cor magenta) em que os objetos também
podem ser menos compactos do que aqueles fornecidos pela RG.

Porém, teremos uma predominancia de configuracdes nesse caso. Por exemplo,
para {\> 0,6 <0} e {\ < 0,5 > 0} teremos o predominio de objetos mais compactos do
que os da RG para o mesmo conjunto de {pp,c}, isso pode ser visto nos graficos (36)
e (37). Por outro lado, para {\ < 0,6 > 0} e¢ {\ > 0,6 > 0} teremos uma dominancia
de situacoes de objetos menos compactos do que os da RG para um mesmo conjunto de
{po,c}, isso pode ser visto nos graficos (38) e (39).

Discutimos no capitulo anterior que na RG a massa, M, e a pressao central, p,., nao
dependem de 7, como é mostrado nos graficos (17) - (19). No entanto, como mencionado
anteriormente, teorias f(R) =R+ AR? tém uma caracteristica diferente nesse aspecto e M
e pe passam a depender de & (além de \). Assim, nos graficos (40)-(43) sdo representados
algumas configuracdes mostrando o impacto de & sobre p. ¢ M (no Apéndice (H) ha
outras representagoes de graficos). Nao é possivel generalizar padrdes de configuragoes,
pois conforme podemos checar no Apéndice (H), é possivel ter resultados diferentes para
as combinagoes de (ﬁo,j\,5) mostradas nessa secdo. Porém, podemos destacar alguns
comportamentos nos graficos presentes aqui, como no grafico (40) (superior-esquerda)
onde a massa, M, cresce e depois diminui conforme & aumenta em médulo. Além disso,

todas as configuracoes de A < 0 nesse caso ultrapassam o valor da massa da RG para pg =



Grafico 39 - Comportamentos da massa e pressao central para pg variando com o = —1
A> 0.
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Legenda: Comportamento de M em funcao de py (esquerda-superior) de p. em funcio de

po (direita-superior) e de p. em fungio de M (inferior) para varios valores de

A>0ec=—-1lcomr,=1e7r=1.

Fonte: A autora, 2020.

Grafico 40 - Comportamentos da massa e pressao central para ¢ < 0 variando com

p=0.12e A <0.
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Legenda: Comportamento de M em funcio de & (esquerda-superior) de p. em funcio de

o (direita-superior) e de p. em funcdo de M (inferior) para vérios valores de

5\>Oeﬁ:0.1200mf*zlefk:1.

Fonte: A autora, 2020.



Grafico 41 - Comportamentos da massa e pressao central para ¢ > 0 variando com

p=0.13e A <0.
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Legenda: Comportamento de M em funcio de & (esquerda-superior) de p. em fungao de
o (direita-superior) e de p. em fungdo de M (inferior) para vérios valores de
A>0ep=0.13 com 7, =1 e 7, = 1.

Fonte: A autora, 2020.

0.12. SituagOes similares acontecem nos casos representados nos graficos (41) (esquerda-
superior), (42) (esquerda-superior) e (43) (esquerda-superior), porém ha configuragoes
onde a massa pode ser maior ou menor que a da RG, vai depender dos sinais de \
e 0 e também da escolha do pg. No grafico (42) (esquerda-superior) temos que um
comportamento linear de M em funcio de & para A # 0 e isso pode ser devido ao fato de
estarmos trabalhando% em regiées onde a curva M = M (pg) passa abaixo da curva da
RG e densidade nao muito altas.

Com respeito ao comportamento de p. em funcao de ¢ para py e A fixos, vemos
no grafico (40) (direita-superior) que conforme ¢ varia, hd um deslocamento das curvas
de f(R) =R+ AR? com relacdo a RG que se faz mais significativo quanto maior é o A
em médulo. Comportamentos similares acontecem nos graficos (41) (direita-superior),
(42) (direita-superior) e (43) (direita-superior), podendo ter situagoes de pressao central
iguais, maiores ou menores do que as da RG, para o mesmo conjunto {pg,c}.

Nos graficos p. em funcdo de M quando & varia, hd combinacoes de {po, 5\,6} que

caracterizam massas maiores ou menores que as da RG para um mesmo para {pg, A}. Além

69 Conforme pode-se verificar no Apéndice (H) ha outras configuracdes similares a essa de modo que
estamos considerando outros valores de pg, e de A onde trabalhamos em regides onde a curva M = M (p)
passa acima da curva da RG e com densidade mais altas.



Gréfico 42 - Comportamentos da massa e pressio central para ¢ < 0 variando com
p=0.11eX>0.
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Legenda: Comportamento de M em funcio de & (esquerda-superior) de p. em fungao de

o (direita-superior) e de p. em funcio de M (inferior) para vérios valores de

A>0ep=0.11com 7, =1¢e 7, =1.

Fonte: A autora, 2020.

Grafico 43 - Comportamentos da massa e pressao central para ¢ > 0 variando com

p=0.13e A>0.
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Legenda: Comportamento de M em funcio de & (esquerda-superior) de p. em fungao de

o (direita-superior) e de p. em funcio de M (infeior) para varios valores de

A>0ep=013com 7y =1¢ 7, =1.

Fonte: A autora, 2020.
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Grafico 44 - Pressao radial e tangencial em funcao de 7 para < 0.
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Legenda: Comportamento de p,(7) (esquerda) e de p;(7) (direita) para RG e valores de
positivo e negativo. Em todos os caso fizemos 6 = —0.045 e pg = 0.12 com
T =1lery=1.

Fonte: A autora, 2020.

Grafico 45 - Comportamento da componente g, e V. #(7) em funcao de 7.
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Legenda: Comportamento de g, (esquerda) e Vez(7) (direita) para RG e para valores de
\ positivo e negativo. Em todos os casos fizemos pg = 0.11 , & = —0.10 com
re=1er,=1.

Fonte: A autora, 2020.

disso, temos que a pressao central muda conforme a massa muda, tendo na maioria das
situagoes, um comportamento onde a massa cresce e depois diminui conforme a pressao
central aumenta. Enquanto na RG o aumento da pressao central é linear. Isso tudo pode
ser visto nos graficos (40) (inferior), (41) (inferior), (42) (inferior) e (43) (inferior).
Algumas configuragoes possiveis de pressao radial e tangencial sdo mostradas nos
graficos (44), para {7 <0: A >0,A=0,A < 0}. Também é representado algumas situa-
¢oes para {7 > 0: X >0,A=0,\ < 0}, graficos (46), que podem caracterizar OEs como
gravastars. Por fim, no grafico (45) (esquerda) temos alguns comportamentos da com-
ponente g, para a densidade (59) em que nao foi encontrado situagoes onde ha um ponto
de maximo e um ponto de minimo préximo a superficie que difere do perfil de densidade

(58) o que reforga a indicacao de que a derivada segunda de p(7) é relevante para ditar



Grafico 46 - Pressao radial e tangencial em funcao de 7 para & > 0.
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Legenda: Comportamento de p,(7) (esquerda) e de p;(7) (direita) para RG e valores de A
positivo e negativo. Em todos os caso fizemos ¢ = +0.80 e pg = 0.12 com 7, = 1
erp=1.

Fonte: A autora, 2020.

tal comportamento™. Esse caso também é semelhante ao obtido no trabalho (REIJO-
NEN, 2009), onde utiliza-se uma equagao de estado para um gas de Fermi associado a
um fluido anisotrépico. O comportamento da densidade, no caso do gas de Fermi, é si-
milar ao perfil de densidade (59), produzindo assim, comportamentos semelhantes para a
componente g, em ambos os casos. Enquanto do lado direito do grafico (45) temos algu-
mas configuragoes do potencial efetivo para os casos de {7 < 0: A>0,A=0\< 0}. Por
fim, nao foi observado configuracoes de massa além de M = 4/9 nesse estudo envolvendo
f(R) =R+ AR?, densidade (59) e pressdo anisotrdpica.

3.5 Objetos anisotrépicos exéticos em teorias f(R) Palatini: um exemplo

Como era de se esperar, devido ao fato de estarmos trabalhando com modelos
de objetos anisotrépicos, ha o surgimento de regioes de pressao negativa que podem
caracterizar configuragoes de OEs como gravastars. Isso pode ser visto nos graficos para
o >0 como (37) e (38). Neles é possivel observar que para A < 0 teremos situacoes em
geral de objetos menos compactos do que na RG. Enquanto para A > 0 teremos objetos
mais compactos que os da RG. Essencialmente isso vai influenciar nos valores de pressao
central onde, para cada massa fixa, teremos pressoes centrais maiores ou menores que as
da RG.

Por fim, no gréfico (47), temos algumas configuracoes de gravastars em teorias

70 No Apéndice (F) temos os comportamentos dos perfis de densidade (58) e (59) e de suas derivadas. Lé
vemos que a derivada segunda do perfil de densidade (58) é diferente do (59) podendo, tais compor-
tamentos, sao capazes de influenciar significativamente na componente g, préximo a superficie, uma
vez que proximo a superficie a pressao é praticamente numa e a densidade passa a dominar.



Gréfico 47 - Pressao radial e tangencial juntos para A >0 e A < 0.
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Legenda: Comportamento de p,.(7) e p¢(7) juntos para A = +0.08 (direita) e A = —0.30
(esquerda). Todos para  =0.80 e pg =0.12 com 7, =1 e 7, = 1.
Fonte: A autora, 2020.

f(R) =R+ AR? Palatini para A > 0 (esquerda) e A < 0 (direita).
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CONCLUSAO

Nesta tese, analisamos, na dmbito numérico, duas configuragoes de estrelas esfe-
ricamente simétricas e estaticas contendo fluidos de pressao isotropica e anisotropica no
cendrio de f(R) =R+ AR? no formalismo de Palatini. No primeiro caso, investigamos,
para o perfil de densidade p(r) = po/[1 +exp(r —rg)/0] que é praticamente constante no
interior da estrela e cai suavemente na superficie da mesma, o comportamento da pressao
isotropica e da geometria no interior da estrela. Também discutimos as regides de aprisio-
namento de particulas sem massa no contexto de OCs e OUCs. Observamos, das solugoes
das equagoes TOV modificadas que, diferentemente da RG, a funcao m(r) é uma fungao
da densidade, p(r), pressdo, p(r), e de suas derivadas (primeira e segunda). Isso se deve
ao fato da informacdo da teoria gravitacional f(R) = R+ AR? entrar nas equacbes de
campo da forma f(T') = —T +2AT? onde, para o caso isotrépico, temos T = 3p(r) — p(r).
A consequéncia disso tudo é que m(r) dependerd dos pardmetros py e A, fornecendo as-
sim, a possibilidade de gerar objetos mais, menos ou tao compactos quanto os da RG
para uma mesma densidade, ao variarmos o A. Além disso, vimos que a utilizacao deste
perfil de densidade em particular suavizou a descontinuidade presente na componente g,
da métrica na superficie da estrela. Por conta disso, as possiveis divergéncias fisicas na
superficie devido a existéncia de derivadas de segunda ordem da densidade foram sao
evitadas.

Assim, vimos que, independente do sinal de A, hé configuracdes de objetos mais,
menos ou tao compactos quanto aqueles descritos pela RG para a mesma densidade. Isto
é, para A > 0, obtemos situacoes onde, dependendo da escolha do par {,50,5\}, é possivel
descrever objetos mais, menos ou tao compactos quanto os da RG para a mesma densidade.
Além disso, ainda para X > 0, foi constatado que para valores de massa M « 4 /9 teremos
A v 0 uma vez que quanto maior a densidade, pp, menor tera que ser \. Desta forma, para
A > 0, ndo foi identificada nenhuma configuracdo numérica além do limite de Buchdahl.

Para A < 0, ainda sobre o caso isotrépico, verificamos que dependendo da escolha
do par {pg,\}, também é possivel obter objetos mais, menos ou tdo compactos quanto
os da RG para uma mesma densidade. Nesse caso foi verificado uma possivel existéncia
de um intervalo de A (e po) para o qual é possivel, numericamente, ultrapassar marginal-
mente o limite de Buchdahl. Porém, para a precisao numérica com a qual esse trabalho
foi desenvolvido, ndo é possivel afirmar se ha configuracoes que excedem o limite de Bu-
chdahl para esses modelos em particular. Para tal finalidade, ha necessidade de uma
andlise numérica mais precisa particularmente para esse intervalo de A (e pp) em que ha
configuragoes com compacticidades maiores que Cp = M/R =4/9.

Por fim, para as configuragoes de aprisionamento de particulas sem massa, no

ambito de OCs e OUCs, observamos que para determinados pares de { po, 5\} havera con-
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figuracoes em que o potencial efetivo tera um méaximo maior ou menor do que os gerados
pela RG para uma mesma densidade. Claramente isso é consequéncia direta do fato de
ser possivel, em teorias f(R) = R+ AR? Palatini, gerar objetos mais ou menos compactos
do que os da RG para uma mesma densidade ao variarmos A. Isso influenciara fisicamente
na capacidade de um objeto abrigar, mais ou menos intensamente, regioes internas e ex-
ternas de aprisionamento de particulas sem massa como ondas gravitacionais e particulas
fracamente interagentes. A consequéncia fisica desse fato se refletird na aparéncia otica
de uma estrela em um colapso gravitacional, no seu resfriamento, na produgao de ECOS
gravitacionais e serdo significativamente importante no contexto da estabilidade de tais
objetos.

No ambito de estrelas constituidas por fluidos com pressao anisotrépica, foi anali-
sado um perfil de densidade, dado por p(r) = po[1 — (r/r+)®], diferente do estudo envol-
vendo pressao isotropica. Nesse caso investigamos o impacto do parametro de anisotropia
A =or?(r? +77)7Y/2 em teorias f(R) = R+ AR? Palatini, particularmente para o # 0.
Assim, também analisamos o comportamento da pressao radial e tangencial e da geome-
tria no interior da estrela, além das situagoes de aprisionamento de particulas sem massa
para OCs e OUCs. Vimos que a funcao relacionada com a massa, m(r), além dos pa-
rametros presentes no estudo isotrépico como pg e A havera a dependéncia adicional de
o presente nela. Apesar da presenca de ¢ em m(r) teremos configuragoes semelhantes
aos analisados no caso isotropico. Desta forma, observamos que dependendo da escolha
dos parametros {50,5\,6} poderemos ter objetos mais, menos ou tao compactos quanto
os fornecidos pela RG para uma mesma densidade e 0. Porém, foi constatado que ha
uma predominéncia de situacdes nesse caso, como para {A < 0,6 <0} e {A> 0,5 >0}
temos uma prevaléncia de configuragoes de objetos mais compactos do que aqueles pro-
duzidos pela RG para a mesma densidade e mesmo ¢. Enquanto nos casos {5\ < 0,0 >0}
e {5\ > 0,0 < 0} observou-se um predominio de objetos menos compactos do que os pro-
duzidos pela RG para a mesma densidade e mesmo o. Todas as analises feitas no caso
isotrépico foram realizados nesse caso também, como as comparagoes convenientes com
a RG e o aprisionamento de particulas sem massa. Entretanto, o fato de existir confi-
guragoes de pressao negativa ao lidarmos com pressao anisotropica, foi possivel analisar
além de estrelas, configuracoes de OEs como gravastars em f(R)= R+ AR?. Constata-
mos que os casos particulares de {po, A, o} analisados sdo semelhantes aos fornecidos pela
RG exceto pela possibilidade de conseguirmos gerar mais configuracoes do que aquelas
permitidas pela RG para um par {pg,c} devido a liberdade de escolha do A. Como a
anisotropia nao é um dos critérios existentes dentro dos requisitos presentes no limite de
Buchdahl, ndo faz sentido essa discussdo para esse caso. E importante dizer que é preciso
fazer um estudo mais amplo, analisando outras configuragdes no espaco de parametros
para o modelo anisotrépico discutido aqui.

Como perspectivas, deixamos a anélise de se teorias f(R) podem ou ndo ultrapassar
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o limite de Buchdahl no ambito numérico e também de forma mais globalmente valida via
métodos analiticos. Outras possibilidades de estudo consistem em investigar a estabilidade
das solugoes encontradas nesta tese e assim, fixar restrigdes sobre os parametros, explorar
mais o espaco de parametros do caso anisotrépico que discutimos, analisar outros modelos
de f(R), densidade e pardmetro de anisotropia A. Por fim, utilizar equagoes de estado

mais realisticas que possam configurar OCs e OUCs no contexto de teorias f(R) Palatini.
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APENDICE A - Variacdo da acéo no formalismo de Palatini

A.1 Variacao da agao no formalismo de Palatini

Vamos dedicar essa se¢ao para mostrar alguns passos da varia¢ao da agao (1). No

basearemos na discussao feita em (OLMO, 2011b). Assim, relembrando a ac¢ao aqui, onde

temos
1 4
S =5 [ doV=g(R)+ Sulgyu] (76)
A variagao da acao (76) nos fornece
1 R
3= o [d'eyg KfRR(W) - fg)g,w) 5" + g™ Ry | + 55 (77)

A variacao R, pode ser escrita como
v A = (T A STP
A contribuigao deste ultimo termo, na integral (77), pode ser reescrita como

Jd' eV atrg" SR = [ Ao (Va0 + 0T [Vo(V o lrg") +
— VAV=afrg"™) 2V =0 R 5K, ) (79)

onde J* = fR(gf‘Véff;V —g“/\éfgu). Além disso, o termo Vy(y/—gJ*) pode ser escrito

CcOo1mo

VAWV=97Y) = A(V=9") + V=0fr (9" S50 = 059" S5,)0T (80)
onde usamos o fato V,\/—g = ,\/—g — fzcﬂ/—g. Substituindo (80) na (79) temos

/d4$\/—_gf7zgw53uu = /d45€{3A(\/—_9JA) +V/ =g R (9" S5\ — 059" S5 ,)0T s, +
+ 00, Vo (V=9frg"") — VA(V=9frg"™)
+ 2v—=gfrg""S%,1}- (81)

Substituindo (81) em (77) e assumindo que o termo [ d*zd)(y/—gJ") desaparece na su-

A

perficie, entdo, ao fazermos 0S/dg"" e 55/511“,,

respectivamente, teremos

R
fRR(w/)_f(Q)g,uu = ﬁTulM

~VA(V=9fRg" ) + 05V p(V =g fr9") + 2/ =9[R (9" Sgr — 859" S5, + 9" SK,) = 0.
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APENDICE B - Discussdo sobre a equacio de campo para a conexao

B.1 Discussao sobre a equacao de campo para a conexao

Vamos explorar matematicamente a equagao (5) para tirar algumas informagoes

interessantes sobre a torgao. Toda a anélise discutida a seguir foi desenvolvida em (OLMO,

e
1%

responsavel tela existéncia da torgao, 257 =I'7, —I'7 ,, a menos que seja imposto o vinculo

Sz, =0. Porém, independentemente da imposi¢ao desse ltimo vinculo as equagoes campo

2011b). Veremos que a solugdo para I  contém um termo extra dado por —260A,/3

para guu, (2) e (12), ndo irdo carregar informacoes da torcao.

Assim, relembrando as equagoes (5) e (6) aqui, onde temos,

~Va(V=9frg") + BVu(v=9frg")+2V=gfr(¢" S5\~ 659" SK,) =0, (82)
. 4
Vo(VZafRg™) = SVafRg"™SS, (53)
Substituindo a equagao (83) na equagao (82) temos
v v v Qo oy o o Qu
~Via(V=9fr9") +2vV—gfr (g“ Sor— fg"” Sept 9" 5A0> =0. (84)

Vamos tratar a conexao separadamente em parte simétrica, C[L\,,, e parte antisimétrica que

¢é a torcao, S ;}V. Desta forma, podemos rescrever V A(vV/=9frg"), numa parte dependente

da conexao simétrica, C’fb‘y, e em outra parte dependente da torcao, S ﬁ‘,,, isto é,
VaA(V=9frg") = VS (fRG") +V=9FRI9" K5 +9"7 i\ + "S5, (85)

onde Vl(f ¢ construido somente com a conexdo simétrica, Cf . Substituindo (85) na

equagdo (84) temos
14 14 14 14 2 14
VS (V=9frg") = V=39fr[g" ST\ — g"" S§ + "SIy — g%g’“‘psgp]' (86)

Somando a equagao (86) por ela mesmo, porém trocando os indices p por v, chegamos

€11

1
VS (V=9frg") = V=9frlg" S\~ 3 (059" +359"7) 55, (87)

Enquanto subtraindo a equagao (86) por ela mesmo, porém trocando os indices p por v

chegamos em

o o 1 o
97530 = 9" 55 = 3 (839" = 039"")55)- (83)
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Com o objetivo de simplificar as equagoes (87) e (88), definiremos

2
A TA A
=0, + 350055, (89)

. . . SN _ T do ~ ~ T
que implicard em S, = F[W] e S7,=0. As relagoes entre as conexdes simétricas e

antisimétricas nessa nova variavel sao dadas por
- 1

A A A A
Cw/ = Cw/ + 5(51/ Sgp + 5psgy)7 (90)
- 1

A A A A
Sul/ = Suu+§(5usgu_5usgu)' (91)
Desta forma, as equagoes (87) e (88) usando as novas varidveis se tornarao

v (V=afrg™) = 0, (92)
g Sy, —g" Sk = 0. (93)

Vamos agora explorar as equagoes (92) e (93). A solucdo da equagao (92) pode ser
encontrada definindo uma métrica conforme tal que hy, = frgu e assim a equacao (92)

fica
V§ (V=hh") =0, (94)

que nos fornece a seguinte solucao
. hor
CILLZ/ - T(Gthy + (91,th - aphw,). (95)

Por outro lado, a equacao (93) nos diz que S Ba = S, A8 € junto com o fato de que a
torcao é antisimétrica nos dois tltimos indices, chegaremos na conclusio de que S 8xa =0,

e, S’Ka = 0. Tendo em maos essas informagoes ¢ usando na equagao (91) temos
1
A A A
S/J,I/: g(é,usgy_(sl/sgu)' (96)

A equacao (96) nos diz que a torgao é gerada por um 4-vetor dado por A, = Sgu.
Umas das principais conclusoes dessa discussao é o fato de podermos escrever a

conexao como

e’ ~a 2 e
F/“/ — O,LLI/ - gAﬁL5V7 (97)
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que implicard em

~ = 4
ng(r) = R%,uu<c) - §a[uAV] 5Sa
~ ~ S
R‘MV(F) = Rgau(r) = R‘MV(C) - ga[uAy] 52317
R(uu)(f) = R(uy)(é)v (98>
R(I) = R(C). (99)

Vemos que as duas tltimas equacgoes, (98) e (99), acarretaram no fato das equagoes de
campo para g, (82) ndo dependerem da torcdo. Além disso, usando a equacao (95) na

equagao (97), e voltando a métrica g, teremos que a solugao para a equacao (82) serd

b
2fr

[52“51/]%2 - g/u/aafn} — 253 (AM — 4J?;Raﬂf72> , (100)

o, =12, +
onde Iy}, = (9%°/2)(Ougpv + Ovgpu — Opguv)- A equagio (100) é a equagdo (10) a menos
do termo com A, que ¢é responsavel pela torgao, S;‘V = (52‘/1” — &) A,)/3. Para termos a

mesma solugao para '}, devemos impor que a tor¢ao seja nula fazendo 4, =57, =0
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APENDICE C - Teorias f(R) Palatini como uma teoria escalar-tensorial

C.1 Teorias f(R) Palatini como uma teoria escalar-tensorial

As teorias f(R) Palatini podem ser escritas como uma teoria escalar-tensorial. Esta
ultima é uma modificacao na teoria de Einstein que trabalha com um campo escalar, ¢,
além da métrica, g, e por isso sao chamadas de teorias escalares-tensoriais da gravitacao,
(SINGH; RAI, 1983; FUJIL, 2007).

A motivagao de se trabalhar com tais teorias era de se obter uma gravitacao que
fosse compativel com principio de Mach e consequentemente para isso, deveriamos abrir
mao do principio de equivaléncia forte (SINGH; RAI, 1982). Segundo (ALLEMANDI et
al., 2006), o principio de Mach afirma que “referenciais inerciais locais sao determina-
dos por uma média do movimento de objetos astronomicamente distantes e, portanto, o
acoplamento gravitacional pode ser dependente de escala e relacionado a algum campo
escalar”. Em tais teorias a constante de Newton, G, passa a variar conforme ¢ varia.

Tais teorias tém sido bastante usadas em estudos que envolve Fisica fundamental,
onde sao consideradas no estudo de correcoes quanticas envolvendo o acoplamento nao-
minimo entre campo escalar e geometria provenientes, por exemplo, de abordagens de
teorias de unificagdo (ALLEMANDI et al., 2006; QUIROS, 2019). Também sao utilizadas
no estudo de cosmologia, como na questao da inflagdo, onde o campo escalar atua como
inflaton e sao capazes de fornecer convenientes ajustes ao modelo padrao cosmoldgico
baseado na RG (QUIROS, 2019). Outro uso de tais teorias em cosmologia envolve a
utilizagdo de um campo escalar em estudos de energia escura, a qual acredita-se ser
responsavel pela expansao acelerada do Universo (QUIROS, 2019).

Desta forma, neste Apéndice discutiremos sobre teorias f(R) Palatini na represen-
tagao (frame) escalar-tensorial. Ele servird de fundamentagao teérica para a andlise do

problema da equivaléncia entre representacoes, a ser desenvolvido no Apéndice (D.1).

C.1.1 Representacao de Jordan-Brans-Dicke

Para a discussdo de teorias f(R) Palatini na representagdo escalar-tensorial, vamos
nos basear nas discussoes apresentadas em (OLMO, 2011b; SOTIRIOU; FARAONTI, 2010).
Assim, para essa analise, vamos introduzir um grau de liberdade a mais que sera descrito

pelo campo ¢ e considerar a agdo dinamicamente equivalente a acao (1) tal que

S = ;{/d%\/—_g[f(so)ﬂ/(@(?%—w)]+SM(gW,¢). (101)
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Variando a acdo (101) com relacdo a ¢ obtemos a seguinte equagao, (OLMO, 2011b),

f'(@)(R—)=0. (102)

Vemos que se () # 0, recuperamos a agao (1) quando ¢ = R. Fazendo agora ¢ =

f'(¢)~1 ou, de outra forma ¢ = f/(¢), a acao (101) pode ser reescrita como

5= [ a4y =gloR V()] + Sar (g ). (103)

onde definimos o potencial como

V(9) = w(d)o— f(w(e)). (104)

Note que o fato de estarmos trabalhando com R faz com que a agao (103) nao possa ser
interpretada como acao de Brans-Dicke para wg = 0. No entanto, podemos obter a agao
de Brans-Dicke usando a transformacao (15). Assim, sairemos da métrica h,, e passamos

a trabalhar com métrica g, através da relacao h,, = frguw, com isso a acado (103) ficard

1 wo
5= [qu— VoV vms)] +Sat (g ), (105)
onde wy = —3/2 é o pardmetro de Brans-Dicke. Variando a acdo (105) com relagdo a

métrica e ¢, temos respectivamente, as seguintes equagoes de campo

3 1 1 %
y 1
Q0 = SR=V/(0)]+ 55V oV, (107)

Podemos eliminar o R da equagdo (107) tomando o trago da equagao (106) e usando o

resultado na equacao (107) que nos fornece a seguinte equagao
2V () — 6V (6) = KT, (108)

A equagao (108) nos diz que ha uma relagao algébrica entre ¢ e o trago do tensor energia-
momento, T, ou seja, dado um V(¢) (especificamente uma f(R)), podemos encontrar

solugdo tal que ¢ = ¢(T).



109

C.1.2 Representacao de Einstein

Fazendo uso da transformacao conforme tal que g, = o1 Juv Podemos reescrever
a agdo na representacao de Jordan-Bransk-Dicke , (105), na agdo na representagio de

Einstein
5= [atav=a | g ~U00) #5067 g, (109)

onde

2 _
o = RO LR(6) (110)

A variagao da acao (109) com relacao a métrica e ao campo escalar nos fornece as seguintes

equagoes de campo , respectivamente

Gul/ +§,U,I/U(¢)K’ = I{ij, (111)
e = L
U(6) =~ (112)

Diferente do que temos na representacao de Jordan-Brans-Dicke , onde a equacao de
campo para ¢, (107), nos fornece uma solu¢ao do tipo ¢ = ¢(T'), na representagio de
Einstein nao teremos isso devido ao fato de que o traco do tensor energia-momento de-
pende de ¢, isto é, T'= T(gwgzﬁ_l,w). O que teremos é uma solucao ¢ que depende dos
campos de matéria.

Por fim, tanto na representagdo de Jordan-Brans-Dicke quanto na representacao
de Einstein, teremos o limite da RG quando o trago do tensor energia-momento for nulo
ou constante. Longe da fonte de curvatura no espago-tempo o U(¢) da equagao (111)
pode ser interpretado como constante cosmoldgica que pode ser nula ou nao, dependera
da f(R). Além disso, de forma equivalente ao que foi discutido no final da se¢ao (1.2) o
termo equivalente a constante cosmolégica na representacao de Jordan-Brans-Dicke tera
um fator fr, de diferenca com relacao a representagao de Einstein, devido ao fato de no

vacuo nao termos necessariamente g, =l .
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APENDICE D - No-hair: um estudo

D.1 Explorando a nao-existéncia de buracos negros com cabelos escalares

em teorias escalares-tensoriais na representacao de Einstein-Palatini

D.2 Resumo

Foi feito um estudo sobre a possivel nao-existéncia de cabelo em teorias f(R) na
representacao de Einstein-Palatini. Para esta finalidade, foi usado o método de Bekens-
tein. Este método consiste somente na analise da acao de matéria e nao depende da teoria
gravitacional, a nao ser que a acdo de matéria seja modificada de tal forma a incluir in-
formagoes da gravitacao. Este é caso das teorias escalares-tensoriais na representacao de
Einstein.

A pergunta que nos motivou estudar a aplicacao de tal método na representacao
de Einstein-Palatini é a seguinte: uma transformacao conforme na acdo de matéria é
capaz de trazer novas informagoes sobre as condig¢oes da nao-existéncia de BN com cabelo
escalar incluindo restrigoes sobre a gravitacao modificada?

A conclusao desse estudo foi que os resultados ja conhecidos do método de Bekens-
tein, para acao de matéria original, se mantém independente da modificacao introduzida
pela representacao de Einstein, nao trazendo assim, novas informagcoes.

E importante dizer que nio existe um consenso cientifico sobre a invariancia (ou
nao) dos resultados fisicos das teorias ao mudarmos de representagdo. Ou seja, hd uma
equivaléncia matematica, mas ndo necessariamente fisica entre a representacao métrica
(ou métrica-afim) e a sua representagio escalar-tensorial (NOZARI; SADATIAN, 2009;
QUIROS, 2019; FUJII; MAEDA, 2007; FLANAGAN, 2004b; BARS; STEINHARDT;
TUROK, 2014). Nossos resultados estao alinhados a varios outros que indicam uma

invariancia fisica ao mudarmos de representacao.

D.3 Preliminares

O teorema da unicidade para a familia™ de métricas de Kerr-Newman, também
conhecido como teorema no-hair (auséncia de cabelo), descreve a conjectura de que o

estado final de equilibrio do espago-tempo de um BN estacionario e assimétrico sera des-
crito pela geometria de Kerr-Newman da RG(HAWKING; ISRAEL, 1979; ROBINSON,

7l Daqui para frente fica subentendido que quando falarmos sobre solucdes de Kerr-Newman queremos
dizer a familia de solugoes.
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2004; COSTA, 2010; TOUBAL, 2010; CHRUSCIEL; COSTA; HEUSLER, ; CARTER,
1997; BEKENSTEIN, 1998). Em outras palavras, um BN estaciondrio serd descrito so-
mente por massa, M, carga’™, (), e momento angular’®, a. Esse fato pode ser considerado
razoavel se pensarmos que BNs podem ser entendidos como um sistema “termodinamico”
e tais sistemas, quando em equilibrio, sdo descritos por um pequeno conjunto de variaveis
de estado macroscopicas associadas a quantidades conservadas do sistema (CHRUSCIEL;
COSTA; HEUSLER, ; HAMILTON, 1971). Além disso, essas quantidades M, @) e a sobre-
vivem ao colapso gravitacional, pois sao quantidades conservadas associadas a simetrias
fundamentais como aquelas relacionadas a lei de Gauss, por exemplo. Por outro lado, os
numeros barionicos e leptonicos também sao quantidades conservadas, porém nao ha uma
lei de Causs ligada a elas. De acordo com a referéncia’™ (RUFFINI; WHEELER, 1971)
temos que nesse caso, “o principio da conservagao de bérions [e 1éptons| nao é violado
diretamente; é transcendido. E transcendido porque, em um colapso, perde-se a possibili-
dade de medir o niimero de barions [e léptons] e, portanto, essa quantidade ndo pode ser
bem definida para um objeto colapsado.” Portanto, podemos dizer que “a afirmacao de

"7 significa que eles podem somente ser ‘vestidos’ por um campo

que ‘BNs nao tém cabelo
que obedece a lei de Gauss, como o campo eletromagnético” (TOUBAL, 2010).

Fisicamente, sabemos que um BN recém criado, seja a partir de um colapso gra-
vitacional ou por meio da colisdo de dois BNs, serd nao-estacionario (FROLOV VALERI
P.; ZELNIKOV, 2011; HAMILTON, 1971). Desta forma, ele emitird parte de sua ener-
gia através de ondas gravitacionais, perdendo inclusive possiveis cabelos nesse processo
e, outra parte de sua energia sera absorvida por ele até que seja alcancado o estado es-
tacionario. Além disso, ainda sobre processos fisicos de um BN é bastante conveniente
destacar um trecho da referéncia (FROLOV VALERI P.; ZELNIKOV, 2011) em que te-
mos “..um BN é um espaco vazio. A matéria, a qual criou o BN, tem caido dentro de seu
abismo. A matéria atras do horizonte de evento nao pode afetar o exterior. Somente essas
caracteristicas do campo que sao conectadas com integrais globalmente conservadas, tal
como massa, momento angular [e cargal, sobrevivem.”

Atribui-se ao trabalho de Israel, (ISRAEL, 1967), o qual discute que a tnica geo-
metria estatica e assintoticamente plana da equacoes de Einstein no vacuo, com horizonte
de evento regular, sera descrita pela solucao de Schwazschild, o inicio dos esforgos para

provar teoremas da unicidade para BNs mais gerais. Assim, desde a década de 1960 muito

72 Geralmente se descarta a possibilidade de BNs eletricamente carregados uma vez que durante sua
formacgdo a carga elétrica acaba sendo neutralizada durante o processo.

7 Geralmente descrito por momento angular por massa.
™ Recomendamos também a referéncia (BEKENSTEIN, 1996) sobre esse tépico.

75 Atribui-se a Wheeler o responsével pela frase ‘BNs ndo tém cabelo’ (black holes have no hair) e,
posteriormente, foi sendo utilizado por outros/outras pesquisadores/pesquisadoras até chegar na forma
de “teorema no-hair”, (CHRUSCIEL; COSTA; HEUSLER, ; ROBINSON, 2004; BEKENSTEIN, 1998).
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se tem trabalhado e, nessa direcao, importantes nomes da fisica de BNs como Carter, Ro-
binson, Hawking, Wheeler, Wald, entre outros, tém contribuido na elaboracao conceitos
fundamentais para a prova de tal conjectura que é matematicamente densa (HAWKING;
ISRAEL, 1979; RUFFINI; WHEELER, 1971; MAZUR, 2000). Entretanto, mesmo com
bastante avancos na direcao da prova de tal teorema, existem questoes em aberto que
ainda nao estao bem estabelecidas até hoje como por exemplo, a questao da censura
cosmica (fraca) que é usada na construcao do teorema (MAZUR, 2000; COSTA, 2010;
ROBINSON, 2004).

Por outro lado, paralelamente as tentativas de provar a conjectura da unicidade,
foram surgindo contra-exemplos no qual descreviam BNs cabeludos, (WEINBERG, 2002;
VOLKOV; GALTSOV, 1989; BIZON, 1990; BIZON; CHMAJ, 1992). Porém, tais solugoes
com cabelo nao sao estaveis e perderiam seu cabelo em algum momento. Além disso, nao
se conhece o mecanismo de formagao de tais BNs cabeludos (BARACK et al., 2019).
Conforme Bekenstein, (BEKENSTEIN, 1998), mencionou, podemos pensar que “massa e
carga de um BN sao andlogas a massa e niimero atoémico [de um atomo|. Assim, se BNs
pudessem ter outros parametros, tal como BNs cabeludos, isso seria analogo a atomos e
radicais excitados, objetos de quimica exdtica”.

Existem maneiras diferentes de se estudar o teorema no-hair. Podemos trabalhar
na linha mais ardua da conjectura em si que seria estudar as hipdteses do teorema e
procurar somar esforcos nas construgoes do que ainda pode nao estar rigorosamente bem
provado ou bem definido e suas possiveis validades para outras teorias da gravitacao. Ou
podemos buscar formas simples de excluir fontes de cabelo em solucoes de BNs™0. Esta
ultima pode ser realizada também de formas diferentes (BEKENSTEIN, 1998; WINS-
TANLEY, 2005; SOTIRIOU; ZHOU, 2014; HERDEIRO; RADU, 2015). A maneira que
utilizaremos para analisar tal teorema em teorias escalares-tensoriais no referencial de
Einstein-Palatini é o método de Bekenstein, (BEKENSTEIN, 1998), que discutiremos

brevemente a seguir.

D.3.1 Método de Bekenstein

Como dissemos anteriormente, nosso objetivo é estudar o teorema no-hair uti-

lizando métodos que possam descartar solugoes de BNs com cabelo. E, o método de

76 Nesse caso nao estaremos “provando o teorema no-hair”, uma vez que isso significaria provar o teorema
da unicidade para a métrica de Kerr-Newman. E bastante comum extrapolar seu significado e utilizar
“teorema no-hair” para caracterizar um tipo de solugao tnica que possivelmente nao ird ser descrita
por algum campo extra, como BNs que ndo sdao dotadas com cargas escalares (ou cabelo escalar), ou que
o teorema da unicidade para a métrica de Schwarzschild é um “teorema no-hair” (para Schwarzschild),
ete..
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Bekenstein nos permite, quando possivel, dizer se, dada uma fonte de matéria e energia,
como campos escalares, é possivel estabelecer condig¢oes em que nao existirao solugoes de
BN com cabelo, como cabelo escalar? Para exemplificar o método vamos considerar o caso
desenvolvido em (GRAHAM; JHA, 2014) onde ¢é considerado uma agao de matéria de um
campo escalar cuja lagrangiana ¢ P(v, X), onde 9 é o campo escalar e X = —V 1)V /2.
E importante dizer que o método de Bekenstein nio faz uso das equacdes de campo gra-

vitacional. Assim, temos

Sy = /d4x\/—_gP(w,X), (113)
cuja equacgao de campo é dada por

P, x O+ V')V 0P xy =V YV V0P x x )+ Py =0, (114)

onde P,x=dP/dX, P,xy=dP,x /d} e O=V,VF. Vamos agora multiplicar a equacao
(114) por P,y e integrar ao longo de uma hipersuperficie 3 a partir do horizonte até o

infinito. Integrando por partes, chegamos na seguinte identidade
/E (Pox Py Vat V™ — P2 )W —hd3z+ /8 JUPX V'dZ, =0, (115)

onde h;; é a métrica induzida sobre a hipersurperfice ¥. Neste exemplo consideraremos
somente casos em que P(, X) = K(¢)+V(X), onde K(¢) é uma funcao arbitraria de 1
e V(X) uma funcao arbitraria de X, de modo que P,;x = 0, assumindo a configuragao de
um BN assintoticamente plano e estacionario (0v /0t = 0). As contribuigdes no infinito
e no horizonte desaparecerdao e, portanto, a contribuicdo de fronteira desaparecera da
equacao (115). A primeira desaparece, pois a solugao é assintoticamente plana, a qual
requer que 1 decaia apropriadamente no infinito. A ultima desaparece, pois o horizonte
é uma superficie nula, uma vez que dX,d>® deve ser zero, e o campo escalar é assumido

ser regular no horizonte. Logo, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que
1YV pdS,| < (Y2 Vo p V4hdLyd%l) = 0. Por tudo isso, resta-nos a integral

/E [Px Py Vatd V9 — P21V =hdz = 0. (116)

Assumindo que V,1V%) é positivo fora do horizonte, a identidade, equagao (116), nos

diz que ela nao sera satisfeita quando
P,XP,1M,<0. (117)

Com essa condigao, equagao (117), a identidade (116) passa a nao fazer mais sentido
matematico por comportar todos os termos do lado esquerdo da identidade com mesmo

sinal enquanto do lado direito da mesma temos um zero. Assim, a inequagao (117)
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estabelece as condigoes de no-hair de descarte de solugoes de BNs com cabelo escalar,
nas teorias em exemplo.

Assim, por exemplo, para P(¢, X) =X —V (¢) as condigoes de no-hair se reduzem
a V”(1) > 0 que claramente serd satisfeita para potenciais do tipo V(1)) = m?y?/2. Para
o caso de fantasma (ghost) canonico, isto é, P(1,X) = —X —V(¢), teremos a condic¢ao
de no-hair do tipo V" (¢) < 0.

Portanto, a técnica de Bekenstein para explorar possiveis solugoes de BNs sem
cabelo consiste basicamente em analisar a integral da equagdao de campo proveniente da
acao de matéria. E importante dizer que no estudo de outros tipos de Lagrangianas nem
sempre serd possivel analisar os sinais dos elementos que compoem a integral da equacgao
de campo tornando o método ndo muito eficaz para esses casos. Além disso, existem
outras maneiras em que podemos explorar o teorema no-hair de Bekenstein. Poderiamos
ter multiplicado a equacao (114) por ¢ ao invés de P, ou multiplicar por V'(¢). As

condicoes de no-hair mudam sensivelmente’”.

D.4 Meétodo de Bekenstein aplicado a teorias escalares-tensoriais na

representacao de Einstein-Palatini

D.4.1 Equacoes de campo

Como sabemos, o método de Bekenstein s6 depende da agao de matéria. Por conta
disso, o resultado do teorema é vélido para teorias f(R) Palatini no geral, exceto’ aquelas
que modificam de alguma forma a agdo de matéria. Na se¢ao (C.1) apresentamos a versao
escalar-tensorial das teorias f(R) Palatini na representagao de Einstein e vimos que a ac¢ao
de matéria é afetada por um campo escalar ¢. Assim, o objetivo dessa se¢ao é aplicarmos
o método de Bekenstein em tais teorias e investigar a consequéncia da influéncia do campo
¢ sobre a acao de matéria de campos escalares com relagao aos resultados ja conhecidos
do método de Bekenstein, isto é, a condi¢ao (117).

A agdo de matéria (113) na representagao de Einstein, onde usamos a transforma-

7T Para mais exemplos vejam em (HERDEIRO; RADU, 2015).

78 Na verdade, nem sempre modificar a acdo de matéria significa que teremos uma modificacio nas
condigoes de ndo-existéncia de BNs com cabelos com relacdo a agdo de matéria original. Como veremos
na conclusao deste estudo, a modificacao oferecida pela representacao de Einstein-Palatini ndo nos leva
a uma modificagdo nas condi¢bes de mo-hair oferecidas pela acdo de matéria original.
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cao conforme g, = o1 Juv, Sera

Su = /d% V"9 p(y, ) onde (118)
¢
1 . i
X = _5 qbglﬂ’ VM¢VV¢:¢X7 €, (]‘19)
X = —; G N Vb (120)

Além disso, foi usado o fato de que \/—g = /—7/¢>. Com isso, a acdo (109) com a acio
de matéria (118) fica

5= / Ao/ =5 [; _ U(¢>] n / d%ﬁj%(x,w (121)

A equacao de campo para a métrica g"” é dado por

Gw/ "‘guuﬁU((b) = HTNV ) (122)

onde G, € o tensor de Einstein, T}, é tensor de energia-momento dado por

Pix.v) . | Pxeg &
Ty ( p ) Guv + qu \RUAVRTE (123)
(124)
Enquanto a equacao de campo para o campo ¢ ¢ dada por
AP(x, 1) + PxoV! OV, +26°U"(9) = 0. (125)

Podemos escrever a equagao de campo (125) usando o trago do tensor energia-momento,
(123), que ficara

T (G, &0, X) + 260U’ (¢) = 0. (126)

Uma observacao em relagdo a equagao (125) é que para P(¢,x) e f(R) dados ela nos
permite extrair a seguinte informacao: ¢ = ¢(1, X).

Por fim, a equacao para o campo ¢ é dada por
Py —2X P,y + Py OV UV ux = Py VROV 16+ 6P, 0 =0, (127)

Note que para ¢ =1 a equagdo (127) se reduz a equagao (114). Tendo em maos todas
essas informagoes, vamos utilizar o método Bekenstein para encontrar as condigoes da

nao-existéncia de BNs com cabelo escalar.
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D.4.2 Aplicagao do método de Bekenstein

Multiplicando a equacao (127) por P,;, integrando e, em seguida, integrando por

partes temos

/V V=3[ P2 =6 P,y Py VYV o — 2P, PV 6V 1] + /8 OPy Py VY 4T, = 0.
(128)

Portanto, de forma similar ao que foi feito em (115), as condi¢oes de auséncia de cabelo,

assumindo ¢ > 0, sao

P?xpmpw < Oa (129)
P\ PyV%Veh < 0. (130)

onde estamos considerando nesse caso P(1,x) = K(x) +V(¢) de modo que P,,,, = 0.

Note que (129) é a mesma condigao para o caso dado por (116), isto é, inequagao
(117). Apesar de existir informagoes de ¢ em P e em x, por exemplo, o fato de ¢ ser
positivo™ néo altera o sinal do resultado final. Desta forma, podemos concluir que as
condigbes de auséncia de cabelo, para a agdo de matéria modificada, equacao (118), sdo as
mesmas da agao de matéria original, equagao (113), com termos extras dado pela inequa-
¢ao (130). Porém, tais informagoes extras sao irrelevantes para caracterizar condicoes de
BNs sem cabelo escalar uma vez que as condicoes de no-hair da acao de matéria original
ja foram estabelecidas.

Por exemplo, para P(1,x) = x —V(¢), a condigao (129), é V"(¢)) > 0, que é a
mesma dada por (117). Vemos que o principal ponto do método de Bekenstein se reduz
em estabelecer condigoes sobre o potencial, que nao muda com essa maneira particular
de modificar a agao de matéria através da representagao de Einstein-Palatini. Assim, g,
sem cabelo escalar nao muda se mudarmos de representacao, isto ¢ , tendo estabelecido
as condicoes de no-hair de Bekenstein, g,,, segue sem cabelo escalar.

Portanto, a resposta para a pergunta inicial, que motivou todo esse estudo: se uma
transformacao conforme na agdo de matéria é capaz de trazer novas informacoes sobre
as condi¢oes de nao-existéncia de BN com cabelo escalar incluindo restri¢gdes sobre gra-
vitacdo modificada? A resposta é: ndo, ndo é capaz de trazer novas informagoes sobre a

nao-existéncia de BN com cabelo. Esse resultado nos informa que pode existir uma inva-

7 Se fosse possivel tratar ¢ como ¢ < 0, isso nos levaria afirmar que as condicoes de nao-existéncia de
cabelo da agao de matéria original, equagao (113), e as da acao de matéria conformemente relacionada,
equagao (118), serdo contraditérias. Por exemplo, para agdo de matéria original, equagio (116), terfa-
mos a condigdo P, x P,y < 0 enquanto para a acdo de matéria conformemente relacionada, equagio
(128), seria P,y P,y > 0.
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riancia sobre os resultados apresentados nas duas representacoes, isto €, na representagao

tradicional da teoria, sem campo escalar, e na representacao escalar tensorial da mesma.
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APENDICE E - Classificacio de objetos sem horizonte de eventos.

E.1 Uma breve discussao sobre classificagdo de objetos sem horizonte

Existem diversas maneiras de analisar o quao préximo de um BN esfericamente
simétrico, um objeto escuro possa estar. Uma delas, é utilizando o parametro €, (CAR-
DOSO; PANTI, 2019), valido para objetos sem horizonte esfericamente simétricos, de modo

que o teorema de Birkhoff contribui para a seguinte escolha
ro=2M(1+e), (131)

onde rg define a superficie do objeto (note que ele mede a compacticidade do objeto
e=ro/(2M)—1). Assim, para ¢ — 0, recuperamos a superficie de um BN.

Com isso, podemos classificar tais objetos da seguinte forma, (CARDOSO; PANI,
2017; CARDOSO; PANI, 2019),

e Objetos compactos (OCs): sdo aqueles que possuem rg < 6M ou € < 2; ou seja, sdo

aqueles onde a foton-esfera esta no interior deles.

e Objetos ultracompactos (OUCs): sao aqueles que possuem 79 < 3M ou € < 1/2; ou

seja, aqueles com féton-esfera externa a eles®0.

e Objetos de foton-esfera limpa (ClePhos®!): sdo objetos ultracompactos®? com ry <

2.038M ou € < 0.0019 e, portanto, possuem uma féton-esfera “limpa”.

Os objetos compactos (ou ultracompactos) exéticos (OEs) podem pertencer a qualquer
uma das classificagdes anteriores.

Na figura (10) temos uma ilustracao do que acabamos de dizer. Assim, podemos
ver que exemplos de OCs (ou os OEI - objetos com Orbita Circular Estavel mais Interna)
sdo as estrelas de néutrons enquanto OEs e OUCs podem ser estrelas de bésons. Por fim,
temos objetos como gravastars e buracos de minhocas na categoria de ClePhos.

A seguir, temos uma ilustragdo da deformacao de um espago-tempo produzido por
um objeto esfericamente simétrico e estatico em equilibrio hidrostatico bastante compacto
em cinza e algumas regioes do espaco-tempo sao representadas como o raio de Schwarzs-
child em r =2M.

80 Segundo (CARDOSO; PANI, 2019) “para esses objetos, a fenomenologia relacionada a féton-esfera
deve ser muito similar a de um BN/

81 Do inglés “Clean-photon sphere object”.

82 Segundo (CARDOSO; PANI, 2019) “para esses objetos, espera-se que o ‘early-time’ de ClePhos seja o
mesmo dos BNs.”



Figura 10 - Classificagiio de OCs, OUCs e ClePhos.
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Legenda: Classificagio de objetos de acordo com sua compacticidade (em escala logaritimica).

Fonte: CARDOSO; PANI, 2017, p. 8. Adaptada pela autora.

Figura 11 - Objetos compactos: uma ilustracio.

z
1

-10M- f
BHM- —
-4M-

r=2M

Legenda: Ilustagdo de um objeto hastante compacto em cinza com raio R = 2.66M
deformando o espaco-tempo.
Fonte: MISNER; THORNE; WHEELER, 1973, p. 614. Adaptada pela autora.
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APENDICE F - Complementacio grafica do caso isotrépico.

Este apéndice serd dedicado a mostrar os comportamentos das densidades (58) e

(59) e de suas derivadas.

F.0.1 Densidade
Perfil 1

No grafico (48) temos a representagao da fungao
o Po
5(7) = - (132)
1+exp (T)

e de suas derivadas.

Perfil 2

No gréafico (49) temos a representagio da fungao

p(F) = po(1—7°) (133)

e de suas derivadas.

Podemos ver no gréafico (48) (direita) que ha um comportamento similar ao que
acontece na componente g, da métrica, sobretudo para A > 0, relacionada a equacio
de campo para B’'(r), proximo & superficie ao se utilizar a densidade (132). Como ji
mencionado anteriormente, esse fato pode ser devido ao comportamento da derivada se-
gunda deste perfil de densidade sendo dominante na equacao para B’(r) uma vez que a
pressao préximo a superficie se torna aproximadamente nula e a parte do traco do ten-
sor energia-momento presente na equacao de B’(r) correspondente a densidade passa a
dominar.

Por outro lado, o perfil de densidade (133) tem um comportamento diferente em
relacdo ao perfil (132), para sua derivada segunda, especialmente préximo da superficie.
A consequéncia disso é que a componente g, associada a esse perfil de densidade nao gera
um ponto de maximo e outro de minimo em g,, préximo a superficie, apenas um ponto

de méaximo.



Gréfico 48 - Perfil de densidade e suas derivadas 1.
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Legenda: Comportamento da densidade para py = 0.10, o = 0.95 ¢ § = 0.01.

Fonte: A autora, 2020.

Grafico 49 - Perfil de densidade e suas derivadas 2.
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Legenda: Comportamento da densidade para R=1 e pg=0.10.

Fonte: A autora, 2020.
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Gréfico 50 - Comportamento da pressao, gy e m(7).
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Legenda: Comportamento da pressdao adimensional p(7) (superior-esquerda),
componente g, (superior-direita) e m(7) em funcdo da coordenada 7 (inferior)
para A = —0.090, po = 0.145, p. = 1.495, § = 0.01 e 7o = 0.95.

Fonte: A autora, 2020.

Portanto, podemos concluir que para A altos, possivelmente os termos de derivadas
segundas de p(r) passam a dominar proximo a superficie da estrela em teorias f(R) =

R+ AR? Palatini nas equacdes de campo para B'(r), correspondentes & componente gy

da métrica.

F.0.2 Comportamento de m(r) para altas densidades

No grafico (50) temos configuracoes além do dominio de existéncia da RG, onde
a densidade corresponde a compacticidade proxima ao limite de Buchdahl. Vemos que
na figura inferior que hd uma regido da fungdo m(7) que se torna negativa. Isso pode
acontecer teorias f(R) Palatini devido ao fato da fungao m(r) envolver além da funcao
densidade p(r), mas também suas derivadas primeira e segunda, a pressao e suas derivadas

(primeira e segunda) e de A.
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APENDICE G - Tensor de Riemann e escalar de Ricci

Este Apéndice sera dedicado a relembrar o tensor de Riemann para uma geometria
esfericamente simétrica e o escalar de Ricci para as solugoes numéricas encontradas para

f(R)=R+ AR?2 para os casos isotrépico e anisotrépico.

G.1 Tensor de Riemann

Para a geometria (32), as componentes do tensor de Riemann sao dadas por

1

R pgr = —ie_BrB', (134)
1
Rigpgr = —§e_BTB/Sen20, (135)
1
Ry = —ieA*B(A@—A'B'JrQA”), (136)
B/
Rerer - ?7 (137)
ROyop = (—1+eP)Sen?, (138)
A—B 7/
e A
ROy = — 139
tto o ) ( )
B/
R¢T¢T — a, (140)
ROp = (1—cB), (141)
A—B 7/
e A
R - 142
tot o ) ( )
1
Rtrtr - Z(_A/Q_I_A/B/_ZAN)v (143)
1
Rtgtg = —§€_BTA/, (144)
1
Ripty = —ie*BrA'Sen%. (145)

Como podemos observar, as componentes do tensor de Riemann nao apresentam
informagoes de derivadas de segunda ordem em B(r). Assim, no ambito da andlise dos
tensores de Riemann (e consequentemente dos escalares) nao ha possibilidade de diver-
géncias para os modelos estudados nessa tese. Uma ilustragdo desse fato, oferecidas pela

solugoes numéricas obtidas nessa tese, sao apresentadas a seguir para o escalar de Ricci.
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Grafico 51 - Comportamentos do escalar de Ricci.
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Legenda: Comportamento do escalar de Ricci.
Fonte: A autora, 2020.

G.2 Escalar de Ricci

H& uma simplicidade técnica em teorias f(R) Palatini que nos permite calcular o
escalar de Ricci R, a partir do escalar de Ricci R(T). Para isso usaremos transformacao
da métrica conforme para o escalar de Ricci, isto é, equagao (15), que relembrando aqui
é

3

R =R+ %szprvufR‘i‘;DfR- (146)

Assim, para a geometria (32) temos que

V. frVFfr =g (0rfr)? = e (0, fr)? (147)
e7
0=V V'R = 0, (v gg" Dufr) = ¢ 2120, 5212 3o, fr]. (148)

V=3

Para as teorias f(R) =R+ AR? a equacio (4) nos informa que a relacio entre R e o traco
do tensor energia-momento, 7, é dado por R = —«T'. Portanto, a equagao (146) pode ser

escrita como

3 3 —(A+B)
R=—rT—=e B(0,fr)*— —e > T_Q&«[GAJQFB r2e= B, frl, (149)
2% fr
onde fr = —k+2kAT. Desta forma a equagdo (149) passa a depender apenas de infor-

magoes do trago do tensor energia-momento, essencialmente da densidade p(r), pressao,
p(r), e de suas derivadas (primeira e segunda).

Representamos graficamente em (51) dois exemplos associados as solugoes isotro-
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pica (esquerda), com perfil de densidade (132), e anisotrépica (direita), com perfil de
densidade (133), para um conjunto de parametros especificos, porém outras configura-
¢Oes sao mais ou menos similares a estes casos. Assim, podemos ver nesse grafico, que
a derivada segunda da densidade também parece dominar, particularmente proximo a
superficie. Vemos ainda que nao ha singularidades presentes no centro da estrela nem

superficie.
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APENDICE H - Complementacio gréafica para o caso anisotrépico.

Este Apéndice sera dedicado a expor mais algumas configuracoes de objetos ani-
sotrépico em teorias f(R) =R+ AR? Palatini.

H.0.1 Objetos anisotropicos

Nos gréficos (52) temos algumas configuragoes que nao foram discutidas no capitulo
3 como, por exemplo, o caso de A variando. Em tal grafico podemos ver que para & > 0,
a massa diminui conforme A aumenta em médulo enquanto a pressio central aumenta
conforme \ aumenta em médulo. Tudo isso pode ser visto no grafico (52) esquerda
e direita. Com respeito ao grafico do centro onde temos uma relacao entre a pressao
central e a massa, vemos que o impacto da variacido de A sobre tal relacdo, provoca um
comportamento onde, conforme a massa aumenta, a pressao central diminui, tornando-se
inclusive negativa.

Nos graficos que correspondem a variacdo de & com {pp, A} fixos, temos comporta-
mentos similares aos ja discutidos no capitulo 3, exceto pela troca das situagdes, como por
exemplo, no grafico (54), que representa o caso {\ >0, > 0} e pg = 0.12, ha configuracoes
de massas menores que as da RG e que diminuem conforme ¢ aumenta. Enquanto que
para o grafico (43), que representa a situacio {o > 0,A > 0} e pp = 0.13, hé4 configuracoes
de massas maiores do que as da RG e que diminuem conforme ¢ aumenta. O comporta-
mento da relacio M e & também muda. No caso de (54) temos um comportamento linear
enquanto no caso (43) nao. Tudo isso tem a ver com a escolha de pgy e do A, que podem
configurar objetos mais ou menos compactos para um conjunto {& >0, A >0} (ou {7 <0
, A < 0}) fixo. Como visto nos graficos onde py varia, como em (36) ou (39) ha regides da
curva M = M (pg) que podem passar acima ou abaixo da curva da RG, fornecendo objetos

mais, menos ou tao compactos quanto os da RG.
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Gréfico 52 - Comportamentos da massa e pressao central para A < 0 variando com

oc=+1leA<0.
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Legenda: Comportamento de M em funcio de A\g (esquerda) de p. em funcio de X
(centro) e de p. em funcio de M (direita) para vérios valores de pg e & = +1.
Fonte: A autora, 2020.

Grafico 53 - Comportamentos da massa e pressao central para A < 0 variando com
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Legenda: Comportamento de M em funcio de A\g (esquerda) de p. em funcio de X
(direita) para varios valores de pyp, R=1e¢ o= —1.
Fonte: A autora, 2020.

Grafico 54 - Comportamentos da massa e pressao central para ¢ > 0 variando com

p=0.12e X >0.
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Legenda: Comportamento de M em funcio de & (esquerda) de p. em fungao de M

(centro) e de p. em fungdo de o (direita) para varios valores de A e pg = 0.12.
Fonte: A autora, 2020.
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Grafico 55 - Comportamentos da massa e pressao central para ¢ > 0 variando com
p=0.10e A > 0.
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Legenda: Comportamento de M em funcio de & (esquerda) de p. em funcao de M
(centro) e de p. em fungdo de & (direita) para varios valores de A e pg = 0.10.
Fonte: A autora, 2020.

Grafico 56 - Comportamentos da massa e pressao central para ¢ > 0 variando com
p=0.12e A <0.
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Legenda: Comportamento de M em funcio de & (esquerda) de p. em funcao de M
(centro) e de p. em fungdo de & (direita) para varios valores de A e pg = 0.12.
Fonte: A autora, 2020.
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Grafico 57 - Comportamentos da massa e pressao central para ¢ < 0 variando com
p=0.10e A <0.
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Legenda: Comportamento de M em funcio de & (esquerda) de p. em fungao de M
(centro) e de p. em funcdo de o (direita) para varios valores de A e pg = 0.10.
Fonte: A autora, 2020.

Grafico 58 - Comportamentos da massa e pressao central para ¢ < 0 variando com
p=0.11eX<0.
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Legenda: Comportamento de M em funcio de & (esquerda) de p. em fungao de M
(centro) e de p. em fungdo de o (direita) para varios valores de A e pg = 0.11.
Fonte: A autora, 2020.
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APENDICE I - Artigo publicado.

Segue o artigo fruto desta tese.

Observacao final: H4 uma versao desta tese que é mais confortavel para ler presente em:

https://drive.google.com/file/d/1mqlNdzVhZ03rDX8sf3wpbD6KBthbUqqj/view?usp=sharing
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Abstract We present the features of a model which gener-
alizes Schwarzschild’s homogeneous star by adding a transi-
tion zone for the density near the surface. By numerically
integrating the modified TOV equations for the f(R) =
R + AR? Palatini theory, it is shown that the ensuing config-
urations are everywhere finite. Depending on the values of
the relevant parameters, objects more, less or as compact as
those obtained in GR with the same density profile have been
shown to exist. In particular, in some region of the parameter
space the compactness is close to that set by the Buchdahl
limit.

1 Introduction

The idea that the endpoint of stellar evolution of sufficiently
massive and compact stars is a black hole can be tested by
exploring the consequences of the existence of very compact
objects, which would offer a window to extreme relativistic
effects, and point out to new physics (for a review see [1]).
In the realm of General Relativity, there are currently many
examples of such objects : boson stars [2], gravastars [3],
wormbholes [4, 5], quasi-black holes [6], and superspinars [7],
among others which, under reasonable assumptions, obey the
Buchdahl limit (M /R < 4/9) [8]. In the family of compact
objects, those that are ultra-compact (UCOs) are particularly
interesting. In the static and spherically symmetric case they
obey 2M < R < 3M [9]. Hence they have a photosphere,
and a second - stable - light ring [10,11], that give rise to a
trapping zone for particles with zero mass. Such a zone may
have important consequences for gravitational perturbations
[12],! since some of their modes can decay very slowly [14],
and source nonlinear effects which may destabilize the sys-
tem [15].

I See [13] for the case of weakly interacting massless particles.

4 e-mail: sepbergliaffa@gmail.com (corresponding author)

Published online: 08 January 2021

The simplest UCO in GR is the one described by the
Schwarzschild solution [16]. Several aspects of this model
have been studied, such as its stability under radial pertur-
bations [17], and its mode structure [12]. The constant den-
sity star has also been used to model the gravitational-wave
echoes of the remnant of neutron-star binary coalescences
[18], and to describe gravastars (by going beyond the Buch-
dahl limit) [19-22]. The slowly-rotating generalization of the
homogeneous star was obtained in [23], while the influence of
a nonzero cosmological constant was considered in [13,24—
27].2 The goal of the present work is to study the features of a
simple UCO, inspired in the constant density star, when a the-
ory different from GR is considered. In particular, we shall
concentrate here in f(R) theories of gravity in their Pala-
tini version (see [31,32] for reviews). Such theories offer an
alternative to GR, and their consequences have been widely
studied in compact objects (see for instance [33-35]).3

We shall consider a model described by a density that is
almost constant inside the object, and falls smoothly to zero
near the surface. It will be shown that the models built with
this density profile in the theory given by f(R) = R + AR?>
are everywhere regular.’ This type of f(R) has been fre-
quently employed both in the metric and the Palatini for-
malism. In the latter, among many examples we can cite the
following: charged black hole solutions with nonlinear elec-
trodynamics as a source have been analysed in [42] (and
their quasinormal modes in [43]), wormholes solutions in
[44], and nonsingular black holes in [45]. The ratio of crustal

2 A detailed investigation of the structure of compact objects in the
polytropic case was presented in [28-30].

3 For applications in a cosmological setting, see [36—40], among others.
4 Such a profile was used in [41] to study the structure of nonrelativistic
stars in Palatini f(R) theories.

5 We shall also show that the -inconsequential- discontinuities of the
constant density model at the surface of the star in GR (i.e. the discon-
tinuities in the derivatives of the pressure and of the rr component of
the metric tensor) are smoothed out.
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to the total moment of inertia of NSs in this theory was cal-
culated in [46]. The structure of neutron stars focusing in the
role of the derivatives of the equation of state was studied in
[33]. Polytropic stars in the Ehlers—Pirani—Schild approach
to Palatini R-squared gravity have been considered in [34].0

The paper is structured as follows. The modified TOV
equations for f(R) a la Palatini are presented in Sect. 2. The
results obtained by numerical integration of such equations,
paying special attention to the compactness and the central
pressure, and to the comparison with the model obtained with
the same density profile in GR, will be displayed in Sect. 3.
An examination of the trapping zones using the effective
potential will be given in Sect. 4. Our closing remarks are
presented in Sect. 5.

2 Stellar structure in f(R) Palatini gravity

The modified Hilbert-Einstein action is given by

1
Slguv, I's ¥m] = E d4x\/ —g f(R) + Smlguvs ¥ml,
(D

where f(R) is a function of the Ricci scalar R =
gM Ry (D), with R, (T) = =0, T}, + 0,4, +T7 '), —
Ff;p FZK' In the Palatini formalism [50], both the metric and
the connection I" are taken as independent fields. The matter
action Sy, depends on the matter fields i, and the metric
guv- The field equations, obtained by varying the action with

respect to the metric and the connection [51], are given by
1
JRMR)R (') — Ef(R)g;w =81 Ty, )
1 1
\Z [«/—g <5i’f7zg‘” — 35 fRe” — EBKngWﬂ =0,
3)

where fr = df/dR and T, = (2//—8)8Sm/6g"" is the
energy-momentum tensor, which satisfies the conservation
equation

vV, T =0. “
The trace of Eq. (2) yields
JR(RIR —2f(R) =8xT. (&)

% In a cosmological setting, there are many works devoted to R-squared
gravity in the Palatini approach. Among them, bouncing cosmologies
have been studied in [47], limits imposed by the redshift drift were
presented in [39], the possible development of singularities has been
analyzed in [48], the sequence of cosmological eras using phase space
analysis was considered in [36], and inflation was studied in [49].

@ Springer

For a given f(R), this algebraic equation yields the scalar
curvature R as a function of the trace T of the energy-
momentum tensor.

The stellar structure is computed by assuming a spherically-
symmetric and static metric with line element

ds? = —eA0dr? 4 e BOdr? + 12 (d6? + sin® 0d¢?),  (6)

and a perfect-fluid matter with energy-momentum tensor
Ty = (o + p)uyuy + pguv, where p(r) is the density and
p(r) is the pressure, and u* the four-velocity of the fluid.
Under these assumptions, Eq. (4) yields

/!

, A
p =—7(p+17), @)

where the prime denotes derivative with respect to the radial
coordinate, r. The ¢ and rr components of the field equations
(2) are [52,53]

, 1 1—eB B oo
A=_1+)/0 . —f—RSJTI"p+T , (8)

;L (1—eB e 0+ Ao

1+V0( 4 gt ) ©)
where
w2 E(i)erﬁJrf(R_i) (10)
0= 4\ fr rfr 2 =]

_ 2 fﬁ_é(&)z 11
& [fR 2\rr) | "
_rfg
7/O_ZfR’ (2

are dimensionless. Using Eq. (8) in Eq.(7), and introducing
the mass parameter m(r) = r(l — e B /2, the generalised
TOV equations take the form [41,53]

1 473
P == PIp [ +—’””—@(r—2m)],
14y r(r —2m) R 2
(13)
1 4nr’p  ag+ By m ]
m = — — (a0 + Bo — )
1+yo[ n 5 r(o Bo — o)
(14)

For a given f(R), the functions A(r), B(r), p(r), and p(r)
determine the stellar structure of a model governed ultimately
by the field equations (2), (3), and obeying the conservation
equation (4). The boundary conditions are the usual ones (
p(0) = p. and m(0) = 0), and an equation that defines the
form of the energy density is to be added to the system for
the numerical integration (see below). Since Birkhoff’s theo-
rem is valid in f (R)-Palatini theories (see for instance [32]),
the exterior solution of our models is the Schwarzschild-de
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Sitter solution. Therefore, at the surface of the star, defined
by p(R) =0, we have A(r = R) =In(1 —2M/R — AR?),
where A = R, /4, and the mass of the configuration is given
by

R«R

3
where R is the solution of Eq. (5) for T = 0, and R is the
radius of star.

Let us point out that Eqgs. (13) and (14) are very different
from those corresponding to the GR case (i.e. forag = By =
yo = 0). Leaving aside both the overall 1/(1 + ) factor on
the rhs of both equations and the important changes brought
by the explicit form of g, By, and yp (to be discussed below),
the rhs of Eq. 14 depends on both p and m.

To solve the system numerically, the dependence of «y,
Bo, and yp with R and its derivatives is written in terms of p,
p, and their derivatives using Eq. (5).” From now on, we will
work with the so-called R-squared gravity, characterised by
the function f(R) = R + AR2, where [A] = L2. It follows
from Eq. (5) that’ R = —87T = —87(—p + 3p) Hence,
the energy density and the pressure appear on the r.h.s. of
Egs. (13) and (14), as well as their first and second deriva-
tives. Although, under some assumptions, the dependence on
such derivatives leads to the appearance of singularities at the
surface of stars built with the equations presented above [52],
we shall see in the next section that the model introduced here
is everywhere regular.

M =m(R) —

3 Results

The results of the numerical integration of the system (13)-
(14) will be presented next, assuming the following form of
the matter density:

00

_ 15
1+ exp[5L] (1)

pr) =

where pg, ¢ and A are parameters. Such a form improves the
case p = constant by replacing the abrupt fall to zero of the
latter at the surface of the star with a transition zone, which
can be considered as a first approach to an atmosphere. In fact,
this form of the density smooths out discontinuities of the
constant density model at the surface of the star both for GR
(where the density as well as the first derivative of the metric
component g, and of the pressure are -inconsequentially-
discontinuous, see the Appendix), and for the model consid-
ered here, as will be shown below.

7 For reviews of relativistic stellar structure in modified theories of
gravity, see [54,55].

8 Notice that R, = 0 for f(R) = R + AR?.

0.10}:
0.08}
0.06}
0.04f

0.02f

0.00, . \ ; . X
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fig. 1 The plot shows an example of the radial dependence of the
density and the pressure of the models considered here

In the following we shall present the results of the inte-
gration of the modified TOV system with the density profile
given above, for different values of the parameters (the results
for GR are presented in the Appendix).” Let us recall that to
integrate the system of first order differential equations we
need to specify p(0) = p., and m(0) = 0, as well as the
value of the parameters XA, and pp . Numerical integration
then provides M = M(pc, po, A) and R = R(p¢, po, 1)-
In the following, we shall choose to render the parameters
dimensionless using R, the radius of each configuration. Such
a choice reduces the number of parameters and yields, upon
integration, directly the compactness M = M/ R, at the price
of disposing of the values of the radius and the mass of each
configuration, a fact that does not have any impact on our
results, see next section.'? It also entails that p(5 = 1) = 0
in all cases, and permits the construction of point plots of the
form p. = pe(po, A) and M = M (py, A), among others.

Before presenting the results, it is important to point out
that we shall only consider sets of parameters such that the
surface of the star is located after the region in which the
density falls exponentially to zero, as shown in Fig. 1. Note
that at the zero of the pressure (located at 7 = 1), the energy
density is extremely small.

There is a limited range of values of A and py that allow
for this type of configuration. This in turn leads to limits on
pe and M.'! Other configurations are possible, for instance
those in which the pressure decays slower than the density,
and approaches zero from above the latter. Since these models
lead to configurations with a very small M, we shall not study
them here.

9 We shall keep ¢ = 0.95 and A = 0.01 fixed, since they do not
qualitatively influence the results.

10 Dimensionless quantities will be distinguished from dimensional
ones by a bar.

T The adoption of the exponential profile for the density also leads to
limits on the parameters in models based in GR, see Appendix.
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030F o A= 001300 « GR F
0.25f _ 3
X = 0.09500 i
0.20f ]
5 o A =0.15860
De 0.15F
0.10f
0.05 m/
0.00 i M " "

0.00 0.02 0.04 006 0.08 0.10

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
Po
Fig. 2 p. asafunction of po, for various values of X > 0 (upper panel)
and & < 0 (lower panel)

Let us begin by showing the values of the central pressure
as a function of pg for fixed X, see Fig. 2.

Note that, contrary to what the plots seem to indicate,
the central pressure is finite for all values of A, since for
each of them there is a maximum value of py which, along
with the corresponding value of p, is such that the pressure
decays faster than the density, as in Fig. 1. By incrementing
X beyond that value, the model changes to the non-compact
type alluded to above. The plots in Fig. 2 show that for pg up
to approximately 0.095, there are no appreciable differences
between the values of p. with A # 0 and those of GR. For
higher densities, the behaviour is strongly dependent of the
sign of A. For a given py, the values of p, for positive A are
larger than those corresponding to GR.

In the case of A < 0, for a given value of p,. larger than
approximately 0.20 , there are configurations with a higher
(sometimes much higher) value of py. Also, for densities
higher than ~ 0.15, the central pressure can be substantially
larger than that of GR, and for a given py in that region the
pressure is higher for smaller ||. It is important to point out
that, as in the case of GR with density profiles of the form
p = pox (r), where x is dimensionless, it follows from the
modified TOV equations that p. must have the form p, =
008 (Po, %), where g is dimensionless. Hence, the curves p. x
po for any fixed A and R will look like the ones displayed in
Fig. 2.
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Fig. 3 Central pressure as a function of X for different values of g
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Fig. 4 M as a function of A, for different values of 00

The variation of p. with X, for several values of 0o 18
displayed in Fig. 3. The interval of values for pp was chosen
in the figure to analyze the behaviour of the configurations
with high p. in the case of A > 0 (see Fig. 2).

The plots show that, in the interval of pg 12 considered here,
pc is always higher (lower) than the GR case for A > 0 (< 0).
Also, for a given pg the central pressure of the configurations
grows with A. The models that have central pressure much
larger than that of the GR case are those with smaller A and
higher pg.

Figure 4 exhibits the compactness M = M/R in terms
of A for fixed po.'> It is seen that M as a function of A, for
fixed pp, behaves as the central pressure does, for values of
po chosen as in Fig. 3. In particular, objects with A > 0
are more compact than those with 2 < 0, for any o, and the
latter are less compact than those of GR. These configurations
would be in agreement with the idea that the R-squared term
strengthens or weakens gravity according to the sign of 1.14

12 The remarks concerning the previous figure are also valid here.

13 Since M is dimensionless by definition, this plot does not actually
depend on the use of R to render quantities dimensionless.

14" An analogous behaviour has been also observed in the Newtonian
hydrostatic equilibrium equation with Palatini corrections used to study
the minimum main sequence mass in [56].
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Fig. 5 M as a function of py, for varios values of A > 0 (upper panel)
and A < O (lower panel)

However, we shall see below that there are configurations
they do not behave like this.

Figure 5 show the dependence of M with g for different
values of A.

It is seen that for any A # 0, the compactness starts to
depart from the GR case at low densities, yielding slightly
higher (lower) values of M than those of the GR case for
L < 0 (> 0). At densities of approximately 0.095, M is
very close to that of GR for any A. The behaviour for higher
po depends on the sign of A. For positive, the maximum
M attained in the model was approximately 0.42, while for
% < 0, M can be close to the Buchdahl limit in GR. The fact
that there are configurations with M higher than that of GR
in the model explored here is also displayed in the plot of p,
against M, see Fig. 6.1

The variation of the pressure as a function of r for fixed
po is shown in Fig. 7 (for » > 0) and Fig. 8 (A < 0). The
pressure and its derivatives go smoothly to zero at the surface
of the star.

Figures 9 and 10 show m as a function of 7 for several
values of A and py. The presence of extrema in the transition
zone is to be expected, following the discussion in [33].

15 Note that, while the plots in Fig. 6 undeniably show that high values
of M can be attained, the values of p.. could only be retrieved using the
value of the radius of each configuration. This remark is also valid for
the plots of m(r) and Vetr (7).

0.15p

0.10F

0.05f

0.00L . . . . :
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fig. 7 Dependence of p with r, for p9 = 0.100 (upper panel), and
po = 0.113 (lower panel)

Notice that, from the plots, m is finite and continuous at
r = R, while ' is finite but has an inconsequential dis-
continuity there. Since A and its derivatives are finite and
continuous at the surface (see next section), tidal forces are
finite at the surface of the star. Hence, the models presented
here are everywhere regular, and free of the problems pointed
out in [52].16

In the next section we shall examine the trapping regions
associated to the compact configurations presented above.

16 We have also examined the effective EOS near the surface in a few
examples, finding that it is of the type p o p. Hence, the barotropic
index is outside the potentially problematic range found in [52] and
[57].
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Fig. 8 Pressure as a function of r for different values of A and 5y =
0.110 (upper panel), and pp = 0.116 (lower panel)

0.4f
0.3f

m(r) 0.2}

Fig. 9 m as a function of 7, for pg = 0.100 (upper panel), and py =
0.110 (lower panel)
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Fig. 10 m(r) as a function of r for different values of A < 0and
po = 0.110 (upper panel), and pp = 0.116 (lower panel)

4 Effective potential and trapping regions

As shown next, the models under consideration display
regions in which zero mass particles are trapped. Such trap-
ping regions are of importance because they may accom-
modate long-lived axial gravitational perturbations, which
in turn may lead to nonlinear effects that destabilize the sys-
tem [12]. Following [27], the trapping zones will be studied
using the effective potential. The motion of zero mass par-
ticles is determined by p*p, = 0, with p* = %. Due to
spherical symmetry, it is confined to a plane, which can be
chosen as 6 = /2. The corresponding constants of motion
are £ = —p;, L = pg. The radial component of the null
geodesics equation is

62
"2 _ g2 ,—(A(N+B(r)) _ AN
(p')y"=E"e (1 e r2> , (16)
where £ = L/E is the impact parameter. The regions where
the motion is possible are determined by the condition

2

0% < Vegr(r) = (17)

oAD)
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Fig. 11 Ver as a function of 7, for po = 0.100 (upper panel), pg =
0.110 (center panel), and pg = 0.113 (lower panel)

Vefr smoothly matches the effective potential for null geodesics
of the external Schwarzschild solution at ¥ = 1, as seen in
Fig. 11 for the case » > 0.!”

The effective potential, plotted there for several values of
A and different values of 00, has a maximum and a minimum,
corresponding to stable and unstable null circular geodesics,
respectively. The extension of the trapping zone can be visu-
alized by a horizontal line parallel to the 7 axis and tangent
to the minimum of the potential. The figures show that, for
% > 0and at fixed py, the trapping zone is always larger than
that of GR, its extension grows with X, and its inner boundary
moves closer to the center of the star. The maximum of the
effective potential (hence the height of the trapping zone in
terms of £) grows with X, and moves inward for larger x.

17" Such plots also show that the metric coefficient A and its derivatives
are finite and continuous on the surface of the star.
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Fig. 12 Ve (r) for different values of pp and % =0.10 (upper panel),
A = 0.025 (center panel), A = 0.013 (lower panel)

Figure 12 show that, for fixed A the trapping regions grow
and the maximum of the effective potential grows and moves

inward for larger values of pg
For negative values of A the curves change in exactly the

opposite way to the changes in the . > 0 case. We show

some examples in Fig. 13.
These features of the effective potential will most likely

influence the behaviour of the metric perturbations. '8

5 Concluding remarks

We have shown that Schwarzschild’s homogeneous star can
be ameliorated by the addition of a transition zone near the

18 In the GR case, the potential for the metric perturbations reduces to
the geodesic potential in the eikonal limit [12].
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f

Fig. 13 Vege as a function of 7 for different values of A < 0, and
po = 0.110 (upper panel), po = 0.115 (center panel), and for different
values of pg and A = —0.12 (lower panel)

surface of the star. Such a zone smooths out the discontinuity
in the density at the surface of the constant density model.
By numerically integrating the modified TOV equations in
the f(R) = R + AR? theory in Palatini for a density profile
with the abovementioned features, we have shown that the
resultant models are everywhere regular. .

The values of the relevant parameters were chosen in most
cases in such a way that the resultant objects are compact.
Depending on the choice of the relevant parameters, they can
be less, more, or as compact as those in GR with the same
profile. UCOs are obtained both for negative and positive
values of A. Objects more compact than those in GR with
the same density profile and fixed pp were obtained with
positive values of A. Objects with compactness larger than
the maximum M of the model in GR were obtained for A < 0
and high values of pg. Such configurations are close to that
corresponding to the Buchdahl limit in GR.

@ Springer

The features of the trapping zones depend on pg and the
sign of A, and may be crucial for the stability of the models.
The latter may be studied using the scalar-tensor representa-
tion of the Palatini theories [31], along the lines presented in
[58].'° Also of great importance is the possible degeneracy
of the solution, best displayed in mass-radius diagrams. We
hope to return to these issues in a future publication.

Acknowledgements F. A. S. was supported by the Coordenacao de
Aperfeioamento de Pessoal de Nvel Superior — Brasil (CAPES) —
Finance Code 001, and would like to thank Gustavo P. de Brito for
help with Mathematica.

Data Availability Statement This manuscript has no associated data
or the data will not be deposited. [Authors’ comment: There are no
external data associated with the manuscript.]

Open Access This article is licensed under a Creative Commons Attri-
bution 4.0 International License, which permits use, sharing, adaptation,
distribution and reproduction in any medium or format, as long as you
give appropriate credit to the original author(s) and the source, pro-
vide a link to the Creative Commons licence, and indicate if changes
were made. The images or other third party material in this article
are included in the article’s Creative Commons licence, unless indi-
cated otherwise in a credit line to the material. If material is not
included in the article’s Creative Commons licence and your intended
use is not permitted by statutory regulation or exceeds the permit-
ted use, you will need to obtain permission directly from the copy-
right holder. To view a copy of this licence, visit http://creativecomm
ons.org/licenses/by/4.0/.

Funded by SCOAP?.

Appendix

We present here some results of the integration of the TOV
equations in GR for the density profile given in Eq. (15), and
compare them with the case of constant density. Since we
are interested here in qualitative differences only, we shall
set pg = 0.10,g = 0.95,and A = 0.01. Figure 14 shows the
metric coefficient g, as a function of 7, both for the homoge-
neous star, and the exponential profile for the density. While
the first derivative of g, is discontinuous at the surface of
the star for the constant density case (due to the discontinuity
of p there), the discontinuity is smoothed out for the profile
given in Eq. (15).

Figure 15 shows an example of the variation of p with 7
for the constant density case, and for the exponential profile,
as well as the result of the integration of the TOV equations
in the Palatini formalism, with A = 10~!4, to check if the
correct limit is recovered in the numerical integration. While
the pressure for the constant density case does not go to zero
smoothly at the surface, it does so for the exponential profile.

Finally, we show in Fig. 16 the variation of the compact-
ness M with the central pressure for the exponential profile

19 See also [59].
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