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RESUMO

LIMA, Claudio Gustavo Gongalves Loureiro. Técnicas de Contagem: do Principio
Fundamental da Contagem as Fun¢6es Geradoras. 2021. 112f. Dissertacdo (Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT) — Instituto de Matematica e
Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2021.

No primeiro capitulo € feito um relato histérico do assunto estudado, para que seja
possivel localizar-se no tempo e ter conhecimento dos principais personagens envolvidos, para
entdo, ao final, as técnicas de contagem mais basicas comecem a ser trabalhadas, dando os
fundamentos para todo o restante do texto. Ja no segundo capitulo, técnicas de contagem
decorrentes das iniciais comecam a ser demonstradas e desenvolvidas, de forma gradual, como
numa sequéncia de raciocinios dedutivos, sendo todas elas motivadas por meio de exemplos e
situacOes praticas, partindo desde o Principio Fundamental de Contagem até técnicas mais
complexas que envolvem o Principio da Reflexdo, os Numeros de Catalan, caminhos de Dyck
e o teorema de Chung-Feller. Dando continuidade, o terceiro capitulo explora o Triangulo de
Pascal com todos os seus principais teoremas associados. Os himeros binomiais sdo definidos
e estendidos para valores negativos e até racionais, o que terd grandes consequéncias no restante
do texto e inclusive para os célculos de somatorios, que comegam a ser desenvolvidos ainda no
mesmo capitulo. No capitulo de nimero quatro, os conceitos de desenvolvimento de um
bindmio sdo trabalhados e expandidos, como em um polindmio de Leibniz. E, indo além, s&o
introduzidas as Funcdes Geradoras e a técnica de cacar coeficientes, passando a ter agora uma
posicdo de maior destaque no texto por se tratar de poderosa ferramenta nas resolucdes de
problemas até entdo ndo comportados pelos métodos anteriores. Na sequéncia, ndo poderiam
faltar as recorréncias, assunto amplamente desenvolvido no quinto capitulo, em que ndo apenas
as técnicas de resolucdo sdo formalmente demonstradas como também uma gama de aplicacGes
e casos da histéria da Analise Combinatéria sdo contextualizados e resolvidos por meio dos
métodos mostrados. Por fim, no capitulo seis culminam todas as técnicas de contagem e
métodos de resolucdo de problemas de contagem anteriores. Permeando as relagcdes de
recorréncia, somadas as técnicas demonstradas anteriormente, as FuncGes Geradoras mostram-
se capazes de solucionar problemas de contagem avancados e complexos, como particdes e
triangulacdes.

Palavras-chave: Analise Combinatdria. Técnicas de Contagem. NUmeros de Catalan. Rela¢bes
de Recorréncias. Fungdes Geradoras.



ABSTRACT

LIMA, Claudio Gustavo Gongalves Loureiro. Counting Techniques: From the Fundamental
Principle of Counting to Generating Functions. 2021. 112f. Dissertacdo (Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT) — Instituto de Matematica e
Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2021.

In the first chapter, a historical report of the studied subject is made, so that it is possible
to locate yourself in time and have knowledge of the main characters involved, and then, at the
end, the most basic counting techniques begin to be worked on, giving the foundations for all
the rest of the text. In the second chapter, counting techniques resulting from the initials begin
to be demonstrated and developed, gradually, as in a sequence of deductive reasoning, all of
which are motivated through examples and practical situations, starting from the Fundamental
Counting Principle to techniques more complex ones involving the Principle of Reflection, the
Catalan Numbers, Dyck paths and the Chung-Feller theorem. Continuing, the third chapter
explores the Pascal Triangle with all its main associated theorems. Binomial numbers are
defined and extended to negative and even rational values, which will have great consequences
in the rest of the text and even for the sum calculations, which are beginning to be developed
in the same chapter. In chapter number four, the concepts of developing a binomial are worked
out and expanded, as in a Leibniz polynomial. And, going further, the Generating Functions
and the technique of hunting coefficients are introduced, now having a more prominent position
in the text because it is a powerful tool in the resolution of problems hitherto not supported by
the previous methods. In the sequence, there could be no lack of recurrences, a subject widely
developed in the fifth chapter, in which not only the resolution techniques are formally
demonstrated, but also a range of applications and cases in the history of Combinatorial
Analysis are contextualized and resolved through the methods shown. Finally, in chapter six,
all the counting techniques and methods of solving previous counting problems culminate.
Permeating the recurrence relations, added to the techniques previously demonstrated, the
Generating Functions are able to solve advanced and complex counting problems, such as
partitions and triangulations.

Keywords: Combinatorial Analysis. Counting Techniques. Catalan Numbers. Recurrence
Relations. Generating Functions.
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INTRODUCAO

Desde criancas, de acordo com nossas experiéncias e vivéncias, adquirimos
espontaneamente a no¢ao de contagem, ou seja, a ideia ou abstracdo de relacionar quantidades.
Ainda que a principio apenas por meio de uma nocédo de ordem, de que algo é maior ou menor,
até que entdo, aos poucos, se torne uma ideia de quantidade e a partir dela passamos a usar 0s
dedinhos para relacionar quantidades de objetos.

Se a Anélise Combinatdria surge assim, naturalmente, na infancia, em meio a
brincadeiras e concomitante ao processo de descoberta do mundo e aquisicdo da linguagem,
por que motivo nao se desenvolve ao longo da vida escolar do futuro aluno? Segundo Vigotsky
(1984, p. 97):

A brincadeira cria para as criangas uma "zona de desenvolvimento proximal” que ndo
¢ outra coisa sendo a distancia entre o nivel de desenvolvimento real, determinado
pela capacidade de resolver independentemente um problema, e o nivel de
desenvolvimento potencial, determinado através da resolu¢do de um problema sob a
orientacdo de um adulto ou com a colaboragdo de um companheiro mais capaz.

Portanto, a nog¢do de numero e a ideia de contagem surge para a crianga em seus jogos,
como uma brincadeira, mas que precisa ser estimulada e desenvolvida, para ganhar,
gradativamente, mais profundidade, desenvolvendo assim seu raciocinio l6gico-quantitativo.
No entanto, se a resposta para tal pergunta é assim tdo simples, até mesmo previsivel, e
continuamos a nos deparar com uma realidade em geral insistentemente adversa, outros motivos
e diversos fatores e circunstancias precisam ser analisados para dar uma solucdo mais
consistente, mais efetiva.

O presente texto ndo tem a pretensdo de dar a solucdo final para tal problema, mas
apenas a de colaborar com a resolucdo de um dos seus aspectos. Ao longo de alguns anos
lecionando para diversas faixas etarias em turmas de Ensino Fundamental e de Ensino Médio,
além de preparatorios para vestibular e militar, pude notar nos alunos dos mais diversos
segmentos a mesma dificuldade de resolver problemas de contagem, o que desde o inicio soou
contraditério para mim, uma vez que a ideia de contagem, como foi levantado, surge desde
muito cedo. Em muitos casos as técnicas de contagem se resumem a férmulas, em que os alunos
se preocupam mais em memoriza-las a entendé-las e, dessa forma, ao invés de dar uma
explicacdo reducionista para esse fato simplesmente culpando aos préprios alunos pelo
desinteresse, passei a investigar e observar as suas origens.

Diante de uma atitude paradigmatica, foi possivel constatar que a postura dos alunos é
uma consequéncia de varios anos de abordagens erroneas, falhas no processo educacional e
despreparo de boa parte dos professores. Longe de querer abordar a estrutura por detras nao
apenas de alunos, mas tambem presente no Ensino Superior e na formacéo de professores, 0
presente ensaio visa a oferecer aos professores, educadores e demais interessados um conjunto
de informacGes, de conhecimentos e de técnicas de contagem, desde as mais simples até
algumas mais avancadas, expostas de modo claro, didatico e além de matematicamente
formalmente apresentadas junto as respectivas demonstracfes, em que as fontes bibliograficas
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sdo consagrados textos da area de Analise Combinatdria e Matematica Discreta. Sendo assim,
0 professor interessado em se aprofundar e adquirir conhecimentos mais avangados em seu
objeto de estudos, possuindo tempo escasso, ird encontrar no presente texto rica fonte de
conhecimentos, fruto de grande pesquisa e selecdo de livros-texto, repleto de exemplos, de
modo a tornar suas aulas ainda melhores e a fornecer, além de tudo, um passeio pela Historia
da Anélise Combinatoria, seus principais personagens e algumas curiosidades.

Em artigo publicado na Revista do Professor de Matematica, edi¢cdo de nimero 10,
intitulado “Dez Mandamentos para Professores”, 0 matematico Elon Lages Lima faz a
seguinte apresentacdo de George Pdlya:

George Pdlya (1887 + 98 = 1985) nasceu em Budapest, Hungria, foi
professor em Zurich de 1914 a 1940 e depois em Stanford, Estados Unidos, onde se
aposentou em 1953 mas continuou ativo até praticamente sua morte, quase centenario.
Pélya foi coautor de um notavel livro, escrito juntamente com seu compatriota Gabor
Szegd, intitulado "Aufgaben und Lehrsétze aus der Analysis™ (Berlim, 1924) depois
traduzido para o inglés com o titulo "Problems and Theorems in Analysis" (Berlim,
1972). Neste texto, em dois alentados volumes, os autores mostram como o ensino da
Anélise Matemética pode ser gradativamente desenvolvido, dos fundamentos até
algumas fronteiras do conhecimento, através de uma judiciosa sequéncia de exercicios
e problemas, alguns dotados de suprema elegancia.

Polya escreveu outros livros e inimeros artigos originais, que lhe deram
solida reputacdo em Andlise Classica, Combinatéria e Probabilidades. Suas obras
completas, em 4 volumes, foram publicadas em 1984 pela MIT Press. Nos ultimos
quarenta anos de sua longa carreira, passou a interessar-se pelo ensino da Matematica,
dedicando-se quase inteiramente ao estudo das questdes referentes a transmissao do
conhecimento matematico. A esse respeito escreveu muitos artigos e alguns livros
extraordinarios, como "How to Solve It" (traduzido para o portugués como "A Arte
de Resolver Problemas"), "Mathematics and Plausible Reasoning™ (Princeton Univ.
Press, 1954) e "Mathematical Discovery" (2 vols., Wiley, 1962 e 1965).

O trabalho de Pdlya sobre o ensino da Matematica ¢ maravilhoso
simplesmente porque ndo propde truques, férmulas miraculosas, ou muito menos
pomposas teorias pseudo-psicoldgicas. O artigo que reproduzimos a seguir, de uma
espontaneidade e de uma franqueza quase rudes, resume suas idéias de modo bastante
claro.

Ap0s anos de experiéncia como matematico de grande destaque e professor
universalmente reconhecido por seus dotes de mestre, Pélya sintetiza suas conclusdes
em dez mandamentos e uma regra muito simples para treinar professores que saibam
seguir esses mandamentos.

Para ser um bom professor de Matematica, vocé tem que vibrar com a sua
matéria, conhecer bem o que vai ensinar, ter um bom relacionamento com os alunos
para entender os problemas deles e dar a esses alunos a oportunidade de (pelo menos
algumas vezes) descobrir as coisas por si mesmos. Deve ainda entender que "know-
how" é mais importante do que informagdo. (Pdlya Ihe dird no texto o que entende por
"know-how".) E, para treinar professores a fim de que possam cumprir sua tarefa, o
melhor a fazer é praticar com ele a arte de resolver problemas. Estou certo de que a
leitura do artigo que se segue e, mais ainda, a releitura seguidas vezes, a meditacédo
sobre 0 mesmo e a adogdo dos principios nele expostos, muito contribuirdo para
melhorar a qualidade das nossas aulas de Matemaética.
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O matematico Pdlya, além de pesquisador renomado e com reconhecidos conhecimentos
na &rea de Matematica Discreta, dentre outras areas, também se dedicou com afinco a
importante tarefa de preparar professores, pois por meio de educadores melhor preparados toda
a estrutura e processo educacionais podem ser potencialmente incrementados e melhorados. Por
ver na Matemaética a posicao central que possui a resolucdo de problemas e as suas técnicas,
desenvolvendo, portanto, a heuristica, foi autor de diversos livros discorrendo sobre o0 assunto
e, entre eles, talvez 0 mais famoso seja “A Arte de Resolver Problemas”.

Como resultado de suas experiéncias na preparacdo de professores, consequéncia de
suas aulas e observacdes, desenvolveu o que chamou de mandamentos para 0s professores de
Matematica, dando 0 nome do artigo supracitado:

1. Tenha interesse por sua matéria.

2. Conheca sua mateéria.

3. Procure ler o semblante dos seus alunos; procure enxergar suas expectativas e suas
dificuldades; ponha-se no lugar deles.

4. Compreenda que a melhor maneira de aprender alguma coisa é descobri-la vocé
mesmo.

5. Dé aos seus alunos ndo apenas informagdo, mas know-how, atitudes mentais, o
habito de trabalho metodico.

6. Faca-os aprender a dar palpites.

7. Faga-os aprender a demonstrar.

8. Busque, no problema que esta abordando, aspectos que possam ser (teis nos
problemas que virdo — procure descobrir o modelo geral que esta por tras da presente
situacdo concreta.

9. N&o desvende o segredo de uma vez — deixe 0s alunos darem palpites antes —
deixe-0s descobrir por si proprios, na medida do possivel.

10. Sugira; ndo os faca engolir a forca.

Norteado pelos mandamentos e os principios de Polya, o texto busca, em seus seis
capitulos, conciliar formalismo e intuicdo, demonstracdes e exemplificacdes, teoria e pratica,
além de procurar dar ao assunto tratado a abordagem que lhe é prépria, levando em
consideracdo suas particularidades e pretendendo, como objetivo complementar, apresentar de
forma acessivel assuntos que servem de introducdo aos que buscam conhecimentos ainda mais
avancados.
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1 FUNDAMENTOS DA ANALISE COMBINATORIA

Antes de comecarmos com as técnicas de combinatéria propriamente ditas, um breve
relato historico é feito e, sem a pretensdo de esgotar o assunto, um pouco da vida e da histéria
de seus principais personagens é contada.

Entdo, em seguida, sdo dadas as defini¢des iniciais para que os métodos basicos de
contagem sejam introduzidos, formando os fundamentos que dar&o suporte para os topicos que
virdo em frente.

1.1 Introducdo histérica

A Historia do desenvolvimento da Analise Combinatoria estd associada ao proprio
progresso da Matematica e aos principais matematicos ao longo dos tempos, sendo assunto

demasiado extenso. Para se ter uma ideia, desde o século Il j& ha relatos de que conheciam a
n(n-1)

relacdo (2) .

Um dos primeiros matematicos a se preocupar em compilar, organizar e dar um formalismo
maior a todo conhecimento da Matematica até a sua época foi Euclides. Pouco se sabe a respeito
de sua origem e de sua prépria trajetoria, mas € muito provavel que tenha tido formacéo na
Academia de Platdo (fundada por volta de 387 a.C.), na Grécia, a primeira universidade a qual
se tem relatos, aonde era possivel obter uma educacao formal. Foi professor no famoso Museu
de Alexandria, tendo ensinado a nobres e imperadores, €, por volta de 300 a.C., escreveu 0s 13
volumes de Elementos, organizando todo o conhecimento de Algebra, Geometria e Aritmética
por meio de quatrocentos e sessenta e cinco proposi¢des ou axiomas.

Figura 1 - Manuscrito dos Elementos, escrivo por volta de 300 a.C., a obra contém 13 livros e
trata de diversos ramos da Matematica, como Algebra, Geometria e Aritmética
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Fonte: https://www.pucsp.br/pensamentomatematico/GH/H_2.htm

Pela relevancia dada a Geometria ao longo do tratado e por conta de seus postulados e axiomas,
a Geometria Plana é também chamada de Geometria Euclidiana. Porém, um dos problemas de
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contagem mais antigos, que é o de desenvolver a expressédo (1 + x)™, tem o caso n = 2 presente
nos Elementos. (MORGADO, 2016).

Bhaskara Akari, ou simplesmente Bhaskara, foi um notavel matematico hindu a se dedicar ao
estudo dos meétodos de contagem. Viveu no século XII, de 1114 a 1185 e foi tido como um
génio desde cedo, dedicando-se ao estudo da Matematica e da Astronomia, assumiu um dos
mais importantes centros de pesquisa da época, 0 Observatorio de Ujjain, na india. O fato de
ter sido reconhecido como importante matematico em sua época e até os dias atuais se deu por
ter escrito dois livros, Lilavati e Siddhantasiromani, sendo o primeiro deles que continha

problemas e solucGes de Aritmética, Geometria Plana e de Andalise Combinatoria, aonde
n

p
problemas que envolvem a raiz quadrada de numeros e fez algumas demonstracdes

geométricas, no entanto a famosa formula que leva o seu nome ndo foi descoberta por ele.

demonstrava ja conhecer o resultado ( ) e algumas de suas aplicacdes. Além disso, estudou

Outro matematico famoso, o italiano Girolamo Cardano (1501 — 1576), foi um prolifero
pesquisador, tendo se dedicado, além da Matematica, também a Fisica, Medicina, Filosofia,
Religido e Musica.

Figura 2 - Girolamo Cardano, nascido em 24 de setembro de 1501 em Paiva e falecido em 21
de setembro com 74 anos de idade.

H NN =

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Girolamo Caroiédno~

Entre seus feitos estdo as pesquisas, em Fisica, a respeito da Energia Elétrica e Magnetismo e,
na Medicina, ter sido pioneiro ao descrever clinicamente a febre tifoide. No ramo da
Matematica, dedicou-se as Equacdes Algébricas, aonde as solucdes da equacdo de 3° grau
levam, de modo polémico, o seu nome, mas foi o seu habito de jogar que o levou a estudar
Andlise Combinatoria e Probabilidade. Viciado em jogos de todas as naturezas, desde jogar
xadrez a jogar dados, teve uma vida bastante atribulada, chegando a ter sido julgado por ter
tirado o hordscopo de Jesus Cristo, €, dentre 0s seus estudos em Combinatoria, chegou a deduzir
que o numero de elementos do conjunto das partes de um dado conjunto finito com n elementos
é igual a 2.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Girolamo_Cardano
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Sem se prolongar muito no aspecto geral da Historia da Analise Combinatoria, uma vez que
seria impossivel cobrir todo o assunto de modo completo ou sem cometer alguma injustica ao
esquecer de alguma figura relevante, voltaremos nossa atencéo a parte da Historia relacionada
ao foco deste texto, que sdo 0s numeros binomiais, Triangulo de Pascal, recorréncias, funcdes
geradoras e nimeros de Fibonacci e de Catalan, apenas para citar alguns dos pontos principais.

Michael Stifel, mateméatico alemdo que viveu de 1487 a 1567, obteve sua formacdo na
universidade de Wittenberg. Sendo muito religioso, chegou a frequentar um monastério, mas
foi expulso ao demonstrar sua insatisfacdo com certas praticas da Igreja. Presenciou a ascensao
do protestantismo e, apos sua desilusdo com a Igreja catolica, tornou-se proximo de Lutero,
tendo convivido com 0 mesmo, em sua casa, durante um certo periodo de tempo. Entre 0s seus
feitos, esta o fato de ter descoberto os logaritmos anteriormente a John Napier e ter demonstrado
arelacdo que viriaa ser a lei formadora do Tridangulo de Pascal e que leva o seu nome, a Relagéo

de siifel: (3) +(, 3 1) = (5 4.1)

Ja o chamado Triangulo de Pascal tem uma historia longa e que interliga matematicos e curiosos
de diferentes periodos histdricos e locais diversos. Ha relatos de que muito antes de Pascal ou
até mesmo de Stifel, ja conheciam o famoso triangulo. Na China e na Pérsia, no século XIlI, ja
havia indicios de que conheciam de modo intuitivo sua formacao e propriedades basicas.

Figura.3 - O triangulo de Yang Hui foi publicado na China, em 1303.

W 2 #F x 3

@]m | o e

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Tri%C3%A2nqulo _de Pascal#/media/Ficheiro:Yanghui triangle.gif

Até mesmo antes do século XII, ja no final do século X, o matematico arabe Al-Karaji
tinha conhecimento da lei de formacéo do tridngulo. O autoditada italiano Niccolo Fontano
(1500 — 1557), que quase foi morto aos 12 anos de idade por conta de ferimentos na face, nunca
mais foi 0 mesmo desde entdo e teve a sua fala prejudicada, ficando gago e dai obtendo o seu


https://pt.wikipedia.org/wiki/Tri%C3%A2ngulo_de_Pascal#/media/Ficheiro:Yanghui_triangle.gif
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apelido, Tartaglia, que significa gago, em italiano. Tartaglia teve origem humilde e sempre
demonstrou incrivel habilidade com a Matematica, lecionando para retirar seu sustento, entre
seus feitos notaveis estdo a traducdo de Elementos, de Euclides, e a descoberta da solucéo das
equacdes cubicas, feito que acabou sendo, injustamente, creditado a Cardano. Em 1535, ao ser
desafiado por outro matematico italiano, Del Fiore, a resolver equagfes cubicas, Tartaglia
consegue solucionar todas as questdes propostas por Fiore e este obteve pouco sucesso naquelas
propostas por Tartaglia. Ficando impressionado por tal feito, Cardano entra em contato com
Tartaglia e o indaga a respeito do método de resolucdo que teria utilizado, mas nao obteve a
resposta que desejava. Apesar de ser um desejo de Niccolo publicar o seu método e obter o
crédito que merecia, apds ameacas de Cardano, ele cede e relata seu segredo, sendo que Cardano
0 publica e leva durante bom periodo todo o mérito pela descoberta. Em Anélise Combinatoria,

: : n - :
Tartaglia relacionou os resultados de (p) com os coeficientes do desenvolvimento de (x + y)™,

tratando-se de outro feito de grande genialidade, mas foi o multitalentoso francés Blaise Pascal
que estudou e demonstrou como utilizar os numeros binomiais para desenvolver poténcias de
um binémio, deixando novamente Tartaglia sem o reconhecimento de que merecia.

Nascido em 1646 e tendo vivido até 1727, Sir Isaac Newton chama atencao pela sua genialidade
e pelo seu temperamento. Tratava-se de uma pessoa introvertida e de dificil trato, para se ter
uma ideia, ndo gostava de publicar suas descobertas por ndo querer interagir e debater com os
outros cientistas de sua época, atitude que quase lhe custou a primazia no reconhecimento da
descoberta do Calculo Diferencial e gerou grande polémica com outro grande matematico,
Leibniz. O que se sabe, atualmente, € que ambos pesquisaram e descobriram de modo
independente o Calculo, sendo que Newton de fato conseguiu tal feito pouco antes de Leibniz.
Dentre todas as suas descobertas, no campo da Fisica, da Matematica e chegando a ter sido
presidente da casa da moeda na Inglaterra, estipulando unidades padréo e controlando a pirataria
e falsificagdes, foi Newton quem estendeu o desenvolvimento binomial para coeficientes
racionais, da forma (x + y)" para r racional, no entanto o desenvolvimento multinomial de
(x1 + x5 + -+ + x; )™ foi descoberto por Leibniz.

Figura 4 - Gottfried Leibniz (1646 — 1716), a esquerda, e, ao lado direito da imagem, esta seu
caderno de anotacOes, onde é possivel identificar alguns simbolos desenvolvidos por
ele para o Calculo Diferencial. O triangulo de Yang Hui foi publicado na China, em
1303.
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Como pdde ser observado, a Histéria da Matematica e, em particular, da Analise
Combinatoria e Probabilidade, é muito rica, cheia de peculiaridades e fatos inusitados. No
entanto, evitando correr o risco de fugir ao foco do presente texto, na sequéncia, voltaremos
nossa atencao para os conceitos e defini¢es apenas da Analise Combinatdria, sendo o estudo
das probabilidades, apesar de intimamente ligado, tanto historicamente quanto teoricamente, a
Analise Combinatoria, deixado a parte.

Nessa breve apresentacdo histdrica, pudemos nos localizar, ainda que de modo superficial,
numa linha do tempo dos acontecimentos, onde foram relatados os primordios dos nimeros
binomiais, locais e figuras mais relevantes, passamos pela polémica de quem de fato descobriu
o chamado Triangulo de Pascal, o estudo dos coeficientes multinomiais por Leibniz e
posteriormente, com maior rigor, por De Moivre. Alias, ao longo do texto, daremos maior
atencdo a De Moivre e retornaremos as suas descobertas, assim como a Leonhard Euler, que
também se dedicou ao estudo de recorréncias e de funcbes geradoras. Por fim, especial atengéo
sera empregada a Leonardo de Pisa (Fibonacci) e o problema dos coelhos, além do matemaético
belga Eugene C. Catalan e os nimeros de Catalan. Uma lista com diversas aplicacfes dos
nameros de Fibonacci e de Catalan serd indicada, algumas muito interessantes e outras deveras
inesperadas, todas incriveis e motivadoras, dando uma pequena amostra de como realmente a
Matematica pode ser a linguagem da natureza.

1.2 Conceitos iniciais

A Anélise Combinatéria, de modo bem simplista, consiste na arte ou ciéncia de contar. Apesar
de ser uma conceituacdo ultrapassada e que ndo abrange modernos problemas combinatérios,
como a Teoria dos Grafos, por exemplo, trata-se de uma visdo intuitiva e de um bom ponto de
partida para o estudo deste rico ramo da Matematica.

EXEMPLO l.a
Trés moedas iguais e homogénea sdo lancadas simultaneamente. Qual o ndmero total de
configuracdes distintas das faces superiores das trés moedas.

Para contar o total de possibilidades, seja 0 esquema abaixo, em que K representa cara e C
representa coroa:

Tabela 1 - Arvore de possiblidades para o lancamento de 3 moedas.

Resultados
3* Langamento

(K, K, K)

2° Langamento

1° Langamento

Moeda
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Essa maneira de representacdo chama-se arvore de possibilidades, aonde € possivel contar de
modo organizado o total de resultados para os trés lancamentos, gerando 8 configuragdes
possiveis. O conjunto formado pelo total de possibilidades ou resultados do experimento
determina o espaco amostral e qualquer subconjunto do experimento é definido como um
evento. Como, por exemplo, se quiséssemos determinar de quantas formas, nos trés
lancamentos, obteriamos 2 caras e 1 coroa, por meio da arvore de possibilidades contamos 3
modos distintos de ocorréncia para tal evento.

No entanto, nem sempre sera viavel descrever todas as possibilidades de determinado
experimento, uma a uma, para entdo contarmos. Para isso, a Analise Combinatoria se encarrega
de desenvolver métodos de contagem que visem a determinar o nimero de maneiras de
ocorréncia do dado evento sem precisar descrever caso a caso.

1.3 Principio Fundamental de Contagem (Principio Multiplicativo)

O Principio Fundamental de Contagem pode ser enunciado da seguinte forma:

Suponha que dois experimentos sejam realizados. Entdo, se o experimento 1 pode
resultar em qualquer um dos m resultados possiveis e se, para cada resultado do
experimento 1, existirem n resultados possiveis do experimento 2, entdo juntos,
existem mn resultados possiveis dos dois experimentos (ROSS, 2010, p. 2).

A verificacdo desse poderoso principio pode ser mais facilmente comprovada ao se enumerar
cada possibilidade de acordo com a tabela:

Tabela 2 - Principio Fundamental de Contagem: demonstracéo.

(I.1). (1.2)., ....(L.n)
(2.1). 2.2), .... 2.n)

(m, 1), (m.2), .... (m.n)

Portanto, por se tratar de uma disposicdo retangular, é facil verificar que o total de
possibilidades de ocorréncia de dois eventos sucessivos, em que O primeiro possui m
possibilidades e o segundo n possibilidades, € dado pelo produto mn.

A generalizagdo do Principio Fundamental de Contagem, de forma anéloga, pode ser
enunciada por:

Se r experimentos a serem realizados forem tais que o primeiro possa resultar em
qualquer um dos n, possiveis resultados; e se, para cada um desses n, possiveis
resultados, houver n, resultados possiveis do segundo experimento; e se, para cada
um dos possiveis resultados dos dois primeiros experimentos, existirem n; resultados
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possiveis do terceiro experimento; e se . . ., entdo ha um total de n,n, ...n,. possiveis
resultados dos r experimentos. (ROSS, 2010, p. 2)

Ou ainda, utilizando uma notacdo mais coesa:

Se r experimentos sdo realizados com n; possibilidades para cada experimento i =
1,2,..,r, entdo hd um total de [[/_,n; possiveis resultados. (Weisstein, Eric
W. "Counting Generalized Principle." From MathWorld)

EXEMPLO 1.b
Quantos numeros de 3 algarismos existem? E se os 3 algarismos forem distintos?

Para contar o total de numeros formados por trés algarimos escolhidos de 0 a 9, devemos
decompor o problema em experimentos ou escolhas sucessivas, no caso ha 3 escolhas a serem
feitas, a escolha do primeiro algarismo, que pode ser do 1 ao 9, a do segundo algarismo, que
pode variar de 0 a 9, e a do terceiro algarismo, andloga ao segundo:

Ny’ D e N’
9 possibilidades 10 possibilidades 10 possibilidades

Dessa forma, resultam em 9.10.10 = 900 possibilidades, lembrando que para que haja 3
algarismos, 0 numero ndo deve comegar por zero.

Para o caso de 3 algarismos distintos, ainda seriam trés escolhas sucessivas cada uma feita
dentre os digitos que vao de 0 ao 9, no entanto a ordem em que as escolhas sdo feitas pode ou
ndo gerar complicacdes. A orientacdo sempre sera a de que escolhas que envolvam maiores
restricdes sejam feitas inicialmente. Com efeito:

N——— N——— N———
9 possibilidades 9 possibilidades 8 possibilidades

1° algarismo: 9 possibilidades, do 1 ao 9.

2° algarismo: 9 posshilidades, qualquer um dos nimeros do 0 ao 9 exceto o ja escolhido
anteriormente.

3° algarismo: 8 possibilidades, qualquer um do 0 ao 9 exceto os dois ja escolhidos.
Totalizando: 9.9.8 = 648 opssibilidades.

Note que nada impediria que a escolha inicial fosse a do Gtimo algarismo, porém, agindo assim,
ao escolher o primeiro algarismo nos restaria a ddvidada se o algarismo zero teria ou ndo sido
escolhido, obrigando-nos a ter de abrir o problema em dois casos e tornando a sua resolucao
mais complicada.

Diante do problema anterior, a seguinte orientacdo geral pode ser seguida de modo a
resolver da melhor maneira os problemas de Analise Combinatdria em geral:

Pequenas dificuldades adiadas costumam transformar-se em grandes dificuldades. Se
alguma decisdo é mais complicada que as demais, ela deve ser tomada e primeiro
lugar. (MORGADO, 2016, p. 20)

EXEMPLO 1.c
Quantos s@o 0s numeros naturais, pares, de trés algarismos distintos?
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Seguindo a orientagdo de comecar o problema pelas decisdes mais difieis ou que envolvem
mais restrigdes:

N——— N—— N———
? 5 possibilidades

3° algarismo: 5 possibilidades, sendo 0 0, 2, 4, 6 ou 8.

1° algarismo: depende da escolha incial, uma vez que ndo sabemos se o zero ja foi ou ndo
escolhido.

Sendo assim, devemos abrir em dois casos:

1° CASO: O zero na ultima casa.

N——— N——— N———
9 possibilidades 8 possibilidades 1 possibilidade

Portanto:

3° algarismo: 1 possibilidade, o zero.

1° algarismo: 9 possibilidades, excluindo apenas o zero.
2° algarismo, 8 possbilidades.

Logo: 1.9.8 = 72 possibilidades.

2° CASO: A ultima casa é um par distinto de zero.

N—— N —— N——
8 possibilidades 8 possibilidades 4 possibilidades

Portanto:

3° algarismo: 4 possibilidade, sendo 2, 4, 6 ou 8.

1° algarismo: 8 possibilidades, excluindo o zero e o algarismo j& utilizado anteriormente.

2° algarismo, 8 posshilidades, qualquer algarismo excetuando os dois ja escolhisdos
anteriormente.

Logo: 4.8.8 = 256 possibilidades.

Ao todo, ha: 72 + 256 = 328 numeros pares de trés algarismos distintos.

EXEMPLO 1.d
Quantos subconjuntos possui um conjunto que tem n elementos?

Sabe-se que um subconjunto deve possuir apenas elementos que pertengam ao conjunto dado,
dessa forma seus elementos devem ser escolhidos dentre os elementos do conjunto maior. Como
cada elemento pode ou ndo pertencer a um subconjunto, teremos sempre duas possibilidades
para cada escolha. Seja X um subconjunto, esquematicamente temos que:

)

2 possibilidades 2 possibilidades 2 possibilidades

) P )
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Sendo um total de n escolhas sucessivas, obtemos: 2.2 ...2 = 2™ possiveis subconjuntos.
~——

nvezes

1.4 Fatorial de um ndmero natural

O fatorial de um nimero natural n, representado por n!, é definido recursivamente por:
(i) 0l=1
(i) nl=nmn-1)!,paran>0

Dessa forma, obtemos:
1'=10'=11=1
21=21'=21
31=32!'=321=6

Portanto, por meio de um raciocinio indutivo, obtemos:

nl=n(n—-1.(n—2)..3.2.1|

Utilizando o resultado anterior, obtemos a sequéncia dos numeros fatoriais:

(o1, 11,21 ,3! ,4! 5! ,6!,71,81,91,10!, ...)
=(1,1,2,6,24,120,720,5040,40320, 362880, 3628800, ...)

EXEMPLO l.e

. . 2020!
Simplifique ~otor

Ao invés de calcular o resultado acima calculando os numeros fatoriais para depois simplificar,
utilizamos de modo mais simples que:
2020!  2020.2019.2018!

20181 50181 = 2020.2019 = 4078380

EXEMPLO 1.f
n!l—(n-1)!

Simplificar: T

Desenvolvendo em funcdo do menor nimero fatorial: ”!(_n(:;)! = ”("‘1)(”‘;)’_‘2()"“1)(”‘2)! =

l=n-D-(-D=0-Dnr-1)=@n-1)

(n-2)![n(n-1)—-(n-1)
(n-2)!

O duplo fatorial de um nimero natural n, representado por n!!, é definido por:

n.(n—2)..53.1,n > 0 impar
n!'=4 n.(n—2)..6.4.2,n> 0par
ln=—-loun=20
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A sequéncias (n!"),ey dos duplos fatoriais é dada por: (1,2, 3,8, 15,48, 105, ...).

EXEMPLO 1.9
Calcule 9!' e 10!1.

De acordo com a definicdo acima:
9l =9.7.5.3.1 = 945
10" =10.8.6.4.2 = 3840

EXEMPLO 1.h
Compare 4!! com (4!

De acordo com as defini¢des, notamos que tratam-se de resultados distintos:
41'=42=8

(4! = (4.3.2.1)! = 24!

Logo: (41)! > 4!

EXEMPLO 1.h
Para um namero natural n, demonstre que: n! = n!' (n — 1)l

Reescrevendo a expressao dada: n! = n!l' (n — 1! - :—"' =(mn-1n!
Dessa forma, abriremos em dois casos.
n(n-1)(n-2)..43.2.1 _ _ _ 1\
o (n2) .42 =n-1)mn-3)..31=mn-1!
n(n-1)(n-2)..4.3.2.1 _ _ _ _ _ I
Y =n-1)(n-3)..42=(n-1!

Portanto, para ambos 0s casos, obtemos o resultado desejado.

Para n par:

Para n impar:

1.5 Permutacéo

Definimos a permutacdo simples de n objetos distintos como o total de modos distintos
de ordené-los.
Para calcular a permutacdo simples B, de n objetos distintos, utilizaremos o Principio
Multiplicativo:

n possibilidades n—1possibilidades 2 possibilidades 1 possibilidade

Portanto:
P,=n(n—-1)..21-

EXEMPLO L1.i
De quantos modos distintos 5 pessoas podem formar uma fila?
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Trata-se de aplicacdo cléssica da permutacdo simples, aonde os objetos sdo dados e ndo ha
escolha, mas apenas as diferentes ordenacdes dos mesmos € que importa. Portanto, hd Ps =
5! =5.4.3.2.1 = 120 modos distintos de se formar a fila.

EXEMPLO 1,j
Quantos sdo os anagramas da palavra HOJE?

Uma vez que um anagrama é qualquer permutacéo de suas letras, podendo ou ndo formar uma
palavra que ja exista, o total de anagramas pedido ¢é dado por: P, = 4! = 4.3.2.1 = 24.

EXEMPLO 1.k
Quantos séo os anagramas da palavra CARRQO?

Aqui é preciso tomar cuidado, pois as permutacdes entre as letras iguais ndo gera um novo
anagrama. Dessa forma, ao permutar as 5 letras, é possivel notar que cada anagrana repetido é

contado tantas vezes quantas forem as permutacdes das letras iguais. Sendo assim, o total

pedido pode ser calculado por meio de: % = ; = 5.4.3 = 60 anagramas.

2

Portanto, o total de permutagdes com repeticédo de n objetos, nem todos distintos, nos
quais cada objeto aparece com respectiva frequéncia de a,, a5, ..., a; vezes, é dado por:

aq,0y,..0 n!
Pn1 : ‘ :(X1!C¥2!...C¥k!’com a1+a2+”.+ak =n.

EXEMPLO 1.1
Qual a quantidade de anagramas da palavia MATEMATICA?

Lembrando que, para todos os efeitos, letras acentuadas séo indistinguiveis com relagdo as ndo
acentuadas, contabilizamos as quantidades de vezes que cada letra aparece na palavra: 2 M’s,
3A’,2T’s,1E, 11e1C.

Logo: p232+11 = —2% __ — 151200 anagramas.

T 213121111111
EXEMPLO 1.m
De quantas formas é possivel dividir 6 pessoas em dois grupos de 3 pessoas cada?

O problema pode ser interpretado por meio de permutacGes. Inicialmente sdo colocadas as 6

pessoas em fila de modo que as 3 primeiras compordo um grupo e as 3 seguintes, o0 outro grupo.
~ 6! ,

Como a ordem das pessoas dentro de um mesmo grupo ndo importa, escrevemos: et Além

disso, a ordem dos grupos também n&o importa, pois abc/def e def /abc s&o equivalentes.

6!
6!

Logo: 25 = = 10 formas distintas.
2! 31312!
EXEMPLO 1.n

De quantas formas 5 pessoas podem se sentar ao redor de uma mesa redonda?
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A principio parece um problema de permutacao simples, no entanto é preciso notar que, para
cada giro das cinco pessoas ao redor da mesa, 0s respectivos vizinhos, tanto no sentido horério
quanto no antihorério, serdo os mesmos e ndo pode ser contado como uma permutagéo distinta.
Sejam as cinco pessoas representadas pelas letras A, B, C, D e E, observe que para cada
configuracdo haverd 5 possiveis giros:

Figura 5 - Permutacéo circular de 5 pessoas ao redor da mesa.

A E D [+ B
E B D A c E B D A c
[ B A A E D

Logo, o total de permutacdes pedidas é dado por: % = % = 4! = 4.3.2.1 = 24 formas.

Fonte: autor.

Portanto, de modo geral, o total de permutacdes circulares de n objetos distintos é dado
por:

P, n!
PCy=—=—->PC,=n—-1)]
n n

EXEMPLO 1.0
De quantos modos 5 casais podem se sentar ao redor de uma mesa redonda com 10 lugares de
modo que cada casal permaneca junto?

Uma vez que cada casal deve ficar junto, podemos considerar cada par como um Unico objeto.
Dessa forma, havera: PCs = 4! = 24 modos distintos de alocar os casais. Além disso, como
cada casal é formado por duas pessoas, é possivel permutar essas pessoas dentro de cada casal
considerado. Portanto: 24. (21)° = 24.32 = 768 possibilidades.

1.6 Arranjo

Seja um conjunto com n elementos distintos, o total de subconjuntos ordenados com p
elementos distintos € chamado de arranjo simples de n para p, representado por 4,, ,,.

Para calcularmos o total de p-subconjuntos ordenados, utilizaremos o Principio Multiplicativo:

npossibilidades n-—1possibilidades n—(p-2) possibilidades n—(p—1) possibilidades

Portanto:

n! N nl
n-p)(n—(p+1))..21 P (n—p)!

App=nn—1D(Mn-2)..(n—(p—-1)) =
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EXEMPLO 1.p
Numa corrida com 10 atletas, de quantas formas o pddio com os 3 primeiros pode ser composto?

Pela interpretagdo do problema, notamos que trata-se de um problema que envolve uma escolha
e que a ordem dessa escolha é relevante, portanto € um arranjo simples.

Logo: Ajp3 = (1;—3'3), = 10.9.8 = 720 formas de compor o podio.

No arranjo com repeti¢céo, dados n objetos distintos, estamos interessados em calcular
o total de escolhas ordenadas de p desses objetos, em que as escolhas podem ser de objetos
distintos ou ndo.
Sendo o arranjo com repeticdo de n para p representado por AR, ,,, seu total € dado por meio

de p escolhas sucessivas com n possibilidades para cada escolha:

n possibilidades npossibilidades n possibilidades n possibilidades

Logo:

AR, , =n.n..n- [AR,, =nP

p vezes

EXEMPLO 1.q
Sabendo gue no codigo Morse as letras sao pontos e tracos, quantas palavras de 4 letras existem?

Como numa palavra pode haver letras repetidas, teremos: AR, , = 2* = 16 palavras distintas
formadas por 4 letras.

1.7 Combinagéo

Dado um conjunto de n elementos distintos, o total de subconjuntos com p desses
objetos, distintos, que pode ser formado chama-se combinacdo simples de n para p,
representada por C,, .

Para calcular o total de p-subconjuntos, procedemos da seguinte forma:

n possibilidades n-—1possibilidades n—(p—2) possibilidades n—(p—1) possibilidades

No entanto, ao utlizar o Principio Multiplicativo, devemos ter em mente que as diferentes
ordens em que as escolhas séo feitas ndo deve ser contabilizada, uma vez que um subconjunto
é definido apenas pelos seus elementos e ndo pela ordem dos mesmos. Portanto:

c _n(n—l)(n—Z) ...(n—(p—l)) B n! B n!
P p! pl-p(n-@+1)..21 p'n-p)
n!
“r = Pl =p)!
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Ou ainda:

o= ()

Dessa forma, podemos relacionar a permutacdo simples, o arranjo simples e a
combinagéo simples por:

Anp = Crup B

Interpretando tais resultados, temos que, em problemas de permutagéo simples, estamos
interessados apenas nas diferentes ordenacgdes dos objetos, ndo ha escolha de objetos. Por outro
lado, problemas de combinacgéo simples envolvem apenas escolha, ndo é contabilizada a ordem
dos objetos escolhidos. E, complementando, em problemas de arranjo simples, fazemos
escolhas ordenadas, ou seja, sdo problemas que envolvem escolha e a ordem dos objetos
escolhidos também € relevante e, portanto, é contabilizada.

EXEMPLO 1.r
De uma lista de 10 amigos, de quantas formas podemos escolher 3 deles para ir ao cinema?

O problema claramente envolve escolha e, uma vez que a ordem dos amigos escolhidos nédo é
. ~ . 10!

relevante, trata-se de um problema de combinagdo simples: Cip3 = S 120 formas de

escolha dos trés amigos.

EXEMPLO 1.s
Se numa sorveteria ha 5 sabores disponiveis, de quantas formas é possivel formar um sorvete
com 3 bolas?

Apesar de o problema envolver escolha, ndo hd mencéo ao fato de as escolhas serem feitas de
objetos distintos, ou seja, uma bola de sorvete de um mesmo sabor pode ser escolhida mais de
uma vez. Como a ordem dos sabores das bolas ndo importa, trata-se de uma combinacao, mas
em que os objetos podem ou ndo ser escolhidos mais de uma vez.

Para resolver tal problema, modelaremos uma equacdo em que estamos interessados nas
solucBes inteiras e positivas. Se x;, representa o nimero de vezes em que o0 k-ésimo sabor foi
escolhido, o nimero de solucGes da equacgédo

X1+ Xy +xX3+x4+x5=3
sera a resposta para nosso problema. Observe que uma possivel solucéo seria x; = 2, x, = 0,

x3=0,x, =1exg=0. Tal solugdo particular pode ser representada por trés pontinhos e
quatro tracinhos verticais como a segulir:
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Por meio da representacdo acima, notamos que o total de solugdes inteiras e ndo negativas €
!

dado pelo total de permutag6es de 3 pontinhos e 4 tracinhos: P73'4 = ﬁ = 35 formas de montar
0 sorvete.

Generalizando o argumento acima, dados n objetos distintos, o nimero de modos de
escolhas de p desses objetos, em que as escolhas podem ser distintas ou ndo, chama-se
combinagao com repeti¢do de n para p, representada por CRy, ,,.

Para determinar o total de combinacdes com repeticdo de n para p, devemos encontrar
0 numero de solugdes inteiras ndo negativas da equacao:

x1+x2+"'+xn=p

em que x; representa o nimero de vezes que o0 k-esimo objeto foi escolhido. Para achar dito
nimero devemos permutar p pontinhos e n — 1 tracinhos, resultando em:

_ n—1+4p)! =
CRn,p =prtP — —( P) (Tl L+ p)

P T (- Dlp! = [Rnp = p

EXEMPLO 1.t
Seja o problema anterior, mas ao escolher as trés bolas, sabe-se que o sabor 1 deve ser escolhido.

A equacao que modela o problema é a mesma, no entanto devemos fixar um pontinho no espacgo

correspondente ao x,, dessa forma garantimos que esse sabor sera selecionado ao menos uma

vez. Como esse pontinho esté preso, ndo permutara, restando 4 tracinhos e mais 2 pontinhos a
— 6!

5 ; + 2) =cm = 15 formas de montar o sorvete.

O problema também poderia ser resolvido algebricamente ao fazer a substituicdo x; = y; + 1,

poissex; =1- y; =0:

serem permutados: (

Vit+t1l+x, +x3+x,+x5=3> Yy +x, +x3+x4+x5=2

_ _ 4+2)!
Logo, existem P55—11-'+22 = (4121)

= 15 formas de montar o sorvete.
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2 METODOS AVANCADOS DE CONTAGEM

Nesse capitulo procuraremos utilizar os métodos e técnicas de contagem ja
demonstradas anteriormente para deduzir novas técnicas de contagem. Uma vez que, para
concluir esses novos métodos, os anteriores serdo necessarios e raciocinios mais elaborados
serdo requisitados, denominaremos, portanto, de métodos avangados de contagem.

2.1 Lemas de Kaplansky

O matematico canadense Irving Kaplansky, que viveu de 1917 a 2006, para resolver um
problema combinatdrio proposto por outro matematico, o francés Edouard Lucas (1842 —1891),
desenvolveu duas técnicas de contagem denominadas Lemas de Kaplansky.

O problema proposto por Lucas pode ser enunciado da seguinte forma:

Tem-se n (n > 1) casais que devem se sentar em 2n cadeiras diferentes em torno de
um circulo de modo que pessoas de mesmo sexo ndo se sentem juntas e que nenhum
homem fique no lado de sua mulher. De quantos modos isso pode ser feito?
(MORGADO, 2016, p.175)

Para resolver o problema, sdo necessarios dois Lemas:

1° Lema de Kaplansky: O numero de p-subconjuntos de {1, 2, ..., n} nos quais ndo ha nameros
consecutivos é:

fo ="

Demonstracdo: Sejam os p elementos escolhidos representados por a;, com a,e{1,2, ...,n},
a<a;<--<a,el<k<p:

a a
5 — \.v} 5 — e — ;.,.I.DJ - —
NAO ESCOLHIDOS ESCOLHIDO NAO ESCOLHIDOS NAO ESCOLHIDOS ESCOLHIDO NAO ESCOLHIDOS

Notamos que sobram p + 1 espacos entre os elementos escolhidos que devem ser preenchidos
com ao menos um dos n — p elementos restantes do conjunto, excetuando as extremidades que
podem ficar vazias caso a; = 1 ou a,, = n. Dessa forma, formamos a equagao:

X1 t+xy+ -+ Xpp =n—p
Em que cada incdgnita representa a quantidade de elementos n&o escolhidos entre os escolhidos.
Como x;, e x,,, devem ser maiores ou iguais a zero e x,, ..., x,, maiores ou iguais a 1, podemos

substituirx; = y; + 1, com 2 < i < p:

X1ty + oty txp=n—p-—(p-1)
X1ty ++yptxpp=n—2p+1
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Logo, o nimero de solugdes inteiras positivas é dado por:

n—2p+1+p n—-p+1
CRn—2p+1+p,p = p = p

CQD

EXEMPLO 2.a

Um atleta fard um treinamento diferenciado de apenas uma semana para uma competicdo. Se
ele deve treinar em 3 dias ndo consecutivos, de quantas formas ele pode selecionar os dias de
treino?

Como, do conjunto de 7 dias da semana, devemos selecionar 3 deles que ndo sejam
7—3+ 1) 5!

3 = — = 10 formas de

consecutivos, trata-se do 1° Lema de Kaplansky: f(7,3) = ( =3

selecionar os 3 dias.

2° Lema de Kaplansky: O nimero de p-subconjuntos de {1, 2, ..., n} nos quais ndo ha numeros
consecutivos é, considerando 1 e n como consecutivos, igual a:

g(n,p) = n"j,(n;p)-

Demonstragéo: Para demonstrar o resultado acima, abriremos em dois casos a analisar, 0s p-
subconjuntos que possuem o nimero 1 e 0s que ndo possuem.

1° CASO: Subconjuntos em que o numero 1 foi selecionado.
Nesse caso, restam n — 1 elementos em {2, 3, ..., n} nos quais devemos escolher p — 1 deles,
excetuando o 2 e o n. Com efeito:

_ N n—3—(p—1)+1)_<n—p—1>
fo-3p-n=("" "IV = ("P]

2° CASQO: Subconjuntos em gque o numero 1 néo foi selecionado.

Ainda restam n — 1 elementos em {2, 3, ..., n}, nos quais devemos escolher p deles:

n—1—p+1):(n—l9)

fa-1=(""") )

Por se tratar de eventos complementares, somamos 0s dois casos:

fa=3p-n+fa-1p=(" 77+, ") ==+

Logo:

g(n,p)=n"%p(";p)+(”;p)=(nfp+1).(";”)
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snp) = (",")
CQD

EXEMPLO 2.b

Um atleta deseja montar uma rotina de treinos semanal, com 3 treinos por semana, de modo
gue nunca haja dois dias consecutivos de treino. De quantas formas ele pode selecionar os dias
de treino por semana?

Diferentemente do primeiro exemplo, aqui o ultimo dia da semana é consecutivo ao primeiro

dia da semana seguinte, tratando-se do 2° Lema de Kaplansky: g(7,3) = 7—;(7 ; 3) =
7 4!

7 . . - .
YR 2.4 = 7 formas de montar a rotina de treinos semanal nas condic¢des pedidas.

2.2 O Principio de Dirichlet

Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet foi um matematico aleméo, nascido em Duren,
que viveu de 1805 a 1859. Sua formacao se dividiu entre a Alemanha e a Franca, chegando a
ser aluno de ilustres cientistas, como Poisson e Fourier. Entre as suas principais contribuicdes
a Matematica estdo a moderna concepcao de fungdes e estudos em Teoria dos NUmeros, aonde
chegou a demonstrar a impossibilidade de soluges inteiras para o caso n =5 e paran = 14
no Ultimo Teorema de Fermat, que afirmava que a equacdo x™ + y™ = z™, com n > 2, ndo
possui solugdes inteiras nao triviais.

Voltando nosso foco para a Analise Combinatéria, o chamado Principio de Dirichlet,
apelidado de Principio das Gavetas ou ainda Principio da Casa dos Pombos, tendo suas
primeiras versdes formais datadas de 1834, de modo bem simples diz que:

Se n objetos forem colocados em, no maximo, n — 1 gavetas, entdo pelo menos uma
delas conterd pelo menos dois objetos. (MORGADO, 2016, p.81)

A verificacdo de tal Principio pode ser feita por reducdo ao absurdo, uma vez que, se em cada
gaveta for colocado no maximo um objeto, o total de objetos alocados nas gavetas seria, no
méaximo, de n — 1.

Uma versdo um pouco mais geral deste principio é dada por:

Dadas n caixas e m > n objetos, pelo menos uma caixa deve conter mais de um
objeto. (Weisstein, Eric W. “Dirichlet’s Box Principle.” From MathWorld)

Ou ainda:

Se k objetos forem colocados em n caixas, pelo menos uma caixa devera conter pelo
menos [S] objetos. Aqui [ ] indica a funcdo do teto.
(https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/Pigeonhole_Principle)

EXEMPLO 2.c
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Num grupo de 25 pessoas, demonstre que ao menos trés delas fazem aniversario no mesmo
més.

Trata-se de uma aplicacdo direta do Principio de Dirichlet, uma vez que ha 25 pessoas e 12
T . 25

meses no ano, distribuindo as pessoas entre os meses, havera pelo menos [E] = 3 delas que

estardo aniversariando no mesmo més.

EXEMPLO 2.d
Seja um conjunto de n + 1 numeros inteiros distintos, verifique que existem dois elementos
distintos no conjunto tais que sua diferenca seja divisivel por n.

Analisando os possiveis restos da divisdo de um inteiro por n, tem-se n possibilidades, que véao
de 0 an — 1. Como h& n possiveis restos na divisdo por n e n + 1 inteiros pertencentes ao
conjunto, pelo Principio de Dirichlet, ao menos dois inteiros do conjunto deixam restos iguais
na divisdo por n. Portanto, a diferenca entre esses dois inteiros serd um nimero multiplo de n.

2.3 O Principio da Inclusdo — Excluséo
Num dado espaco amostral U finito, seja | X| o cardinal de um subconjunto X. Portanto,

0 total de maneiras de ocorréncia do evento A ou do evento B, ou seja, da unido dos dois eventos,
€ expresso por:

lAUB| = |A| + |B| — |ANB|

EXEMPLO 2.e
No langamento de um dado numerado de 1 a 6, de quantas formas € possivel obter na face
superior um numero par ou um ndmero primo?

Considerando A o evento em que a face superior é par e B 0 evento em que a face superior é
um namero primo, no exemplo dado conseguimos facilmente descrever o espaco amostral e 0s
eventos:

U=1{123,4,56}

A=1{24,6}

B ={2,3,5}

Note que 0 nimero 2 é tanto par quanto primo, dessa forma, para que nao haja contagem dupla
uma vez que tal elemento aparece nos dois conjuntos, devemos subtrair uma vez a intersecao
de Ae B. Portanto: |AUB| = |A|+ |B|—|AnB|=3+4+3—1 =5 formas.

Por meio de um raciocinio analogo, para o caso de 3 eventos A, B e C num dado espago
amostral, o total de modos de ocorréncia de A ou B ou C pode ser calculado por meio de:

JAUBUC|=|A|+|B|+|C|-]AnB|—|BnC|—|CnAl+]|AnBnC(]|
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Generalizando, para p eventos, representados por A;, A, ...,A,, num dado espago
amostral, o nimero de possibilidades de ocorréncia de A; ou A, ou ... ou A,, é dado por:

|41 U Az U U 4| = DicisplAil = Ticip<ipoplAiy 0 Ag | + Diciy<ip<izpldi, N A, 0 AL | =
ce (FDPHAL N Ay 0N Ay

EXEMPLO 2.
Quantos sdo os anagramas da palavra CAPITULO que comegam por C ou que possuem A em
2° lugar ou P em 3° lugar ou | em 4° lugar?

Pela leitura do enunciado, € imediato notar que se trata da unido de 4 eventos. Sejam eles:
A; — conjunto dos anagramas com C em 1° lugar

A, — conjunto dos anagramas com A em 2° lugar

A5 — conjunto dos anagramas com P em 3° lugar

A, — conjunto dos anagramas com | em 4° lugar

Portanto:

|41] = |A;| = |43] = |A4] = 7! = 5040

|A; N Ayl = AN Az = AN Ayl = [A; N A3| = [A; N Ayl = [A3 N Ay = 6! =720
|JA;NA,NA;| = A NA,NA =|A NnAs;NA, =]|A,NnA;NnA, =5!'=120

|Ad; N A, NA; NA,| = 4! = 24

Pela formula: |4, U A, U A3 U 4,| = 4.5040 — 6.720 + 4.120 — 24 = 16296

Na sequéncia, veremos duas aplicacdes importantes do Principio da Inclusdo —
Exclusdo: O numero de permutacdes cadticas e o nimero de fungdes sobrejetoras.

Permutacdes Caoticas: O total de permutacdes de n objetos distintos nas quais cada um deles
ndo ocupa a sua posicao original é dado por:

_ 1 1 1 1 (-D)"
Dy =ntfg—fg-gt o+ S

sendo D,, o total de Permutacgdes Caéticas ou Desarranjos dos n objetos.

Demonstracdo: Seja o conjunto de n objetos distintos A ={aq,a,,..,a,}, 0 total de
permutacOes simples dos n objetos é dado por B, = n!. Desse total de permutacfes simples,
serdo retiradas as permutag0es em que a0 menos um dos a; ocupa a i — ésima posicao.
Definindo o conjunto A; como o conjunto das permutagdes de A nas quais a; ocupaai — ésima
posicao, o total de permutagdes nas quais ao menos um dos elementos ocupa a sua posicao
original é dado pela unido dos conjuntos |[A; UA,U ... UA, | = |Ur=; Akl

Dessa forma:

|UZ=1 Ak' = leiSnlAil - 215i1<i25n|Ai1 n Aizl + -t (_1)n_1|A1 NA;N..N Anl

Sendo que:
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Arl = (0= D! > Tygznldil = (7). (0= 11 = Mnn,(—lﬂ=—
A1 N Azl = (n—2)! > Tici <ipen|li, N Ay | = ( ) (n—2)!=

(-2 =2

2'(n 2)°

Generalizando:

n
AN A, N Ay = (M =p)! > Ticicocipen |[Aiy NN Ay | = (p) (n-p) =1
Obtemos, portanto:

Upoy Ael =2 =24 4 (D" LT

Logo, o total de desarranjos é dado por:

n! n! _q n! n! n! n! _q n!
Dy =P— Uiy Al =nl = [2 =Tt ()L o =2 (BT (—nt D
1 1 (="
Dy =l |5 =g+ =+ ]
CQD
EXEMPLO 2.9

Quantos sdo os anagramas da palavra HOJE nas quais nenhuma letra ocupa a sua posi¢do
original?

Trata-se de aplicacdo imediata da Permutacdo Cadtica de 4 objetos distintos.
Portanto: D, = 4! [———+—,——+ ] [———+— = 4.3 -4+ 1 =9 anagramas.

EXEMPLO 2.h

Dois médicos devem atender os mesmos 4 pacientes, um de cada vez, sendo que cada médico
leva 0 mesmo tempo para cada atendimento. Se cada paciente deve ser atendido uma vez por
cada um dos dois médicos, de quantas formas distintas podera ser montada a agenda de
atendimentos dos médicos?

E imediato que o primeiro médico pode montar sua agenda de atendimentos de P, = 4! = 24
modos distintos.

Ja o segundo médico, que também ird atender os 4 pacientes, ao montar a sequéncia de
atendimentos, ndo podera atender o paciente que ja estiver sendo atendido pelo primeiro

médico, portanto terd D, = 4! [— -= + — ; +% = 9 modos de montar a sua agenda de

atendimentos.
Logo, o total de modos distintos em que o0s dois médicos poderdo atender os 4 pacientes nas
condigdes do problema é dado por: P,.D, = 24.9 = 216.

Namero de fungdes sobrejetoras: Dados dois conjuntos A e B finitos tais que |[A| =n e |B| =
k, com n > k, o numero de fungdes sobrejetoras f: A — B é dado por:
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T, 1) = Soeyme (-1 (). G- |

Demonstracdo: E imediato que o total de funcbes f: A — B é dado por k™. Desse total de
funcgdes, iremos retirar aquelas em que ao menos um dos elementos de B ndo é imagem de
algum elemento de A.

Considerando o conjunto B como B = {b,, b,, ..., b}, definimos C; como o conjunto das
funcgbes f: A — B tais que b; € f(A). Portanto, pelo Principio da Inclusdo-Exclusdo, o niUmero
de fungdes de A em B em que ao menos um dos elementos do contradominio ndo pertence ao
conjunto imagem € dado por |C;UC,U ... UCy| = |UK, Cil.

Dessa forma:

|U§€=1 Ci| = lejsklcj| - Z1sj1<jzsk|Cj1 N Cjzl +o+ (DG NG NN Gl

Sendo que:

Cul = G =" = Tagyailgl = (£). =D

6N Gl = (k=" > TagjyaiailGy 0 Gl = (§). G- 2

Generalizando:

k
|C1 N Cz n..nN Cpl = (k - p)n - 215j1<...<]’p5k C‘jl n..nN C‘Jp| = (p)(k _p)TL

Logo:

Ul cl = (5).0e=n = (8) k= 2m + ok (c1p . (’;) (k—p)" 4t

- (k _
08 (F) (k= 10" = Zagae= 14 () (k=
Obtemos, portanto:

T, = k" = Uk G = K" = Zugyae -1 (). G =
100 = K+ Sagae (-7 (). e = o
T = (0% () Gk = 007 + Zugyar -1 (). G =

7000 = Sosjer(-1)7 (). G = "
caD
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A relacéo obtida também pode ser lida como o total de modos de se colocar n bolas distintas
em k caixas distintas de modo que em cada caixa haja ao menos uma bola.

EXEMPLO 2.i

Se 9 pessoas entram, simultaneamente, em um elevador, de quantas formas essas 9 pessoas
podem descer do elevador ao longo dos 4 andares do prédio se em cada andar deve descer ao
menos uma pessoa?

Como para cada andar deve descer ao menos uma pessoa, 0 problema pode ser interpretado
como o numero de funcdes sobrejetivas de A em B, sendo |[A| =n=9 ¢ |B| =k =4. Ou
ainda, é analogo a pensar no total de modos de se distribuir 9 bolas distintas em 4 caixas distintas
se cada caixa ndo deve ficar vazia.

De acordo com o resultado demonstrado acima:

704 = Sosjea(-17. (7). 4=

T(9,4) = (3).(4— 0)° — (‘1*).(4— 19+ (;).(4—2)9 _ (g).(4— 3)% + (i).(4—4)9
T(9,4) = 186480

Logo, ha 186480 formas de as 9 pessoas descerem nos 4 andares do prédio de modo que para
cada andar, pelo menos uma pessoa desca do elevador.

2.4 O Principio da Reflex&o

Considere o Plano Cartesiano e uma particula num ponto qualquer de coordenadas
(x,y), adotemos que ela se move, na direcdo horizontal, sempre para a direita e,
simultaneamente na direcdo vertical, para cima ou para baixo. Dessa forma, do ponto (x,y),
ela pode se mover para (x + 1,y — 1) oupara (x + 1,y + 1).

Estabelecidas as condicdes iniciais, de quantas formas a particula pode se deslocar do
ponto inicial (x,y) para o ponto de coordenadas (x + a,y + b),com a,b € Z?

Incialmente, observamos que o problema é equivalente a considerar um deslocamento da
origem até (a, b). Seja S o total de subidas e D o total de descidas do ponto, como o0 nimero a
de deslocamentos horizontais é igual ao total de subidas e de descidas, podemos equacionar:

S+D=a
{S_D:b,coma>0.

Logo, adotando, sem perda de generalidade, que S = D e b = 0, obtemos: S = %b eD = %b
Como S e D sdo inteiros e positivos, tem-se a e b como mesmas paridades e a = b. Portanto,

o total de movimentos é dado pelo total de permutacdes:

a+b a-b a

SD _p 2"z _ (a+b
R e = (xhn)
2
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Observe que, se b < 0, teriamos D —S = —b > 0 e a expressdo para o total de movimentos
seria a mesma.

EXEMPLO 2]
De quantas formas é possivel de deslocar do ponto (1,2) para o ponto (11, 6) de acordo com
as condicdes impostas acima?

A principio, consideremos o problema equivalente, transladando os pontos, de calcular o total
de deslocamentos nas condigdes impostas de (0,0) a (10, 4).
10!

Portanto, sendoa = 10e b = 4: | 10+4 | = ( ) = — = 120 formas.

7131
> 7

EXEMPLO 2.k
Quantos sdo os possiveis trajetos, nas condi¢bes consideradas, do ponto (0, 0) ao ponto (10, 4)
de modo a tocar naretay = —1?

A maior dificuldade encontra-se em calcular de quantos modos é possivel se deslocar até tocar
aretay = —1 para entdo se deslocar para o ponto desejado (10, 4).

A técnica para esse tipo de problemas consiste em transforma-lo num problema na forma do
exemplo anterior e, para isso, nota-se que ao refletir o ponto inicial em torno de reta y = —1,
obtendo o ponto (0, —2), o numero de modos de ir de (0,0) até areta y = —1 é 0 mesmo que
0 namero de modos de ir de seu refletido (0, —2) até a mesma reta y = —1, uma vez que para
isso, na formula ja deduzida, equivaleria a trocar uma subida por uma descida e vice-versa,
gerando a mesma contagem final de permutac6es com repeticdes.

Figura 6 - Principio da Reflexdo: exemplo de trajetoria.

e

Fonte: autor.
Dessa forma, transladando os pontos, o problema é equivalente a calcular o total de trajetorias

10
de (0,—2) a (10,4), ou seja, de (0,0) a (10,6): <w> = (180) = 45 possiveis trajetos.
2
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Tal técnica de resolucdo para problemas dessa natureza é chamada de Principio da Reflex&o,
em que o método de contagem corresponde a refletir o ponto inicial em torno da reta a qual se
deseja tocar para entdo, por meio de uma translacéo, efetuar o célculo do total de trajetos nas
condigdes colocadas para o ponto desejado.

2.5 Os NUmeros de Catalan

Eugene Charles Catalan foi um matematico belga, nascido em Bruges, que obteve a sua
formacdo em Matematica na Ecole Polytechnique e viveu de 1814 a 1894. Apesar de tais
numeros levarem seu nome, foram descobertos anteriormente por Leonhard Euler, no século
XVIII, quando pesquisava o numero de triangulacdes de um determinado poligono. Pesquisas
posteriores concluiram que na China, em 1730, 0 matematico mongol Mingantu ja utilizava
£sses mesmos nUmeros para expressar séries de expansdes senoidais. A homenagem a Eugéne
Catalan veio depois por conta de seus estudos na relacdo do niumero de maneiras de se colocar
paréntesis numa expressao e o jogo Torre de Handi.

Os numeros de Catalan aparecem em diversos problemas de contagem e inclusive podem ser
obtidos recursivamente, como faremos mais a frente no presente texto. Sendo n € N, os
numeros de Catalan C,, podem ser obtidos por meio de:

6=z (o)

A obtencdo de tal resultado pode ser motivada pelo seguinte problema: de quantas
formas, no plano cartesiano, pode-se ir da origem até o ponto (n,n) se, paratodo 0 < x,y < n,
0s Unicos movimentos permitidos sdo (x,y) - (x +1,y) ou (x,y) » (x,y + 1), comx >y
(anélogo paray > x)?

Observamos que a condi¢cdo x >y implica em que 0s Unicos pontos permitidos para as
trajetdrias de (0, 0) a (n, n) devem ficar abaixo ou sobre areta y = x. Se 0s Unicos movimentos
permitidos séo para direita ou para cima, seja D o total de deslocamentos para direita e C 0
nimero de deslocamentos para cima. Dessa forma, o total de trajetos desconsiderando a
condicdo é dado por:

PD'C _ (D+0C)!
D+C — pict I

Como, no problema proposto, D = C =ne D + C = 2n, temos que:

P = B (21,

2n n'n! n

Desse total, temos que retirar a quantidade de trajetos que ndo desejamos, que Sao 0s que cruzam
aretay = x. Notamos que, ao cruzar aretay = x, 0 trajeto acaba tocando ou cruzando também
aretay =x+ 1 e, portanto, o total de trajetos que cruzam y = x € equivalente ao total de
trajetos que tocam ou cruzam y = x + 1. Como cada trajeto indesejado toca inicialmente a reta
y = x + 1 em algum ponto, podemos usar o Principio da Reflex&o e refletir ao redor da reta
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y = x + 1 aparte do trajeto que vai da origem até o ponto de contato com a reta, obtendo assim
um outro trajeto, com contagem equivalente, que parte do ponto (—1, 1) e deve alcancar (n, n).
Note que tal procedimento de reflexdo pode ser repetido para qualquer trecho do trajeto que
cruze y = x de modo a tocarem y = x + 1, gerando um trajeto equivalente inteiramente acima
de y = x, ou seja, pontos (x, y) tais que y > x. Seja 0 numero de trajetos de (—1,1) a (n,n)
equivalente ao nimero de trajetos de (0,2) a (n + 1,n + 1) dado por:

n+in-1 _ (2n)! _( 2n
Ppn T (n+D(n-1) (n + 1)'

Logo, o nimero de trajetos nas condi¢des dadas que vao de (0,0) a (n,n) tais que x = y é:
) -Gr) =) s =) - () = (-2 () =5 (G)

CQD

EXEMPLO 2.1

Qual a quantidade de trajetos distintos que vao da origem ao ponto (4, 4) se cada movimento
consiste em se deslocar de uma unidade para a direita ou para cima de modo que a ordenada de
cada ponto deve ser maior que a abscissa?

De acordo com as condi¢des do problema, queremos apenas 0s pontos acima da reta y = x.
Podemos, portanto, utilizar o Principio da Reflex&o.

Seja um trajeto qualquer da origem ao ponto (4, 4) representado pela trilha de azul abcdef gh
no plano cartesiano abaixo:

Figura 7 - Principio da Reflexdo 2: exemplo de trajetoria.

Fonte: autor.
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Observe que os trechos abc e def g ndo respeitam a condicdo desejada, que é a de possuirem
todos os pontos acima de y = x. Dessa forma, pelo Principio da Reflexdo, o trajeto abc é
refletido em torno da reta y = x + 1, gerando 0 novo trajeto ijk equivalente, e o trajeto defg
ao ser refletido gera o trajeto equivalente Imnp. Portanto, o nimero de trajetorias da origem ao
ponto (4,4) que possuem pontos acima da reta y = x é equivalente ao total de trajetorias de
(—=1,1) ao ponto (4, 4), ou ainda, transladando, de (0,2) a (5, 5):

P85'3 = (8) =2 =870 _ 54 trajetos distintos de acordo com as condigOes desejadas.
5 513! 3.2

O problema também poderia ser resolvido utilizando os numeros de Catalan, uma vez que o
que desejamos calcular é o total de trajetorias da origem a (4, 4) subtraido do total de trajetos
gue possuem pontos tais que x = y, ou seja:

(i) — ﬁ(i) = %(2) = %% = %. 70 = 56 trajetos desejados.

EXEMPLO 2.m

Tem-se 6 pessoas numa fila de cinema em que o ingresso custa 10 reais. Se 3 pessoas irdo pagar
com uma nota de 10 reais cada e as outras 3 pessoas pagardo com notas de 20 reais, de quantas
formas a fila pode ser organizada de modo que o caixa tenha sempre troco? Considere que 0
caixa comega sem qualquer troco.

A cada pessoa atendida na fila, seja o total de pessoas que pagou com notas de 10 reais igual a
x e o total de pessoas que pagou com nota de 20 reais igual a y. Para que o caixa sempre tenha
troco para dar os que pagarem com notas de 20 reais, deve-se ter que x = y. O problema,
portanto, é analogo ao de calcular o total de trajetorias de (0, 0) a (3, 3) sendo permitido apenas
ir para direita ou para cima de modo que a coordenada x seja sempre maior ou igual a
coordenada y. Como vimos, trata-se de uma aplicacdo do Numero de Catalan para o caso n =
3:

€ =.(%)=120=5.

T 3+1°\3

Para finalizar, basta permutar as pessoas que possuem notas de 10 reais entre elas e as que
possuem notas de 20 reais entre elas:

5.31.3! = 5.6.6 = 180 formas de organizar a fila nas condi¢des do problema.
2.6 Caminhos de Dyck
O matematico alemao Walther Franz Anton von Dyck, que viveu de 1856 a 1934, foi o
primeiro a dar uma definicho matematicamente moderna de Grupo e estabeleceu os

fundamentos da Teoria Combinatéria de Grupos. Os chamados caminhos de Dyck sdo
nomeados em sua homenagem e possuem implicagcdes mais avancadas em Teoria dos Grafos.
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Antes de definir os caminhos de Dyck, definiremos um caminho de escada como um
percurso de um ponto a outro no plano cartesiano por meio de segmentos unitarios para a direita
ou para cima, exatamente como ja fizemos anteriormente.

Sendo assim:

Um caminho de Dyck é um caminho de escada de (0, 0) a (n, n) que fica estritamente
abaixo (mas pode tocar) a diagonal y = x. O nimero de caminhos Dyck de ordem n

é dado pelo ndmero de Catan C, = ﬁ (2:)

(https://mathworld.wolfram.com/DyckPath.html)

Tomemos como exemplos as ilustracdes dos caminhos de Dyck para os casos n = 1,2,3 e 4:

Figura 8 - Caminhos de Dyck.

“JHLLLLLL
H_iL—L
e

j—‘__|
Bt

Fonte: https://mathworld.wolfram.com/DyckPath.html.

EEe it
S

Conforme pudemos verificar pela figura 2.3:

(1) paran = 1 existe apenas C; = i(z) = 1 caminho de Dyck;

1
.. . 1 (4 .
(i) paran=2hacC, = ey (2) = 2 caminhos de Dyck;
. 6 .
(ili) paran=3haC; = 3—11 (3) = 5 caminhos de Dyck;
. . 1 (8 :
(iv) paran=4haC, = el (4) = 14 caminhos de Dyck.

Um caminho de Dyck também pode ser descrito de um modo distinto, por meio de
deslocamentos em diagonal, ou seja, com subidas ou descidas, conforme descrito
anteriormente, de (0, 0) subindo a (1, 1) ou descendo a (1, —1) a cada etapa e assim por diante.
Sendo assim, dizemos que um caminho de Dyck de (0, 0) a (2n,0) com k falhas é aquele que
possui k descidas abaixo do eixo x, denotado por D, .

Seja, por exemplo, a representacdo abaixo de um dos possiveis caminhos de Dyck para n = 3
ecomk = 2:


https://mathworld.wolfram.com/DyckPath.html
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Figura 9 - Exemplo da 22 forma dos caminhos de Dyck.

Fonte: autor.

No entanto, nés ja sabemos que o numero de caminhos de Dyck para o caso n = 3 é dado por

1 (6 . , .
C; = rvey (3) = 5. Dessa forma, somos levamos a concluir que o niumero de caminhos de Dyck

independe de k, ou seja, para o exemplo dado: D3y = D3; = D3, = D33 = Cs.

Teorema de Chung — Feller: O numero de caminhos de Dyck D,, , de (0,0) a (2n, 0), com k

falhas, sendo 0 < k < n, independe de k e é equivalente ao nimero de Catalan C,, = ﬁ (277)

Demonstracéo: Inicialmente, demonstraremos que o numero de caminhos de Dyck independe
de k concluindo que D, x = Dy k41, 5end0 0 < k < n.

Seja um caminho de Dyck genérico D, decomposto pelas etapas BuAdC, segundo a figura
abaixo.

Figura 10 - Caminho D = BuAdC.

Fonte: https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0012365X07001811.

Em que u € a primeira subida acima do eixo x e d € a primeira descida que toca o eixo x ap0s
u. O caminho representado por B, como é anterior a primeira subida acima do eixo x, esta
inteiramente abaixo do eixo x e tem k,; falhas, com k, inteiro positivo tal que k; < k. O
caminho representado por A esta inteiramente acima do eixo x, uma vez que esta apos a primeira


https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0012365X07001811
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subida acima do eixo x e é anterior a primeira descida d, depois de u, que toca o0 eixo x,
portando A ndo possui falhas. O restante do caminho é representado por C e possui k — k;
falhas.

Trocando Bu por Ad obtém-se o caminho D' = AdBuC, com d sendo a primeira descida abaixo
do eixo x e u a primeira subida abaixo do eixo x que o toca.

Figura 11 - Caminho D’ = AdBucC.

Fonte: idem.

Ao fazer a troca, notamos que o caminho D’ ndo possui falhas em A, possui 1 + k; falhas no
trajeto dBu e as mesmas k — k, falhas no caminho restante C, totalizando 0 + 1 + k; + k —
ki = k + 1 falhas. Como os caminhos D e D' sdo caminhos equivalentes, ou seja, possuem a
mesma contagem, concluimos que o nimero de caminhos de Dyck, da origem ao ponto (2n, 0),
com k falhas ou com k + 1 falhas € o mesmo. Portanto: D, = Dy, x41.

O real significado desse resultado € o de que, por meio de trocas sucessivas, podemos ir de D, ,
a D, ,. Seja a representacéo abaixo para o caso n = 3:

Figura 12 - Exemplo de equivaléncia entre D3 o € D3 3.

Fonte: idem.

Uma vez que o numero de caminhos de Dyck D,, ; independe de k, para determinar o seu total
basta calcular para algum valor qualquer de k. Seja o caso k = 0, dessa forma desejamos apenas
0s trajetos acima do eixo x, ou seja, do total de possibilidades de se ir de (0,0) a (2n,0) por
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meio de subidas ou descidas, dado por (21?) iremos retirar aquelas em que y < 0. Como um

trajeto qualquer que fica abaixo do eixo x toca ou cruza a reta y = —1, pelo Principio da
Reflexdo, conforme ja feito anteriormente, 0 nimero de trajetos indesejados é dado pelo total
de modos de se ir do refletido da origem com relagdo a y = —1 até o ponto final (2n, 0).

Ao refletir a origem em torno de y = —1 obtém-se (0, —2) e, o total de deslocamentos desse
ponto ao ponto (2n, 0) equivale ao total de deslocamentos de (0, 0) a (2n, 2):

S+D=2n _ o
Lo - > s=n+1en=n-1
.pSD _(S+D)! _  (2n)! [ 2n
Logo: Fsip = sl (n+D)!(n-1)! (n + 1)'

E o total de caminhos de Dyck é dado por:

= ()= () =5 () =6
CQD
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3 CALCULO DE SOMATORIOS E OS NUMEROS BINOMIAIS

Inicialmente definiremos uma notacdo mais coesa para calculo de somatérios e suas
propriedades para entdo entrarmos no foco do capitulo, que é o Tridngulo de Pascal e os
nameros binomiais.

Diversas propriedades serdo demonstradas, versées ndo convencionais do Triangulo de
Pascal serdo obtidas, de modo a alcangarmos uma versdo geral dos numeros binomiais que
serdo, entre outras coisas, ferramentas muito Uteis para calcular somatorios mais complexos.

3.1 Calculo de somatorios — Notacdo Sigma

Uma série ou somatorio é representado, de modo genérico, por:

Dr_iay=a;+a;+ - +ay

Tendo com propriedades basicas:

(i)  XR.ic.ax =c. X}, ax, com ceR;
(ii) k=1(ar + by) = Xk_1ax + Y= by

Para efetuar o calculo de somatdrios, em geral utilizaremos o Principio Fundamental da
Somacdo, mas antes de introduzir tal principio, definiremos o operador diferenca.
Seja a sequéncia (a,)qey, definimos o operador diferenca por:

|Aak = Ag4q — ak|-

Dessa forma, conseguimos enunciar o Principio Fundamental da Somacdo ou Soma
Telescopica por:

|27(l=1 Aay = apyq — a1|.

Demonstracéo: Desenvolvendo o somatério:
Yr=1la; = Aa; + Aay, + -+ Aa, = (a; —ay) + (a3 —ay) + -+ (a1 — an)-
Dessa forma, fazendo as simplificacdes, é facil notar que obtemos:

k=1Aay = apyq —ay.
CQD

EXEMPLO 3.a

s - 1
Calcule o somatorio: Y,

n —
k=1kk+1)

A técnica consiste em reescrever o somatorio por meio do operador diferenca para entéo aplicar
, - . A .. 1

a soma telescopica. Seja a sequéncia definida por: a; = .

Observamos que:



1 1
kK~ k(k+1)

Aa, =a a—1
k= Qk+1 k= %1

Portanto, aplicando a soma telescopica:

Zﬁ=1@ = —Yro1Aag = —(ape —ag) = — (L_l) __ (l—n—l) _n

n+1 1

EXEMPLO 3.b

L on 1
Calcule o somatorio: Zk=1—ﬁ+\/m'

Ao multiplicar o denominador e o numerador pelo conjugado do denominador:

1 Vk—Vi+1 _ Vk—Vk+1 _ /=
VEHVK+T VE—VE+1  k—(k+1) ket Vk.

Portanto:

a, =Vk - Aakzﬁﬁ YR Aag=ap,—a;=vn+1—-VI=vVn+1-1.

3.2 O Triangulo de Pascal

Ao listar os resultados das combinagdes de n para p numa tabela de modo que n seja sua posigéo
na linha e p seja a posi¢do coluna, ambos a partir do zero, formamos o chamado Triangulo de

Pascal.

Tabela 3 - O Tridngulo de Pascal.

S o~y o D
FLLEee
F Sy FS
S & & &
0y N .
L|nhaO:(U}.

imha2 ) (3) ()
nhas: (3) (3) () ()
ina 42 () () () () (D) |
tmnas: (3) () @) ) D) ©)

& &
T
o o

[ 8]
' '
" '
' ‘
" L ]
" L ]
" L ]
" L]
" L]

L]
Lo
L]

" L ]
"

L ]
Coo
' '
" '
v '

L ]

L ]

L]

L]

L]

Ao efetuar os célculos das respectivas combinacBes, também podemos escrever o

Triangulo de Pascal da forma:

Tabela 4 - Tridngulo de Pascal com os resultados das combinagdes.

45
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e e
O o= N

A seguir demonstraremos algumas propriedades relativas ao Tridngulo de Pascal e as
combinagdes.

Relacéo de Stifel: Também conhecida como a recorréncia ou lei formadora do Tridngulo de
Pascal, é enunciada por:

)+ (i) = Hleomnpen.

Demonstracéo: Reescrevendo, no lado esquerdo da relagéo, as combinacdes:

ny n! _p+1 (n+1).n! _p+1l m+1
(P)_p!(n—p)!_n+1'(p+1).p!((n+1)—(p+1))!_n+1'<P+1>
noy n! _n—p (n+1).n!
(p+1)_(p+1)!(n—(p+1))!_n+1'(p+1)!.(n—p).(n—(p+1))!
_n—p <n+1>
T n+1'\p+1

Somando os resultados obtidos:

( n )_p+1 <n+1)+n—p <n+1>
p+1) " n+1'\p+1) n4+1\p+1

n n +1 n-— +1 n+1 +1
(o) =G0 6r)=G59)- (i)
p p+ n+1 n+1/"\p+1 n+1/ \p+1

(Z)+(pi1)=<;lii>

P
= S
—
+

CQD
Demonstrag@o combinatdria: Seja um conjunto de n + 1 objetos distintos dos quais desejamos
formar subconjuntos com p + 1 objetos distintos, o total de modos de formar tais subconjuntos,
e . +1 . . .
como ja foi visto antes, é dado por (z N 1). Por outro lado, desses n + 1 objetos distintos, seja

um deles qualquer, 0 k —ésimo objeto (com 1 < k < n + 1). O total de subconjuntos de p + 1
objetos pode ser dividido nagueles que possuem o k —ésimo objeto e 0s que ndo possuem. Com

efeito: (Z ::__ 1) = (Z) + (p :l_ 1).
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De acordo com a Relagéo de Stifel, notamos que cada elemento do Tridngulo de Pascal
é dado pela soma do elemento que se encontra imediatamente acima dele com o seu respectivo
anterior:

Tabela 5 - A Relagdo de Stifel.

[y
[y

CombinacBes complementares: Numa mesma n — ésima linha do Tridngulo de Pascal, os
termos equidistantes das extremidades sao iguais:

(Z) - (nﬁp)’ comn,p € N.

Demonstracédo: Tal resultado segue diretamente da aplicacdo da férmula da combinacéo.
Desenvolvendo a combinacdo do lado direito da igualdade acima:

( n )_ n! _ n! _ n! _(n)
n—p _(n—p)!(n—(n—p))!_(n—P)!P!_P!(n—P)!_ p

CQD

Demonstracéo combinatoria: Considere um grupo de n pessoas, o total de modos de se escolher
. « . n
p delas é equivalente ao total de modos de ndo se escolher n — p delas. Com efeito: (p) =

n . . ~
(n _ p). Dai o fato de essas combinag6es serem chamadas de complementares.

Além disso, vale a pena observar que por conta da propriedade das combinacGes
complementares, toda linha do Triangulo de Pascal é simétrica.

Teorema das Linhas: A soma de todos os elementos da n — ésima linha do Tridangulo de Pascal
é igual a 2™:

Tabela 6 - Teorema das linhas.
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Linha0: (1! 1=20

Linha1: 1.1 1+1=2
Linha2: 112 1 142+1=2
Linha3: 1.8 3 11— 1+3+3+1=2
Linha4: 1 4 6 4 11— »1+4+6+4+1=2"

Linha5 1.5 10 10 5 1 —=1+5+10+10+5+1= 2°

Q)+ () +G)+++(})=2"comnen.

Demonstracéo: Aplicando o primeiro Principio da Indugéo Finita, temos que:

P(k): (l(‘)) + -+ (k E 1) + (’;) =2k keN,

Logo:

k=0—>P(O):(8)=1=2°

k=1—>P(1):(é)+( J=1+1=2=2"

Seja, por hipotese, verdade que:

k=n- P(n): (>+ +(nﬁ1)+<2)=2",kEN.

Dado o somatério de combinac@es abaixo, aplicamos a Relacdo de Stifel para cada parcela:
G R G R (P EE G R (98

=("3 @+ D)+ D+ E)-+(GE)+)+ G D)
como (" 0 ) = (6)e (3 41

)
(0)+((0)+ () + «)(»ﬁ&ﬁﬁﬁm+@
=2((@)++ G2+ ()

Portanto, pela hipotese de inducdo:

("31)+(”J1’1)+("J2’1)...+("::1)+(ZID=2.(2“):zn+1

= (n) observamos que o somatorio equivale a:

CQD
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Demonstracdo combinatdria: Seja um conjunto com n objetos distintos, o total de possiveis
subconjuntos que podemos formar com elementos desse conjunto é dado por:

(0)+ (1) +-+()

Por outro lado, como cada um dos n elementos tem duas possibilidades, estar ou ndo estar num
subconjunto, o total de possiveis subconjuntos é dado por: 2.2.2...2 = 2™,

nvezes

()=

Logo:

CQD
Teorema das Colunas: A soma dos n + 1 elementos da p — ésima coluna do Triangulo de
Pascal, a partir de seu primeiro termo, resulta no termo que esta na diagonal do ultimo termo

adicionado:

Tabela 7 - Teorema das colunas.

— et e el
L
—

(g)+(P;1>+(P;‘2>+...+(p;n):<p:;:l_-{1>,comn,pEN.

Demonstracéo: Aplicando a Relacdo de Stifel para cada elemento da coluna p + 1 e depois
somando as equacdes, obtemos:
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()= 0)
Gi1)=Gi)+ (5
(i) =Gra)+ ()

(p+4)_(p+3)+<p+3>
3 p+1) \p+1 p

<p+n>_<p+n—1>+<p+n—1>

p+1)  \ p+1 14
p+n+1\y (p+tn p+n

\ ( p+1 )_(p+1)+( p )

Notamos que se trata de uma soma telescopica e, do lado esquerdo da igualdade, restara apenas

o0 termo (p ;; :l_ 1_ 1) enquanto, do lado direito, aparecera a soma da p — ésima coluna:
1 + -1 2 1
<p+n+ )=(p n)+(p+n )+_._+<p+3>+<p+ >+(p+ )
p+1 p p p p P
CQD

Teorema das Diagonais: Partindo da n — ésima linha e coluna zero do Tridngulo de Pascal, a

soma dos p + 1 elementos em diagonal resulta no elemento imediatamente abaixo do Gltimo
somado:

Tabela 8 - Teorema das diagonais.

1

1.1

192 1
13%8.1

14 6 41
151010 5 1

(8)+(n-{1)+(n;2)+"'+(n;p)=(n+5+1),paran,peN.

Demonstracéo: Utilizando as combinagdes complementares de cada uma das combinacdes da
soma, obtemos a soma dos p + 1 elementos da n — ésima coluna do Tridngulo de Pascal:

G+ (R D+ () =30
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Sendo que, aplicando a combinag&o complementar do resultado, obtemos:

(n+p+1)=(n+p+1)
n+1 p
CQD

Teorema: Sejam n e p nUmeros naturais, temos que:

() <Gan)ser<z o ()= () ser>"3

Demonstragéo: Analisando a diferenca:

n ny n! n! _(n—p)n!—(p+ 1)n!
(p+1)_(P)_(p+1)!(n—p—1)!_p!(n—p)!_ (p+ D! (n—p)!

Obtemos:

( n ) (n) _ (n—=2p—-1Dn!

p+1 P/ (p+ D! (n—p)!

Como os resultados de n!, (p + 1)! e (n — p)! sdo numeros positivos, o sinal da diferenca
analisada dependera do sinal do fator (n — 2p — 1).

Com efeito:

11—210—1>0—>1D<nT_1 ou n—2p—1<0—>p>n7_1.

Ou seja, o real significado desse teorema € o de que, além de os elementos de uma mesma linha
serem simétricos ou complementares, conforme foi verificado por meio das combinacGes
complementares, eles também crescem até a metade da linha e, ap6s a metade, decrescem.
Dessa forma, o maior termo (os maiores termos) de uma mesma linha encontra-se (encontram-
se) no seu centro, sendo que, para linhas de nimero par, hd uma quantidade impar de termos e
de fato ha um termo central que é o maior. Mas, para linhas de nimero impar, havendo uma
quantidade par de termos, ndo ha um Gnico termo central, mas sdo dois termos que ocupam as
posicOes centrais e, consequentemente, sdo 0s maiores termos da respectiva linha.

3.3 Bindbmio de Newton

Considere o célculo do desenvolvimento do bindmio (x + y)™, com n natural e x,y €
R, para 0s seguintes casos particulares:

n=0- (x+y)°=1;
n=1- (x+y)l=x+y;
n=2- (x+y)’=0+y)+y) =x*+xy+xy+y>=x*+2xy+y?%
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n=3- (x+y)>3=+y)x+y)x+y)=0&*+2xy+y)x+y)=x3+x%y+
2x%y + 2xy? + xy? + y3 = x3 + 3x%y + 3xy? + y3.

De um modo mais geral, utilizando a definicdo, considere o desenvolvimento da
poténcia do bindbmio (x + y)", paran € N:

x+y)"=C+y)x+y)..(x+y),

nvezes

ao invés de nos preocuparmos em calcular o resultado final desse desenvolvimento, nos
perguntamos o seguinte: qual sera o coeficiente do termo que contém y*, com 0 < k <n? O
raciocinio consiste em analisar a distributiva dos n fatores iguais a (x + y), pois para que
apareca a poténcia y*, dos n fatores acima, devemos escolher em k deles o y para fazer a

distributiva e, consequentemente, nos outros n — k restantes, o x foi o selecionado para a
distributiva. Sabendo que, dados n fatores, o total de modos de se escolher k deles é (Z) este

sera o coeficiente procurado.
Portanto, o termo genérico do desenvolvimento do bindmio acima é expresso por:

= ()

Considere 0s casos particulares:

n
0

k=1- (;L) x" 1yl = nx™ 1y - 2° termo do desenvolvimento;

k=0- ( )x”“’y0 = x™ - 1° termo do desenvolvimento;

k=2- (721) x""2y2 - 3° termo do desenvolvimento.

Generalizando, o termo geral do desenvolvimento do binbmio € expresso por:

o

emque 0 < k <nek+1¢éaposicdo do termo no desenvolvimento de (x + y)"™, comn € N,
organizado segundo poténcias crescentes de y (ou decrescentes de x).

Logo, o bindmio pode ser reescrito na forma do somatorio:

(e + )" =i () A yK

EXEMPLO 3.c

9
. - 1 - A -
Determinar o sexto termo no desenvolvimento de (3x2y - g) , organizado segundo poténcias
decrescentesde x e y.
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k
Seu termo geral € dado por: Tj;q = (z) (3x2y)ok (_ 1) ,

3
1\>

Logo, sendo k+1=6, devemos ter que k=5 e Tg= (g) (3x%y)o—> (— —) =

3
9! 1 9.8.76 1
o3y (— ) = =2yt = a2ty

EXEMPLO 3.d

6
Qual o termo independente de x em: (x2 + i) ?

Seu termo geral € dado por: Ty, = (2) (x2)67k(x 1k = (2) x12-2k—k — (2) x12-3k

Portanto, para obter o termo independente de x: 12 — 3k = 0 - k = 4.
Logo: Typq = (Z) x1?2712 5 T = 4?—;' = 15.

EXEMPLO 3.e
Qual a soma dos coeficientes do desenvolvimento de (x + y)™?

Como estamos interessados apenas nos coeficientes, basta impor que x =y = 1: (x + y)" =

n N\ n—k. k n _y\yn N\ tn-kqk n_ (M n n
Bheo () 2" = @ D = Do () 107410~ 2= () + (1) ++ ()
Portanto, a soma dos coeficientes é dada pela soma dos termos da n — ésima linha do Triangulo
de Pascal, que vale 2".

Para interpretar o resultado obtido para (x + y)™ = Y }-o (Z) x™kyk sejam os casos
particulares:

n=4- (x+y)4=( x* ()x3y+(g)x2y2+(§)xy3+(i)y4

Ou seja, os coeficientes do desenvolvimento do binémio (x + y)™ sdo os resultados das
n

p
Pascal. Por conta desse fato, os resultados das combinacGes sdo também chamados de nimeros

binomiais ou coeficientes binomiais.

combinacGes ( ) com p €{0,1,2,...,n}, que formam a n — ésima linha do Triangulo de

3.4 Definicéo geral de coeficientes binomiais

A versdo estendida dos numeros binomiais é dada por:
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u(u-1)(u-2)..(u-r+1)

u - , ser>0
(r)z 1, ser=0 ,sendou € Rer € 7.

0, ser<o

Note que agora as combina¢Ges podem ser calculadas ndo apenas de um numero natural para
outro natural, mas foram estendidas de um real para um inteiro. Antes de analisar as
consequéncias dessa versdo mais geral nos teoremas anteriormente demonstrados, vamos
calcular alguns resultados basicos.

EXEMPLO 3.f
(—1
Calcule: ( 3 )
De acordo com a definicdo apresentada: (_31) = (_1)(_1_3'1)(_1_2) =-1.
EXEMPLO 3.9
(1
Calcule: (2)

Aplicando a definigéo: (;) = % = 0.

EXEMPLO 3.h

1
Calcule: <E>
3

Pela definico: <§>=(%)(%-1)(%—2)=%(—%)(—%) 3 _ 1

3 3 3 222321 16

Dessa forma, como pudemos observar no exemplo 3.g, para u e r naturais, temos que:

(Z) =0,r>u.

De acordo com essa nova definicdo de ndmeros binomiais, observe que ndo faz sentido

atribuirmos um significado combinatorio para os resultados das combinacGes e nem aplicarmos

~ . ;. . n
demonstracdes combinatdrias para os teoremas. Sejam os resultados de (k) com n, k € Z,

observe que agora ndo faz sentido considerarmos valido o teorema das combinacGes

complementares. Como contraexemplo, sejam (_kl) e (_;i k):

-1\ _ (D(2)(=3)..(-1-(k-1)) _ (-D*123.k _ k
( k ) - k! - k! = (=D*%
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E, por meio da defini¢do, temos que:

— 0,k>-1;
(—1 i k) - {(—1)‘1j,k < -1

Portanto, (_kl) + (_;i k)'

Dessa forma, para r € R, 0s principais teoremas e identidades que permanecem validos e as
respectivas condicdes de validade sdo:

(1) Soma de nimeros binomiais: (]:) = (r ; 1) + (]: : 1) para k € Z.

(i)  Absorcao: (]:) = %(Z : 1) para k inteiro ndo nulo.
k—r—1

(ili)  Negacdo superior: (;) = (—1)"( K ) para k € Z.
(iv)  Reversdo trinomial: (7:1) (1]?) = (Z) (:;l__];{) para m, k inteiros.

v) Teorema das diagonais: Y.x<n, (r : k) = (T + Z + 1), parak,n € N.

Utilizando a definicdo apresentada e aplicando sucessivamente a soma de nimeros binomiais,
. . n ~ . .
iremos analisar os resultados de (m) para montar algumas versdes mais estendidas do
Triangulo de Pascal:

(1) Com m e n naturais quaisquer:

Tabela 9 - Triangulo de Pascal estendido 1.

Mlw| N |k oS53
SN
slw v R o
o|lw | r ol o
Ak, o oo
~|lolo ol o
olo o ol o

(i) Com m e n inteiros quaisquer:

Tabela 10: Triangulo de Pascal estendido 2.

-4 |-3|-2/-1/0|1|2|3|4|5]..
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-1/-1/1 -1/1 0/0/0/ 0/0]|0O
0 |0 |O O O |1|0|0|0O|0O]}O
10 0 |0 |O 1/2, 0/0/0 0
2 |0 |O O O |1]|2|1/0/0]/|0
3 /0|0 0 O |21|3|3/1/0]/0
4 |0 |O O O 1/4|6 4/1]|0

Para dar sequéncia, iremos antes demonstrar um Teorema importante e que sera
necessario futuramente:

Teorema: Seja r um namero real e kK um inteiro, temos que:

()= o (570

também chamada de negacéo superior.

T‘) _r(r-1)(-2)..(r-(k-1))

Demonstracéo: Desenvolvendo o nimero binomial: (k o

Por outro lado:
rr-1)(r-2)..r-(k-1)) _ D*&k-1-1..-NA-N(Er) _ , k(k—1-71
k! - k! =1 ( k )'

CQD

Desenvolvimento do binbmio de Newton: De acordo com a definicdo estendida dos numeros
binomiais, podemos escrever o desenvolvimento de um binémio (x + y)%, para u € R, da
forma:

e = Q) () () o g ()]

EXEMPLO 3.i
Encontrar o coeficiente de x3 em: (1 + 4x)'/2.

D(E-1)(3-2)..C-r+1
Temos que: (1+ 40172 = 52, (V/2) (a7 =y ar W2 Gren
Ly, 1_1\(_3
Portanto, o coeficiente de x3 é dado por r = 3: 43 M = 26 (2)5)

2V 2/\ 2) _»y
3! 6
EXEMPLO 3]
1-V1—4x w 1 (2
Prove que: — % = Zn=om( T:l) x".
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Temos que: (1—4x)2=3%, (1/2)( 4x)k =y, G)(%_l)k,(%_kﬂ) (—4x)k=1-

1.3. (Zk 3)

Lo —— (20"
) 1-1—4x 13.. (Zk 3) k-1 _ (2k-2)!  x*1 o (2K xK
Logo: 2x = Q=1 (2)7 = X Tk-DI(k-1)! k _Zk=°mm_

L= 0( )kx-:l

. . . , 1 (2n
Observe que o termo geral do desenvolvimento acima é o numero de Catalan: C,, = m( " )

3.5 Somatorios de expressdes polinomiais
Seja um polinémio genérico P, de grau n, representado por:
P(x) =aux" + ap_1x" 1+ -+ a;x +ag, cOMay, ...,ap € R,n €N.
Tem-se que P pode ser reescrito da forma:
P(x) =A,x(x—1) .. (x —(n— 1)) +A,_1x(x—1).. (x —(n- 2)) + -+ Ax+ A,
onde cada A, pode ser escrito em termos de a,, an_1, ..., g, para0 < k < n.

Como a identidade é sempre valida, o polindmio P pode ser representado por:

x(x 1..(x—(n-1))(x—n)!

n!(x—n)!

x(x=1)..(x—(n-2))(x—(n-1))!
(n-D!(x—(n—1))!

P(x)=n'A

A,.
Logo:

+(n— 1) Ay, + ot Agx +
PG) = by () +bua (1) 4+ b1 (§) +bo (3). combe =kt A e 0 <k <.

Dessa forma, dado o polinémio P de grau n, sempre sera possivel reescrevé-lo de acordo com
a identidade:

apx™ + @y x" 7 a4 ag = by () + baoa (= ) + by (7) 00 ()

Uma aplicagdo muito atil de tal resultado é para o célculo de somatorios da forma S =

Z';Z_k P(x), em que, ao reescrever o polinbmio em termos de nimeros binomiais, podemos
—n1

utilizar suas propriedades, respeitadas as respectivas condi¢des para o dominio de P.

EXEMPLO 3.k
Calcule: Y- k
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Seja P(k) = k, reescrevendo o polinémio P na forma demonstrada: P(k) = k = (II)

n+1)_(n+1)n
2 /2

Portanto, utilizando o Teorema das Colunas: Y-, k = Y= ('llc) = (

EXEMPLO 3.1
Calcule: ¥7_, k2.

. _ .2 _ k k — k(k_l) — — —
Seja: P(k) = k —A(2)+B(1)+C—A—2 +Bk+C—>A=2B=1eC=0.

Logo: Tk k* = Xien [2 (Izc) + (II)] = 2. Xk=2 (Izc) + Xk=1 (I{) =2 (n -5|’_ 1) + (n; 1).

(n+1)n(n-1)

Simplificando o resultado, obtemos: 3%, k? = 2.————+ (n“;!l)n = (n“;l)n. [2(n—1)+
__ n(n+1)(2n+1)

3] = —

EXEMPLO 3.m

Calcule: Y)1v,i(i + 1).

Inicialmente, observamos que: P(i) = i(i+ 1) =i?+i=A4 (é) +B (i) —»A=2eB=2.

Logo, pela relagdo de Stifel: P(i) = 2 (;) +2 (i) =2 [(é) n (;)] - (i 42— 1).
Calculando o somatério pedido: Y, i(i+1) =X, 2 (i + 1) =230, (i + 1) _

2 2
2.(”?2).
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4 POLINOMIO DE LEIBNIZ E FUNCOES GERADORAS

Dando continuidade ao capitulo anterior, o desenvolvimento de um binémio serd
generalizado para o desenvolvimento de polindbmios e a técnica de determinacéo de coeficientes
sera bastante explorada.

Por meio das mais diversas ferramentas matematicas, o apice do capitulo consiste em
utilizar a expansao de fungcfes em séries de poténcias para a determinagdo de seu termo geral
na resolucédo de problemas de contagem, obtendo poderosas técnicas de resolucéo de problemas
de andlise combinatdria por meio de fungdes geradoras.

4.1 Polinbmio de Leibniz

No capitulo anterior, vimos como determinar um termo geral no desenvolvimento de um
binbmio. No entanto, agora, por meio de raciocinio semelhante, iremos generalizar tal
argumento para determinar um termo genérico do desenvolvimento de uma poténcia de um
polinémio.

Seja o desenvolvimento de:

(X1 + 2+ 4x)" = (0 25+ 1) o (g + % + -+ X)),

nvezes

. . .. o) a
Estamos interessados em determinar o coeficiente de um termo genérico x; x> w2, de

modo que a soma dos expoentes naturais deve ser a; + a, + --- + a,, = n. Para isso, por meio
de um raciocinio semelhante ao ja empregado anteriormente, para se obter x;*, deve-se
escolher, nos n parénteses da distributiva, 0 x; por a; vezes; assim como nos n — a, parénteses
restantes, o x, deve ser escolhido em a, vezes; nos outros n — a; — a, parénteses, 0 x5 deve
ser escolhido por a3 vezes e assim sucessivamente, até que NOSn — a; — @, — " — Ap_1 = Q,
parénteses restantes da distributiva o x,, seja escolhido. Com efeito, o total de escolhas pode ser
calculado por meio de:

n n_al n_al—afz n_al_az_"'—ap_l
(al)( a, )( as )( ap ) -
n! (n—ay)! (n—a;—ay)! (n—ai—az——ap_1)!
aq!(n—a)! axl(n—a—a)! azl(n—a;—az—az)! " ap!(n—a;—az——ap_1—ap)"’
ao efetuar as simplificagGes no produto acima e sabendoque n —a; —a; — " — ap_g — @, =
0, obtemos:
n! n!
arlazlasl..apl0!  ajlaylas!..ap!’

Logo, o termo geral do polindmio de Leibniz é expresso por:

n! a; .oy ap —
" S S M ,comaq +a; + -+ a, =n.

allaz'a3'ap'

E o desenvolvimento do polinémio de Leibniz pode ser calculado por meio do somatorio:
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n! ap
x1 X'2 W X |,

(x1+x2+"'+xp)n: D

al'az'ag' Qp!

sendo a soma dos inteiros ndo negativos a; + a, + -+ + a, = n.

EXEMPLO 4.a
Determine o desenvolvimento de: (x? + 2x — 1)*.

4!

al!az!a3!

(1)@ (22) % (~1)% =

Sendo o termo  geral representado  por:

(—1)*32%2x2%1%%2 de modo que a; + a, + az = 4.
allaz'a3
Agora teremos que abrir em diversos casos, mas, para isso, analisaremos segundo valores
decrescentes para a;:
(1) Para a; = 4:
Entdo temos apenas que a, = a3 =0

x8.

(i) Para a; = 3:
Entéoa, =leas =

4!

: ( 1)a32a2x2a1+a2 —
a1|a2'a3

( 1)020 2(4)+0 —

4!0!0!

21 6+1 _ 8x

20 6+0 _ _4_x6_

) 3'1'0'

oua, =0eaz =
3|0|1|
(ili))  Paraa; = 2:
Entdo a, =2ea3 =0:

2|2'0|( 1)022 442 _ 24X
( 1)121 4+1 24X :
( 1)220 4+0 _ 6X

oUa, =1eaz = 2'1'1'

ou a, = Oe a3 = 4.
2'0'2'
(iv) Paraa; =1:
Entdo a, =3 ea; =

( 1)023 243 _ 32X

' 1'3'0'
oua, =2eaz = 1'2|1' 22x2%2 = —48x*;
oua, =leaz = 2: 1!1'2'( 1)221x2+1 = 24x3;
oua, =0eaz =3 20x2%0 = —4x2,

(v) Para a; = 0:
Entdio a, = 4ea; =

0'4'0'( 1)024x0+4 = 16x%;
( 1)123 0+3 — 32x .
22x0%2 = 24x7
0'1'3'( 1)321 0+1 — —8x;

U@, =0ea; =4 ——(-1)*2%"*0 = 1,

ou a, = 3 ea3 =1: 0'3|1'

oua, =2ea; = 0'2'2,

oua, =leasz =3:

Ao somar cada um dos resultados acima e reduzir os termos semelhantes, obtemos:
(x? +2x —1)* = x® + 8x7 + 20x° + 8x° — 26x* — 8x3 + 20x2 — 8x + 1.

EXEMPLO 4.b
Quial o coeficiente de x*° no desenvolvimento de: (2 — x> + x7)20?
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Inicialmente devemos escrever a representacdo do termo geral:

20! A1 5\Us (73 — 200 A1 (__1\Uz A502+7 3
‘11!“2!“3!(2) (=) %) _al!az!ag!(z) (=1)%x '

Na expressao obtida para o termo geral, iremos impor a condic¢do do enunciado: 5a, + 7a; =
19, lembrando que a; + a, + a3 = 20.

Notamos que a Unica maneira de se obter 5a, + 7a; = 19 é para a, = 1 e a3 = 2, portanto
a, +1+2=20- a; =17.

Substituindo na expresséo do termo geral:

20! Q1(_1\az5a2+7as — _ 20! 17/ 1\1.5+414 _ _ 201918 17 19 _

—3420.131072.x'° = —448266240x°,

4.2 Introducéo as func¢des geradoras

Estamos acostumados a calcular o nimero de solucdes inteiras ndo-negativas de uma equacao
por meio das combinagdes completas (ou com repeticdo) ou ainda o famoso permutar
“pontinhos” e “tracinhos”.

Seja, por exemplo, a equacdo: x; + x, + x3 = 4. Sabemos que o total de solucdes inteiras é

dado por CRyq = (° ~ 1 R (2

n, com k sendo 1, 2 ou 3 e n € {1,2,3,4}, também sabemos resolver por meio de uma
substituicdo de variaveis do tipo y, = x; + n.

) = 15. Caso seja acrescida alguma restri¢do do tipo x;, =

Um outro método para resolver o mesmo problema € considerar um polinbmio para cada
incdgnita em que todos os possiveis valores de cada incognita sdo representados pelas
respectivas poténcias da variavel no polinémio.

Seja a equagdo inicial: x; + x, + x3 = 4. Como n&o ha restri¢des adicionais, cada incognita
pode assumir valores que vao de 0 a 4. Com efeito:

pr =x%+ x4+ x% +x3 + x*

pr =x%+x1 +x%+x3 +x*

ps =x%+x1 +x%+x3 +x*
O método consiste em procurarmos o coeficiente da poténcia de x* no produto dos trés
polindmios. E possivel verificar que cada coeficiente de x* representa o total de modos de se

obter a soma k na equacdo dada.
Portanto, para obtermos o expoente 4 em (1 + x1 + x? + x3 + x*)3:

A+xt+x2+x34+xD3 = +x '+ 22+ 3+ 2@ +xP +x2 +x3 +xH (A + 21 +
x? + x3 + x%),

basta encontrar o total de modos de se obter x* na distributiva acima. O que pode ser obtido ao
analisarmos, na distributiva, todos os possiveis modos de se obter o coeficiente desejado:

1= () (Y) -3

151= (BB -
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Portanto: 3+ 6 + 3+ 3 = 15.

Pode ndo parecer o melhor método para resolver um problema ja conhecido, mas caso alguma
outra restricdo diferente seja colocada, por meio deste método somos capazes de calcular o total
de solugdes inteiras sem grandes dificuldades.

EXEMPLO 4.c
Quantas sdo as solucbes inteiras da equagdo x; + x, + x3 = 6 em que x; € {1,2}, x, € {4,5,6}
e x; €{0,1,5,6}?

Formamos os polindémios:

py = x! + x?
py = x* + x5+ x°
pz = x° 4+ x + x5 + x6

Portanto:  (x! +x?)(x* + x>+ x)(1 +x' + x> +x®) =21 +x)1 +x + x> (1 +x +
5 6

x> + x°).

Observamos que a menor poténcia é de x° e que para obter x® devemos calcular o total de

modos de se obter x na distributiva: [1,1,x] = (;) (1) = 3.

EXEMPLO 4.d
Numa urna ha 4 bolas, sendo duas amarelas, uma branca e uma cinza. Qual o total de modos de
retirarmos trés bolas da urna? Discrimine 0s casos.

De modo analogo as construgdes feitas anteriormente, teriamos os polinémios: p; =1 + x +
x%,p, = 1+ xeps; = 1 + x. No entanto, para melhor discriminar os casos, tomemos o produto
dos seguintes polinémios:

(1+ ax + a?x?)(1 + bx)(1 + cx)
=1+ (a+b+c)x+ (a?+ab+ ac + bc)x? + (a?b + a®c + abc)x3
+ a’bcx*

Portanto, existem 3 modos de se retirar trés bolas da urna: duas amarelas e uma branca, duas
amarelas e uma cinza e uma amarela, uma branca e uma cinza.

EXEMPLO 4.e

Num jogo, pontos sdo ganhos somando-se os valores obtidos ao se jogarem dois dados em
forma de tetraedro regular, cujas faces sdo numeradas 1, 2, 3 e 4. O valor obtido é aquele que
estd na face voltada para baixo. Porém, por defeito de fabricacdo, um jogo veio com um dado
numerado 1, 2,2 e 3e o outro, 1, 3, 3 e 5. Ao receber o jogo para substitui¢do, o dono da fabrica,
que era matematico, argumentou que 0 jogo ndo mudaria mesmo utilizando os dados
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defeituosos, isto e, que o nimero de maneiras de se obter n pontos, 2 < n < 8, com os dados
defeituosos e com os dados normais era 0 mesmo. Ele tinha razdo? Explique.

Para analisar se ele tinha razdo ou néo, o jogo ndo mudaria se independente do par de dados a
contagem de possibilidades para cada pontuacdo fosse a mesma. Inicialmente, para os dados
corretos, teriamos:

(c+x2+x3 +x%)? = 1x2 + 2x3 + 3x* + 4x> + 3x° + 2x7 + 1x8.
Por outro lado, para os dados defeituosos:

(x4 2x% + x3)(x + 2x3 + x°) = 1x2 + 2x3 + 3x* + 4x> + 3x°® + 2x7 + 1x8.

Portanto independente do par de dados, as contagens sdo equivalentes e o dono da fabrica estava
correto.

4.3 Defini¢éao de funcéo geradora

Uma série de poténcias é uma soma infinita que pode ser representada por:

ag + ayx + ax® + azx3 + - =32 apxk

em que (ax)ren € @ Sequéncia de coeficientes.
Observe que qualquer polindmio em x pode ser escrito dessa forma, pois, por exemplo:
p(x) =3x —x3 4+ 2x* = 0 + 3x + 0x% — x3 + 2x* + 0x° + 0x® + -+

Como consequéncias da definicdo e de acordo com as propriedades dos somatérios
vistas anteriormente, temos que:

(i) Duas sérias de poténcias A(x) = Y5, axx® e B(x) = X%, brx*sdo iguais se, e
somente se, a, = by, paratodo k € N.

(i) A soma das séries de poténcias A(x) = Y, arx® e B(x) = X, bix® é a série
de poténcias A(x) + B(x) = Yizo(ax + bp)xk.

(iii) O produto das séries de poténcias A(x) = Y-, axx® e B(x) = Yo brx” € asérie
de poténcias A(x).B(x) = Yeo(aohy + ajby_q + - + apbg)x* =
Z/?:O(Zi'c:o aibk_i)xk.

Definimos, portanto, a fungdo geradora ordinaria da sequéncia (ay)rey COMO a Séria de
poténcias:

() = ¥ g apx¥]

Em outras palavras, uma funcdo geradora ordinaria € uma série de poténcias na qual seu
coeficiente a;, para todo k € N, representa 0 nimero de solu¢Bes para algum problema
combinatério. Dessa forma, a estratégia para resolver problemas de analise combinatéria
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usando fungdes geradoras consiste em encontrar a fungdo geradora em que seu coeficiente se
adequa as condicGes do problema.

EXEMPLO 4.f
Qual a fungdo geradora ordinaria f(x) na qual o coeficiente a, de x* representa o nimero de
k — subconjuntos de um conjunto de n elementos?

n

Sabemos que um conjunto de n elementos possui (k

cada.
Portanto, a funcdo geradora pedida é dada por: f(x) = Yo (Z) xk.

) subconjuntos distintos com k elementos

EXEMPLO 4.9
Quantos sdo os pares ordenados (a,b), com a e b inteiros ndo-negativos, que satisfazem a
equacéo: 2a + 5b = 277

Se considerarmos 2a = x; € 5b = x,, reescrevemos a equacao da forma: x; + x, = 27.

Seja, de modo geral, a equacdo x; + x, = n, com n € N. Os valores assumidos por x; e por
X5, respectivamente, sdo: {0, 2,4, 6,8, ...} € {0,5,10, 15, ... }.

Logo, modelamos as funcdes geradoras para os valores de x; e de x, respectivamente por:
Aj() =14+x2+x*+x84+x8+ e d,(x) =1+x> + 20+ x1° + .

A funcdo geradora para o caso geral x; + x, = n € dada pelo produto f(x) = A;(x)A,(x) e,
considerando n = 27, estamos interessados no coeficiente de x27:

Portanto, existem 3 pares ordenados que satisfazem a equacéo.
4.4 Determinacéo de coeficientes de fungdes geradoras

Pudemos observar que a modelagem de fungdes geradoras é uma poderosa ferramenta
para resolver problemas de combinatoria, bastando determinar o coeficiente adequado ao
problema. Portanto, vamos agora desenvolver alguns métodos para determinar o coeficiente
desejado utilizando algumas propriedades algébricas das séries e até mesmo algumas
ferramentas do Célculo e da Analise. Nesse sentido, € importante salientar que ndo estaremos
preocupados nas condigdes as quais as séries convergem ou divergem, assunto este que pode
ser melhor abordado num estudo de critérios de convergéncia de séries. Como o nosso foco é
unicamente o de determinar o coeficiente adequado da funcdo geradora, vamos buscar
representar as series do modo mais simples possivel, de modo a facilitar a determinacgdo do
coeficiente desejado.

EXEMPLO 4.h
Determinar a fungdo geradora para a sequéncia (ay)xey tal que a;, = 1.

De modo imediato, a funcdo geradora para tal sequéncia de coeficientes é dada por: f(x) =
T4+x+x2+x3+ -
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No entanto, estamos agora interessados em escrever tal funcdo geradora de modo mais simples.
Para isso, seja 0 raciocinio que segue:

fO=1+x+x2+x3+>xf(x) =x+x%+x3+x*..
Logo:
OO = xf0) =1 f(0) = 24
Dessa forma:

() f(x)=1+x+x2+x3+...=ﬁ
X

(i) x+x?+2°3+x" . =xf(x)=—

1-x

2

(i) a3+ xt xS = () = =

k

(iv)  xF+ x4 xRtz =xk f(x) = 1xTx
Além disso:

() f(x)=1+x+x2+x3+...=ﬁ
(ii) 14 x2+xt+x6 4.0 = —

1—x2
(i) 1+x3+x0+x° 4+ =—

1—x31
(iv)  1T4+x*+x2F 3k 4= —

1-x

Também temos que:

() f)=1+x+x2+x3+-=

) - 14 2x +3x% + 4x3 o = —
(1-x)?

2 3 4 1 2 3
(iii) ff(x)dx=x+x7+x?+x:+---=f E)dx=—ln(1—x)—> x+x7+x?+

(ii) f’(x)=0+1+2x+3x2+-~~:(

4
X 1

—+ - =ln—
4 1-x

EXEMPLO 4.i
Determine a funcéo geradora f (x) = Y, arx” tal que a;, = 2k + k2.

De acordo com as propriedades, podemos decompor tal fungdo geradora como soma de outras
duas tais que by, = 2k e ¢, = k?, com ay = by + ¢.

Logo: f() = Ximo ax™ = Yo (by + i) = io brx + Xilg cex® = f(x) =
2 Yo kx® + X k2xk.
Sendo que:

L= 14 2x+3x2H4x% 4> —— = x4 2x2 + 3x3 + 4t 4 = B kK,

(1-x)2 (1-x)2 -
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X
m=1+2x+3x2+4x3+---—> m=x+2x2+3x3+4x4+---

Logo:

x \ _ 2.2 2.3 2.4 4 ... _XA+x) _ o 2.k
x((1—x)2) =x+2%x* +3°x° +4°x* + _(1—x)3_2k=°kx'

Obtemos, dessa forma:

_ o Kk . 2.k _  2x x(14x)
f(X) - 22]{:0 kx® + Zk:ok X" = (1-x)2 (1-x)3"

Demonstraremos, agora, um teorema auxiliar para a determinacdo de certo tipo de
fungdes geradoras.

Teorema: Seja (a;) ey @ Sequéncia de coeficientes cuja fungdo geradora é dada por f(x), entdo
a fungdo geradora da sequéncia de coeficientes dada por ¢, = ay + a; + -+ + a, é dada por:

1
().
Demonstragdo: Sejam as sérias de poténcias f(x) = A(x) = X7, axx® e B(x) = X5, brx*,
conforme ja definido anteriormente.
Sabemos que: A(x). B(x) = Ypeo(Z o aibr_i)x* = Xpo(aohy + arbr_q + -+ + agbg)x*.
Ou seja:

f(X)B(x) = aobo + (a0b1 + albo)x + (aobz + a1b1 + azbo)xz +

Tomando b, = 1, para todo k natural, temos que B(x) = Xsobpx* = Yo oxf =1+ x +

1
x%+ .- =—eque:
1-x

1
f (). (m) =ay+ (ap +a)x + (ag + a; + ay)x? + -

Ou seja, obtemos a fungdo geratriz da série de coeficientes dada por: (ag + a; + -+ + ax) ken-
CQD
Tal resultado sera muito util para problemas quem envolvam calculos de somatdrios.

EXEMPLO 4.
Calcule o somatério: 12 + 22 + 32 + --- + n?2.

Trata-se da soma dos quadrados dos n primeiros inteiros positivos, resultado ja obtido
anteriormente por meio de outra técnica.
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Utilizando funcgbes geradoras, sendo ¢, = 12 + 22 + 32 + .-+ n?, temos que a funcdo
geradora para essa série de coeficientes é dada por C(x) = (Tlx) f(x), com f(x) = X7, arx”
e a, = k?, para todo k natural.

Como ja foi determinado no exemplo anterior: f(x) = Yoo k2x* = _’(Cl(:;‘;
Logo:
- w (—4
€t = (ﬁ) J(Cl(i;cg) =@x+x)A-0)"*=+ x2)-2k=0( ) ) (—x)k
o k+d-1 o (k
C) = (x +x?). o (- D" ( ¥ k ) (—0)* = (x+ xz).2k=0( -llc_ 3) xk
= © k+3 k 2 oo k+3 k
Clx) = x.Zk=0( k )x +x -Zk=o( N )x

Portanto, para obter o coeficiente de x™, basta somar os coeficientes de x. x™ ! e de x2. x™2:

—1+3 —2+3 +2 +1

a=("L 1)+ (" 25 7) =G I+ (G ,)
B n+2)(n+ 1)n(n—1)! N n+1nn—-1)(n-2)!
T m-D!'n+2-m-1D) m-D(n+1-(1n-2))!
nm+2)(n+1)n (n+1n(n-1) n+1n

n = 31 + 3! 3l

Cn

[n+2+n-—1]

Logo:

o - nn+1)(2n+1)
n 6

EXEMPLO 4.k
Quantas solugdes inteiras ndo negativas possui a equagdo: x; + x, + -+ x,, = p?

Como cada incégnita pode assumir valores naturais, temos que a fungdo geradora do problema
¢ dada por: fF(X)=(Q+x+x>+x3+-).Q+x+x2+x3+-)=A+x+x%+

nvezes

X £ = () =@ -0

1-x
De acordo com as condicBes do problema, buscamos o coeficiente de x?:
_ w (TN o +n—-1

HORICEEIRES v (R TCPOUES -9 (s

o +n-1
2”=°(p p )xp'

) (PP =

Portanto, a solucdo do problema ¢é dada pelo coeficiente: (p + ; B 1).

Note que tal solugdo representa o total de combinagGes com repeticdo de n para p: CR,,, =
(p +n— 1)
p .

EXEMPLO 4.1
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De quantas formas podemos selecionar 3n letras de um conjunto de 2n a’s, 2n b’s ¢ 2n c’s?

Como cada uma das letras pode ser retirada de 0 a 2n vezes, a funcdo geradora para as retiradas
de cada uma delas é dada por:

T+x4+x*+ - 4x=0+x+x2+)— (" 4 x2H2 4.0
1 x2n+1 1_x2n+1

T+x+x2+ -4 x*" = - =
1—-x 1-—x 1—x

A funcdo geradora f do problema proposto é expressa por:

1-— x2n+1 3

FOO) = +x+x%++x2)3 = <1—_x> =1 -x"H1-x7°

— (1 _ 3x2n+1 + 3x4n+2 _ x6n+3)(1 _ X)_3

— (1 _ 3x2n+1 + 3x4n+2 _ x6n+3)_z (_3) (_x)k
k=0 \ k
Portanto, a solucéo do problema é dada pelo coeficiente de x3™ em:

f(x) — (1 _ 3x2n+1 + 3x4n+2 _ x6n+3)_zm (_1)k (k + ]5; - 1) (_x)k
k=0

f(x) = Z}O::O (k ;Ic- 2) xk — 3y2n+1 ZZO:O (k -]I{_ 2) Xk + 3x4n+2 Z:):O (k -]I(_ 2) ok

_ e 6n+3 Z:;O (k 7{' 2) Xk

Sendo o coeficiente procurado dado por:

(3n + 2) 3 (n + 1) B (Bn+2)(3n+ 1)(3n)! _ 3 (n+ Dn(n —1)!

3n n—1 (3n)! 2! (n—1)!2!
In?2+9n+2—-3n%—-3n 5
= > =3n“+3n+1

Outras ferramentas poderosas para se determinar séries de poténcias sdo o polindémio de
Taylor e a série de Maclaurin.

Polindmio ou série de Taylor: O polinémio p de Taylor, de grau n, de umafuncdo femx = a
é tal que:

f@=p@), f'(@=p'@, f"(@=p"@@, .. fP@=p™(a).

De acordo com essas condicdes, a serie de Taylor pode ser representada por meio de:

p(0) = 520 2@ (5 — gy com £ (a) = f(a).

n!

Em que, dessa forma, teremos a série de poténcias p como uma aproximacao da funcéo f de
erro tendendo a zero. Em outras palavras: p(x) = f(x).
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No nosso caso, em particular, estaremos mais interessados nas situagdes em que a = 0,
gerando a chamada série de Maclaurin:

) = 220 @ 2l com £©(0) = £(0).

n!

EXEMPLO 4.m
Seja D,, 0 desarranjo, ou permutacao caotica, de n objetos distintos. Demonstre que, para n —

oo, temos que: D, ~

Ja foi demonstrado anteriormente que: D,, = n! = — S Z?:o( il
o! 1 n!

Por outro lado, seja a expansao de f(x) = e* na série de Maclaurln.

* MO L _fO SO O, 1O
f(x)=zk=0 =L 2, S
Uma vez que f(x)=e*->f'(x)=f"(x)=f"(x)=-=fM(x)=--=¢e* entlo
£(0) = £™(0) = 1, para todo n natural.
Logo:
f(0) f (0) f”(O) f”'(O) 1 x x* x°
e T T T T T TR TR TR
1_—1 —1_1 1 1 1 = n (1)71
fED=er e =g nta at T AL L T

Dessa forma, paran — oo, temos que:

D, =nle”
CQD

4.5 Funcéo geradora exponencial

Para introduzir o conceito de funcOes geradoras exponenciais, seja 0 exemplo 4.d
resolvido anteriormente acrescido da condicdo de que a ordem de retirada das bolas de cores
distintas deve ser contabilizada.

EXEMPLO 4.n

Numa urna ha 4 bolas, sendo duas amarelas, uma branca e uma cinza. Qual o total de modos de
retirarmos trés bolas da urna se as diferentes ordens de retirada de bolas de cores distintas geram
diferenca? Discrimine 0s casos.

Conforme ja feito anteriormente, temos que:
(1+ ax + a?x?)(1 + bx)(1 + cx)

=1+ (a+b+c)x+ (a?+ab+ ac + bc)x? + (a?b + a®c + abc)x®
+ a’bcx*
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Como estamos interessados no coeficiente de x3: a?b + a?c + abc.

Porém, para contar as diferentes ordens de retiradas, devemos efetuar as permutacdes da
3! 2p 2 b
seguinte maneira: —azb + 2 a%c + —>_gbc = 3! (a— N )
211! 1!1!1! 211 211 111!
Para que essas permutagoes sejam contabilizadas e aparecam nos coeficientes da fungéo
geradora da situacdo, podemos escrever os polindmios da forma:

1 ax a*x*\/1 bx\/1 cx
ot 2' (0|+ )(0|+1.>

X

1 a
- 0!o!o! + (1!0!0' 0!1!o! 0'0'1'

a’ ab ac
+ 2!0!0!+1!1!0' 110! 1! 0'1'1'

a’b a’c abc a’bc
+(2!1!0!+2!0!1' 1'1'1'> +2'1'1'

1 a b c X
~orotor 1!(11010! +011!0!+0!0!11)E

a? ab ac bc \x?

+2!<2!0!0!+ 1!1!0!+1!0!1!+0!1!1!>§

< a’b a’c abc >x3 a’bc x*
+3! !

ornol oo T o) T Y oo

a?b 2 b
Observe que, dessa forma, o coeficiente procurado é o do termo 2.3 ( A R )

2110l 2!o11! - ataial)’

E o total de modos de retirar as trés bolas é dado paraa = b = ¢ = 1: SRR .

T 211100 2t0!1! - 1l1l1!
3+3+6=12.

Portanto, a funcdo geradora exponencial da sequéncia de coeficientes (a;)iey € dada
pela série de poténcias:

2 k K|
x x x . x
a0+a1;+a2;+-~+akz+--~ = Ekzoakm.

A funcéo geradora exponencial tem essa denominagéo pela relagdo com o desenvolvimento de
f(x) = e* naseérie de Maclaurin e ¢é aplicada quando a ordem de retirada dos objetos deve ser
considerada.
A x ~ ;. A - 1
Tomando como referéncia a expansdo em serie de poténcias de f(x) = e* = ot % +

2 3
Z +Z 4 ... temos que:
2! 3!

2 3
() S+ZE 0ol pt e
\3
(ii) + +(kx) +%+...=a+k;+k2’;_! k3%+---=ekx
2 3

(III) E+;+§+"':€x—1
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. 1 x  x?  x* x3
(iv) —+=+=+—+--=e*—=
0! 1! 2! 4! 3!

Assim como outras variagdes sdo possiveis de acordo com o problema.

EXEMPLO 4.0

Sabendo que uma r — sequéncia € uma r — upla de termos, determine 0 numero de r —
sequéncias formadas somente pelos digitos 0, 1, 2, e 3 de modo que exista um numero par de
0'sede1’s.

Uma vez que estamos formando uma r — upla, a ordem dos digitos importa e devemos utilizar
funcBes geradores exponenciais.
A quantidade de 2’'s e de 3's pode ser expressa de modo simples pela funcdo geradora

. 1 2 3
exponencial: — + = + = + = 4 --- = ¢*,
0! 1! 2! 3!
No entanto, como a quantidade de 0's e de 1's deve ser par, suas fungdes geradoras exponenciais
. 1 2 4 1 -
ficam da forma: — + >+ =+ - = - (e* + 7).

Logo, temos que a fungéo geradora f para o problema é dada por:

_ (e?*+2+e72X)eX  e*¥42e2%41

4 4

G = [Ler + e (e

.. . LA r 47427+ r—1 r—1
E o coeficiente procurado € o de = 1[4 +2.2"] = — =42

Iremos, agora, analisar o exemplo 2.i ja resolvido anteriormente sob uma nova
abordagem.

EXEMPLO 4.p

Se 9 pessoas entram, simultaneamente, em um elevador, de quantas formas essas 9 pessoas
podem descer do elevador ao longo dos 4 andares do prédio se em cada andar deve descer ao
menos uma pessoa?

Como em cada um dos andares deve descer a0 menos uma pessoa, a funcdo geradora para a
3

quantidade de pessoas que descem do elevador por andar é dada por: % + ’;—? + % + =" =
1.

E a solucéo do problema é o coeficiente de ’;—? em f(x) = (e* — 1)* = e** — 4e3% + 6e?* —
4e* + 1, dado por: 4° — 4.3° + 6.2° — 4 = 262144 — 78732 + 3072 — 4 = 186480.

Tal raciocinio pode ser generalizado para se obter o numero de fungdes sobrejetoras
f:A—- Btaisque |A| =ne|B| =k, comn > k.
Como cada um dos k elementos de B deve estar relacionado com ao menos um dos n elementos
de A, o nimero de elementos de A que se relacionam com cada elemento de B pode ser expresso

2 3
pela fungao geradora exponencial: = + = + ’;—' + .- = X — 1, e a funcéo geradora exponencial
que descreve a situacio é dada por: f(x) = (e* — 1)k.
n
A solucéo do problema ¢é dada pelo coeficiente de % em:
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£ = (¥ = % = 2 (§) i1 = 3 (§) (-pyieto=

Sabendo que:

ek=Dx — $+ (k;!i)x + ((k—zi!)X)2 + ((k—3i!)X)3 4o = % + (k- i)%-}- (k- i)zxz_j n
(k= D5+ = Timgle — D",
obtemos:
£ = (" = * = 2 (§) (Dt = 3l () (- it - 75 =
2o 2o () it - o

Logo: T = Xl (¥) (DG — .

Namero de Stirling de segunda espécie: O numero de parti¢cbes de um conjunto de n elementos
distintos em k subconjuntos ndo vazios é dado por:

Sue = =20 () (D0 = 1

Demonstracdo: Inicialmente, vamos analisar alguns casos particulares. Para n = 3, seja 0
conjunto {1, 2, 3}:

(i) para k = 3, temos apenas uma maneira de particionar: {{1}, {2}, {3}};
(i)  parak = 2, as possiveis particBes sdo: {{1},{2,33},{{2},{1,33}} e {{3}, {1, 2}};
(iii)  para k = 1, ha somente um caso: {{1,2,3}}.

Note a semelhanga de tal problema com o problema de determinar o total de modos de se
colocar n bolas distintas em k caixas distintas de modo que em cada caixa haja ao menos uma
bola, ou seja, o problema de determinar o numero de fungdes sobrejetoras de A em B, com
|A| =n, |B| = k e n > k, pois se houvesse mais caixas do que bolas, certamente ao menos
uma caixa ficaria vazia. No entanto, agora, as caixas sdo idénticas e devemos desconsiderar as
permutaces entre elas.

Dessa forma, como sdo k caixas idénticas, temos que:

1 1 ok

k ; .
Sn,k ~nink - Sn,k = &i=0 (L) D'k —D™
CQD
EXEMPLO 4.q

De quantas formas podemos distribuir 4 bolas em duas caixas idénticas de modo que nenhuma
caixa fique vazia?
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Observe que neste problema as caixas sao idénticas, temos, portanto, um caso do nimero de
Stirling de segunda espécie paran = 4 e k = 2:

512 =3 3 (G -0t = [(Z)20 - )10+ ()] = 2 = 7 fomas
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5 TECNICAS DE RESOLUCAO DE RECORRENCIAS LINEARES

Um estudo detalhado sobre as relagdes de recorréncia seré feito no presente capitulo, em
que as principais técnicas de resolucdo, seus Teoremas e respectivas demonstracdes serdo
apresentados.

Munidos das ferramentas de resolucdo para as recorréncias de 1% e 22 ordens,
estenderemos seus resultados para uma recorréncia linear de ordem k. E, complementando,
igual importancia sera dada as aplicacdes em problemas de contagem, em que a modelagem se
dara por meio de relagGes de recorréncia.

5.1 Introducéo as relacGes de recorréncias

Seja a sequéncia de numeros (a,)nen, a relacdo que envolve um termo a,, qualquer da

sequéncia com o termo a,,_;, ou ainda a relacdo entre a,, e qualquer(quaisquer) termo(s) a;, da
sequéncia, com 0 < k < n, chama-se relagdo de recorréncia.
Trata-se de poderosa ferramenta para modelagem de problemas de analise combinatdria, em
que a resolucdo de tais problemas vai envolver resolver a relacdo de recorréncia que descreve
a situacdo proposta. Dessa forma, iremos introduzir os métodos de resolucdo de relagdes de
recorréncia, mas para isso fazem-se necessarias algumas definicdes e conceitos prévios.

A ordem da recorréncia € dada pela diferenca entre 0 maior e 0 menor indice dos termos da
sequéncia. Por exemplo, u, 4, — U1 = 2 € de 12 ordem, € u, ., + 9u2 = n° é de 42 ordem.
A recorréncia é dita linear se os termos da sequéncia estdo elevados apenas a 12 poténcia. Por
exemplo, U,y — Upypq = 2 € tyyeg — n3t, + t,—4 = n + 1 sdo lineares, mas x2 + nx,_; = 1
e x, + 2*n-1 = 3 ndo sdo recorréncias lineares.

A recorréncia é dita homogénea se a relacdo envolve apenas termos da sequéncia, ou seja, sem
expressdes independentes dos termos da sequéncia. Portanto a recorréncia dada por x,,,3 +
8Xm42 — 9%, = 0 é homogénea com coeficientes constantes, assim como (n? — 1)x,, —
3x,4+2 = 0 também é homogénea, porém ndo possui coeficientes constantes. Ja as recorréncias
dadas por i1 — 5Yk—1 = 2 € p43 — Ap_q + 2a,_, = n> + 1 ndo sdo homogeéneas (apesar
de apresentarem coeficientes constantes), pois apresentam expressGes além daquelas que
envolvem os termos da sequéncia.

E a forma fechada de uma recorréncia é a férmula que permite encontrar 0 n — ésimo termo da
recorréncia sem que seja necessario conhecer algum(ns) termo(s) precedente(s). As técnicas de
resolucdo de recorréncias basicamente consistem em métodos para se determinar suas
respectivas formas fechadas.

EXEMPLO 5.a
Qual a forma fechada para a relacdo de recorréncia: x,, = x,_; + 1, comr € R?

Trata-se de uma recorréncia linear de 12 ordem com coeficientes constantes. Para a resolucao
dessa recorréncia, utilizaremos o Principio Fundamental da Somacéo em: x,, = x,_; +1 =
Xp —Xp_1 =T.

Logo: Ypoq1 (g — Xp_1) = Xjeq T = Xp — Xo = N = X, = X + N1

Observe que a forma fechada encontrada representa o termo geral de uma progressao
aritmética, compondo uma sequéncia numérica em que a diferenca r entre os termos
consecutivos é constante.
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No entanto, apensar de termos descoberto sua forma fechada, tal sequéncia ainda ndo esta bem
definida, pois ndo conhecemos o termo x,. Portanto, seja x, = k, com k € R, temos que: x,, =
k +nr.

Dessa forma, para que a sequéncia descrita pela relacdo de recorréncia fique bem
definida, é importante conhecermos um ou mais termos iniciais, dependendo da ordem da
recorréncia que relaciona seus termos.

EXEMPLO 5.b
Determine a forma fechada para a relacéo de recorréncia nos reais dada por: a,, = q.a,_;, com
ao = k

Trata-se de mais uma recorréncia linear de 1% ordem com coeficientes constantes, que esta bem
definida pois foi dado que a, = k. Para a resolucdo dessa recorréncia, seja o produtdrio:

an ak

— — n —_ n
anp =4q.an—1 =q =2 lk=17"=11k=194-
an-1 Q-1
Logo:
a; a; as an __ adn _ n _ n _ n
- —=.=.—/=4q.9.9 .. > — = - a,=a - a, = kqg".
P q.49.9...9 2 q n 0qd n q

nvezes

Observe que a forma fechada encontrada representa o termo geral de uma progressao
geométrica, sendo uma sequéncia numeérica em que o0 quociente g entre 0s termos consecutivos
é constante.

5.2 Recorréncias lineares de 12 ordem

Para darmos inicio ao estudo das técnicas de resolucbes de relagdes de recorréncias,
analisaremos 0 caso mais simples, mas que servira de suporte para 0s outros mais avangados.

Lema: A forma fechada da relacdo de recorréncia expressa por x,., = x, + f(n) é dada por:

‘xn =X + 2;% (k)‘

Demonstracédo: Podemos aplicar de imediato a soma telescdpica para encontrar a solucdo da
recorréncia:

Xnt1 = Xp +f(M) = Xppy —xp = f(0) - Z}:;%(xk+1 — X)) = Z;}f(k)
Logo:

Xn — X1 = Xpoq f(K) = xp = %0 + XR21 (K.
CQD

EXEMPLO 5.c
Qual a forma fechada de: x,,1; = x, + n, parax; = 0?
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Trata-se de aplicacao direta do resultado demonstrado, sendo f(n) =nex; = 0:

Xp =0+ Z}};ik - Xp = n(nz_l)-

De um modo geral, podemos representar uma recorréncia linear de 1% ordem por:

Ixn+1 = g(n)xn + h(n)l

Em que sua solucdo geral pode ser encontrada por meio dos seguintes lemas.

Lema: A solucdo a,, ndo nula da relagdo de recorréncia x,,, = g(n)x,, € dada por:

an = a; [Tk=1 g (k).

Demonstracéo: De acordo com a relagdo de recorréncia dada: x,,,; = g(n)x,, = x;‘“ = g(n).
Logo, sendo a,, a solucdo procurada:

51— g(n) ~ THZIEE = 2100 » 2= T2 900 — an = o T2 g ().
CQD

Lema: Seja a,, uma solucdo ndo nula da relacdo de recorréncia x,..; = g(n)x,, a substitui¢éo
X, = apYy, transforma a recorréncia x,,.; = g(n)x,, + h(n) em:

h(n)
gm)ay/

Yn+1 = Yn T

Demonstracdo: Fazendo a substituicdo de x,, = a,y, na recorréncia x,,, = g(n)x, + h(n),
obtemos:

Ap+1Yn+1 = gM)azyn, + h(n).
Além disso, como a,, € solucdo de x,,., = g(n)x,, portanto a,,,, = g(n)ay,:

h(n)
g(n)anyn+1 = g(n)anyn + h(n) - Yn+1 =Yn t g_n sendo g(n): a, # 0.

(n)an’
CQD

Teorema: A solucdo geral da relacdo de recorréncia de 1 ordem expressa da forma x,,; =
gm)x, + h(n) é dada por:

h(k) )

— n—1
X, = ay (1 + Zk:lg(k)ak ,

sendo a,, uma solucédo de x,,; = g(n)x, tal que a; = x;.
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Demonstracéo: Fazendo uso dos resultados anteriores e efetuando a substitui¢do x,, = a,, vy,
com a,, sendo uma solucéo de x,,.,,; = g(n)x,,, obtemos:

—_1 h(k) Xn x _1 h(k) x —_1 h(k)
Yo = Y1+ 2hoq _’_za_i_i'z;cl:l —>xn=an(—1+2"1 )

Lgar  an Lgkyax a; =~ k=1 gl0a
z ~ H . n—1_h()
Como a,, é uma solucdo de x,,,; = g(n)x,, sejaa; = x1: x, = a, (1 + X1 )
gk)ag
CQD
Observe que:
= n _h(k) Y\ _ _h(m) n—1_h(k)
Xn+1 = Ap41 (1 + Zk:lg(k)ak) - g(n)an (1 + gman + Zk=1 g(k)ak)’

Logo:

_ n—-1_h) \ _

Xnar = h() + g(n) ap (1 + Zhd55) = h() + g (W),
=Xn

EXEMPLO 5.d

Resolva a relacdo de recorréncia: x,,,; — nx, = (n + 1)!, parax; = 1.

A relacdo de recorréncia dada pode ser escrita da forma x,,.;, = nx,, + (n + 1)!,sendo g(n) =
ne h(n) = (n+ 1)!. Inicialmente, temos de procurar a solugéo a,, para x,,,; = nx,:

_ An+1
An+1 = NAp = a

—10a — a
=n- Hﬁ:% 2;1=H2=%k—> a—j=(n—1)!—> a, =a,(n—1)!,

com a, = x; = 1. Dessa forma, a,, = (n — 1)! e a solucéo sera dada por:

n-1 k ! n—-1
X, = (n—1)! <1 + Zkzl—k((;_ 1))!> - x, = (n—1)! (1 + zk:l(k + 1))

xn=(n_1)!<1+(2+n)2(n—1)>=(n_1)!<"(nT+1)>_) xn:@

A pizza de Steiner: O matemaético suico, Jacob Steiner, que viveu de 1796 e 1863 e destacou-se
especialmente na area de Geometria, em 1826 propds o seguinte problema:
“Qual é o maior numero de partes em que se pode dividir o plano com n cortes retos?”

O apelido para o famoso problema vem do fato de imaginarmos o plano como uma grande
pizza. O proprio Steiner resolveu o problema e, para isso, observou o seguinte:

1) As retas tracadas devem ser duas a duas concorrentes.

2) O numero de pontos distintos de concorréncia deve ser o maior possivel.

De acordo com essas condigdes, para que o numero de regides em que o plano fica dividido
seja maximo, cada reta acrescida na nossa construcao deve ser concorrente com as anteriores e
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deve corta-las em pontos de concorréncia novos, ou seja, distintos dos anteriores. Seja p,, 0
numero maximo de regides em que o plano fica dividido por n retas.

N

p1 =2 p, =4 ps =7

Para modelar a relagdo de recorréncia, imaginamos o plano com n — 1 retas e dividido em p,,_,
regides. Ao tracar a n — ésima reta, esta formara n — 1 intersecGes com as retas anteriores,
gerando n — 1 + 1 = n regides a mais. Com efeito:

Pn = Pn-1+tN.

Logo, trata-se de uma relacdo de recorréncia de 12 ordem. Aplicando os resultados anteriores,
sua forma fechada sera:

_ nn+1)

Pn—Pn-1 =1 Xk=1(Px = Pk-1) = L=1k = Pn — Do = —

_ nn+1)
2

+ 1|

Além disso, notamos que p, = 1. Portanto: p,,

A Torre de Handi: O matematico francés Edouard Lucas, em 1883, inspirado numa lenda,
propds o seguinte jogo: n discos, todos de raios distintos e com um furo nos seus respectivos
centros, estdo dispostos numa haste de modo que um disco de raio menor nunca fique abaixo
de outro disco com raio maior. O jogo consiste em transferir os n discos para uma haste distinta,
usando como auxilio uma terceira haste, de modo que em cada movimento seja respeitada a
condicéo de que discos de menor raio devem ficar sobre discos de maior raio.

Sabendo que é possivel fazer a transferéncia dos discos de uma haste para outra de acordo com
a condicdo, a questdo é:

“Qual é o menor numero possivel de movimentos?”

Figura 13 - Representacgdo do jogo Torre de Hanoi.

o)
W —
W —

i i

Fonte: Autor.

O nome do jogo é devido a torre na cidade de Hanoi, no Vietna, pelo formato da pilha de discos.
Sendo t,, 0 nimero minimo de movimentos para se transferir n discos da haste em que estdo
para uma outra haste distinta, é facil notar que t; = 1 e t, = 3. Para transferir os n discos para
a Ultima haste, por exemplo, inicialmente transferimos os n — 1 discos de cima para a haste
central, depois passamos o ultimo disco para a terceira haste para entdo transferir os n — 1
discos da haste central para a ultima haste, sobre o maior disco. Com efeito:
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ty =ty + 14ty t, =2t,_1+1.

Trata-se, novamente, de uma recorréncia linear de 1% ordem. Inicialmente, seja a solucéo a,,
parat, = 2t,_;:
an

— an _ n Ak _ 1n — on—-1
a, = 2ap_1 — =2 - [li= =1l 2 > —=2""1
an-1 Ak-1 a1

Sendo a; = t; = 1, entdo a, = 2""1 e substituimos t,, = 2" 1y,

- — - - 1
2y, =2.2" 2y g+ 1o 2V =20y g+ 1o =Y o

Logo:
1 1 n-—1
1 1 2 (_) -1 1
yn_yn—1=ﬁ_)yn_y1=zz=2ﬁ_)yn=1+2(21_ )=2_2”‘1

Finalmente:

tn 1

=2 o =21
EXEMPLO 5.e

Determine o total de sequéncias com n termos pertencentes ao conjunto {0, 1, 2} que possuem
uma quantidade impar de 0’s.

Seja o total de sequéncias de n + 1 termos com numero impar de 0’s representado por X,y 1.
Uma vez que uma sequéncia arbitraria ou tem uma quantidade impar de 0’s ou uma quantidade
par, ao escolher os n + 1 termos que a compdem, note que se o primeiro for o 1 ou 0 2, hdum
total de x,, modos de se escolher os termos seguintes na condi¢cdo pedida. Por outro lado, se 0
primeiro escolhido for um 0, para a escolha dos n termos seguintes devera haver um ndmero
par de 0’s, ou seja, havera 3" — x,, escolhas. Portanto:

Xnt1 = 2Xp + (3" — xp) = Xpy1 = X + 3™
Logo:

n n "k 33" —-1)
Xpg1 — Xp = 3" > Zk_l(xk+1 — X)) = Zk_13 = Xp41 — X1 =

3—-1
3(3" - 1)
Xnt1 = X+

3(3"-1 3ntl_g 3n-1
Sendo x; = 1, obtemos: x,,; =1+ ( > ), Xp41 = .
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Desarranjos: Como ja visto no capitulo 2, dados n objetos distintos, definimos desarranjo ou
permutacdo caotica dos objetos pelo total de modos de permuta-los sem que nenhum deles
ocupe sua respectiva posicao original.

Dados os casos triviais em que D; = 0 e D, = 1, seja, portanto, D,, o total de desarranjos dos
n objetos distintos. Dentre 0s n objetos, sem perda de generalidade, considere o i — ésimo
objeto, como ele possui n — 1 possibilidades de lugares para ocupar, analisaremos 0 caso em
que ele ocupa a j — ésima posi¢do. Sendo assim, havera duas possibilidades para o j — ésimo
objeto: trocar de lugar e ocupar a i — ésima posi¢ao ou ndo ocupar a i — ésima posicao. Sendo
o0 total de desarranjos, para o primeiro caso, dado por D,_, e, para 0 segundo caso, D, _;
possibilidades, temos que:

|Dn =m—-—1)(Dy_, + Dn—1)|, comn = 3.

Na relacdo de recorréncia obtida, observe que:
Dp=nDy_y = =Dy — (n — 1)Dy_5),
e que:
Dpy—(m—=1)Dy_5 = —=(Dp_z — (n = 2)Dy_3),
portanto, substituindo:
D, —nD,_; = _(_(Dn—z —(n— Z)Dn—3)) = (_1)2(Dn—2 —(n—2)D,_3).
Analogamente:

Dy —nDyp_q = (_1)2(Dn—2 —(n—2)Dy_3)
Dy, —nDy_4 = (_1)3(Dn—3 —(n—3)Dp_y)

Dy = nDy_y = (=1)"2(D, — 2D;) = (~1)*(1 — 0) = (—=1)™

Obtemos, assim, uma recorréncia linear de primeira ordem, ndo homogénea, em que um de seus
coeficientes ndo é constante:

D, =nD,_, + (1", paran > 2.

Procurando a solucgéo a,, para D,, = nD,,_;:

an n ag n an n! an!
=n - T = ko =2 =—=>5 q, =
Hk—3a 1 k=3 a, 2 n 2 !

an = Ndp-1 =
an-1

! ~ )
coma, = D, = 1. Dessa forma, a,, = % e a solugéo sera dada por:

_n![D, no (=D ) nl no(=DF\ 1 no (=1)k
D=7 a_2+2k=3k(k—21)! _?<1+22k=3 K )‘"!<§+Zk=3 K )
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1 1 1 no (=1 no (=1)k
= | — — — R — |
Pn n'(m 1!+2!+Zk=3 Kl ) ”'Zk=o Kl

5.3 Recorréncias lineares de 22 ordem

Inicialmente, analisaremos as relacOes de recorréncia lineares de 22 ordem homogéneas
e de coeficientes constantes. De modo geral, tais relagcbes podem ser representadas por:

Ian =A4a, 1+ Ba,,

sendo n um numero natural maior ou igual a 3 e as constantes A e B tais que B # 0.
Para determinar as solucGes das relacfes de recorréncia assim representadas, inspecionamos
expressdes da forma a,, = a™, com a € R*:

a™ = Aa™ ! + Ba™ 2.
Uma vez que a # 0, dividimos a equagdo por a™ 2;
a’=Aa+B - a’*—Aa—B =0.

A equacdo obtida é também chamada de equacéo caracteristica ou equacao auxiliar da relacéo
de recorréncia. De acordo com o discriminante da equacdo do 2° grau obtida, teremos as
seguintes possibilidades:

n_n

A> 0: ha dois valores reais e distintos para "o
non

a’? —Aa— B =0 - A= A%? + 4B —» { A= 0: hd apenas um valor real para "o
A< 0:"a" assume valores complexos

Dessa forma, podemos determinar a solucao geral da relacdo de recorréncia por meio de dois
teoremas.

Teorema: Suponha (a,) ey Satisfazendo a relacdo de recorréncia a,, = Aa,,_; + Ba,_,, com
a, € a, dados. Sejam « e S as solu¢cdes da equacdo caracteristica, entdo:
(i) Se a # 3, entdo existem constantes C; e C, tais que a forma fechada da relagéo de
recorréncia é expressa por:
a, = Cia™ + C,B"

paratodon > 1.

(i) Se a = f3, entdo existem constantes C; e C, tais que a forma fechada da relacéo de
recorréncia é expressa por:

a, = (C; + C,n)a™

paratodon > 1.

Demonstracao: Analisando cada caso de modo independente:
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(i) Uma vez que sdo dadas as condigdes iniciais a; € a,, temos que a; = Cia + C,f €
que a, = C;a? + C, 2. Resolvendo o sistema com as duas equagGes, obtemos 0s
valores para as duas constantes:

_ mp-a; _ ma-a,

1= %26 ° 2T sapy

Portanto, a,, = C;a™ + C,™ é vélida para n = 1 e para n = 2. Aplicando o 2° Principio da
Inducéo Finita, seja a relacdo valida paran < k, com k € N. Logo:

Arr1 = Aay + Bag_, = A(Cya® + C,8%) + B(Cia¥™1 + C,p% 1)
axr1 = C(Aa® + Ba*1) + C,(AB* + BR¥~1)
apr1 = Ca* Y(Aa + B) + C,% 1 (AB + B)

Como «a e B sdo raizes distintas da equacdo caracteristica, entdo a? = Aa + B e f? = Af + B:

sy = Clak—laz + Czﬁk_lﬁz — Cldk+1 + Czﬁk+1-
CQD

(i) De modo semelhando a demonstracdo anterior, dados a, e a,, temos que a; =
(Cl + Cz)a (5] que a, = (Cl + 262)“2, |Ogo
_ 2aq,a-ap

Cl_— e CZ=

a—ai1a
a? )

a?

Sendo a,, = (C; + C,n)a™ solucdo para a recorréncia paran = 1 e para n = 2, por indugéo,
sejaa, = (C; + C;n)a™, paran < k € N, solucéo de a,, = Aa,_; + Ba,,_,. Logo:

Qi1 = Aay + Bay_y = A(C; + Cyk)a* + B(Cy + Co(k — 1)) a1
axs1 = C(Aa® + Ba*™1) + C,(Aka® + B(k — 1)ak™1)
a1 = C1a* 1 (Aa + B) + C,a* Y (Aka + B(k — 1))

Além disso, sabemos que a € a raiz dupla da equacdo caracteristica, ou seja:

a’—Aa—B=0eA=0- a=AJ‘;\/6=§—>A:2a—>B=a2—2a.a=—a2.

Substituindo:

Q1 = G a¥ 1 (2a% — a®) + Czak_l(ZC(Zk —a?(k - 1))
Ap41 = Clak+1 + Czak+1(k + 1)
CQD

EXEMPLO 5.f
Resolva a relagdo de recorréncia: a,,, = a, + 2a,,_;,coma; =0ea, = 6.
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Trata-se de uma relacdo de recorréncia de 22 ordem, homogénea e de coeficientes constantes.
Inicialmente, resolvemos a equacéo caracteristica: a? = a + 2 —» a? —a — 2 = 0. Como seu
discriminante é dado por A= (—1)2? — 4(1)(—2) = 9 > 0, teremos duas raizes reais e distintas:

143 1-3
CZ—T—Z e IB—T——]..

Portanto, sua solucdo é da forma a, = C;.2™ + C,.(—1)", onde as constantes C; e C, Sao
determinadas de acordo com as condic@es iniciais:

a1:2C1_C2:O} _ _
G =4C +C =6 Tl & 2=

Portanto: a,, = 2™ + 2(—1)".

Coroléario: Seja a relagdo de recorréncia a, = Aa,_; + Ba,,_, cuja equacdo caracteristica
a? — Aa — B = 0 possui discriminante A= A? + 4B < 0. Dadas as condic@es iniciais, sua

x . . A+V-Ai
solugdo também sera da forma a, = Cya™ + C,8™, uma vez que «,f = > :

, OU seja,

recaimos no caso em que a # .
No entanto, sendo seus coeficientes reais, também podemos escrever que a = p(cosf +
i.senf) e B = p(cosB — i.senBh), portanto:

a, = Cl(p(cose + i.sen@))n + Cz(p(cose — i.sen@))n
a, = p" (Cl(cos(ne) + i.sen(nf)) + C,(cos(nf) —i. sen(n@)))
a, = p"(Cy + C,) cos(n@) + p™(C, — C,).i.sen(nb)

Substituindo p™(C; + C,) = C," e p™(C, — C,).i = C,', obtemos:

la, = Cl.cos(nb) + Cj.sen(nb)|

EXEMPLO 5.9
Dé a solucéo geral para a relacdo de recorréncia: x, 45 — Xp41 + X, = 0.

Uma vez que ndo temos as condigdes iniciais, ndo teremos como determinar os valores das
constantes, dessa forma encontraremos uma solucéo genérica para tal relagdo de recorréncia.
Seja a equacdo caracteristica: x> —x+1=0—-> A=1—-4=-3 < 0.

Como o discriminante € negativo e seus coeficientes sdo reais, teremos solugdes complexas da
forma x,, = C{.cos(nf) + C,.sen(n@), bastando determinar o angulo 6:

_ 1+V3i
2

V3.
—1l >

1
2 2

-+

. _ ! E 12 E
Portanto: x,, = Cj.cos ( . ) + Cz.sen( . )
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A sequéncia de Fibonacci: Os numeros de Fibonacci sdo obtidos por meio da sequéncia (F,) ey
definida pela relagéo de recorréncia:

|Fn =F_+ Fn—2|,

talque F; = F, =1en > 3.

Uma vez definida a sequéncia de Fibonacci, podemos determinar a forma fechada para os seus
termos.
Seja a resolugdo da equacao caracteristica:

F2=F+1—>F2—F—1=0—>F=%ﬁ.

Como obtemos duas raizes reais e distintas, temos que a solucéo geral pode ser escrita da forma:

E =A (1+2\/§

n n
) + B (%g) . De acordo com as condigdes iniciais:

= () +5(55) =

Reals es (S8 - T F

obtemos:

F= (5 - (59 ]

Esta formula é conhecida como Férmula de Binet.

EXEMPLO 5.h

Seja um casal de coelhos recém-nascidos que ndo se reproduzem até que completem 2 meses
de idade. A partir desta idade, a cada més, o casal de coelhos gerard exatamente outro casal de
coelhos e 0 mesmo se sucederd com cada novo casal gerado. Supondo que nenhum coelho
morrera nesse intervalo de tempo, qual o total de casais de coelhos apds 10 meses?

Incialmente, designaremos x,, como o total de casais de coelhos apds n meses, em que x; =
x, = 1 pois os coelhos apenas comegardo a se reproduzir apds o 2° més de vida. Observe que
o total de casais de coelhos apds 0 n — ésimo més é dado pelo total existente no més anterior
somado ao total de casais de coelhos recém-nascidos. Como apenas os coelhos que ja tinham
ao menos 2 meses de vida gerardo recém-nascidos no n — ésimo més, temos que:

Xp = Xp—1 T Xn_.
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+ n_iﬁ
= -39

Portanto, trata-se da sequéncia de Fibonacci, onde: x,, = F,, = % [( > >

Uma sequéncia geral de Fibonacci pode ser obtida por meio da recorréncia:

b, = x,_1 + x,_,, comn € N tal que n > 3.

Sendo que a sua forma fechada, conforme ja demonstrado, é da forma:

v =4 (55) +8(59)]

onde A e B sdo constantes a serem determinadas de acordo com as condigdes iniciais.

Nameros de Lucas: Os nimeros de Lucas sdo definidos pela sequéncia (L,,),en que respeita a
relacdo de recorréncia:

|Ln =Ly 1+Ly,

talquel; =1el, =3,comn > 3.

Notamos que tal relacdo de recorréncia compde uma sequéncia geral de Fibonacci, dadas as
suas condices iniciais. Portanto, sua forma fechada é da forma:

Lo=A(25) + 8 (25

com:
L1:‘4(“—2\624—3(%5)2:1 - A=B=1.
L=4(%) +B(*55) =3
Logo:
b= (25) + (25)]
EXEMPLO 5.i

De quantas formas é possivel subir uma escada de n degraus com passos de 1 ou 2 degraus?

Seja E,, 0 numero de maneiras de subir uma escada com n degraus nas condi¢Ges colocadas.
Inicialmente, temos que E; = 1e E, = 2.

Imaginemos, agora, a escada com n degraus em que 0 primeiro passo pode corresponder a subir
apenas 1 degrau ou entdo a subir 2 degraus. No primeiro caso, ao subir 1 degrau no primeiro
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passo, havera E,_; modos de subir os degraus restantes. Ja no segundo caso, sendo o primeiro
passo de 2 degraus, havera E,,_, modos de se subir os n — 2 degraus restantes.
Dessa forma:

E,=E,_;+E,_,,comn=3.

Trata-se, portanto, de uma sequéncia geral de Fibonacci com E; = 1 e E, = 2. Por outro lado,
notamosque E; =2+ 1=3,que E, =3+ 2 =5, ..., 0U Sgja, que:

En=Fyy1 = %[(HT\/E n+l B (%g)n-fl].

Deste exemplo podemos dizer que F,,., € 0 nimero de maneiras de subir uma escada de n
degraus com passos de 1 ou 2 degraus. Na continuacao usaremos este exemplo para estabelecer
uma interessante relacdo entre os numeros de Fibonacci e os coeficientes binomiais.

Teorema das diagonais invertidas: Partindo da n — ésima linha e coluna zero do Tridngulo de
Pascal, a soma de todos os elementos da respectiva diagonal invertida é dada pelo numero F,, ;.
Isto é:

S (ks

onde F,,, € 0 (n+1) - ésimo termo da sequéncia de Fibonacci e EJ ¢ a parte inteira do nimero

racional =.. Veja a figura 5.2.

Figura 14 - Teorema das diagonais invertidas do Triangulo de pascal.

1
-+ 1
/ 2
/ 3
5
Z 8
/ 5
4 1
10 10 5
6 15 20 15
Fonte: https://mathworld.wolfram.com/PascalsTriangle.html.

Demonstracdo: Utilizando um argumento combinatério, adaptaremos a demonstragdo para
utilizar o exemplo anterior: de quantas formas € possivel subir uma escada de n degraus com
passos de 1 ou 2 degraus?

Seja uma das maneiras de subir a escada com k passos de 2 degraus, totalizando 2k degraus
subidos. Sendo assim, 0s outros n — 2k degraus corresponderdo a passos de apenas 1 degrau e


https://mathworld.wolfram.com/PascalsTriangle.html
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o total de modos de se subir a escada sera dado pelo total de permutacdes com repeticdo de k
n—2k+k)_ (n—k)

k \ k)
Além disso, temos que o total de passos de 2 degraus ndo pode ser superior a g caso n seja par,

passos de 2 degraus com 0 n — 2k passos de 1 degrau: (

n-—1 , - -
Ou a —-, para 0 €aso de n impar, ou seja, o total de passos de 2 degraus pode ser, no maximo,

dado por BJ Logo, o total de modos de subir a escada nas condi¢Ges enunciadas é dado por:
n— 3 n
= (50 (705" 20
2
Portanto:

En,=Fny € En = E:Jo(n;k)_) n+1 = Lglo(n;k)’

correspondendo a soma da diagonal invertida do Triangulo de Pascal.
CQD

Seguindo a sequéncia ldgica, iremos agora desenvolver métodos de resolucbes para as
recorréncias lineares de 22 ordem ndo-homogéneas, que podem ser representadas por:

|an + Aan—l + Ban—z = f(n)

sendo n um numero natural maior ou igual a 3, A e B constantes tais que B # 0 e f(n) alguma
funcéo de n.

Teorema: Seja x,, a solucdo de a,, + Aa,,_; + Ba,_, = f(n), entdo a substitui¢do a,, = x,, +
vy, transforma a equacao em:

Yn+ Ayn_1+Byn_, =0,
Demonstracéo: Ao efetuar a substituicdo sugerida:

(X + yn) + A(xXp—1 + Yn—1) + Blxn_z + yn—2) = f(n)
(xp + Axp_q + Bxp_p) + (yn + Ay,1 + B}’n—z) =f(n)
=f(n)
Yn+Ayn1+Byn>,=0

uma vez que x, é solucdo da relacdo de recorréncia dada, conforme queriamos demonstrar.

Observe, portanto, que y,, € a solucdo da relagdo de recorréncia homogéneo associada a
recorréncia original, o que nos leva a concluir o corolario abaixo.
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Coroléario: Dada a relagdo de recorréncia linear, ndo homogénea, de 22 ordem a,, + Aa,,_; +
Ba,_, = f(n), sua solugdo x,, e dada por:

Xn = 1‘:

onde y,, ésolucdode a,, + Aa,,_, + Ba,,_, = 0 ¢ p,, ¢ umasolucdo particular a ser determinada
da recorréncia original.

Demonstracéo: Tal resultado segue quase que de imediato do Teorema anterior. Sendo x,, =
Yn + Pn asolucdo geral da recorréncia original, em que y,, é a solucéo da relacdo de recorréncia
homogénea associada e p,, uma solugéo particular qualquer da relacdo dada, temos que:

O+ Pn) + Ayn-1 + Pn-1) + Byn—z + Pn—2) = fm)
(U + AYn_1 + BYn_3) + (Pn + Apyp—1 + Bpy2) = f(n)
=0 =f(n)
0+ f(n)=f(n)

CQD
Note que a solugdo particular p,, a ser determinada € tal que:

Pn + Apn—1 + Bpp_, = f(n),

ou seja, p, tem a mesma natureza de f(n). Dessa forma, se f(n) é polinomial, por exemplo,
entdo p,, também serd, ou se f(n) for trigonométrica, assim sera com p,, e assim por diante.

EXEMPLO 5.
Encontre a solugéo geral para a relacdo de recorréncia: x,,, — 6x,,41 + 8x, = n + 3™.

Inicialmente, determinaremos a solucdo y, da recorréncia homogénea associada: x,,, —
6x,.+1 + 8x, = 0. Sem grandes dificuldades, encontramos as raizes r; = 2 e r, = 4 de sua
equacdo caracteristica, obtendo: y,, = C;2™ + C,4™. Como as condi¢Bes iniciais ndo foram
dadas, ndo podemos determinar os valores das constantes C; e C,.

Notamos que, na recorréncia dada, f(n) = n + 3", dessa forma a solucdo particular p,, deve
ser a soma de uma funcéo polinomial de grau 1 com outra fungdo exponencial de base 3: p,, =
An+ B + C3™.

Substituindo na relagéo inicial:

An+2)+B+C3"?)—6(A(n+1)+B+C3"Y)+8AUn+B+C3") =n+ 3"
n(A—6A+8A)+ (2A—6A+B—6B+8B)+ (9C —18C +8C)3" =n + 3"
3An+ 3B —4A—C3" =n + 3"

34=1-A=
Igualando os respectivos coeficientes: {3p _ 44 — 0 - g =

3
—(C=1-C=-1
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Logo: p, ==+ — 3™
Finalmente, a solugéo geral sera dada por:
Xn = YntPn = X = G20+ CA" + 24137,

5.4 Recorréncias lineares de ordem k

Uma recorréncia linear de ordem k pode ser representada da forma:

an = 1Ay 1+ 20y 5+ -+ iy + f(0),

em que f(n) é uma funcéo de n e cy, ..., ¢ S0 constantes, com ¢, # 0.

O tratamento feito para as relagdes de recorréncia de ordem k serd andlogo ao das relacdes de
recorréncia de 22 ordem e, por meio de raciocinios indutivos, todos os resultados obtidos
anteriormente poder&o ser estendidos para o caso geral.

Quando f(n) = 0, a recorréncia linear de k — ésima ordem sera homogénea e, de modo
semelhante ao que foi feito para as recorréncias lineares de 22 ordem, ao inspecionar as solucées
da forma a,, = a™, com a # 0 e ja adotando a versdo geral para @ € C, obtemos a equacao
caracteristica da relacao de recorréncia dada:

ak =ca¥t + cak i+ 4 g,

tradando-se de uma equacdo algébrica de k — ésimo grau em que devemos calcular as suas
raizes.

Dessa forma, de acordo com as raizes obtidas da equacédo caracteristica, a solucdo da relacdo
de recorréncia de ordem k é dada por meio do seguinte Teorema.

Teorema: Suponha (a,),ey Satisfazendo a relagcdo de recorréncia a,, = cya,-1 + a5 +
v+ + CrQy_k, COM ay, ..., a; dados. De acordo com a equacdo caracteristica a® = c;a®™ 1 +
cak7? + - + ¢, entdo:
(i) Se suas k raizes complexas representadas por ag, ..., @, forem todas distintas,
existem constantes Cy, ..., C tais que a forma fechada da relacdo de recorréncia é
expressa por:

|an =Ca"+ -+ CkaknL

paratodon > 1.

(i) Se suas raizes a,...,a; possuem respectivas multiplicidades mg, ..., m;, sendo
my + -+ m; = k, existem polindmios P;, ..., P, em n tais que a forma fechada da
relacdo de recorréncia é expressa por:

ay =P (Ma,™ + -+ P(ma,™,
paratodo n > 1 e cada P;(n) de grau menor que m;.
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Demonstracdo: As demonstracbes dos resultados acima sdo analogas as feitas para as
recorréncias lineares homogéneas de 22 ordem, tratando-se de aplicacBes do principio da
superposicao, podem ser obtidas por meio do 2° Principio da Inducdo Finita.

E, para o caso de f(n) # 0, a solucdo da relacdo de recorréncia ndo-linear com ordem
k poderé ser obtida de modo anélogo ao feito para as recorréncias nao-lineares de 22 ordem.

Teorema: Dada a relacdo de recorréncia linear, ndo homogénea, de k — ésima ordem
Ap = C10p-1 + C2an_ + -+ @y + f(N),
sua solucdo x,, é dada por:

Xy = Vp + Pals

onde y, é solucdo da recorréncia homogénea associada a,, = c1ap_q + €205 + -+ + CxAp_k
e p,, € uma solucdo particular a ser determinada da recorréncia original.

Demonstracédo: A verificacdo de tal resultado se faz de forma analoga ao feito para as
recorréncias de 2% ordem. Sabendo que y, = ¢1Vp_1 + C2Vn_2 + -+ + CkYn_k © QUE D, —
f(n) = c1pn—1+ C2Pp—2 + =+ + CiPn—x, 80 substituir a,, = y,, + p,, na relacao de recorréncia
dada, obtemos:

Yo+ Pn = 1Un-1 + Pn-1) + ©2(Vn—2 + Dn2) + -+ ek Vi + Pn—i) + fm)
YntDn= (Clyn—l + CYyp—2 + 0t Ckyn—k) + (Clpn—l + Cpp—2 t 0+ Ckpn—k) + f(Tl)
=Yn =ppn—f(n)
Ynt+ Dn :yn+pn_f(n)+f(n)
0=0

Ou seja, concluimos que a solucdo geral da relacdo de recorréncia é dada pela soma da solucao
da recorréncia linear homogénea associada y,, com uma solucdo particular p,, da recorréncia
inicial, de acordo com o principio da superposi¢do, conforme queriamos demonstrar.

EXEMPLO 5.k
Conhecidas as condi¢fes iniciais x, =4, x; =0, x, =8 e x3 =0 da recorréncia x, +
6x,_, + 9x,_, = 0, 0onde n € N, determine a sua solucao.

A equagcdo caracteristica da recorréncia dada é: a* + 6a? + 9 = 0, com a # 0. Portanto, suas
raizes sdo: (a?> +3)?> =0 > a? = —3 - a = +/3i, em que tanto a raiz v/3i quanto a raiz
—+/3i possuem multiplicidades iguais a 2.

De acordo com os Teoremas anteriores, sua solugdo sera da forma: x,, = (An + B)(x/?i)n +

(Cn + D)(—V3i)", aonde os coeficientes 4, B, C e D podem ser determinados de acordo com



as condic¢oes iniciais:

D =2.

Xo=B+D=4
x;=(A+B-C-D)¥3i)=0
x,=Q2A+B+2C+D)(-3)=8
x3=(34+B—3C-D)(—3V3i) =0

Logo: x,, = (—gn + 2) ((\/gi)n + (—\/§i)n).

}ﬁ
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6 TECNI?AS AVANCADAS EM SOMATORIOS, FUNCOES GERADORAS E
RECORRENCIAS LINEARES

Ainda desenvolvendo técnicas para o calculo de somatorios, logo de inicio o Principio
da somacao por partes € demonstrado e devidamente exemplificado, o que ira permitir o calculo
de diversos somatorios que ndo estavam contemplados com as técnicas anteriormente
desenvolvidas.

E 0 momento culminante do todo o texto consiste em aplicar todos os conhecimentos
demonstrados previamente, em conjunto, de modo a utilizar as fungdes geradoras na resolugéo
de recorréncias. Tal ferramenta ira ampliar o leque de técnicas de contagem para que possamos
analisar problemas ainda mais avancados, como parti¢Oes, triangulacdes e colocagdo de
parénteses.

6.1 Principio da somacao por partes

Em algumas situacdes, precisaremos calcular somatérios do produto de fungdes, sendo que nem
sempre essas fungdes estardo relacionadas de um modo simples, o que inviabiliza o calculo do
respectivo somatorio por meio das técnicas desenvolvidas anteriormente. Dessa forma, para
calcular somatorios que envolvam produtos de fungdes distintas, usaremos o principio da
somagcao por partes.

Teorema: Sejam as sequéncias de numeros reais (a,)nen € (bn)nen, €NtAO:

Demonstracédo: Inicialmente, vamos analisar o seguinte resultado:

Aapby = ag41br+1 — abi
Aapby = Agy1br+1 — Apv1br + Av1by — aby

Portanto, podemos escrever que:
Aayby = apy1(brsr — by) + b(ais1 — ax)=ay118by + bAay.
Aplicando o somatorio e utilizando as propriedades ja verificadas:

Yk=10axby, = Yi=1 Apy18by + Y=g bAay
Api1bps1 — a1by = Yjoq Ap1Aby + Xioq brAay
Yk=1ak+1Abg = Apy1bpys — a1by — Yioq brAay
CQD

EXEMPLO 6.a
Calcule: ¥7_, k.3%.

A técnica para aplicar a somacéo por partes consiste em escolher adequadamente quem seré o
“ak+1,’ e 0 “Abk”.
Observando que: 3¥*1 — 3k = 3,3k — 3k = 2, 3k,

3k+1_3k 3k+1 3k
Portanto: A3 = = ——eag = k.
2

2 2
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Substituindo na relagdo da somagéo por partes:

n 3n+1

2

k _ 3n+1 3k _ 1 k
Z=1k.3 —n.T_O_Z"]/z:l?.l— E.Z;(l=13 .
Observe que a escolha do “a; .+ e do “Ab,” iniciais foi bem feita quando o outro somatorio
k+1 k q
que aparece ao lado direito é mais simples que o somatorio inicial.
Com efeito:

n k3% = n3ttt 1 yn_ 3k = n3™l 1033"-1)) _ 2n-1)3"*143
k=1"" - 2 2 " k=1 - - .

2 2 3-1 4

EXEMPLO 6.b
Calcule: Y7, k2. 3%,

3k+1 3k 2

Escolhendo de modo semelhante o “aj.,” e 0 “Ab,”: A3% =
Logo:

2

n k23k=n2i+1_0_zn i[kz—(k—l)z]
k=1" - o k=1, -

2.3n+1 3k 2.3n+1 1
Yro k23 =T — ¥R =2k —1] =TS — = YR 3K k4 TR, 3K

2

2

Sendo que os resultados dos dois somatdrios obtidos sdo conhecidos: Yj_; k.3% =

(2n-1).3"*143 K _ 3"ti-3
4 eXk=13" = 2
Substituindo:
n 2 ok _ n23™1 (2n-1).3"tly3  gntl_g
k=1k .3 = -

4 4
_ (2n?-2n+1+1).3"*1-3-3  (n?-n+1)3"*1-3

n 2 2k
n_ k2.3 - -

Corolério: A relagdo da somacdo por partes também pode ser escrita na forma:

>R_iaxby = Apby — Y21 A Aby

com: Ay = aq +a, + -+ ay.
Demonstracéo: De acordo com a defini¢do para A, = a; + a, + -+ + a;, notamos que 4; =

a,equedy — A1 =(a,+a,++a)—(a; +a, +-+a,_1) = a.
Com efeito:

27(1:1 agby = A1by + (Az - A1)b2 + -t (An - An—l)bn = Ayb, — A1(b2 - b1) -
An—l(bn - bn—l)-

Portanto:

Yoy agby = Apby — Y321 AxAby.
cQD
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Desigualdade de Abel: Sejam < ¥¥ ,a; <M, parak =1,2,..,ne by = b, =+ = b, =0,
entédo:

bym < Y}_axby < biM.

Demonstracéo: De acordo com o corolario acima, podemos escrever que Y-, axby = Apb, —
-1 — -1 _ \Vv'k

Yk=14iAby = Apby + Y21 Ar (b — biyq), sendo Ay = Yz, a;.

Dessa forma, temos que:

Apby + Y021 A (b — bgyq) < Mb, + Z Z1 M(by — byy1)
Apby + Y321 Ag(by — bgyq) S Mb, + M (bk by+1) = Mb,
=—(bn_b1)

E, de modo anélogo, que:
Apby + Y321 Ag(by — byq) = mby, + YRZi m(by — byy1) = mb,
Portanto:

mby < Apby, + ZZ;} A (by — bgi1) < Mb,
mby, < Yp-1arby < Mb,
CQD

EXEMPLO 6.c

Sejam n um ndmero inteiro positivo e a4, a,, ..., a, uma sequéncia de inteiros positivos

1

n
distintos. Prove que: Y.i— 1k2 2 k=17

Sendo cada a; um inteiro positivo distinto, entdo: A, = a; +a, + -+ ap, =1+2+ -+ k =

Atk Aplicando o resultado do corolario, obtemos:
n 1 _ 1 _ §yn-1 ( 1 _i):A_n n—1 ( 2k+1 )
Zk:lak'kz An'nz 2k=1Ak' (k+1)2 k2 +Z k2(k+1)2
n 1 An n—-1 ( 2k+1 ) (1+n).n n— 1(1+k)k ( 2k+1 )
Zie=1 Qi k2 2+Z =14k k2(k+1)2 = on? upy= k2 (k+1)2
1 n+l 2k+1 1 (n+1 n—-1 2k+1)
k= 1a" 2= n +2k Lok(k+1) 2( n + Xk= 1 k(k+1)
: et ) = o)
k=10k 77 kz— (1+ + (k+k+1 k1k+2k 0 k+1
1 1 1
Sendo Z;(l=1;= zzém
n 9k n 1

k=1k_2 > k=1 ;’
como querl’amos demonstrar.

6.2 Usando func¢des geradoras para resolucao de relagdes de recorréncia lineares
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Uma das mais importantes aplicacdes das funcBes geradoras é para solucionarmos
recorréncias. Dada uma sequéncia (a,,),en, que satisfaz uma relacdo de recorréncia conhecida,
a técnica para determinar a sua forma fechada, tomando como referéncia adaptagéo do texto de
Graham, Knuth e Patashnik (1994, p. 337), pode ser resumida na seguinte sequéncia de etapas
OU passos:

1° PASSO: Inicialmente, adapta-se a recorréncia de modo que seu termo de maior ordem seja
a,, € entdo multiplica-se ambos os lados da equacédo por z™. Se preferir, & possivel isolar antes
0 termo de maior ordem a,, da recorréncia.

2° PASSO: Em seguida, aplica-se 0 somatorio em n na expressao obtida, respeitando-se as
restricdes para n de acordo com alguma condicdo inicial. Dessa forma, o termo ¥,,>,, anz"

representard a fungdo geradora G (z), sendo que 0s demais termos devem ser escritos em funcéo
de G(2).

3° PASSO: Resolve-se a equacdo obtida e determina-se a forma fechada para G (z).

4° PASSO: Ao expandir em séries de poténcias a forma fechada de G (z) obtida anteriormente,
o coeficiente de z" sera a forma fechada procurada para a,,, sendo a solu¢éo da recorréncia.

EXEMPLO 6.d
Resolva a recorréncia: x,,; — 3x, = 3", comx; =2en > 0.

Seguindo a sequéncia sugerida, inicialmente reescrevemos a recorréncia dada e isolamos “x,,”
para, em seguida, multiplicar cada termo da igualdade por z", obtendo: x,z" = 3x,_1z" +
3n-ign,

Aplicando o somatério em n:

Zn>1 xnzn = Zn>1(3xn—lzn + 3n—1zn)
Zn>0 xnzn —X1Z = 3z Zn>1 xn—lzn_l + Zn>1 3n—1Zn
Substituindo x; = 2, G(2) = Yoo XnZ", Yps1 Xn-12"" 1 = Y50 x,2" = G(2) e a soma da
2

P _ 3
PG infinita ¥}, 3" 12" = é

3z2

2
G(2) — 2z = 32G(2) + > G(2)(1 - 32) = 2+ 2z
3z2%2+427—622 z 72
G(2) = (=322 “U-322 °“ =32

Uma vez obtiva a funcéo geradora para G (z), basta desenvolvé-la em uma série de poténcias e
determinar seu coeficiente genérico para z". Para tal, pode-se utilizar quaisquer das ferramentas
ja sugeridas anteriormente, como as séries de Maclaurin ou algum outro resultado conhecido.
Como pode ser verificado por meio dos resultados demonstrados no capitulo 4, temos que:

52
(1-32)2

z
(1-32)2

== Zn>0 n. 3n_1Zn e == Zn>0(n - 1). 3n_ZZn,

resultando em:
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G(z) =Ypo(2n.3" 1= (n—1)3"Hz" =Y, o(n+ 13" 12" > x, = (n+ 1)3"°L,

A sequéncia de Fibonacci: Conforme j& definido no capitulo anterior, os nimeros de Fibonacci
sdo obtidos por meio da sequéncia (F,) ey tal que:

F, =F, +F,_J,

ondeF, =F,=1en > 3.

No entanto, para obter a respectiva forma fechada da sequéncia, agora faremos uso das fungdes
geradoras e das técnicas apresentadas.

Ao multiplicar cada termo da igualdade por z™, obtemos: F,z" = F,,_1z" + F,_,z". Aplicando
0 somatorio em n:

Zn23 FnZn = Zn23(Fn—1zn + Fn—zzn)
Yns0Fnz" — F1z — F,2° = 2353 Fy_ 12" + 2% Ypag Fp_p2™ 72
Ynso Bz — Fiz — Fyz* = Z Y2 Fpz™ + z? Y1 Bz
Ynso Bz — Fiz — F2Z2 = zZ(Xnso Fpz" — F1z) + z? Yinso Fpz"

Substituindo Y, Fz" = G(z) e F; = F, = 1:
G(z)—z—2%2=2(G(2) —2) + z°G(2)

G2 (1—-z—-2%) =z

G(z) = ———
(2) 1—2z—z2

Novamente, dada a fungdo geradora para G (z), iremos desenvolvé-la em uma série de poténcias
e determinar seu coeficiente genérico para z™.

Sejam as raizes da equa(;ao 1—2z—2°=0 representadas porr; = — T‘/—e T, = 1+\/— . Dessa
forma:
1 -z 1 1
G(Z) T 1-z- 22 =2z —(z-1)(z-13)  14-T (z—r1 h z—rz)
G(z) = [z =)™ = (z=7)7"]

G(z) = Zn>0( ) [(—=1y) "™ — (=) 1772z
G(z) = n>o()( 1)“1 [(=1,)" 1™ — (=) 1]z
G(2) = ano\/_g[(ﬁ) = ()" 1 Tzt = anoﬁ[(r1) = ()2
2 1+\/_ -2 1— \/_

1
Sabendo que S EaC e que E aivoviniew , logo, tomando o coeficiente de z™

=)™ = )™ = |-

Vs L) ()"

Fo= g (57) - (5]
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CQD

Na sequéncia, duas importantes técnicas de contagem podem ser adaptadas para serem
utilizadas em conjunto as funcGes geradoras.

O Principio Multiplicativo para funcGes geradoras: Considere um problema de contagem que
pode ser dividido em n etapas distintas e sucessivas, onde a fungéo geradora da j — ésima etapa
e representada por A;(z). Se a ordem ndo deve ser contabilizada, o total de saidas de tamanho

i sera dado pelo coeficiente de z¢, representado por [z!], no produto 4, (2)A4;(2) ... A, (2).

O Principio Aditivo para funcdes geradoras: Considere um problema de contagem dividido em
n etapas distintas e complementares, onde a funcdo geradora da j — ésima etapa é representada
por B;(z). O total de saidas de tamanho i sera dado pelo coeficiente de z*, representado por

[z], nasoma B, (2) + B, (2) + -+ + By (2).

EXEMPLO 6.e
Quantos séo os pares de inteiros ndo-negativos que satisfazem a equagédo: 2x + 5y = 100?

Ao invés de olharmos para os valores de x e de y de modo que a soma resulte em 100,
analisaremos os resultados de 2x e de 5y.
Como os valores para 2x sdo da forma 0,2,4,6, ... € para 5y sdo 0,5, 10, 15, ..., podemos
modelar as respectivas funcdes geradoras:

Fo(2) =1+2242* 4254+ e Fs(2) =1+ 25+ 210+ 215 4 ...

Além disso, como dividimos o problema em etapas distintas, que consistem nas respectivas
escolhas das parcelas que somadas resultam em 100, sendo que a ordem das mesmas nao deve
ser contata, temos que o total de modos de se determinar o resultado pedido serd dado pelo
coeficiente [x1°°] em:

Fi(2)Fs(z) =1+ 22 +z* + 20+ )A + 25 + 20 + 215 + ).
Portanto:
[1,7100] =

[210’ Z9O]

[ZZO, 280]

1
1
1

[2%0,710] = 1
[z1901] =1

Totalizando 11 possiveis pares de acordo com as condices.
6.3 Particoes
Uma particdo de um numero inteiro positivo n € uma soma cujas parcelas sdo nimeros inteiros

e positivos que resulta em n. Como a ordem das parcelas ndo gera uma particdo distinta,
seguindo uma boa ordenacéo, iremos representa-las em ordem crescente ou ndo decrescente.
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O total de particBes de um inteiro positivo n é representado por p(n).

EXEMPLO 6.f
Quantas séo as particdes de n = 4?

Escrevendo as parcelas segundo uma boa ordenacdo, sempre colocando as menores
possibilidades primeiro, temos que:

4=1+1+14+1=14+14+2=14+3=2+2=4
Portanto, obtemos: p(4) = 5.

Ndmero de Parti¢cGes de um inteiro positivo n: O namero de parti¢des p(n) do inteiro positivo
n é dado pelo coeficiente de z™ em P(z):

P(z)=i : LI ,comk < n.

1=z 1=22"1-23 """ 1-_zK

Ou ainda, podemos concluir que p(n) é dado por [z"] em:

1
P(2) = Lk T3

Demonstracéo: Para formar uma particdo de n, devemos selecionar um conjunto de parcelas,
distintas ou ndo, que somadas resultam em n e, dessa forma, o total de parti¢des p(n) serd dado
ao se esgotar todas as possiveis escolhas de parcelas. Sendo assim, para cada possivel particéo,
iremos escolher um determinado nimero de vezes @, 0 1 como parcela, assim como a, vezes
0 2, a5 Vezes 0 3, etc até que tenhamos apenas uma Unica parcela igual ao proprio n.

Dessa forma, € possivel notar que o total de parti¢cbes p(n) é dado pelo total de solugdes inteiras
nédo-negativas de:

|1a1 +2a, +3az + -+ na, = n|

Procedendo conforme o exemplo 6.e, para resolver tal problema de contagem, ndo iremos
analisar os possiveis valores para um a;, com 1 < k < n, mas sim a natureza dos resultados
do termo ka; presente na soma da equacdo acima. Uma vez que, para cada natural ay, 0s
resultados de ka;, sdo os multiplos de k, entdo se o nimero k for escolhido um namero a;, de
vezes para formar uma particio de n, basta analisar o coeficiente [z*%<] em:

P (z) =14 zF +2%F + 235 oo 4 2RO 4 ..

Ou ainda:

Pe(z) = —

1-zK

Dessa forma, aplicando o Principio Multiplicativo para fungdes geradoras, o total de particdes
p(n) sera dado pelo coeficiente [z"] em P(z) tal que:

P(2) = P,(2)P,(2) ... Py (2) ...
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1 1 1
e R

Ou ainda:

P(2) = Lizo -
CQD

EXEMPLO 6.9
Mostre que, para todo inteiro positivo n, o total de parti¢ces cujas parcelas sdo distintas é o
mesmo que o total de parti¢Oes cujas parcelas sdo formadas apenas por nimeros impares.

Uma boa estratégia inicial costuma ser, antes de analisar o caso geral, inspecionar algum caso

em particular de modo a visualizar melhor o que deve ser demonstrado. Seja o caso paran = 6,

o total de parti¢des cujas parcelas sdo nimeros naturais distintos € dado por:

6=14+2+3=14+5=24+4=6

E o total de particBes cujas parcelas sdo numeros impares é:
6=1+1+1+1+14+1=14+14+1+3=1+5=3+3

Portanto, em ambos 0s casos obtemos 4 particoes.

Ja para o caso geral, faremos uso das fungdes geradoras. Considerando todas as parcelas

distintas, cada nimero inteiro positivo podera ser escolhido 0 ou 1 vez para formar uma particao
de n, dessa forma obtemos a funcéo geradora D (z) cuja solucdo é dada por [z™]:

D(2)=1+21+2z)A+2z)A+2zY ..

Por outro lado, seja a particdo de n cujas parcelas sdo compostas apenas por nimeros impares.
A solucdo para esse caso sera dada pelo coeficiente [z™] da funcdo geradora I(Z) tal que:
(D)=Q4+z+22+23+)A+23+2°+-)A+2°+ 20+ ) ..,

-1 1 1
Z _1—z'1—z3'1—z5"'

Para concluir a igualdade solicitada, iremos reescrever a expressao D (z):

D(2)=0+21+2z)1+2z3)A+ 2z ..
1—2z21—-2*1-—2°61-28

1—2z 1—22"1—23"1—2%"

D(z) =

Por se tratar de um produto infinito, notamos que os numeradores, que sdo formados por
poténcias pares de z, sempre irdo ser simplificados com alguns denominadores, restando apenas
0s denominadores com poténcias impares de z:

1 1 1
-z 1—23"1-25"

D(z) = T
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Logo: D(z) = 1(2).
CQD

EXEMPLO 6.h
Sendo n € N, encontre o niumero de polindmios P, com coeficientes pertencentes ao conjunto
{0,1, 2,3}, taisque P(2) = n.

De um modo geral, o polindmio pedido pode ser representado por P(z) = ay + a,z + a,z? +
«++a,z¥, comk e Necadaa; €{0,1,2,3},0<i < k.
Uma vez que devemos ter P(2) = n:

ap + 2a;, + 4a, + -+ 2ka, = n.

Portanto, notamos tratar-se um problema de particdes, em que cada termo 2'a;, 0 < i < k,
sempre pertencera ao conjunto de valores {0, 2¢,1.2%,2.2¢,3.2}. O resultado pedido sera dado
pelo coeficiente [z"] em:

F@D=A+z+22+2)A+22+ 24 +26)(1 + 2 + 28 + 212) .. (1 + 72 4 722
+ Z3'2i)

()_1—24 1-28 1—216 1_ 742
f(z) = T2 122 1 " 2"

Por se tratar de um produto infinito em que os numeradores séo dados pelas poténcias de z que
sdo multiplas de 4 e os denominadores, com poténcias mdltiplas de 2, todos os numeradores
serdo cancelados, restando apenas os dois primeiros denominadores, que sdo 0s Unicos que nao
possuem poténcias de z multiplas de 4:

1
1—2z1-—22

f(2) =
f(2) =

1-22%20+2)
Decompondo a expressdo obtida em fracdes parciais:

1 A B C

A-220+2 1-z -2 "1+z
C—A=0-A4=C
B—-2C=0->B=2C
1 _ (C-A)z%4+(B-2C)z+A+B+C At B4 C =14 =15C= 1
(1-2)2(1+2) (1-2)2(1+2) - - T4
1

A=C=LeB=20=1
4 2

Dessa forma:
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()_1 1,11 11
f@ =71 2 (1—272 24 1+z

f@O=-[+D)"'-CE-D"+2(z-17?]

AN

Ao desenvolver em séries de poténcias cada um dos termos e aplicar o Principio Aditivo para
funcBes geradoras, obtemos:

) =1 Tk [() - () D7 4 2(7) (c72H] 2
£ =T () DR+ () CDFEDF 42 () (k12K ¢
f(@) = 2 Lol (—1)F + 1+ 2k + 1)]z¥
Sendo a solucédo dada pelo coeficiente de z™:

(-D"+1+2(n+1)
4

[z"] =

+2 ,
) 3 nT; nepar
Ou ainda, podemos escrever a solucdo da forma:

—~ n é impar

6.4 Triangulacdes de um poligono convexo

Em 1751, Euler propds a Christian Goldbach o problema que consistia em determinar a
quantidade de possiveis divisdes de um poligono convexo de n lados por meio de diagonais,
formando assim triangulos, o que ficou conhecido como o Problema da divisdo de um poligono
de Euler.

Dessa forma, definimos uma triangulacdo de um poligono convexo como uma divisao
do mesmo em triangulos por meio de diagonais. Definindo T,, como o total de triangulacdes
distintas de um poligono convexo de n lados, observe alguns casos particulares:

(i) Paran =3 - T; = 1:

Figura 15 - Numero de triangulacdes para n = 3.

/\

Figura 16 - Numero de triangulacfes para n = 4.

Fonte: autor.

(i) Paran=4- T, = 2:
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Fonte: autor.
(ili) Paran=5- Tg =5:

Figura 17 - Numero de triangulagcfes para n = 5.

A A= AR,

(iv) Paran =6 - Tg = 14:

Fonte: autor.

Figura 18 - Numero de triangulagfes para n = 6.

Q<D
NSRS AVIIAVA,

G WL

(v) Paran=7 - T, = 42:

Fonte: autor.

Figura 19 - Numero de triangulacdes paran = 7.

WININIS IS NN S s )
e T AN QYA YA Y G
A LAY YI NN,
%g@@@@@@@@

Fonte: autor.
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A essa altura, é natural a associacdo entre o numero de triangulagdes de um poligono
convexo e 0s nimeros de Catalan:

Tabela 11 - Relagéo entre os nimeros de Catalan e de triangulaces.

n 0 1 2 3 4 5 6 7
Cn 1 1 2 5 14 42 132 429
Ty 1 2 5 14 42

Teorema: O numero de triangulacdes T,, de um poligono convexo de n lados é dado por:

Ty = Cad

1

sendo C,, = —

(2:) 0 numero de Catalan, n > 2 e definindo para o caso degenerado T, = 1.

Demonstracéo: Para desenvolver um raciocinio que nos leve ao caso geral, seja o caso n = 6
correspondente as triangulacdes de um hexagono. Ao escolher um de seus lados para fixarmos
como base, iremos determinar o total de triangulagdes a partir dele.

Figura 20 - TriangulacOes de um hexagono a partir de um de seus lados.

Observe que, fixada a base e formando os diferentes triangulos a partir dela com os demais 4
vértices do hexagono, cada figura ficard dividida em outros dois poligonos além do préprio
triangulo formado, com excecdo dos dois casos extremos dos triangulos formados com os dois
vértices vizinhos a base, onde havera apenas mais um poligono resultante da decomposicao.
Para os dois casos extremos, o total de triangulacdes sera Ts e, para 0s demais casos, o total de
triangulacdes seréa dado pelo produto do total de triangulagdes dos dois poligonos formados, de
acordo com o Principio Multiplicativo.

Portanto:

Fonte: autor.

T6 = TS + T3T4 + T4T3 + TS

Considerando que sdo conhecidas as triangulagdes para 0s casos menores, temos que T; = 1,
T, = 2,e T =5, além do caso degenerado T, = 1. Dessa forma:

T6 = TS + T3T4 + T4T3 + Ts = T2T5 + T3T4_ + T4_T3 + T5T2
Te =15+12+21+51=14
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Notando que tal resultado estd de acordo com o esperado pela analise feita anteriormente,
iremos generalizar tal raciocinio para o caso de um poligono convexo de n lados. Uma vez
fixado um lado de base para o n — agono, seu total de triangulacdes T,, seré dado por:

TTL == TZT‘I‘L—l + T3Tn_2 + T4_Tn_3 + -+ Tn_sz, pal’a n 2 3

Ou ainda:

T, = Y T Tpe1—k

Uma vez conhecida a relacdo de recorréncia obtida acima, para a obtencdo da respectiva forma
fechada, seja a fungdo geradora:

G(z) =Ty + Taz+ Tyz? + Tez3 + -+ + Tpypz™ + -
G(2) = Yoo Tisrzk

Ao quadradar tal expressao, obtemos:

G%(2) = ToT, + (ToT5 + T3Ty)z + (TyTy + T3Ts + Ty Ty)z? + -
G*(2) =Ts + Tyz + Tsz? + -

Logo:

G(2) =zG*(2)+T, - G(z) =2zG*(z) + 1
zG*(z2)—-G(2)+1=0
1++vV1—-4z

G(z) = 2z

Para saber qual dos dois sinais € o correto, analisaremos o comportamento da fungédo geradora
nas proximidades da origem. Sabendo que G(0) = T, = 1, sejam os limites:

1
. 1+V1-4z .. 0+2m(0_4) T -1
() fim— = = lm— =lm ==
1
. 114z ,, O0—57=(0-4) i 1
2) lim =]lim———=—— =lim—=1
( ) z—0 2z z-0 2 z-0V1-4z
Portanto, temos que:

1-v1-4z

G(z) =

Sendo o desenvolvimento do binémio:

1

VI=4z = (1 — 42)% = Yyso <;) (—42)*
B (a)

k!

(-1)*"11.3.5..(2k-3)
2kk!

(1— 42)7 = T (—42) = s (—42)k
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(1= 42)7 = — Yp 2K 12522073 ) g

Finalmente:

1-V1-4z =Y., 2k 1135..(2k=3) g1
= k=1 —

|
1-1-4z _ 2k2i3 5..(2k-1) Sk — —y « (2K)! —y 2K)! z
2z k=0 (k+1)! k20 jrerin 2 k20 g k41
1—@ _ 1 Zk k
2z B Zk?om( k )Z

Igualando o coeficiente [z*] da fungdo geradora original com o respectivo coeficiente da
expressao obtida:

Portanto, concluimos que:

T, = Cp_p, paran > 2.
CQD

Corolério: Os numeros de Catalan podem ser obtidos por meio da relacdo de recorréncia
(Cn)nEN tal que:

Coo = CoCnoy + CiCpy + CoCpz + -+ Cy

Ou ainda:

‘Cn = ZZI;% CkCn—l—k‘-

6.5 Numero de maneiras de colocar parénteses num produto ordenado com n fatores
Consideremos o produto ordenado de n nimeros representado por:

X0X1X9 «o- Xp_1,
em que nao estamos interessados nos valores assumidos por cada x, 0 < k < n, mas sim no
total de maneiras de colocar parénteses em tal produto. Denominaremos o paréntese ( como
aberto pela direita e 0 seu par ), aberto pela esquerda. Uma colocacéo de parénteses correta é

aquela em que:

1) Analisando o produto da esquerda para a direita, o total de parénteses abertos pela direita
sempre é maior ou igual ao total de parénteses abertos pela esquerda.

2) No produto, sempre deve haver uma mesma quantidade de parénteses abertos a direita
e de parénteses abertos a esquerda.
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3) Dentro de cada par conjugado de parénteses () sempre deve haver dois fatores, sejam
eles dois nimeros, um namero e outro par conjugado de parénteses e vice-versa ou dois
pares conjugados de parénteses.

4) Dois fatores sempre deverao estar dentro de um par conjugado de parénteses.

Portanto, para n = 3, a colocacdo de parénteses:
(xo (x1xz))

é correta, enquanto as colocacdes:

x0)x1)(x2( € (xp)(x1x7)

estdo erradas.

Denotando P, como o total de modos de se colocar parénteses num produto ordenado de n
fatores, sejam os casos particulares a seguir para cada valor de n:

(1) Paran =2 - P, = 1: (x0X1).

(i) Paran =3 - P; = 2: ((xoxl)xz), (xo(xlxz)).

(iii) Para n=4- P, =5: (((xoxl)xz)x3), ((xo(xlxz))x3), (xo((xlxz)x3)),
(xo(xl(x2x3))), ((xoxl)(xzx3))-

Novamente, é natural a associa¢do entre 0 nimero de modos de se colocar parénteses
num produto ordenado com n fatores e os nimeros de Catalan:

Tabela 12 - Relacdo entre os nimeros de Catalan e o namero de modos de se colocar parénteses.

0

4

2

5

14

n
Cr
B,

1

2

5

Teorema: O numero de maneiras P, de se colocar parénteses num produto ordenado com n
fatores é dado por:

P = C— 1
paran = 1 e assumindo que P; = 1.
Demonstracéo: Para colocarmos os parénteses ao longo do produto dos n fatores de acordo
com as regras listadas, note que podemos dividir tal produto em dois blocos, contabilizar o total

de modos de se colocar os parénteses em cada um dos blocos e depois aplicar o Principio
Multiplicativo.
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Ao dividir o produto dos n fatores em dois blocos, seja o primeiro com k fatores e o segundo
com os demais n — k fatores, dessa forma, o total de modos de colocar parénteses nessa
configuracdo sera dado por: P, P,,_y.

Com efeito, o valor de P, pode ser obtido por meio do Principio Aditivo ao considerar todas as
possiveis divisdes dos n fatores em dois blocos:

Py = PPy 1+ PPy g+ PiPy 3+ -+ Py 1P
Paran > 2 e assumindo que P; = 1.
Portanto, de acordo com a relacéo de recorréncia obtida para os nimeros de Catalan, é imediato
que:
CQD

Outra maneira de interpretar o problema do nimero de modos de se colocar parénteses no
produto de n fatores é observando os seguintes fatos:

M Ao todo sdo colocados 2(n — 1) parénteses no produto dos n fatores.
(I) Ao ler o produto dos n fatores da esquerda para a direita, sendo 0o nimero de

parénteses abertos pela direita igual a x e o nimero de parénteses abertos pela
esquerda igual a y, devemos ter que x > y.

Portanto, o problema €é equivalente ao de se deslocar da origem (0,0) ao ponto (n — 1,n — 1)
permanecendo sempre abaixo da reta y = x ou no maximo a tocando. Tal problema pode ser
resolvido pelo Principio da Reflexdo, conforme feito no capitulo 2, e tem contagem equivalente
aCp_q.

Corolario: O numero de maneiras P, de se colocar parénteses num produto ordenado com n
fatores é equivalente ao nimero de triangulagées T,,, de um (n + 1) — &gono:

comn = 1.

Demonstracéo: O resultado segue de imediato a partir das relacbes ja demonstradas. Dessa
forma:

P,=Ci_, e T, =0Ch
Portanto:

Py = Thy1.
CQD

No entanto, é interessante observar tal resultado a partir da construcdo das triangulacdes e
verificar a equivaléncia das duas contagens.



(i) Para 0 caso n = 8, seja a seguinte colocacao de parénteses:

(((x0x1) (xz (x3x4))) (xs (x6x7))),

e a correspondente triangulagdo num enedgono:

Figura 21 - Exemplo de relaco entre Pg e T,.

£

((zoz1)(wo(z324))) (w5 (T627)))

Lo
Fonte: autor.

(i) Para 0 caso n = 7, seja a seguinte colocacao de parénteses:

(((x0x1)x2) ((x3 (x4x5))x6)>1

e a correspondente triangulagdo num octégono:

Figura 22 - Exemplo de relacdo entre P, e Ty.

€Zn I3

T4

(((wow1)ws) ((w3(zaws))T6))

Fonte: autor.
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CONSIDERACOES FINAIS

O trabalho aqui desenvolvido e apresentado foi fruto ndo apenas de dois anos de
disciplinas de mestrado cursadas, seguidos por uma intensa pesquisa, materializados no
presente texto, mas vai além disso, passa por todas as dificuldades enfrentadas ao longo de todo
o trajeto. Diz a lenda que, ao terminar um quadro encomendado por um mecenas, Picasso foi
questionado por cobrar um alto valor sendo que vez em t&o pouco tempo, entdo a sua resposta
foi “N&o, na verdade levei a minha vida inteira para pinta-lo.” De acordo com o espirito da
resposta dada por Picasso, o texto é fruto de uma vida inteira de aprendizados constantes, desde
antes da propria graduacdo até os varios anos em sala de aula, vivenciando as mais diversas
realidades e observando as particularidades de cada situacéo, dos alunos e de professores, pode-
se dizer que esta dissertacdo comecou a ser preparada muito antes, ha varios anos, por meio das
experiéncias que pude adquirir e das informacgdes que, mesmo sem intencionar, fui reunindo
mentalmente.

Como objetivo principal, buscou-se apresentar de forma compilada em um Gnico texto
os principais resultados das principais bibliografias existentes a respeito da Analise
Combinatéria. Além disso, acrescidos da interpretacdo do autor e da abordagem que lhe é
prépria, cada resultado foi demonstrado ndo apenas algebricamente, como também de maneira
combinatéria, procurando dar ao assunto uma abordagem diferenciada e levando em
consideracdo as suas particularidades. Portanto, aplicando técnicas de duplas contagens, foi
possivel obter resultados até entdo complexos de modo mais simples e até mesmo mais natural.

Ao tratar a Analise Combinat6ria em sala de aula como um conjunto de receitas em que
para cada situacao deve ser utilizada esta ou aquela formula, tira-se do aluno a capacidade de
raciocinar, de pensar e, consequentemente, de aprender. Antes de dar as respostas aos alunos,
o professor deve trazer as perguntas e ensind-los a questionar, despertando, assim, a
curiosidade, forga motriz do conhecimento e do aprendizado.

Entre as décadas de 50 e de 60, o renomado fisico, Richard Feynman, ganhador do
prémio Nobel de Fisica em 1965, veio a convite para o Brasil aonde ministrou alguns cursos ao
longo desse periodo e ao final fez uma palestra a respeito do ensino de Fisica no Brasil que
pode nos dar licdes que vdo muito além da Fisica. O relatado foi feito pelo préprio Feynman no
capitulo "O americano, outra vez!" de seu livro “O senhor est4 brincando, Sr. Feynman!” e dele
podem-se destacar alguns trechos que vao de encontro ao que se observa no ensino de Analise
Combinatéria e, certamente, de muitas outras disciplinas também. Apds fazer algumas
perguntas a um grupo de destacados estudantes e obter suas respostas, Feynman fez a seguinte
observagao:

Depois de muita investiga¢do, finalmente descobri que os estudantes tinham decorado
tudo, mas nao sabiam o que queria dizer. Quando eles ouviram “luz que ¢ refletida de
um meio com um indice”, eles ndo sabiam que isso significava um material como a
agua. Eles ndo sabiam que a “dire¢do da luz” ¢é a diregdo na qual vocé vé alguma coisa
quando esta olhando, e assim por diante. Tudo estava totalmente decorado, mas nada
havia sido traduzido em palavras que fizessem sentido. Assim, se eu perguntasse: “O
que é 0 Angulo de Brewster?”, eu estava entrando no computador com a senha correta.
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Mas se eu digo: “Observe a agua”, nada acontece — eles ndo tém nada sob o comando
“Observe a agua”.

Apos o término de periodo o qual lecionou para os estudantes brasileiros e ministrou aqui seus
cursos, Feynman deu uma palestra para as autoridades brasileiras relatando a sua experiéncia e
dando orienta¢Ges quanto ao ensino no pais. Ao comecar, uma de suas primeiras observactes
foi:

Entdo eu digo que uma das primeiras coisas a me chocar quando cheguei ao Brasil foi
ver garotos da escola elementar em livrarias, comprando livros de fisica. Havia tantas
criancas aprendendo fisica no Brasil, comecando muito mais cedo do que as criangas
nos Estados Unidos, que era estranho que nao houvesse muitos fisicos no Brasil — por
que isso acontece? Ha tantas criangas dando duro e ndo hé resultado.

E, sem querer prolongar demais a sequéncia de relatos feitos por Feynman, mas tomando ainda
da fonte de suas observacGes e de suas palavras:

Por fim, eu disse que ndo conseguia entender como alguém podia ser educado neste
sistema de autopropagac&o, no qual as pessoas passam nas provas e ensinam os outros
a passar nas provas, mas ninguém sabe nada.

Tomando uso das duras constatacbes feitas por Feynman com relacdo ao ensino de
Fisica, 0 mesmo tipo de atitude pode ser constatada no ensino de Anéalise Combinatoria e, de
modo semelhante, é de causar grande estranhamento o fato de desde tdo cedo aprenderem a
contar e, no entanto, quando mais velhos, a Analise Combinatoria soar como algo
completamente distopico para os alunos.

Nesse sentido, a dissertacdo também tem como meta apresentar a disciplina de modo a
tornar a sucessao de técnicas de contagem como algo natural, como a colocacédo de um tijolo
ap0s 0 outro para que entdo se construa uma parede, um cdmodo e entdo a casa, cada teorema
e cada assunto s@o apresentados por meio de um processo natural, muitas vezes motivados por
algum problema ou exemplo j& tratados anteriormente. Somado a isso, vale acrescentar um
outro aspecto, ndo apenas a cadeia de deducles de técnicas de contagem segue uma ordem,
como também certos resultados anteriormente obtidos sdo eventualmente revisitados com uma
abordagem diferenciada, fazendo uso de uma técnica mais avangada, mas que pode dar uma
leitura mais simples de um problema antes complexo.

A escolha dos assuntos e da abordagem feitas pelo autor séo frutos ndo apenas do
conjunto de experiéncias pessoais e preferéncias particulares, que tanto instigaram a curiosidade
e foram os principais combustiveis para a busca pelo conhecimento, mas somam-se a isso a
prépria dificuldade em encontrar fontes bibliogréaficas e textos de origem nacional que tratassem
de determinadas técnicas de contagem aqui apresentadas. Tendo isso em vista, aliado a um
gosto pela Analise Combinatdria e a possibilidade de poder apresentar tal assunto a outros
professores, alunos e demais interessados e curiosos, tem-se como resultado esta dissertacao,
fruto de muitas horas a menos de sono e de grande prazer intelectual em sua elaboracao.
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