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RESUMO

ROCHA, R.S. Estudo da condensacao de pions usando o grupo de renormaliza¢ao
funcional. 2020. 83 f. Dissertacao (Mestrado em Fisica) — Instituto de Fisica,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2020.

A descricao completa da matéria fortemente interagente requer o conhecimento integral da
estrutura de fases gerada por uma teoria quantica de campos. Em muitos casos, analisar
a teoria fundamental que descreve suas interacoes em um meio é bastante complicado, fa-
zendo com que seja interessante utilizar teorias alternativas que reproduzem ao menos em
parte as caracteristicas fisicas da teoria fundamental. As teorias efetivas nos fornecem um
ferramental matematico e fisico poderoso para o limite em que as aplicacoes da teoria fun-
damental — a Cromodinamica Quantica (QCD) no caso das Interagoes Fortes — se tornam
muito complexas( WEINBERG, 1979)(KAPLAN, 1995). No regime denso da matéria, a
principal técnica nao-perturbativa, as simulagoes de Monte Carlo na rede (AARTS, 2016),
apresenta um problema em aberto chamado de Problema do Sinal devido a um acopla-
mento de um potencial quimico especifico. Porém, em algumas situagoes, as simulagoes
de Monte Carlo nao apresentam tal problema, fornecendo resultados satisfatérios na des-
cricao de diversos fenomenos fisicos observaveis como, por exemplo, a matéria densa de
isospin que poderia existir no interior de estrelas compactas (SCHMITT, 2010). Desta
forma, o estudo de teorias efetivas em meios com potenciais quimicos de isospin torna-se
ainda mais relevante, pois o Problema do Sinal nao esta presente. Nesta dissertacao,
investigaremos, utilizando técnicas nao-perturbativas, a transicao de fase de condensacao
de Bose-Einstein em uma teoria efetiva para bosons a densidade finita e temperatura nula.
Utilizaremos o modelo efetivo chamado Modelo ¢ Linear, para descrevermos aspectos de
simetria do vacuo da QCD e assim estudar a transicao de fase. Finalmente, implementa-
remos o Grupo de Renormalizagdo Funcional (GRF) para estimar a influéncia de efeitos
nao-perturbativos.

Palavras-chave: Teoria quantica de campos a temperatura e densidade finitas. Modelos

efetivos. Transicoes de fase.



ABSTRACT

ROCHA, R.S. Study of the condensation of pions using the Functional Renormalization
Group. 2020. 83 f. Dissertagao (Mestrado em Fisica) — Instituto de Fisica, Universidade
do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2020.

The full description of strongly interacting matter requires complete knowledge of the
phase structure generated by a quantum field theory. In many cases, analyzing the fun-
damental theory that describes their interactions in a medium is quite complicated, so that
it becomes interesting to use alternative theories that reproduce at least part of the physi-
cal characteristics of the fundamental theory. Effective theories provide us with a powerful
mathematical and physical tool for the limit in which the application of the fundamental
theory — Quantum Chromodynamics (QCD) in the case of Strong Interactions — becomes
extremely complex (WEINBERG, 1979)(KAPLAN, 1995). In the dense regime of matter,
the main nonperturbative technique, lattice Monte Carlo simulations(AARTS, 2016), pre-
sents an open problem called the Sign Problem, due to the coupling of a specific chemical
potential. However, in some situations, Monte Carlo simulations do not present such a
problem, providing satisfactory results for various observable physical phenomena such as,
for example, the dense isospin matter that could exist inside compact stars(SCHMITT,
2010). Thus, the study of effective theories in environments with non-zero chemical po-
tentials is even more relevant because it presents systems in which the Signal Problem is
not present. In this dissertation, we will investigate, using non-perturbative techniques,
the phase transition of Bose-Einstein condensation in an effective theory for bosons at
finite density and zero temperature. We will use the effective model called Linear o Mo-
del to describe aspects of the symmetry of the vacuum of QCD and thus study the phase
transition. Finally, we will implement the Functional Renormalization Group (FRG) to
estimate the influence of non-perturbative effects.

Keywords: Quantum field theory at finite temperature and density. Effective models.

Phase transitions.
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INTRODUCAO

A termodinamica nos fornece uma descricao geral da matéria no equilibrio, a partir
de relagoes entre grandezas macroscopicas como energia livre, energia interna, entropia,
entalpia, pressao, dentre outras, utilizando quantidades externas como temperatura e po-
tenciais quimicos (FERMI, 1956). Quando a descrigao macroscépica nao é suficiente para
um dado sistema fisico, a termodinamica necessita de um auxilio de outras descri¢oes
que nos ajudem a entender o comportamento termodinamico e microscopico da matéria.
A Mecanica Estatistica é a primeira que estudamos (BELLAC et al., 2004; LANDAU;
LIFSHITZ, 1980). A partir da descricao microscépica de sistemas fisicos, podemos en-
tender a composicao da matéria, simetrias, dimensao, interacoes e etc. O tratamento
estatistico é fundamental para a compreensao de sistemas de muitas particulas onde a
descricao completa de cada grau de liberdade é bastante complicada. A mecanica es-
tatistica ¢ utilizada tanto para uma descrigao classica de um sistema quanto uma des-
cricao quantica, e grandes progressos nessa area foram feitos por Boltzmann e Maxwell
(REIF, 2009). A descricdo da matéria em uma escala microscépica pode ser satisfatéria
utilizando a mecanica classica, onde somos levados a compreensao de temperatura, entro-
pia, nimero de particulas e potencial quimico. Entretanto, a mecanica classica apresenta
limitacoes como a instabilidade do dtomo e a catédstrofe ultravioleta (KAPUSTA, 1993)
encontrada pela aplicacao da mesma, sendo assim necessaria a utilizacao do formalismo
da mecanica quantica. Porém, a utilizacao do formalismo da mecanica quantica como des-
cricao de estados também é limitada. A descricao de estados fisicos quanticos associados a
um Hamiltoniano, H, limita-nos em geral a um sistema de poucas particulas, isso porque
sistemas com um numero de particulas elevado, dentro de nosso entendimento, sao com-
plicados de serem resolvidos. A partir desse obstaculo, fisicos do século XX como Planck,
Fermi, Bose e Einstein comecam a conseguir enxergar a Mecanica Estatistica Quantica
para a descricao de sistemas quanticos de muitas particulas. Toda essa discussao é bem
fundamentada para sistemas nao-relativisticos. Sistemas relativisticos nos trazem mais
complexidade necessitando assim de uma fisica mais completa.

Sistemas relativisticos nos levam a perguntas que sao complicadas de serem res-
pondidas e que motivam a comunidade cientifica para o melhor entendimento da natureza.
Perguntas feitas em (KAPUSTA, 1993) como: ”O que acontece quando a matéria comum
¢é tao compactada que os elétrons formam um gas degenerado relativistico, como em uma
estrela ana branca? O que acontece quando a matéria é comprimida ainda mais para
que os nucleos atomicos se sobreponham para formar matéria nuclear superdensa, como
em uma estrela de néutrons? O que acontece quando a matéria nuclear é aquecida a
temperaturas tao altas que os nicleons e os fons se fundem em quarks e glions, como nas

colisoes nucleares de alta energia?”



movimentam até hoje a comunidade cientifica para o entendimento das interacoes fortes.
Neste trabalho nao estaremos diretamente preocupados em responder essas perguntas
mas sim em estudar um problema especifico, relacionado a uma estrutura de simetria, a
simetria quiral, que é importante para descrever a QCD e suas aplicagoes.

A teoria fundamental das interacoes fortes apresenta uma estrutura de simetrias e
de fases rica em fenomenos fisicos (WEINBERG, 1995). Desta forma, para a compreensao
das fases presentes na QCD entender sua estrutura de simetrias é fundamental. O grande
interesse do estudo dessas simetrias estd em suas quebras. O vacuo da QCD engloba que-
bras de simetrias relevantes como: quebra espontanea, explicita, aproximada e quantica.

Um dos focos dos modelos usados nesta dissertacao é entender uma das simetrias
fundamentais no estudo das Interagoes Fortes: a simetria quiral e suas quebras es-
pontanea e explicita, além de fornecer um arcabouco de técnicas de teoria de campos,
como o formalismo funcional e o grupo de renormalizacao, para que em um trabalho pos-
terior as mesmas possam ser usadas.

A nao realizagao da simetria quiral no estado de vacuo da QCD é caracterizada por
excitacoes de particulas, chamadas pions, cuja massa ¢ muito pequena quando comparada
a escala de hadrons tipica (Yao et al., 2006). O pion esté associado a trés particulas su-
batomicas: 70, 7+ e 7~ onde cada pion é composto por um quark e um antiquark. Ele foi
previsto muito antes de sua observagao. Na década de 1930 o fisico japonés Yukawa, ven-
cedor do prémio Nobel em 1949, postulou que deveria haver uma particula mediadora que
garantia a estabilidade do niucleo atomico, visto que protons, particulas de carga elétrica
positiva, ficavam juntos dentro da estrutura atomica. Na década de 1940, os pions enfim
foram observados, comprovando assim o postulado de Yukawa. Tal observagao resultou
no Nobel de 1950, sendo que grandes fisicos, como o brasileiro César Lattes, contribuiram
para essa descoberta.

A andlise da matéria sob condigoes extremas, como no interior de estrelas compac-
tas, envolve um conjunto de fendmenos fisicos interessantes de serem estudados. Neste
trabalho em andamento, descreveremos um fenomeno fisico a partir de técnicas nao per-
turbativas, onde esse sistema fisico é o condensado de Bose Einstein relativistico de pions
em meio denso de isospin. Meios densos de isospin sao interessantes de serem estudados
por nao apresentarem o problema do sinal, presente em sistemas com densidade barionica,
permitindo a comparacao direta com dados de QCD na rede. No primeiro capitulo deste
trabalho, como introdugao, fazemos uma breve revisao do formalismo de teoria quantica
de campos. Na secao 1.2 descreveremos alguns tipos de simetrias e a aplicacao do forma-
lismo de correntes axial e vetorial em um sistema de férmions analisando assim os seus
efeitos na estrutura da Lagrangeana sem massa e com massa. Na se¢ao 1.3 analisaremos
a quebra espontanea e explicita da simetria quiral. Por fim, na secao 1.4 introduziremos o
Modelo Sigma Linear (MoL) para a descri¢ao dos efeitos da quebra explicita e espontanea

da simetria quiral.



No capitulo 2 introduzimos a Teoria de campos em um meio com a construgao da
funcao de particao a partir do formalismo funcional. Logo depois, como introducao a nossa
discussao, estudamos o condensado de Bose-Einstein de um campo complexo carregado
e analisamos a temperatura critica de uma transicao de fase no limite nao-relativistico e
no limite ultrarelativistico. A transicao quiral a densidade finita de isospin nas Interacoes
Fortes é investigada no contexto do Modelo o Linear no capitulo 3.

No capitulo 4 utilizamos o grupo de Renormalizagao Funcional como um arca-
bougo para calculos de efeitos nao perturbativos em teoria quantica de campos com o
objetivo de encontrarmos quantidades como massa efetiva e o valor critico de potencial
quimico que caracterizard uma transicao de fase de segunda ordem de condensacao. Esse
formalismo envolve a construcao de uma acao efetiva que interpola entre a acao classica
e a acao efetiva completa. Isso nos levard a um conjunto de equagoes diferenciais que
devem ser resolvidas. A solucao desse sistema é nada trivial, visto que sua solucao nos
dara a TQC de forma completa. Com isso, precisamos de algumas aproximagoes para
que consigamos resolvé-las. Utilizamos a Aproximacao de Potencial Local (LPA) para
assim chegarmos em trés equagoes diferenciais cuja solucao exige a utilizacao de técnicas
numéricas. Com a utilizacao das funcoes pré-definidas do software Mathematica, como
NDSolve, encontramos o valor critico do potencial quimico.

As seguintes referéncias (KOCH, 1997),(KAPUSTA, 1993) e (PALHARES, 2012)

foram utilizadas como texto base para elaboracao deste trabalho.
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1 ASPECTOS DA SIMETRIA QUIRAL

Neste capitulo, inicialmente, serd estudada a transicao de uma teoria classica para
uma teoria quantica de campos. A transi¢ao do espaco de coordenadas para campos que
dependem dessas coordenadas serd brevemente discutida. Tal transicao é importante para
um estudo das simetrias presentes numa teoria quantica de campos, em especial a simetria
quiral, que é a simetria base para a constru¢ao de modelos de pions (vide, por exemplo,
(KOCH, 1997)) e o estudo da transi¢cdo de fase de condensagao destes. Abordaremos
a conservacao parcial da corrente axial para que possamos entender melhor as quebras
espontanea e explicita da simetria quiral dentro do Modelo Sigma Linear (GELL-MANN;
LEVY, 1960). Este tultimo é um modelo efetivo para as Interagoes Fortes em energias
intermediarias que consegue reproduzir de forma clara e mais simples as rupturas de si-

metria.

1.1 Introducgao a Teoria Quéantica de Campos

Nessa secao faremos uma breve revisao dos fundamentos da teoria quantica de
campos que sao necessarios para um bom entendimento da simetria quiral.

A formulacao fundamental mais conveniente para descrever uma teoria de campos
é a formulagao lagrangeana (GOLDSTEIN, 2002). Sabemos da Mecanica Cléssica que,
para descrevermos a equagao de movimento de um sistema de particula livre, devemos
utilizar o Principio de Extrema Ac¢ao (GOLDSTEIN, 2002):

t2
S = f dtL(q,q,t) — 68 =0, (1)
t

1

onde S é a acao e L é a funcao lagrangeana dada pela diferenca entre a energia cinética T'
e a energia potencial V| L =T -V definida no espaco de coordenadas ¢ e suas velocidades
¢g. Com a extremizacao da acao, encontramos a equacao fundamental para determinar
as equacoes de movimento de um sistema na mecanica lagrangeana, a equagao de FEuler-
Lagrange definida como (GOLDSTEIN, 2002):

e9r 95 (2)
Se formos para o espago de campos, as coordenadas ¢(t) sao substituidas por campos

o(x,t) e as velocidades, ¢, pelas derivadas dos campos e toda a formulacao matematica

da teoria deve ser alterada.
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O campo @, pode ser determinado em cada ponto do espaco tempo da seguinte
forma: ® = (®1(x1,t), Py(xe,t),...). Isso equivale a termos um niimero infinito (continuo)

de graus de liberdade:

q > ®(z,1), (3)
: 0P

q- a“@(l'7t) - %7 (4)
com p =0,1,2 e 3, logo 0, = (0y,01,04,03) = (04,04,0,,0.). A métrica utilizada sera
gw=(-1,1,1,1).

A teoria de campos é necessaria para a descricao de sistemas com um numero
infinito, continuo de graus de liberdade. A utilizagdo de um campo ®(z,t) nos leva a um
grau de liberdade em cada ponto x do espaco.

No espaco dos campos, a lagrangeana é definido como sendo a integral de uma

densidade de Lagrangeana onde a mesma depende dos campos e de suas derivadas:
L- f PrL(D(x,t),0,D(x,1),1). (5)

Tais campos sao invariantes por translacao dependendo somente de um ponto no
espaco-tempo z# tornando entdo uma teoria de campos locall. A acao S é dada pela
integral de uma densidade de lagrangeana, com a medida de integracao definida no espaco-

tempo quadridimensional de Minkowski:

S= ft P L (D), 0,D(,1).1). (6)

1

Assim como a Lagrangeana e a acao, a equacao de Euler-Lagrange também é
modificada. E para isso, assim como no espago de coordenadas, uma variacao nula da
agao € exigida para que consigamos encontrar as equagoes de movimento. Variar a agao

implica numa variacao dos campos, ou seja, 0S = 0 origina-se de

> D+, (7)
0,8 > 0,® +6(0, D), (8)

LA escolha de uma teoria de campos local para o estudo de sistemas relativisticos, onde o postulado
de localidade da relatividade especial é de extrema importancia, nos leva a um caminho mais simples.
Pode-se escolher uma teoria nao local, porém, o caminho é necessariamente mais complicado por

natureza(RAMOND, 1997).
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onde:
5(0,®) = 9,(6®). (9)

Variando a acao, temos:

S = fd‘*:caz(cb,aucb,t), (10)
to i

S = / dt/d3a:£(c1>+5¢>,8u<b+5(8u®),t)—E(CI),@,;I),t). (11)
t1

Fazendo uma expansao de Taylor em torno de d¢ = 0, supondo que a variacao dos campos

na fronteira da teoria do espago tempo é nula, teremos que:

S = f dtfd3 lﬁ(@&@) 9L 50 a(g‘c@a(a @)] L(®,0,0,1),
S = f dtfd3 l—acp 8(25@5(8 )] (12)

Integrando por partes em (12), obtemos:

38 = f dtfd3 (——a (8(8(1) ))5q>+f fd%& l ]5c1>] (13)

O segundo termo da eq. (13) é nulo, pois é um termo de superficie, e exigimos que 6P
seja nulo na borda (RAMOND, 1997). Fazendo dS = 0, temos finalmente a equagao de

Euler-Lagrange para o campo 2¢:

oL oL

70 Y5,0) " "

O momento canonicamente conjugado é uma quantidade importante quando tratamos
uma teoria quantica. A partir dele, conseguimos encontrar as relagoes de comutacao que
sao exigidas na quantizacao da teoria, estabelecendo assim uma algebra que define como
o momento canonico se relaciona com os campos. No espaco de coordenadas, o mesmo
¢ definido como sendo a derivada da lagrangeana com relacao a velocidade, ¢. Ja para a

teoria de campos, o momento canonicamente conjugado é (PESKIN, 2018):

oL

@) = 5@a@)a0

(15)

2 Se estivermos lidando com uma teoria com mais de um campo, como no caso dos modelos de pions
que veremos mais a diante, a equac@o (14) tem a mesma forma, porém, adquire um indice que rotula
os diferentes campos.
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e as relagoes de comutagao sao dadas por (PESKIN, 2018):

[®(I7t)7®(I,7t)] =0, (16)
[H(:p,t),H(x’,t)] =0, (17)
[TI(z,t), ®(2',t)] = —=id*(z - 2). (18)

Escolhemos estas relagoes de comutacao, pois, ao longo do trabalho, estaremos estudando
bosons e nao férmions. Para um teoria que envolve férmions, as relagoes de comutacao

sao substituidas pela anticomutagao entre o momento canénico e o campo.
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1.2 Simetrias

As simetrias desempenham um papel importante na fisica e, em especial, na teoria
quantica de campos. A escolha de uma simetria especifica limita, por exemplo, as possiveis
interagoes. Podemos classificar as simetrias em:

e Simetria Interna - associada a uma transformacao no espago interno dos campos,
por exemplo: a simetria de calibre;

e Simetria do espago tempo - associada a uma transformacao do espaco-tempo,
por exemplo: as simetrias de Lorentz e Poincaré. Além disso, cada simetria pode ser
classificada como simetria local — transformacao de simetria dependente das coordenadas
x* — ou simetria global — transformacgao nao dependente das coordenadas x#, ou seja, é
a mesma para qualquer ponto no espacgo-tempo. A invariancia da acao sob uma dessas
transformacoes determina a simetria do sistema.

A degenerescéncia dos niveis de energia de um determinado sistema quantico esta
relacionada com as simetrias da teoria. Apos a descoberta do néutron em 1932, Heisenberg
propos o conceito de Isospin. A motivacao dessa proposta vem da comparacao entre a
massa do néutron e a massa do préton, que sdo aproximadamente iguais (WEINBERG,
1995): m,, = 938,28 MeV/c?,m,, = 939,57 MeV/c2. Essa quase degenerescéncia da massa,
ou degenerescéncia aproximada, levou os fisicos da época, como Heisenberg e Wigner,
a se questionarem sobre a existéncia de uma simetria aproximada, visto que o proton
e o néutron se comportam de maneira semelhante e que a unica diferenca entre eles
estd em sua carga elétrica. Assim como o spin, o isospin também esta associado a uma
transformagao do grupo SU(2), porém nesse espago dos campos, levando por exemplo um
préoton em um néutron (ou um quark up em um down em um modelo de mais alta energia).
Veremos mais adiante a importancia desse conceito juntamente com a simetria quiral, cuja
quebra esta relacionada a existéncia do condensado quiral. Além disso, estudaremos o
condensado de pions, que pode surgir em um meio com densidade de isospin nao-nula, que
equivale na pratica a um desbalanco entre o nimero de néutrons e prétons no sistema.

Vamos entao agora entender os efeitos de uma transformacao de simetria para uma

dada teoria.
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1.2.1 Corrente de Noether e a simetria quiral

Em 1918, Emmy Noether, em seu primeiro resultado mostrou que a cada simetria
ird corresponder uma corrente que satisfaca a equacao de continuidade. Considere uma

transformacao ® - ¢ + 0P tal que a Lagrangeana seja simétrica sob essa transformagao:

L(D) = L(D + D), (19)
L(D+6D) - L(D) = 0.

Expandindo o primeiro termo em ordem 0P, temos:

OL(D) oL ~
L(D) + 5% o0 + a(auq))é(a,ﬂ)) -L(D) =0, (20)
OL(D) oL ~
5% oD + a(a“q))(S(aué) =0. (21)

Utilizando as equagoes (8) e (9):

oL oL
(aua—q)) 7 + 55,5y i) =0 (22)

e utilizando a equagao (14), temos que:

oL

Onde a quantidade entre parénteses é a corrente de Noether:

oL
I = 9(0,®)

5. (24)

Para casos em que ha mais de um campo, como no caso dos pions, com trés estados de
cargas diferentes, introduzimos um indice que rotula os diferentes campos na descricao da
teoria, ¢;.

Utilizaremos como uma aplicacao da corrente de Noether uma rotagao de isospin

de pions. Considerando uma transformacao unitéria nos campos ®;, temos:

P = O, (25)
) = O, —iOTSD;, (26)

112
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onde ©% é um angulo de rotagao pequeno, 17, sao matrizes de rotagoes de isospin (ge-
radores de transformacao da algebra de isospin), em que o indice ”"a’rotula os diversos
geradores de simetria. Para rotacoes de isospin, teremos trés matrizes de isospin e o vetor
® indicando as componentes dos campos dos pions 7+, 7~ e 7V.

Com a mesma ideia acima (com o campo escalar), utilizando as equagoes (23) e (24) temos
a seguinte corrente (KOCH, 1997):

e, oL

0 _Za(auq)j) ik k- 27)

Para uma dada corrente, temos uma carga associada. A carga entao é dada pela

integral em todo o volume da primeira componente,.Jy da corrente de Noether:

Q- [ drh@). (28)

Desta forma, se temos uma Lagrangeana simétrica com relacao a uma dada trans-
formagao de simetria, temos uma corrente conservada que nos leva a uma conservagao de

carga:

aQ

=0, (29)

Até entao trabalhamos com uma Lagrangeana simétrica a uma dada transformagao,
resultando assim em uma corrente conservada. Mas o que acontece se introduzirmos um
termo na Lagrangeana fazendo com que a mesma nao seja mais simétrica? Escrevendo

uma Lagrangeana na forma
L=Ly+ L, (30)

onde L’ quebra a simetria de Ly, e seguindo os passos anteriores da construcao da corrente

Ju, encontramos a seguinte relacao:
0L =0L =0,J,. (31)

Note que agora a divergéncia da corrente nao é nula fazendo com que o termo de quebra
esteja diretamente relacionado a nao conservacao da corrente. Essa demonstracao é ex-
tremamente importante para podermos entender a quebra da simetria quiral aproximada

devido a massa finita dos quarks.
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Vamos considerar dois exemplos de aplicacao da corrente de Noether para uma
Lagrangeana de dois sabores de férmions sem massa e com massa, para assim entendermos
os efeitos da quebra da simetria da corrente.

Considere o Lagrangeano de um modelo sem massa:

L= i, (32)

onde « representa o indice interno que rotula o sabor do campo ? em "up”’e "down’e @

¢ a abreviagao de 0,v*.

> (Considere a seguinte transformagao:

iz 1750
AV : wﬁ —> [e 15 w:lﬁ = (5/804 - 5 )wa, (33)
_ i 7o g7\ _
e

onde 6 um vetor de rotacao angular e 7 sdo as matrizes de Pauli 2 X 2. Aplicando a

transformacao na Lagrangeana, temos:

iTS 0%\ — iS5, 0%
L = Z (5(1’3 + 5 ) wﬂa ((Saﬁl — ; ) wﬁ” (35)
— ol — Tos — Tag
L = w}aalba -6 Z¢o¢$7¢ﬁ - lwa_awﬂ ) (36)
onde o segundo termo é nulo, logo:
L= iwaawa- (37)
Utilizando a equacao (27) com T~ %, obtemos a corrente de Noether, ou vetor de
corrente, para o sistema sem massa:
oL —
o = i, 38
9(.00) )
— T4
Vi = 1%%71%- (39)

> Considere a préxima transformagao, chamada de axial, em que a matriz v5 = 179717273



18

¢ introduzida (abaixo omitiremos os indices de sabor):

Apitp o ey = (1-m§)¢, (40)
D Y (1+m5§)@. (41)

Aplicando as transformagoes no Lagrangeano (32) e utilizando a relagao de anti-comutagao®

entre as matrizes s e 7,:

by = =i (id S+ T it ). (12)

. (43)

Neste caso, a corrente de Noether ou corrente de vetorial-axial é dada por:

a

A% = Dy %w. (44)

Podemos entao concluir que a Lagrangeana de férmions sem massa é invariante sob
as transformacoes Ay e A4, ditas transformacoes quirais. A invariancia da Lagrangeana
de férmions sem massa sob tais transformagoes caracteriza a simetria quiral, e a estrutura
de grupo de simetria que descreve a mesma, neste caso, ¢ SU(2)y x SU(2) 4.

Vamos agora analisar o efeito da transformacao axial com a introducao de um
termo de massa na Lagrangeana. A andlise da transformagao vetorial pode ser vista em
(KOCH, 1997).

Considere a seguinte Lagrangeana fermionica com massa:
L = ipdp - mapip. (45)
Aplicando a transformacao axial, temos:

b - IOy, (46)
) (47)

Vimos anteriormente que a Lagrangeana sem massa é invariante sob transformagoes

de corrente vetorial e axial, sendo entao somente necessario analisar o termo de massa.

3 {75 a7u}z757u +YuY5=0
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Logo, temos:

oL’

—m (e300 (7500 + my,
—m(e 250 )y + mipy, (48)

e, expandindo a exponencial:
5L = Qz‘m%%éw. (49)

Note entao que com a introducao de uma massa, a Lagrangeana fermionica nao é mais
invariante sob a transformacao axial. Desta forma, na préxima secao discutiremos a

quebra da simetria referente a transformacao axial.
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1.3 Simetria Quiral - Quebra espontanea e explicita

A Lagrangeana da QCD com N quarks sem massa ¢ invariante sob certas rotagoes
quirais no espago de sabores (HALZEN; MARTIN; SONS, 1984). Como visto na segao
anterior, a introdugao da massa fermionica na Lagrangeana quebra a simetria da corrente
axial. Porém, por mais que essa transformagao deixe a acao invariante para m = 0, esta
simetria, no entanto, nao é realizada no vacuo da QCD quando consideramos os glions
na Lagrageana. Se tal transformacao fosse uma simetria do vacuo, o espectro hadronico
deveria ser diferente do que observamos (WEINBERG, 1995). Com isso, a simetria quiral
na QCD é espontaneamente quebrada pelo vacuo mesmo na presenca de uma pequena
quebra explicita, gerada pelas pequenas massas (em torno de 10 MeV) dos quarks up e
down (Yao et al., 2006).

O teorema de Goldstone determina que a quebra espontanea de uma simetria
continua da origem a excitagoes sem massa, os chamados bésons de Goldstone (PESKIN,
2018). No caso da simetria quiral em QCD, esses bdsons correspondem aos pions. Porém,
quando medidas suas massas, observamos valores nao nulos apesar de pequenos quando
comparados a escala de hadrons. Desta forma, somos levados entao a um paradoxo:
como uma simetria espontaneamente quebrada gera no vacuo da teoria particulas de
massas nao nulas, visto que o Teorema de Goldstone nos diz que tais excitagoes devem
ser sem massa? A resposta para tal se da através de outra quebra da simetria, sendo
essa explicita. A quebra explicita de uma simetria, diferentemente da espontanea, se da
diretamente na Lagrangeana do sistema fisico. No caso da simetria quiral na QCD, isto
acontece por causa das massas nao-nulas dos quarks up e down, que sao préximas de 10
MeV. Desta forma, podemos dizer que os pions sao pseudo-bdsons de Goldstone, por conta
da sua massa ser pequena com relagao aos outros hadrons: os pions possuem massa de
aproximadamente 137 MeV, enquanto a escala de energia hadronica é de aproximadamente
1 GeV (Yao et al., 2006). Com isso, a conservagdo das correntes quirais deixa de ser
realizada gracas a parametros pequenos, fazendo com que a invariancia quiral seja uma
simetria aproximada espontaneamente quebrada (SAEQ).

Realizando entao uma transformacao de corrente axial no vécuo e projetando no
estado dos pions, podemos notar um valor esperado nao nulo que dependera do pequeno
parametro de quebra explicita — proporcional a soma das massas dos quarks up e down
— que sera discutido com mais detalhes na secao 1.4 e no capitulo 3, considerando a

transformagao de corrente axial para pions (KOCH, 1997),
A} = [20,9%(2), (50)

onde f; = 93MeV é a constante de decaimento dos pions determinada a partir de um

experimento, a e b sao indices referentes ao isospin, i é o indice do vetor de Lorentz
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podendo admitir os valores 0,1,2 e 3, ®¢ é o campo referente ao pion.

Desta forma, temos:
(01 A5 (2) [7°) = =i frgu0®e ', (51)

onde ¢, ¢ o quadri-momento.

Tomando a divergéncia de (51), temos que:
(0109 A2 () [()) = — o a207e7% = - fym2 gebe-in (52

Como mencionado anteriormente, a simetria quiral axial é quebrada explicitamente por
conta dos pions apresentarem uma massa nao nula e pequena comparada com a escala de
hadrons, logo, temos entao uma SAEQ. Os pions sao entao pseudo-bosons de Goldstone
e a corrente axial é parcialmente conservada como visto em (52).

Na mecanica classica, conseguimos construir um analogo importante, através de
um potencial do tipo chapéu mexicano, para mostrarmos como a quebra espontanea altera
o véacuo da teoria. Considere um potencial ilustrado como a figura la. O ponto mais baixo
do potencial, em seu centro, é o estado fundamental. Fazendo uma pequena perturbagao
na esfera, a mesma tendera a voltar para esse tinico ponto de minimo. Temos entao um
potencial e um estado fundamental invariantes. Observe agora a imagem 1b. O potencial
apresenta um maximo local instavel, e o estado fundamental estd a uma distancia finita
do centro do potencial. Se perturbarmos a esfera, podemos concluir que a mesma podera
parar em qualquer ponto do vale do potencial. Apds fixarmos esse ponto, ou seja, o
estado fundamental, a simetria de rotacao estd espontaneamente quebrada. O potencial
continua simétrico, porém o estado fundamental nao é mais invariante. Note que por mais
que a simetria tenha sido quebrada, efeitos da mesma ainda estao presentes. Nao ha um
custo de energia para mover a esfera no vale do potencial de forma rotacional, entretanto,
excitacoes radiais custam energia.

O analogo quantico no caso da simetria quiral é feito a partir de um potencial
efetivo da QCD (ou de um modelo efetivo adequado) que deve assumir uma forma se-
melhante & da figura 1b. As coordenadas (x,y) passam a ser campos quirais (7,0). As
rotagoes espaciais assumem a forma da corrente axial, onde a mesma realiza rotagoes de
m em o. Rotacoes ao longo do vale, correspondem a excitacoes de pions sem custo de

energia, ou seja, sem massa.
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Figura 1 - Potencial Efetivo

Legenda: (a) Sem quebra de simetria espontanea. (b) Com quebra de simetria espontéanea.
Fonte: KOCH, 1997, p.15.

Como mencionado na analogia classica, no potencial do tipo chapéu mexicano,
para que os pions tenham massa nula, ou seja, para que nao haja custo de energia para
movermos a bolinha em torno do poco de potencial, o devera ser massivo, ou seja, ex-
citacoes radiais geram custos de energia nao nulos. Fixando entao o plano 7 =0 e o, temos
que o potencial apresenta o formato da figura 2, onde a constante de decaimento do pion
serd determinante na escolha do ponto de minimo do potencial (a escolha para o valor do
mesmo, serd analisada nas proximas se¢oes). Como também hé uma quebra explicita da
simetria, com a introducao de um pequeno termo no potencial, os pontos de minimo ficam
levemente inclinados como na figura 3, onde teremos um minimo global caracterizando
assim o menor estado de energia. As rotagoes em torno do vale agora custam energia,

dando origem a massa nao-nula dos pions.



Figura 2 - Potencial V' (0,7 =0)

V(oc, 1=0)

fr

Legenda: Potencial ”chapéu mexicano”sem quebra explicita.
Fonte: KOCH, 1997, p.19.

Figura 3 - Potencial V' (0,7 =0)

V(o, =0)

Legenda: Potencial ”chapéu mexicano” com quebra explicita.
Fonte: KOCH, 1997, p.23.

23
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1.4 Modelo Sigma Linear

Embora a élgebra de correntes tenha trazido bons resultados, Gell-Mann e Levy
em 1960 (GELL-MANN; LEVY, 1960) introduzem um modelo da intera¢do entre mésons
e nucleons chamado Sigma Linear (MoL) que permite a previsao de ainda mais resultados
por ser uma teoria de campos renormalizavel. A fim de reproduzir as propriedades obser-
vadas da conservagao parcial da corrente axial (PCAC), o modelo se conecta com a QCD
a partir da simetria quiral, reproduzindo, em um contexto mais simples, os aspectos dessa
simetria presentes na teoria fundamental: quebra espontanea e quebra explicita pequena.
Por essas razoes, utilizaremos este modelo para estudar a transicao de condensacao do
Pion a densidade finita.

Alguns critérios devem ser levados em conta para a construcao do Lagrangeano do
MoL: rotagbes quirais referentes ao grupo SU(2)y x SU(2) 4 nao devem causar efeitos, a
menos de um termo pequeno na lagrangeana. Além disso, a invariancia de Lorentz deve

ser levada em conta, assim como a renormalizabilidade da teoria (WEINBERG, 1995).

A densidade de Lagrangeana completa do MoLi é dada por (GELL-MANN; LEVY,
1960):

£ o= im0+ L@ gl A VEe), 6
Y = %2[(%2+02)—U2]2—h0. (54)

O primeiro termo é o Lagrangeano de Dirac que carrega a dependéncia dos niicleons (ou
quarks constituintes, dependendo da escala de energia de interesse), o segundo e o terceiro
termos representam a parte cinética para os campos de pions e para o méson escalar o, o
quarto termo ¢é tipo interacao de Yukawa, interagao entre pion e nicleon, e a densidade de
potencial, V(7, 0), carrega as propriedades necesséarias das quebras espontanea e explicita
da simetria quiral presentes na QCD.

Neste trabalho, nao estaremos interessados nos campos dos nicleons (ou quarks
constituintes) e da interagdo de Yukawa por estarmos buscando um modelo mais simples
onde s teremos pions e mesons. Desta forma, a densidade de Lagrangeana do Mol que

sera considerada neste trabalho para o modelo de pions fica:

1 1 1 T o _)\_2
L= S(0,0)(0") + 5(0,7)(0"7) - 5

[(7% + 0?) = v*]? + ho. (55)

Mostraremos abaixo que o potencial acima ¢é invariante sob transformagoes quirais,
com excecao do termo ho. Com isso, o primeiro termo sera responsavel pela quebra
espontanea devida a presenca do termo v? que gera um vacuo degenerado, enquanto o

segundo termo estad associada a pequena quebra explicita.
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Usando a composicao do pion e da particula o em termos de quarks de valéncia,

definida respectivamente como (KOCH, 1997):

ooy,
o P,

e aplicando a transformacao (33) em 7, temos:

Tt - z‘(l+z’”§”’)%%(1—z‘”§”)¢,

— — — T -7
WTisyY = wWTysY + 0); (¢T¢75§]¢ - wE]Ti%) :

Utilizando a identidade entre as matrizes de Pauli, [7;, 7;] = 2i€;;57%, obtemos

WTsY = T + 106 YsTRY,

T - T+0Ox7.
Analogamente para o, temos:

o= (1) (-5 e,

o - E@b + O(@Q).

(58)

(59)

Com isso, vemos que tanto 72 e o2, quanto o sdo invariantes sob a transformacao quiral

vetorial, gerando um potencial V simétrico frente a Ay .

Fazendo o mesmo estudo com a transformacao axial, temos:

0 > %,
= [y - O(ipFys1)],

o - 0-0-7.
Analogamente para o 7, temos:

T — 7T+ Oo0.

(61)
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Podemos concluir também que, devido a rotacao de isospin que Ay realiza nos

campos, o quadrado dos campos sao invariantes sob essa transformacao:

't =7, (62)
o' =0 (63)

Além disso, a soma dos quadrados desses campos, 72 + o2, também ¢é invariante sob a
transformacao axial, fazendo com que o primeiro termo do potencial ¥V também o seja.
Este termo de potencial, pode ser ilustrado como na figura 2, em que temos minimos
degenerados, onde a transformacao axial mapeia um minimo diferente, determinando
assim a quebra espontanea da simetria. Ja o segundo termo do potencial quebra

explicitamente a simetria quiral axial devido a nao invariancia do campo o.
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2 ALGUNS ELEMENTOS DE TEORIA DE CAMPOS EM UM MEIO

Desde quando comecamos a estudar fisica somos apresentados a ferramentas ma-
tematicas especificas de acordo com o sistema fisico que estudamos. Desta forma, com
o objetivo de investigarmos a termodinamica e as transicoes de fase na matéria densa e
fria a altas energias, necessitamos de ferramentas especificas para que possamos descrever
teorias quanticas de campos em um meio.

Neste capitulo, serao apresentados aspectos introdutérios do formalismo da teoria
quantica de campos em um meio. A discussao nao pretende ser extensa e nem completa,
o objetivo é construir um ferramental necessario para que possamos embasar os conceitos
abordados nessa dissertacao. Para uma discussao mais completa, o leitor deve utilizar a
extensa literatura ja existente sobre o assunto, onde parte dela sera citada ao longo do
texto.

Na segao 2.1, construiremos a funcao de partigao via integral de trajetoria, for-
malismo esse conveniente visto que uma teoria de campos apresenta infinitos graus de
liberdade, e, nesse caso, o formalismo funcional mostra-se em geral mais eficiente. A
dinamica do sistema quantico estudada nao serd dada no tempo fisico ¢, uma vez que
estamos interessados em descrever situagoes de equilibrio termodinamico. Neste caso, a
temperatura T estara associada a uma dimensao de tempo imaginario em que os campos
apresentam condigoes de contorno periddicas (caso bosonico).

Na secao 2.2 abordaremos uma aplicacao simples do formalismo de integral de
trajetéria: estudaremos a transicao de fase de um sistema de um campo escalar ¢ car-
regado, determinando assim a temperatura critica de condensacao de Bose-Einstein no
limite nao-relativistico e no limite relativistico.

Nossa preocupacao ao construirmos esse capitulo é que o leitor se familiarize com
o formalismo da integral de trajetoria para que a discussao sobre o condensado quiral de

pions, feita nos capitulos 3 e 4, seja mais direta.
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2.1 A funcao de particao via integral de trajetéria

Quando deseja-se analisar um sistema termodinamico, o primeiro passo é calcular a
funcao de particao. A funcao de particao descreve todas as quantidades termodinamicas
do sistema, seja tomando suas derivadas ou pelo logaritmo. A fim de descrevemos a

mesma utilizando um formalismo funcional, partimos da defini¢ao:
Z=TrePH, (64)

onde H é o operador Hamiltoniano e = 1/T é o inverso da temperatura*. Como estamos
estudando uma teoria de campos, onde ha infinitos graus de liberdade, temos que Z é

escrita em termos dos estados do campo ¢, da seguinte forma(KAPUSTA, 1993):

2= [ dou(oul e 1ou). (65)

A dinamica de um sistema quantico é dada em geral pelo operador de evolugao temporal,

U(t,t,), como definido em (SAKURAI; NAPOLITANO, 2011):

U(t,t,) = exp[@], (66)

4 Utilizamos as unidades de Kz =h=c=1 e O denota operadores atuando no espago de Hilbert.
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Figura 4 - Linha temporal

0 At 24t (N - 1At NAt

Legenda: Linha temporal dividida em N intervalos de tempo.
Fonte: O autor, 2020.

A partir de agora, introduziremos o conceito de tempo imaginario que é adequado
para a descrigao de sistemas em equilibrio termodinamico (KAPUSTA, 1993). Tal for-
malismo é sugerido na comparagao da exponencial da equagao (65) com a exponencial da

equagao (66):

t - —ip, (67)
"e[0,t] - —ir;Te[0,0]. (68)

A dinamica do sistema é determinada pela temperatura na dimensao de tempo imaginario,
que nao caracteriza mais uma evolucao temporal fisica, além de apresentar as condigoes
de contorno periodicas®.

Dividindo o intervalo de tempo (0,t) em N intervalos de tempo At, encontra-se uma
funcao de particao na qual conseguimos desenvolver matematicamente afim de querermos

representa-la como uma integral de trajetoria:

= [ dou(ule Vo g,) (69

z / Ao (| e O . mINH | RN | iAo |y

Introduzindo N relacoes de completeza com relacao aos momentos canonicamente conju-

gados e com relacao aos campos, temos:

[ dsutsal [ dolond il [ 5 S L6, 6.) (6]

[ ) e [ A6 102} (6 [ T, (1 2
fmmmm. (70)

N
I

X

X

® A determinacéo dessas duas propriedades, nos leva a uma dimensao temporal compactificada que possui
consequéncias fisicas importantes. Na proxima segao, veremos na pratica tais efeitos na aplicacao do
condensado de Bose-Einstein para um campo escalar carregado.
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Figura 5 - Linha temporal dos campos e momentos

1-Il¢2 l-IZ¢3 l-IN—lqu l-[1\I¢N+1

0 At 20t (N — 1At NAE

Legenda: Linha temporal dividida em N intervalos de tempo associados ao campo ¢n41 € ao
momento canodnico Ily.
Fonte: O autor, 2020.

Juntando as integrais em um produtorio, temos:

N dedll, AL
z = [ o, [ dbun (oo, T [ 5 GunlT L 7 0,) (6,f11,)

x (Mot €2 (1) o (2T (I | €2 () (61]ba) - (71)
Como:
(Paldp) = 0(¢a(x) = Pp(7)), (72)

reescrevendo funcao de particao:

X

N AT s -
2 = [ o [ TT (0nala) Te7 6,) (00]T,0) (e 08000 .

x (Gl (T €727 [1) (n]6a) (73)

Com a ideia de simplificarmos a funcao de particao, podemos associar cada termo misto
de ¢ e Il com o seu referente instante de tempo At. Observe a figura 3. Na mesma, temos

que para cada At associa-se um I1;¢;,1.

Tomando N +1 = a, a funcao de particao pode ser escrita como:

N d ZdHZ —iAtH
2= [ dou [ T (0ualll) (16 ko 01]0) (74)

Expandindo a exponencial até primeira ordem:
(IL;| e 2 |,y = (I 1 — i AtH + O(AE2) ;) . (75)

O campo ¢, os campos do operador momento canonico Il e H satisfazem as seguintes
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condicoes:

H(I1,9)|¢) = H(IL,¢)[9), (76)
Slo) = ¢le), (77)
I|I) = III). (78)

Com isso, (75) pode ser escrita como:
(il ™8 [60) = (1= iAH (T, 60)) (TL ). (79)

O primeiro termo do lado direito da igualdade acima ¢é a expansao em Taylor de uma
exponencial em H (1, $)At, com isso, utilizando a seguinte identidade (PESKIN, 2018),

(ol =exp (i [ @ M)o()). (50)

podemos reescrever a equacao (79) como:

(T =2 | = exp {—z’ [H(Hi, )AL+ f Hi@d%]}. (81)

Além disso, temos também as seguintes relagoes:

(¢1|¢a> 5(¢1 - qba)a (82)
(@it} = exp (Z f d’x Hi($)¢i+1($)) ; (83)

HL ) = [ & H(IL(), éx(). (84

Aplicando (74) e as relagoes acima na fungao de partigao (81), temos que:
z - [a, [ ﬁd(b;frni&(@—%)x
< exp (z [ P Hi@ﬂ)exp [—i(H(Hi,¢i)At+ [ P H¢)]
S don [ TT 501 - oo -iae 3 [ e [sn, o - (2572 .

(85)

Tomando o limite do continuo, N — oo, temos:

N do,dll;
Jim [ d%[}] d’% ]5<¢1—¢Q>ED¢DH. (86)
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Temos que a funcao de particao é entao escrita como:

zzf[pn] [ng]exp[/oﬁdT[ddx(Hg—f—%(H,gb))]. (87)

A equagao (87) é a representacgao funcional da fungao de parti¢ao onde d é a dimensao
espacial. Todos os campos II contribuem na integracao. A integracao em ¢, determinara

a periodicidade e a restricao a configuragoes de campo tais que satisfazem as condi¢oes
de contorno: ¢(z,0) = ¢(x, ).
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2.2 Condensacao de Bose-Einstein Relativistica - Campo escalar complexo

Os bosons, diferentemente dos férmions, podem ocupar o mesmo estado de energia.
Desta forma, a caracterizagao de um condensado se dd quando um conjunto de particulas
ocupam o menor estado de energia. Esse estado sera encontrado abaixo de uma certa
temperatura chamada de Temperatura Critica (7).

Antes de estudar as propriedades termodinamicas do Condensado de Bose-Einstein
relativistico de Pions, introduziremos o estudo com uma aplicacao mais simples do forma-
lismo funcional da fun¢ao de particao, para um campo escalar carregado, ®, com o objetivo
de mostrarmos que essa descricao é completa, nos levando a resultados de uma certa tem-
peratura critica de condensacao no limite relativistico e no limite nao relativistico. A
descricao do sistema de condensado para o campo carregado, ®, sera fiel a discussao feita

em (KAPUSTA, 1993).

Consideremos um campo complexo que descreve bésons com carga positiva e ne-
gativa, através da densidade de Lagrangeana (KAPUSTA, 1993):

L=0,00"D - m>0* D - A\(P* D)2, (88)

A simetria associada a esta Lagrangeana é representada pelo grupo U(1) (KAPUSTA,
1993). Portanto, podemos escrever uma transformagao para um campo ' que mantenha

o Lagrangeano invariante da seguinte forma:
P > ' = e, (89)

Com isso, utilizando o Teorema de Noether, podemos encontrar uma corrente conservada.
Considerando o como sendo um campo independente, que dependa de x, a(x), e aplicando

a transformagao acima no Lagrangeano, temos:

L'=L+0(2)P(x)[0,0(z)][0"a(x)] +i0,0(z) (P () 0" D(x) - P(2)0,0"). (90)
A condigao da conservacao da corrente € que a sua derivada deve ser nula, ou seja:

0", = 0. (91)

Como estd sendo considerando o um ”campo”, podemos entao escrever a equacao de

Euler-Lagrange para o mesmo:

oL oL
I(0ra) o’

m

(92)
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Note que £’ nao depende explicitamente de «, logo %—g =0, com isso, a equagao (92) se

reduz a:
oL’
M =
0 5 a) 0, (93)
com
oLt =®*®9,a - 190, P* +iD*0,D (94)
o(ra) " pE O

Igualando a zero a relagao a cima, voltando com a ideia original de que v é uma constante

e comparando com a equagao (91), a densidade de corrente sera:
Ju=1(2*0,P - 20, P). (95)

Ap6s encontrarmos a densidade de corrente, comecaremos a estudar a densidade hamil-
toniana do sistema do condensado de Bose-Einstein. A abordagem inicial da corrente de
Noether é importante para que possamos identificar os termos que irao aparecer na fungao
de particao. A densidade hamiltoniana pode ser escrita como:

N dd;
H = Z’]TZ dtz - ;C (96)

i=1

E conveniente decompor o campo ¢ em parte real e parte imaginaria,

1

P = \/§(¢1+i¢2)> (97)
com o momento canonicamente conjugado relativo a cada campo como sendo 7 = % e
Ty = %. Reescrevendo a densidade de Lagrangeana em termos de ¢, e ¢s:

1 M " m? o oy A ove
L= 5 (Ou10" 61+ 0,620 62) = 2 (6% + 63) + (63 + 63, (98)
a densidade de hamiltoniana serd entao:

1
Ho=5lmi+m + (VO)°]+ (V2)” + m*e) + m*es]. (99)

Para a densidade de Hamiltoniana acima, foi considerado A = 0, pois estamos
interessados em uma teoria livre de interacoes. Desta forma, a integral da funcao de
particao torna-se uma integral que sabemos calcular sem muita complexidade, uma vez
que tal determinagao nos leva a uma integral Gaussiana.

Como ha uma corrente conservada associada a simetria do Lagrangeano, a partir

do teorema de Noether, temos uma carga associada. O vinculo da conservacao da carga



35

é imposto na funcao de particao através do método de multiplicadores de Lagrange:
H—>H-uN, (100)

onde o potencial quimico desempenhara o papel matematico de multiplicador de Lagrange
para a conservacao da densidade de carga N. Como N serd a densidade do nimero de

carga, podemos entao associar A/ & primeira componente da corrente de Noether:

Q= /jo(:r)d3x. (101)
Substituindo g =0 em j,:

jo = i(2*0,® - 90,9"). (102)

Escrevendo ®* e ® como

1

¢ = \/§(¢1 + igb?)?
1
O = — (1 —1¢2),
\/§(¢1 ¢2)
(103)
e substituindo em 7y, temos:
Jo = 5(—2Z¢)27T1 + 22@517’(’2),
Jo = ¢am1— 172, (104)

Observando a equagao (101), podemos notar que  pode ser interpretada como sendo a

integral de uma densidade de cargas. Desta forma, j, serd igual a densidade N:
N = ¢27Tl - ¢17T2. (105)

Como em 1ltima instancia nosso interesse reside na termodinamica e na transicao para a
fase com condensacao, precisamos construir a funcao de particao associada a agao para
este modelo.

Utilizando o resultado da eq. (2.1) para construirmos a fungao de parti¢ao para os

campos @1 € ¢ e 0s momentos canonicos m, e o, temos:

9¢ (2P

Z= /[dnl][dHQ][ [depy][depo]e’ ] 4t @l T3+l T Hma o, d2) 44N, (106)
periddico



Substituindo 7 = it, temos:

z= [lam)dns] [ - (doi]doa)e

Substituindo o Hamiltoniano (99) na fungao de partigao acima, temos:

7z - f[dm][dm]Leriédico[d¢1][d¢2]exp[f dr/d%(mlaai+

—#(,1517?2))]-

1 1

2

1

S(V00)? = 5(02) - 576% - S+ (G

Agrupando os termos que dependem de m; e 7y, temos:

Z

X

X

2

lwg + z(% + i,ugbl)m

—17r1 + z(% - Z,ugbg)wl
or

2 or

2-
{0 .
> W(aiw)

Finalmente, substituindo (110) e

2
- 5(% —W¢2) )

2
2(%¢1 + W¢2) .

Oy
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[farf d3a:(zH1 901 +iTg o 84)2 =H(I1,H2,¢1,02) +1(p2mi—¢ 1#2))

(107)

(108)

JC Chl [ Joar | d?’m( - ST = (Vo) - Sk - %m%g)] .
Jam ftamtos] [ ] - i 52 e ||

eXp{'/;ﬁdeI'[—%7'('24‘1'(%4-1',&@51)71'2]}.

Reescrevendo os argumentos das integrais em m; e 7y, temos respectivamente:

— 2-
0
5 T = Z(% - W%)

(109)

(110)

(111)

(111) em (109) e realizando a seguinte troca de variaveis

& =m - z( w@) e & = my - z(6¢2 + wgbl), conseguimos escrever duas integrais

nos respectivos momentos m; e mp como integrais Gaussianas. Utilizando uma tabela de

integrais ou por meio de manipulacoes algébricas, realiza-se a integracao nos momentos e

com isso a funcao de particao fica:

2
o[ etison| [ o o)

- (V)= S (Va)? - gt - m2¢§]}.

2
+W¢1) -

(112)
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A compactificagao da dimensao temporal terd uma de suas influéncias mais diretas
sobre os modos de Fourier do campo ¢(x,7). Devido ao trago na definigdo da fungao
de particao, os modos que contribuirao serao aqueles que apresentam componente zero
do momento p° = 2il7T, onde [ € Z, que respeitam as condicoes de contorno periddicas,
#(x,0) = ¢(x,),Vx. A expansdo dos campos ¢1(x,7) e ¢2(x,7) em modos de Fourier

que contribuirao em Z sera:

@1(x,7) = V2 cos + (é) 22 61(p), (113)

¢2(x,7) = V/26send + (é) >, 2 g, (p), (114)

onde & é o parametro do condensado, p é tri-momento, V' é o volume espacial e w,, = 27lT
sao as frequéncias de Matsubara bosonicas.

O valor esperado do campo ¢ é:
(p) = &(cosh +isend) . (115)

Como o campo ¢ foi definido como sendo um campo complexo, tomamos entao o médulo

do valor esperado. Isso porque cosf) +isenf = € ¢ uma fase. Logo:

(o)l = [¢] (116)

Com isso, £ serd o parametro de ordem da teoria. Aplicando as expansoes dos campos na

funcao de particao, temos:

b1 (D) )
¢2;n(p) 7 (117)

ﬁv(“27m2)£27% an(¢1;—7w¢2,—n)D(

2= (NPT [ dorn(p)deza(p)e

onde,

D =

2+ 2 _ 4,2 _2 n
[w" R 2]. (118)

21w, w2+w?-p

Integrando Z e tomando seu logaritmo neperiano:

=

In Z =BV (u? - m?*)&* +In(det D)2, (119)
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onde o segundo termo é:

In(det D)2 —%lnHHﬁ4[(wi+w2—,u2)2+4,u2wi]
n p

[

——1n{1‘[1‘{ﬂ2w b (w-p) }Hn{m‘ww v (W) ]} (120)
Substituindo (120) em (119), temos que:
W2 = BV -mE g T T (o)) -

- %;;m{m[wmwwm}. (121)

Resolvendo as somas de Matsubara acima e tomando o limite do continuo, ou seja,

27 [

chegamos a:
InZ =Va(u?-m?)& - Vf DE ﬁw+ln(1—e‘5(w—#))+1n(1—e‘5(w+u))]_ (122)

Fixando e pu temos que & é um parametro livre, entao In Z (que é proporcional a energia

livre) pode ser extremizado com relagao a £. Logo, derivando a energia livre com relagao

a &, temos:
oz 5 ong
o 268V (* —=m?*)¢ = 0. (123)

Para que a igualdade acima seja satisfeita, £ deve ser nulo ou |u| =m. A solugdo de £ =0
serd descartada pois é uma solucao trivial. A solucao que estaremos interessados serd
|u| = m, em que o condensado pode ser nao-nulo.

Desta forma, definindo uma densidade de cargas,

_Q_Z olnZ
P=v=v| au

e tomando a derivada da equagao (122), obtemos:

(124)

p=m

p=2m& + p* (B, p=m), (125)
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onde:

"= - . 126
P =)y @ryp\epem o1 e _1 (126)

Como estamos em uma teoria de cargas, o sinal das mesmas ¢é de grande importancia. O
potencial quimico para uma carga negativa é tomado como p_ = —p. J& para uma carga
positiva u, = +u. Com isso, podemos entao interpretar que o primeiro termo de p* é o
termo relativo as particulas e o segundo termo relativo as anti-particulas. A contribuicao
separada das excitagbes e do condensado (modo de momento nulo) é nitida em p. Para

temperaturas menores do que a temperatura critica, temos que £ assume seu valor de:

52_p_p*(ﬁ,/l:m) (127)
- 2m '

Tomando o limite de T" - 0, observamos que p* — 0, logo, todas as particulas ocupam
o mesmo estado de menor energia, ou seja, o estado fundamental. Para 7' > 0, p* > 0,
teremos excitagoes de bdsons em torno do condensado, e parte dos bdsons que estavam
no estado fundamental comecam a ocupar estados de energia superiores, havendo assim
um derretimento da fase de condensacao até uma temperatura chamada de temperatura
critica T, em que o £ é nulo.

A fim de mostrarmos que o tratamento funcional é uma teoria completa para o
estudo de propriedades termodinamicas de sistemas fisicos microscopicos, estaremos in-
teressados no limite relativistico e nao-relativistivo da densidade de cargas. No limite
nao-relativistico compararemos a temperatura critica encontrada com o resultado da lite-
ratura para um sistema fisico nao relativistico onde, para chegar até o mesmo, foi utilizada
a mecanica estatistica convencional. Ja para o limite ultra-relativisitico, analisaremos as

contribuigoes extras.
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2.2.1 Limite nao-relativistico

No limite nao relativistico temos que m >> p. Com isso, devemos reescrever w:

2

w=\/m2+p’=m 1+ 2 , 128
2
m

w:m(1+%p—2+0(p—4)). (129)

Excluindo os termos em p?, temos:

p2
=m+ . 130
W= (130)

Note que o segundo termo de p* vai para zero quando para m >> p. Desta forma, p* fica:

d3p

) |
’T (27r)3(65(w‘m) - 1)' (131)

Substituindo a rela¢do (130) em (131), temos:
. d3p 1
p = 3 B 2 ?
(27?) e% -1
f ! f T f -1 L \2sengdodod
n
o Jo Jo (2m)3\ .22 4 P b

471- ) p2
" = \adp. 132
(27T)3/0 (_1)7’ (132)

P
€ 2m

Fazendo a seguinte troca de variaveis, utilizando a seguinte expansao para «,

\/%p, (133)

T =
2 —z2
xree « .2 _9,.2
——— = 2*(ae™ +a%e ™ +.), (134)
l1-ea

e tomando a =1 podemos reescrever a integral p* da seguinte forma:

%
. 1 [2m o 22 _og?
p :ﬁ(ﬁ) fo e vy ) (135)
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Realizando as integrais do tipo
o0 1
[ 2 dr = — | (136)
—o0 2@ 2

e utilizando a fungao polilogaritmica,
Lin(a) =3 &, (137)

n=1 n"

temos que para o caso estudado r = % e a =1, a funcao fica:

Lis(1) :ii— c(3/2). (138)

3
2

Com esses passos, chegamos que a temperatura critica para o limite nao-relativistico

27 p :
T. = —[—] . 139
m(c(%)) 1

Finalmente, podemos concluir que é a mesma temperatura obtida utilizando a mecanica
estatistica nao relativistica como feito em (BELLAC, 2000).
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2.2.2 Limite ultra-relativistico

No limite ultra-relativistico, m << p, havera contribuicao das anti-particulas, pois

a segunda integral de p* nao serd nula. Desta forma, temos que:

© d3p 1 1
o (2m)3 | eflo-m) -1 eBlwtm) _1 |

o= (140)

onde w, agora, equivale a \/p? + m?.
Para a solucao de p*, o célculo encontra-se no apéndice A. Com isso, a temperatura

para esse limite é:

1
2
3
T.-22] . (141)
m
A transicao de fase é de segunda ordem. De forma intuitiva, observando a figura 6, £ x T,
note que o parametro de ordem ¢ diminui continuamente para zero para valores proximos
a T,.. Ja para valores maiores do que T,, o parametro de ordem é nulo. Essa é a maneira

mais intuitiva de determinamos que a transicao de fase é de segunda ordem, (KAPUSTA,
1993)8.

6 A intuicdo é determinada pela teoria geral de Landau de transicdo de fases. Para uma leitura mais
afundo sobre o assunto, o leitor é levado para a (BELLAC; BARTON, 1991)



Figura 6 - Diagrama £x T

4‘?\‘7[) / )‘\“v A

Legenda: Parametro de ordem em funcao
de T. A medida que
T >1T., &—0.

Fonte: BELLAC, 2000, p.302.
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3 CONDENSACAO DE BOSE-EINSTEIN RELATIVISTICA DE PIONS

Alguns trabalhos pioneiros de condensado de pions em matéria fortemente inte-
ragente sob condi¢oes extremas foram introduzidos por volta dos anos 70 por Migdal
(MIGDAL, 1978) e outros. Ambientes neutros em meios astrofisicos era o que envolviam
os trabalhos. Devido a neutralidade de carga elétrica, a descricao do diagrama de fa-
ses da QCD encontrava algumas dificuldades como nao sé a presenga da densidade de
isospin mas também a presenca da densidade barionica tornando o condensado de pions
inomogéneo.

Aqui, concentrar-nos-emos no fenémeno de condensacao de Bose-Einstein rela-
tivistica de pions a densidade de isospin finita. A QCD densa de isospin apresenta um
cenario particularmente interessante para o desenvolvimento de técnicas nao-perturbativas,
em sistemas densos, nao apresentando o Problema do Sinal, que é encontrado em sistemas
com densidade barionica nao nula (AARTS, 2016). As simulagdes numéricas, como, por
exemplo, o método de Monte Carlo, que é utilizado para obtencao de resultados numéricos
da teoria fundamental na rede, comegam a apresentar problemas na probabilidade (peso
estatistico). Tal probabilidade é definida a partir da medida de integragdo em uma fungao

de partigao:

Z- f [D]e S, (142)

onde Sg é a acao euclidiana. Em alguns sistemas a densidade finita, o peso estatistico
nessa integral torna-se complexo, inviabilizando o procedimento de importance sampling
no método de Monte Carlo.

Neste trabalho estaremos interessados no condensado homogéneo na auséncia de
densidade barionica, de modo que nao hé o problema do sinal e a referéncia robusta de
QCD na rede esta disponivel. Trabalhos pioneiros em sistemas em que o problema do sinal
estd ausente foram realizados, por exemplo, por Son e Stephanov (SON; STEPHANOV,
2000),(SON; STEPHANOV, 2001), (SPLITTORFF; SON; STEPHANOV, 2001).

A QCD é uma area que vem sendo estudada ha bastante tempo devido a sua
grande complexidade. A fim de contornar tais problemas, neste capitulo, analisaremos
o condensado de Bose-Einstein de pions relativisticos denso de isospin considerando um
modelo efetivo da QCD que respeita as caracteristicas da simetria quiral presentes na
mesma, porém, mais simples. Estudaremos entao a condensacao de pions utilizando o
Modelo Sigma Linear (MoL) sem quarks constituintes apresentado no capitulo 1.

Ao longo das secoes deste capitulo, estaremos interessados em entender a transicao
de fase de condensacao dos pions a partir dos efeitos da quebra espontanea e explicita da

simetria quiral utilizando o modelo Sigma Linear. A construcao da fungao de particao
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sera feita a partir do Lagrangeano ja estudado no capitulo 1. Na sequéncia, solugoes em
torno do condensado serao analisadas para que assim o espectro de quasi-particulas seja
encontrado para as fases sem condensacgao e com condensagao de pions. Por fim, mostra-
remos um diagrama m — p; que nos ilustrard o comportamento das solugoes encontradas

para o espectro nas diferentes fases.
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3.1 O Modelo Sigma Linear em um meio denso de isospin

Como mencionado no capitulo 1, o Isospin esta relacionado a conservacao da carga
sob a transformacao de dois sabores das transformacoes quirais vetoriais globais exp [—2’9-

%“7"] que nao sao afetadas pela quebra espontanea da simetria quiral. Aqui 7 = (71,72, 73)

sao as matrizes de Pauli, a e 8 sdo indices do espaco de sabores e § é o parametro
de transformacgao. Assim como estudado no caso do condensado de Bose-Einstein, no
capitulo anterior, introduzimos o vinculo da conservacao do numero de isospin através
do método de multiplicadores de Lagrange H — H — uny, onde n; é a componente zero

da corrente de Noether associada a uma transformacao local do tipo 6 = (0,0,63(z)) na

Lagrangeana:
ny = m0yma — TOymy = i[m 7" — w7 7], (143)
onde utilizamos também a notacao de 7* = (”L\/;Q) e 0 = m3.

Conforme apresentado no Capitulo 1, para o LoM sem quarks constituintes a

Lagrangeana ¢ dada por:
L= 5(00)(0%0) + 5 (0,7)(0"7) ~ V([0 + 7], 0), (144)

em que o potencial classico é dado por:

)\2

1 [0? +72] - v2}2 - ho. (145)

Neste potencial, o primeiro termo esta relacionado com a quebra espontanea da simetria
quiral e o segundo termo, com a quebra explicita.

A agao euclidiana para o LoM denso de isospin é dada por:
a1 1, . .
SE = fd T 5(8MU)(8M0)+5(8M7T)(8M7T)+/L[[7T1(907T2—7T2807T1]—

1
- S 4 m) + Va([o? +fr2],a>}, (146)

onde os dois primeiros termos sao cinéticos, o terceiro termo (primeira componente de
Noether) e o quarto termo sao obtidos na integracao sobre os momenta canonicamente
conjugados como feito no capitulo 2 na condensacao de Bose-Einstein para um campo

complexo ¢ carregado.
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3.2 Acao efetiva na aproximacao classica

A fim de entender a transicao de fase para o condensado e o espectro de quasi-
particulas, devemos analisar a teoria na presenca de condensados e encontrar a solucao
que minimiza a agao efetiva conforme o potencial quimico de isospin varia.

Considerando assim solugoes em torno do condensado, temos que:

o=0+¢&, (147)
T (148)
Assim, a acao efetiva na aproximacao classica pode ser escrita como:
41 1, . - _ _
Sg = f &'z 5(@@)(8#5) + 5(@”7) +(0,17) + pur[ (T2 + 12) Bomy = (T + 1) Do ] +
+ Vi (o, %)}, (149)
enquanto o potencial definido em termos da expansao fica:
(LoM)( - N o 29 o I P
vV, (o,7) = Z{U + T —’U}—hd—;[ﬂ'1+ﬂ'2]+
+ E[\5(a2+ 72 - 0?) -]+ (150)
g ) 2
+ o 1(25227@ + 27227, + 47 (—v?)) - 71(1 ~0i3)(27;) | + (151)

[\

+ &

2
%(402 +26% +2(7% - 212))] +

A2 - 2
+ nlnjlz(ll’/_rlﬁ'] + 252(51']‘ + 27TF2 + Q[Uz]éij) - %51](1 - 513)] +

+ §m|:)\2(527‘rl-)] +
22

4

+

{54 iy +45€[€2 + ] + 20227 7 + 7] +4fr-ﬁ[ﬁ2]}, (152)

onde cada linha desempenha um papel. A primeira linha corresponde ao potencial
classico avaliado no condensado. A segunda e terceira linhas devem se anular, dando
origem as condigoes de equilibrio. A quarta, quinta e¢ sexta linhas (quadraticas nas
flutuagoes) estao associadas as relagoes de dispersdo das quasi-particulas na fase de con-
densado, definindo a estabilidade deste. A 1ltima linha corresponde aos vértices de
interacao das flutuagoes (PALHARES, 2012).

Obtem-se as relagoes de dispersao para as quasi-particulas derivando a acao no
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espaco de Fourier até segunda ordem nos campos de flutuagoes. Considere a seguinte

transformacao para o espago de momento:

o(a) - ﬁﬁv ¥ 0 0(@),

onde ¢(z) =&, m; e

%Z;fdd—lq».

(153)

Aplicando a transformacao em Sg e utilizando as relagoes de equilibrio do potencial

(imposicao de que a segunda e a terceira linhas no potencial acima devem se anular),

temos que:

Sp = VvV (G 7) +

£(-Q)
B m(-Q)
w VY (@ m@ w@ w@ )sM@) ™ o),
Q m2(~q)
773(‘@)
onde a matriz M?2 é:
-Qf + (¢%) +m 20257, 20257, 202573
M2 _ 2)\25'77'1 —Q% + ((jz) + m% 2)\2771'177'('2 + 22#]@0 2)\2771'177'('3
2)\26'77'2 2)\277'17_'('2 - QZ/L[QO _Q(2) + ((jQ) + m% 2)\277'27_'('3
202575 2\27 75 2\2To g -Q3 + (%) + m?

com as definigoes:

mi = N[26°+7°+35° -]

)\2[27_1'22 + 7?25' - U2] - (1 - (Szg)/l,%

2
my

(154)

, (155)

(156)
(157)
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3.3 Espectro classico de quasi-particulas

Para que possamos encontrar o espectro de quasi-particulas devemos entao calcular
o determinante da matriz M? e assim encontrar o autovalor )y que anule o mesmo no
limite em que @; (3-momento) é nulo. Esta condi¢ido equivale a buscar um pélo no
propagador do grau de liberdade associado.

A solucao é entao tomada pela seguinte relagao:

det[ M?(Qo,G=0)] = 0. (158)

Com isso, analisaremos as fases do sistema a partir das condicoes de equilibrio
dadas pelas equagoes (150) e (151).

e Fase normal, com condensado de pions nulo (7; = 0)

Das condicoes de equilibrio, temos:

25 (52 + 72 —v2) - h =0 (159)
(N2(52 + 72 = 02) — ji2(1 = 0i) b7 =0, (160)

sendoi=1,2¢ 3.
Note que a equacao na direcao dos pions tem solucao trivial. Ja a equacao na

direcao o fica:
NG (5% -v?) - h=0. (161)

Para encontrarmos as solugoes explicitamente, alguns valores fisicos devem ser
fixados. Como estamos considerando um modelo alternativo a QCD, porém que respeite
toda a sua estrutura de simetria quiral, os valores fisicos de \,v? e h devem ser tais que

essa condicao seja satisfeita.
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O valor esperado no vacuo do campo ¢ pode se relacionar com a constante de
decaimento do pion, f, (PALHARES, 2008) utilizando a relagao de Goldberger-Treiman
(vide, por exemplo (KOCH, 1997)) para o MoL. Com isso, o valor esperado de o é:

<o >= fr. (162)

A fim de reproduzir a exigéncia da relacao de PCAC, vista no capitulo 1, no MoL h é

entao fixado como:
h= fﬂmfr, (163)

onde’ f é igual a 93 MeV e m, = 138 MeV.

Ja o parametro A é fixado de acordo com correcoes quanticas que sao realizadas
tomando o valor do potencial efetivo no vacuo da teoria. Essa discussao é feita com mais
detalhes em (PALHARES, 2008) e (PALHARES, 2012). Desta forma teremos A\? ~ 20,
v2 ~ 7700 MeV? e h = f,m2. Observando entdo a condicao de equilibrio para a fase nor-
mal, teremos um minimo verdadeiro dado pela condicao & 2 v, enquanto outros pontos
corresponderao a minimos meta-estaveis. Com essa ideia, é intuitivo pensar que & deve
ter o seu valor fixado em f, visto que essa é a constante de decaimento do pion. Portanto,
0 = fr resultarda no minimo verdadeiro.

Assim como A, o parametro v pode ser encontrado de acordo com tais correcoes
quanticas, porém, conseguimos encontrar o valor do mesmo na aproximacao cléssica uti-

lizando uma das condigbes de equilibrio do potencial tomada na se¢ao anterior eq. (159)

0 = ANf(f2-v*)-h,

m;
U2 — fg_ﬁ’ (164)
v? ~ T700MeV?, (165)

O potencial, em sua aproximacao classica, fica da seguinte forma sendo avaliado

em seu minimo verdadeiro:

m(jfT f) (166)

(MoL)
Vi

man,7t2=0

7 A constante de decaimento do pion varia na literatura de acordo com um fator 2 ou /2. Desta forma,
utilizaremos o mesmo valor da constante de decaimento f, utilizada em (PALHARES, 2008).
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Voltando para a solucao para (g, referente aos polos do propagador, para a fase

sem condensado, a matriz se torna:

-Qf + (¢%) +m 0 0 0
M2 _ 0 —Qg + (62) + m% QZM{.QO 0 (167)
0 —2i11Qq Q%+ (g%) + m3 0
0 0 0 ~Q3 + () +m3
Tomando o determinante da matriz acima e igualando a zero, temos:
(-Q5 +m3)(-Q5 + mZ){(-Qf + m?)(-Qf + m3) - 4u7Q5} = 0, (168)

desta forma:

QO = |m3|7
Qo = |mg|,
0 = Qp—Q3(mi+mi+4u7) +mims.

Utilizando as massas definidas em (156) e (157), a solu¢ao para o condensado e o parametro

v encontrado para o minimo do potencial, & = f,,7 = 0, temos o espectro de massas como:

V2A2f2 +m2 =m,, (169)
79)

Qy = = Ma, (170)
2

(@] = (mew ) (171)

(o)
0
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e Fase com condensado de pions (72 = (77 + 73))

Escrevendo 7; e my em termos das coordenadas radiais e angulares da seguinte forma:

T = pcosa, (172)
Ty = psena, (173)
T = (174)

as condigoes de equilibrio ficam:

N2 +p*-v*)-h = 0 (175)
{N2(G + p* = v*) = 3 }pcosa = 0 (176)
NG+ p?—v?) - p2}psena = 0 177

1

Note que as condicoes de equilibrio sao satisfeitas de forma independente do angulo de
rotacao. Isso nos mostra uma simetria remanescente sob rotacoes em torno de 3.

As condigoes de equilibrio sao satisfeitas para tais valores de ¢ e p?:

h
o = — 178
17 (178)
2 _ 2 4
2 - %ﬂvg[p%l. (179)
I

O potencial, em sua aproximacao classica, fica da seguinte forma sendo avaliado em seu

minimo verdadeiro para esse caso:

2
)\2 2 h2 2 2_ 2 4
‘/C(ZMO'L) _ A M_é __2_ﬂ MI—Qm”Jr 2 1_m_z (180)
mins®) 4\ A i 2 A Ky
2
(LA 1 [m2 — 2] U W (181)
- gl - — - — |-
g L e 2 |m.

A partir da equacao acima, fica claro que para p; > m, o minimo do potencial nessa fase
¢ menor do que o minimo do potencial avaliado na fase sem condensado. Desta forma,
este é 0 nosso minimo verdadeiro.

O espectro de quasi-particulas para essa fase de condensado de pions com a escolha de

sena =0 é:

(QF - m3)(Q5)[-mgmi + (2X°0p)* = mg(2pr)* + Qf(mg +mi + (2ur)*) - Q] =0, (182)



53

onde as solugoes sao:

Qo = |mal, (183)
Q - 0 (184
Q% = %{mg +m?+4us + \/(—mg +mi+ (2ur)?)% + 4(2>\25p)2}. (185)

Com isso, podemos fazer a conexao com a literatura dos nomes das quasi-particulas na

segunda fase da seguinte forma:

(a) - =°
(b) - =
(c,+) - o

(C> _) - T



o4

Figura 7 - Diagrama M x uj

Fase normal Fase BEC
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Legenda: Linhas continuas sdo as massas na fase normal, com
condensagao quiral porém sem condensado de pions.
Fonte: PALAHARES, 2012, p.135. Adaptada pelo autor.

Logo:
§ = |l (186)
& =0 (187)
n 7
[QF2] = g -+ 2
2
2
5 4 4 4
| [ 517 —mE+ N2 f2 1—2m—I +4>\2f7?m—2 (2 —m2 + N2 f2 1—m—j . (188)
2 MI [1’[ /III

A figura 7 nos fornece uma andlise mais clara das solugoes nas duas fases: normal
e com condensado. Na fase normal, o e 7y nao sao afetados pelo potencial de isospin
devido a sua invariancia rotacional sob o eixo 3. Ja os pions carregados apresentam um
custo linear de energia dependente do potencial. Conforme o potencial se aproxima do
valor de massa m,, o pion negativo tem seu custo de energia aumentado enquanto o pion
positivo tem seu custo de energia indo a zero. Isso nos leva a concluir que o pion que
condensa ¢ o m*. Na segunda fase em que p; > m, vemos uma dependéncia nao trivial
de isospin devido a rotacao de isospin efetiva provocada no menor estado de energia do

sistema.
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4 GRUPO DE RENORMALIZACAO FUNCIONAL APLICADO A
CONDENSACAO DE PIiONS

Antes de investigarmos os aspectos nao perturbativos da condensagao de Bose-
Einstein de pions por meio do Grupo de Renormalizagdo Funcional (FRG), serao dis-
cutidos os aspectos fundamentais da teoria deste formalismo. Essa discussao nao tem
como objetivo fazer uma abordagem completa do tema, e sim apresentar somente o que
é necessario para que possamos aplicar no nosso modelo de pions a densidade de isospin
finita. Para estudos mais aprofundados, o leitor é direcionado as Refs. (BLAIZOT, 2007;
DELAMOTTE, 2012; BERGES; TETRADIS; WETTERICH, 2002).

O objetivo do Grupo de Renormalizacao Funcional é o calculo de efeitos nao per-
turbativos em teoria quantica de campos. Isso se da através da construcao de agoes
efetivas ', [¢] que interpolam entre a acao classica (para k grande o suficiente) e a agao
efetiva completa I'[¢] (quando  tende a zero).

Esse conjunto de acoes efetivas é um fluxo parametrizado pela escala x, obtido
através de equacoes diferenciais oriundas de uma hierarquia de equagoes envolvendo
funcoes de n pontos mapeadas a partir de uma equagao de grupo de renormalizacao exata
para a agao efetiva I',(WETTERICH, 1993). Sabemos desde a fisica basica, que resolver
um sistema de equacoes diferenciais nao é um trabalho facil. Quando nos deparamos
com um conjunto de equacoes diferenciais que envolvem efeitos quanticos de uma dada
teoria de campos, solucionar as mesmas € solucionar toda a teoria quantica de campos
envolvida. Na pratica, a fim de estudar efeitos nao-perturbativos na grande maioria das
TQC, algumas aproximagoes e/ou truncamentos devem ser adotados no fluxo exato do
FRG, de acordo com a fisica do sistema que esta sendo estudado.

Em teoria quantica de campos, o estudo das escalas de energia esta conectado com
os valores extremos de momento ¢ (PESKIN, 2018). A escala de energia nos faz conciliar
entre os regimes ultravioleta (UV) e infravermelho (IR). O regime de UV costuma ser
bem explicado na teoria de renormalizacao perturbativa, como pode ser encontrado em
diversos livros de TQC (vide, por exemplo, (PESKIN, 2018)). J4 o regime IR néo pos-
sui uma abordagem sistematica geral. A fim de definir um fluxo de equacgoes exatas que
mantenham de forma controlada os modos IR, a acao efetiva I, contera apenas flutuagoes
quanticas no regime em que ¢?2x2. Podemos considerar que toda deformacao que depende
de k de uma teoria define um fluxo exato no espaco de agoes efetivas. Entretanto, algumas
condicoes devem ser impostas a teoria modificada para k # 0 para que tenhamos equagoes
de fluxo tteis para célculos de efeitos nao-perturbativos. A determinacao de um limite
suave para k tendendo a zero e para grandes valores de k sao imprescindiveis para que os

efeitos nao-perturbativos possam ser acessados quando k tender a zero.
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Como dito pelo titulo deste trabalho, nosso objetivo principal é, utilizando o grupo
de renormalizacao funcional, estudar a condensacao de pions. Até agora, abordamos a es-
trutura de uma simetria fundamental presente na QCD, a simetria quiral, em suas quebras
espontanea e explicita. Neste capitulo trabalharemos com um modelo ainda mais simplifi-
cado, o campo escalar complexo, a fim de nos concentrarmos no método nao-perturbativo
utilizado nesta abordagem preliminar.

Na se¢ao 4.1 construiremos a equagao de fluxo exata considerando uma Lagrange-
ana de um campo escalar complexo com interacao ®*. Implementaremos na acao efetiva
completa a escala de energia k, fazendo efetivamente um corte no setor de energia estu-
dado. Para isso, introduziremos um regulador R, a fim de suprimir os modos IR, dentro
de um limite de ¢?<<x?. Descrevemos entao um funcional gerador de funcoes de Green
conexas dependente da escala k para a construcao da acao efetiva completa, de modo
que a derivada da mesma com relagao a k nos leva ao fluxo do Grupo de Renormalizacao
Funcional, composto de equacoes diferenciais exatas.

Devido a grande complexidade da equacao de fluxo mais geral, é necessario for-
necer alguma aproximagao e/ou truncamento a fim de diminuir o nimero de equagoes
diferenciais para que assim consigamos resolver o fluxo do sistema que estamos estu-
dando. Com isso, na subsecao 4.1.1 construiremos um modelo a partir da aproximacao
derivativa chamado de Aproximagao de Potencial Local (LPA). Notaremos que a mesma
é uma boa aproximacao para o sistema que estamos interessados, visto que reproduz os
mesmos efeitos observados na aproximacao classica, de maneira similar aos campos de
pions estudados no capitulo anterior.

Na subsecao 4.1.2, aplicaremos a LPA a fim de reduzir drasticamente o ntimero de
equacoes diferenciais dadas pelo fluxo de FRG, para que assim possamos resolver as mes-
mas de forma numérica, e, com isso, consigamos analisar a transicao de fase a densidade
finita.
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4.1 Equacao de fluxo exata

Nesta secao, através de um arcabouco matemaéatico poderoso, construiremos a
equacao de fluxo exata interpoladora, como mencionado acima, para uma teoria de
campo escalar. Partindo da Lagrangeana com interagao ($2)? e implementando um termo
quadratico na acao dependente de k a fim de suprimir os efeitos dos modos IR deixando
os modos UV intactos, construimos a acao efetiva completa para a teoria na escala k.
Com isso, a equacao do FRG é encontrada tomando a derivada parcial desta acao efetiva
completa com relacao a k.

A Lagrangeana classica, no espaco euclideano, que rege o sistema com interacao
($2?)? é escrita como:
= 10,0)(0,0) + L2+ 2 (0292, (189)

2 2 4!
onde ®=(1,...,oN).
Escrevendo o campo ® e a delta de Dirac d no espago de momento, temos:

O(z) = % e ®(q), (190)

5(q) [ dlzeiar, (191)

onde V é o volume,

-J#

ed=1,23ed4.

A acgao euclideana fica:

S[e] = fddxﬁ,
_ 1 V2 2 2
= 32 fq%(Q)[q +m*pi(-q) +
A VA
b o [ b e e a)e(@)e(@)ea) i) (192)
A'yva Ja,a

Com o objetivo de encontrarmos uma equacao de fluxo completa que suprime os modos
IR mantendo os modos UV intactos, com a escala k sendo a fronteira entre os limites,

adicionamos um termo quadratico na acao dependente da escala x definido como:

V2
Vi

a8 = vz [e@RIei(-0) (193)
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onde R (q) é chamado de regulador escrito como RY(q) = 0¥ R,.(q) . Este ird suprimir
os modos IR com ¢? «< k2. Logo, para ¢®> < k? o regulador tendera a x? (efetivamente
congelando esses modos IR com a adi¢ao desse termo de massa grande) e, quando ¢? 2 k2,
temos o regulador indo a zero.

Com o objetivo de escrevermos a acao efetiva completa, precisamos de um funcional
gerador de funcoes de Green conexas da teoria deformada por . Definimos entao W, como

sendo:
WH[J]zln/DCIDeXp{—S[d)]—ASK[<I>]+fd4x<I>(x)J(x)}. (194)

Usando o procedimento padrao (vide, por exemplo, (PESKIN, 2018)), uma agao efetiva

pode ser construida via transformada de Legendre. Logo, a agao efetiva fica:

[[6] = -W[Js] + f dlzdds(x), (195)
com a derivada funcional de W, sendo igual ao valor esperado do campo no vacuo da
teoria:
ow,

= =(D(x))s.J,- (196)
6J(z)|,. 7 ¢

O funcional construido apresenta caracteristicas interessantes. Podemos notar que na
ausencia de fontes externas, a agao efetiva I' é extremizada pelo valor esperado no vacuo

de campo ¢:

g—g =0. (197)
Jy=0,6=(¢)

A acao efetiva f‘[(b] ¢é o funcional gerador de funcoes de correlacao irredutiveis a uma

particula e, no caso em que as flutuagoes sao suprimidas, a acao efetiva recupera a acao

original da teoria k — modificada: S+AS,(SVANES; ANDERSEN, 2011).

Como nosso objetivo é construir uma agao efetiva que interpola entre a teoria com-
pleta exata para k =0 e a teoria cldssica em grandes escalas, quando k=A, é conveniente
definirmos uma transformada de Legendre modi ficada, subtraindo um termo extra AS,
para que a acao original seja reproduzida quando as flutuacoes sao suprimidas sem afetar
assim a teoria completa. O motivo dessa introducao se dé pela nao satisfacao de que para

k=N a agdo I'y reproduza a agao classica S[¢]. Definimos entao a agao efetiva deformada
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CO1mo:

Dul0] = ~WilJo + [ d'woy(a) - AS:[0]. (198)

Depois de construirmos o funcional gerador e a acao efetiva, o préximo passo é tomar a

derivada ordindria desta ultima com relac¢do a x. Derivando (198), temos:

OL0] = ~0WulJs]+ [ d'w00,Jo(2) - .88,[9)
Aol = 0 [ s 00+ [ dhav0se)-0.85,15)199)

onde o primeiro e o segundo termos da igualdade acima aparecem a partir de uma regra
da cadeia em 9,W,. Usando (196), ficamos com:

OpLn[@] = =0 W[ T ]| 521, — O AS:[0]. (200)

A partir da expressao de W, como uma integral funcional, podemos entao reescrever a

derivada da acao como sendo:

[ DP(-0,AS,[®]) exp{-S[P] - AS,[®] + [ d*xP(z)Js(x)}

0l = - AN

- 0:AS.[0]. (201)

e

Substituindo o regulador R)Y na expressao acima e utilizando a notacao de média, dada

por:
(A>J¢ _ ID(I)AeXp{—S[ ] Avvf[J¢] fd4x®(x)J¢(x)} (202)
temos que:

OpTy = %—fﬁ R(0)0;5[{pi(a) 05 (=), = 91(0) 9 (=) ], (203)

onde (;).,=¢;.
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O fator entre parénteses na equagao (203), é o propagador G, no espago de mo-
mento que ¢é igual a derivada funcional do campo ¢; com relacao a fonte J,, (BERGES;

TETRADIS; WETTERICH, 2002). Desta forma, chegamos em:

OTe] = VY [0 085
- -1
= %/qaan(Q)@de;Q_%J;;i] ,
- Tr%fqanRij(q)v”léz:(P(%gbi—;ﬁm _1, (204)
Definimos entao o propagador completo da teoria como sendo:
Gi(q) = V‘EQ:—(;Q(E;LQS”) _1,
Gi(q) = VT:%MURH i (205)

Por fim, a equagao de fluxo exata do FRG interpoladora é entao (BERGES; TETRADIS;
WETTERICH, 2002):

01,001 =3 TV [[0.Ru(0)10.(0). (200

A equagao final (206) é a equacao de fluxo exata que resultard na hierarquia de
equacoes diferenciais que deverao ser resolvidas e que nos levara a resultados finitos a
partir do bom comportamento da equacao. Dadas condigoes de contorno finitas, ambas
as divergéncias IR e UV estao ausentes. O controle de IR é garantido pelo regulador
presente no propagador completo G,. Ja os efeitos de divergéncia UV sao controlados a
partir do fator 0, R,.

Apesar de sua aparéncia agradével, a equacao (206) apresenta um nivel de difi-
culdade altissimo. Resolver a hierarquia de equagoes diferenciais resultantes da mesma,
é basicamente resolver a teoria quantica de campos, o que é praticamente é impossivel
na maioria dos casos. Desta forma, para que tenhamos resultados consistentes, alguns
truncamentos e aproximagoes devem ser feitos para que possamos chegar a equacoes di-
ferenciais mais simples e assim poder obter os observaveis.

Com isso, para que possamos resolver a equagao (206) e chegar nas equagdes dife-
renciais que definem o nosso sistema, precisamos conhecer o propagador completo de nossa
teoria. O conhecimento do propagador se dara pela aproximagcao definida. Nos concentra-

remos em utilizar uma aproximacao derivativa, bem particular, chamada de Aproximacao

de Potencial Local (LPA) (SVANES; ANDERSEN, 2011). Nesta aproximacao, considera-
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remos campos cldssicos constantes de modo que a nossa acao efetiva completa, I'.[o(z)],
resultard em um potencial efetivo Vi, (¢). As equagoes diferenciais resultarao em equagoes
diferenciais ordindrias cujas derivadas sao com relagao a k e dependerao dos valores dos

campos classicos.
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4.2 Toy model de condensagao de pions

Temos como objetivo futuro estudar o diagrama de temperatura versus potencial
quimico de isospin para um sistema de pions descrito pelo McoL. Nesta secao, apresenta-
remos no entanto uma teoria mais simples que contém algumas das propriedades fisicas
vistas no modelo quiral usado anteriormente. Os efeitos nao-perturbativos no fenomeno
da BEC serao entao analisados em uma teoria de campo escalar complexo dado por um
7= (7! +in2)//2 com simetria U(1) a densidade finita.

Assim como na teoria quiral, definiremos uma agao euclideana na qual o vinculo

de conservacao de carga U(1) serd incluido:
Sg = f d*x {~(0o + ipr)m* (0o —ipr)m + (Va*) - (V) + mPmrm + A2 (77 m)? (207)

Em termos dos campos 7! e w2 a acao pode ser reescrita como:

Sp = f d4x{%8y7rla,,7rl + %8V7T28,,7r2 + pr[mtoym? - w20y ] +

(m?—p1) 0 1va 21, Ar1y2 21272
. T[(ww(wmz[(ww(w)]}. (208)

Comparando esta agao com a agao do modelo sigma linear a densidade de isospin finita,
podemos concluir que o toy model é uma versao simplificada na qual apenas as direcoes
dos pions carregados sao consideradas.

Assim como fizemos no MoL, para que possamos entender a estrutura de fases
do toy model e o espectro de quasi-particulas a densidade finita, escreveremos a agao em
torno de condensados. A ideia é estudar pequenas flutuacoes em torno do estado de vacuo.

Com isso, temos que:

7' (z) = pcost +n'(z), (209)
72(z) = psenf) + n*(x), (210)

onde n' e n? sdo os campos de flutuacao.
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Substituindo esses campos na acao Sg, temos:

2 _ 2 2
Sp = BV(MPZJF)\ZP4)+fd4x{[(m2—/v6%)ﬁ+)\203]779+

+ % o' O’ + %GVUQC‘MQ + pr[n' 0o = n*0on'] +
o I gy s () X[+ 26700 + )] +
. A2pn9[<nl>2+<n2>21+§[<nl>2+<n2>212}, (211)

com 1’ = (n'cosh + n?send). Acima, um termo de superficie da forma [ d*zdyn foi des-
considerado, pois podemos supor que os campos vao a zero no infinito. Comparando essa
acao expandida com a do MoL, podemos notar que a segunda linha gera a condicao de

equilibrio para a solucao do condensado:

p(m? — pu?) + \?p® = 0. (212)

2 2
A solucao dessa equacao é dada por p=0 ou p? = %

Apods isso, reescreveremos a acao euclidiana no espaco de momento a fim de repro-
duzir o estudo do condensado feito no modelo MoL e assim escrever um diagrama que
descreva bem a fase normal e a fase do BEC. Considerando a transformada de Fourier

dos campos como:

n'(z) = \/@W}Zei@xni(@, (213)

e substituindo na acao euclideana, temos:

Spo_ o) 5 N
%G > 1

+ ﬂiv f d4${[(m2 ~pf)p+ Vp‘“’]n"} +

F (@ #@) g-1<Q>( e )

n*(-q)

v d4x{>\2p779[(771)2 C O Ay (772)2]2}, (214)
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onde a matriz do inverso do propagador é definida como:

- ( —QE+ ()2 +m2 -2 +u.  A2p?sen(20) - 2ipQo ) (215)

B Np2sen(20) + 2iprQo  —QF+(G)? +m? — p? +u,

com u, = N2p?(1 + 2c0s%0) e us = A2p?(1 + 2sen?0).
Para encontrarmos as relagoes de dispersao para as quasi-particulas, devemos entao

encontrar os autovalores de G=! e iguald-los a zero. Temos entao que:

A pQ), (216)

A ph 2
gl=- 2 4 —ur | + (@) +m*+2X% % 1+

Ayt 817
2
At A2p?
-1 _ 2 N2 L 2 2 2
g =- Q2+ +pur] (@7 +mP+22%p° | 1+ —- |, (217)
( 4pj ) 843
onde teremos w?2(q):
W2(@) = () +m® + 3+ 20207 £/ Npt + 43[(§)? + m? + 22202]. (218)

Tomando o caso particular de p = 0, ou seja, na auséncia de condensados, podemos notar
que a relacao de dispersao é recuperada para um sistema sem condensado sob a acao de

um potencial de isospin:

2

w2(d) = V@2 +m? = | (219)
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Figura 8 - Espectro de massa
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Legenda: Espectro de massas como fun¢ao do potencial quimico p; em unidades de massa
Fonte: PALHARES, 2012,p.148. Adaptada pelo autor.

Para quando p; > m, temos que a condigao de equilibrio para um minimo reproduz

a equagao (212), e, com isso, a relagao de dispersdo para a fase com condensado seré:

WIP(G) = (@) 4305 - mP £\ (g - m2)? + 43[(@)? + 2483 — m?],

WIN@) = (@) 3y - m? (3 - m2)? + 4423 ()% (220)

Tomando o limite de G—0, obtemos o espectro de massa em que:

3
SN 2N

2(&“% - m2)7
= 0,

3

onde my é o modo do bdson de Goldstone sem massa na fase de condensado, devido a
quebra da simetria quiral.

Inicialmente escolhemos um modelo simples que possa reproduzir os efeitos do BEC
de maneira similar ao modelo McL. Devido a simplicidade de escolha, ao escrevermos
como sendo uma combinacao linear de 7! e 72, na figura acima que representa o espectro
de massa como funcao do potencial quimico, podemos notar que o espectro de flutuagoes
de ¢, e ¢_ é similar ao dos pions carregados para o modelo quiral de pions. Desta
forma, como anteriormente estudado, podemos dizer que nesse modelo simples, sob efeito
de comparacao ¢, corresponde ao pion positivo que condensa e ¢_ corresponde ao pion
de carga negativa. Com isso, na subsecao seguinte implementaremos, nessa teoria mais

simples, um estudo nao perturbativo limpo da fisica da BEC e das interagoes presentes.
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4.3 Analise do FRG na LPA para o condensado de pions

Nosso objetivo nessa secao é encontrar, na aproximacao de LPA, as equacoes di-
ferenciais que definem o fluxo de FRG no modelo simplificado apresentado na subsecao
anterior. Como mencionado no inicio desta sec¢ao, a aproximacao LPA nos dd uma dréstica
reducao das equagoes diferenciais.

Partindo da deformagcao da acao efetiva dependente de k, temos:
ip_ 1 -1 -1
O[] = 5 Tr [anRﬁ[g +R,] ] (221)

sendo G7H(Q):

BUSRRCENS 52T,
Gl o) 222

onde R, ¢é o regulador que suprime os modos IR. Como discutido acima, o regulador
desempenha também um papel importante de filtrar os efeitos UV fazendo com que nao
precisemos nos preocupar com a renormalizacao. O regulador deve ser escolhido de acordo
com a teoria fisica que estamos estudando. Para este trabalho, utilizaremos o regulador
de Litim. Recomendamos ao leitor a referéncia (BERGES; TETRADIS; WETTERICH,

2002) para uma discussao mais aprofundada do regulador utilizado. Temos entao que:
R (¢°) = (8 = *)0(r* - ¢°). (223)

Para encontrar uma expressao explicita e fechada para a equacao de fluxo, uma

acao efetiva dependente de k, I'., deve ser determinada.
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Tomaremos como referéncia a acao efetiva Sg, descrita anteriormente, para des-

crever a acao efetiva em termos de x na LPA:
i PO PR P B A R 19 .2 .29 1
Le[7'] = [d x 58,,7? o, + 58,,7? Oy + p[m 0o — w20y | + V() ¢, (224)

onde « e V() sao definidos como:

(0%

()% + (7%)%, (225)

2 _ 4,2 2
V. + wa + %oﬂ. (226)

V(@)

Assim como feito anteriormente, para estudarmos o espectro e as relagoes de dis-
persao, vamos transformar parcialmente essa acao para o espaco de momento. Utilizando

a mesma transformacao para os campos que fizemos anteriormente, obtemos:

r- %( Q) (@) )A(@)( T ) [ v, (227)

m(-Q)
onde
_02 4 (32 —9;
A= Q@) 2inQo ) (228)
2ipQo  ~Q5+ ()
Da acao acima, encontramos o inverso do propagador completo da seguinte forma:
1 52T
G! = — u , 229
@ = Fre@eo 229
GgHQ) = AQ)+ ﬁivfd‘lx{él‘/”n(oz)ﬂa(x)ﬁb(m) +2V,£(04)(5“b}. (230)
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Podemos dizer que o ansatz da LPA define tal aproximacao para campos constan-

tes, logo, a expressao acima € reescrita como:

N ( Qi+ @+ V(@@ Vi) V(@) - 2imQo

W) Q. Q3+ (@) + 4V (@) (7)? + 2V (), ) -

e a agao se reduz ao potencial V, («):

Ly

— = V(). 232
5 = Vel (232)
Tomando a derivada com relacao a x dos dois lados, temos:

L (0.T.]) = 0.V, (a). (233)
e1%

Observe que a derivada da acao (221) dependerd da derivada do regulador. Desta forma,

derivando o regulador com relagao a x:
O R = 2k0(K5* - ), (234)

a equacao de fluxo fica:

OVi= PEICE 62)Tr{[g-1(Qo,<12 >+ (W - )R —cf>)]_1}- (235)

Tomando ¢? — x2, a funcao final filtra os valores de x e o regulador cumpre o seu papel
de filtragem dos efeitos IR e UV:

Am . -1 =2 A1
OVl0) = Xt | daa Tr{[g (@0 ¢~ 2] } (236)
0. Vi(a) = %;Tr{[gl(Qo,§2+ﬁ2)]_l}. (237)

Observe que o argumento do trago nada mais é do que o propagador completo da teoria.
Da identidade A='A = I, podemos encontrar a matriz G e calcular o traco da mesma.
Desta forma, temos que:
-Q2 + vy
o {g<QO’ FLQ)} e [-Q2 + v |2 - 402 [V/]? - 412Q%
, Q3+ v,
[Q2 — (ve + 212 + QWR)][Q% — (Ve + 202 = 2w,)]

2 1 _u_ﬁ 1
(wﬁ+1)——Q§+EE +( w,€+1)Q§+EE' (238)
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com:
v, = K2+2aV!+2V!
we = V22 +2V) + (2 +aVl")?,
E? = k242aV" 42V + 202 £ 2/ p2 (K2 + 2V)) + (12 + aV!")2, (239)

A equacao de fluxo é reescrita como:

0V, = He oy L By y LU (240)
67r2 we )G Q2+ E? We )& Q2+ E?

A equagao (240) nos mostra a soma de Matsubara do trago do propagador completo.
Apoés fazermos o trago e reescrevermos a equagao de fluxo, chegamos que as somas de
Matsubara que devem ser feitas nas equagoes de fluxo V, e V,.;(") devem ser da forma

geral:
e T 2

Observando a equagao de fluxo, temos que n =1, logo:

1
g;ﬁ(EQ) = Zw,

Qo

onde essa soma, cuja demonstracao encontra-se no apéndice B, resulta em (KAPUSTA,
1993; PALHARES, 2012):

2 1 2 2
A = fu(VE) (V)

- St n(VEY)] (242)

e de forma generalizada:

g:fn(EQ) -1t [0p=]"" 12]"1 (E?), (243)

(n - )

com ny, sendo a distribuicao de Bose-Einstein:

ny(w) = [1 - exp(fw)] ™ (244)

A equacao de fluxo exata em sua forma final é dada por:

OV, = 1;”;{(“%1)\/%_3[“2%( EE)]+(—M—%+1) 1EQ[1+2nb(\/ﬁ)]}. (245)
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Relembrando w, e E2, temos:

V(12 +2V)) + (42 + V), (246)
K2+ 20V + 2V + 212 £ 2/ p2 (K2 + 2V + (2 + aV")2. (247)

Wk

E:

onde as derivadas do potencial sao:

2 _ 4,2 2
Vila) = Ve + m”‘z Pr oy + Z“QQ,
2 _ 2 )\2
Vi) = o Hsy kg (248)
2 2
2
v/ = % (249)

Com isso, substituindo as derivadas de V,(«) em w, e E,, podemos reescrevé-los da

seguinte forma:

We = VE2(K2+m2 +2aX2) + a2\i/4, (250)
E? = k24m2 42002 + 12 £ 20/ 12 (K2 +m2 + 2aX2) + a2\i /4, (251)

Desta forma, estaremos interessados em analisar o limite da equacao de fluxo (245),
para uma teoria livre , A\, = 0, sem condensacao, a = 0, e o limite do potencial quimico

nulo, u, =0.
e Teoria livre, A\, = 0:

wn = \J (2 i), (252)

E? = k2 +m? + 2 + 2/ p2 (k2 + m2), (253)

E? = (p, /K2 +m2)?. (254)

Substituindo na equacao de fluxo exata, temos:

KA 1

) 1272 | /K2 + m2

e Sem condensacao, a = 0:

0x Vi [2 +2ny(\/ K2+ m2 + ) + 2np(\/ K2+ m2 - ,u,.c)]. (255)

Observando as equagoes de w, e E?, nota-se que os termos de A e o s20 0s mesmos.
Desta forma, zerando a interacao ou zerando o condensado, somos levados a mesma

equacao de fluxo:

P

1
1272 /2 +m?2

0.V,

[2+2nb(\/n2+mi+uﬁ)+2nb( 52+mi—,u,€)]. (256)
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e Potencial quimico nulo, u, =0:

)2

wy = aZE (257)
2

E?=r?+m?+(2+1)aN. (258)

Substituindo na equacao de fluxo exata, temos:

P

1

0,V

[1+2nb( E2)] n

\/1E_2[1 " 2nb(\/Ez)]}. (259)

Com isso, da equacdo de fluxo completa para o potencial efetivo V,, eq. (245),

chegamos as equacoes diferenciais acopladas:

0.Vl =0) = OV, (260)
m2

0.V} (=0) = 0,55, (261)
>\2

0.V (a=0) = 0.5, (262)

onde os lados esquerdos de (261) e (262) estao em funcao das derivadas de V; com relagao
a « avaliadas em « =0, com m, =m?2 — u2.

Em seguida, iremos resolver o sistema de equagoes de fluxo. Porém, devemos fazer
algumas observagoes. Note que, como V, nao aparece do lado direito da equagao (245),
a sua equacao (260) pode ser solucionada de forma independente assim que as outras
duas equagoes de m?2 e A2 forem resolvidas. Fixaremos p, = p, onde o mesmo serd um
parametro de controle para a investigacao da estrutura de fases da teoria a temperatura
nula. A fixacao do potencial se da também pelo fato de que o fluxo do potencial quimico
e da massa nao sejam independentes, isso por conta do ansatz para o potencial efetivo e

a hipdtese dos campos serem constantes.
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Figura 9 - Fluxo no vacuo, T'= 1 = 0.
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Fonte: O autor, 2020.

Legenda: m?2 versus x & esquerda e A2 versus & a direita.

4.3.1 Resultados numéricos a temperatura zero

Apés encontrarmos o fluxo de equacoes exatas que define o nosso sistema, investi-
garemos as solugoes numéricas do conjunto de equagoes de fluxo acopladas, (261) e (262),
onde o lado esquerdo das equagoes € escrito, respectivamente, em termos da derivada
primeira e segunda da equagao (245) com relagao a .

A fixacao dos parametros para uma escala k = A é dada por

m? — 1i?, (263)
9, (264)

mi

A

onde escolhemos, em unidades arbitrarias, m? = —=1000 a.u., A = 1000 a.u. e g = 2.

Desta forma, considerando o fluxo em T = y = 0 e usando as condigoes iniciais
acima, as solugbes numéricas® das equagoes de fluxo (261) e (262) nos leva ao grafico 9,
onde os valores fisicos sao aqueles obtidos ao final do fluxo, em x = 0. Para x = 0, a massa
efetiva m2|,-o toma o valor de 26709.6 a.u., e A3|,-o tende a 1.518. No limite em que
k é nulo, todas as flutuacoes quanticas estao incluidas. Na medida em que x aumenta,
essas flutuagoes sao suprimidas progressivamente até a teoria alcancar a forma da acao
classica, quando k tende a A = 1000 a.u. (condi¢ao essa imposta para A). Nesta escala,
supoe-se que todas as correcoes quanticas remanescentes estao incluidas na redefinicao dos
parametros da Lagrangeana original através do processo de renormalizacao perturbativa

convencional.

8 Os célculos numéricos foram realizados com o auxilio do software Mathematica e suas funcoes pré-
definidas, como NDSolve.
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Figura 10 - Diagrama m2/M? x r/M
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Apo6s obtermos os valores para i =0, o nosso interesse reside em ligar o potencial
quimico. Como visto anteriormente, o espectro das excitagoes nos revela a manifestagao
da transicao de fase para um valor de potencial quimico critico dado por p = my;. A fim
de encontrarmos o comportamento do espectro de m,, para um dado valor de potencial,
iremos reescalonar a unidade de medida de my|,-o como uma unidade de medida de ener-
gia M, ou seja: myg|,-0 = M.

Apo6s a determinacao da escala, ligamos o potencial quimico nas equagoes de fluxo e
procuramos o valor critico de p que fard com que mg|,-y,,,, = 0, onde a anulacdo da massa
efetiva caracteriza a transicao de fase de segunda ordem, que corresponde a condensac¢ao
de Bose-Einstein relativistica.

O fluxo a densidade finita, para pu # 0, é mostrado na figura 10, onde sao repre-
sentadas curvas para diferentes valores de p?/M?. A curva superior (caracterizada pela

cor azul) é relativa a 1\”4_22 =0,0301, j4 a curva imediatamente abaixo desta (em amarelo)

corresponde a ]\“4—22 = 0,351, a curva logo acima da tracejada (em vermelho,) a A‘}—Z =0,7150

. YR 2 . .
e a curva tracejada refere-se ao valor critico de 1= = 0,99827960, caracterizando assim,
para esse valor de potencial a transicao de fase de segunda ordem de condensagao. O

valor encontrado para a massa efetiva no limite de x = 0:

m2(p? = 0,99827960M2)
M2

=0,0000824564. (265)
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CONCLUSAO E PERSPECTIVAS

Foi abordada nesta dissertacao a interacao da matéria densa e fria descrita através
de teorias efetivas da QCD. Utilizando o formalismo de teoria de campos quanticos a
temperatura finita, descrevemos um sistema de condensado quiral relevante ao estudo da
quebra da simetria quiral em um sistema em que os pions sao pseudo-bdsons de Golds-
tone. Desta forma, foi possivel estudar o comportamento da simetria quiral a densidade de
isospin finita e assim entender a transicao de fase de pions pelo formalismo de integragao
funcional da funcao de particao. Reproduzimos também um arcabouco matematico utili-
zando o grupo de renormalizagao funcional a fim de investigarmos aspectos nao perturba-
tivos da condensacao de pions em um modelo simplificado de um campo escalar complexo
na aproximacao de Potencial Local para o fluxo. Chegamos a trés equacoes diferenciais
que devem ser resolvidas por método numérico para a extracao dos observaveis. Por fim,
resolvendo duas destas equagoes, localizamos a transi¢ao de fase de condensagao de pions
no caso a densidade finita e temperatura zero, incluindo efeitos nao perturbativos.

No capitulo 1 descrevemos os efeitos da quebra da simetria quiral espontanea e
explicita. Nota-se que a simetria quiral no vacuo da QCD é uma simetria aproximada
devido ao seu parametro de quebra explicita ser pequeno. Utilizamos o potencial do
chapéu mexicano para exemplificar os efeitos da quebra de simetria. Discutimos entao a
construcao do modelo efetivo chamado de Mol para que possamos reproduzir os efeitos
de simetria presentes na QCD.

No capitulo 2, secao 2.1, construimos a funcao de particao utilizando o formalismo
funcional onde implementamos o formalismo de teoria quantica de campos a temperatura
finita no formalismo de tempo imaginario. Na sec¢ao 2.2, discutimos o condensado de Bose-
Einstein para um campo carregado ®, ja bem conhecido, com o intuito de aplicarmos
o formalismo funcional da funcao de particao e assim mostrarmos que o mesmo é um
formalismo completo, que nos leva tanto a resultados no limite relativistico quanto a
resultados no limite nao-relativistico.

No capitulo 3 foi adotado o Modelo ¢ Linear como teoria efetiva para a discussao
das consequéncias sobre a transicao quiral da QCD a densidade finita. O acoplamento
de um potencial quimico no Hamiltoniano nos leva a um desbalanco de cargas originando
a condensacao de pions positivos. O custo de energia de 7" varia linearmente com o
potencial p; na fase normal indo a zero na fase de condensacao como mostrado pelo
diagrama M - p;. J& o custo de energia de m~ aumenta linearmente na fase normal
e apresenta um comportamento nao trivial na fase de condensacao. O pion 7% por
apresentar carga liquida nula, nao é afetado pelo potencial quimico, assim como o méson

g.
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No capitulo 4, discutimos, utilizando modelos efetivos, o condensado de Bose-
Einstein de pions carregados, introduzindo aspectos nao-perturbativos utilizando uma
equacgao de fluxo determinada pelo grupo de renormalizacao funcional. Mostramos que
o FRG é uma ferramenta nao-perturbativa poderosa para abordar a estrutura de fases
de teorias de campo em um meio. Aproximacoes adequadas, que dependerao do sistema
fisico estudado, sao determinantes para a obtencao de um fluxo de equacoes diferenciais
solivel na préatica para que assim consigamos responder as perguntas necessarias para
que um diagrama de fases T-u; seja descrito. Construimos uma agao efetiva completa
dependente de uma escala de energia k que mapeia as zonas de energia infravermelha e
ultravioleta. Um regulador de Litim foi introduzido em ', a fim de filtrarmos os efeitos IR
que podem aparecer na teoria. Apos utilizarmos a aproximacao de LPA, encontramos trés
equagoes diferenciais, sendo duas delas acopladas e uma independente. A equacao inde-
pendente nao foi resolvida, pois, nao é de nosso interesse no momento. Nesta dissertagao
nosso interesse foi encontrar o valor do potencial quimico no qual a transicao de fase de
condensacao dos pions ocorre, ou seja, o valor de p?/M? que faz com que a massa efetiva
m2/M? tenda a zero quando k — 0. Desta forma, apds solucionarmos numericamente as
equagoes (261) e (262), encontramos o ponto de A’}—Z =0,99827960 em que a transicao de

fase ocorre para um campo escalar complexo carregado.

Neste trabalho, tomamos os resultados a temperatura zero, nos restringindo além
disso em solucionar duas, das trés, equagoes diferenciais encontradas a partir do fluxo na
APL. Como trabalho futuro, solucionar a equagao (260) nos levara a encontrar a pressao
e a densidade do sistema para T = 0. Resultados numéricos a temperatura finita também

podem ser tomados, e, com isso, um diagrama de fases T'/M x u/M pode ser construido.
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APENDICE A - Célculo da temperatura critica na condensacao de Bose-Einstein

para campo escalar complexo no limite ultrarelativistico

Como analisado no capitulo 3, a condensacao de Bose-Einstein se da para uma
certa temperatura critica, T,., no limite nao-relativistico e no limite ultrarelativistico.
O objetivo do calculo da temperatura critica feito no capitulo 3 foi mostrar como a
descrigao funcional da funcao de particao é completa: a definicao da mesma se da a partir
de uma teoria relativistica com infinitos graus de liberdade nos campos, nos levando a
um resultado também no limite nao-relativistico. Desta forma, conseguimos mostrar a
importancia dessa descricao além da sua grande aplicabilidade.

Neste apéndice, serao detalhados alguns passos para que possamos chegar ao re-
sultado da temperatura critica, T, no limite ultrarelativistico (SCHMITT, 2013).

Da equagao (126) no capitulo 3, temos:

© d3p 1 1
. ) 266
P o (2m)3 (eﬁ(w‘m) -1 ePlorm) 1 )’ (266)

onde, no limite ultrarelativistico, temos que w = \/p? + m?2. Expandindo w em torno de

m, e truncando a expansao em primeira ordem, temos que:

w~p+O0(m?). (267)
Logo:

1/"" 1 1
* _ dpp2 — _ — . 268
P 2 Jo (e(pT)—l e(T)—l) (268)

Utilizando a seguinte transformagao de variavel:

_ D 2 _P
I (269)
dx = %%dpszx, (270)

reescrevemos (268) como:

T3 o 1 1
o= — f dx:z:2( . ) (271)
21 Jo e T -1 T -1

Note que temos duas exponenciais na integral acima: uma referente as particulas e outra
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referente as anti-particulas. Expandindo as mesmas até primeira ordem em 7, temos:

~ (1 + %) + —(eT{Tl)Q' (272)

[ ] p—
—_

Logo:

o e B e [ e

onde p, é a contribuigao do termo exponencial referente as particulas e p_ é a contribuigao

do termo exponencial referente as anti-particulas.

Utilizando a funcao zeta ((«) (ja vista no capitulo 3), temos o resultado das integrais:

[ Ooda: ‘”2 - 2%(3), (274)
f e 1)2 - T-%0). (275)

Substituindo em p,, temos:

p. ZT—;[%@) - %(2@(3) - 2<<3>)],
g(gg@) mz) (276)

Como p* é a subtracao da contribuicao das particulas p, da contribuicao das anti-

P

particulas p_, temos:

p* = pr—po, (277)
. T3 m7r3
p =
mT?
p* = 3 (278)

Como o condensado se da em p = p* para uma dada temperatura critica 7., temos:

3

T.=+/2L. (279)
m

Portanto, a temperatura critica para um sistema de campo escalar carregado, como estu-

dado no capitulo 3, no limite ultrarelativistico é dada pela equacao (279).
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APENDICE B - Célculo de somas de Matsubara

Como foi visto ao longo do trabalho, devido a compactificacao do tempo, a cons-
trucao da equacao de fluxo exata nos leva a somas de Matsubara. Neste apéndice de-
monstraremos o resultado da soma de Matsubara, dada pela equagao (231).

Para a realizacao dessa soma utilizaremos o método de integracao de contorno
que consiste em interpretar a soma sobre as frequéncias de Matsubara como uma soma
de residuos utilizando o teorema de Cauchy (BROWN; CHURCHILL, 2009). Uma vez
construida a integral de contorno, podemos deformar a mesma repeitando as condigoes
de analiticidade do integrando de forma especifica para que seja possivel resolvermos a
integral explicitamente.

Consideramos a soma bosonica dada por (230):

1
A(EY) =Y —— (280)
g(; g(; Q%+ E?
Note que podemos associar essa soma a soma tipica para bdsons feita em (KAPUSTA,

1993). Fazendo as seguintes manipulagoes:

1
- = 281
I - T £
iQo = Whp, N Q[):QO =2mnT (282)
E = w (283)
chegamos a:
1
Zn: ot (284)

Desta forma, devemos identificar fungoes cujos polos localizam-se sobre as frequéncias de
Matsubara bosonicas, onde os residuos representam os termos de soma.
Com isso, como a funcao gcoth (@) possui pélos com residuos sobre as frequéncias de

Matsubara bosonicas, utilizando o teorema de Cauchy:

o §.dQuf (@) coth (720), (285)

onde C' é um contorno que envolve todas as frequéncias de Matsubara bosonicas.
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Figura 11 - Plano complexo de ()¢ com infinitos pdlos de coth (%) a esquerda e curvas C e

Cy a direita.

Im
Im Q, 4 1mQ

® Polos de coth%

O Contorno de integragdo R

—\/E_Z ‘]E Re Qq —\E —€ € \/E_z Re Qq

Legenda: A esquerda, integracao de contorno no plano complexo de (Jg e a direita contornos
C4 e (5 no plano complexo definidos para R— oo.
Fonte: O autor, 2020.

Na figura 11, o grafico a esquerda representa os polos de coth (%) nas infinitas
frequéncias de Matsubara sobre o eixo imaginario. Podemos, entao, definir uma curva C
formada por duas retas paralelas distanciadas a € para a direita e —e para a esquerda do
centro do eixo imagindrio, conectadas em Im(Qg)==o0, vide o grafico a direita.

Reescrevendo coth( ) em uma de suas formas alternativas,

BQo 1
COth( 5 ) 1+ m, (286)

temos que:

1 —ioo-¢ -1 1 1 1 —ioo—e -1 1 1
Sp=— f 7o vl I f :
B omi Jrico-e QO( Q% - )( 2 e PR - 1) " 271 J—ico+e QO( Q% - )( e~Po — 1)

Determinando a fungao analitica sobre o eixo imaginario, f(Qg) = Q2 obtemos

E27

1 —joo—¢€ 1 1 1 —jo0—€ 1 1
Sp = 5 /+ioo—e onf(Qo)( B Ry 1) t o [iWE onf(Qo)(§ L] 1).

(287)
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Para a fungao analitica (@) podemos tomar o limite € — 0 nos primeiros termos

de cada integral e tomando o limite de Q)9 - —()y na primeira integral, temos que:

1 ico 1 1 —joo—€ 1
Sp = i [m onif(—Qo) + i fim_e f(Qo)(M—_1)+
1 100 1 1 j00+€ 1
= BECTACORT = B on(—eaQo - 1)' (288)

Agrupando os termos, temos que:

so=5 [T i@ rcen s [T @) s reooe@). s)

" 20 Joioo 2 cote
onde n,(Qo) é a distribuigdo de Bose-Einstein:

1

np(Qo) = B _1

— (290)

Aplicando os resultados para o caso da soma do capitulo 4, temos que:

SAE) - 5 f, %Wﬁﬂd%[-éﬂﬂEi(__(%l?)z ns(Qo). (201)

Utilizando o teorema de Cauchy em cada integral, temos que:

q 1 2 _na(- 2
S+ s V) -V

_ 1 -
Sp = ﬁ{nan(JE_)}. (292)



