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RESUMO

SOUZA, F. J. L. Equivaléncia conforme de espagos-tempos. 2019. 173 f. Tese
(Doutorado em Fisica) — Instituto de Fisica Armando Dias Tavares, Universidade do
Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2019.

Nesta tese estudamos o problema de equivaléncia conforme entre espagos-tempos.
Inicialmente apresentamos uma revisao de Topologia, Geometria Diferencial, Geometria
Riemanniana e um pequeno resumo da teoria dos Grupos de Lie e dos fibrados diferen-
ciaveis, numa abordagem independente de sistemas de coordenadas. Para compreender o
problema de equivaléncia conforme e sua solu¢ao precisamos entender um grande nimero
de assuntos matematicos: as transformacgoes conformes entre métricas e suas respectivas
curvaturas; a geometria de Weyl e a relacao de seus tensores de curvatura e seus analogos
riemannianos; o problema de equivaléncia entre coframes; o problema de G-equivaléncia
entre coframes; e o problema de equivaléncia entre geometrias riemannianas. Todos es-
tes assuntos sao objetos de estudo no texto. Apods toda esta preparacao o problema de
equivaléncia conforme entre métricas é definido e solucionado para quaisquer assinaturas
e dimensoes. Especializamos esta solu¢ao para geometrias lorentzianas usando um forma-
lismo espinorial, estudando em particular espagos-tempos que apresentem algum grupo
de isotropia nao-trivial. Ao final da tese usamos a soluc¢ao para determinar as condi¢oes
que um espago tipo Petrov III deve satisfazer para alcancar maxima simetria conforme, e
obtemos algumas métricas com esta caracteristica.

Palavras-chave: Geometria Riemanniana. Geometria de Weyl. Problema de

Equivaléncia. Relatividade Geral.



ABSTRACT

SOUZA, F. J. L. Conformal equivalence of space-times. 2019. 173 f. Tese (Doutorado
em Fisica) — Instituto de Fisica Armando Dias Tavares, Universidade do Estado do Rio
de Janeiro, Rio de Janeiro, 2019.

In this thesis we study the conformal equivalence problem applied to space-times.
Initially we present a review of Topology, Differential Geometry, Riemannian Geometry
and a brief résumé of Lie Groups and the theory of differentiable fibre bundles, using
a coordinate-free approach. To understand the Equivalence Problem and its solution
it is necessary to study a wide range of areas of mathematics: conformal transforma-
tions between metrics and their respective curvatures; Weyl Geometry and the relation
between its curvature tensors and the Riemannian analogues; the Equivalence Problem
for coframes; the G-equivalence problem for coframes; and the Equivalence Problem for
Riemannian geometries. All these subjects are treated in the body of the thesis. After this
preparation, the Conformal Equivalence Problem between metrics is defined and solved
for arbitrary signature and dimension. We specialise this solution to Lorentzian geome-
tries using spinor formalism which is then used to study space-times with a non-trivial
isotropy group. At the end of the thesis, we use the method to determine under what
conditions a Petrov type III space-time has maximal conformal symmetry, and obtain
some explicit solutions and metrics with these characteristics.

Keywords: Riemannian Geometry. Weyl Geometry. Equivalence Problem. General

Relativity.
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INTRODUCAO

Na teoria da Relatividade Geral representamos a gravitacao através de um tensor
simétrico de segunda ordem, chamado tensor métrico. Este tensor, que caracteriza o
espago-tempo, deve ser uma solugao das Equagoes de Einstein que regem a dinamica do
campo gravitacional relativistico.

A covaridncia (invaridncia de forma frente a transformagoes de coordenadas) das
equagdes tensoriais é o andlogo matematico para a covariancia das Leis da Fisica frente
a mudancas dos observadores, incluindo aqueles acelerados. Mas, apesar desta covarian-
cia satisfazer nossas necessidades, ela traz consigo uma desvantagem: temos dificuldade
de discernir quando duas métricas representam o mesmo campo gravitacional em co-
ordenadas distintas. O analogo matematico deste problema é chamado o Problema de
Equivaléncia de Geometrias Riemannianas.

O primeiro passo para a solucao deste problema matematico foi dado por Cartan
em seu livro Lecons sur la Géométrie des Espaces de Riemann, onde foi apontada a solugao
para o problema de equivaléncia entre dois coframes. Com algumas modificacoes, esta
solugao pode ser usada para resolver problemas de equivaléncia que possam ser descritos
em termos de formas diferenciais, o que inclui aquele entre geometrias riemannianas.

Brans (BRANS, 1965) mostrou como a solugao de Cartan poderia ser usada para
tentar descobrir quado duas solugoes das Equacgoes de Einstein sdo equivalentes, mas as
perspectivas de aplicagao pratica nao eram promissoras, pois poderia requerer a com-
putagao de até a décima derivada covariante dos tensor de Riemann, impraticavel com
os recursos computacionais na época. Mais tarde Karlhede (KARLHEDE, 1980) mos-
trou uma maneira pratica de usar a sugestao de Brans: usar a formulacdo espinorial da
geometria de Relatividade Geral para dividir os espagos-tempos em diferentes classes e
escolher coframes privilegiados para a descricao da geometria. A solucao encontrada por
Karlhede reduziu o limite maximo para sete derivadas covariantes, embora apenas casos
muito especiais poderiam requerer tal derivada. Na maior parte dos casos o problema era
solucionado até a segunda derivada covariante do tensor de Riemann.

Uma extensao do problema de equivaléncia entre geometrias riemannianas, cha-
mada problema de equivaléncia conforme entre geometrias riemannianas, consiste em
descobrir quando duas métricas sao proporcionais, ainda que sejam dadas em diferentes
sistemas de coordenadas. Embora nao seja uma das simetrias das Equagoes de Einstein
(dadas pelos difeomorfismos), as transformagoes conformes tém aplicagoes em Relativi-
dade Geral na compactacao dos espagos-tempos, e algumas métricas apresentam simetrias
conformes, que representam propriedades especiais dela sob um reescalonamento. Por fim,
ainda que uma métrica em si nao seja uma solugdo das Equacoes de Einstein, ela pode

estar relacionada a uma solu¢ao por uma transformacao conforme.
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Pouco progresso foi feito neste problema: apenas em (SZEKERES, 1968) consegue-
se uma solucao parcial, mas que requer a existéncia de ao menos um invariante escalar
distinto de zero dos tensores de curvatura.

Resolver o problema de equivaléncia conforme entre geometrias riemannianas é o
objetivo desta tese. Embora a motivagao inicial tenha partido da Teoria de Relatividade
Geral, o problema e a solu¢ao aqui encontrados se aplicam a qualquer geometria.

No capitulo 1 faremos uma breve apresentacao de Topologia. Explicamos apenas
as defini¢oes e ideias mais importantes para a teoria das variedades diferenciaveis, com
alguns exemplos simples para para facilitar a compreensao do leitor. Os importantes con-
ceitos de conexidade, compacidade, func¢oes continuas, e homeomorfismos sao discutidos,
e ao final definimos as condigoes topoldgicas necessarias para a definicdo de variedades
diferenciaveis.

O capitulo 2 desta tese é dedicado a uma revisao de Geometria Diferencial. A
abordagem inicial é feita de forma independente do sistema de coordenadas, pois haverd
muitas situagoes que precisaremos descrever o mesmo objeto usando diferentes linguagens.
O capitulo termina com breves resumos dos grupos de Lie, de suas ac¢oes sobre variedades
diferenciaveis, e da teoria dos fibrados diferencidveis, dois assuntos correlacionados com
as solugoes dos problemas de equivaléncia.

No capitulo 3 apresentamos as estruturas geométricas necessarias para a geometria
riemanniana, e exploramos os efeitos de uma transformagao conforme entre estas geome-
trias. No fim do capitulo apresentamos uma generalizagdo da geometria riemanniana,
chamada geometria de Weyl, que surgirda naturalmente quando resolvermos o problema
de equivaléncia conforme.

O capitulo 4 é dedicado ao estudo da solucao de Cartan para problemas de equiva-
léncias. Inicialmente mostra-se como foi descoberto quando dois coframes sao equivalentes,
e em seguida como usar esta solucao para resolver problemas de equivaléncia mais gerais.

No capitulo 5 ocupamo-nos dos problemas de equivaléncia entre métricas. Revisa-
mos a solucao do problema de equivaléncia entre geometrias riemannianas como prepara-
¢ao para resolver o problema de equivaléncia conforme entre estas geometrias, que ocupa
a maior parte desse capitulo.

No capitulo 6 especializamos a solucao para o caso de Relatividade Geral. Inici-
amos o capitulo resumindo a teoria espinorial necessaria para a implementacao pratica
da solugao, e depois vemos como ela se aplica ao problema de equivaléncia entre espagos-
tempos. Depois estuda-se a aplicacao para o problema de equivaléncia conforme. Termi-
namos o capitulo aplicando esta solucao para obter algumas geometrias com propriedades

especificas, que simultaneamente tenham maxima simetria conforme.
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1 TOPOLOGIA

Nesta tese estamos interessados em objetos chamados variedades diferencidveis.
Porém, estes objetos sdo casos particulares de outra classe de objetos, chamados espagcos
topologicos. Em termos praticos, a Topologia vai se ocupar de propriedades relativas
ao espaco como um todo, chamadas propriedades globais, enquanto a geometria estudara
as propriedades nas vizinhangas dos pontos (que serdo definidas de forma precisa neste
capitulo), chamadas propriedades locais.

Embora nesta tese estaremos preocupados exclusivamente com questoes locais, o
conhecimento de Topologia permitira descrever toda a teoria sem ambiguidades. Além
disto, como a Topologia é construida com base na Teoria dos Conjuntos, as definigoes,
hipbteses e provas sdo mais gerais e mais simples que seus equivalentes geométricos.

A maior parte deste capitulo é baseado no texto de Lee (LEE, 2010), que é dedicado
a Topologia de Variedades. Outros livros usados sao o texto de Nakahara (NAKAHARA,
2003) e Hall (HALL, 2004).

1.1 Espacgos Topoldgicos

Comecamos esta se¢ao com a definicio de uma topologia sobre um conjunto X,

cujo significado serd esclarecido em seguida.

Definigao 1.1.1 (Topologia, Espaco Topolégico, Subconjuntos Abertos)
Seja X um conjunto ndo vazio e T uma colecio de subconjuntos de X. A colegao

T € uma topologia sobre X se satisfizer as sequintes condigoes:
1. O conjunto vazio O e o préprio conjunto X pertencem a T ;
2. A uniao arbitrdaria de (possivelmente infinitos) elementos de T pertence a T
3. A intersecdio de finitos elementos de T pertence a T .

Um par (X, T) que satisfaz estas condigoes € chamado espago topoldgico, e os

elementos de T sdao ditos subconjuntos abertos, ou apenas abertos, de (X, T).

Note que a terceira hipotese pode ser substituida pela interse¢do de dois subcon-
juntos sem prejuizos. Se X faz parte de um espaco topoldgico, chamamos seus elementos
de pontos. A intencao da definicdo de topologia fica clara pelo nome dado aos seus ele-
mentos: uma topologia sobre X é uma caracterizacao axiomatica de quais subconjuntos

devem ser considerados abertos em X.
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Todo conjunto X admite ao menos duas topologias: a topologia discreta é dada
pela cole¢ao de todos os subconjuntos de X: Tgs = {U | U C X}, enquanto a topologia
trivial é dada apenas pelo préprio conjunto e o conjunto vazio: T = {0, X }.

O exemplo mais importante de um espago topoldgico é o conjunto dos nimeros
reais R munido da cole¢ao da unido de todos os intervalos abertos em R, chamada topologia

usual ou topologia euclidiana.
Tus = {U v= U {(a,b)}}- (1)
ab € R

Por outro lado, a intersecao de um conjunto infinito de subconjuntos abertos nao é ne-

cessariamente aberta. Para a topologia euclidiana temos como exemplo

N {z—ar+a)}={z} & Tus, (2)

a € R

que justifica a assimetria na definicdo de topologias. A topologia euclidiana sobre R™ ¢é
definida de forma andaloga, sendo dada pela uniao de todos os produtos cartesianos de m

intervalos abertos em R,

Too= U {(a1,01) x ... % (am, b))} (3)

ai,bi e R

Outro tipo de espago topologico importante sdo os espagos métricos, uma gene-
ralizacdo dos espacos euclidianos. Estes espacos sao equipados com uma definicao de

distancia, dada abaixo.

Defini¢ao 1.1.2 (Métrica, Espagos Métricos, Bolas Abertas)
Seja X um conjunto ndo vazio e p,q,r trés elementos quaisquer em X. Uma mé-

trica ou distancia em X é um mapa® d : X x X — R que satisfaz as sequintes propriedades:
1. Positiva Definida: d(p,q) > 0, e d(p,q) = 0 se e somente se p = q;
2. Simetria: d(p,q) = d(q,p);
3. Desigualdade Triangular: d(p,q) < d(p,r) + d(r,q).

O par (X, d) é chamado espagco métrico.
Seja R € R. Uma bola aberta de raio R e centro em p do espago métrico, denotada

por B(p, R), € o subconjunto dado por

B(p,R) ={q € X |d(p,q) < R}. (4)

I Mais conhecidos pelo termo funcdo, mas reservaremos este nome para um tipo particular de mapa que
estudaremos no préximo capitulo.
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A topologia de um espago métrico é dada pela uniao de suas bolas abertas. A
topologia usual em R™ também é uma topologia métrica. Sejam p = (z',...,2™) e
q = (y*,...,y™) dois pontos em R™, a métrica usual para este conjunto é dada pela

distancia euclidiana

dus(p, q) = /(&' —y1)2 + ..+ (am — ym)2. (5)

A teoria dos espagos métricos é um assunto conhecido da Fisica Matematica, e portanto
nao sera explorada em detalhes nesta tese. Nos nos limitaremos a mostrar como a Topo-
logia generaliza algumas das defini¢oes e propriedades destes espagos.

Voltando a definicao de espaco topolédgico, note que este é o par dado pelo conjunto
e a topologia, sendo possivel definir varias topologias sobre o mesmo conjunto. Num
abuso de linguagem, podemos falar apenas no espaco topoldgico X se uma topologia ja
foi definida ou se o conjunto possui uma topologia padrao (como a euclidiana). Nestes
casos escrevemos 7 explicitamente apenas se usarmos uma topologia distinta.

Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. O conjunto diferenca entre B e A é o

conjunto B\ A de todos os elementos que pertencem a B mas nao pertencem a A,
B\A={reBeux¢gA}. (6)

Se A C B entao B\ A também é chamado de complemento de A em B, e se o conjunto B
é prefixado ou subentendido pelo contexto, denotamos B\ A apenas por A°. Obviamente
em Topologia usamos o complemento de um subconjunto relativo a X. Agora podemos

definir os subconjuntos fechados de um espagco topolégico e a nocao de conexidade.

Defini¢ao 1.1.3 (Subconjuntos Fechados, Conectividade)

Seja (X, T) um espago topologico. Um subconjunto F' C X ¢é dito fechado se seu
complemento € aberto, F* =X\ F € T.

O espaco topoldgico é dito conexo se () e X sdo os tunicos subconjuntos simultane-

amente abertos e fechados. Do contrdrio o espago topologico é dito desconexo.

A definicao de conexidade pode parecer muito abstrata, mas mostraremos em breve
um exemplo concreto de seu uso. Em geral, subconjuntos podem ser simultaneamente
abertos e fechados, apenas abertos, apenas fechados, ou nenhum dos dois.

Os conjuntos fechados satisfazem condigoes andlogas aos axiomas da definicao de
topologia: ambos () e X sao fechados, a intersecao arbitraria de subconjuntos fechados
¢é fechada e a uniao de finitos conjuntos fechados ¢é fechada. Embora seja padrao definir
uma topologia pelos seus subconjuntos abertos, ela é igualmente caracterizada por seus
subconjuntos fechados. Por exemplo, a topologia usual em R pode ser definida pelos
intervalos fechados [a, b] (que sdo o complemento dos abertos (—oo,a) U (b, +00)) através

de sua uniao U, yerla, b].
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Além da conexidade, outra propriedade importante de um espago topoldgico é a

compacidade.

Definicao 1.1.4 (Cobertura, Subcobertura, Compacidade)

Seja (X, T) um espago topologico. Uma cobertura de X é uma colecio U de sub-
conjuntos de X tal que todo ponto de X pertenca a (ao menos) um dos elementos de U,
ou seja, Uye yU = X. Se os subconjuntos sao abertos U é chamada de cobertura aberta.

Uma subcolecao de U é dita uma subcobertura se ela também satisfizer a defini¢do
de cobertura.

Um espago topologico é dito compacto se toda cobertura aberta admite uma subco-
bertura finita Uy,... Uy, X =U;U...UUy.

Uma topologia em X permite obter uma topologia em qualquer de seus subcon-

juntos, chamada topologia de subespaco ou topologia relativa.

Definicao 1.1.5 (Topologia Relativa, Subespaco Topolégico)
Seja (X, T) um espago topoldgico e A qualquer subconjunto nao vazio de X. A

topologia relativa Ty em A € definida por
Ta={UNAYUE€eT}. (7)

O par (A, Ta) € dito ser um subespago topologico de (X,T). Um subespaco é dito conexo

ou compacto se satisfaz estas propriedades na topologia relativa.

Note que um subconjunto aberto ou fechado na topologia relativa nao necessari-
amente apresenta tal propriedade na topologia original (como o préprio subconjunto A
mostra), porém, se A é aberto (fechado) em 7 entdo os abertos (fechados) do subespacgo
também apresentaram a mesma propriedade na topologia de X.

Podemos usar a topologia relativa para construir e estudar topologias menos triviais
que as euclidianas. Por exemplo, dado R™*! com a topologia usual o lugar geométrico

S™ da equagao
(2 4. 4+ (™) + (2™ =1 (8)

herda de R™*! uma topologia compacta e conexa chamada topologia esférica. Um sub-
conjunto isolado de pontos (possivelmente infinitos, como os niimeros naturais, inteiros e
racionais) herda de R™ a topologia discreta. Como ultimo exemplo, considere a topolo-
gia herdada por duas figuras em R™ que nao se interseccionam (como os dois ramos de
um hiperboloide). Este subespago é desconexo, pois cada figura é aberta e fechada na

topologia relativa.
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Uma topologia é definida pela colecao de todos os subconjuntos abertos, mas esta
descrigao pode ser pouco pratica. A solucao para esta dificuldade é descrever a topologia

em termos de uma colecao menor de subconjuntos, chamada base.

Defini¢ao 1.1.6 (Base, Topologia Gerada, Topologia Produto)

Seja X um conjunto, uma base B de X é uma colegao de subconjuntos tal que

1. Para todo p € X existe B € B tal que p € B, ou seja, Upey B = X

2. Se B1,By € B epe BN By, existe By € B tal que p € B3 C B1 N Bs.

A colegao T de todas as unides dos subconjuntos em B € uma topologia, chamada
topologia gerada por B.

Sejam (X1,T1),...,(Xn,Tn) espagos topoldgicos. A topologia Tyea gerada pela
base B ={Uyx...xUy,U; € T;} é chamada topologia produto e o par (X1 X... XXy, Tprod)

¢ chamado espaco produto.

O leitor atento deve ter reparado que ja usamos implicitamente a ideia de base
e topologia produto quando definimos as topologias usuais sobre os conjuntos dos reais,
seus produtos cartesianos, e a topologia de espagos métricos.

A nocado de proximidade num espaco topolégico é dada pela definicao de vizi-
nhanca.? A ideia de vizinhanca é necessaria para o estudo das propriedades locais do

espaco topoldgico, e serd necessaria para a definicdo de variedade diferenciavel.

Defini¢ao 1.1.7 (Vizinhanga de um ponto)
Seja (X, T) um espago topologico e p um ponto de X. Uma vizinhanga U, de p é

um aberto ao qual p pertenca.

Encerramos aqui a discussao das propriedades gerais de espagos topologicos neces-
sarias para este texto. Outras propriedades relevantes, mas que nao sao essenciais para a

tese, podem ser encontradas nas referéncias.

1.2 Mapas Entre Espacos Topolégicos

Nesta se¢ao estudaremos brevemente as relacoes entre espagos topologicos. Come-

caremos com uma definicdo matematicamente precisa deste conceito.

Definicao 1.2.1 (Relagao)
Sejam A e B dois conjuntos ndo vazios. Uma relacio R entre A e B é um sub-

conjunto de A x B. Denotamos que um par (a,b) € R apenas por aRbD.

2 Alguns textos, como (NAKAHARA, 2003), definem as vizinhangas como subconjuntos que contenham
abertos. O leitor deve consultar a definicdo do texto para evitar confusoes.
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Entre as varias possiveis colegoes de relagoes duas guardam particular importancia
para esta tese, e serdo descritas em maiores detalhes. As primeiras delas sao chamadas
relagoes de equivaléncia, e definem precisamente quando dois elementos de um conjunto

devem ser considerados, de acordo com algum critério, o “mesmo” objeto.

Definigao 1.2.2 (Relagoes de Equivaléncia, Classe de Equivaléncia)
Seja A um conjunto e a, b, ¢ trés elementos em A. Uma relagdo de equivaléncia

~ em A é uma relacao que satisfaz as sequintes propriedades:
1. Reflexividade: a ~ a;
2. Simetria: a ~b = b~ a;
3. Transitividade: a ~b eb~c = a ~ c.

A classe de equivaléncia de a ¢ o conjunto de todos os elementos equivalentes a
a, e é denotada por [a]. O conjunto de todas as classes de equivaléncia é chamado de

conjunto quociente, e é denotado por A/ ~.

Pela reflexividade todo elemento pertence a alguma classe de equivaléncia. As
classes de equivaléncia dividem todo o conjunto A em subconjuntos disjuntos.

As outras relacoes de interesse para esta tese sio chamadas mapas.?

Defini¢ao 1.2.3 (Mapa, Dominio, Contradominio, Imagem, Pré-Imagem)

Sejam A e B dois conjuntos nao vazios. Um mapa f € uma relagdo tal que para
todo a € A existe apenas um par (a,b) em f C A X B. Dizemos que f é um mapa de A
em B, e o denotamos por f : A — B. Os conjuntos A e B sdo chamados respectivamente
dominio e contradominio do mapa. O (unico) elemento de B que corresponde a a € A é
denotado por f(a).

Sejam S C A e S’ C B. O conjunto f(S)={be B|b= fla)Vaec S} C B¢
chamado de imagem de S sob f, e o conjunto f1(S)={a€ A|b= fa)Vbe S} CA
¢ chamado de pré-imagem de S’ sob f.

A imagem f(A) C B é chamada apenas imagem de f.

A importancia dos mapas estd na garantia da existéncia e unicidade do corres-
pondente f(a). Um mapa importante e necessario para a proxima defini¢do é o mapa
identidade idy : A — A que leva um elemento em A nele mesmo, ids(a) = a. Podemos

agora estudar mapas que admitem um mapa inverso.*

3 J4 vimos um mapa neste texto na definigdo 1.1.2 (espagos métricos).

4 A relacdo inversa R~ de R é o subconjunto de B x A definido por R~! = {(b,a) | (a,b) € R}. Todo
mapa possui uma relagdo inversa, mas ela ndo necessariamente satisfaz a definicdo de mapa.
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Defini¢ao 1.2.4 (Mapa Injetivo, Sobrejetivo, Bijetivo, Composicao, Inverso)
Um mapa f: A — B € dito injetivo se f(a) = f(b) = a = b, e sobrejetivo se
f(A) = B. Um mapa € dito bijetivo se for simultaneamente injetivo e sobrejetivo.
Seja f :A— Beg: B — C, acomposicio go f: A— C é o mapa definido por
¢ =g(f(a)).
Se f € bijetivo existe um (tinico) mapa inverso f~1: B — A tal que f~ o f =ida
e foft=idg?

Agora especializamos nossos mapas para espacos topoldgicos. O conceito mais

importante aqui é a definicao de mapa continuo.

Defini¢ao 1.2.5 (Mapa Continuo, Mapa Continuo num Ponto)

Sejam X e Y dois espacos topologicos. Um mapa f : X — Y € dito continuo se a
pré-imagem de todo aberto U em Y for um aberto f~1(U) em X.

Um mapa é f : X — Y € dito continuo num ponto p € X se houver uma vizinhanga

Up tal que sua restricio f|y, : U, =Y € continuo.

Continuidade implica continuidade local, o contrario s6 é verdade se o mapa for
localmente continuo em todos os pontos do espago topoldgico.

Pela defini¢ao, quaisquer mapas cujo dominio seja um espac¢o com topologia dis-
creta, cujo contradominio possua topologia trivial, ou que seja um mapa constante (a
imagem é apenas um ponto) sdo continuos.

Como exemplo concreto do uso destas defini¢oes, considere o conjunto dos niimeros

reais com a topologia usual e o mapa f: R — R dado por

x, z>0

fz) = : (9)

A pré-imagem do aberto < L 1) é dada por f! ( ( L 1) ) = (—§ —1> U [O, %) que nao

T 202 22 207 2
é aberto. O mapa é localmente continuo em todos os pontos tais que x # 0, pois

(x — 0,z +9), x>0
f((x—d02+0)) = (10)
(1+z—-0,1424+6), <0

para § > 0 suficientemente pequeno (que é a nogao mais conhecida de continuidade).

> Mapas injetivos admitem inversos g pela esquerda, g(f(a)) = g(f(a’)) = a = @/, enquanto mapas
sobrejetivos admitem inversos g pela direita, f(g(b)) = b. Estes inversos nio sao tnicos.
Note que a notacao para pré-imagem e func¢ao inversa sao idénticas, embora sejam conceitos diferentes.
Apesar da ambiguidade, estas notagoes sdo consagradas e por isto as manteremos nesta tese.



18

Como primeira mostra da utilidade dos mapas continuos, vamos usa-los para refinar

nossa caracterizacao de conexidade.

Definicao 1.2.6 (Conexidade por Arcos, Espacos Simplesmente Conexos)

Seja X um espaco topoldgico e p,q dois pontos distintos em X. Um arco entre p
e q é um mapa continuo f:[0,1] = X tal que f(0) =p e f(1) =q. O espago X € dito
conexo por arcos se existe um arco entre quaisquer dois pontos de X .

Um loop em X é um mapa continuo f:[0,1] — X tal que f(0) = f(1). O espago
X € dito simplesmente conexo se qualquer loop f pode ser reduzido a um ponto p por uma
deformagao continua, ou seja, um mapa F : [0,1] x [0,1] — X tal que F(s,0) = f(s),
F(0,t) = F(1,t) e F(s,1) =p.

Um espaco simplesmente conexo é conexo por arcos, e um espago CoOnexo por arcos
é conexo, mas as afirmativas inversas nao sao necessariamente verdadeiras.

Outra aplicacao de mapas continuos é a definicao de topologia quociente.

Definicao 1.2.7 (Topologia Quociente, Espago Quociente)
Seja (X, T) um espago topoldgico e A um conjunto ndo vazio. Um mapa sobrejetivo

7 : X — A define uma topologia Tyuee em A, chamada topologia quociente, através de
Tauoe = {U | 71 (U) € T}. (11)

Por definicdo o mapa 7 é continuo. O método mais simples de construir espacos
quocientes é definir uma relagao de equivaléncia ~ sobre X. O mapa 7 : X — X\ ~ que
leva os elementos de X em suas classes de equivaléncias define um espago quociente.

Como exemplo concreto, considere R com a topologia usual e a relacao de equiva-
léncia  ~ z + 2n7, n € N. Entdo o espago quociente é um circulo: S' =R/ ~.

Agora vamos discutir a ideia mais importante da Topologia, os homeomorfismos.

Definicao 1.2.8 (Homeomorfismo, Homeomorfismo Local)

Sejam X e Y dois espacos topologicos. Um homeomorfismo é um mapa bijetivo
continuo f : X — Y cujo inverso f~1 Y — X também é continuo. Os espacos X e Y
sao ditos homeomorfos.

Um mapa f: X =Y € dito ser um homeomorfismo local se para cada pontop € X

existe uma vizinhanga U, tal que f(Uy) seja aberto e fly, é um homeomorfismo.

Em termos mais informais um homeomorfismo é uma deformagao continua (sem
quebrar ou colar) entre os espagos topolégicos. Os homeomorfismos preservam a estrutura
topolégica (os abertos e fechados) ao transformamos os espacos. Ser homeomorfo é uma
relacao de equivaléncia entre os espagos topologicos, e portanto os consideramos o mesmo

espaco, apenas descrito de forma distinta.
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Note que o inverso de um mapa continuo nao é necessariamente continuo. Por
exemplo, considere os conjuntos [0,1) e S* com as topologias relativas a topologia usual,
e os mapas f :[0,27) — St e f71: S' — [0,27) dados por

(2,y) = f(t) = ( cos(t),sen(t) ), (o) = ) =V )

7+ arccos ! (z), y <0

O mapa f é continuo (note que a pré-imagem da vizinhanga de (1,0) ¢é [0,)U (27 —J), que
é aberto na topologia relativa), mas f~! nao é continuo, pois a pré-imagem do aberto [0, §)
¢ Usefo,5)1(cos(t),sen(t))}, que nao é aberto em S*. Estes espacos nao sao homeomorfos.

Como um homeomorfismo preserva a topologia, algumas propriedades ou estru-
turas do espago topolégicos nao sao alteradas ao transforma-lo, como a conexidade e a
compacidade. Estas propriedades sao chamadas invariantes topologicos. Por outro lado,
dois espagos com diferentes invariantes topolégicos nao podem ser homeomorfos.

Como nao hé (até agora) uma lista completa com todos os invariantes topolégicos,
eles s6 podem ser usados para uma caracterizacao parcial dos espagos topologicos.

Os invariantes topolégicos nao sao vitais para o resto desta tese, portanto direcio-

namos o leitor interessado no assunto para as referéncias.

1.3 Separacgao e Enumerabilidade

Até aqui nosso estudo é aplicdvel a qualquer espago topolégico, mas um espago
topologico arbitrario é demasiado geral para os propositos desta tese. Para especificar os
espacos de nosso interesse precisamos de trés hipdteses extras, que explicaremos a seguir.

Em Topologia ha um conjunto de hipoéteses sobre as vizinhancas, os Aziomas de
Separagdo, que podem ser supostas para obter espagos topologicos com propriedades mais

intuitivas. Para os estudos de geometria a hipotese relevante é o azioma de Hausdorff.

Defini¢ao 1.3.1 (Espagos de Hausdorff)
Um espago topoldgico € dito ser um espaco de Hausdorff se, para quaisquer dois

pontos distintos p e q, existem vizinhangas U, e U, tais que U, N U, = ().

Um outro conjunto de hipdteses de interesse sao conhecidos como Axiomas de
Enumerabilidade. A hipétese necessaria para as variedades diferencidveis é o Segundo

Axioma de Enumerabilidade, e os espagos que o satisfazem sao ditos sequndo enumerdveis.
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Defini¢ao 1.3.2 (Espagos Segundos Enumeraveis)

Um espago topoldgico é dito sequndo enumerdvel se admite uma base contdvel.®

O axioma de Hausdorff garante que pontos isolados sao fechados e que, se uma
sequéncia de pontos converte para algum ponto, este ponto é inico. Esta hipdtese garante
que ha uma quantidade suficiente de abertos para discernir os pontos. Por outro lado o
Segundo Axioma de Enumerabilidade limita a quantidade de abertos no espago topoldgico.

A ltima hipdtese necessaria para nossos espacos topoldgicos é a exigéncia que as
vizinhangas dos pontos sejam semelhantes a algum subconjunto de R™ com a topologia

usual, propriedade que chamamos de localmente euclidiana.

Definicao 1.3.3 (Espagos Localmente Euclidianos)
Um espago topologico é dito localmente euclidiano de dimensao m se todo ponto p

possui uma vizinhanga homeomorfa a um aberto de R™.

Com estas trés definicoes temos todas as hipoteses necessarias para formular a

teoria das variedades diferencidveis, que sera estudada no préximo capitulo.

6 Com finitos elementos, ou que admite uma bijecio para os niimeros naturais. Em outras palavras,
podemos indexar os elementos da base (ainda que infinita) pelos nimeros naturais.
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2 GEOMETRIA DIFERENCIAL

O segundo capitulo desta tese é dedicado a um resumo de Geometria Diferen-
cial, baseado nos textos de Olver (OLVER, 1995) e Stewart (STEWART, 1991), além da
dissertagdo de mestrado do préprio autor (SOUZA, 2014).

Em vez de uma abordagem baseada em componentes, mais comum em textos de
Relatividade Geral, definiremos tensores como objetos independentes das coordenadas.
Adotaremos esta postura, pois precisaremos descrever estes objetos usando diferentes
linguagens, portanto necessitamos de uma nocao invariante destes objetos. Uma vez que
estas defini¢oes estejam estabelecidas, voltaremos a notagao de componentes, que é mais
util para nossos propositos. As ultimas se¢oes do capitulo sdo dedicadas a um resumo
dos grupos de Lie, e sua aplicagao para a definicdo de grupos de transformacoes numa

variedade diferenciavel e na teoria dos fibrados.

2.1 Variedades Diferenciais, Fung¢oes Escalares e Vetores

Comecamos este resumo de geometria diferencial com as defini¢oes de sistema de

coordenadas e variedade diferencidvel.

Definicao 2.1.1 (Sistema de Coordenadas, Variedade Diferenciavel)

Seja M um espaco de Hausdorff sequndo enumerdvel e localmente euclidiano, e
U C M um subconjunto aberto conexo de M. Um sistema de coordenadas é um mapa
bijetivo ® : U — ®(U), onde ®(U) C R™ é um subconjunto aberto conexo de R™.

Dados dois sistemas de coordenadas @4 € g e seus respectivos dominios Us e Ug
cuja intersegdo € nao-vazia, o mapa de transicao Pap é o mapa <I>AOCI>§1 : ®p(UaNUp) —
O,4(UaNUp).

Um atlas A € uma colegio de sistemas de coordenadas ® 4 tal que | J,Us = M.

O par (M, A) é chamado de variedade diferencidvel. A dimensio m da variedade
¢ definida como a dimensdo (inica) das imagens ®4(Uy) dos sistemas de coordenadas.

Por fim, um atlas e sua respectiva variedade sio ditos C*-diferencidvel, suave ou

analitico se todos os seus mapas de transicdo apresentarem as respectivas propriedades.

Ou seja, um sistema de coordenadas atribui a pontos de M uma m-upla de nimeros
para identifica-los, enquanto o mapa de transicao mapeia as coordenadas de um ponto no
sistema ®p para as coordenadas deste ponto no sistema ® 4. A definicao de atlas garante
que todos os pontos da variedade sao descritos ao menos em um sistema de coordenadas
e que poderemos definir, sem ambiguidades, uma regra de derivacao em M.

Sempre podemos remover sistemas de coordenadas para obter variedades suaves,
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portanto estaremos interessados apenas nestas variedades. Na pratica omitiremos os ma-
pas @ e o atlas A, chamando apenas o conjunto M de variedade diferenciavel e adicionando
novas coordenadas quando necessarias. Identificaremos um ponto apenas por p ou por
suas coordenadas x = (z',...,2™) (ou apenas z%, a = 1,...,m) num sistema qualquer.
Exigiremos apenas que estes sistemas sejam locais, ou seja, bem definidos numa vizinhanca
aberta de p. Os mapas de transi¢io serao denotados apenas por y = y(x).

A importancia da definicao de variedades diferencidveis é relacionada as ideias de

derivadas de fungdes escalares (ou somente escalares), curvas e vetores, dadas abaixo.

Defini¢ao 2.1.2 (Fungdes Escalares, Curvas, Vetores, Campos Vetoriais)

Uma fungio escalar (real) é um mapa f: U — R, onde U C M. A fungao [ é dita
Ck-diferencidvel, suave ou analitica, se todos os mapas f o ®~1 : R™ — R apresentarem
a respectiva propriedade. O conjunto de todas as fungoes reais em M serd denotado por
F(M,R).”

Uma curva C*-diferencidvel (suave, analitica) em M é um mapa 0 : [ — M, onde
I C R € um intervalo aberto, semi-aberto ou fechado, tal que ® o 0 seja C*-diferencidvel
(suave, analitica) para todos os sistemas de coordenadas.

Seja xg = 0(to), as coordenadas de um ponto p € M. O vetor tangente a curva 0

no ponto p é o mapa Op : F(M,R) = R cuja imagem é a derivada direcional de f:

. d
Oplfl = —(fob)] - (13)
dt i
=to
O conjunto de todos os vetores tangentes a um ponto p forma um espago vetorial
sobre o corpo dos reais, chamado espago tangente ao ponto p, e denotado por T,(M).
Um campo vetorial X é um mapa X (p) tal que p € M e X(p) € T,(M), ou seja,

um mapa que leva um ponto p em M num vetor X (p) no espago vetorial tangente a p.

Pela defini¢ao as coordenadas (tomadas individualmente) sdo escalares. A regra
da cadeia garante que as derivadas parciais relativas a coordenadas quaisquer sao bem-
definidas, e que podemos usa-las para estudar a variacao das fungdes no entorno de um
ponto. Em geral, simplificaremos a notagao descrevendo uma fungao f apenas por f(x)
e uma curva apenas por #(t) ou, de forma ainda mais resumida, somente x(t).3
Descrevendo os pontos, as fungoes e curvas nas formas simplificadas x = ®(p),

f(x) = f(p) e z(t) = ®(A(t)), podemos escrever f o f(t) = f(x(t)). Usando a convencao

7 Note que as funcdes escalares ndo precisam ser definidas em toda variedade M. Podemos definir
fungoes escalares sobre outros conjuntos mudando o contradominio na definicao.

8 Na verdade estes sdo os mapas fo®P 1 :R™ = Re ®of:R — R™.



23

de somatério de Einstein,? o vetor tangente vale

_ 4

i = L) o

oz
0

B da®

7 @0 [£1, (14)

W =%

p axap

t=to t=t T=T0

onde escrevemos X = dx®/dt|;—,. Vemos que todos os vetores tangentes podem ser
escritos como uma combinacao linear dos operadores 0/0z%|,. Portanto os operadores de
derivadas parciais formam uma base para o espago tangente, que possui mesma dimensao
m da variedade M. O conjunto de nuimeros X;, ..., X" sao chamadas componentes do
vetor X, na base 0/0x%|,.

A regra da cadeia para derivacdo, a diferenciabilidade dos mapas de transicao
y = y(x) e o Teorema da Funcao Inversa, garantem que um vetor tangente é bem-definido,
ou seja, ¢ o mesmo mapa para todos os sistemas de coordenadas,

Llwav)

_dy”

of
i 0

dy*

B dz®

of
o 0

ox®
0

(y)

() (15)

t=to t=to Y=10 t=t =T

Raramente lidaremos com vetores definidos apenas num ponto. Na pratica, tra-
balharemos quase que exclusivamente com campos vetoriais suaves. Por economia de
linguagem, podemos chama-los apenas de vetores, deixando implicito que estao definidos
em parte da variedade. Se uma situagao se aplicar especificamente a vetores definidos
num ponto, deixaremos isto explicito.

Para finalizar a discussao sobre vetores, definiremos o comutador entre dois vetores

e as curvas integrais de um campo vetorial.

Defini¢ao 2.1.3 (Comutador)
Dados campos vetoriais X e Y, definidos numa variedade M, o comutador de X

eY € o campo vetorial [X,Y] dado por:
(X YT = XY )] = YIXTS] (16)

Note que [X[Y[f]] ndo é um vetor, pois envolve uma derivada segunda de f. A

subtragao do termo simétrico garante que [X, Y] seja um vetor com componentes

oy ,OX
oz -r oz

(X, Y]* = X? (17)
na base d/0x%|,. Dados dois campos vetoriais, o comutador permite construir um terceiro
campo vetorial (ndo necessariamente linearmente independente dos campos originais).

O comutador possui trés propriedades notaveis: a antissimetria; a linearidade e a

9 Sub-indices e super-indices idénticos nas mesmas equacdes devem ser somados sobre todos os valores
possiveis (de 1 até a dimensdao de M, ou de 0 até dimensdo de M menos um).
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identidade de Jacobi,

[X’Y] - _D/a X]:
[(X,aY + Z] = a[X, Y]+ [X, Z],
(X, [V, Z]| + [Y,[Z, X]| + [Z, [ X, Y]] = 0. (18)

onde a € R. Se f € F(M,R), o comutador [X, fY] vale
(X, fY] = fIX Y]+ XY (19)

Usamos curvas para definir vetores, mas é possivel fazer o contrario: dado um
campo vetorial X, podemos construir uma congruéncia de curvas através deste campo,

chamadas curvas integrais de X .

Definicao 2.1.4 (Curvas Integrais)
Uma curva integral de um campo vetorial X numa variedade M €é uma curva tal

que seu vetor tangente em qualquer ponto p da curva coincide com X (p).

Na pratica, para obter as curvas integrais de um campo vetorial escolhemos um
sistema de coordenadas x e resolvemos as equagoes diferenciais ordinarias dadas por

dz® u
S = X (1)), (20)

com condigoes iniciais 2(0) = x, para algum ponto p na curva cujas coordenadas sao z,.
O teorema de Picard garante uma solugao (local) para estas equacgoes,'® que em seguida

sdo mapeadas na variedade pela mapa inverso as coordenadas.'!

2.2 1-Formas e Tensores

Para todo espaco vetorial V| existe um segundo espago vetorial de mesma dimensao
chamado espaco vetorial dual a V, formado pelos operadores lineares V* : V — R.!2
Para os vetores tangentes, as diferenciais das fungoes escalares definem algum destes

operadores.

Defini¢ao 2.2.1 (Espago Cotangente, 1-Formas)

10 Ver, por exemplo, a pagina 228 de (DEBNATH; MIKUSINSKI, 2005).

11 Escolhendo novos pontos (que nio estdo ao longo das curvas ja obtidas) para as condigdes iniciais,
podemos construir toda a congruéncia de curvas integrais.

12 Para espacos vetoriais sobre outros corpos, devemos mudar o contradominio.
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Dado um ponto p numa variedade M, o espago vetorial dual a T,(M) é chamado
espago vetorial cotangente ao ponto p, e denotado por T;(M).

Os elementos de Ty(M) sio chamados I1-formas ou covetores.

Uma funcao escalar f define em cada ponto de seu dominio uma 1-forma chamada
diferencial de f, e denotada por df, através do mapa df : T,(M) — R dado por

df1X] = X[f]. (21)

Campos de 1-forma sdo definidos de forma analoga aos campos vetoriais, portanto ado-
taremos as mesmas simplificagoes na linguagem para eles.

Para cada base no espago V existe uma base em V* chamada base dual, composta
pelos operadores cujos mapas levam a base de V na delta de Kronecker ;. Para a base
formada pelas derivadas das coordenadas em T,(M), a base dual em T,y (M) é dada pelas

diferenciais das coordenadas, uma vez que
.l 0 ox®
dx = ==
ox

P

Oxb
Usando a convengao de somatoério de Einstein, escrevemos qualquer 1-forma w|, e o mapa

= 2. (22)

z=z(p)

(21) que a define como

wlp = wedz?|p, wo = (w1,...,wn) € R™,
0 0
w[X] = w,dz® leab] = WeXda® ab] = W X0 =W X+ w XM (23)
T T

Dado um espago vetorial V e seu espaco dual V*, podemos criar mapas lineares,

chamados tensores, cujos argumentos sao um numero arbitrario de vetores e 1-formas.

Definig¢ao 2.2.2 (Tensores, Espagos Tensoriais)

Um tensor T de ordem (k,l) num ponto p de uma variedade M é um mapa T :
Ty(M)F x T,(M)" — R linear em todos os seus k + [ argumentos. O conjunto de todos
estes tensores é chamado espago tensorial de ordem (k,l) do ponto p, e é denotado (neste
texto) por T (M).

Pela definigao, vetores e 1-formas sdo tensores de ordens (1,0) e (0,1). Podemos defi-

nir campos tensoriais de forma analoga aos campos vetoriais e de 1-formas, e também

os chamaremos apenas de tensores por brevidade. Dadas 1-formas w',...,w" e vetores
Xq,...,X;, a definicdo de tensores é dada por

1 k 1 k ybi by rpa ...,
Tw', . W, X, Xy S w,, wy, Xy X T, (24)

onde Ty = T[dx™, ..., dz*,9/dz"™, ... ,0/0z"] sdo as componentes de T. Os indices
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superiores e inferiores sao chamados, respectivamente, contravariantes e covariantes.'
Ha varias operagoes que podem ser definidas sobre tensores, as mais importantes

sao definidas abaixo.

Defini¢ao 2.2.3 (Soma, Produto Tensorial, Contracao, Permutacao)

Sejam T e U tensores em Ty (M), Y um tensor em T5(M) e a € R.

Definimos a soma e a multiplicagiao por escalar W = oT + U € (k,l), o produto
tensorial Z = T®Y € (k+r,l+s), a contragio t € Ty""1(M) e a permutagio

V e T3 (M) entre o i-ésimo e j-ésimo indices contravariantes por

Wiwt, .. W Xy, Xy = aT Wt .0 X, X UYL WOF X X,
Zw, O X X ] = TR X XY T 0T X, X,

m
tlw!, .. Wf X, X)) = M T... W datl, Wt X ,0/02¢, X - s
c=1
VI.,wh Wl =T, Wb (25)
A permutacao entre componentes covariantes é definida de forma andloga.

Em termos das componentes estas operacoes sao escritas simplesmente como

ai,.,ap ai,...,ag at,...,ax
Wyt =ady )+ Uy 7,

Al sQfs Q41505 Qk 41 A1,k Ck+15-Ak+r
b1yeesbyybyy1seesbiys b1,y T bignynbips 0
talv"'zak _ A15.00505—1,C,A541,--+,Qk
b1,...,b1 b1,..sbj—1,¢b541..500 )
Val,.‘.,ai,...,aj,...,ak — Tal,l..,aj,l..,ai,‘..,ak (26)

A primeira operagio implica que T"/(M) é um espago vetorial de dimenséo (k+1)™ sobre
os reais. O produto tensorial é distributivo em relacao a soma tensorial e comuta com a
multiplicacdo por escalar,!* mas em geral, ndo é possivel comutar seus argumentos.

Os produtos tensoriais das bases vetorial e dual formam bases para os espagos

tensoriais. E facil mostrar que um tensor 7' € Tlf’l(p) pode ser escrito como

0 0

. A1,...,0 b b

T_Tbll,.“,blk % ®®% ®dx1|p®®dxl‘p (27)
p p

Um tensor é dito simétrico/ antissimétrico em rela¢ao a um conjunto de indices se,

ao permutarmos qualquer par de indices do conjunto, o tensor é multiplicado por 1/ — 1.

As operagoes de simetrizacao e antissimetrizacao permitem construir tensores com

13 Eventualmente podemos abreviar algum dos conjuntos de indices escrevendo apenas ..., quando nio
forem relevantes.

14 Por causa desta operacio, podemos considerar escalares como tensores de ordem (0, 0).
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as respectivas propriedades a partir de quaisquer tensores.'?

Defini¢ao 2.2.4 (Simetrizagao, Antissimetrizagao)

Seja T € TyH (M), I = (i,5,...) € (N*)" um conjunto de n nimeros naturais e
O={(w! ..., .. wf . wF X X)), (W el Wt W X X)), o
conjunto de todas as permutacoes das k 1-formas (w', ..., w*) nas posigées dadas por I.

A simetrizacio de T no conjunto de indices cujas posig¢oes sio dadas por I € o
tensor S € T"'(M) dado por

SLoow oWl ==Y T[P]. (28)

Seja op o sinal da permutagao P, a antissimetrizacao de T no conjunto de indices

cujas posigoes sao dadas por I € o tensor A € Tf’l(M) dado por

A[...,w",...,wj,...]zi'ZUPT[P]. (29)

T Pell

As definigoes para indices covariantes sao andlogas.

Em termos de componentes as defini¢bes acima sao dadas por

S?'lu-,aiw--,ajn--,ak — i'(Tf'l.l-waiz-n:ajz-n:ak + Tcll'ln-yajw-yaiw-»ak + .. ')’
n:
Aal...,ai,...,aj7...,ak — i'(Tal...7ai,...,aj,...,ak _ Tal...,aj,...,ai7...,ak + . ) (30)

Por praticidade usamos parénteses e colchetes respectivamente para denotar sime-
trizacao e antissimetrizagao de indices, colocando entre linhas verticais, indices que devem
ser excluidos da operacao. Tensores cujo niimero de indices antissimetrizados é maior que
a dimensao da variedade sdo identicamente zero.

Todos os tensores e as operacoes foram definidos de forma independente das co-
ordenadas, portanto segue que as equagoes tensoriais também sdo independentes das
coordenadas. Se usarmos componentes numa base especifica, basta mostrar que elas per-
tencem a um tensor e sua invariancia estd garantida. Como hé muitas vantagens no uso

das componentes em geral usaremos esta notagao, salvo algumas excegbes especificas.

150 tensor identicamente nulo, o tinico que satisfaz ambas as propriedades, é o resultado se simetrizamos
um tensor antissimétrico e/ou vice-versa.
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2.3 Mapas entre Variedades Diferenciais

Nesta secdo discutiremos mapas entre variedades. Além da importancia em si
mesmos, eles induzem outros mapas entre espacgos tensoriais das variedades e possuem

aplicagoes necessarias aos nossos objetivos.

Defini¢ao 2.3.1 (Mapas regulares entre variedades)

Sejam M e N duas variedades diferenciais suaves. O mapa ® : M — N é dito
suave se para todas as fungoes g € F(N,R) a fungcio f =go®: M — R for suave.

O posto r da transformagdo num ponto é definido como o posto da matriz jacobiana

de F' naquele ponto. O mapa é dito reqular se seu posto é constante em toda a variedade.

Enquanto o contradominio /N tem dimensao n, a imagem de ® tem dimensao r < n,
onde r é o posto da transformacao. Seja x algum sistema de coordenadas em M e y algum
sistema de coordenadas em N. O mapa ® serd denotado apenas por y = y(z), e a fungao
f = go® serd escrita como f(x) = g(y(z)).

Como ¢ mapeia pontos de M em pontos de N, ele também mapeia uma curva 6
dada por z(t) em M numa curva ' dada por y(z(t)) em N. Como consequéncia, vetores
tangentes a curva # sdo mapeados em vetores tangentes a curva €. Analogamente ®
mapeia fungoes g € F(N,R) em fungoes g o & € F(M,R). Logo deve haver um mapa
entre as diferenciais destas func¢oes. Estes dois mapas sdo chamados, respectivamente,

push-foward e pullback, e estao definidos abaixo.

Definicao 2.3.2 (Push-Foward, Pullback)

Sejam duas variedades M e N, um mapa ® : M — N, um ponto p € M, um vetor
X € T,(M) e uma 1-forma w € T;(N).

O push-foward é o mapa @, : T,(M) — Te@)(N) definido por

(X)) l9] = Xplg 0 P]. (31)
O pullback é o mapa O* : Tq";(p)(N) — Ty (M) definido por
(Q"w)p[Xp] = W‘é(p)[(q)*X)ﬂp)]- (32)

Note que o pullback ®* tem direcdo oposta ao mapa ® e o push-foward ®,. Ambos

sao transformacoes lineares. O produto tensorial induz uma generalizacdo 6bvia para
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tensores de ordem maiores. Em termos de componentes estes mapas siao escritos como'6

Y] aya, ayb/ aya/ ayb, ,
Ve = T 4 W, = —— Wy 33
(y(.flj)) 8370' axb (l’), b(x) axa 8£Cb b (y(x))7 ( )
onde os indices com linha assumem os valores 1,....n e os indices sem linha assumem
os valores 1,...,m. O comutador de dois vetores X e Y é mapeado pelo push-foward no
comutador de suas imagens em N, através de
) aya,
o, [X,Y] =[9.X,0,Y] = [X,Y]" = 5 (X, Y] (34)
xa

Um mapa regular e bijetivo é chamado difeomorfismo.'” Se as dimensoes de M
e N sao iguais mas o mapa nao é bijetivo temos um difeomorfismo local, e estes mapas
podem ser invertidos localmente. Se M = N temos um automorfismo, & é um mapa de
transicdo, e podemos generalizar o push-foward de ® e o pullback de ®~! para campos
tensoriais de qualquer ordem. Em termos de componentes, temos
a’ 9.
= Ziag;' T (35)
Esta é a conhecida férmula para calcular as novas componentes de um tensor apos tro-
carmos as coordenadas de x para y.
Outra aplicacdo de mapas entre variedades é a definicdo de fluro e do mapa expo-

nencial de um campo vetorial, dadas abaixo.

Definic¢ao 2.3.3 (Fluxo, Mapa exponencial)
Seja M uma variedade diferencidvel, p um ponto em M, X um campo vetorial em
M etel CR, onde I é um intervalo aberto, fechado ou semi-aberto de R.

Um fluxo em M é um mapa ® : R x M — M que satisfaz as propriedades

O(ty + to,p) = P(te, P(t1,p)) e  P(0,p) =p. (36)

O mapa exponencial de X, denotado por eX(p), é o fluro que satisfaz a condigdo

X(p) = 2 (X (p))

= 5 (37)

Para t fixo, o mapa ®;(p) é um automorfismo de M. A definicao de fluxo implica

16 Para campos tensoriais o push-foward pode ndo ser bem-definido globalmente. Se o mapa ® ndo for
injetivo entdo dois tensores em pontos distintos de M podem ser mapeados no mesmo ponto de N. Ao
contrario do push-foward, o pullback é sempre bem-definido.

17 Um isomorfismo que preserva a estrutura diferencial da variedade ou seja, preserva a nocio de derivacio.
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que sua composicao do fluxo, e que existe um fluxo inverso dado pelo parametro —t,
Dy 0Dy, = Dy, 0Dy, = Dy 4y, ol =0, (38)

Para um ponto p fixo, um fluxo descreve uma curva parametrizada por ¢ e portanto
um vetor tangente. Considerando todos os pontos em M, o fluxo define um campo vetorial

através de

X[ (t,p)| V¥ feF(M,R). (39)

t=0

:a(

Em termos de coordenadas e componentes, escrevemos o fluxo como ' = 2/(t, ),

e a equagao acima € reescrita como

0

X%x) = pr

'(t, z) (40)

t=0

O mapa exponencial de X ¢ o fluxo construido a partir de X e pelas observagoes
do paragrafo acima, sua imagem sao as curvas integrais de X. Novamente, o teorema de
Picard garante uma solugao local para o fluxo (ou seja, num intervalo local I C R), mas
em geral, as curvas nao poderao ser estendidas para todos os valores de R.

Enquanto todas as func¢oes de uma variedade sdo definidas no mesmo espagco
F(M,R), tensores em diferentes pontos p estao definidos em diferentes espagos Tzf’l(M ).
Logo, nao é possivel subtrair tensores em pontos diferentes e portanto é impossivel definir
suas derivadas parciais. Ou seja, precisamos generalizar o conceito de derivacao parcial.

A derivada de Lie relativa ao campo vetorial X é construida usando os automor-

fismos dados pelo mapa exponencial de X.

Definicao 2.3.4 (Derivada de Lie)

Seja M uma variedade diferencidvel, X um campo vetorial, ®; seu mapa exponen-
cial e T um campo tensorial, ambos os campos definidos em M.

A derivada de Lie de T em relagio ao campo X no ponto P ¢ definida por

0
(LxD)ly = 5, (26T o) (41)

t=0

Note que o campo T é inicialmente calculado em ®(P,t), mas o push-foward o
mapeia de volta em P. Lembrando que o fluxo inverso é dado por x = z(—t, z’), podemos

escrever as componentes do tensor dentro do operador de derivacao como

a /e

ax/d(—t, 2(t, m))w(t, x) . T (2 (t, 2)). (42)

Ty (2'(t, @) =
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Derivando em relagao ao parametro t,

QTCL_“:E?:E 0 <8x>8x Fho 0 <3x>8x e _

ot ot dwe \ox't) oxb T S 0w\ ot ) dxb e
ox®* 0 [0x'™ , Ox® 0x'® 0x'° o
T R N 4
T 0 o ( at ) R P R TRRRR PR (43)
Em t = 0, valem
ox® u
2'(0,z) =2’ = 2(0,2") =z, o, = 0y,
oz’ oz ,
= =X Ty fi=o = Ty (44)
CL ot |,y
Logo, a expressao final para a derivada de Lie é
0 oxX* 0X¢
Ty =X—T¢ — —T5 — ... T + .. .. 4
(‘CX )b oxc b... o b... + axb c... + ( 5)
Em particular, para uma func¢ao escalar e um campo vetorial Y temos
Lxf=X[f], LxY =[X,Y]. (46)

A derivada de Lie é linear no campo X e, com excecao do produto tensorial, comuta
com as operagoes algébricas da algebra tensorial. A derivada de Lie do produto tensorial

obedece a regra de Leibniz,
Lx(TQW)=(LxT)@W +T & (LxW). (47)

A relagao com a derivada parcial é obtida escolhendo um sistema de coordenadas
tal que x!' seja um pardmetro ao longo das curvas integrais de X. Logo X = 0/0x!,

X = 0¢, e nestas coordenadas temos

0

LxTy = Er=y

Ty (48)

2.4 Frames, Coframes e Formas Diferenciais

Nas secOes anteriores estudamos tensores usando bases obtidas naturalmente atra-

vés dos sistemas de coordenadas. Em muitas circunstancias teremos interesse em trabalhar

em bases mais gerais. Estas bases sao chamadas frames e coframes.'8

18 Também conhecidos como referenciais ou, no contexto de Relatividade Geral, tétradas ou wvierbeins.
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Definicao 2.4.1 (Frames, Coframes)

Seja U € M um subconjunto aberto numa variedade diferencidvel de dimensao m.
Um frame em U é um conjunto ordenado de m campos vetoriais {ey, ..., en}, tal que, os
vetores formam bases para os espagos tangentes T,(M) em todos os pontos p € U.

Um coframe em U é um conjunto ordenado de m campos de 1-formas {w", ..., w™},

tal que, elas formam bases para os espagos cotangentes T;(M) em todos os pontos p € U.

Frames e coframes sao ditos duais, se as bases o forem em todos os pontos de U.
Por simplicidade, vamos chamar ambos de frame, salvo se a disting¢ao for relevante.

Os frames formados pelas derivadas parciais de coordenadas sao ditos holénomos.*?
Na pratica, precisamos de um sistema de coordenadas para computarmos tensores, mesmo
se trabalhamos com frames nao-holénomos, entao, sera util estudar a relacao entre os dois
tipos de frames. Usaremos letras latinas do meio do alfabeto para diferenciar os indices
relativos aos frames gerais, dos indices relativos a frames holonomos, denotados por letras
latinas do comeco do alfabeto.

Comecamos escrevendo o frame e o coframe nao-holénomos e a condi¢ao de duali-

dade em termos dos correspondentes holonomos,
e; = e?(x)a—, W' =W (z)da?, w'le;] = wi(z)el(z) = 6. (49)
./L-CL

Portanto as componentes dos vetores e das 1-formas podem ser consideradas matrizes
inversas. Dado um tensor T' qualquer, a relacao entre as suas componentes é
T =wi(z)...ix). . T = Ty =ef(a)...wi(z)... Th. (50)

Junto com os frames, temos uma generalizacao das derivadas parciais, chamadas

derivadas absolutas, relativas ao frame ou apenas derivadas do frame, definidas por

of

Dif () = eilf] = €2(@) 5

(51)

Em geral, derivadas absolutas ndo comutam, mesmo que a funcao f seja suave. A férmula

para o comutador das derivadas segundas é dada pelo comutador do frame,
lej. ex) f(z) = 7' ju(@)ei f(2)] = (D;Dy — DyD;) f() = 7' j(z)Di f (), (52)

onde os 3m?(m — 1) escalares v, () = —7'xj(z) dos comutadores sdo chamadas coefici-

entes de comutacao, e devem ser considerados se quisermos trocar a ordem das derivadas.

190 nome é consequéncia das curvas integrais (infinitesimais) dos vetores do frame serem fechadas.
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A expressao explicita para os coeficientes de comutacao é dada por

i A a 8€b a 86b a a awi a i a %
k() = (%‘ &EIZ — € axi> = — (e5et — efet) axfi = €jDyw, — egDjw;. (53)

O comutador entre dois vetores X e Y num frame arbitrario é dado por

(X, Y] = X'D)Y' — YD X" + ", XY, (54)
Pela identidade de Jacobi, os coeficientes de comutacao obedecem o vinculo diferencial
Div' ik 4+ Djv'e + D'y + Y um Y™ ik + Vg Y "k + YV kw5 = 0. (55)

Observamos que nem sempre é possivel escolher um tnico frame que seja definido
em toda a variedade, mas sempre, podemos defini-los na vizinhanga de um ponto.

Ainda ha uma tultima derivada que surge naturalmente em variedades diferencia-
veis. Esta derivada opera numa sub-algebra dos espacos tensoriais, a dlgebra exterior das

1-formas. Os elementos desta obra sao chamados formas diferenciais.

Defini¢ao 2.4.2 (Formas diferenciais)
Uma k-forma diferencial (ou apenas k-forma) é um campo tensorial de ordem (0, k)

totalmente antissimétrico.

No formalismo de formas diferenciais usamos as operacoes de soma e multiplicacao
por escalar, mas em vez do produto tensorial precisamos de uma operagao cuja imagem

seja tensores totalmente antissimétricos. Esta operacao é chamada produto exterior.

Defini¢ao 2.4.3 (Produto Exterior)
Seja o uma k-forma e 5 uma l-forma. O produto exterior a A3 € a (k4 1)-forma

v definida por

kN
Vv, - o] = > opla® B[P, (56)
(k+ 1)l 2,
onde I1 € o conjunto de todas as permutagoes de (v, . .., vg11), P € uma destas permutagoes

e op o sinal desta permutacdo.

O produto exterior é associativo, comuta com a multiplicagdo por escalares (que sdo consi-
derados O-formas) e é distributivo em relagao a soma de formas. Quanto a comutatividade,

o produto exterior entre uma k-forma « e uma [-forma S obedece a propriedade
aNB=(=D)"ENa, (57)

ou seja, duas formas de ordem impar anti-comutam, de outra forma elas comutam. Em

particular, o produto exterior de uma forma impar e si mesma é identicamente zero.
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Pela antissimetria, todas as k-formas sao zero se k > dim(M). Este resultado é
um caso particular de um propriedade mais geral: o produto exterior entre um conjunto
de 1-formas é zero se e somente se o conjunto de 1-formas é linearmente dependente.

Como o produto exterior é construido através do produto tensorial e a soma de
tensores, ele é invariante ao pullback: ®*(a A ) = (P*a) A (P*5).

Dada uma funcao escalar f, sabemos como definir sua diferencial df. Queremos
estender este operador, chamado derivada exterior, para formas de qualquer ordem. Po-
deriamos definir este operador tomando suas propriedades como axiomas, mas preferimos
uma abordagem mais pratica. Comegamos escrevendo uma k-forma a« em termos de suas

componentes num frame holénomo,
o= g, o, dz™ Ao A da, (58)
Em termos destas componentes, o produto exterior é escrito como

al A1 ai Q]
’Yal...akakﬂ...akﬂdf A...ANdx = aal...akﬁak+1...ak+ld$ A...ANdx

= Qay..apBagsrap g dz™ A A daE (59)

A derivada exterior de a é a (k + 1)-forma cujas componentes sao
a b al ag
da = g Caran dz’ Adz™ A .. A da®. (60)

Como consequéncia da definicdo uma segunda aplicagdo do operador d é identicamente

zero. Esta propriedade é chamada Lema de Poincaré, e pode ser demonstrada por
dPa = 8[08boza1_,_ak]dxb Adz® A ... Adz™* =0 < d?=0. (61)

Exploraremos seu significado ao final desta secao.
Em geral derivadas parciais de tensores nao sao tensores, mas a combinagao acima

é uma exce¢ao. Vamos mostrar que esta derivada é invariante ao pullback de x = z(y),

0 ozt ., Ox™ Oz

d*(da) = | =, .a Ayt A =——dyT A LA —

( CY) ((%cba 1o k(x(y))> 8yd Y (3y‘31 Yy 8ka
B Ozt Oxm oz 0 N

= ayd ayc,l e aycgg 81'17 at...ag

a ax‘“ 81"““ 7 / /
= 0l dy® Ady AL Ady©
ayd’ <ayc1 ayck Qq ... k(x<y))> Yy Yy ! Yy k

dyC;c

(:v(y))) dyd/ A dycll A A dyc;

0 o )
= g7 (@ ) dy" Ay AL ndy, (62)
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onde usamos a comutacao das derivadas segundas para obter a penultima linha,

a 8.Ta ’ ’ (92xa
GOV ) gyt ndy? = 2 =,
(ayd/ ayc/> Yy A Yy ayd/ayc/ 0 (63)

Portanto o operador d é invariante ao pullback
d(®*a) = ¢*(da), (64)

0 que garante que sempre temos o mesmo tensor em diferentes sistemas de coordenadas.

E f4cil mostrar que a derivada exterior de uma soma de formas ¢é igual a soma das
derivadas, e o0 mesmo vale para a multiplicacdo por uma constante escalar. A derivagao
exterior obedece uma versao modificada da regra de Leibniz. Seja o uma k-forma e 3

outra forma diferencial, a derivada do produto exterior vale
d(a A B) = (da) A B+ (=1)Fa A (dB). (65)

Como exemplo desta propriedade, se a e [ sao duas 1-formas temos

dlanp)=d (aaﬁbdx“ A d:cb> = (gjj By + %Zfﬁ) dzf A dz® A dab
_ Qaa c a by a % c b
= (axcdx /\dx)/\(ﬁbdx) (adx >/\<8xcdx /\dx)
=daAp—aAdf. (66)

Por enquanto trabalhamos apenas em coframe holonomos, mas como formas dife-
renciais sdo tensores podemos estuda-las em coframes arbitrarios. Na verdade, o uso do
calculo de formas num coframe qualquer é crucial para os resultados deste trabalho.

Sejam w’ as formas de um coframe qualquer, uma k-forma pode ser escrita como,

O = Qgy .y (e?llw“) AL A (e?:wi’“) = (e?ll . 6?:&@...%) WAL AW, (67)

ou seja, a transformacao usual das componentes. A diferencial de uma funcao f vale
df = (e§0.f) w' = ei[f]wi = (Dz’f)wi- (68)

As componentes da diferencial neste coframe sao as derivadas relativas ao frame de f.
Para as derivadas exteriores de um coframe arbitrario, vale
i
ow,

dw’ = d(w;dz®) = b dz’ A da® = eg’-eg a(:zwj AP = dw' = =1y (z)w AP (69)

As equagoes acima sao chamadas equacoes de estrutura do coframe e os coeficientes sao
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chamados coeficientes de estrutura ou funcoes de estrutura. Note que os coeficientes de
estrutura sao o negativo dos coeficientes de comutacao do frame.?°

Devemos considerar as derivadas exteriores do coframe ao calcular as derivadas
exteriores de uma forma qualquer. Como exemplo, a derivada exterior de uma 1-forma «

num coframe arbitrario vale

da = d(a;w') = (Djoy)w? Aw' + o (—%vijkwj A wk) = (D]ak — %fyijkai) wl AWF. o (70)

[©N

Voltamos agora as consequéncias do lema de Poincaré. Uma forma diferencial o

[©N

dita fechada se sua derivada exterior é zero, da = 0, enquanto uma forma diferencial 3
chamada ezata, se ela é a derivada exterior de outra forma diferencial, g = d#.

Como consequéncia do Lema de Poincaré, toda forma exata é uma forma fechada.
Por outro lado a forma potencial 6 na definicdo de uma forma exata nao ¢é tunica, pois a
derivada exterior de 6 4+ d¢ também sera (.

Resta uma questao: toda forma fechada também é uma forma exata? A resposta
depende da topologia da variedade. Se a variedade for simplesmente conexa a resposta
para a pergunta é positiva. Do contrario é possivel existir formas fechadas nao-exatas, mas
ainda existem formas potenciais “locais”, ou seja, bem-definidas apenas numa subconjunto

aberto de M. Por exemplo, a 1-forma fechada

xdy — ydx
Ww=—-"""-

71
x2+y2 ) ( )

é suave em toda a variedade M = R?\{0}, mas nao h4 funcio escalar # tal que w = df
seja vélida em toda variedade. A fungdo 6 = tan~'(y/z) (angulo polar) satisfaz w = df

localmente, mas ela nao é suave em toda a variedade M .2!

2.5 Grupos de Lie

Nesta se¢ao estudaremos um tipo importante de variedade, os grupos de Lie. A
importancia destes grupos ¢é por sua relacao com a ideia de simetria num continuo. Eles
nao terao papel tao proeminente neste texto, sendo usados apenas para interpretar a
auséncia de certos invariantes numa variedade. Por outro lado, os nossos resultados terao
implicagoes sobre os grupos de simetria dos tensores métricos.

Comecgaremos com a definicio de Grupo de Lie e a principal aplicacao para a

20 O lema de Poincaré d?f = 0 agora reflete as relacdes de comutacio das derivadas relativas ao frame.
Aplicando-o as formas do coframe, d?w? = 0, resulta nos vinculos das identidades de Jacobi.

21 Por outro lado, se esta forma for definida em R? ela ndo é suave em toda a variedade pois nao é
bem-definida em z =y = 0.
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Geometria Diferencial, a acao de um grupo sobre uma variedade.

Defini¢ao 2.5.1 (Grupo de Lie, Subgrupo de Lie, A¢ao de um Grupo)
Um grupo de Lie suave G € uma variedade diferencidvel suave, munida de uma
operagdo que satisfaz os axiomas de grupo, tal que a multiplica¢io (a,b) — ab e a inversao

a— at

sejam mapas suaves.

Um subgrupo Gy C G é um subgrupo de Lie se houver um homomorfismo injetivo
reqular H : G, — Gq, onde G, é um grupo de Lie.

O subconjunto de G conexo com a identidade, G., é um subgrupo de Lie.

Seja M uma variedade diferencidvel. Uma acao de G sobre a variedade M € um

mapa suave ® : G x M — M e denotado por ®(a,p) = a - p, que satisfaz
e-p=p e (ab)-p=a-(b-p). (72)

Quando trabalhamos com estes mapas, dizemos que o grupo de transformacao G
age sobre a variedade M através da acdo dada por ®.22 Doravante, omitiremos referéncias
diretas ao mapa ® sempre que nao houver ambiguidades.

Embora usemos toda a variedade M e todo o grupo G na definicdo de grupo
de transformacgao, na préatica podemos definir & apenas no entorno da identidade e, e
impomos as condigoes (72) apenas onde elas forem bem-definidas. A segunda equagdo em

(72) mostra que a~! determina a inversa da transformagao de a,

al(a-p)=(ata) - p=c-p=np. (73)
Portanto, para cada a € G fixo, a agdo do grupo define um automorfismo ¢, : M — M.

Na pratica, as agoes serao representadas por matrizes que servirao como operadores
lineares de algum espaco vetorial. Por exemplo, o grupo geral real de ordem n, GL(R,n),
pode ser representado pelo conjunto de todas as matrizes quadradas inversiveis de ordem

n com o produto matricial, e sua agdo sobre R" serd dada por

= ] (74)

O subgrupo conexo com a identidade é o subgrupo de matrizes com determinante positivo.
Subgrupos podem ser obtidos limitando os valores dos elementos da matriz de transfor-
magao, por exemplo usando uma matriz triangular, ou com linhas e/ou colunas nulas.

A acao de G sobre M define um subgrupo de Lie em cada ponto p da variedade,

22 Note que ha muitas agdes possiveis para um mesmo par (G, M).
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chamado grupo de isotropia.

Defini¢ao 2.5.2 (Grupos de Isotropia)
Seja M uma variedade diferencidvel, G um grupo e a-p uma ag¢do de G em M. O

grupo de isotropia G, de um ponto p é o subgrupo de G que mantém p fizo,

Gy={al| a p=np} (75)
O grupo de isotropia global Gy é o subgrupo de G que mantém todos os pontos fizos,?
Gy={a| a-p=pVpe M} (76)

O grupo de isotropia de um ponto é um subgrupo de Lie, e pode ser considerado
o subgrupo de simetria do ponto.

Um subconjunto S C M é G-invariante a agdo do gruposep e S = a-p € S.
Uma orbita de G é um subconjunto G-invariante minimal nao-vazio. A érbita de um

ponto p é o conjunto O, de todas as imagens de p sob a agao de G
O,={a-p| a€G} (77)

Se o grupo ¢ conexo, entdo, as 6rbitas sdo conexas. Claramente qualquer subconjunto
G-invariante é a uniao das orbitas de G.

A acao de um grupo é semi-regular se suas orbitas possuem a mesma dimensao e
reqular, se além desta condicao todo ponto p € M possui uma vizinhanca arbitrariamente
pequena tal que sua intersec¢ao com cada érbita seja um subconjunto conexo. Nestes casos

hé coordenadas (locais) privilegiadas para as 6rbitas, chamadas coordenadas retificadoras.

Teorema 2.5.1 (Coordenadas Retificadoras)
Seja G um grupo de Lie que age reqularmente numa variedade M de dimensdo m,

e cujas orbitas possuem dimensao r. Entao no entorno de cada ponto de M existe um

m—r)

sistema local de coordenadas v = (t,u) = (t*,... t",u*, ... u , tal que qualquer drbita

1 m—r

intersecciona no mazrimo uma r-superficie dada por u', ..., u constantes.

Posto de outra forma, nestas coordenadas as orbitas sao determinadas pelas equa-

coesul —cl = ... =um"—c™ " =0ecl,...,c™ " sao constantes. A prova deste teorema,

pode ser encontrada no capitulo 14 de (OLVER, 1995).

O conceito de érbita é relacionado com a ideia de invariante de um grupo.

c

Definigao 2.5.3 (Invariante da A¢ao de um Grupo)
Seja G um grupo de Lie agindo numa variedade M. Um invariante I de G é uma
fungao I : M — R que satisfaz I(a-p) =1(p) ¥V a € G.

23 O grupo de isotropia global também é a interseccio dos grupos de isotropia de todos os pontos.
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Como consequéncia da defini¢cdo acima I é constante ao longo das orbitas de G,
e as hipersuperficies I(p) = ¢, ¢ constante, sao G-invariantes. Se [1(p),..., Ln—r(p) sdo
invariantes entdo qualquer funcao H(Ii(p),..., L, _»(p)) também é invariante, e basta
procurar um conjunto minimo de invariantes para obter todos eles. Em geral nao é
possivel encontrar invariantes bem-definidos em toda a variedade M, mas podemos definir

invariantes locais, cuja quantidade é determinada pela dimensao das orbitas de G.

Definicao 2.5.4 (Invariante Local, Invariante Global)

Seja G um grupo de Lie que age numa variedade M. Uma funcao I definida num
subconjunto aberto U C M ¢é chamada invariante local se I(a-p) = I(p) ¥V p € M e para
todo a € G,, sendo G, C G uma vizinhanga da identidade (que pode depender de p).

Se I(a-p) =1(p) VY (a,p) € G x U entdo I € dito ser um invariante global de G

(mesmo ndo sendo necessariamente definido em toda a variedade M ).

A solucao para os invariantes locais é dada pelas coordenadas retificadoras: se a
acao ¢ semi-regular e as orbitas possuem dimensao r entao todo invariante local I pode
ser escrito como funcao das m — r coordenadas u', ..., u™ " que definem um subconjunto
invariante; se a acao for regular, entao estes invariantes sao globais e dois pontos estao na
mesma 6rbita se e somente se todos os invariantes possuem o mesmo valor.?*

Além de fungoes, ha outros objetos invariantes as agoes dos grupos. O mais im-

portante sdo os campos vetoriais, também conhecidos como geradores do grupo.

Definicao 2.5.5 (Campo Vetorial G-Invariante)
Seja G um grupo que age numa variedade M. Um campo vetorial V em M € dito

G-invariante se nao for modificado pela agao de qualquer elemento do grupo
@0 V]y) = Viep ¥ (a,p) € G x M | 3a-p. (78)

Considere as ac¢oes dadas pelas multiplicagoes pela esquerda, L, : b — ab, e pela
direita, R, : b — ba. Um campo vetorial é dito invariante a esquerda ou invariante a
direita se for invariante ao respectivo mapa. O conjunto dos campos invariantes a esquerda
e & direita sdo chamados Algebra de Lie d esquerda e Algebra de Lie a direita de G.

As Algebras de Lie formam um espaco vetorial, pois os valores dos campos invari-
antes em cada ponto de G sdo completamente determinados pelo valor que eles assumem
na identidade: Vg|, = RaxV]e € Vi|o = LoV |e. Portanto as Algebras de Lie sdo isomorfas
ao espago vetorial tangente T,(G) e possuem a mesma dimensao s de G.

Como o comutador entre campos vetoriais € invariante ao push-foward o comutador

entre dois campos invariantes também serd invariante. O comutador entre dois campos

24 Este resultado ndo garante a existéncia de invariantes bem-definidos em toda variedade M, e nada diz
sobre invariantes discretos.
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invariantes é mapeado em uma nova operacao na Algebra de Lie, os colchetes de Lie, que

permite definir estas algebras de forma independente dos grupos.

Definicio 2.5.6 (Algebra de Lie)

Uma Algebra de Lie é um espaco vetorial g munido de um mapa bilinear antissi-

métrico [,] 1 g X g — @, 0s colchetes de Lie, que satisfaz a identidade de Jacobi,
V. W, Z]] + W, [Z, V]| + [Z,[V.W]] = 0. (79)
Seja vy, ..., v, uma base para alguma Algebra de Lie (e portanto um frame inva-

riante em G), entao os comutadores sdo escritos como
[vu,09] = CPyon, CR = =CAy CRpCP 4+ CHpCP i 4 CpCPy = 0, (80)

onde os 3s*(s — 1) coeficientes sdo chamados constantes de estrutura. Um conjunto de
constantes que satisfazem as equacoes acima determina uma tnica Algebra de Lie.?> Por
outro lado é possivel mostrar que a Algebra de Lie determina completamente um grupo

de Lie conexo através dos mapas exponenciais dos vetores invariantes a direita

e =e'e =" (81)
onde a notagao acima pode representar tanto o mapa exponencial que age sobre e quanto
o elemento a.

Todos os grupos com a mesma Algebra de Lie sdo localmente idénticos, mas podem
diferir globalmente.?® Por causa destes resultados (e o isomorfismo entre as duas Algebras
de Lie) de agora em diante, trabalharemos com a Algebra de Lie a direita do grupo, salvo
indicado o contrario.

Voltemos agora a ac¢oes de grupos sobre quaisquer variedades, e em particular de
seus subgrupos conexos com a identidade e. Seja v € g um vetor da Algebra de Lie e e

seu mapa exponencial. A agao do grupo define um campo vetorial (p) em M dado por

(82)

Estes campos sao chamados geradores infinitesimais da ag¢do do grupo.
Como o push-foward preserva o comutador, e portanto o colchete de Lie, o resultado
do mapa acima é outra Algebra de Lie, ndo necessariamente isomorfa, mas certamente

homomorfa a g. O homomorfismo é uma consequéncia da possibilidade deste mapa entre

25 Obviamente o inverso nio é verdade pois o valor das constantes depende da base escolhida.

26 Ou seja, sio homomorfos ao grupo de Lie conexo com a correspondente Algebra.
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espacos vetoriais possuir um nticleo,?” que é formado pelos geradores do subgrupo de iso-
tropia global de Gj;. Supondo Gj; = {e}, ndo precisaremos distinguir entre os geradores
do grupo e da agao. Como o grupo de isotropia global ndo tem nenhum efeito sobre os
pontos da variedade, podemos adotar a hipétese G = {e} sem nenhum prejuizo.
Por fim, vale ressaltar que podemos reconstruir a acao local de G, sobre M usando
estes geradores, de forma analoga ao que foi feito com a acdao da multiplicacao de G.
Escolhendo uma base v, para os geradores do grupo, um tensor 7' ¢ invariante a

acao local do grupo se
L, T=0V1<\ <s. (83)

Particularmente importante para este trabalho, sdo as 1-formas invariantes a mul-
tiplicacao do grupo pela direita, R,. Estas formas sdo chamadas formas de Maurer-

Cartan 2, o, e sao definidas pela equacao
R ot = ot (84)

As formas de Maurer-Cartan formam um espaco-dual & Algebra de Lie, e portanto formam
um espago vetorial de dimensao s. Escolhendo uma base neste espago obtemos um coframe

invariante em G, cujas equagoes de estrutura sao dadas por

da* = —1C* 0" Ao, (85)

Em vez de calcular a base dual & Algebra de Lie, ha outra forma mais simples de
encontrar o coframe de Maurer-Cartan. Se o grupo é representada pela matriz g = g(a),

um método pratico de calcular estas formas é pela férmula
dg-g~' = A, (36)

onde A, sao matrizes cujos elementos sao constantes. Para provar a invariancia, seja

h = h(b) e considere

Ry(dg-g~')=d(g-h)-(g-h)"" =((dg)-h)- (K" -g")=dg-g". (87)

Portanto os elementos de dg-¢g~! sao combinacoes lineares das formas de Maurer-Cartan,

e os elementos das matrizes A, devem ser constantes.

27 Em inglés, kernel: um sub-espaco vetorial que é mapeado no vetor nulo.

28 Também ha formas de Maurer-Cartan definidas pela multiplicacdo do grupo & esquerda, mas nio seriao
usadas neste texto.
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2.6 Fibrados

Encerramos este capitulo explicando brevemente a teoria dos fibrados diferencia-
veis, que sera necessaria para a formulacao das solugoes do problema de equivaléncia. A
teoria completa é muito extensa para discutir nesta tese, portanto vamos nos ater apenas
ao essencial para nossos propoésitos.

Um estudo mais completa do assunto pode ser encontrado nos textos de Johan-
nesen (JOHANNESEN, 2016), no qual se baseia a maior parte desta se¢ao; Nakahara
(NAKAHARA, 2003), cujo livro adota uma abordagem mais aplicada, além dos dois
volumes de Kobayashi e Nomizu (KOBAYASHI; NOMIZU, 1963a), (KOBAYASHI; NO-
MIZU, 1963b), que faz um estudo extenso do assunto.

Definig¢ao 2.6.1 (Fibrado Diferenciavel, Trivializagdo, Fungées de Transicao)
Sejam M e F duas variedades diferencidveis, G um grupo de Lie, G uma ag¢do de
G em F pela esquerda, e U uma cobertura aberta de M.
Uma variedade diferencidvel E é chamada um fibrado sobre M com fibra F' e grupo

de estrutura G se satisfizer as sequintes condigoes:

1. Existe um mapa sobrejetivo m : E — M, chamado projecao do espaco total E para

a variedade base M. Seja p um ponto em M, a imagem inversa F, = 7 '(p) ¢

chamada fibra sobre p;

2. SejaU €U ep e U. Erxiste um familia F de difeomorfismos t : m=Y(U) = U x F

que satisfazem 7o t=(p,v) = p, chamados trivializagoes locais;

3. Duas trivializacoes t e t' devem ser G-relacionadas, ou seja, deve existir um mapa

¢ : p — G, chamado mapa de transicao, tal que

ot (p,v) = (p,¢(p) - v) Y peUNU (88)

4. A familia F € maximal, no sentido que set é G-relacionado a todas as trivializacoes

locais em F, entao t € F.

A familia F é chamada estrutura de fibrado em E, e é inica. O mapa t;l = F,
definido por ¢! (v) = t~!(p,v) é um difeomorfismo, e portanto as fibras F, sobre cada
ponto sao difeomorfas a fibra F' (o que justifica nossa notagao para as fibras). Obviamente
0 mapa inverso a t,; ! serd descrito por t, : Fj, = F.

Denotaremos um fibrado escrevendo-o como um quintupla (F, 7, M, F,G). Em
termos simples, um fibrado é uma variedade que pode ser localmente decomposta no
produto M x F', mas que globalmente pode ser muito diferente deste produto. Um fibrado

que admite uma decomposicao global, £ = M x F, é chamado fibrado trivial.
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Considere Uy, Up, ..., elementos de uma cobertura com interse¢does nao-vazias, e
p um ponto nestas intersecbes. Com as observagoes do pardgrafo anterior o mapa de
transi¢do ¢4p de uma trivializagio definida em 7! (Ug) para uma definida em 7' (Uy)

no ponto p é dado por

dap(p) =tapotph. (89)

Os mapas de transicao devem satisfazer as seguintes condigoes de consisténcia

baB(p) = dac(p) - dcs(p), Paa(p) = e, dpa(p) = dan(p) " (90)

O exemplo mais simples de fibrados nao-triviais sdo chamados fibrados vetoriais,
onde as fibras sao um espaco vetorial V de dimensao n. Neste caso o grupo de estrutura

é um subgrupo do grupo linear geral GL(R, n) e a agdo G é dada por
(va)” = (Tap)" j/(p)(vg)", onde 7, j' = 1,...,n. (91)

Os fibrados tangentes, cotangentes e tensoriais sdo casos particulares de fibrados vetoriais.
Sejam Uy, Ug dois subconjuntos abertos com intersecao nao-vazia, e x,y dois sistemas de
coordenadas definidos respectivamente em cada subconjunto. Entao os mapas de transicao
destes fibrados sdo a matriz jacobiana, sua inversa, e os produtos externos entre elas.

Outra ideia importante na teoria dos fibrados é a definicao de segoes.

Definicao 2.6.2 (Segao, Segao Local)

Seja (E,m, M, F,G) um fibrado. Uma se¢io de E é um mapa s : M — E tal que
mos=1idy. O conjunto de todas as segoes é denotado por I'(M, F).

Uma secao local satisfaz a condigdo acima, mas seu dominio é uma vizinhanga U

de um ponto. O conjunto de todas as segoes locais em U é denotado por I'(U, F).

Em geral, nao é possivel definir se¢des globais num fibrado, mas sempre podemos
definir se¢oes locais. As sec¢Oes sao generalizagdes dos campos definidos numa variedade.
Em particular, os campos tensoriais sao as se¢oes dos fibrados tensoriais.

Um frame num subconjunto aberto U pode ser definido como n = dim(V) segoes
linearmente independentes que geram a fibra do fibrado vetorial. Novamente, em geral
nao é possivel definir um frame em toda a variedade base, apenas numa vizinhanca de
um ponto.

Um tipo de fibrado particularmente importante é aquele cuja fibra coincide com

seu grupo de estrutura.

Definicao 2.6.3 (Fibrado Principal)
Um fibrado é dito ser um fibrado principal se suas fibras sao idénticas ao grupo de

estrutura. Denotamos um fibrado principal por P(M,G).
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Além da acao sobre as fibras pela esquerda, um fibrado principal naturalmente vem
equipada com uma multiplicagdo pela direita, induzida pela operacao do grupo. Como as
acoes pela esquerda e direita comutam, a acao pela direita é independente da trivializacao

local. Se u € P(M,G), explicitamente temos

w=t3'(p,ba-a) =t3'(p,0a(p) - bp - a) =t5 (p,bp - a). (92)

Como consequéncia da defini¢ao da acao pela direita sobre o fibrado, temos 7(u-a) = m(u).
Por outro lado, por definigao a fibra 771 (u) é difeomorfa ao grupo. Portanto toda a fibra,
pode ser construida pela agdo a direita, 7' (u) = {u-a | a € G}.

Um tipo particularmente importante de fibrado principal para esta tese sdo os

chamados fibrados de frames.?”

Definicao 2.6.4 (Fibrado de Frames)
Considere o fibrado vetorial (E, 7, M,V,G) cuja a¢io do grupo de transicao é dada
por G = GL(R,n). Seja L(V) o conjunto de todas as transformagoes lineares T : V. — V.

A unido das transformagoes lineares L(V,) de todas as fibras V,,

L(E) = [J L(V,), (93)

peEM
¢ um fibrado principal de GL(R,n) com variedade base M, chamado fibrado de frames.

Em particular, o fibrado de frames do fibrado tangente T'(M) é chamado apenas
de fibrado de frames de M, e denotado por L(M). Em termos simplificados, um fibrado
de frames nos da uma descricao continua de de todos os possiveis frames na vizinhancga
de um ponto p € M.

Na pratica, o conjunto de todos os frames é geral demais para nossos propositos.

Precisamos de um grupo mais restrito de frames, dado abaixo.

Defini¢ao 2.6.5 (Fibrado Ortonormal)
Considere um fibrado vetorial (E, 7, M,V,G) cuja a¢io do grupo de transicio é
dada por matrizes ortogonais G = O(R, k,l),k +1 = n. Seja A(V) o conjunto de todas

as transformacoes lineares ortogonais T : V. — V. A unido das transformacoes ortogonais

A(V,) de todas as fibras V,,

AME) = U AVy), (94)

peEM

é um fibrado principal de O(R, k,l) com variedade base M, chamado fibrado ortonormal.

29 Também chamados fibrados de referenciais ou fibrados de base. Usaremos fibrados de frames nesta
tese para preservar a consisténcia com o resto do texto.
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3 GEOMETRIAS METRICAS

Neste capitulo vamos estudar dois tipos de geometrias baseadas no tensor métrico,
as geometrias riemannianas e de Weyl. Como o problema de determinar se dois tensores
métricos sao conformalmente relacionados é o objeto de estudo desta tese, o conhecimento
destas geometrias é vital para este trabalho.

O material das quatro primeiras segoes é adaptado da dissertagao do autor (SOUZA,
2014) e dos textos de Stewart, (STEWART, 1991) e Wald, (WALD, 1984). A dltima segao
¢ dedicada a geometria de Weyl. Dois resumos histéricos das aplicagoes desta geometria
na Fisica podem ser encontradas nos artigos de Schoutz (SCHOLZ, 2011) e (SCHOLZ,
2017), enquanto Wheeler (WHEELER, 2018) faz uma analise mais detalhada dos tensores

da curvatura destas variedades.

3.1 Conexao e Curvatura

Comegamos estudando a definicao de vetores paralelos numa variedade e as con-
sequéncias desta definigao.
Numa variedade diferenciavel a caracterizagao de vetores paralelos é obtida defi-

nindo uma derivada covariante de forma axiomatica, através da ideia de conexdo linear.

Defini¢do 3.1.1 (Conexao Linear)

Sejam M wuma variedade diferenciavel, X, Y e Z trés campos vetoriais, a um
numero real, f uma fungdo escalar T e W dois tensores arbitrdrios.

Uma conezxao linear V em M é um mapa que leva um par de campos vetoriais

(X,Y) a outro campo vetorial VxY e que satisfaz:

Vy(aY + Z) = aVxY + V7,

Vx(fY) = fVxY + (X[f])Y,

VixtzY = fVxY + VY.

Vxf=XI[fl],

Vx(ToW)=TeVxW+ (VxT) e W. (95)

Como V é linear no primeiro argumento para qualquer tensor 7' de ordem (p, q)
entdo VT é um tensor de ordem (p, ¢+ 1), chamado derivada covariante de T'. Um tensor

T é paralelamente transportado ao longo (das curvas integrais) de X se satisfizer

VxT = 0. (96)
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Um vetor paralelamente transportado ao longo de uma curva em geral nao é paralelamente
transportado ao longo de outra curva. Esta é uma expressao da curvatura da variedade.

Seja e; um frame em M, como V., e; é um vetor ha escalares Fijk tais que
_ _ i
Vkej = Vekej =T jk€i- (97)

Os I, sdo chamados coeficientes de conexio e representam o desvio da condigao de
paralelismo do vetor e; ao longo das curvas integrais de e,. Com os coeficientes de

conexao, podemos calcular as componentes do mapa na defini¢do, cujo resultado é
(VxY) = X*V, Y = XMV = XF(DR X'+ T XY). (98)
As componentes da derivada covariante de um tensor arbitrario T;ll;f; sao:

VT = DT 4 T e DT, =T, = = DT (99)

Se escolhermos um frame holonomo recuperamos a forma mais usual da derivada covari-
ante, com derivadas parciais em vez das derivadas absolutas do frame.
Escolhendo um novo frame e; = B/e;, com transformacdo inversa e; = B'je;, 0s

novos coeficientes de conexao sdo
I, = By"BY(B/"T"snn + D, B;') = BB, B,"T",.,, — B;"B,"D,,B',,. (100)

Para frames holonomos as matrizes B sdo as matrizes jacobianas e reobtemos a relacao
mais conhecida para a transformagao dos coeficientes de conexao. Note que a subtra-
¢ao entre dois coeficientes de conexao cancela os termos nao-homogéneos, e portanto a
subtracao entre duas conexoes ¢ um tensor.

Uma curva geodésica afim é uma curva cujo vetor tangente X satisfaz Vx X o X.
Se a curva é descrita por coordenadas x = z(t), no frame holénomo as componentes do
vetor tangente sdo X = dx®/dt e a condigao para as geodésicas é a equagio geodésica:

daz° dx® d2z® dab dz¢ dx®

VxX*= Ve = + IM%e— = A\t

dt dt de? beqt dt ( )E' (101)

Reparametrizando a curva sempre podemos escolher pardmetros afins tais que \(7) = 0.3

Para uma conexdo geral podemos definir trés tensores que a caracterizam.®!

Definic¢ao 3.1.2 (Torgao, Tensor de Riemann, Tensor de Ricci)

Sejam X, Y e Z trés campos vetoriais. O tensor de torcao é o campo tensorial

30 Assim chamados pois sdo determinados a menos de uma transformacdo 7" = ar + b.

31 Os sinais destas definicoes podem diferir, dependendo das convencdes de cada autor.
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tipo (1,2) T definido por

T(X,Y)=VyY — VyX — [X,Y]. (102)
O tensor de Riemann é o tensor R tipo (1,3) definido por

R(X,Y)Z = VyVxZ - VxVyZ — Viyx Z (103)

Na convengao deste trabalho, o tensor de Ricci é o tensor tipo (0,2) obtido através

da contracao do primeiro e do terceiro indices do tensor de Riemann,

Rij = R'i;. (104)
As componentes da tor¢ao podem ser facilmente encontradas por

T(ej,ex) = Ve,ex — Vee5 — e, ex] = —(Fijk — Fikj + ”yijk)ei = Tijkei. (105)

Pela defini¢do acima o tensor de Riemann ¢é antissimétrico nos dois tltimos indi-
ces. Para interpretar o tensor de Riemann, transportamos paralelamente um vetor Z; ao
longo de uma curva infinitesimal fechada dada pelas curvas integrais de X e Y. O vetor
R(X,Y)Z informa a diferenga entre o vetor Z, e o vetor paralelamente transportado.

Se o tensor de Riemann é zero a variedade é dita plana, ou seja, sem curvatura.
Na auséncia de tor¢ao e curvatura é possivel construir um sistema de coordenadas tal que
os coeficientes de conexao sejam zero em seu frame holénomo.

Em termos de componentes a defini¢cao do tensor de Riemann é chamada de Iden-

tidade de Ricci. Para o vetor na definicdo e para tensores gerais esta identidade é

(V;Nl — Vlvk)vi B —Rijklvj,
(Vle — Vle)T]’ = —lelejm — ...+ Rm]lefn 4+ ..., (106)

Num frame holénomo, a torgao é a parte antissimétrica da conexao. Se a conexao
é livre de torg¢do, T';, = 0, as geodésicas determinam completamente a conexdo. Para

estas conexoes valem as Identidades de Bianchi

Ri[jk” =0« Rijkl + Riklj + Riljk =0,
ViR gy = 0 <= Vo R iy + ViR ji + ViR jim = 0. (107)
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3.2 Geometria Riemanniana

Vamos agora introduzir o objeto de maior interesse deste trabalho, o tensor métrico.

Definicao 3.2.1 (Produto Escalar)
Sejam X,, Y, e Z, trés vetores definidos num ponto p € M e a um escalar. O
produto escalar (X,,,Y,) entre dois vetores X, eY, é um mapa Tp(M) x Tp(M) — R que

satisfaz as sequintes propriedades:

<aXp + Y, Zp> = a<Xp7 Zp> + <Y;97 Zp)a
<Xp7Yp> = <}/vap>>
(X, ) = 0¥ X, <= Y, =0, (108)

Estas propriedades definem um tensor simétrico nao-degenerado g de ordem (0,2), cha-
mado tensor métrico ou simplesmente métrica.>?

Se (X,,X,) > 0V X, a métrica é dita positivamente definida e a variedade é
chamada riemanniana. Se (X,, X,) pode ter qualquer sinal a métrica ¢ dita indetermi-
nada e a variedade é chamada pseudo-riemanniana, embora na pratica esta distincao seja
frequentemente ignorada por economia de linguagem.

Uma caracteristica invariante da métrica é sua assinatura, que ¢é relacionada a ideia

de norma de um vetor.

Definicao 3.2.2 (Assinatura, Norma)
A assinatura da métrica é a diferenga entre o numero de seus autovalores positivos

e o numero de seus autovalores negativos.

A norma || X|| de um vetor é definida por || X||* = (X, X).

A assinatura ¢é invariante a mudancas de frames, mas pode variar ponto a ponto.
Para estas métricas singulares vamos restringir nosso estudo a subconjuntos abertos tais
que a assinatura seja constante. O sinal da norma de um autovetor é igual ao sinal de
seu autovalor. Neste texto usaremos assinaturas nao-positivas para métricas indefinidas.

No caso de variedades riemannianas apenas X = 0 tem norma zero, mas para vari-
edades pseudo-riemannianas a norma permite separar os vetores em trés tipos disjuntos:
se || X||> > 0 o vetor é dito tipo-tempo; se ||X||*> < 0 o vetor é dito tipo-espaco; e se
[|X|]> = 0, o vetor ¢ dito nulo ou tipo-luz.?* Curvas sio ditas tipo-tempo, tipo-espago ou
nulas num ponto, de acordo com o tipo de seus vetores tangentes.

O angulo entre dois vetores tipo-espago também é definido pela métrica.

32 Por ndo-degenerado afirmamos que g ndo aniquila nenhum subespago vetorial de T},(M).

33 Para métricas de assinatura positiva a denominacéo dos vetores tipo tempo e tipo espaco é invertida.
No caso de vetores nao-nulos o médulo da norma pode ser interpretado como a magnitude do vetor.
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Definigio 3.2.3 (Angulos entre vetores)

Sejam X e 'Y wvetores tipo-espaco. O angulo 0 entre estes vetores é definido por

= aIrccos M
V= (HXH~||YH>' (109)

Dois vetores sao ditos ortogonais se (X, Y) = 0. Vetores nulos sao ortogonais a si mesmos.

Se X é um vetor, podemos obter uma 1-forma através do mapa X — w dado por
w[Y]=(X,Y) = w; = g; X’. (110)

Este mapa é um isomorfismo entre os espagos vetoriais tangente e cotangente e por isto,
ambos os tensores sao identificados como o mesmo objeto geométrico. Nestes casos é
padrao usar a mesma letra para identificar tanto o vetor quanto a 1-forma.

Podemos usar o mapa inverso de (110) para obter um tensor simétrico tipo (2,0)
chamado tensor métrico contravariante, que também é entendido como uma representacao
diferente da mesma métrica e pode ser usado para definir uma mapa w +— X. Suas
componentes sdo denotadas por g e satisfazem g*gy; = 6:. Para tensores de qualquer
ordem estes isomorfismos sao conhecidos como levantamento e abaixamento de indices,

devido a forma que a operacao toma ao usarmos componentes. Por exemplo,
Ay =g" Ay, A7 = " g Ay, Ay = gingp A" (111)

Note que ha dois tensores de tipo (1,1). Para sermos capazes de distinguir entre os dois,
passaremos a dar importancia também a ordem de indices de tipos distintos: A;7 # A7;.34
A métrica nos permite escolher uma conexao privilegiada, chamada conexdao de

Levi-Civita ou conexao métrica.

Definicao 3.2.4 (Conexao de Levi-Civita, Geodésicas Métricas)
Dada uma métrica g, a conexao de Levi-Civita € a conexdo livre de tor¢ao que
preserva o produto interno durante o transporte paralelo, ou seja, satisfaz Vg = 0.

As geodésicas desta conexdo sao chamadas geodésicas métricas.

Com a conexdo de Levi-Civita podemos comutar as operacoes de diferenciacao
covariante com o levantamento e abaixamento de indices. Os coeficientes de conexao Iy,

podem ser obtidos através da derivada covariante da métrica

Vigi; = Drgi; — Thing; — Tinga = 0. (112)

34 Com a métrica podemos definir tensores simétricos e antissimétricos em indices de tipo diferente, exi-
gindo que o tensor com as componentes totalmente covariante (ou contravariante) possuam a simetria
correspondente. Por exemplo B;; . = £Bj; = B';  =XB;* .
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Calculando o tensor Qri; = Vigi; + Vigr; — V9 = 0 temos

Qrij = (Drgij — Dhirgiy — Tngi) + (Digr; — Dhigy — Digr) — (Dygie — Tijom — Dlijga)
= (Drgij + Digr; — Djgix) — (i + D) gy — (D — Th)ga — (T — Thj)gma
(

= (Drgij + Digr; — Djgax) — (2T +ir)gi; + Y g + ¥ iigu = 0, (113)

onde usamos a auséncia de tor¢do, T%; = I — I'y; + ;1 = 0. Logo a solugdo é

I = 59” (Djgu + Drgji — Dugjr + gimY™ ik + GemY™15 — GimY"jk) - (114)

Dois casos particulares sdo importantes. Se o frame for holonomo, e; = 680/0x*, os

comutadores vy sao zero e temos

I%e = 59" (49dc + Ocgba — Oagab) - (115)

Estes coeficientes sao conhecidos como simbolos de Christoffel de Segunda FEspécie e sao
a forma mais conhecida desta conexao. Se escolhemos um frame tal que as componentes

da métrica sejam constantes a conexao é descrita pelos coeficientes de rota¢do de Ricci,
e = 26" (9jmY™ 1 + Gem "1 — Gum™ 1) - (116)

O mais comum nestes casos ¢ usar frames ortonormais, construidos usando os autovetores
da métrica cujas normas sao iguais a +1.
Para medir a variacao da métrica precisamos usar a derivada de Lie. Calculando-a

num frame holénomo por simplicidade temos

EXgab - Xcacgab + gacabXC + gcbaa)(c = Xc<rdacgdb + decgad) + gacabXC + gcbaaXC
= g (0aX? + XT%e) + ga(0p X + XTh) = Vo Xy + Vi X, = 2V, Xp).  (117)

Os campos X tais que Lxg;; = 0 sao chamados campos de Killing, e formam uma
Algebra de Lie. Eles sdo as simetrias continuas da métrica, chamadas isometrias por
preservarem as normas de todo vetor. Esta dlgebra admite duas extensdes importantes
para este trabalho. Os campos de Killing homotéticos sao aqueles cuja derivada de Lie
é proporcional a métrica por um fator constante ¢, Lxg = cg. Uma generalizacao desta
algebra sao os campos de Killing conformes, que sao proporcionais a métrica por uma
fungao arbitraria, Lxg = ¢(x)g. Esta tltima é diretamente relacionada com o objetivo
deste trabalho e representara parte da solucao do problema de equivaléncia conforme.
Uma andlise detalhada destas dlgebras pode ser encontrada em (HALL, 2004).

Com a métrica podemos definir um tensor de Riemann totalmente covariante dado

por Riju = gimPR™ . Este tensor tem duas novas simetrias: ele ¢ antissimétrico com
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relacdo aos dois primeiros indices e simétrico com relagdo a troca entre o primeiro e o
segundo pares de indices, Riji = —Rjiy = Riij. Estas simetrias implicam que o tensor
de Ricci correspondente é simétrico R;; = Rj;.

A métrica nos permite construir outros trés tensores ligados a curvatura do espago.

Definicao 3.2.5 (Escalar de Ricci, Tensor de Einstein, Tensor de Weyl)
O escalar de Ricci R € o traco do tensor de Ricci, R = RY;.
O tensor de Einstein G,; é definido por G;j = R;; — %Rgzj.
O tensor de Weyl ou tensor conforme C'jy € a parte livre-de-trago do tensor de

Riemann, ou seja, a componente de Ry que satisfaz C*;.; = 0.

O tensor de Einstein satisfaz a chamada Identidade de Bianchi Contraida,
ViG* = 0. (118)

O tensor de Weyl é chamado de conforme por ser invariante com relacao a trans-
formagoes conformes, que serao estudadas na secao 3.4. Este tensor é identicamente zero

para variedades de dimensao m < 4, e pode ser obtido pela decomposicao de Ricci,

2
m—1)(m —

2
Riji = Cijkl + T(Rz’[k!}l}j - Rj[kgl]i) - (

Rgingni, 2. 119

E trivial mostrar que R¥;.; = R;; com a equacdo acima.
j j

3.3 Relatividade Geral

Nesta secao discutiremos como usar a Geometria para modelar as Leis da Fisica na
auséncia e na presenca de um campo gravitacional. Em vez de descrever as hipdteses fisicas
destas teorias e modelar um formalismo matematico para estas hipdteses, postularemos
os axiomas matematicos da teoria e deduziremos suas consequéncias.

Chamamos de evento um ponto no espago num determinado instante do tempo.
Supomos, com base em nossa experiéncia, que o conjunto de todos os eventos formam um
continuo chamado espago-tempo.

Na auséncia de gravidade a Fisica (ndo-quantica) é descrita pela Teoria da Rela-
tividade Restrita. Nesta teoria o espaco-tempo é o conjunto R* com sua topologia usual,
munido de uma métrica lorentziana plana. Este espaco-tempo é chamado Espaco de
Minkowski.

Daquela afirmacao segue a homogeneidade e isotropia do espago-tempo e a exis-
téncia de coordenadas retangulares globais z = (z°, 2!, 2% 2®) = (¢, z,vy, 2) tais que, em
seu frame holonomo, a métrica possua componentes ortonormais g, = 74 dadas por

Noo = —M11 = —MN22 = —N33 = 1 e o resto zero. Identificamos a coordenada que descreve o
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tempo como aquela cuja componente da métrica de Minkowski é positiva. Um observador
que mede distancias e o tempo de acordo com estas coordenadas é dito inercial.

Observadores inerciais nao sao unicos. Seus sistemas de coordenadas sao relaci-
onados pela Algebra de Killing do Espaco de Minkowski, que forma um grupo de Lie
de dimensao dez, chamado Grupo de Poincaré, composto das translacoes e reflexdes das
coordenadas do espago-tempo, rotagoes dos eixos espaciais, e boosts. Os dois ultimos pre-
servam as coordenadas da origem z = (0,0,0,0) e portanto sdo o grupo de isotropia da
origem (e de qualquer outro ponto), chamado Grupo de Lorentz. Estudaremos este grupo
em maiores detalhes no capitulo 6.

Nao é dificil mostrar que as geodésicas deste espaco-tempo sao linhas retas, e
deduzir a estrutura causal deste espaco, dada por um cone de luz. Sejam dois eventos P;

e P,, definimos o intervalo escalar (invariante as transformagoes de Poincaré) dado por
As® = nap(a — af)(zy — 27) = (t2 = 12)" = (22— 21)* = (e — )" — (2 —20)*. (120)

Se As? < 0 podemos usar transformacoes de Lorentz para encontrar um observador
onde to —t; = 0. Logo os eventos sao simultaneos no novo observador e uma particula
nio pode se deslocar entre Py e P5. Neste caso lg = v/—As? é chamado distdncia propria.

Se As? > 0 é possivel usar transformacoes de Lorentz para obter um observador
tal que xo —x1 = yo —y1 = 25— 21 = 0. Portanto uma particula pode viajar do evento com
menor valor de coordenada tempo para aquele com a maior. Aqui chamamos 75 = VAs?
de tempo proprio entre os eventos.

Se As? = 0 ndo podemos obter nenhum dos observadores acima. Nestes casos

(x2 —21)* + (Y2 — 11)* + (22 — 21)? o

= G =1 (121)

tem o mesmo valor em todos os observadores inerciais. Particulas que viajam entre estes
eventos devem fazé-lo com uma velocidade universal ¢ = 1 (portanto estamos usando
unidades naturais), que é a mesma em todos os observadores inerciais.?

Por fim, se supormos que os sistemas fisicos sao descritos por tensores e que as Leis
da Fisica devem ser escritas como equagoes tensoriais que envolvem estes tensores, suas

derivadas covariantes e a métrica de Minkowski, concluimos que estas Leis sdo as mesmas

35 E também nao-inerciais, que serdo explicados em breve. Recuperamos aqui o postulado da invaridncia
da velocidade da luz na formulagdo usual da Teoria da Relatividade Restrita.
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para todos os observadores inerciais, que é o Principio da Relatividade Restrita.®

No espago de Minkowski particulas descrevem curvas chamadas linhas de universo
e seus vetores tangentes u® sdo chamados quadrivelocidades. Particulas sem massa (in-
cluindo fétons) viajam em curvas nulas, enquanto as linhas de universo de particulas com

3" m > 0 sdo tipo-tempo, e as normas lorentzianas de suas quadriveloci-

massa de repouso
dades sao normalizadas a unidade. Se estas particulas estao livres de qualquer interacao
suas linhas de universo sao retas.

A energia e o momento das particulas sdo dados por um vetor chamado quadrimo-
mento, que neste frame holonomo possui componentes p* = (E, p*, p¥, p?). Para particulas

massivas a relacao entre a quadrivelocidade e o quadrimomento é dada por
p* = mu’. (122)

No caso de particulas sem massa o quadrimomento também é um vetor nulo. Um obser-
vador com quadrivelocidade u® qualquer mede a energia da particula como E = p,u®.
Para um campo fisico qualquer a conservacao de energia e momento é dada pela

nulidade da divergéncia do tensor de energia-momento:
V. T% =09,T" = 0. (123)

Embora haja uma classe de observadores privilegiados em Relatividade Restrita é
possivel estudar a Fisica medida por um observador acelerado usando coordenadas tipo-
tempo curvilineas que sejam coincidentes com a linha de universo deste observador.?® O
efeito da aceleragao se manifesta pelos coeficientes de conexao, que sao zero apenas nas
coordenadas retangulares, e fazem o papel de forcas inerciais na Mecénica Relativistica.

Por fim, embora tenhamos descrito a teoria usando frames holénomos, a natureza
tensorial das equagoes garante que elas sao validas em qualquer base.

Na presenca de um campo gravitacional, descreveremos a Fisica usando a Teo-
ria de Relatividade Geral. O espago-tempo é descrito por uma variedade diferenciavel
quadridimensional M munido de uma métrica lorentziana g;;.

As linhas de universo de particulas teste (com dimensoes e energia suficientemente

36 Muitas vezes usado como pedra fundamental da teoria, aqui ele é uma consequéncia de nossos axiomas.
Ressaltamos que a Fisica Quéntica requer campos com outro tipo de transformagao, chamados espi-
nores. Discutiremos um tipo de espinor no capitulo 6 desta tese, mas eles ndo sdo necessarios para
formular as Leis da Fisica fora do dominio quéntico.

Na Fisica Quantica também ha interacées que violam a simetria de reflexdo espacial, enquanto a
Segunda Lei da Termodinadmica viola a reflexdo temporal. Estas violagoes permitem incorporar pseudo-
tensores as Leis da Fisica, e sdo consistentes com a orientabilidade global do espago de Minkowski.

37 Medida no referencial da prépria particula.

38 Para obter quantidades fisicas diretamente das componentes é preciso normalizar o vetor tipo-tempo.
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pequenas) em queda livre sdo geodésicas de g;;. A relagdo com a matéria é dada pela

Equacdo de Einstein®®
Gij = —87Tﬂj -+ Agij; (124)

onde A é a constante cosmoldgica (aqui e doravante usamos unidades geometrizadas, tais
que a constante de gravitagao universal G e a velocidade da luz ¢ sdo iguais a unidade:
G = c=1). Sempre que fizermos a interpretacao fisica de um tensor de Ricci, o faremos
de acordo com esta equacao, embora interpretacoes alternativas possam ser obtidas se
usarmos uma teoria alternativa a Relatividade Geral.

A equacao de Einstein e a Segunda Identidade de Bianchi garantem a conservacao
do tensor de energia-momento, enquanto a hipétese do movimento geodésico garante que
particulas livres estdo em movimento inercial quando a métrica é plana (ou seja, quando
podemos desprezar a influéncia do campo gravitacional).

A equacao geodésica nao faz referéncia a massa, a carga elétrica, ou a qualquer
outra propriedade da particula. Como consequéncia de nossas hipoéteses concluimos o
Principio de Equivaléncia: todas as particulas sdo afetadas pela gravidade de forma idén-
tica, independente de suas caracteristicas.

Novamente as Leis da Fisica sdo formuladas como equacoes tensoriais, mas agora
nao ha necessariamente um conjunto de observadores privilegiados, logo todos os frames
devem ser considerados como igualmente capazes de descrevé-las. Obtemos o Principio
de Relatividade Geral: as Leis da Fisica sao as mesmas para qualquer observador.

A estrutura causal do espago-tempo ainda é dada por cones de luz, mas agora
eles sao bem-definidos apenas nas vizinhancas de um evento, e sdo construidos usando
as curvas geodésicas para conectar eventos préoximos. A estrutura causal global deve ser
induzida destas estruturas locais.

Encerramos esta se¢do exemplificando brevemente dois tipos de matéria que usa-
remos para interpretar fisicamente o tensor de Ricci.

Um fluido perfeito é uma distribuicdo continua de matéria caraterizado pela qua-
drivelocidade ' do fluido, sua densidade de energia p e a pressao isotrépica P medidas

no referencial do fluido. O tensor de energia-momento de um fluido perfeito é dado por
Portanto a conservacao de energia para um fluido perfeito é escrita como

V'Ty; = u;[u'Vip+ (p+ P)Viau'l + [(p + P)u'Viu; — (87 — u'u;) Vi P] = 0. (126)

39 O sinal nesta equacdo depende das convencdes adotadas para a assinatura da métrica, para o tensor
de Riemann e para o tensor de Ricci. O termo com a constante cosmolédgica nao afeta a divergéncia.
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Contraindo a equagao acima com v’ e lembrando que V;(v/u;) = 2u/V,;u; = 0 concluimos
que as equagoes entre colchetes devem ser zero separadamente. A primeira equacao ¢é a
conservacao de energia e a segunda ¢é a conservagao de momento.

Note que na auséncia de pressao a quadrivelocidade satisfaz a equacao geodésica,
u'Vu; = 0, e a primeira equagao é a conservagao de massa-energia, V;(pu') = 0.

O outro tipo de matéria que usaremos neste texto é um campo eletromagnético,
que ¢ descrito por uma 2-forma F;; = —Fj;. Um observador com quadrivelocidade v* pode
obter os campos elétricos e magnéticos por F; = Ejvj e B, = —%ajklijkl, onde €z € 0

tensor de Levi-Civita.*® Se J? é a quadricorrente, as equacoes de Maxwell sdo dadas por

V;FY7 =4xJ', 3VyEy = ViFij+ V,Fi+ ViF = 0. (127)
Calculando a divergéncia da primeira equacao obtemos a conservacao da quadricorrente,
A7V )t =V, V;F7 =V, VFl =0 = V,J' =0. (128)

A segunda equacgao implica que Fj; é fechada, e pode ser obtida (ao menos localmente)

através de uma 1-forma A; chamada quadripotencial eletromagnético,
Fij = Vid; = V; 4;. (129)

O tensor de energia-momento do campo eletromagnético é dado por

171
T = A Zgij(Flekl) - szng . (130)

Usando as equagoes de Maxwell, é facil mostrar que a divergéncia deste tensor energia-

momento vale
VT = FiJ", (131)

portanto a energia-momento do campo eletromagnético s6 é conservada na auséncia de
cargas, J* = 0. Se esta condicao nao ¢ satisfeita é preciso considerar a energia da matéria

eletricamente carregada para a conservacao da energia total.

40 Um pseudo-tensor totalmente antissimétrico, tal que £g103 = 1.
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3.4 Transformagoes Conformes

O objetivo deste texto é estabelecer quando duas métricas, em diferentes sistemas
de coordenadas, sao relacionadas por um tipo especifico de transformagao chamada trans-
formacao conforme. Nesta se¢ao vamos definir o que sao estas transformacoes e como os

varios tensores que descrevem a geometria riemanniana sao afetados por elas.

Definicao 3.4.1 Transformacao Conforme
Duas métricas g;; e gij sao relacionadas por uma transformagdo conforme com

fator de escala w(zx) se
Jij = *gij. (132)

Note que a métrica g;; ¢ outro tensor, diferente de g;;. A transformacao conforme
nao implica em uma mudanca do sistema de coordenadas, do frame ou do coframe usados
para os espacos tensoriais.

A expressao conforme, num contexto geométrico, se refere a preservagao de angulos
entre vetores. Em particular uma transformagao conforme preserva a natureza dos vetores:
vetores tipo-tempo, tipo-espaco ou nulos numa métrica apresentam a mesma caracteristica
em todas as métricas conformalmente relacionadas. Dados vetores X' e Y ambos tipo-
espago, o cosseno é o mesmo em todas as métricas conformalmente relacionadas,

iV =~y
cos(0) gy X V7 _ gy X Y7 | (133)
\/(glele)<gmnYmYn) \/(glele)(gmnmen)

As métricas contravariantes sao relacionadas por

g7 =e*gY, (134)

ou seja, as componentes covariantes e contravariantes da métrica se transformam de forma

diferentes (as componentes mistas se igualam a delta de Kronecker e sdo invariantes).
Diferentes conjuntos de componentes do mesmo tensor se transformam de forma

distinta. Por exemplo, seja X® um vetor tangente a uma curva, como a curva e sua

parametrizacao sao independentes das métricas temos
X' =X — X, =e*X, (135)

ou seja X' é conformalmente invariante, ao contrario de X;. Por outro lado, seja f uma

funcao escalar e a; = D; f sua diferencial. Esta se transforma como

G =, = &' =e *a'. (136)
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Diremos que um tensor T]Z é conformalmente covariante com peso conforme N se diante

de uma transformacdo conforme suas componentes se transformam como*!

Tj: =Ty (137)

Tensores com peso zero sao conformalmente invariantes. Um tensor conformalmente in-

variante importante é o produto de métricas covariantes e contravariantes
3791 = 9" gur (138)

Este tensor aparece com frequéncia nas férmulas relativas as transformacoes conformes,
e sua invariancia permite que troquemos com liberdade as métricas neste produto.
Diante de uma transformagao conforme pode-se mostrar que os simbolos de Chris-

toffel se transformam como
fijk = Fijk + 511Dkw + 5;'Dkw - gjkgilDlW = Fijk + Wijk- (139)

Note que w' i, por ser uma diferenga entre conexdes, é um tensor. As derivadas covariantes
de tensores conformalmente covariantes (incluindo os invariantes) nao apresentam esta

propriedade. Para a derivada covariante de um tensor de peso conforme N temos

gkf;: = Vlj;,f +...+ wipzkf'f.’}q — Wl T
— Vk(erT'_'_;:) + ...+ wiplkfqu - .- wqukf'_'_',ip
= MUVAT G 4+ Nwg T0 4+ w0y T — = Wl T0)
= eNW[VkT'.'.';: + (N +p—qwi T]Zf +o 6wy T —wvgyT )
+o—wy, T + g T, (140)

Obviamente as equagdes acima implicam Vig;; = 0 e Vg7 = 0.

A relacao entre as equagdes geodésicas de métricas conformalmente relacionadas é
XFVXT = AXT = XMV X 4wl XIXE - X

= XFV X' — (g XP X P 4+ [2(XFw, ) — AJ X = 0. (141)

Por causa da segunda parcela, a equacao acima mostra que em geral as solucoes X*

para os vetores tangentes nao sao as mesmas. Porém, para as geodésicas nulas essa

parcela é zero em todas as métricas conformalmente relacionadas, portanto, as geodésicas

41 Nao confundir com o peso de uma densidade tensorial.
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nulas sao as mesmas para métricas conformalmente relacionadas.*> Esta propriedade é
fundamental para a aplicacao de transformagoes conformes em Relatividade Geral. Elas
sao usadas para compactar espacos-tempo e facilitar a compreensao global da geometria

enquanto ainda podemos rastrear as trajetorias das geodésicas nulas, desenhando toda

uma geometria ilimitada num desenho compacto chamado diagrama de Penrose.*?

A relacio entre as Algebras de Killing é facilmente encontrada por
‘CXgij = ;CX(GQUJgij) = eZWEXgij + 2e2“’ginkaw = (¢ + 2Xkaw)§U (142)

Portanto métricas conformalmente relacionadas possuem a mesma Algebra de Killing
conforme, mas o mesmo nao ocorre com as algebras isométrica e homotética (salvo se o
fator de escala for constante).

Para descobrir a transformacao do tensor de Riemann, computamos a derivada

covariante segunda de uma 1-forma (conformalmente invariante) 6

,Vvkﬁéj == Vk(ﬁej) — wilkfﬁi@j — wijk/@/l@
== Vk(VlHJ - wijlei) - wilkgﬂj - wijk(VIGi - wmiﬂm)
= VkVIGj — Hivkwijl — wilekGi — wilk’v/iej — wijkVIGi + wm]’kwiml@i
= VleQj - (kaijl - wmjkwiml)ﬁi — [wilkgiej + 2w"j(kvl)0i].
Antissimetrizando nos indices k e [ e usando a identidade de Ricci podemos relacionar

ambos os tensores de Riemann. Os termos entre colchetes sdo simétricos nestes indices e

desaparecem apos a antissimetrizacdo. Eliminando a forma arbitraria @, o resultado é
Rijra = R + 2Ve'jag + 200" 0 - (143)
Computando as duas parcelas separadamente temos

QV[lwi‘j‘k} = 25fkvl]ij - QQj[kvl]Viw,
20" j kW ) = 25flvk}wvjw —2g;iViwV'w — 2gj[k5;jvmwvmw (144)

Portanto o resultado final para a transformagao do tensor de Riemann é

éijkl = Rijkl + 25ka11ij — Zgj[kV”V’w
— 25fkvl]wvjw + 29j[kV”wViw + 25fkgl]jvmwvmw. (145)

42 Note que uma possivel parametrizacio afim ndo é preservada pela transformacio conforme.

43 Neste diagrama o futuro e passado das geodésicas nulas estdo em duas superficies Z+ e Z7, o futuro

e passado das geodésicas tipo-tempo estdo em pontos iT e i~ e o passado e futuro das as geodésicas

tipo-espaco estdo ambos num ponto 7°.
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A equacao acima fica mais simétrica usando componentes totalmente covariantes

Rijr = *(Riju + 20iVy Viw — 29;x Vg Viw
— 2Gi VywViw + 295 ViwViw + 2¢,1.91; Viw V" w). (146)

Fazendo uma contragao, a transformagao conforme do tensor de Ricci é

Rij = Rij + (m — 2)(V]V,w — ijViw) + (vamw + (m — Z)Vmwvmw)gij, (147)

onde m é a dimensao da variedade diferenciavel. Com uma segunda contracao obtemos a

transformacao do escalar de Ricci
R=e2[R+2m— 1)V, V™ + (m —2)(m — 1)V,wV™uw). (148)

Note que nenhum dos tensores de curvatura discutidos até agora sao conformal-
mente covariantes. Porém, usando as transformacgoes acima podemos mostrar que o tensor

de Weyl de tipo (1, 3) é conformalmente invariante
Clir = Clin (149)

e portanto os outros conjuntos de componentes deste tensor sdo conformalmente covari-
antes com os pesos adequados.

Este resultado ¢ mais facil de se demonstrar introduzindo um tensor auxiliar S;;,
o tensor de Schouten.** Seguindo (CARCIA et al., 2004), nés o definimos como

m 1_ 2 ( Hij 2(m1— 1) Rgij) ' (150)

A relacao entre os tragos e a equagao para reconstruir o tensor de Ricci sdo

Sij =

R
i = gy B = (m =285+ S, (151)

O tensor de Schouten possui uma transformagdo conforme simplificada, dada por
gij = Sij + VjViw — ijVZ-w =+ %(kavkw)g” (152)
Em termos dos tensores de Weyl e de Schouten, o tensor de Riemann é escrito como

Rijri = Cijra + 4gp1:S)- (153)

44 Este tensor s6 pode ser definido para dimensées m > 2.
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A auséncia de trago e a covariancia conforme dos tensores de Weyl sao facilmente provadas
a partir da equacgao acima.

Além do tensor de Schouten, um tultimo tensor importante para a geometria con-
forme ¢ o tensor de Cotton Cjj;,. Seguindo novamente (GARCfA et al., 2004), este tensor
é definido por

Cijk = kaz] — V]le — (giijR - gszJR) (154)

2(m —1)

Este tensor é identicamente zero para um espaco bidimensional. Para espacos com di-

mensao m > 2 também podemos escrever

Ciji = 2(m — 2)V .S, (155)
Podemos facilmente provar que o tensor de Cotton possui as seguintes propriedades
Cigiry = 0, Clijig =0, C*p =0, (156)

onde a ultima equacao é consequéncia das identidades de Bianchi contraidas.

Para espagos com dimensao m > 2 a transformacao conforme do tensor de Cotton é

ml_25z'jk = 2VSjy = 2ViSis — 20! Su — 2w Sy
= QV[kgj]i - 25§V[kw§ﬂl — 25ka|i|w§j]l + 2Vlwgi[k§j]l
= QV[kSﬂi — QV[kng]i + 2Vlwgi[k§j]l
= 2V 1S3 — gy V'
= 2V Sy — Hgun S + 9uk Vi Vaw
= gun VW Viw + 59u (V"0 Vinw) } V. (157)

Calculando a derivada de gﬁ,

2V Sy = 2 (VieSiy + VeV Viw — Vi VjwViw — VijwVi Viw + (Vo V') wg))
=2V .Sji + RliijZw — 2V jwVyViw + 2Vlwgi[jvk]vlw
= 2VSii + (Riikj — 291;VigViw + 2gi[jvk]vlw)vlw
= 2V .S + (Ruikj + 49u V1 Viw) Viw. (158)
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Juntando as equagoes

2V Sjy = 2V Sy + (Riiks + 4gun V) Viw) Viw
— 4lguwSiy + 9uk Vi Vaw = guie Vi@ Viw + 590950 (V"0 Vi) Vi
= 2ViSjii + (Ruikj — AguwSyi) Viw
+ 2 VjwViw — g VjwViw — gl[kgj]i(vmwvmw)]vlw
= 2V S + Cla V'w
+ 2V pwVjwViw — 20 Vw0 (ViwViw) — 2V pwgi (V" wV ,w). (159)

O resultado final do calculo da transformacao conforme de tensor de Cotton é
éijk = Cijk — (m - 2)C’lijkvlw. (160)

Para a dimensao m = 3 o tensor de Weyl ¢ identicamente nulo e portanto o tensor
de Cotton é conformalmente invariante.*?

Encerramos esta secao mostrando a relacao entre as derivadas dos tensores de
Weyl e de Ricci. Esta relacdo é a parte restante da Segunda Identidade de Bianchi,
que complementa a Identidade de Bianchi Contraida. Contraindo a Segunda Identidade
de Bianchi

39" Rijirtm) = 9" (VmRijii + ViRijim + ViRijmi) = 0
= V'Rij — Vi.Rji + Vi Rjj,
= V'(Cyjr + 29:1:Su; — 29;1:5n:) — 2V iRy
= V'Ciji + 2V .Sy — 29;V'Syi — 2(m — 2)V .Sy — 29,1V S ™
= V'Cijin — (m — 3)2V 1.5y,
+ gi1(V'Ski = ViSn™) = gin(V'Si — ViSi™). (161)

Pela Identidade de Bianchi Contraida, as parcelas entre parénteses sao nulas

i m _ 1 i o ngi o ka
V'S = Vibin™ = m—Q[V (R’“ 2(m—1)>] 2(m — 1)
1 [VkR ViR ViR
B m—Q[ 2 Q(m—l)l 2(m — 1) =0 (162)

45 Nesta dimensao ele pode ser substituido por um pseudo-tensor, chamado tensor de Cotton-York e
dado por C*; = eilejkl, onde €l = €liFl & o pseudo-tensor de Hodge tridimensional. O tensor de
Cotton-York é simétrico e livre-de-trago.
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Logo obtemos a relacao prometida

ViC'u = — oGk (163)

Para variedades com dimensao maior que trés a identidade acima mostra que o tensor de

Cotton também pode ser calculado através da divergéncia do tensor de Weyl.

3.5 Geometria de Weyl

Em Relatividade Geral trabalhamos com a geometria riemanniana e sua conexao de
Levi-Civita. Para os propositos deste trabalho precisamos de uma extensao da geometria
riemanniana, chamada geometria de Weyl.

Introduzimos esta geometria relaxando a condig¢ao sobre a derivada covariante da

métrica: em vez de exigir que seja zero, pedimos que seja proporcional a métrica.

Definicao 3.5.1 Conexao de Weyl
Dada uma métrica g;; e uma I-forma Wy, chamada 1-forma de Weyl, a conexao

de Weyl € a conexao livre de tor¢ao definida por
Vigij = 2Wkgij. (164)

Obviamente se a forma de Weyl for zero temos a conexao de Levi-Civita de g;;.
Esta condicao é suficiente, mas nao necessaria, para que a derivada de Weyl seja uma
conexao métrica. A condicao suficiente serd dada mais adiante.

Para calcular as componentes da conexao é mais facil calcular a diferenga entre a

conexdo de Weyl I, e a conexao de Levi-Civita I, dadas por
Podemos descobrir quanto vale o tensor W*;; usando as derivadas do tensor métrico,

Vigij = (Vk - Vk) 9i; = Wheay + Wikgn = 2Wan = 2Wigi;. (166)

Usando as mesmas parcelas que permitiram obter os simbolos de Christoffel temos

o]

Vigij + Vigei — Vigjr = 2Wiijk + 2Wikiy; — 2Winy
= Wijk + Wik + Whij + Wigg — Wiki — Wiy
= 2VVijk = 2gz‘jWk -+ 2gkin — 2gjkVV¢. (167)
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O resultado final para o tensor W é
Wi, = 8Wi + 6. W — Wig" gin. (168)

A semelhanga com a expressao da transformagdo conforme das conexdes de Levi-Civita
nao é coincidéncia, e sera esclarecida adiante.

Uma importante consequéncia da conexao de Weyl é que esta derivada nao comuta
com as operagoes de levantar e abaixar indices, Por exemplo, seja T = ¢;; 7% o trago do

tensor T, as suas derivadas sdo relacionadas por

9 Vi = Yy, (95 T9) = T¥,gy; = Vil — T9(2Wigyy) = ViT — 2W, T. (169)
Para a métrica contravariante temos

Vg = —2Wigh. (170)
O produto tensorial entre a métrica covariante e contravariante é zero,

Vo (99™) = (%mgzj) 0+ 95V g = @Wingis) g™ + g5 (—2Wing™) = 0, (171)

assim como a derivada da delta de Kronecker também é zero.
Na conexao de Levi-Civita se um vetor X* é transportado paralelamente ao longo

de uma direcdo Y entdo a derivada de sua norma seré zero
YRV X =0 = Y"V;(g;; X X7) = 0. (172)

Isto nao ocorre na conexao de Weyl: um vetor transportado paralelamente nao terd sua

norma necessariamente preservada ao longo daquela direcao:
YEVLX' = 0 = YAV, (||X|P) = YA V(g XPX7) = (Y’f%kgij) Xixi
= 2(Y*IW) (9, X' X7) = 2V "IV, || X |2 (173)

Por outro lado é possivel mostrar que os angulos sao preservados nesta conexao. Para o

produto escalar entre dois vetores X e Z¢ paralelamente transportados temos

YAV (g X Z7) = 20V " W) (9, X Z29). (174)
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Por a derivada do cosseno entre os vetores é

o o Z‘)(ZZJ
Y*V, cos(d) = Y*V, (gj)
IXIRIZIP
_2(YFWi) (94, X 27)

(g X j)}(4Y’“Wk)(||Xll2llZ|l2)_
1X112[1 2] 12 ’ 2 (IIXTIPRlZ112)%>

= 0. (175)

Uma vez que a conexao de Weyl preserva os angulos entre vetores, ¢ natural per-
guntar qual é sua relacdo com as transformacoes conformes. Dada uma transformagao

conforme g;; = €*“g;;, a derivada de Weyl da nova métrica é

o

Vigij = Vi(€*gij) = 2(Wy + Dyw)3gij = Wkﬁzj- (176)

Portanto a derivada da métrica transformada possui a mesma forma que a derivada da
métrica original, mas com outra forma de Weyl. Além da semelhanga formal, é crucial
notar que ainda temos a mesma conexao de Weyl. De fato, usando a transformacao con-
forme da conexao de Levi-Civita obtida na secdo anterior e juntando com a transformacao
da forma de Weyl é facil mostrar que os coeficientes de conexao sao iguais,

° o

fijk = fé‘k - Wijk = sz — W'k =T, (177)

pois os gradientes de w nas derivadas da métrica e nas formas de Weyl se cancelam.
Embora a definigdo da conexao de Weyl faca referéncia a um par especifico (g;;,Wx),
vemos que a geometria construida por ela define uma classe de equivaléncia [g;;, W] entre

pares de métricas e 1-formas, cujas relagoes sao dadas pela transformagdo de calibre
(963, W) = (Fij, Wie) = (™91, Wi + Dy, (178)

Objetos invariantes com respeito a transformagao acima podem ser chamados in-
variantes de gauge ou conformalmente invariantes. Daremos preferéncia a ultima opc¢ao
porque ela combina melhor com a natureza deste trabalho.

As consideragoes algébricas referentes aos tensores conformalmente covariantes se
aplicam as transformacoes de calibre, mas ha uma diferenca crucial na questao analitica:
como a derivada de Weyl é conformalmente invariante, as derivadas de Weyl dos tensores
conformalmente covariantes também sao conformalmente covariantes.

Em particular, as geodésicas afins (e uma possivel parametrizagao afim) da geo-

metria de Weyl sao conformalmente invariantes. A relagao com as geodésicas métricas é
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semelhante aquela entre métricas conformalmente relacionadas, ou seja,

XPVLXT - AXT = XEVLXT - W XIXE - X
= XFVL X'+ (g XTI XFYW — (X)) + A X = 0. (179)

As conclusoes também sao semelhantes: as geodésicas nulas sao as mesmas, mas em geral
com diferentes parametrizacoes afins; as outras geodésicas sao distintas.

Ao contrario dos tensores de Riemann da conexao de Levi-Civita, que nao sao
conformalmente covariantes, a invariancia da conexao de Weyl implica que seu tensor de
Riemann de tipo (1, 3) serd invariante. Apesar de nao precisarmos testar esta proprie-
dade, ainda temos interesse nas relagoes entre os tensores de curvatura das duas conexoes.
Usando a definicao de tensor de Riemannn e repetindo os passos usados para encontrar a
relacdo entre dois tensores de Riemann de métricas conformalmente relacionadas, chega-

mos a uma equacao formalmente idéntica,

o

R'ju = Rji = 2VW' g + 20" 55, W o, (180)

onde Rijkl é o tensor de Riemann da conexao de Levi-Civita.

Embora a forma seja idéntica, ha diferengas estruturais importantes entre as equa-
¢oes. No lado esquerdo da equagao o tensor de Riemann da conexao de Weyl nao possui
a antissimetria nos dois primeiros indices, ou a simetria da troca de pares de indices,
ao contrario do tensor de Riemann da conexao de Levi-Civita. No lado direito a deri-
vada covariante da métrica nao é zero e a derivada covariante da forma de Weyl nao é
necessariamente simétrica, ao contrario dos gradientes das fungoes w.

Devemos computar as duas parcelas com as formas de Weyl. A segunda é for-
malmente idéntica a equacao para uma transformacao conforme, bastando substituir os

gradientes pela forma de Weyl. Logo esta parcela vale
W W iy = 20, WigW = 2g50Wig W' + 2(Wo, W™ (.90 (181)

A primeira parcela envolve derivadas com propriedades diferentes das transformagoes con-

formes entre geometrias riemannianas, portanto precisamos calculd-la novamente. Temos

QV[lWi|j|k] = 25;-V[1Wk] + 25kaZ]Wj — 2gimgj[kvl]Wm. (182)

O resultado da relagao entre os tensores de curvatura é

(o]

= 200 Wy W + 20,0 Wy W' + 2(Wo W™) 8.0 (183)
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Novamente o resultado é mais simétrico se usarmos componentes totalmente covariantes

[e)

Riji = Rijri + 295V Wy — 296V W5 + 29,V Wi
— 20 Wy W 4 29,56 Wy Wi + 2(Wo, W™) git g
= Rijkl + 2gijv[km/l} - 4g[i[kVZ]VVj] - 49[i[kVVl]VVj] + Q(mem)gi[kgl]j- (184)

As trés ultimas parcelas sdo formalmente idénticas a transformacao conforme entre
geometrias riemannianas, mas com a importante diferenca que o tensor VW, nao é si-
métrico. A segunda parcela é responsavel pela maior diferencga algébrica entre os tensores

de curvatura. Como consequéncia desta parcela temos

(o]

Ripm = 29:5;VpWy = Ry = 2mV Wy, (185)

onde R%,; é chamado de tensor homotético ou segmental curvature tensor (JIMENEZ;
HEISENBERG; KOIVISTO, 2016) e m é a dimensao da variedade.
Estes tensores sao relacionados com a variagdo da métrica ao ser transportada

paralelamente num circuito local fechado

2%%%1]9@ = gmjlo%mikl + gimémjkl = Qé(ij)kl = 2¢;;Wh, (186)
onde o novo tensor Wy, é a derivada exterior da forma de Weyl,

Wiy = 2V Wy = 2V, Wy = DWWy — DWWy + 7' Wi (187)

Este tensor serd chamado 2-forma de Weyl e é conformalmente invariante.*6

Se a 2-forma de Weyl é zero a geometria é chamada geometria de Weyl integrdvel.
Para estas geometrias a métrica nao muda ao ser transportada ao longo de uma curva
fechada, ou equivalentemente, a variagao da métrica ao ser transportada de entre dois
pontos é independente do caminho usado. Aplicagoes deste tipo de geometria de Weyl a
gravitacao estdo em (ROMERO; FONSECA-NETO; PUCHEU, 2012) e (POULIS; SA-
LIM, 2014).

Nestes casos a forma de Weyl é o gradiente de alguma funcao f, W; = D;f, e
podemos usar uma transformacao conforme com w = —f que leva o par (g;j, Dy f) para
um novo par (g;;,0) = (e7?/g;;,0) que satisfaz %k:q“ij = 0, ou seja, que é uma conexao de
Levi-Civita. A conclusao é clara: uma geometria de Weyl é conformalmente equivalente
a uma geometria riemanniana se e somente se ela é uma geometria de Weyl integravel.

Assim como o tensor de Riemann, o tensor de Ricci da conexdo de Weyl é alge-

46 Analogo ao tensor de Faraday de um campo eletromagnético, que também é invariante de gauge.
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bricamente mais complicado que aquele da conexao de Levi-Civita. Em particular, este

tensor de Ricei nao é simétrico. Contraindo temos

o

Rij = Rij + Wij — (m - 2)(VJWZ + WJWZ) — (Vme - (m - Q)Wme>gl], (188)
e em particular, para a parte antissimétrica
Ry = (3m) Wiy. (189)

Quanto a relagdo entre os escalares de Ricci temos

[e)

R=R—2(m—1)V*"W, + (m —1)(m — 2)W*W,. (190)

Ambas as identidades de Bianchi ainda sdo véalidas. A Segunda Identidade de

Bianchi ainda é escrita como
3V B ey = ViR jiy + ViR jor, + ViR i = 0. (191)

Com uma contracao temos

ViRijl + Vlek - kajl - 0 (192)
Fazendo uma contragao entre os indices j e [ e usando a propriedade de Leibniz, a primeira

parcela vale

o o

¢V iR

Vi (gj l;%ijkl) - <%i9ﬂ) }O%ijk:l

Vi [gﬂ <_Rjikl + 25§Wkl>] — (—2Wig") <_Rjikl + 25§Wkl)

9"V iRk + RixVig™ + 2W Vg™ + 2"V, Wiy + 2W; (Rik + 2Wki>

o

V7 Ry + R (—2W™) + 2Wia (—2WY) + 2V Wiy + 2W, (fi’ik + 2W,j>

[¢]

VT Ry — 2V Wi (193)

As outras duas parcelas valem
gﬂ%z]%tjk = %joRjk (194)
gjl%kﬁgﬂ = %k (gjl;%jl) - ﬁjl%kgﬂ = %ké + QW]C%L = %l (églk> . (195)

Juntando as trés equagoes, obtemos as novas identidades contraidas

(o}

%iéij = %i <Rz] — Wij — ;ﬁgm) = 0, (196)
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o o o
onde definimos G;; = R;; — W;; — 3 Rg;; como o novo (e nao-simétrico) tensor de Einstein.
Definiremos o tensor de Schouten da geometria de Weyl como (note a troca na

ordem dos indices na primeira linha)*’

o 1 o 1 o 1 &

Sji = m_2( Rij — Wi — 2(m—1)Rg”> = Sji = VWi = W;Wi + 5 (W Wy)gji. - (197)
Este tensor de Schouten, assim como o tensor de Ricci, possui uma parte antissimétrica
dada por

St = —3Wi- (198)

De forma andloga ao caso riemanniano, o tensor de curvatura da geometria de Weyl na

equacao (184) pode ser reescrito como

o

Rijri = Cijr + 95iWhat + 491151 (199)

Definiremos o tensor de Cotton da geometria de Weyl por

o o 2 o o o o

ou seja, formalmente idéntico ao caso riemanniano. A relagdo entre os dois tensores de
Cotton pode ser encontrada de forma semelhante a transformacao entre os tensores de

Cotton de duas geometrias riemannianas conformalmente relacionadas, através de
A primeira parcela vale

=2V Sy — RlyiWy — Wi Wi — 2W, VWi + 2ngi[jvk]VVl
= 2V Sy — (Rliaj + Wiy — 200, Vig W)Wy — 2W; Vg7, (202)

47 Esta definicao é diferente daquela dada em (WHEELER, 2018), que usa apenas a parte simétrica deste
tensor. As duas defini¢gdes sdo coincidentes apenas em variedades de Weyl integraveis.
Os célculos e definigdes aqui sdo anteriores a publicacdo deste artigo.
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enquanto a segunda parcela vale

AW 181 = 2WSi + 2WiS i — 2W i Sy
— 2AWkSyi — WiV Wi + LW W) Wikgy] — Wil
—2WgipSiy — W'gip VWi — Wgip Wy Wi + L(W'W)) gip W)
= (20,5 — Wik — 20:wS;)' + 29ip VW)W = 2W eV W (203)

Juntando ambas as parcelas temos

OV S = 2V Sy + (— Rliy — 81 Wiy + 20, Vig WHWy — 2,V W
+ (260,55 — Wik — 290551 + 29:k V WHWi — 2W V3 W,
=2V Sy — (R’ ikj — 25[kSJ]z + 29@['€SJ] W
= 2V Sy — Cliny Wi (204)

A conclusao é analoga a transformacao conforme entre geometrias riemannianas

o

Cijr = Ciji + (m — 2)W,C . (205)

Para os casos tridimensionais o tensor de Weyl é identicamente zero, e os tensores de
Cotton de ambas as geometrias coincidem.
Voltando & equagao (192) usamos a relacdo entre tensores de Riemann, Weyl e

Schouten para escrever a primeira parcela como

. o

ViR =V, <Cijk‘l + 5§sz + 25fk8l}j - 29j[kSl]i>

= ViCijkl + VjWkl + QV[kSl]j — 2gj[kViSl]i, (206)
enquanto as outras duas parcelas valem
o o o o o 1 o o
2V[ZR\j\k} = 2(m — 2)V[lSk]j — QV[ka]j + 7m — 1V[l (ng}j) . (207)

Juntando ambas, a equagao (192) é escrita como

0=V; R gkl T QV[ZR|j|k]
% C! gkl + V Wi + QV kSl — 2g][kV Sl]z
1 o o
+2(m — 2 VS + Vil + Vil + —— Vg (ng}j)

= ViCijk;l + 3V Wiy + 2(m — 3)V[15k}j + Aj. (208)
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O tensor Ajy; vale
o i o 1 o o
Aji = —29;,V'Syi + mv[z <ng]j>

2 o .o o . i (
T (m-2) <gj[kaR|i|l] = GV Wiy — 9itk V" <Rg”i)> o

2(m—1)
1 o o
AT 10

Usando as identidades contraidas podemos trocar a divergéncia nas duas primeiras par-

celas pelas derivadas do escalar de Ricci. Continuando o célculo de Ajy,

2 1 Oi o 1 o “ o 1 o o
Ajk:l = —m <2gj[kv (Rgl]z’) - mgj[kv <Rgl}z'>> + mv[l <ng]j>
1 oZ, o 1 o o
g () - ()

1 o o o © o °
] [(gj[kvnR + 29j[sz]R) - <<V[zR> Gr)j + 2RW[,gk]j>] =0. (211)

Por outro lado, j4 que a conexao nao tem torcao, vale®®
VWi = 2V Vi Wy = 2R [y W; = 0. (212)

Temos a outra parte da Identidade de Bianchi, também idéntica ao caso riemanniano,

o . m—3 o
V'L'ankl = _7Cjkl- (213)

m— 2

48 FEste resultado vale para tensores covariantes totalmente antissimétricos de qualquer ordem, e é outra
forma do Lema de Poincaré.
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4 PROBLEMAS DE EQUIVALENCIAS

Neste capitulo em descobrir quando dois coframes diferem apenas por um difeo-
morfismo e/ou pela ac¢do linear de um grupo).

Na primeira se¢ao estaremos interessados apenas em descobrir se podemos mapear
um coframe noutro apenas com um difeomorfismo, o chamado Problema de Equivaléncia
de Coframes. Seguiremos a abordagem do oitavo capitulo do texto de Olver (OLVER,
1995). A equivaléncia de coframes é o ponto de partida nao apenas por sua simplicidade,
mas também por sua solugdo ser a base da resposta de outros problemas de equivaléncia.

Na segunda secao queremos descobrir quando dois coframes diferem por um dife-
omorfismo e uma transformacao linear dada pela acao linear de um grupo. Chamamos
este problema de Problema de G-equivaléncia de Coframes. Novamente adaptaremos os
argumentos de Olver, especificamente os capitulos 10 a 12.

Uma abordagem alternativa, cujo ponto de partida é o problema de G-equivaléncia,
pode ser encontrada em Gardner (GARDNER, 1989).

4.1 Equivaléncia de Coframes

Comecgamos esta secao definindo o que queremos dizer quando afirmamos que dois

coframes sao equivalentes.

Definicao 4.1.1 (Coframes equivalentes)
Sejam U C M e U C M dois subconjuntos abertos de duas variedades de dimen-
sio m, e w e w dois coframes definidos respectivamente em U e U. Os coframes sdo

(localmente) equivalentes se houver um difeomorfismo ® : U — U tal que ®*w = w.

Obviamente coframes definidos em variedades de dimensdes distintas ndo podem
ser equivalentes. Se M = M temos um automorfismo, e podemos dizer que temos o
mesmo coframe em diferentes sistemas de coordenadas (a equivaléncia de coframes é uma
generalizacao desta ideia).

Com a defini¢ao acima, podemos formular o problema de equivaléncia de coframes:
dados dois coframes quaisquer, como descobrir se eles sao equivalentes?

A forma mais 6bvia de resolver o problema é usar dois sistemas de coordenadas x e
7 definidos em M e M, escrever as componentes dos coframes em termos das diferenciais
das coordenadas, usar a regra da cadeia para escrever o pullback, e tentar resolver o sistema

de m equagdes diferenciais parciais em m varidveis para algum difeomorfismo 7 = ®(x),

0P

T =o' = & (T,(7)d7") = T, (®(x))

(z)dz’ = wj(x)da’. (214)
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Na pratica ha boas chances de nao conseguirmos resolver estas equacoes ou provar que uma
solugao nao existe. Precisamos de uma ideia mais refinada para resolver este problema.
A solucao do problema foi obtida por Cartan. O método usado por Cartan para
resolver a equivaléncia de coframes consiste em trocar as m equagoes diferenciais parciais
acima por um conjunto finito de equagoes algébricas (em geral, transcendentais).
A chave para esta troca é a invaridncia do operador de derivagao exterior d ao
pullback. Sejam F uma funcao em M e F = F o ® a funcdo mapeada pelo difeomorfismo

em M. Junto com os coframes w e W, valem as igualdades
P*dw’ = dw', ¢*dF = dF. (215)

Para compreender a primeira destas equagoes devemos lembrar que as derivadas

exteriores do coframe introduzem as %mQ(m — 1) fungoes de estrutura

dw' = 10" (z)w’ AW (216)

Aplicando o pullback para esta equacdo em M e lembrando que ®*w’ = w?,

O dw' = 1004 (D(2)) (D) A (@*T") = 100 (D(2))w? A W, (217)

Como os produtos exteriores sao linearmente independentes s6 nos resta concluir

1

<)

D ji(z) = Q (@) = U ji(@(2)), (218)
ou seja, coframes equivalentes possuem necessariamente as mesmas fungoes de estrutura,
porém escritas em coordenadas diferentes. Interpretando a equacao acima de outra forma,
podemos afirmar: se os coframes forem equivalentes entao as equagdes que igualam as
fungoes de estrutura necessariamente possuem uma solugdo T = ®(x).

Para entender a outra equacao de invariancia do operador d lembramos que
dF = (D;F(z))w'. Aplicando o pullback para dF temos

o*dF = (0°D;F(7))(¢*0') = D, F(®(z))w'. (219)

Juntando as duas equagoes acima e a relacado entre as diferenciais das funcoes escalares

temos outra relacao de igualdade entre as componentes
D;F(z) = D;F (%) = D;F(d(x)) = D;F = (D;F) 0 ®. (220)

Portanto as derivada absolutas das funcoes F, F também sdo as mesmas funcoes em
coordenadas diferentes. Além disto, podemos aplicar novamente o operador d para a

equacao acima para obter uma relacao idéntica para as derivadas superiores.
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Dados dois coframes arbitrarios, para tentar usar as derivadas na soluc¢ao do pro-
blema de equivaléncia precisamos ter certeza que os derivandos sao relacionadas pelo
difeomorfismo. Felizmente conhecemos um conjunto de fung¢des que satisfaz estes propri-

edades: as fungoes de estrutura. Portanto valem as (infinitas) equagoes
ﬁzjk(f) = Qijk<ﬁl]), Elﬁzjk(f) = DlQijk(I)7 Emﬁlﬁzjk(f) = DleQijk(fL’), ... (221)

Todas estas funcoes sdo invariantes ao difeomorfismo, por isto sao chamadas invariantes

de Cartan do coframe.

Defini¢ao 4.1.2 (Invariantes de Cartan)
Dado um coframe w definido numa variedade M o conjunto das fungoes de estrutura

e suas derivadas absolutas
{Qijk(l‘>, DlQijk(fL‘), DleQijk(ZE), DanDlQZ]k(ZL‘), .. } (222)

sao 0s mesmos para quaisquer coframes equivalentes, e seus elementos sao chamados
invariantes de Cartan do coframe. A ordem do invariante é definida como a ordem da

derivada (sendo zero a ordem das fungoes de estrutura).

Temos um conjunto de equagoes (221) para testar a equivaléncia de coframes. Se
dois coframes sao equivalentes ha (a0 menos) uma solu¢ao T = ®(z) destas equagdes, mas
nao podemos testar se um conjunto infinito de equagoes possui solugao. Precisamos obter
um subconjunto minimo de equagoes que seja suficiente para inferir a equivaléncia.

Apesar de haver infinitos invariantes de Cartan, nem todos sdo independentes. Os
comutadores das derivadas dos frames vinculam derivadas primeiras e segundas, enquanto
a identidade de Jacobi vincula as derivadas primeiras e os quadrados das fungoes de
estrutura. Estes vinculos mostram que o ntmero efetivo de invariantes é menor que
aparenta inicialmente, mas eles nao sao o suficiente para eliminar todas as redundancias.

Para resolver a questao precisamos de um novo conceito: dependéncia funcional.

Definicao 4.1.3 (Dependéncia Funcional)
Sejam N funcoes fi, fo, ..., fn definidas numa variedade M. FEstas fungoes sao

ditas funcionalmente dependentes se houver um mapa suave H : RN — R tal que*

Hol(fi,fo-. o In)=H(f1, foy ..., [N) = 0. (223)

Obviamente testar a dependéncia funcional de um conjunto procurando alguma

funcao H que satisfaca a defini¢do é ineficiente. Felizmente ha um método mais simples

49 De forma mais intuitiva, dizemos que as funcdes sdo funcionalmente dependentes se formos capaz de
escrever (qualquer) uma delas em termos das outras.
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para obter a resposta: derivando a equacao acima e usando a regra da cadeia temos

OH OH OH
TR Af+ dfy 4.+ dfy =0, 924
of ot g Y 22

ou seja, as diferenciais das fungoes sao linearmente diferentes. Na pratica, para testar a
independéncia linear das fungoes devemos calcular o produto exterior d fy Adfo A. .. Ad f,
que sera zero se e somente se o conjunto for linearmente dependente.

Sabemos que numa variedade m-dimensional todas as formas diferenciais de ordem
maior que m sao identicamente zero. Portanto numa variedade m-dimensional podemos
encontrar no maximo m funcoes funcionalmente independentes.*

O conceito de dependéncia funcional e o limite no niimero de fungoes independentes
sao a chave que falta para resolver o problema de equivaléncia de coframes. Sabemos que
no conjunto de infinitos invariantes de Cartan ha um nimero finito s < m de invariantes
funcionalmente independentes. Sejam I;(z), ..., [s(x) um conjunto maximal de s invari-
antes de Cartan funcionalmente independentes do coframe. Qualquer outro invariante de

Cartan I(x) pode ser escrito como fungao dos elementos do conjunto, portanto temos
I(x) = H(I(x), ..., Iy(x)). (225)

Por outro lado, sejam I,(Z), ..., I,(T) e I(Z) estes invariantes calculados em outro coframe

equivalente. Como os invariantes sao iguais eles satisfazem as mesmas equacoes, logo
()= H(I(T),...,15(7)). (226)

Ou seja, as funcoes H que caracterizam as relagoes funcionais entre os invariantes também
sao invariantes. Estas fungdes sao chamadas fungoes classificatorias. Note que a forma
dos invariantes depende do sistema de coordenadas, mas as fungoes classificatorias sao
exatamente as mesmas em todos os coframes equivalentes.

Inicialmente parece que trocamos o problema de resolver infinitas equagoes pelo de
determinar infinitas funcoes classificatérias, mas esta impressao é equivocada. Se sabemos
que o invariante I(x) é relacionado aos invariantes funcionalmente independentes pela

funcao classificatéria H sabemos que suas derivadas absolutas sao relacionadas por

OH OH OH

Por outro lado os invariantes Iy, I5 . .., I, foram supostos como um conjunto maximal de

invariantes independentes, logo as suas proprias derivadas absolutas sao funcionalmente

50 Uma forma mais concreta de expressar esta ideia é que podemos escrever todas as funcdes f € F(M,R)
como mapas f(z) de (no maximo) m coordenadas.
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dependentes dos elementos do conjunto,
Dply = Hpa(Iy, Lo, ..o 1), ..., Dyls = Hy (11, Lo, .. ., I). (228)

Se sabemos que [ é relacionado a um conjunto maximal de invariantes funcionalmente
independentes por uma funcao classificatoria H sabemos automaticamente quais sao as
funcgoes classificatérias que relacionam as derivadas de I e ndo precisamos computa-las.
A 1ltima peca da solugdo é descobrir como obter o nimero maximo de invariantes
funcionalmente independentes A resposta esta no préprio conjunto de invariantes de Car-
tan: calculamos novas derivadas, testamos a dependéncia funcional dos novos invariantes
de Cartan com aqueles de ordem menor e adicionamos qualquer novo invariante indepen-
dente ao conjunto I, I, ... até encontrarmos a ordem o + 1 < m tal que todos os novos
invariantes sao funcionalmente dependentes dos invariantes de ordem menor.
Conhecidas as fungoes classificatérias dos invariantes desta ordem (e das anteriores)
sabemos automaticamente as fungoes classificatorias das ordens maiores. Temos entao um
conjunto minimal de condi¢des necessarias para dois coframes serem equivalentes. Com

uma condicdo extra de regularidade, esta condicdo também é suficiente.?!

Teorema 4.1.1 (Teorema de Equivaléncia de Coframes)

Um coframe € dito totalmente regular se o numero de invariantes funcionalmente
independente em cada ordem € constante (independe do ponto).

O posto do coframe é nimero mdzximo de invariantes de Cartan funcionalmente
independentes.

Dois coframes totalmente requlares sio equivalentes se e somente se existe uma

solugio T = ®(x) para os conjunto de equagoes que igualam seus invariantes de Cartan,

ﬁljk(f) = O (z), Eﬁljk(f) =D, (x), 5mﬁlﬁljk(f) =D, D1 i (), . ... (229)
E preciso que os coframes sejam totalmente regulares pois a demonstragio do teorema
requer o uso do teorema de Frobenius para a solucao de equagdes diferenciais. A prova
pode ser encontrada no teorema 14.24 de Olver (OLVER, 1995).

Se um coframe possuir posto igual a dimensao da variedade em que foi definido,
podemos usar os invariantes de Cartan como coordenadas para a variedade. Por outro
lado, qual o significado de um coframe possuir posto menor que a dimensao da variedade?

A resposta é dada pela defini¢ao abaixo.

51 A natureza local do nosso problema resulta em dificuldades praticas para o uso das funcées classi-
ficatérias, relacionadas a diferengas nos dominios onde os coframes sao definidos, inequagoes que os
invariantes devem satisfazer ou a fung¢oes multivaloradas que geram ambiguidades nas relagoes entre os
invariantes. Para resolver estes problemas é preciso definir um grafico num espaco euclidiano de dimen-
séo maior, chamado variedade de classificacio. Detalhes sobre estas variedades podem ser encontrados
no texto de Olver (OLVER, 1995).
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Definicao 4.1.4 (Grupo de Simetria de um Coframe)
Seja w um coframe definido num subconjunto aberto de M. O grupo de simetria

de w € o conjunto de pullback auto-equivalentes, ou seja, que satisfazem P*w = w.

Na pratica a defini¢ao acima nos diz que o coframe possui a mesma forma em ambos
os sistemas de coordenadas. Um exemplo trivial sdo os coframes holénomos (dz?, .. ., dz™)
cujo grupo de simetria é dado pelas translagoes (!, ..., 7™) = (z'+z},..., 2™ +2z"). Nas
novas coordenadas o coframe tem a forma (dz',...,dzT™), exatamente a mesma forma do
coframe no sistema de coordenadas anterior. No caso mais geral de simetria maxima, se
todas as fungoes de estrutura sao constantes sabemos que o coframe é equivalente a um
coframe de Maurer-Cartan, portanto invariante a a¢do do grupo correspondente.

Por outro lado considere um coframe w de posto s, e um sistema de coordenadas
locais dadas por s invariantes de Cartan I = (I3, ..., I;) funcionalmente independentes
de w e outras m — s coordenadas quaisquer. Restringindo o coframe as curvas de nivel
Iy =cy,..., I, = cs, sendo todos os ¢y, . . ., ¢s constantes, obtemos um coframe de dimensao
m — s com fungoes de estrutura constantes, que gera o grupo de transformacao requerido.

Temos o seguinte teorema

Teorema 4.1.2
Seja w um coframe de posto s definido num subconjunto aberto U de uma variedade
m-dimensional M. Entio w possui um grupo de simetria continuo (e conexo com a

identidade) de dimensio m — s.

Uma prova rigorosa pode ser encontrada no teorema 14.26 de (OLVER, 1995). Note que
o teorema acima nada diz sobre possiveis simetrias discretas do coframe w.
Para encerrar esta secdo, mostraremos alguns exemplos praticos do teorema de

equivaléncia de coframes.

Exemplo 3.1.1 Considere um coframe cujas fungoes de estrutura sao
9212 - CZ? s 7Qm1m = Um, (230)

onde todos os C; sdo constantes e o resto das fungoes de estrutura sao zero.

Como Q' = 0 temos w' = df = dz'. Para a segunda forma do coframe temos
dw? = Cow' Aw? = Cydz! Aw? # 0. (231)
Podemos integrar a equacao diferencial escolhendo uma coordenada z? tal que

w? = %% dz2. (232)
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Obviamente este raciocinio pode ser aplicado para as outras formas, portanto

’

w'=dat, W' =S et =2, m. (233)

Coframes as mesmas constantes de estrutura sao equivalentes. Por outro lado co-
frames com esta forma mas diferentes constantes nao sao equivalentes. Todos os coframes

equivalentes a estes sao dados por

oP!
o=

, _ 0P
O (z)dz", @w" = Cu®'@ —
a

5 (z)dz®, ¢ =2,...,m, (234)

onde nao ha soma nos indices 7/. O grupo de simetria é m-dimensional. Nas coordenadas

x as transformagoes de simetria sao
_ 1 _ 1
(@72, ..., 7™) = (' 4 x), e ox® 422, e OmTog™ 4 ). (235)
Observe que o coframe ¢ = (w?,w!, ..., w™) nio é equivalente ao coframe acima,
apesar de diferir apenas por uma permutacdo das formas. A equivaléncia de coframes

é insensivel a este tipo de transformacao discreta (embora nao seja dificil percebé-la em

casos praticos). S6 é possivel descobrir transformagoes discretas entre as variaveis x.

Exemplo 3.1.2 Seja F(z) =1+ C,x*,dC, = 0, podemos construir o coframe

Wl = Hgax“ = dw' = Cw' Aw® = Cjw' AW’ (236)

Os coframes equivalentes a este sao dados por

i 1 et
W= () o (z)dz?, (237)

e as simetrias m-dimensionais dadas por

T = [1+ Cyab)z® + . (238)
Exemplo 3.1.3 Considere o coframe

w' = A(z)dx + B(z)dy, w? = D(z)dy. (239)

As fungoes de estrutura sao dadas por

1 dB 1 dD

Vo= e a W =) Ce = 30pE) @

= g(x). (240)

Dois coframes com a forma acima sao equivalentes se e somente se houver uma solu¢ao
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T = X(z) simultdnea para as equagoes f(T) = f(x), g(T) = g(z). A existéncia desta
solucao nao garante a equivaléncia dos coframes. Como obtemos novos invariantes nas

fungoes de estrutura, precisamos das equagoes para os invariantes de primeira ordem,

v/

1 dx 1

aa 1 B _ dX Bz
A@)  dr A(x)’ A(z)D(7) dz A(x)D(z) (241)

8|

Embora as equagoes parecam 6bvias (sao um difeomorfismo T = X (x)), como ji temos a
solugdo T = X (z) estas sdo equagdes algébricas, em vez de equagoes diferenciais.

Estes coframes possuem um invariante de Cartan funcionalmente independente,
e seu grupo de simetria é obviamente dado pela translagdo da coordenada y. Na ver-
dade estes sao coframes bidimensional de posto 1 arbitrarios, escritos num sistema de

coordenadas privilegiado (nao-unico) para a descri¢ao de sua simetria.

4.2 G-Equivaléncia de Coframes

A equivaléncia de coframes é interessante do ponto de vista puramente tedrico, mas
para a Mateméatica Aplicada ela é s6 um degrau para resolver um problema mais geral
e util: em vez de exigir que o difeomorfismo mapeie um coframe diretamente noutro,
exigimos que um coframe seja mapeado numa combinac¢ao linear do outro coframe, tal

que as componentes sejam elementos de um grupo de matrizes.

Definicao 4.2.1 (G-equivaléncia de coframes)
Considere um grupo de Lie G, e w e @W dois coframes definidos em duas variedades
diferencidveis m-dimensionais M e M, G C GL(m,R) uma representac¢io matricial de G.
Os coframes w e W sao ditos G-equivalentes se ezistir um difeomorfismo (local)

T = ®(x) e uma fungao matricial g : M — G com elementos gj-, tais que
P = g;wj = Pw=g-w. (242)

Dados dois coframes w e W e a acdo GG, a determinagdo de um difeomorfismo ® e
da matriz g que satisfaca a equacgado acima é chamada problema de G-equivaléncia entre
coframes. O problema de equivaléncia de coframes da secao anterior é um caso particular,
onde G = {e} é o grupo trivial.’? J4 conhecemos a solucio deste problema.

Outro problema trivial sdo as equivaléncias pelos grupos lineares gerais,
G = GL(m,R). Nestes caso todos os coframes sao equivalentes. Por isto na pratica

estaremos interessados apenas nos problemas onde G é um subgrupo préprio de GL(m, R).

52 Estes problemas também sdo chamados equivaléncia de G-estruturas, e por esta razio a equivaléncia
de coframes é sindnimo de equivaléncia de {e}-estruturas.
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O primeiro passo para resolver o problema de G-equivaléncia é reescrevé-lo de
forma mais simétrica. Considere duas matrizes ¢’ e g tais que ¢ = g’ o . Podemos

escrever
(G o®) Pw=20(g -w)=g"-g-w=(4"9) w (243)
Redefinido as matrizes acima como g e g temos as formas mais simétricas e tuteis

(g -w) =g -w <= gG@ = gj(r)’. (244)

Numa andélise ingénua conclui-se que aumentamos o problema, pois agora precisamos de-
terminar duas matrizes. A vantagem de reescrever o problema nesta forma é que podemos
escolher matrizes gg, g, que satisfacam algumas condigoes especificas a serem determina-
das posteriormente. Escolhidas as matrizes temos dois coframes wy = go(x)w, Wo = Go(T)w
e podemos usar a solucao da se¢ao anterior para descobrir se os coframes wq e Wy sao equi-

valentes. Se a resposta for positiva a solugdo do problema original é
W=7 "(2(x)) g(z) w. (245)

Se Wy e wy nao forem equivalentes entao nao ha par de matrizes que tornem os coframes
originais G-equivalentes.

Qual o tipo de condicdo que devemos impor sobre as matrizes para resolver o
problema? Obviamente as matrizes devem ser relacionadas pelo difeomorfismo ®, mas
como nao conhecemos o mapa ® nao podemos escolher ambas ¢ e § arbitrariamente.

Para resolver a questao, considere uma fun¢io G-invariante F', ou seja, tal que
F(z,9) = F(z,g9), que dependa ao menos de um parametro de G. Se os coframes
sao G-equivalentes devemos ser capazes de escolher matrizes g e § tais que as fungoes
G-invariantes assumam um mesmo valor constante especifico, F(z,g) = F(Z,g) = c. Se
obtivermos um numero suficiente destas func¢oes podemos resolver as equagoes F)\ = ¢y
para os parametros do grupo e obter as matrizes gy e gj.

Felizmente ha um método sistematico para descobrir estas fungoes e resolver o
problema de G-equivaléncia, chamado Método de Equivaléncia de Cartan. Todo o método
é bem extenso e relativamente intrincado, e levaremos o resto da secao descrevendo-o.

Primeiramente precisamos descrever todos os coframes G-equivalentes possiveis.

Em vez de usar fungoes g : M — G usaremos o fibrado principal P(M,G).53 Trocaremos

53 Como nosso problema ¢ local podemos trabalhar apenas com uma trivializacdo local e ignorar as funcées
de transicdo sem dificuldades, ou seja, podemos efetuar os cdlculos como se 0s objetos estivessem
definidos sobre o fibrado trivial M x G.
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os coframes g(x)w pelos coframes modificados 6 dados por
0" = gi(a)w’, (246)
onde a® = (a',...,a") sdo os r parAmetros que servem de coordenadas para o grupo G.
Especificando alguma se¢do a = a(x) do fibrado reobtemos os coframes 0|, = g(z)w.

Apesar de chamarmos 6 de coframe modificado estas formas nao sdo um coframe
pois sao definidas no fibrado P(M,G) que possui dimensao m + r, enquanto hd apenas
m formas em 6, todas linearmente dependentes das diferenciais dx®. Felizmente podemos
completar o coframe do fibrado simplesmente anexando r formas de Maurer-Cartan o”.

Se houver solugdo T = ®(x) para o problema de G-equivaléncia entre dois coframes
entdo ha solugbes a(7) = a(®(r)) = a(x) para os pardmetros normalizados. Ou seja, os
coframes modificados sdo equivalentes, U*(f,@) = (A,a). Nosso objetivo é encontrar
segoes a = a(x) e @ = @(T) nos fibrados produtos que sejam unicamente determinadas
para testarmos a equivaléncia dos coframes normalizados.

Voltemos a procura de G-invariantes e a normalizacao dos coframes. Como no caso
da equivaléncia de coframes, a solu¢ao depende da invariancia do operador d. Calculando

a derivada exterior do coframe modificado temos

_ o A S . L Sl
dt" = d(gjw’) = dg; AW’ + gidw’ = dg; A (g D7 grFul] + g; §ijlwk At
= [dgj(g NI A 6" + 31g5 (g (g N YRl A0 —

40" = A AR 4 L7 (2, a)67 A 6. (247)

Agora h4 duas classes de funcoes de estrutura. Em geral A%, sdo constantes,
determinadas pela acdo G.** As fungdes de estrutura ©%;;(x, a) sdo chamadas coeficientes
de torgdo, e em geral nao sao G-invariantes. Para descobrir quais coeficientes de torcao

podem ser normalizados introduzimos as formas de Maurer-Cartan modificadas
™ = = (Na,a)¢, (248)

onde as fungoes CJA (z,a) estdao para ser determinadas. Em termos das formas de Maurer-

Cartan modificadas as derivadas exteriores do coframe modificado sao
0" = At A 08 + [3607 6 + (AT 07 A 6 (249)

Observando as novas fungoes de estrutura vemos que a escolha das mr fungoes ¢ j’\ é mais

5 Em alguns casos extraordindrios estas funcdes nio sdo constantes. Isto ocorre quando o resultado
de alguma normalizacdo ndo é um subgrupo de Lie. Estes casos requerem algumas modificagdes no
Método de Cartan e ndo serdo necessarios neste texto, portanto serdo ignorados.
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clara: elas sao escolhidas de forma a zerar o maior nimero possivel de tor¢oes. Este

processo é chamado de absorgdo de torgoes, e por isto as equagoes
O + QC[)]\'Aik])\ =0 + C;\Aim —GAN=0 (250)

sao chamadas equacgoes de absorcio das torgoes.

Nem todas as tor¢des poderao ser zeradas. Dependendo da forma dos coeficientes
A?.y serd impossivel eliminar algumas das torcoes. Além disto, nem todas as funcoes ij\
podem ser univocamente determinadas, pois as equagoes de absor¢do das tor¢oes podem
ter algum grau de indeterminacao. Estes importantes fatos sao parte crucial da teoria,
mas serdo explorados depois para nao perdermos o foco em assuntos mais imediatos.

As torgoes que podem ser eliminadas pela absorcao sao ditas torgoes nao-essenciais,
55

enquanto aquelas que nao podem ser zeradas sao chamadas torcoes essenciais’ e serao
denotadas por U’jj(x,a). A forma final das equagdes de estrutura é
d0" = A 0" At + LU (2, 0)07 A 6" (251)

Como as formas 7 sao linearmente independentes das formas 6, e junto com nossa

condicdo de equivaléncia U*dd — df = 0, as equacoes de estruturas sido separadas em
Aik)\(\l/*fA — 7T>\) VAN Qk =0, Uijk(f, a) = Uijk(l', CL). (252)

Ou seja, as torcoes essenciais sdo os G-invariantes que procuramos.

Para entender a outra componente das equacoes de estrutura, suponha que hajam
' (possivelmente zero) pardmetros indeterminados z; nas solugoes de absorcio das tor-
¢oes, sendo z,;\ = 0 para as componentes que sdo completamente determinadas. As outras

componentes das equagoes de estrutura (253) implicam
V(7 50F) = 4 220" (253)

Vamos mostrar que a equagao acima, junto com a equivaléncia dos coframes mo-
dificados, U*0" = ¢, ¢ suficiente para garantir a solucdo do problema de G-equivaléncia.
Seja o difeomorfismo (Z,a) = V(z,a) = (P(z,a),1(x,a)) a solucdo para as equagoes
acima. Escrevemos a funcao 1) como @ = ¢ (z,a) = ab(z, a) para alguma G-fungao b cuja

matriz correspondente é h, o que implica § = g-h(x,a). Calculando o difeomorfismo entre

55 Na pratica, a diferenca entre os dois tipos de torgdes é que ao escolhermos alguma secio a = f(x) do
fibrado as torgoes essenciais nao dependerao das derivadas das fungoes f. Também é possivel que uma
combinacao linear de tor¢des nao-essenciais seja uma torcao essencial.
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as formas de Maurer-Cartan temos
U (dg-g ') =(dg-h+g-dh)-(g-h) " =dg-g~" +(g-dh-h"-g7"). (254)

A segunda parcela é a diferencga entre as formas de Maurer-Cartan.
Por outro lado, as equagbes (246) e (253) implicam que as equagdes entre as formas

de Maurer-Cartan podem ser escritas como
Vo = a+ n,(z,a)dz”. (255)

Logo a diferenca entre as formas de Maurer-Cartan ¢ linearmente dependente das diferen-
ciais das coordenadas. Juntas, ambas as equagbes implicam dh = h,dz* = h = h(x).

Usando esta resposta na igualdade dos coframes modificados temos
U0 =0 = g((r,a)) Vo= (g-h2) Vo=g¢g w = Vw=hr'2) w0

Por fim, a equacgao acima implica que podemos escrever as diferenciais dZ7% como combina-
goes lineares das diferenciais dz®. Integrando estas diferenciais obtemos o mapa T = ®(x).
Portanto a solugdo para o difeomorfismo ¥ : P(M,G) — P(M,G) é

(7,a) = V(z,a) = (®(x),ab(z)) <= (T,7) = V(z,9) = (P(2),9 - h(x)). (256)

Logo as solugoes do problema de G-equivaléncia ®*w = h™!(z)w e do problema de equi-

valéncia descrito por
UG =0, v (P4 20) =+ 0" (257)

no fundo sdo a mesma solugdo. Agora podemos formular o principal teorema sobre pro-

blemas de G-equivaléncia.

Teorema 4.2.1 (Teorema de Equivaléncia de Cartan)

Sejam w e W dois coframes definidos em duas variedades m-dimensionais M e
M, e seja G um grupo de Lie cuja acdo sobre as 1-formas é dada por um subgrupo
G C GL(m,R). Considere os coframes modificados (0,7 + 20) e (0,7 + z0) definidos
respectivamente em dois subconjuntos abertos de P(M,G) e P(M,G), construidos através
da absorcao das torcoes nao-essenciais.

Os dois coframes w e W sdao G-equivalentes se e somente os coframes modificados

forem equivalentes para alguma escolha de z e Z.

Estabelecida a suficiéncia do difeomorfismo ¥, devemos nos perguntar como obté-
lo. H& quatro possiveis caminhos para encontra-lo, dependendo da forma da acao G.

Voltemos as torgdes essenciais U';x, que sabemos serem G-invariantes. Portanto
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podemos usé-las para normalizar alguns dos parametros do grupo, escolhendo algum
valor constante U ijk(m, a) = cijk. Apés normalizarmos todas as torgdes essenciais teremos
eliminado alguns pardmetros do grupo G. Se nao restarem parametros indeterminados
encontramos o nosso coframe wy determinado univocamente a partir da agdo G. Basta
testar se os coframes normalizados sao equivalentes.

Se ainda sobrarem parametros a; nao-normalizados temos um novo problema de
Gi-equivaléncia 6] = (g1)}(w1)’, onde Gy ¢é a acdo do subgrupo préprio Gy de G e g
a matriz que representa esta acdo. Neste caso repetimos o procedimento para tentar
normalizar os pardmetros restantes de G; usando as (novas) torgoes essenciais.

Apds um niimero n de normalizagdes, suponha que cheguemos numa situagao onde
todas as torg¢oes essenciais sao independentes dos parametros a,, do subgrupo G,,. Entao
as torgoes U’ () sdo invariantes do grupo, idénticas para todas as se¢oes a = a(z). Logo

os coframes sao G,-equivalentes somente se houver solugoes para as equagoes
U' (@) = U'ji(). (258)

Porém, sabemos que a invariancia das derivadas absolutas também sao necessarias
para a equivaléncia dos coframes. Para comparar simultaneamente as derivadas absolutas
de todas as segoes, introduzimos as derivadas absolutas D dos coframes modificados em

M x G. Dada uma fun¢ao F'(z) definida no fibrado produto, temos
dF = (D;F)w’ = D;F[(g~ )0 = [(97'){D;F| 0" = (D;F) ', (259)

As derivadas absolutas do coframe modificado sao projetadas nas derivadas absolutas dos
coframes na variedade base para qualquer se¢do a = a(:c)756 e portanto sao GG,-invariantes.
Se algumas destas derivadas dependem dos parametros de G,,, podemos normaliza-las.

Ainda que as nenhuma das derivadas dependam dos parametros do grupo, é pos-
sivel que derivadas de ordem superior possam ser normalizadas. Se nenhuma derivada
de qualquer ordem depende dos parametros de G,,, sabemos da se¢ao anterior poderemos
encerrar a computacao de derivadas: se as torgoes essenciais e suas derivadas dependem
apenas das coordenadas de M s6 pode haver s < m invariantes funcionalmente indepen-
dentes entre elas, que serao todos computados até uma ordem o tal que todas as derivadas
de ordem o + 1 sdao funcionalmente dependente das derivadas de ordem inferior.

Apo6s um certo niimero de iteragoes deste loop, se for possivel normalizar todos os

parametros de G temos a primeira solu¢ao para o problema de G-equivaléncia.

Teorema 4.2.2

Considere dois coframes W e w e uma acao G definida por um grupo G, tal que

56 Esta afirmacdo nao é valida para funcoes que dependam dos parametros do grupo.
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seja possivel normalizar todos os parametros do grupo usando as torcoes essenciais e suas
derivadas, e sejam g = g(x) e g = G(T) as segoes obtidas pelas normalizagoes.
Os coframes W e w sio G-equivalentes se e somente os coframes normalizados

g(x)-w e g(T)-w forem equivalentes.

Porém, mesmo que normalizemos todas as tor¢oes e derivadas disponiveis, é possi-
vel que nao possamos eliminar todos os parametros do grupo. Por economia de linguagem,

renomearemos o subgrupo restante G,, como G. Relembrando as equagoes (257),
VA v+ (f)‘ - z@?k) =7 + 20",

os casos mais imediatos sdo aqueles para que a absor¢ao de torgoes é univoca, zp = 2 = 0,
e 0s coframes cuja equivaléncia devemos testar nos fibrados produtos estao determinados.
Nestes casos é facil obter novas fungoes G-invariantes: elas sao obtidas das equagoes

de estrutura para das formas de Maurer-Cartan 7,

drt = C Lt AT+ V2 (@, a)m A OF + WA (x,a)07 A 6F, (260)

onde C*,, sdo as constantes de estrutura do grupo. Este método é chamado prolonga-
mento, por estender a computagdo das fungdes de estrutura para a variedade P(M,G).

Além das novas funcoes de estrutura V* uk € W’\jk devemos considerar suas deriva-
das absolutas até alguma ordem o + 1 tal que elas sejam funcionalmente dependentes das
derivadas inferiores (note que a dimensao do grupo de simetria do coframe é menor ou
igual a m + r). Se ndo pudermos determinar todos os pardmetros de G apenas normali-
zando as funcdes V* uk © W2, poderfamos, em principio, usar a nova normalizacio parcial
no coframe modificado e calcular novas torgoes essenciais. Porém se fizermos isto temos
grandes chances de precisarmos prolongar novamente o problema, entao ¢ mais pratico
calcular as derivadas das novas funcoes de estrutura e normaliza-las.®”

Resolvidos os casos em que a absorcao tem solugao tnica, o que fazer com aqueles
tais que a resposta geral dependa de 1’ pardmetros z;? Reescrevemos as equacoes (253)

como WII =1, onde I =7+ 2-0 e Il =7+ Z- 0, a relacio entre os coframes ¢

0 L, 0\ (0
_ . 7 (261)

IT Z 1 T

onde I,, é a matriz identidade de ordem n x n.

57 Voltamos ao problema de equivaléncia original apenas para evitar a computacio das equacoes de es-
truturas das formas de Maurer-Cartan modificadas, que podem ser muito trabalhosas e desnecessarias.
A normalizagdo de todos os parametros possiveis também é necesséaria para o teste de involucdo de
Cartan, que serd estudado mais adiante.
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Temos um novo problema de Z-equivaléncia, onde Z é a acdo do grupo (abeliano)
r’-dimensional R" sobre o coframe (A, 7). Este problema é chamado segundo prolonga-
mento, por aumentar novamente a dimensao da variedade estudada para discernir novos
G-invariantes, que ndao puderam ser obtidos com um prolongamento. Daqui devemos se-
guir o mesmo roteiro usado para a normalizacao do grupo inicial: definido o novo coframe
modificado (6, 11) devemos absorver as tor¢oes possiveis e normalizar as torgoes essenciais
e suas derivadas na esperanca de obter um determinado coframe (0,11y) em P(M,G).

Entre todas a possibilidades para normalizar os novos parametros, uma chama
a atencao: a possibilidade de um novo prolongamento. Um novo prolongamento pode
nao parecer um grande desafio, mas como podemos ter certeza que podemos resolver o
problema com um numero finito de prolongamentos?

De fato é possivel encontrarmos uma situacdo em que prolonguemos infinitamente
um problema de G-equivaléncia sem obter conclusoes. Estes casos ocorrem quando hé
funcoes arbitrarias de algumas varidveis entre as simetrias dos coframes ou seja, ha um
“grupo” infinito de simetrias entre as auto-equivaléncias.”® Os espacos prolongados pos-
suem dimensao finita, por isto nunca nos darao um nimero suficiente de condig¢oes para
normalizar o “grupo”. Um exemplo é a equivaléncia pelo grupo linear geral, cuja solucao é
6bvia: todos os coframes (de mesma dimensao) sao equivalentes sob estas transformagoes.
Para estudar as simetrias deste problema escolhemos os coframes holonomos, e facilmente
concluimos que qualquer difeomorfismo T = ®(x) é auto-equivalente, pois

0P

dz® = ——da?,

o Oxb

e podemos preservar o coframe W' = dz’ multiplicando-o pela inversa da matriz jacobi-

ana. Portanto as simetrias deste coframe sob as transformacoes lineares gerais incluem m
funcdes arbitrarias ®* de m varidveis x°.

Este comportamento é chamado involugdo, e por isto estes problemas sao ditos
involutivos. Felizmente Cartan encontrou uma maneira de descobrir se um coframe é
involutivo, chamado Teste de Involugdo de Cartan.

O primeiro passo para o teste é descobrir o grau de indeterminagao r’ > 0 na
solucdao das equacoes de absorcao das torcoes.”® Depois precisamos obter um conjunto
de m numeros inteiros qi, ..., ¢, chamados caracteristicas reduzidas de Cartan, que sao
obtidos dos coeficientes A%; presentes nas equacoes de estrutura do coframe modificado.

O valor do primeiro coeficiente g; é obtido construindo matrizes Afv] de ordem

58 Na verdade estas transformacdes ndo formam um grupo pois nio tem formulacio algébrica indepen-
dente dos difeomorfismos. Porém elas seguem todas as propriedades que as agoes dos grupos possuem.

5 Um coframe com 7' = 0 pode ser resolvido no primeiro prolongamento, logo niao pode estar em
involugao.
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m X r definidas por

Alklvk c. Alkrv’“
Afv] = (ATp*) = 3 : : (262)

Amkl’l}k Amkrvk

onde v é um vetor qualquer (note a soma em k). A primeira caracteristica reduzida de

Cartan ¢; é definida pelo maior posto possivel entre as matrizes Av],
¢1 = max (posto (Av])) . (263)

Como supomos que G nao ¢ trivial, hd ao menos uma forma de Maurer-Cartan e o posto
maximo é maior que zero. Por outro lado o maior posto possivel de uma matriz é dado
pelo menor valor entre seus niimeros de linhas e colunas, logo 1 < ¢; < min(m,r) <.
As caracteristicas de Cartan ¢,,n < m — 1, sdo obtidas calculando o maior posto
possivel de uma matriz de ordem nm xr construida por blocos de matrizes Afvq], ..., Alv,],

e depois subtraindo deste posto a soma das caracteristicas de ordem menor,

Alvi]
¢1+ ...+ g, = max | posto : 2<n<m-—1. (264)
Alvy)

A ultima caracteristica de Cartan ¢,, é obtida subtraindo a soma das caracteristicas de

ordem menor da dimensao r do grupo G,
G+ g =1 (265)

Como o posto da n-ésima matriz deve ser ao menos igual ao posto da matriz inferior
e todos sdao necessariamente menores ou iguais ao nimero de colunas r, entao temos
necessariamente 0 < ¢, <r,eque ¢, =0 = ¢ =0,n<n' <m.

Agora estamos em condig¢oes de resolver o ultimo caso de G-equivaléncia.

Teorema 4.2.3 (Teste de Cartan, Equivaléncia de Coframes Involutivos)

Seja w um coframe analitico reqular definido numa variedade m-dimensional M,
G a agao de um grupo G sob as formas de M, (0,7) o coframe modificado obtido pela
absorcao das tor¢oes ndo-essenciais, v’ o grau de indeterminacio na solucio das equacoes
de absorcao das torgoes, e qi,...,qn suas caracteristicas reduzidas de Cartan. Suponha
também que as torcoes essenciais e suas derivadas independam dos parametros de G.

O coframe modificado ¢ involutivo se satisfizer o teste de involucao de Cartan,

G +2¢+...+mg, =1 (266)
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Seja q, a ultima caracteristica de Cartan ndo-nula de um coframe em involugdo.
Neste caso as simetrias do coframes dependem de q, funcoes arbitrdrias de n varidveis.

Suponha que 0 seja involutivo, e considere outro coframe involutivo § = G- @
definido em M x G, ambos de ordem o. Os coframes w e @ sao localmente G-equivalentes

se e somente houver uma solugio T = ®(x), para as equagoes

~
— ~ = ~

Uljk<f) = Uijk(:c), 51U1jk(f) = DlUijk(.T), DmﬁlUZJk(f) = DleUijk(JJ), e (267)
A solucao de problemas involutivos s6 depende das torgdes essenciais, nao sendo
necessario calcular as fungoes de estrutura das formas de Maurer-Cartan modificadas.
Isto nao é surpreendente, pois prolongamentos sao inefetivos para coframes involutivos.
Mostraremos agora alguns exemplo para ilustrar todo o procedimento, e que tem

importancia direta para esta tese.

Exemplo 3.2.1 Equivaléncia de superficies (métricas bidimensionais)

Seja g uma métrica definida positivamente numa variedade bidimensional, que
podemos escrever como g = &;;w’ ® w’, para algum coframe w ortonormal. Este co-
frame nao é tnico: podemos fazer uma rotagdo por um angulo ¢ (que em geral pode ser
uma fungao das coordenadas) e obter outro coframe ortonormal. Se os coframes forem

G-equivalentes as métricas serao equivalentes. Nosso problema de G-equivaléncia é

0! cos(¢) —sin(¢) )| [w? cos(¢)w! — sin(¢)w?

_ _ . (268)
62 sin(¢)  cos(¢) w? sin(¢)w! + cos(¢)w?
Note que vale 8! A 6% = w! A w?. Calculando as equacoes de estrutura temos
do' = do A (—sin(¢)w' — cos(¢)w?) + (cos(¢)Q'1g — sin() Q% 12)w! A w?
=dp A (—0*) + O L0 AO? = —(dg — O 150" — O LI NO? = — N O,
d6? = dg A (cos(p)w' — sin(¢p)w?) + (sin(¢)Q' 12 + cos(¢)Q*19)w' A w?
== d¢ A 91 + @21291 N 02 = (d¢ - 611291 - @21292) A 91 =71A 91. (269)

Todas as torcoes essenciais sao zero e nao héa indeterminacdo na absor¢ao das

torgoes, portanto precisamos computar dm. Explicitamente temos
dr = /{91 VAN 92 = (DQQllg — DlQ212 - (9112)2 — (9212)2) 91 N 02, (270)

onde k (curvatura gaussiana) nao depende do adngulo ¢, e portanto nao pode ser usada

para normalizar ¢.
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Se k for constante temos um espaco de curvatura constante, com geometria eliptica,
hiperbdlica ou plana dependendo se x é maior, menor ou igual a zero. Basta verificar se
as constantes sdo as mesmas para saber se os coframes sao G-equivalentes.

Se k nao ¢é constante sua diferencial nao é zero e portanto pode ser normalizada.

Explicitamente temos
71 = Dik = cos(¢)Dik — sin(¢) Dok, Ro = Dok = sin(¢)Dyk 4 cos(¢)Dak. (271)

Portanto podemos normalizar k; = 0, e obteremos um coframe tnico tal que Dk = 0.

O caso de métricas com assinatura lorentziana ¢ similar, mas devemos usar o grupo
de Lorentz em vez da rotacao. A grande diferenga é a normalizagdo da curvatura. Se a
diferencial é uma forma nula (nio-zero) entdo nao podemos zerar nenhuma componente,
mas podemos normalizar a diferencial com |k1| = |k3|. Nao vamos tratar este caso sepa-

radamente, pois analisaremos a equivaléncia geral de métricas no préximo capitulo.

Exemplo 3.2.2 Equivaléncia Conforme
Como generalizacao do caso anterior, queremos saber quando duas métricas nao sao
relacionadas diretamente por um difeomorfismo mas sdo proporcionais, ou seja, ®*g < g.

Obviamente o problema de G-equivaléncia adequado é

ot) _ [e¥cos(¢) —e¥sin(g)) [wh)] _ [e” 0) [0") _ [ev0! (272)
0.2 W sm(qb) W COS(¢) w2 0 e¥ 62 ew62 5

onde #° é o coframe modificado do problema de equivaléncia de superficies. As equacoes

de estrutura sao

dot = dw A (e*0") +e¥df' = dw A o' — 7 A o?

= (dw + 210" + 20°) No' — (7 — 20" + 210%) No? =7 Aot — 7% A o?,

do? = dw A (e¥0%) +e“df®> = dw Ao + T A o'
= (dw + 210" + 20°) N + (1 — 20t + 210°) Aot =T Ao® + 710 Aot (273)

Nao ha torcao essencial para ser normalizada, e devemos testar a involucao. O

grau de indeterminagao é ' = 2, e a matriz Afv] é
Af] = | (271)

logo ¢1 = 2, ¢2=0, o problema é involutivo e todos os coframes sao equivalentes a um
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coframe holoénomo (dz',dz?). Portanto todas as métricas bidimensionais positivamente
definidas sao conformalmente planas. Um resultado idéntico vale para métricas bidimen-

sionais com assinatura lorentziana, mas nao é correto para dimensoes maiores.
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5 EQUIVALENCIAS DE METRICAS

Neste capitulo vamos resolver o problema central desta tese: a equivaléncia con-
forme de métricas.

A primeira se¢ao é dedicada ao problema de equivaléncia entre métricas: em termos
simples, descobrir se duas métricas definem a mesma geometria em diferentes coordenadas.
Tanto (OLVER, 1995) quanto (GARDNER, 1989) resolvem este problema para métricas
positivamente definidas. Nesta se¢ao resolveremos o problema para métricas de qualquer
assinatura.

Usaremos o resultado obtido para resolver, na segunda se¢do, o problema con-
forme. Solugbes parciais deste problema foram encontradas em (SZEKERES, 1968), que
obteve uma solucao para geometrias que tivesse ao menos um invariante escalar nao-zero;
(GARDNER, 1989) conseguiu obter as torgoes essenciais dos coframes modificados, mas
nao calculou as derivadas; e (KOUTRAS; SKEA, 1998), onde foram encontradas condi-
¢Oes para espacos-tempos possuirem um campo de Killing homotético.

Nesta secao teremos a oportunidade de usar todo o conhecimento obtido até agora

na tese para obter uma nova, e completa, solucao para o problema.

5.1 Equivaléncia de Geometrias Riemannianas

Nesta secao estamos interessados em descobrir quando duas geometrias pseudo-
riemannianas sao equivalentes, ou seja, ®*g = g. Para isto devemos encontrar coframes e
um grupo adequado para descrever este problema e suas solugoes.

Escolhendo um coframe w, escrevemos a métrica como g = g;;w’ ® w’ onde as
componentes g;; sao (por enquanto) arbitrarias. Comecamos reescrevendo as funcoes de
estrutura dos comutadores em termos dos coeficientes da conexao de Levi-Civita,

il

) g m m m
I = ?(ngm + Digji — Digjr + 9imY™" 1k + GemY™ 15 — GimY™ i)

= Iy = — 375 (275)
As equagdes de estrutura para o coframe sao
dw’ = =19/’ AWk = Wi A (T j0F) = W AWy, (276)

onde w'; = I'j3w* sdo as m? 1-formas de conezdo.
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Nesta linguagem a curvatura é descrita pelas 2-formas de curvatura dadas por®

k
R = dw'j + Wiy Ak = (D)Wt A wh — szk%wl A W™ 4 T wh A w™
= —(D[ZF |j|k])wk AN wl -I m[lF |j|k]wk VAN wl —=-I Jm”Y klwk AN (,L)l

2
1 . . 4 .
- _E(Dlrljk — DTy + Tl = DT gy + Ty ™ ) A '

= — 1R juw* AW (277)

Normalmente usa-se coframes cujas componentes da métrica sao constantes, por-

tanto dg;; = 0. Lembrando que a derivada covariante da métrica ¢ zero temos
dgi; = (Dk:gij)wk = _(Flikglj + Fljkgil)wk =0 = gizwlj + gjzwli =0, (278)

que podemos reescrever como w;;) = 0 se definirmos w;; = g,-lculj. Nestes coframes hé
apenas %m(m — 1) formas de conexao linearmente independentes.
Usando o lema de Poincaré podemos reobter as outras identidades algébricas da

Geometria Riemanniana. Explicitamente temos

dzgij =0 = gille + gleli =0,
=0 = Rij/\(ﬂj =0,
dPPw'y =0 = dR'; = R AwF; — Wi ARF, (279)

que sao a simetria da curvatura no primeiro par de indices e as Identidades de Bianchi.
Na maioria dos casos, coframes ortonormais sao preferidos, mas outras possibili-
dades sdo usadas ocasionalmente (e serao usadas nesta tese).
Suponha que o coframe tenha sido escolhido para obtermos componentes constantes
especificas n;;: g;; = 1ij. Este coframe nao ¢ tnico, pois qualquer coframe relacionado a ele
por w = r';(x)w’, onde  é uma matriz do grupo ortogonal O(p, q) e p e ¢ caracterizam

a assinatura da métrica, preservard a normalizacao da métrica,%!

Tki Tkl le = Nij- (280)

Escolhidas as (mesmas) componentes para as métricas, se os coframes sao relaciona-
dos por uma transformacao ortogonal, entao garantimos que as métricas sao equivalentes.

Ou seja, a solucao do problema de equivaléncia entre geometrias riemannianas é a mesma

60 Note que os sinais nestas definicées e formulas dependem das convencoes de cada autor.

61 A forma precisa das matrizes depende da normalizacdo escolhida, mas elas sdo relacionadas pelas
transformacées de similaridade adequadas.
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do problema de G-equivaléncia para o grupo ortogonal apropriado.

Uma dificuldade na formulagao do problema de equivaléncia geral de métricas ¢é a
parametrizacao dos grupos ortogonais, que é muito diferente para cada grupo. A solucao é
escrever o problema em termos das componentes r; das matrizes ortogonais e considerar
os vinculos entre as componentes dados pela invariancia da métrica (280).

Comegamos invertendo a defini¢do das formas de Maurer-Cartan p';

Pl = drikrjk = dr'; = p'pr¥;, (281)

A equagdo (280) implica que as matrizes inversas r;* sdo dadas por r;* = n;r'n*. Cal-

culando as formas de Maurer-Cartan dadas pelas matrizes inversas
dri*r? e = (" dr' o) = (™ o't )7 = nap'w’™ = pi. (282)
A derivada exterior das equagoes (280) é

(dr*)mar'y + r*madrt; = (0% ™)ty + ¥ (o' mr™ ;)
- rmirlj (pkmnkl + nmkpkl) = 07 (283)

de onde podemos concluir o vinculo
k - i il k
NP5 + kP i =0 <= p'5 = =n"njrp"I, (284)

que ¢é consistente com a defini¢do das formas de Maurer-Cartan das matrizes inversas.
Este vinculo reduz o nimero de formas de Maurer-Cartan linearmente indepen-
dentes de m? para %m(m — 1) (a dimensao dos grupos ortogonais de dimensao m) e sera

necessario para a solugao do problema. Vale ressaltar que ele pode ser reescrito como
_ k _
pij = Mikp"j = puj) = 0. (285)
Por fim, as equagoes de estrutura para as formas de Maurer-Cartan p’; sao
dp'y = =dr'e Adry® = —(p"r'e) A (" rm®) = =60 A ™ = p'e A P (286)

Com as equagoes de estrutura do grupo podemos comegar a resolver o problema

de G-equivaléncia. Seja 6" = r';w’ o coframe modificado, sua derivada exterior é

df’ = dri, AWk + ridw® = drfy A (rijj) + 7™ AWk,
= Py NG () AW = (ol — M) A =T A (287)

onde ; = p'; — rigr;"w*,, sdo as formas de Maurer-Cartan modificadas. A absorcio
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das torgoes é possivel pois as formas p'; e w'; possuem a mesma simetria em seus indices.
Nao hé torgoes essenciais para normalizar, portanto devemos testar a involutividade. A

unicidade da solugao pode ser testada exigindo a invariancia de I1'; = 7'; + 2%;,6%,
A0 = (7' + 2V N =0, AT = 2 = 2, (288)
onde zijk deve satisfazer a condicdo zjjr = 2[;;)x. Juntas, ambas as simetrias implicam
Zijk = —Zjik = —Zjki = Pkji = Pkij = —Zikj = —Zijk =0 = zijk =0, (289)

e portanto as solugoes sao univocas, o problema nao pode ser involutivo e devemos calcular

as equagoes de estrutura das formas de Maurer-Cartan modificadas.

dﬂ'ij = d(pij — rimrj”wmn) = dpij — (drim) Ari"w™, — Tim(drj") Aw™, — rimrj”(dwmn)
— Plk A pkj o (pikrkm) A (,rjnwmn) o ,r,im(pjk’,r,kn) A wmn o rimrjn(Rmn _ wmo A won)
= (p's — rimrklwml) A (pkj — rknrjowno) — 17" R = T A 7rkj — 73’;, (290)

onde as torgoes essenciais estao nas novas formas

. , 1
Rzk _ ,rzmrjann — _5

= — %(TimrjnrkorlpRmnop)ek A 91 = —%Eijklek A 01, (291)

(Timrj")Rmmklwk A W

que representam as componentes do tensor de Riemann em todos os coframes relacionados
por transformagoes ortogonais, bastando escolher uma se¢ao r'; = r';(z). Estas equagoes
sao chamadas equacoes de estrutura de Cartan para geometria riemanniana.

Concluimos que as torgdes essenciais sao as proprias componentes do tensor de
Riemann, e a normalizacao destas tor¢oes equivale a escolha de uma forma particular do
tensor de curvatura, num coframe que elimine ou iguale algumas dessas componentes.

Além das torgoes essenciais, precisamos calcular suas derivadas. Primeiramente

reescrevemos as diferenciais das matrizes ortogonais em termos do coframe modificado

drty = p'yr®y = (D)ot = (647 o,
dry' = ijrki = Pkl(leTji) = —(5§Tki)ﬂkl- (292)

As derivadas absolutas do coframe modificado sao

d= wiDi + ,Oiiji = 0k<7’kZDZ) + (7Tij + T’imTjnTkoanoek)Dji
=i (T‘lel + TimTjnTkOanoDji) +DY = 6Dy, + 7Tijf)ji' (293)

Felizmente nao precisamos calcular as derivadas de fungbes arbitrarias no fibrado
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. . T 01 S ny mi...
M xO(p,q). Precisamos calcular apenas as derivadas de T} = 7', r;," ... T;" (), ou
seja, das componentes de tensores (em M) apés transformagoes ortogonais. As derivadas

absolutas em relagao as formas de Maurer-Cartan modificadas sao

Nk i1... _ Tk (.01 ni mi...\ __ i1 .k ni i1 k . mn mi...
DYT; =D 1(r N ) =[(6 " )y = ml(éjlm )—1—]Tn1
k... k /...
=0T — o0+ (294)
ou seja, combinagoes lineares dos derivandos. Portanto estas derivadas sao incapazes de

gerar novos invariantes funcionalmente independentes.

As derivadas das componentes dos tensores relativas ao coframe modificado sao

f)kff;ll = (Tkk/Dk/ + TDO/T’pp/Tkk/FO/p/k/Dpo) (Tilml lem c.. TTZH)
= (M DT ) A 1y T e (O Th = S8 T )
= (re ™) (D T+ T T = TP, o To)
= (e ™ )V T = VT (295)

Portanto estas derivadas absolutas sdao as derivadas covariantes do tensor na base 6.

Temos agora a solugao do problema de equivaléncia de geometrias riemannianas.

Teorema 5.1.1 (Equivaléncia de Geometrias Riemannianas)

Sejam duas variedades M e M de dimensdo m e duas métricas g e g definidas em
subconjuntos abertos nestas variedades. As duas métricas sao equivalentes se e somente
se existirem coframes w e W tais que as componentes dos tensores de Riemann R’y (z) e

- — . . . . . ~ —_
R ;1i(T) e suas derivadas covariantes sejam iguais para uma solugio T = ®(x).

Na pratica, sabemos do capitulo anterior que serd necessario calcular derivadas
apenas até uma certa ordem o + 1 tal que suas componentes sejam funcionalmente de-
pendentes das derivadas de ordem menor e que seja impossivel novas normalizacoes.

Uma das consequéncias desta demonstracao é o limite da dimensionalidade do
grupo de isometrias das métricas: como o fibrado M x SO(p,q) possui dimensao
im(m + 1) entdo esta é a maxima dimensdo do grupo de isometria. Para obter uma
métrica com esta isometria é preciso que o tensor de Riemann seja invariante a qualquer
transformacao ortogonal e suas componentes sejam todas constantes. A tnica possibili-

dade que permite a isometria maxima sao
C'jiu =0, Rij = —n;;, DR =0, (296)
m

que sao os chamados espacos de curvatura constante.
Note que o subgrupo de SO(p, q¢) que permanecer indeterminado (incluindo o tri-
vial) forma o subgrupo de isotropia local de um ponto, pois nestes casos podemos trans-

formar o coframe sem mudar as coordenadas  de um ponto da variedade M.
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As outras coordenadas que permanecerem indeterminadas mudam os pontos em M
conforme as variamos, mas o faz sem alterar a métrica, e portanto sao as coordenadas ao
longo das érbitas de M. Portanto a dimensao das érbitas é a diferencga entre as dimensoes

dos grupos de isometria e de isotropia.

5.2 Equivaléncia Conforme de Geometrias Riemannianas

Na secao anterior resolvemos o problema de equivaléncia isométrica de geometrias
riemannianas. Esta solucido foi uma preparacao para obter o principal resultado deste
trabalho: a solucao do problema de equivaléncia conforme entre geometrias riemannianas,
ou seja, queremos saber quando duas métricas g e g sao relacionadas por ®*g o g.

O inicio da solucao do problema é idéntico ao anterior. Escolhemos um coframe w*
tal que as componentes da métrica tenham uma forma normalizada 7;;. Entao construimos

o coframe modificado o?, mas agora usaremos o grupo dado por O(p,q) X R,
o' =e"r'jw = e"f. (297)

Escrevemos o coframe modificado conforme em termos do coframe modificado isométrico
para usarmos os resultados da secao anterior e agilizar os calculos. As equacgoes de estru-

tura para o novo coframe modificado sao
do' = e"dw A0 +e“dd" = dw Ao’ +7'jAo? = (6§dw +7 ) No! = (5;9 +1T1) Ao?, (298)

onde os termos entre parénteses sao as novas formas de conexao, e as novas formas de

Mauer-Cartan modificadas sao definidas por
Q = dw + 20", I = 7' + 2" jpo™. (299)

Para testar a unicidade na solucao das equacoes de absorcao das torg¢oes devemos

saber se hé solugoes distintas de zero para
5@'2%] + Zi[jk} =0 = Zijk = 51223‘ - ij(ﬁilzz) g Zijk = 21(511% - Uilﬁkj) = Zlg”kj- (300)

Novamente nao ha tor¢ao essencial para normalizar. Diferente do problema isomé-
trico os parametros zp nao sao determinados, e o grau de indeterminacao é ' = m. No
fim do capitulo anterior resolvemos o problema de equivaléncia conforme para variedades
bidimensionais, e vimos que o problema era involutivo e todas as métricas eram confor-
malmente equivalentes. Nao podemos realizar o teste de Cartan para o caso atual, pois

nao temos uma parametrizacao explicita para o grupo conforme, entdo vamos prolongar o
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problema de equivaléncia e testar se podemos resolvé-lo em seu segundo prolongamento.

A equagdo de estrutura para €2, junto com a nova forma de Maurer-Cartan %, é

dQ =dz Ao’ + z;do? = [dz; + %(8Q + 1)) Ao’ = 55 Ao,
Ej = de + 21(6;9 + Hl]) + SjkO'k, Sik = S(jk)-

As equacdes de estrutura para IT° j sao
dHij = dwij + glikjd(zlak) =7t A " — 7/2\ij + glikj [dz A oF + zdo*]
Reescrevendo o produto exterior entre as formas 7 ; temos

7w A = (Him — zimkak) A (I — zmjlal)

= Hzm AN Hmj + Zimkaj A O'k - ijlHim N 0'l + Zimkzmle'k A 0'l
=1I%,, A " + 2 [gkilmﬂmj — gkmljﬂim] Aol + zimkzmjlak Aol

enquanto a derivada exterior do tltimo termo de (302) vale

g“kjd(zlak) = glikj [dz A oF + 21(L A of + 0%, A o™)]
= glikj[El — 2, I — Slmgm] Ao+ zlg”kjﬂkm Ao™

(301)

(302)

(303)

(304)

Vamos focar nossa atencdo inicial nas componentes I1¥; A ¢™. Juntando todos os termos

destas componentes em ambas as parcelas temos

2, = gF T — P T 4 gt T — g T,
= (60,6 — 0" ) II™; — (8567 — 1) IT'
+ (8505, — 00y )T — (870 — 0™y,
= = 7" (1™ + 0y I1™0) 4 1 (I, 4 ™ IT%,,) = 0.

As componentes o* A ¢! na primeira parcela de (302) valem

2 me ]lU A U = m nmznnmk)((smzj - nmozonﬂ)ak A Ul

l

m

= (6 kZ

= [4; kz]zl +n' " 2 2Nl — (nmnzmzn)éinﬂ]ak Ao
( 16 77 nkj)[zmzl 1(7] pZoZp)T]mz]U A 0
=g"

ilom = L0720z Ml A o,

(305)

(306)
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Separando os tensores de Weyl e de Schouten, reescrevemos as formas de curvatura como

—

Rij = — %ﬁijklek NG = —%e_Qw(éijkl + 26115\13' — QT]ij\li)O'k Ao

= Cij — e_2w(5,15;” - nimnkj)gmlak Aol = Cij — e_2wgmik;j§ml0-k Adl, (307)
onde as formas C; sdo o tensor de Weyl. Juntando todas as parcelas de (302) temos
dIT’; = IT'% ATT*; + (656; — n*"nj) S A ol = C7;

+ (0107 = 0™y [zma = 5 (17 202 Vhwt + St + €2 S i) o® Ao (308)
O termo na segunda linha pode ser igualado a zero se escolhermos
Sij = —e WS — 2z + (P 202)1ij. (309)
As variaveis s;; sao completamente determinadas. O resultado final da normalizacao é

dHij = Hlk N ij -+ (5[2(% — nilnjl)El A Uk — Cij, Cij = —%G_Qwéi]’kl Uk A Ul. (310)
As torgdes essenciais sao as componentes do tensor de Weyl. Aqui nao ha novida-

des. A tnica informagao nova é a possibilidade de normalizar as componentes do tensor

de Weyl para obter um conjunto de coframes privilegiados que simplifique sua forma.
Além do tensor de Weyl devemos estudar suas derivadas absolutas. Para interpreta-

las adequadamente, comecamos escrevendo as componentes da métrica no coframe o,
g=nw' @w =m0’ ® ¢ = gijo' @0’ = Gy = ey (311)
A derivada exterior da métrica é dada por

d(gis) = —2¢7 " nydw = (22,G5)0" — 24, Q. (312)

A componente ) da derivada exterior nao traz novas informacgoes, ao contrario da com-

ponente o*

. Escolhendo uma se¢ao ¢ = (r,w, z) = () e seja 0'|¢y) = wo, temos uma
derivada de Weyl (veja eq. (166)) da métrica com W = z;(z)w). Portanto os parametros
z representam todas as derivadas de Weyl possiveis.

Voltando ao fibrado, para futuras comparacoes serd ttil definir as componentes®?

W =W =z0' =W0 = (e z)0". (313)

62 Na verdade esta definicio é uma mudanca de coordenadas z; — Wl = e Yz; no fibrado prolongado
(M x O(p,q) x R) x R™.
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Também ¢ ttil saber a equagao d(g"gx;) = d(n''nk;) = 0, que permite ignorar o produto
de métricas contravariante e covariante nas derivadas. Outra equacao util serd a relagao

entre as formas de conexao,

5;9 + Hij = (5§dw + 7t j)+ (5’1,2;€ + 5,1,2]- — njk'r]ilzl) k= (5i’dw + Wij) + Wijkak
= (Oidw + 7)) + e (W, + LW ; — G W))o*
((de + 7 ) +e “’I//I\/ijkak. (314)

i1 ERRES :
Para um tensor T} ";" = el? q)wleln_j;’, sua derivada vale

a(F5) = a (e
= (p— q)e" T} dw
+ @m0 (Vi T5) 0F 4 (e 0Tk ) oty — (e®- 0w Tin) ok 4]
= elPma-Dw (V T )ak + (e(p_q)wfﬁ'.‘;) (61 dw + 7'1y,)
= (P T (o dw + 7,) + .
= elprate </V\kT“) or + (e(p_Q)wﬁ'“ ) [(5;19 +11) — e_wW“zkak}
— (P Ty) (85, Q+ IT,) — e W 0| + (315)

As componentes Q) e IT'; da derivada ndo trazem nova informagao. Agregando as compo-

nentes o temos
N i _ (p—q—Dw [x7 Pit... 7 L. Al' ...
DT}l =e (Vi = Wiy Tl + Wi +

= e(p—q—l)wiﬁkj\v;ll....‘. = /v/k:j;;ll
= VT = Wiy Ty + WD+ (316)

e portanto esta derivada ¢ uma derivada de Weyl mesmo no caso de um tensor geral. O

resultado geral da derivada exterior de um tensor T;ll é
d(Tph) = l/VVkTJf] of + [0 — @) Tji | Q+ | T 1 — [T T+

= [’Vvijjl] o +p -T2+

—

oI = on T 4| T, (317)

A auséncia das formas X; (veja eq. (301)) na equacdo acima mostra que hé algo
faltando. De fato, elas s6 poderiam surgir se derivarmos uma funcao que envolve as formas
de Weyl, e s6 podemos construir tensores com as formas de Weyl através de uma derivada
de Weyl. Ou seja, estas componentes devem surgir nas derivadas absolutas de segunda

ordem.
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Comegamos computando a derivada de W', que usaremos bastante adiante,

d (W) = (040} + 676}, — n''miy)d
= (52(5; + (5;(52 - T]ilT]kj)[El — ZZQ — ZmHml — SlmO'm]
= (5}6(5; + (5;(52 - T]ilT]kj)[Zl — ZmHml - SlmO'm] - WZJkQ (318)
As componentes II’s podem ser simplificadas nas 1-formas ¢’;; dadas por
g = (5,@5;- + 5;-5,2 — ") 2 1T
= 5;6?zmﬂmn + 5;5;;2,” n+ nkjéz N1l
= [67 (6 2m + 62k — Mo 21) + O (652m + 5ij — Njmn" 1)

— 07, (87 2 + O 25 — g™ ) ]I,
= [OFW i + Gy — O, W I, (319)

onde usamos Ny, 11 ; + 011 = 0. O resultado final é

AW, = (0% 8% + 665 — 0 ) [S1 — Sumo™] — W8
+ (05" = W — SR W) I, (320)

Escrevendo a derivada de Weyl em termos da derivada de Levi-Civita e do tensor,

a derivada exterior das derivadas primeiras vale
(W (T7) +d (W) T+ (321)

Devido ao tamanho das expressoes, € melhor computar cada componente separa-

damente. Comegamos pelas componentes 3 (as mais simples). Para elas temos

DY (DuTi) = — (G0 + 867 — ™) T+ (8, 67+ 6L —n'™my) T+ ., (322)
portanto uma combinagao linear do tensor original. A componente €2 da derivada vale
Dq (f)kfff) =(p-—q- 1)/vka;11 - [quc ((p - Q)le1> + <_Wilk) T]ll]

o o) ()]
= -1 [fvvaJZf — Wiy Tk + Wlhkfl“}

=(p—q- VT, (323)

e novamente ela é proporcional ao derivando.
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As componentes 1I da derivada exterior sao

D", (DaTit) = [SuVuTy — 6 VT — 6V, T+ ]

— WOl T = T+ )
+ (G = O W g — W) T |

+ W k(O T — 0T + .. )
+ (8 Wik = 55 W — W) T

= o0 (VT = Wiy Tl + W T+
— o [%T,f;_-;; — W T+ Whn T + . }
— 0 [’vafng — W T + W T + } (324)

Portando o resultado final é o mesmo que a derivada absoluta de tensores usuais

o

D" (DeT5i) = ORNATT = T — RV Tyl + (325)

m

Restam as derivadas relativas ao coframe o. Agregando as componentes temos
DIDLT} = Dy (Vi = Wi Ty + W, T+ )
= V,\V, T — lW“mk/szijﬁ'f — (867, + 0200 — Uilnnkm)snl@Tl'.']

1

+ [ijlkﬁf,i;;; — (6707, + 0o — nmnnkﬁ)snlf’;g;;;] + ..., (326)

e vemos que hd uma diferenca: as funcoes s;; estao presentes nestas derivadas.
Precisamos agora interpreta-las adequadamente. Calculando a derivada de Weyl

da prépria forma de Weyl e invertendo-a, escrevemos a derivada de Levi-Civita como
%jWi = VJWZ + Wk”Wk = VJWZ + (5ZI€W] + (SfVVl — Wkgl])Wk

= V,W; + 2(W;W; — iW*W,g:5) =
VWi = VWi — 2W, W5 — LW W), (327)

Escrevendo o tensor de Schouten da geometria de Weyl em termos do tensor de Schouten

da geometria riemanniana, e usando a equagao acima temos
Sji = Sji— VWi = WiWi+ 5(g" W*Wi)gi; = Sji = VWi + WiW; — 5(¢" W W) gy;. (328)

Relembrando a defini¢ao das funcoes s;;,

— 1(nop
sij = —Sij = zizj + 30" 202p) i
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vemos que os termos nesta solucao, para uma segao z; = W(x,w) = e *W;(z), valem
5z‘j|ﬁ/ = e 2 </V\j17l\/1 -+ §ﬂ> = — (%JZW] + gl]) . (329)

(que nao sdo invariantes conformes por causa da transformacao da forma de Weyl).

Substituindo estes termos nas derivadas absolutas (326) temos

f)lf)kf}-if],'[|z=e—wW(z) = l%zfvkaff o= W“mk%lf;? + ijlk%lﬁiﬁff +.. 1

+ (0107 4 6167 — ") (—%an — §Zn> T]Tl”

— (67 + 8T — 0" 0, (—’%ZWH - §ln> T ..

= V(T = Wi+ W+ )

~ (5187, + L~ 7 ) Su T

+ (0,165, + 87 op — nm”nkjl)én:f,i;;; +..0, (330)
que enfim implicam

k Ym

+ (0187 + 0TS — 0" g, ) St Tk + - (331)

Aqui temos os novos invariantes conformes, mas ao contrario dos casos anteriores a de-
rivada absoluta segunda de um tensor nao é apenas sua derivada covariante: a derivada
absoluta de segunda ordem é uma combinacao da segunda derivada de Weyl, e do tensor
de Schouten, tal que as derivadas da forma de Weyl sejam canceladas. A aparicdo desta
combinagao faz sentido, pois incluir as derivadas %in exigiria a presenca de m? novas
coordenadas Z;; e portanto um fibrado de dimensao maior. Também podemos concluir
que o mesmo fendmeno ocorrera nas derivadas maiores: as derivadas de uma certa ordem
incluem o tensor de Schouten da geometria de Weyl (e suas derivadas de Weyl) de forma
que apenas a forma de Weyl esteja presente no resultado final.

E crucial notar que mesmo que possamos escolher %mCi ikt = 0, aderivada em (331)
em geral nao serd zero se o tensor de Schouten da geometria de Weyl nao for zero. Este
encerramento prematuro do Método de Cartan pode levar a resultados incorretos.®3

Para completar o calculo das derivadas precisamos computar as derivadas de s,

63 Esta possibilidade ndo estava prevista em (OLVER, 1995), embora pudesse ser evitada se houvéssemos
retornado ao fibrado M x SO(p, q) x R apds termos escolhido nossa 1-forma de Weyl.
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necessarias para as derivadas de ordem maiores que dois.

dsij = — dgzj — QZ(ide) + 772']‘ (nklzldzk)
= (5]“51 5;“5;? — nlknij)zldzk

— (Vk52]> 2§UQ - gm]HmZ - glmHm]‘|
(§f5 + (5’“61 nlkmj)zl(Ek — 2100 — 2, 1™y — spmo™)
[VkS — syW w] — 25;;0 — [—gmj ZmZj + 2(7]°pzozp)fr]mj} ",

Szm ZiZm + %(nOpzozp)nim} Hmj - Wkijzka (332)

onde usamos 7% 2,2, II"™; = 0 e somamos 0 = — (7% 2,2,) (N II™; + 1, II™;). Portanto o

resultado final é
dSi]’ = — |jvik§” — Wlijslk] O'k — 281']'9 — Sikaj — Sijki — Wszk (333)

Com este resultado, podemos calcular as derivadas maiores.

Embora o problema de equivaléncia conforme parecga resolvido, ha uma possibili-
dade que nao exploramos. Se o tensor de Weyl for zero nao hé torcao essencial para ser
normalizada na equacao de estrutura dos coframes modificados, e portanto precisamos
resolver o segundo prolongamento calculando as fungoes de estrutura das formas ;.

Se a dimensao da variedade for maior que trés sabemos que o espaco é conformal-
mente plano e este calculo serda apenas uma formalidade, mas para espagos tridimensionais
o tensor de Weyl pode ser zero sem implicar que a variedade é conformalmente plana.

Voltando a forma ¥; = dz; + 2;§2 + ziHij + sjiai, sua derivada exterior é

dEj = de A Q + Zde + dZi N Hij + ZidHij + dei A\ O'i + SjidO'i
= (ZJ — ZZ'Hij — SﬂO'l) A Q -+ zj(Ei A\ O'i) + (EZ — ZiQ — Zkai — SilO'l) A Hij
+ Zz(Hlk VAN ij + Ej VAN O'i — 77“21 VAN O'knkj — CZJ> + dei A O'i
+8i(QA o' + T A 0F), (334)

que pode ser reorganizada como

dY; = 25 A Q+ 5 AT+
dsji + 32iC" 0" + 2879 + 25011y + 2205 — my (122 | A o, (335)

Ao substituir a derivada de s todas as componentes entre colchetes, com excecao daquela
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referente ao coframe modificado, sdo zeradas. Restam

d¥; = —QAY; - I A S + [;Ziéijkl — (ViSj — Wijlsik)‘| ot no'

= —QAY; -5 A,
+ [1ziC~’ijkl - <€[k‘§l]j - Wilkgji - szkgll) + Wijlsik} O'k VAN O'l

2
== QA =I5 A8 + (3270 + VS ) oF Ao, (336)

Lembrando da defini¢do do tensor de Cotton, C’jkl =2(m— 2),Vv[l§ k)j» 0 resultado final &

de =-0OA Ej — Hij A Zi + {éjkl + (m — 2)%’6’2‘]@} O'k VAN (Tl. (337)

2(m —2)

Para dimensoes maiores que trés o tensor de Cotton é proporcional a divergéncia
do tensor de Weyl, portanto se o tensor de Weyl for zero o tensor de Cotton sera zero e
estas geometrias sao equivalentes a geometria plana. Para variedades tridimensionais o
tensor de Cotton nao sera identicamente nulo, e o reobtemos como invariante conforme.
Nestes casos ele e suas derivadas farao o papel do tensor de Weyl na solugao do problema.

Por conveniéncia vamos recapitular os resultados. Os coframes modificados sao
dados pelas equagoes (297), (299), (300), (301) e (309):

o' =e"0" =e"r'ju,

Q= dw + 20",
I = ' + (51155' —n'nix) 20",
¥ = dzj + 2(Q6; + 1)) — <§jl + 22 — %njmof"zozp) o, (338)

enquanto as equagoes de estrutura sao dadas por (298), (301), (310) e (337):

do’ = (6 +1T';) A o,
dQ — Ek N O’k,
dHij = I A ij + (51252' - nilnjk)Zz Ao+ %6ijk10'k A\ al,

dzj = — (Qé; —+ HZ]) A Ez —+ {éjkl + (m — 2)ziC~”’jkl} O'k A O'l. (339)

2(m — 2)

A derivada exterior de um tensor arbitrario de ordem (p, q) é dada pela equagao (317),

a [T = [/Vkajfl of + (- QTj | Q4 [oaT — o T+ .| 1, (340)

m=ji... ji T m...

enquanto a derivada exterior de sua derivada de Weyl, ﬁkfﬁ = %kfﬁ, foi calculada
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nas equagoes (322), (323), (325) e (331):
d [f)kfﬁ} = lfvvlﬁrj’;f — (030, + 0107 — Wilnﬁkm)gznfﬁf

+ (OO + OO — ™ gy ) St T + ] o

+llp—q- DV | Q
T 5T 6V, T ] .

— (6E30h 4+ 510, — ) T

— (078 + ook — ) T + . )% (341)
Com estas equagoes resolvemos qualquer problema de equivaléncia conforme de métricas.
Embora os invariantes sejam uma combinagao das derivadas do tensor de Weyl (ou
de Cotton) e do tensor de Schouten, a igualdade dos invariantes implica a equivaléncia

conforme, que implica a igualdade das parcelas separadamente.
Em vez de resolver as equagoes do difeomorfismo para os invariantes podemos
resolvé-las para os tensores de Weyl/Cotton e Schouten e suas derivadas de Weyl, com
a desvantagem de envolver as derivadas da forma de Weyl nas equacoes. Temos entao a

forma final da solucao do problema de equivaléncia conforme.

Teorema 5.2.1 (Equivaléncia Conforme de Geometrias Riemannianas)

Sejam duas variedades M e M de dimensdo m > 3 e duas métricas g e g definidas
em subconjuntos abertos nestas variedades. As duas métricas sao equivalentes se e somente
se existirem coframes w e w e I-formas de Weyl W e W tais que as componentes dos
tensores de Weyl C'jp(z) e Uijkl(f), de Schouten %Zj(m) e %”(f) e suas derivadas de
Weyl sejam iguais para uma solug¢io T = ®(x).

Para variedades de dimensao m = 3 substituimos o tensor de Weyl pelo tensor de

Cotton nas afirmacoes acima.

Note que a igualdade do tensor de Schouten e suas derivadas podem ser substituidas
pelo tensor de Ricci. Também poderiamos trocar todos os tensores pelo tensor de Riemann
(da geometria de Weyl) e suas derivadas, embora isto resulte em equagoes diferenciais
dificeis de resolver. Por outro lado, o Método de Equivaléncia de Cartan obtém uma
ordem Otima para a solucdo do problema: primeiro normalizamos o tensor de Weyl,
depois a sua derivada de Weyl, que nos permite escolher a 1-forma de Weyl; depois a
derivada segunda do tensor Weyl e o tensor de Ricci/Schouten; e em seguida as proximas
derivadas destes dois tensores.

Antes de encerramos esta secao faremos algumas observagoes sobre a unicidade da

normalizac¢ao dos novos parametros do grupo.
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Se o tensor de Weyl (ou Cotton) for diferente de zero sempre haverao componentes
e~ 2w (i jki(x,7) # 0, e podemos normalizar uma delas escolhendo CN’ijkl = 1. Em particular
se a componente escolhida nao depende dos parametros do grupo a normalizacao de
w = w(x) equivale a normalizagdo da prépria métrica, ou seja, a escolha de uma unica

métrica canonica gy tal que
9o = ij (ew(””)wi) ® (ew(“)wj) = (eQw(w)gzj) W W (342)

Nestes casos temos a opc¢ao de normalizar a métrica e resolver a equivaléncia conforme
por outro caminho: duas geometrias riemannianas sao equivalentes se e somente se suas
(inicas) métricas normalizadas sdo isometricamente equivalentes.

Quanto as formas de Weyl z;, é possivel mostrar que cada escolha para a forma
da derivada é Unica. Para mostrar isto, considere um tensor de Weyl nao-zero e duas

conexoes de Weyl tais que suas derivadas sejam idénticas,
ACijklm = V}nCijkl - V,QnCijkl =0. (343)

Escrevendo a equagao em termos de v'j, = (W) — (W?)' e v; = W — W2, temos

AC jjim = = VnmC™ ikt + 0" 5Okt + V" ke C it + 0" 1 C o
= — (6,00 + 00 — V' G ) O™ gt + (6105 + 0F Uy, — V" G ) C i

+ (0 v + Opvm — v"gkm)Cijnl + (60 vy + 0] v, — 'U"glm)Cij,m =0. (344)
Abaixando o primeiro indice e simplificando,

Gin AC" jkim = 20, Cijii + (0iCrjrr + V;Cimit + VClijmi + ViCijkm)
— (9miCnjrt + ImiCinkt + GmkCijni + GmiCijin)v" = 0. (345)

Por outro lado, contraindo o primeiro e o tltimo indice temos

AC™ jiim = 20" Crjit + v C™ i — (MCljri + Cintt + Crjni + Clikn)0" =0
= — (m —3)v,,C™ i — (Crjri + Crijre + Crgr)0"
= — (m — 3)Um0mjkl — SURC”UM] =0 = vm(]mjkl =0, (346)

logo as contragoes de v com o tensor de Weyl devem ser zero, o que elimina a segunda

linha na férmula de ¢, AC" jpp,,. Simetrizando os indices 7, k e m temos

i AC" Grjiim) = 20 Clitiry + ViCanjry + G Clipmiyt + V& Cliljmyu + ViCiGikm)
= 40 Cljen =0 = v, =0 = W, = W.. (347)
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Portanto cada normalizacao da forma de Weyl é tnica. Podemos usa-la para
escolher, sem ambiguidades, m componentes da derivada do tensor de Weyl iguais a zero.

Por outro lado, para o tensor de Cotton, temos uma equacao parecida,

ACkim = V" jmCst + V" kmCint + 0" 1;mClign = 0
= (0 0j + 65 VUm — V" Gjim) Crt + (6,0% + 0 Vm — V" G ) Cji
+ (Omvr + 6"V — V" gim) Cin
= 30mCirr + (V;Crtt + V6Climu + ViCkm)
— (9mjCrit + 9mkClint + GmuClikn)v™ = 0. (348)

Contraindo o primeiro e tltimo indice temos

ACu™ = 30" Crpt + v C" i — (MChpy + Crpu + Clign)0"
40" Crg — (m + 1)0" Crpg — 0" Cpig = —(m — 3)0v™ Crppa = 0, (349)

mas nao podemos usar esta equagdo se m = 3 (o resultado é o mesmo para outras

contragoes). Felizmente ha outro caminho. Calculando v™AC)j,, temos

UmACjklm = 3(Umvm)0jkl + Um<Uijkl + Uijml + Ulekm>
— (vj(]nkl + UkOjnl + Ule;m)Un = 3<’Um?}m)0j‘kl = 0 — UmUm = 0, (350)

e portanto o vetor v deve ser nulo. Com o resultado acima voltamos a equacao original e

contraimos com v/v*, que implica

VI 0F AC)kim = 30, (V0" Cjpy) + 01(07 0" Clpn) — (Vi Crgt + 007 Oy )v™ = 0

= QUjUijk(lvm) =0 = v "Cjy = —1*Cy = 0. (351)
Usaremos este resultado para obter outro mais forte. Calculando v ACkam) temos

UjACjk(lm) = 3UjCjk(lUm) + UjCjk(mvl) - U(mC‘nk”)Un = 3UjCjk(lUm) =0
= /(O =0, (352)

e por outro lado

VFACikjim) = 30m 0" Chirty + V" Comiiiivgy + V*Cliirm 0ty — VmCipnpv™ = 0
= 4UkC(]’|k|l’Um) =0 = Uijk:l = _Uijlk =0. (353)
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Por fim, simetrizamos os indices j, k e m e usamos os dois resultados acima, obtendo
AC(jkmm) = SU(mOjk)l + v(ijk)l + v(ijm)l = 5U(ijk)l =0 = Um = 0. (354)

Também no caso do tensor de Cotton cada escolha de sua derivada de Weyl é tnica, e
poderemos escolher trés de suas componentes iguais a zero.

Se a variedade nao for conformalmente plana sempre poderemos normalizar
w = w(z,r) usando o tensor de Weyl (Cotton) e as m componentes z; = z;(z,r) da
forma de Weyl usando a derivada daquele tensor.

Feitas estas observagoes, em teoria o limite superior do nimero de derivadas ne-
cessario para resolver o problema de equivaléncia conforme é %m(m + 1). Na prética o
limite serd menor pois mesmo nos piores casos muitos parametros de O(p, ¢) serdao simul-

taneamente normalizados ao escolher a forma do tensor de Weyl.
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6 EQUIVALENCIA DE ESPACOS-TEMPOS

Estabelecidos os principais teoremas de equivaléncia para métricas arbitrarias, va-
mos focar nos casos de nosso maior interesse: espacos lorentzianos quadridimensionais.
Os estudos especificos destas geometrias comecaram com Brans (BRANS, 1965), quem
primeiro conjecturou a solucao de Cartan para resolver o problema de equivaléncia entre
espagos-tempos, mas apenas quinze anos depois grande progresso foi obtido por Karlhede
(KARLHEDE, 1980), que encontrou uma maneira pratica de normalizar os tensores de
curvatura.

Um estudo completo para a solugdo do problema de equivaléncia isométrica de
espagos-tempos pode ser encontrada em trés artigos de Pollney, Skea e d'Inverno, (POLL-
NEY; SKEA; D’'INVERNO, 2000a), (POLLNEY; SKEA J. E. F. AND D’'INVERNO,
2000), e (POLLNEY; SKEA; D’INVERNO, 2000b). Aqui s6 nos ocuparemos de alguns
de seus aspectos mais interessantes.

Mas para compreender a solugao de Karlhede é necessario o conhecimento da for-

mulacao espinorial da geometria lorentziana, que veremos a seguir.

6.1 Espinores

As duas proximas secoes sao dedicados ao estudo dos espinores covariantes do grupo
de Lorentz. Estes espinores sdo vitais para entender o formalismo de Newman-Penrose e
oferecem um método natural para decompor e classificar os tensores de curvatura.

Esta e a préoxima segoes sao baseadas nos textos de Pirani (PIRANI, 1964), Stewart
(STEWART, 1991) e a dissertagdo do préprio autor (SOUZA, 2014). Uma abordagem
mais detalhada do assunto é encontrada nos dois volumes escritos por Penrose e Rindler,
(PENROSE; RINDLER, 1984) e (PENROSE; RINDLER, 1986).

Nesta primeira secdo nos ocuparemos apenas com a algebra que estes espinores
obedecem, deixando questoes relacionadas as derivadas e curvatura para a préxima secao.

O grupo de Lorentz L é o conjunto de todas as transformacgoes que deixam invari-

ante a métrica de Minkowski,
Gab = Nab = dlag(17 _17 _17 _1)7 (355)

0 que equivale a preservar a norma lorentziana 1,,v%v° de todos os vetores v®. Este grupo
nao ¢é simplesmente conexo, mas é conexo por partes, o que mostraremos a seguir.
Escrevemos a transformagcao das componentes de v numa forma matricial, v = Awv,

onde v,v" sdo as componentes originais e transformadas do vetor e A é uma matriz 4 x 4
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que representa a transformacao. Podemos escrever a norma de v® como v'nv, onde ¢ indica,
a transposigao de matrizes e n = diag(1, —1, —1, —1) é a matriz que representa a métrica

de Minkowski. A condicao para que A pertenca ao grupo de Lorentz é

I’ = (v AHn(Av) = vingo, (356)

e como o vetor é totalmente arbitrario obtemos a condigao:

A'pA = 1. (357)
Calculando os determinantes dos dois lados da equagao, concluimos que

det(A) = £1. (358)

As transformagoes com det(A) = 1 sdo ditas proprias, enquanto aquelas com det(A) = —1
sdo chamadas impréprias. As primeiras preservam a orientacao das bases, enquanto as
ultimas a invertem. Estas duas partes do grupo L sao desconexas. Apenas o subconjunto
de transformacoes proprias forma um subgrupo, pois apenas ele contém a identidade.

Para a transformacao da componente 79 temos
Mo = (M”)? = (Ao")? = (Ae?)? = (A*)* = 1, (359)

o que requer (Ag?)?2 > 1. Se Ay® > 1 a transformagao ¢é dita ortécrona, enquanto no caso
Ao? < —1 temos uma transformacio nao-ortécrona. As primeiras preservam o sentido do
tempo, enquanto as ultimas o invertem. Apenas as primeiras formam um subgrupo.

De acordo com a preservacao da orientacao da base e do sentido do tempo, podemos
dividir o grupo de Lorentz em quatro partes conexas. Somente uma destas partes constitui
um subgrupo, o subgrupo de transformacoes de Lorentz proprias e ortocronas, denotado
por LI. Nosso interesse esta neste subgrupo.

Considere agora as seguintes matrizes:

(360)

09 = —= —=03

1 (10 1 (01 1 (0 —i 1 (10
1 V21 o)’ vVeli o] V2 0 -1/’

ou seja, oy ¢ proporcional a identidade e as outras sdo proporcionais as matrizes de Pauli.
Usaremos estas matrizes para associar a cada vetor v® uma matriz hermitiana () através

de (somatorio aplicavel)

1[0+ ot —di?
Q = vio, = — . (361)
V2 (ol 4 in? 00— o3
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Vemos facilmente que det(Q) é metade da norma lorentziana de v®. Logo qualquer trans-
formagao linear que preserve det(Q)) é uma transformagao de Lorentz.

Considere a transformacdo de similaridade: Q — Q' = MQMT?, onde M pertence
ao grupo das matrizes complexas de 2% ordem com determinante unitario, SL(2, C). Estas
transformacoes preservam o determinante de (), logo sao transformacgoes de Lorentz.

Como o grupo SL(2,C) é simplesmente conexo, ndo pode ser associado a todas
as transformacoes de Lorentz. Seus elementos podem apenas ser associados ao subgrupo
conexo L]. Por fim vemos que as matrizes M e —M sdo associadas & mesma transformacao
de Lorentz. O mapa SL(2,C) — Ll é portanto um homomorfismo dois-para-um.

Explicitamente, as matrizes M podem ser escritas como

A 0 10| (10
M = : : : (362)

0 Al c 1 01

onde A, b e ¢ sdo fungoes complexos dos pontos do espago-tempo. Explicaremos a inter-
pretacao destas transformacoes de Lorentz na secao 6.3.

As transformagoes lineares M operam sobre um espago linear complexo bidimensi-
onal, o espaco espinorial de LI e denotado por S. Seus elementos sdo chamados espinores.

Seja ¢4 uma base de espinores, onde A e demais indices latinos maitsculos podem
assumir os valores 0 e 1. Dado um espinor &, denotaremos suas componentes com relacao
a esta base como &4 = (£2,¢1), de forma que podemos usar a convengdo de somatério
para escrever ¢ = £4¢4. Seguindo a terminologia da dlgebra tensorial, estas componentes
sao chamadas de contravariantes. Ideias analogas se aplicaram ao espago dual S*. As
componentes dos operadores lineares em relacao a base dual também sao denominadas
covariantes e denotadas por subindices, como em wy.

Estes dois espacos lineares nao bastarao aos nossos propositos. Para diferenciar
quantidades reais, precisaremos de uma operacao de conjugacao de espinores, mas os
complexos conjugados das componentes de um espinor ndo sao componentes de outro es-
pinor. Se mudarmos a base dos espinores de forma que as componentes £ se transformem
como &4 — ¢4 = TAR¢B | onde T45 ¢ uma transformacdo linear complexa qualquer, as

componentes conjugadas se transformam como
4 = g4 =T4p &P (363)

E preciso definir um espaco linear S, o espaco conjugado & S, para abrigar objetos
cujas componentes tenham estas transformacoes. Para eles adotaremos duas convencoes:
os Indices referentes a estes espacos serao letras latinas maitsculas com um apédstrofo, e
os espinores conjugados a um certo elemento de S serao denotadas pela mesma letra, mas
com um traco acima. Por exemplo, o espinor em S conjugado ao espinor £ é denotado

s 7z s ! ~ — .
por &, e terd componentes €4 em relacao a base <4 composta dos conjugados aos 4.
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Embora haja uma bijecao entre os dois espacos, esta relacdo nao é isomorfa pois
ela nao é linear (aA +cfA £at + CBA/>. Por este motivo S e S ndo podem ser vistos
como o mesmo espaco. Pelo mesmo raciocinio, precisaremos de um espaco S° conjugado
a S* e dual a S, cujas componentes serdao indicadas por indices covariantes com apéstrofo.

De posse desses quatro espacos, construimos espacos de espinores de ordens maiores
de forma quase totalmente analoga ao caso de tensores, ou seja, através de mapas lineares
que atuam num conjunto de espinores de 1* ordem. A diferenca neste caso é a presenca dos
espacos conjugados, que permitem construir espinores com 4 tipos de indices. Podemos
por exemplo construir um espinor ¥ 44 através de um mapa linear ¥ : S x S — C.

Entre os espinores ha um subconjunto, os espinores hermitianos, que formam um

espaco vetorial sobre o corpo dos reais e tem papel essencial para a teoria.

Definig¢ao 6.1.1 (Espinores Hermitianos)

Um espinor é dito hermitiano se € igual ao seu conjugado

Qay.ana.a, =Qaanay..a, = Qay .4, (364)

Obviamente apenas espinores com o mesmo nimero de indices usuais e conjugados podem
ser hermitianos.

Voltando a equacao (361) e lembrando que a matriz @) sofre uma transformagao
de similaridade, concluimos que esta matriz deve ser um espinor Q4. Como hé um
isomorfismo entre os vetores e estes espinores de segunda ordem, consideraremos ambos

os mesmos objetos geométricos. Reescreveremos a equagao (361) como

/ !
v = g, AN, (365)
. oy !/ 2
Dado um espinor hermitiano v44" o vetor correspondente é dado por
00’ 1’ 01’ 10/ (01 10/ 00’ 11/
v+ v v+ v (v —w v — v
= o= 1)2:(—), V= (366)

V2 V2 V2 V2

AA

~ . / . . ~
Reescrevemos as equacoes aclima co1mo v* = O'aAA/U s onde as matrizes inversas sao

[0 anr] = [%AA/], sea #2e[0’aa] = —[U2AA,]- (367)

AA

. / ~ , .
As matrizes o, e 0%, 4 sao chamadas simbolos de Infeld-van der Warden e satisfazem

— AA’ AA’ —a a a AA’ a AA" _a ATA
(o = 0gq y O A4 — O AA, O AA'Op = 5b7 Oq 0O Bp' — 5353/. (368)

O isomorfismo entre vetores e espinores contravariantes induz um isomorfismo entre



112

as 1-formas e espinores covariantes através de

i

!
Qg0 = ayo® ga v = apv™ = aan = a0%an. (369)

Por fim, o produto tensorial permite permite obter um equivalente espinorial para qualquer

tensor, e um equivalente tensorial para qualquer espinor hermitiano

AA!

AA'... a... b Q... AA’... a B
T .. =1T%"y 0,°"0'pp ..., T =T BB'..0" AA/0Y

(370)
As equagoOes acima também sao validas para espinores nao-hermitianos, mas seus equiva-
lentes tensoriais sao tensores complexos, T%,  + A%y +iB%y, .

Na pratica raramente usaremos os simbolos de Infeld-van der Warden, sendo mais

pratico realizar calculos e obter componentes através de contragoes, como em
A1 AL AR AL _ gat...an
7 " Ay AL A, = T (371)

Também nao é comum usé-los em calculos abstratos, preferindo-se escrever diretamente
as equagoes espinorias ou tensoriais correspondentes.
Obviamente a métrica possui um equivalente espinorial. Ele pode ser obtido através

da relacao entre a norma lorentziana de um vetor e o determinante do espinor,

i

||U||2 = gAA/BB/UAA UBB/ = 2det(v) = €AB<§A/B/UAA/UBB/, (372)
onde €45 é 0 2-espinor antissimétrico® cujas componentes sao dadas por

g0 = €11 =0, €nn = —€10 = 1, (373)
e Eq4p € 0 seu conjugado. Portanto o equivalente da métrica é

JAA'BB' = EABEA'B'- (374)
S6 ha uma componente nao-zero tinica no espinor €45, que se transforma como

co1 — €y = My M Bep = M° M, — My M,° = det(M) = 1, (375)

sobre uma transformagao dada por uma matriz SL(2,C). Logo o espinor é invariante as

transformacoes de Lorentz.

64 Esta equagdo é consequéncia da definicio de determinante, det(A)vt A... Av™ = A(vY) A... A A(V"),
onde A :V — V' é uma transformacao linear, dim(V') = dim(V”) = n e A sdo os produtos exteriores
definidos em V' e V’. Em termos de componentes podemos obter n!det(A) = E ; E/-In A% . A

i In?
/
onde Ej

4, € B2 sdo os simbolos de permutagao totalmente antissimétricos.
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A equagao (374) sugere usar os 2-espinores do lado direito para abaixar indices
espinoriais. Para isto definiremos um produto escalar entre dois espinores, cuja existéncia

serd a base de todo o nosso estudo posterior.

Definig¢ao 6.1.2 (Estrutura Simplética)
Sejam «, B dois espinores e ¢ um escalar complexo. O produto simplético entre os

dois espinores [a, B] € um mapa [, ]: S x S — C que satisfaz

[car + 7, 8] = clo, B] + [, ],
[O"B] = _[ﬁa a]u
[, 8] =0V a<~= [ =0. (376)

A defini¢do é semelhante & de um produto interno, apenas trocando o sinal da segunda
propriedade, que implica [£,£] = 0 para qualquer l-espinor. A maior consequéncia da
definicao acima ¢é que a estrutura simplética define nosso 2-espinor ¢ antissimétrico.
Dado um espinor o, a terceira propriedade da definicdo implica que ha espinores
¢ tais que [0,£] # 0, e a primeira propriedade permite dividi-los por este valor e obter
espinores ¢ = £/o, €] que satisfazem [0, ] = 1. Este espinor nao é tnico, pois para qualquer
escalar ¢ temos que ¢ + co satisfaz a mesma condi¢do. Doravante usaremos como base
espinores ¢y = 0 e ¢; = ¢ que satisfacam [0,:] = 1. Estas sdo chamadas bases simpléticas,
bases espinoriais ou diada espinorial, e sdo analogas as bases ortonormais de um espaco

com produto interno. Em termos de componentes a condi¢ao acima é escrita como
eapo® = 1. (377)

Deve-se tomar cuidado ao escrever as componentes de um espinor nesta base em

termos de contracoes com os espinores da diada. Para & = % 4+ &1 vale

¢ = —eaptEP, &' = eapo’e”. (378)
A estrutura simplética pode ser escrita em termos das bases espinoriais como

EAB = OALR — LAOR. (379)
Com a estrutura simplética, associamos a cada espinor ¢4 € S o co-espinor

€a=EPepy. (380)

Note que a ordem dos indices é importante, pois a estrutura simplética é antissimétrica.
A nao degenerescéncia da estrutura simplética implica que podemos usa-la para

induzir outra estrutura no espago dual S* e, como no caso da métrica, ambas sdo consi-
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deradas o mesmo objeto. As componentes contravariantes de € sao definidas por:%

8% pa =0 <= " =e1=0"=£0=1. (381)
De posse da estrutura simplética em S* podemos definir

¢4 = e4B¢p. (382)

Novamente note que a ordem dos indices é importante. Ressaltamos que as equagoes para
levantar e abaixar indices sao definidas com sinal positivo se os indices adjacentes forem
dispostos de modo que a contracdo ocorra no sentido  \ 3.

A conjugacao de S para S nos permite mapear a estrutura simplética em S numa
estrutura simplética em S, que denotaremos por &, e possui propriedades idénticas a &
(portanto nao faremos nenhuma demonstragao para as propriedades de &).

Com estas definigoes podemos mostrar facilmente que o equivalente da métrica

contravariante é o (linico) espinor
’ ’ AT
Como no caso de um tensor métrico, com a estrutura simplética a ordem dos

indices contravariantes e covariantes importa. Mas como nao ha isomorfismo entre S e

S* a ordem de indices com e sem linha nao importa, pois ndo haverd ambiguidades,
Qaa” = Qua® = QU4 # QP au. (384)

Contrario ao caso de uma métrica, a antissimetria de ¢ implica que trocar os indices

de uma contragao altera o sinal do resultado. Como exemplo temos

- A AC—= CA= =C

ZA B=E& ZACB = —& ZACB = T2 0B (385)
O fato do espaco de espinores ser bidimensional e ter uma geometria simplética

resulta numa algebra simples, com identidades que facilitam os calculos. A primeira delas,

as vezes chamada Identidade de Jacobi, pode ser reescrita como

eapécp) =0 <= €apécop +€acepp +capepc =0

= eape?? = ,%pP —e4Pep? = 0965 — 6565, (386)

65 A matriz equivalente a 48 é a negativa da inversa da matriz de €45, pois nao somamos os indices

adjacentes na definicdo da estrutura contravariante.
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Considere a contragao com um espinor 6 _cp... Temos

eaneP0 cp. =0 ap. — 0 pa. = 0_jap.. = teapd . (387)
O caso dos espinores de ordem 2 é interessante. Para eles é valido escrever

Oup = Oiap) + 2ea0c”, (388)

ou seja, decompomos o espinor numa parte simétrica e num escalar (multiplicado por ¢).
Este é um resultado geral: todo espinor pode ser decomposto em espinores totalmente
simétricos de ordem igual ou menor (multiplicados por fatores adequados de ¢). Esta é a
decomposicao das partes antissimétricas de um espinor. A exata forma da decomposicao
depende da ordem e das simetrias dos indices do espinor. Se o espinor tiver os indices
usuais e conjugados a decomposicao pode ser efetuada em cada tipo de indice.

Outra decomposicio é obtida se 445 ap.. = 0. Nestes casos vale

Eup.ap.. =0 <= Qup ap. = EAXBC..A'B..., (389)

para algum espinor xpc. a'p... A prova é obtida completando a base espinorial com p
tal que &4 = 1 e separando as componentes do espinor nas direcdes &4 € 4.

Espinores com mesmo o niimero de indices nao-conjugados e conjugados sao dire-
tamente mapeados em tensores pelos simbolos de Infeld-van der Warden. Por outro lado
espinores com um nimero distinto destes indices, mas cuja ordem total seja par, podem
ser mapeados em tensores com a ajuda da estrutura simplética.

Por exemplo, seja ¢4 = ¢4 um espinor simétrico, podemos definir
Hanpp = Gapéap = —¢pafpa = —Hppan. (390)

Logo o equivalente tensorial de ¢4p é uma 2-forma (complexa) H,,. Podemos reobter
o espinor a partir dela através de ¢ p = %H 408% . Daqui é facil ver que se F,, é uma

2-forma real seu equivalente espinorial é dado por

Fapap = GABEan + G apEan. (391)

Espinores com nimero impar de indices ndo podem ser facilmente interpretados
em termos de um tensor, mas podemos obter um equivalente para seus quadrados. Para

. . ! <A’ .
um espinor &4 podemos construir um vetor real 44" = €464 que deve ser nulo pois

€™ = (£a€4) (E7EY) = (EaEM) (€0 EY)

0. (392)
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Logo cada espinor ¢4 corresponde a um vetor nulo £¢.%6
Por fim, mostraremos que também ha uma decomposicao para as partes simétricas
dos espinores. Considere um espinor 245y totalmente simétrico e sua contracdo com n

espinores 4. Se €% # 0 podemos escrever

Quap.nEe8 .. €V = P(E0,¢") = (€°)"P(1,£/€°), (393)

onde P é um polinémio complexo de grau n em duas variaveis. O Teorema Fundamental

da Algebra garante que ele possui n rafzes r, complexas, portanto vale

P(%,6") = (€")"P(1,€'/€") = Quu.a(§' — &) (§! — ") ... (€ —rul"). (394)

Definido espinores cujas componentes nesta base tenham estes valores podemos escrever

P(&%,&") = (aas™)(BpE”) ... (vn€N) = auBp . .. vm P €Y, (395)

e como o espinor £ é arbitrario obtemos

Q(AB...N) = Oz(AﬁB - UN). (396)

Todo espinor totalmente simétrico pode ser decomposto em um produto simetrizado de
1-espinores.%” Estes espinores sio determinados a menos da ordem e de fatores multi-
plicativos, e sao chamados espinores principais de Qap..ny. Cada um deles determina
uma dire¢ao nula no espaco-tempo chamadas direcoes nulas principais de Qap..ny. Esta
decomposicao ¢ chamada decomposicao canonica de dap.. n).

A decomposicao candnica permite classificar aos espinores de acordo com o nimero
de direcoes principais distintas e suas multiplicidades. Mais a frente, teremos a chance de
usar esta classificacdo para estudar os tensores de Weyl das geometrias lorentzianas.

Até aqui todos os resultados forma obtidos para a métrica de Minkowski usando
as bases holénomas das coordenadas retangulares. Porém, os resultados podem ser fa-
cilmente generalizados para qualquer métrica g definindo os simbolos de Infeld-van der

AA

Warden num frame e coframe ortonormal ¢ = n;;:w* ® w?. Sejam o; e oty a 0S sim-
g nz] ) i AA

bolos de Infeld-van der Warden definidos no frame ortonormal (os mesmos do espaco de

66 O contrario nao é verdade pois €?¢4 corresponde ao mesmo vetor nulo. Também vale observar que
s / ~ ~ . .
—£A€4 | que representa uma reflexdao total de £%, nao pode ser obtida do produto de um espinor.

Apenas vetores nulos que apontam para o futuro podem ser representados pelo produto de um espinor.

67 Ao contrario da decomposicéo das partes aintissimétricas, em geral ndo ha decomposicio para espinores
com amos os indices nao-conjugados e conjugados, ainda que seja totalmente simétrico em ambos.
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Minkwoski) a relacdo num frame holénomo é

AA i AA

o, =W ()o;

0% qn = eX(x)at gur. (397)

Para defini-los num frame €} qualquer, seja e, = B} (x)e; a relagdo com um frame nulo e

(B71)}(x) a transformagio inversa, definimos

o™ = Bl(x)o;™, 0" an = (B™V)i(x)07 an. (398)

Com as defini¢des acima somos capazes de construir o isomorfismo entre tensores e espi-

nores para um amplo conjuntos de métricas.5

6.2 Curvatura na Forma Espinorial

Nesta se¢ao aprenderemos a calcular a derivada de Levi-Civita de espinores e a

decompor o espinor de Riemann. Comegamos definido a derivada covariante.

Defini¢ao 6.2.1 (Derivada Covariante de Espinores)
A derivada de Levi-Civita de espinores é o operador diferencial V; com as sequintes

propriedades:

Vi(Espo.. +Upc.) =ViEspc. +Villppo.,

vi(EBB/C’...QDD’E...) = ( iEBB’C...)QDD/E... + EBB/C...(v’iQDD/E...)a

iZpper.. = ViZppc..,
ViV f =0,
Vo' aa =0,
Viean — 0. (399)

As duas primeiras propriedades sao a linearidade e a regra de Leibniz, usuais nos opera-
dores de derivacao. A terceira propriedade é a hermiticidade do operador de derivagao,
e garante que derivadas de espinores hermitianos também serdao hermitianas. A quarta
propriedade garante que esta derivada covariante é livre de tor¢cdo. A quinta garante que
a derivada de espinores e tensores equivalentes também serdo equivalentes. A sexta diz

que a estrutura simplética serd paralelamente transportada ao longo de qualquer curva.

68 H4 uma exigéncia topoldgica para a definicio consistente de espinores em toda a variedade: a orienta-
bilidade global da mesma.



118

Usando as equagoes (399), é facil mostrar que temos a conexao de Levi-Civita,
Vigi; = V(oY 0,55 ganpp) = 02 0,58 Vi(eapéarp) = 0. (400)

Explicitamente as componentes da derivada covariante de um espinor 4 sao
Vil =Die" + T ", (401)

onde ' ; sd0 os coeficientes de conexao no espaco de espinores, dados por

Mg = lO'iAC/(O'jBC’Fijk + Dyo'per). (402)

N

Para espinores com outros tipos de indices temos

Via =Diéa — T8 185,
VigA, :DigAl + fA/B’agB/a
VZEA/ :DZEA/ - fB/A’aEB“ (403)

Espinores de ordem maior se comportam como derivadas do produto de 1-espinores.
Em geral é inconveniente ter um tnico indice tensorial no meio das férmulas espi-

noriais, mas podemos substitui-lo por dois indices espinorias através da definicao
VAA’ :UZAArVi. (404)

Explicada a derivada covariante de espinores, vamos estudar o equivalente espino-
rial do tensor de Riemann, Raagpcorpp- A demonstracao da decomposicao completa
de suas partes antissimétricas é extensa, e pode ser encontrada nas referéncias dadas no

comeco da secao anterior. O resultado final é

Raaspcorpp = Yapepéapecp +VYapcpeapech
+ QPupcrpéarpecp + PopapeapEcp
+ Eapéop(Eacenp + €apepe)A

+eapecp(Eancrépp + Eappcr)A, (405)

onde o espinores sao totalmente simétricos, Wapcp = Vapcep) € PLaapp = Pupyan),

® 44 g € hermitiano, e A é um escalar real. Podemos provar estas simetrias usando

Raaspccrpp = —Rppaacerpp = —Raaspppcc = Rec'ppraa s (406)
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ou seja, as simetrias do tensor de Riemann, junto com as equacoes

Vapep = iéA/Blg{”D/RAA’BB’CC’DDU Qacipp = %5A/B/5CDRAA’BB’CC’DD’. (407)
Calculando o equivalente do tensor de Ricci temos

Raapp = 6eapcap A —2Papap, (408)

e calculando o escalar de Ricci descobrimos quem é A:

R = 24A. (409)

As parcelas que envolvem o espinor V,pcop, que desapareceram ao tomar o traco do

espinor de Riemann, s6 podem ser o equivalente ao tensor de Weyl. Logo temos
Caaspccpp = VYapepeapéop +Vapcpeapecn. (410)

Por este fato, o espinor totalmente simétrico W pcp é chamado espinor de Weyl.
Resta apenas entender o espinor simétrico e hermitiano ®. Escrevendo a expressao

tensorial de (408) temos
®ij = —3(Ryj — 1 Rgij), (411)

ou seja, ®;; € proporcional ao tensor de Ricci livre de trago, e o espinor ® 4 4pp € chamado
espinor de Ricci. A equagao (405) é a forma espinorial da decomposicao de Ricci.

O préximo objetivo desta secao é obter as identidades de Ricci espinoriais. Po-
demos tentar computé-las através de forga bruta usando a equagao (401), porém é mais
facil usar uma 2-forma complexa para obté-las.

Comegamos decompondo o operador equivalente a V|;V;). Escrevemos

VaarVee —VepVax =VaaVee —VapVpa +VapVpa —VepVaa
= 4 Vac Ve +e48VeaVep, (412)

que também pode ser reescrito como

VauVpe —VppVay = =(VepVar —VaaVep)
= _(éB’A’vBC’VAC, +epaVer' V)

= Eap VeV +e4sVer Ve o (413)
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Somando ambas e dividindo por 2 temos

VaaVpp —VepVay =caplap + apUas, (414)
onde definimos os operadores simétricos (g e [l g por

Oap = VeoraVe)©, Oap = Ve Ve =Oap. (415)

Como a identidade de Ricci (106) é valida para tensores complexos (pois vale para
as partes real e imaginaria) e a derivada da estrutura simplética é zero aplicaremos a

identidade a 2-forma complexa Xccppr = Ec€pécrpr. Para este tensor temos

- EE' EE'
(ea0ap + éapUap)Xcopp = —R™ corppranXeppp — R ppepaaXcoee -
(416)
. AR 17y _ oy ~ .
Contraindo com 4B’ g¢°P" ¢ ¢4ABzC"D" temos duas equacoes independentes
EE' A EE' A
4 Oap(§cép) = —R* cp” anéeép — R™ pep” anécée,
EE' A EE' A
4 Onp(écép) = —R™" cp" praanéeép — R™" pp pranécée. (417)

Usando a decomposigao do espinor de Riemann (405), as equagdes acima sao

26c0japiépy = 267V pappécy — Aeppeapéo) — Aepacpéo)),
28c0arpép) = 267 arpp(pé0).- (418)

Por fim escolhemos uma base espinorial (£, i) tal que £guf = 1, e contraindo a equacgio

acima com P temos a forma espinorial das identidades de Ricci,

Oagée = Vapept” — 20epe, Dapéc = Ppoap. (419)
No formalismo espinorial a Segunda Identidade de Bianchi tem a forma

VPoUapep = Vic” ®apycrp, VP @upap = —3VanA. (420)

A demonstracao serd omitida, mas pode ser encontradas nas referéncias. A segunda
equacao é a Identidade de Bianchi contraida, enquanto a primeira é a versao espinorial
de (163), e relaciona a divergéncia do espinor de Weyl com o espinor de Cotton.
Encerramos esta secdo com um breve estudo sobre a forma espinorial da teoria
eletromagnética. Relembrando a equacao (391), o espinor eletromagnético é dado por

1 — 17 . . 7 .
FaaBp = 504BEaB + 504 p€ap. O equivalente da quadricorrente J; ¢ um espinor
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hermitiano Jy4. As equacoes de Maxwell espinoriais para as fontes sdo dadas por
%VAA/(d)ABéA’B’ + dupean) = sV ipoap + %VBAEA/B/ = Jpp'. (421)
Quanto as equacoes homogéneas, sabendo que 45 Fyupp = 2d 45 podemos obter

0 = 2e49E4 B (Voo Fanpp + VaaFepoo + Ve Fooraa)
=2V20ipap + V¥ (dpcipc + dpoepe) — 2V dora
=3V20dap — 3V 5d e (422)

Portanto podemos juntar ambas as equagoes de Maxwell numa tnica equacao espinorial
VA% ¢ap = Jpp. (423)

Nao é dificil mostrar que o equivalente do tensor energia-momento é dado por

1 _
Tyapp = 8?¢AB¢A' B (424)

Encerramos discutindo brevemente a classificagdo candnica do espinor de Maxwell,
que ¢ relacionado com o problema de autovetores do tensor eletromagnético. Um campo

eletromagnético é dito nulo se ambas as dire¢oes nulas sdo repetidas, pap = asap. Seja

/ A -~ . ,
at = a4a?, a equacio tensorial correspondente é

F%a® = 0. (425)

Um campo eletromagnético é dito nao-nulo se ambas as direcoes nulas sao distintas,

¢ap = 20qaBp). Sendo S = BEBE' | as equacdes tensoriais correspondentes sio

Fhal = \a®, F%B" = —\B" (426)

6.3 Formalismo de Newman-Penrose

Na secao 5.1 ressaltamos a possibilidade de usarmos coframes nao-holéonomos e nao-
ortogonais. Agora teremos a oportunidade de trabalhar com coframes nulos. O motivo

de usarmos estes coframes é sua relacao simples com uma base espinorial.

Definigao 6.3.1 Coframe Nulo

Um coframe nulo numa geometria lorentziana quadridimensional é um coframe tal
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que as componentes da métrica distintas de zero sao dadas por

Nor = —7og = L. (427)

Uma base espinorial define um coframe nulo w', = (lay ey Ma, TM,) através de

/ _ ’ _ / _ . l _

l, =0, 0404, ne = 0, LAT, Mo = a2 04T ar, Mo = a2 1404 (428)
Note que m, é um vetor complexo pois ndo ha (numa geometria lorentziana) quatro
vetores reais que satisfacam as condi¢oes acima. Ha uma relagdo explicita entre o coframe
nulo e um coframe ortonormal (., X4, Ya, za), dada por

1

1
la = ﬁ(tu - Za)7 Ng = ﬁ(tu + Za)» me = ﬁ(ma + iya)a Mg = (xa - iya), (429)

Sl

cuja inversa é

1 1 . 1 _ 1
Zfa = ﬁ(la - na)a Tq = ﬁ(ma +ma)a Yo = ﬁ(ma - ma)’ Ra = ﬁ(la _'_na)' (430)

Junto com o coframe nulo também temos um frame nulo dado por (1%, n®, m®,m®),

mas é importante notar que este nao é o frame dual ao coframe nulo, que é dado por

e;* = (n 1%, —m*, —m*"). (431)
Apesar desta distingado formal vamos trabalhar com o frame nulo em vez do frame dual,
ja que a relacao entre eles é nao complicada.

Como o coframe é nulo os produtos internos diferentes de zero entre as formas da

base sao dados por [“n, = —m*m, = 1. Entao podemos escrever a métrica como
Gab = 21(anb) — 2my M. (432)

A forma mais eficiente de usar os espinores é o formalismo de Newman-Penrose.
Nele nao trabalhamos com componentes de tensores ou espinores, mas com escalares
obtidos pelas contragoes de espinores e tensores com as bases espinoriais e o frame nulo.
Para um espinor e seu equivalente tensorial estes escalares sao indexados pelo
nimero de espinores ¢ necessarios para eliminar todos os indices espinoriais. Nao ha

ambiguidade pois trabalhamos apenas com espinores totalmente simétricos (decompomos
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as partes antissimétricas dos espinores). Por exemplo, para um vetor ¥V usamos®

/ !
Voo = Vauro'od = V1%, Vor = Vau ot = Vym?,

! —_— !
Vig = Vaar'o® = Vom® = Vi, Vip = Vaar't = Von®. (433)
Para uma 2-forma real Faapp = ¢papéan + G upcan, vale

b0 = papo?o? = Ful*m’, o1 = papot? = Fpu(1°n® + mm’) /2,

A B —a, b
P2 = papt”L” = Fyym™n’, (434)
que permite escrever o espinor ¢4p como

PaB = $2040B — 2010(alB) + oLAlB- (435)

A vantagem deste formalismo é permitir que computemos quantidades espinoriais
e tensoriais simultaneamente, sem a necessidade de usar os simbolos de Infeld-van der
Warden ou a conexao espinorial.

Em vez da notagao usual, as derivadas covariantes (relativas aos vetores do frame)

recebem simbolos especiais,

(o2
Il

D=1V, = oAaA'VAA/,
A=n"V,= LAZA,VAA/, )

A_A!
m*V, =0"7"Vu,

m*V, = LABAIVAA/. (436)

Se escrevermos a delta de Kronecker em termos do frame e do coframe obtemos uma nova

expressao para a derivada covariante
Vo= 9"V = LA +n,D — m,0 — M. (437)

Vimos na se¢ao (3.1) que a conexao nos frames nulos é descrita pelos coeficientes
de rotagdo de Ricci. O analogo dos espinores sao os coeficientes de rotagio de Ricci
espinoriais. Para obté-los definiremos formalmente a diada ¢y = (0,¢). Em termos da

diada os coeficientes sdao

L) = sy s *5wn™ Vspsi) a (438)

Usando contragoes podemos escrever os coeficientes da conexao tensorial em termos dos

9 Deve se tomar cuidado (e analisar o contexto) para ndo confundir estes escalares com as componentes
usuais.
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Tabela 1 - Coeficientes de

Spin
(K)(K/)(I)(‘]) 00|11 |01
00’ k| | €
11 Tlv |~y
or ol ul|p
10/ p |l A«

Fonte: O autor, 2019.

coeficientes da conexao espinorial. Por exemplo
/ !/ ! ! /
n“nbvbla = LAZA LBZB Vea (OAaA/) = LALBZB VBB o4+ ZA LBZB Vepoa. (439)

Para evitar o uso de indices costuma-se adotar uma notacao escalar para os coe-
ficientes de rotacao espinoriais. Neste formalismo, eles sdao conhecidos como escalares de
Newman-Penrose ou coeficientes de spin, e sao nomeados de acordo com a tabela 1.

A aplicagao mais simples do formalismo de Newman-Penrose é o estudo da propa-
gacao da luz num campo gravitacional. Considere um feixe de raios de luz que se propaga
livremente no espago-tempo. Sabemos que as linhas de universo destes raios devem ser
geodésicas e que podemos usar uma parametrizacao afim para estas curvas. Os vetores [*

tangentes a estas geodésicas satisfazem
1V, = DI* = 0. (440)

Yo . !
Em algum ponto qualquer das geodésicas escolhemos um espinor o tal que (44" =
— A’ . o . .
049" sejam tangentes a geodésicas, e completamos a base espinorial escolhendo algum es-
pinor ¢4 que satisfaz 044 = 1. Em seguida propagamos paralelamente ambos os espinores

ao longo das geodésicas, obtendo campos espinoriais que satisfazem
Do® = Dit = 0 <= 1"V, = 1"Vt = 0. (441)

Por outro lado, as equagdes espinoriais acima implicam que [* é o campo de vetores
tangentes as geodésicas nulas com uma parametrizacao afim e, além disto, que todo o

frame nulo é propagado paralelamente ao longo das geodésicas,
DI* = Dn® = Dm®* = Dm® = 0. (442)

Considere uma 2-superficie suave formada pelas geodésicas nulas acima e definida
pelas equagoes x* = 2%(u,w), onde u é o parAmetro afim das geodésicas, | = 0/0u. Seja

s = J0/0w o outro campo vetorial tangente & superficie. A comutacdo das derivadas
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parciais dos parametros u e w implica que o comutador entre os campos deve ser zero,
[, 8]" = 1°0y5" — s°01* = I"V}s* — s"V,l* = 0. (443)

Por outro lado se um campo vetorial s* satisfaz esta condi¢do, o teorema de Frobenius
garante que hd uma superficie que pode ser descrita (localmente) pela parametrizagao
acima. O vetor s* é chamado de vetor conector entre as geodésicas.

Calculando a variacao do produto escalar [,s* ao longo da geodésica temos
D(lys") = 1,Ds® = 1,I'Vys* = 1,8"Vl* = 35"V, (1,1") = 0. (444)

Portanto se escolhermos um vetor conector ortogonal a [* num ponto, os vetores serao
ortogonais em todos os pontos. Logo podemos escrever o vetor conector em termos do

frame nulo como
s* =Ul" +Zm" + zm", (445)

onde U é real e z é complexo. Temos interesse na funcao z, a projecdo do vetor conector
s* no plano definido pelas partes real e imaginaria de m®, que define um plano de Argand
com coordenadas z = x + 1y.

Para calcular a variagao do vetor conector ao longo das geodésicas usamos nova-

mente a equacao (443) obtendo
Ds® = I"V,s% = sV, 1% = (U1" + zm® + 2m’) V1% (446)

Lembrando que o frame nulo é propagado paralelamente ao longo das geodésicas e escre-

vendo a tltima igualdade em termos de espinores temos
04 DU + 0" Dz + 149" Dz = (2051 + 2,507 ) (0" V ppo® + 0* Vppo?). (447)

Contraido com 0474 obtemos a variacao de z ao longo das geodésicas em termos dos

escalares de Newman-Penrose,
Dz=—pz—o0%Z. (448)

Para entender o significado desta equacgao, estudamos os efeitos dos escalares p e

o separadamente. Se p é real e 0 = 0 temos
Dy =—pr e Dy=—py, (449)

entao qualquer figura no plano xy é aumentada numa razao —p. Para o caso p = —iw e
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o = 0 as equacoes para T € y Sao

Dx=—-wy e Dy=uwz, (450)
e os pontos na plano xy giram com velocidade angular w. Se p =0 e o é real temos

Dy =—ox e Dy=oy, (451)

que representa uma deformacao de qualquer figura no plano por uma fator o tal que
D(zy) = 0, ou seja, as dreas sdo preservadas. Se o = |o|e?™® os eixos principais de
deformagao sofrem uma rotacao por um fator ¢.

Como a equagao (448) é linear o efeito geral é a combinagao dos efeitos individuais.
Os escalares p e o sdo chamados escalares oticos, pois nos dizem como uma figura, formada
por feixes de luz incidindo perpendicularmente numa tela, sera afetada pela gravidade ao
observamos uma segunda tela colocada perpendicularmente noutro ponto do feixe.

Para outro exemplo do uso dos escalares de Newman-Penrose, reescrevemos as

equagoes de Maxwell (423) numa regiao sem cargas como

/ ’

s Z5un VA dap = sinPsim® (01 — 120\ Vepdan = 0. (452)

Usando a regra de Leibniz e os escalares definidos em (434), as equagoes de Maxwell

podem ser reescritas como

D¢y — d¢g = (T — 20) ¢ + 2p1 — Ko,

Doy — by = —Ago + 21 + (p — 2€) o,

Adyg — 6¢1 = (27 — p)go — 27¢1 + 0o,

Ay — dpg = vog — 2ud + (28 — T)o. (453)

Voltando nossa atencao para a curvatura, as componentes do espinor de Weyl sao

escritas como

= \IJABCDOAOBOCOD v, = \IJABCDLAOBOCOD Wy = \I/ABCDLALBOCOD,
Uy = Uupept? B0 U, = Uupept B0, (454)
Para o espinor de Ricci temos
! l ! ! ! /
Doy = Papcrp0?0P675”, Do = Papcip0?oPoU T, Dy = PapcipotoPiCT,
! ! ! ! !
Dy = D aporp 0™ B0 By = Dapcip ot PO, By = BaporpMPICTY . (455)

junto com ®,,; = &, para componentes conjugadas.
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Os coeficientes de comutacao serao escritos em termos dos coeficientes de Newman-

Penrose. As equacgoes resultantes sao chamadas apenas de comutadores, e dadas por

(AD — DA)p = (v +7)Dé + (€ + ) Ad — (T + m)d¢ — (T + T)0¢,
(6D — D&)¢p = (a+ B —7)Do+ kAP — (p+ € — €)5p — ad¢,
(0A = Ad)p = =D+ (1 — & — B)A¢ + (1 — ¥ +7)5¢ + Moo,
(66 — 86)p = (i — ) D + (p — p)A¢ + (e = B)dd — (@ — B)d¢. (456)

Estas equagoes nos dao condigoes algébricas sobre as derivadas absolutas de uma fungao
escalar, e constituem condigoes de integrabilidade para a existéncia de uma funcao ¢
que tenha tais derivadas. Como no formalismo de Newman-Penrose s6 trabalhamos com
funcoes escalares, nao precisamos de qualquer outra equacao.

Para trabalhar o formalismo de Newman-Penrose é necessario reescrever as iden-

tidades de Ricci (419) em termos dos escalares de Newman-Penrose. As equagoes resul-



128

tantes, chamadas equacoes de Newman-Penrose, sao dadas abaixo™

Dp—6k=(p+et+ép+os—kr—r(Ba+ B —m)+ Py
Do—0k=(p+p+3c—¢€oc—(1—7+a+30)k+ ¥,
Da — e = (p+&—2€)a + o — fe — kA — =y + (p+ )1 + P
Dr—Ak=(1+7m)p+ (T+mo+(e—e)T— By + )k + ¥ + Py
6 (@+B)p— Ba—=B)o+(p—p)T+ (n—j)s — Uy + Oy

(a+m)o+ (5B — (u+ ) — (@ —T)e + Ty

=(p—3e+ON+aou+ (m+a—B)r —vi+ Py
Ac—61=—(u—3y+3)o—dp— (T + 8 —a)T + riv — Ogy
Dy —-Ae=(t1+m)a+ (T+m)B—(e+€)y—(yv+7)et+

T — vk + Wy — A+ Py
ba—0B8=pp—Ao+aa+pB—2aB+ (p—p)y+ (n—j)e—Uy+ A+ &gy
Du—om=((p—e—ep+or+(m—a+p)mr —vk+ ¥y +2A
Ap—01=0N+7y—p)p—0r+(B—a—7)T+vk— Ty —2A
AB=dy=(a+B—T)y—pr+ov+er+(y—7—p)b—ak— oy
Dv—Ar=m+7T)p+ T +71)A+(vy—7)m — Be+€)v+ Vs + Dy
SN 1= (p— P+ (1 — )7+ (o + B+ (G — BN — Ty + By
Aa=by=(p+ev—(T+HA+ (T —pa+ (B -7y — Vs
Ap—6v=—(p+v+3)p—I+0r + (@ +36 —7)v — By
AN—6v=—(up+ia+3y =PI+ Ba+B+7—7)v— U, (457)

O grupo Ll atuando sobre coframes nulos pode ser decomposto em trés sub-grupos:
rotagoes nula em torno das diregoes dadas por o e ¢, e um conjunto de transformagoes
chamadas spin-boost. Cada um destes subgrupos possui dois parametros reais, totalizando
os seis parametros de uma transformagao de LI.

Uma rotagao nula em torno da direcao o é dada por:

(0%, 14) — (64,71) = (0?, 1" + co™), (458)

70 Além dos comutadores e das equacdes de Newman-Penrose, ainda podemos reescrever a Segunda
Identidade de Bianchi. Nao a incluimos na tese pois nao trabalharemos diretamente com elas, mas
elas sdo encontradas nas referéncias dadas no inicio da secéo anterior.
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onde ¢ é uma funcao complexa qualquer, ou analogamente

—~a

(1%, n* m* m*) — (lA“, n® m®, m*) = (1% n® + cm® + em® + cel®, m® +¢l®, m® + cl). (459)

Para provar que esta é uma transformacao de Lorentz basta mostrar que os produtos entre
as formas do coframe nulo sao invariantes, e portanto estas transformacgoes preservam a

métrica de Minkowski (no coframe nulo). Por exemplo
Mam® = (Mg + ¢ly) (" + cl®) = mym® = —1. (460)

Sobre este tipo de transformacao as quantidades do formalismo de Newman-Penrose

se transformam como

T =T+ co + cp + cck,
a=a-+ce+cp+cr,
B:5+ca+ée+céli,
J=v+ca+c(r+B)+ce(p+e) + o+ ek,

7 =74 2ce+ *k + De,

A= A+ cm + 2ca + E(p + 2€) + Ak + cDe + dc,

fi = pu+ 2B +cm + cto + 2cee + ex + eDe + e,

D=v+c(2y+p) + A+ (1 +28) + ce(r + 2a)+ (461)
Ao+ c*e(p + 2¢) + *ck + Ac + cde + coc + ccDe.

W = Ty,

Uy =Ty + Wy,

Uy = Wy + 2¢0, + AU,

Uy = Uy + 3¢V, + 320, + A,

Uy = Uy + 4eUy + 62T, + 43T, + 0, (462)

"L O nome aqui se justifica, pois sdo transformacoes de Lorentz que deixam invariante o vetor nulo 1.
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Do = Do,

Do1 = o1 + Do,

Dy = gy + 26Pg; + Py,

D1y = yy + Doy + Dy + Py,

D1y = D1y + By + 26D, + 2¢8Pg + EP1g + B Dy,
Doy = Poy + 20D19 + 26Do; + Doy + 4cc®q;+

(463)
By + 27Dy + 22D + Dy,
Uma rotagcao nula em torno da direcao ¢ é dada por
(0%, %) = (%,7) = (0" + b, %), (464)

onde b é uma fungao qualquer.
As transformacoes para as variaveis podem ser obtidas da rotagdo em torno da

direcao o através de

ot 1t = 1" & 0 mt o me (465)

As transformacoes para as variaveis de Newman-Penrose sao

D < A, K < —U, o =, € 4> —7, U, < Wiy,

§ <0, T & -, p & — i, a < —f, Dy ¢ Pon)(2—1) (466)

(a mudanca no sinal da conexao é consequéncia da contracdo na equagao (438) ).

Por fim um spin-boost ¢ uma transformagao do tipo
(0, 14) — (64,74) = (ac0®, a e 1), (467)

onde a e 6 sdo funcoes reais. Também podemos escrever’

(1%, n* m* m*) — (f“,ﬁa,/rﬁ“,ﬁ“) = (a®1°,a"?n", " m" e *0m™). (468)

72 Esta transformacdo causa uma rotacdo rigida no plano de m® e m® e um boost no plano de I* e n®.
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Sob um spin-boost as variaveis Newman-Penrose se transformam como

R =a'e®k, 7 =e g, € =a’[e + D(Ina +i0)],

7 =e¥r, D =a"te "y, A =a?y+ A(lna + i6)],

6 = a*e", i=a’pu, B=¢e*[3+6(Ina+ i),

p=d’p, A =a"2e ), a=A"Ala+d(lna +i6)). (469)
(I}O = CL46410\I/ s ‘1\]1 = (1262i9\111, ‘1\]2 = \112’

‘1}3 = a_2€_2i9\113, \/1}4 = a_4e_4w\114. (470)
(T)oo = a' Py, Qo1 = a2€2i9q’017 ‘/1502 = 841%302,

Oy = Py, Oy = a 2 0Py, Dyy = a Doy, (471)

6.4 Algoritmo de Karlhede - Tensor de Weyl

Na solugao encontrada por Karlhede para resolver os problemas de equivaléncias
de espagos-tempos usamos os espinores covariantes para escolher coframes nulos privile-
giados, usando as transformacgoes de Lorentz dos espagos espinoriais para normalizar os
espinores, e portanto os tensores, de curvatura.

Devemos lembrar que as transformacoes simpléticas incluem apenas a parte conexa
do grupo de Lorentz. As transformacoes discretas improprias devem ser analisadas sepa-

radamente. Em termos do coframe nulo as reflexoes das formas ortonormais t,, z4, T4, Ya

lay Ny —TMgy, —MMyg). (472)

As composigoes destas transformagoes sdo proprias e possuem equivalentes em SL(2,C).

Em algumas situagoes a normalizacao dos parametros resulta num subgrupo desconexo

™ Conforme discutido na pagina 169 de (PENROSE; RINDLER, 1984), se L%, é uma transformacio
de Lorentz qualquer seus andlogos espinoriais LAA pp podem ser escritos como +£L4 BZA/ B’ ou
+ILA5 TA . Aquelas com a primeira forma sdo proprias, enquanto aquelas com a segunda forma
sdo impréprias. Aquelas cujo sinal é positivo sdo ortocronas. Apenas as transformacoes em LI_ defi-
nem isomorfismos para 1-espinores.
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de SL(2,C). Nestes casos as composicao das reflexdes especiais sdo simetrias do espinor

(mesmo que as transformagoes impréprias nao o sejam),

(0A7 LA) — (:i:LA7 :FOA> - (la7na7ma7ma) — (na7 la7 _mch _ma>7
(OA, LA) — (:l:’iLA, iioA) — (laana;mayma) — (naa laamaama)y

(0a,ta) = (Fioa, Fita) = (loyNay Ma, Ma) = (Lo, ey —Mea, —T4)- (473)

A ideia de Karlhede para normalizar o grupo de simetria é escolher uma base espi-
norial tal que um certo conjunto de escalares de Newman-Penrose (e/ou suas derivadas)
sejam zero e, consequentemente, o coframe equivalente simplifique as formas dos tensores
de curvatura. Estas formas sao chamadas formas padrdo ou formas canonicas.

O primeiro passo para o algoritmo de Karlhede é normalizar o tensor de Weyl, cujas
transformacoes sdo as mais simples. Se ainda sobrarem parametros indeterminados, eles
poderao ser normalizados pelo tensor de Ricci e, se a isotropia persistir, pelas derivadas
dos espinores e do escalar de Ricci. Enquanto normalizamos os parametros do grupo,
colecionamos invariantes de Cartan. Ao atingirmos uma ordem tal que nenhum novo
invariante independente ou nova normalizagao aparecga, encerramos a computagao.

A forma padrdo do tensor de Weyl depende de seu tipo de Petrov, que é classe
assinalada de acordo com a decomposicao candnica deste espinor.

O tipo de Petrov nao-trivial mais simples € o tipo N, quando o espinor de Weyl pos-
sui uma dire¢ao nula principal (que deve ter multiplicidade quatro), ¥ apcp = asapacap.
Para estes tipos de Petrov escolhemos 04 = a4 e qualquer outro espinor linearmente in-

dependente para 4. Usando as defini¢oes (454), a forma padrao é
Vapcp = 0400cop — VY, = 1, Ug=V; =Ty =T3=0. (474)

A forma do espinor de Weyl nao restringe a escolha do espinor ¢4. Portanto ainda temos
uma isometria continua nao-normalizada, dada pela rotacao nula t4 — 14 + cos. Para

obter a forma do tensor de Weyl correspondente calculamos

VapcpéarpEcrp = 04050c0p(0aTp — Ta0p ) (0cTp — TeiOpr),

— (lAAlmBB/ — mAA/lBB/)(lCC/mDD/ — mCC/lDD/). (475)

Relembrando a equacao (414), somamos o resultado acima com seu conjugado para obter

o equivalente do tensor de Weyl. O resultado para o tensor de Weyl é
Cabed = 4l[amb}l[cmd] + 4l[amb}l[cmd]. (476)

O tensor de Weyl é simétrico com respeito as duas tltimas reflexdes em (472), e o espinor

também é invariante a sua composigao, dada pela ultima transformagao em (473).
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Para o tipo Petrov III ha duas dire¢oes nulas principais e uma delas possui mul-
tiplicidade trés, ¥ pcp = aaapacfp). Escolhendo os espinores o4 = %i(aBﬁB)l/QozA e

ta = —2if4/(apBP)?? como base, temos os escalares
\IJABCD = _40(AOBOCLD) — \Dg = 1, \IJO = \Ifl = ‘I’g = \114 = 0. (477)
A forma do tensor de Weyl correspondente é

Caved = — Hamp)(leng — memg) — 4(lgne) — Mg l[cma)

= Ham (Lena) = Memay) — 4(lane) — T(a1)) [T (478)

Neste caso todos os pardmetros sdo normalizados. A tunica simetria deste tensor é a
terceira reflexao do conjunto (472).
No tipo Petrov D ha duas dire¢oes principais nulas, ambas de multiplicidade dois,

VU pep = aaapfefpy. Neste caso escolhemos 04 = a4 ¢ 14 = Ba/(apBP), obtendo
Vapep = 6Ws040ptctp)y = Vo # 0,V =V = U3 =W, = 0. (479)
Neste caso obtemos nossos dois primeiros invariantes de Cartan, ¥,. A forma tensorial é

Cabea = AVs(lumyniema + neMyliema) + 402 (LM nema + nigmeylma)
+4(Vy + @2)<l[anb}l[cnd} + m[amb}m[cmd])
— 4(\112 — @2)(l[anb]m[cmd] + m[amb]l[cnd]). (480)

Estes tipos sao invariantes a transformagao de spin-boost, (0a,ta) — (Aoa,ta/A), € a
todas as transformagoes em (473) (s6 precisamos da primeira transformacao, as outras
podem ser obtidas pelo spin-boost). O tensor de Weyl possui simetrias improprias se e
somente se Wy for real. Nestes casos o tensor é invariante a todas as transformacoes em
(472).

Para o tipo Petrov II hé trés direcdes principais nulas, sendo uma delas dupla:™
Vapep = aaapBeypy. Poderfamos escolher para a base o espinor repetido e uma das
outras dire¢des, mas nao estariamos aproveitando toda a simetria do espinor. Outra pos-
sibilidade seria escolher as dire¢oes nulas nao-repetidas como base, mas nao eliminariamos
o maior numero possivel de escalares. Preferimos um base menos 6bvia: alinharemos o
primeiro espinor com a direcao repetida, o4 x a4, que implica ¥y = ¥; = 0. Usando

uma rotagao nula em torno de 04, o novo valor de V3, de acordo com as transformacoes

7 Para os tipos de Petrov II e I h4 uma maior liberdade na escolha das formas candnicas. A forma exata
depende da convengao dos autores. Aqui usamos a convengao de (PENROSE; RINDLER, 1986).
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(462), é
Uy = U3 + 3¢0,, (481)

e podemos escolher U3 = 0. Em seguida fazemos um spin-boost e usamos as equacoes

(462) para escolher @4 = a%e ¥, = 6U,. Omitindo os chapéus, o resultado final é

Uapcp = 6Wa(0a0ptetp) + 04050c0D). (482)

Novamente W5 é um invariante de Cartan. Comparando as expressoes para ¥ gcp,

BicYp) x ocop + tctp = Bc o o¢ Fitc,Yp X op Fitp. (483)

A forma tensorial pode ser facilmente obtida somando o tensor de Weyl tipo D, dado
pela equacao (480), com o tensor tipo N, dado por (476), multiplicado por 6W,. N&ao
ha simetrias continuas. Quanto as simetrias discretas, em geral temos apenas a tltima
transformagao de (473), mas se W, for real as duas ultimas transformacoes de (472)
também deixam o tensor de Weyl invariante.

Para o tipo Petrov I hd quatro direcoes principais nulas, ¥ pcp = aafBYcXD)-
Novamente poderiamos usar duas das dire¢oes principais nulas do espinor como diada, mas
ha uma base mais interessante: usando as duas rotacgoes nulas escolhemos ¥V, = W3 = 0,

depois com um spin-boost escolhemos ¥y = W, = 0. Obtemos

VU pep = 6%040ptctp) + Wi(0a050c0p + Latplotp). (484)
As diregoes principais nulas sdo (4 = 04 + Zt4, onde Z é qualquer uma das raizes de

U apepCACBCOP = 60,27 + U, (Z4 +1) = 0. (485)

Ha quatro invariantes de Cartan, Wy e W,. Nao ha simetrias continuas. O espinor é
invariante a todas as transformacgoes proprias (473), mas o tensor serd simétrico as trans-
formagoes impréprias (472) se e somente se ambos Wy e U, forem reais.

Também ha o tipo Petrov O, nome dado ao caso conformalmente plano, Cjjp = 0.
Nestes casos temos apenas o tensor de Ricci para normalizar o grupo de Lorentz.

Os diferentes tipos de Petrov podem ser parcialmente caracterizados por dois
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Tabela 2 - Normalizagoes do espinor de Weyl.

Tipo | ¥y | ¥y | Uy | W3 | Wy | Isotropia
I Fl10]| G| 0| F —
11 0|0 ]| F | O0]|6F —
D 0|0 F | O 0 | Spin-boost
117 | 0 | 0 | O 1 0 —
N 0 0 0 0 1 | Rot. nula
O O[O0 0|0 0 | SL(2,C)

Fonte: O autor, 2019.

invariantes escalares do tensor /espinor de Weyl, definidos por™

I = U pepPABOP = 20U, — 8V, W3 + 60,2, (486)
Uy Uy Wy

J = Uapep VPP VA8 =6det | U, W, W, |- (487)
Uy Uy Wy

Estudando as formas canonicas vemos que para os tipos Petrov N e Il vale [ = J = 0,
para os tipos Petrov I e D vale I3 — 6J% = 0 # I, e para o tipo I vale I? — 6J2 # 0.
Um estudo extensivo destes invariantes e da classificacado de Petrov pode ser encontrado
em (PENROSE; RINDLER, 1986). Uma abordagem tensorial da classificagdo de Petrov
pode ser encontrada em (HALL, 2004) ou (STEPHANTI et al., 2003).

Para resumir, colocamos todas as normalizagoes e isotropias na tabela 2, onde G
e F' # 0 sdo fungdes complexas arbitrarias.

A interpretacao fisica dos tipos de Petrov foi explicada por Szekres em (SZEKE-
RES, 1965). O tipo Petrov N representa uma onda gravitacional transversal puramente
transversal; o tipo Petrov III representa uma onda gravitacional longitudinal; o tipo
Petrov D representa um termo coulombiano, relacionado a fontes nao-locais do campo
gravitacional; o tipo Petrov II representa um campo coulombiano superposto a uma onda
longitudinal; e o tipo Petrov I representa um campo coulombiano superposto a duas ondas
longitudinais que se propagam em dire¢oes (espaciais) opostos.

Quanto a normalizacdo das derivadas, apenas para os tipos N e D precisamos
normalizar as derivadas.

Para o tipo N derivamos a forma padrao ¥ gcp = 0400c0p, obtendo

VEE’\IIABCD = (VEE/OA)OBOCOD +...= 4O(AOBOCV|EE/|OD). (488)

7 E possivel demonstrar que outros invariantes sdo funcionalmente dependentes desta dupla.
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Portanto as derivadas de 04 sao os invariantes de Cartan de primeira ordem,

VEEO0A = (’}/OEEE/ + €LglE — QORlLE — ﬁLEaE/)OA

— (TopOR + KLplp — POElE — OLEOE)LA. (489)

Relembrando as transformagoes (461) para os coeficientes de spin, vemos que ha cinco
casos distintos para a normalizacao dos parametros da rotacao nula:

N1) Se k # 0, podemos normalizar €, p ou o escolhendo um deles igual a zero;

N2) Se k = 0, entao €, p e o sdo invariantes e «, § e T se transformam como

~

a=a+clp+te), B=p+co+7ce T=1+co+7cp. (490)
Se (e, p,0) # (0,0,0) podemos escolher o, 7, 3, ou 7 &+ /3 igual a zero;

N3) Se k =e=p =0 =0entdo «, § e 7 sa0 invariantes e devemos tentar normalizar
y=7+c(r+ ) +ca. (491)
Para tentar normalizar completamente o parametro ¢, calculamos
(T+B)7—ay=(T+B)y—ay+c(r+ 5" =) (492)

Podemos normalizar ¢ completamente se as normas de a e 7 + 3 forem diferentes. Neste

caso, substituindo a solugao de ¢ na transformacao de v vemos que o novo 7 é zero;
N4)Sek =e=p=0=0# 7+ 3 = ae?™ reescrevemos 5 como

7 =+ e (cae™ + cae™™). (493)
O termo entre parénteses é real, e podemos zerar apenas parte de 7. Considere

2 27/ = ’ywe + vwle 5 (494)



137

e vemos que s6 podemos zerar ”y¢.76 A normalizagao e a isotropia nestes casos sao

. —(T+0)y/ . .
7 = ie =1 ( 2@7/ LAy (T BT =Ty + ey =0,
c=irae”™ =ir(7+ B)e", 7 =r; (495)

N5) O tltimo caso é k = e = p =0 = a = 7+ = 0, que implica ~ invariante. Nestes
casos nao podemos normalizar ¢ usando a primeira derivada do espinor de Weyl.

Os dois ultimos casos requerem a computacao das derivadas segundas para tentar
normalizar completamente LI. O caso Nb é mais simples, por isto comecgaremos por ele.

Para os casos Nb a derivada do espinor de Weyl é, essencialmente,
VEpoa = (70405 + TEAR)OE, (496)

e a derivada segunda é composta pelas derivadas de 7 e 7. Ambos sdo invariantes a

rotagdo nula, portanto suas derivadas se transformam como a diferencial de uma funcao,
Df=Df, of=6f+cDf, of=0f+cDf, Af=Af+cdf +c0f+ceDf. (497)
e podemos usé-las para normalizar ¢. E possivel manter toda a isotropia se

Dy =6y=0y=Dr=06r=06r=0. (498)
Por outro lado serd possivel normalizar apenas uma parte de c¢ se

Dy = D7 = |07]* — |07]* = |d7|* — |67|* = 6707 — 0567 = 0, (499)

mas ao menos uma das derivadas (0, 67, 9y, d7) for distinta de zero. Entao precisariamos
computar a terceira derivada, e usé-la para tentar normalizar c.

Voltando ao caso N4, a derivada de 04 tem a forma

¥

VEROs = i’y{be’onbEon — (e ™aopip + eV aigop e os — Tepa0m. (500)

Novos invariantes independentes devem vir das derivadas dos coeficientes de spin

ou das derivadas de t4. Por exemplo, calculando a derivada e considerando a contracao

A E-E' —F' - —E' —
LU L0 VFF’VEE’OA = VFF/Oz — 0 VFF’LE’ +...= VFF/O./ — QL VFF’OE’ + ... (501)

76 A normalizacdo escolhida aqui difere da usual. Em geral prefere-se normalizar a parte imagindria de
~ sempre que possivel, ou a parte real de v se nao for possivel normalizar a parte imaginaria.
A normalizacao escolhida aqui sempre pode ser feita, e facilita a descricdo do subgrupo de isotropia.
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e portanto o novo invariante é apenas a derivada de a (um resultado intuitivo).”” Os
ultimos invariantes na derivada segunda sao obtidos com a contragao

, ,
VFETE N oV pgoa = eV xppoa+ ...,

XFrF = iVFF/%’/, — Y VEp) — e T Vippiy — ealf V. (502)
O termo com a derivada de ¢4 é
AV ppiia = vopop + TLplp — Noplp — JLpOp, (503)
portanto as contragoes com o espinor x 44 sao dadas por

Xoo = 1Dy, — v, DY — e War —eVam,  xo1 =07, — Yy 0th — e Vak — eVay,
X11 = 1Ay, — YA — e o —eVav, 10 = 10y, — V00 — e Wapm —evaX.  (504)

Apés a rotacdo nula ¢ = irae” ™, os invariantes de Cartan tem a forma’

X00 = X005 X11 = X1 + Z'Tae_me — Z'Taeme + 7"2|04|2X007

Yot = Xo1 — irae™ xoo, X10 = X10 + irae” ¥ xoo. (505)
Manter a isotropia unidimensional neste caso requer
Xoo = e Vxo1 —@ex10 = Df = ae” o f —a@e™ 6f =0, f = (a,7,0). (506)

Ainda que a isotropia seja mantida, precisaremos testd-la para as derivadas ds novos
invariantes (ou seja, tentar normalizar a terceira derivada deste tensor de Weyl).
Quanto aos espagos tipos Petrov D, a derivada do espinor de Weyl ¥V pop =

6Wo0(40BLctp)y € dada por

VeeVapep = 60atpXceDp)EE

xcpee = octpyVer Y + 2¥s vV gr0py + 0 VEr|tD)) (507)

77 No fundo, este resultado equivale a completar um loop do problema de G-equivaléncia, e reiniciar
o calculo com o subgrupo G; de rotagdo nulas. Os coeficientes de conexao invariantes sdo torgoes
essenciais do novo coframe modificado portanto, suas derivadas absolutas sdo GG1-invariantes.

78 As transformacoes sdo 6bvias pois estamos calculando uma 1-forma, mas elas podem ser demonstradas
pela formulas de transformacdo para v, V a4/, ™, A, i e v e pelas equagoes de Newman-Penrose.



139

As componentes mais simples de obter sao as contragoes com pares de espinores da base

OCODXCDEE/ = — \IJQODVEE/OD = _2\112(7—0E5E’ + KLglg — POElE — O'LE5E/),

LCLDXCDEE/ = \IJQLDVEE/LD = Q\IJQ(VOFBF/ + TLplp — NOFTR — ,UJLFUF/). (508)
Contraido xopgrr com um par de espinores distintos da base temos
OCLDXCDEE/ = —%VEE/\IJQ + Wg[—LDVEE/OD + OCVEE/Lc] = _%VEE/\IIQ. (509)

Estes G-invariantes sao dados por

DUy = a’DV,, AUy = a2AT,, oWy = X050, 00y = e 2050,
p=a’p, i=a?p, 7 =7, 7 =ec ",
6 = a’e*’o, A =a"2e M0\ R =a'e®y, D =ate ¥y, (510)

Em geral, os invariantes sao produtos e fragoes dos G-invariantes acima. O es-
tudo das normalizagoes é bem mais simples que os tipos Petrov N, pois aqui ha menos

possibilidades, e é mais facil comecar pelo caso de maior isotropia. Ha 4 casos distintos:

D1) A tnica possibilidade de manter toda a isotropia é zerar todos os coeficientes,
k=T=0=p=v=m=A=p=0, DUy =AU, = §Uy = 0¥, = 0. (511)

D2) Para manter apenas a rotagdo precisamos que os coeficientes que envolvem 6 sejam

zero, e ao menos um dos coeficientes que depende apenas de a seja nao-zero. Logo
k=c=v=A=T7=71=0, 60y =Wy =0, (p,n, DYy, AT,) # (0,0,0,0). (512)

D3) Para manter apenas o boost, é necessario zerar os coeficientes que dependam de a e

que ao menos um dos coeficientes que dependam apenas de € seja nao-zero,
k=c=v=A=p=pu=0, DUy =AU, =0, (1,7, AWy, §U,) # (0,0,0,0). (513)

D4) Um tipo Petrov D que nao satisfaz as condigbes acima nao tem isotropia. Podemos

normalizar completamente o grupo LI na primeira derivada do tensor de Weyl.

Para manter as isotropia nos dois primeiros casos as mesmas condi¢oes devem ser
impostas nas derivadas adequadas dos coeficientes invariantes a transformacao.

Esta andlise nao levou em consideracao o tensor de Ricci. Na pratica, varias das
condigoes impostas aqui implicam, através das equagoes de Newman-Penrose, que muitas

das componentes do tensor de Ricci sdo zero.
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6.5 Algoritmo de Karlhede - Tensor de Ricci

Embora o tensor de Ricci nao seja o foco inicial do problema conforme, salvo
nos casos conformalmente planos, ele fara parte da solu¢ao do problema de equivaléncia
conforme. No caso do tensor de Ricci livre de trago a classificagdo é mais complicada pois
(a0 contrario do espinor de Weyl) nao ha uma decomposigao completa do espinor.

A classificacdo mais ttil do espinor de Ricci é a classificacao de Segre.™ Esta
classificacao é baseada nos autovalores (incluindo os complexos) e autovetores dos tensores

de Riceil com um indice covariante e outro contravariante
RY” = M = (—20% + LRo )0 = (=2 + 1 R)v". (514)

Adaptaremos a abordagem em (SANTOS; REBOUCAS; TEIXEIRA, 1995), que encon-
trou as formas canonicas para todos os tipos de Segre para todas as dimensoes possiveis.
Um breve estudo especializado para o caso de Relatividade Geral pode ser encontrado em
(STEPHANTI et al., 2003). Um algoritmo completo para a classificagao de Segre pode ser
encontrado em (ZAKHARY; CARMINATI, 2004).

A tipo de Segre depende da forma canoénica de Jordan da matriz R*,. Chamaremos
de matriz de Jordan J,«,(A) de ordem n x n do autovalor A uma matriz dada por J,, =

N Jgsri=1paral <a<nel<f<n-—1, com os outros elementos iguais a zero,

A10..00
A .00
00 A ...00
(515)
000 ... A
000 ... 0\

Uma matriz quadrada estd na forma canoénica de Jordan se for escrita em termos de N

’

™ A classificacdo de Petrov-Plebanski usa a decomposicio do espinor ® raB®c D)E F! para uma clas-
sificagao parcial do espinor de Ricci, porém a classificagdo de Segre permite uma maior separacao dos
tensores de Ricci.
Uma classificacdo alternativa para todos os espinores simétricos com os dois tipos de indices, feita
através dos graficos da equacéo QAl...A,,B;...B;I«fAl e gApXBi e XBQ = 0, pode ser encontrada na sec¢ao
8.2 de (PENROSE; RINDLER, 1986).
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blocos diagonalizados de matrizes de Jordan,

Jnysemy (A1) 0 . 0 0
0 Tngxcns(A2) - .. 0 0
. . . . . (516)
0 0 o T e (An1) 0
0 0 . 0 T cnn (A7)

Os autovalores A, sdo completamente independentes (podendo inclusive serem zero ou
repetidos). As formas de Jordan incluem as matrizes diagonais, que sdo aquelas com
ny = ng = ... = 1. A forma canonica de Jordan de uma matriz é inica a menos da ordem
das matrizes de Jordan.®°

Para estudar quais formas de Jordan sao consistentes com um tensor simétrico (de
acordo com uma métrica) comegamos estudando os autovetores complexos de uma matriz

real. Obviamente o autovetor Z° = X% +iY® nao pode ser real, pois terfamos

T,2" =T, 20 = T% Z° = \Z° =\ Z" = \Z", (517)
que implicaria A real. Contraindo o tensor com o autovetor e seu conjugado temos
TwZ°Z" = A2, 2" = NZ"Z, =5 Z,2" = X, X"+ Y,V = 0. (518)

As normas das partes real e imaginaria devem ser opostas, portanto temos um par de
diregoes tipo-tempo e tipo-espago (que podemos normalizar) ou um par de diregoes nulas,
o que sO é possivel em métricas indefinidas. Na verdade ambas representam o mesmo

plano real, o que podemos compreender estudando o autovetor e Z¢,

7% = (X"cos — Ysinf) +i(X*sinf + Y cosh) = X'* +iY". (519)

80 A forma canénica de Jordan é relacionada com a diferenca entre a multiplicidade algébrica e geométrica
de um autovalor \. O primeiro é a multiplicidade de A como solu¢do da equacdo de autovalores,
enquanto a segunda é a dimensao do auto-espaco de A\. Se hd K matrizes de Jordan com autovalor A
a multiplicidade geométrica de A é K e a multiplicidade algébrica de A é n; + ...+ ng. Cada bloco de
uma matriz na forma de Jordan possui apenas um autovetor.
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Calculando as normas das partes reais e imaginarias e o produto escalar entre elas temos

X' X' =X,X"cos® 0 + Y, Y*sin” § — 2X,Y“sin f cos §
=X, X"cos(20) — X,Y*sin(20),
YY" =X,X"sin? 0 + YY" cos® § 4+ 2X,Y *sin 0 cos 0
= — (X, X% cos(20) — X,Y*sin(20)),
XY =(X, X"~ Y,Y*) cosfsinf + X,Y*(cos* § — sin® 0)
=X, X"sin(20) + X,Y“ cos(20). (520)

Com uma escolha adequada de 6 podemos obter X, X* =0 # X,Y* (duas dire¢oes nulas
nao-ortogonais [*,n%) ou X, X% # 0 = X,Y* (duas dire¢des nao-nulas ortogonais t%, z%).
Dois autovetores de autovalores distintos sao necessariamente ortogonais. Este
conhecido resultado da Algebra Linear também é vélido para autovetores complexos de
uma matriz real. Separando os autovetores em suas partes reais e imaginarias e calculando

o produto escalar temos

ZWE =(tg +12,) (7 +iC*) = (ta7 — 24CY) + i (tal* + 2,7)
Z W =(t, —i20) (7% +iC") = (taT + 2aC?) + 1 (taC* — 2,7%)

)

0
0, (521)

Nestes casos as partes real e imaginaria de um autovetor sao ortogonais as partes real e
imagindria do outro autovetor.

Terminadas as observagoes sobre os autovalores complexos, vamos estudar as ma-
trizes de Jordan de ordem n. Suponha que v, V5', V3, ... V¥ seja a base de um dos blocos

de Jordan, sendo Vi = v o autovetor. Para 2 < N < n temos

T = Mv®, T%VE = A\VE+ Ve . (522)
Das equacgoes acima podemos facilmente mostrar que v deve ser um vetor nulo

T VY = MgVt = [A(Va)g + 00" = v, = 0. (523)

Portanto, se a métrica for positivamente definida a forma canodnica de Jordan para 1%,
sempre é diagonal. Para uma matriz de ordem n = 2, termina aqui as informacoes que
podemos obter da matriz de Jordan.

Para n > 2, contraindo o tensor com v e os outros vetores da base,
T Vi = AVa)a + (Vi_1)a)v® = M Vi = (Vy_1)av®* = 0. (524)

Portanto todos os vetores da base, com excecao do ultimo, sdo ortogonais a v. Contraindo
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o tensor com V5 e um dos outros vetores das base temos

TnVa'Vy = [MVe)a + va] Vi = [MVi)a + (Vv-1)a] V3 = vV = (Vv-1)a V' (525)
Para n = 3 as duas equagoes acima implicam

vaVs' = vaVs' = (V2)aVy' = 0. (526)
Por fim, contraimos o tensor com dois dos vetores da base de Jordan, obtendo

Tabvﬁvj\l;[ - [)‘(VN)a + (VN—I)a]VJ\(j[ = P‘(VM)a + (VM—I)a]VJ%
— (VN—1>aV]\aI = (VN)GVJ\O/LI—D (527)

Para n = 4 (ultimo caso de nosso interesse neste texto) vale
vaVy' = vaVs' = (V2)a V3! = (V2)a V5" — va Vi = (V3)a V' — (Va)a V5" = 0. (528)

Vamos agora as possibilidades para espagos quadridimensionais lorentzianos. Para
uma matriz completamente diagonal com autovalores reais sabemos que autovetores de
autovalores distintos sao ortogonais e que podemos escolher uma base ortonormal para

auto-espagos de autovalores com multiplicidades maiores. A forma de Jordan é
T = Not®ty, — A32%25 — Aoy ®yp — ANz ap, (529)

e a base de Jordan é (t*, 2%, y®, x*) (ou qualquer de suas permutagoes).

Se a forma de Jordan possui autovetores complexos sabemos que ha um par con-
jugado que pode ser escrito como [* £+ in®. Nao ha outra diregao (real) que seja simulta-
neamente nula e ortogonal a ambas [* e n®, portanto nao podemos ter outros autovetores

complexos ou um bloco de Jordan de ordem 2. A tnica forma de Jordan possivel é

A A
T :Z(la +in®)(lp + iny) — Z(l“ —in®)(ly — inp) — Aoy yp — My

=N (1 + n%ly) + N(1%0 — nny) — Aayyp — AMzay, (530)

e a base de Jordan é (I* +in®, [* — in®, y*, z%).

Nao podemos ter dois blocos de matrizes de Jordan com ordem 2, pois nestes casos
precisariamos encontrar duas dire¢oes nulas, ortogonais e linearmente independentes, e
numa métrica lorentziana duas direcoes nulas ortogonais sao sempre proporcionais.

Pelo paragrafo anterior, se a forma canonica possui um bloco com uma matriz de
Jordan de ordem 2 o resto da matriz deve ser diagonal. Seja [* o autovetor do bloco,

os outros dois autovetores devem ser tipo-espaco, pois numa métrica lorentziana nao ha
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vetores tipo-tempo e nulo ortogonais. A forma de Jordan é
Tab = )\O(l“nb + n“lb) + lalb — /\gyayb - Alxaxb, (531)

e a base de Jordan correspondente é (1%, +n®, y®, x%).

Para uma forma de Jordan com um bloco de ordem 3 chamamos de [* o autovetor
nulo do bloco e y* o outro autovetor tipo-espago. Sabemos que o segundo vetor da base
de Jordan deve ser normal a [*, portanto s6 pode ser z%. Juntando com condicoes de

simetria, a forma candnica de Jordan é

T% = Xo(I%ny + nlp) — (1%xp + 2%ly) — Aoy yp — Aoz ap, (532)
e a base de Jordan é (1%, 2%, —n®, y*).5!

Por fim, uma forma candnica nao pode ter uma matriz de Jordan de ordem 4 pois
elas requerem dois vetores nulos ortogonais linearmente independentes, e sabemos que
isto nao é possivel com uma métrica lorentziana.

Além da forma candnica de Jordan, o outro elemento da classificagdo de Segre é
a coincidéncia de autovalores, pois nestes casos o auto-espago associado possui simetrias
dadas por transformacoes ortogonais.

Na classificacao de Segre indicamos o tipo de Segre escrevendo uma sequéncia de
numeros que descreve as ordens das matrizes de Jordan, colocando entre parénteses estes
numeros quando os autovalores destas matrizes sao coincidentes, e separando com virgulas
os numeros referentes aos autovetores tipo-espago. Se os autovalores sao complexos, os
representamos como um par ZZ.

Por exemplo, um tipo Segre [1,3] quer dizer que a forma de Jordan possui um
bloco de ordem 3 e outro de ordem 1, mas seus autovalores sdo distintos. Por outro lado
um tipo Segre [(1,3)] possui a mesma estrutura que o anterior, mas seus autovalores sao
coincidentes. Um tipo Segre [111(1,1)] tem sua forma candnica na forma de uma matriz
diagonal de quinta ordem, mas uma dos autovetores tipo-espaco possui o mesmo autovalor
que o autovetor tipo-tempo.

Os quinze tipos de Segre possiveis para uma métrica quadridimensional lorentziana
saor [111,1); 1L D)) DAL D) (1011 (1)@, D] [(111),1); (111, [11, 2Z);
[(11), ZZ]; [11,2]; [(11);2]; [1(L,2)]; [(11,2)]; [L,3]; [(1,3)].

Para usar os tipos de Segré na normalizacao do tensor @, (e do espinor ® 4pa/p/)
devemos reescrevé-los em termos dos frames nulos e lembrar que o trago é zero.

Para facilitar, vamos colocar uma matriz diagonal gerada pelo subespago [t,, 2]

81 H4 um erro na equagdo (5.3d) de (STEPHANI et al., 2003). Os autovalores A\; e A3 devem ser
coincidentes.
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em termos de (I, ng)

A s
)\Otatb - )\BZazb - ?Oaa + na)(lb + nb) - ;(na - la)(nb - lb)

1
= 5()\0 — Ag)(lalb + nanb) + (/\0 + Ag)l(anb). (533)

e 0 mesmo para uma matriz diagonal gerada por [z4, ¥a),

A
—MTaZp — NaYalp = — El(ma + Mg (my, + ) + f(ma — Mg (Mg, — )

1
= 5()‘1 = A2)(Mamp + M) — (A1 + Ag) a7 (534)
Para o tipo [111, 1] e seus casos algebricamente especiais temos

DPap = Aolals — AsZazp — A2lYalp — MTaly
1 1
= 5(/\0 - /\3)(lalb + nanb) + 5()\0 + /\3)(lanb + nalb)
1 1
— 5()\1 — Ag)(mamb + mamb) — 5()\1 + Ag)(mamb + mamb). (535)
Da forma acima vemos que o tensor ¢ invariante a todas as reflexoes em (472). Lembrando

ue o traco é zero, as componentes de ® /1 SA0
) ABA’'B

(Ao — A3), Py = 5(Mo + As) = —5 (A1 + Aa),
(A2 = A1), Qo1 = P12 =0. (536)

NI= N[=

O tensor ¢é invariante a todas as reflexdes. Para o tipo de Segre [111, 1] ndo ha isotropia
restante. Isto nao é verdade para os tipos mais especiais.

Para os tipos algebricamente especiais obtemos as formas canonicas e a isotropia
escolhendo adequadamente os eixos espaciais. Para o tipo [11(1,1)] escolhemos A3 = Ao.
Quanto ao tipo de Segre [(11)1, 1] a melhor opgéo é Ay = A\;. Para [(11)(1, 1)] combinamos
as simplificagoes acima. Para [(111),1] temos A\; = Ay = A3. O tipo de Segre [1(11,1)] é
mais simplificado pela escolha Ay = Ay = Ag. O tltimo tipo, [(111,1)] deve ser zero pois
todos os autovalores sdo coincidentes mas o trago é zero.

Alguns destes tipos possuem interpretacao fisica simples para o tensor de energia-
momento. Relembrando a expressdo (424) para o tensor energia-momento do campo
eletromagnético, é facil mostrar que o tipo Segre [(11)(1,1)] representa um fluido eletro-
magnético nao-nulo. O tipo Segre [(111), 1] representa o tensor energia-momento de um
fluido perfeito, dado por (125), onde o autovalor distinto é a densidade de energia p e
os autovalores repetidos sdo a pressao P. O tipo Segre [(111,1)], com todos os auto-
valores repetidos, deve ser proporcional a métrica e portanto representa uma constante

cosmoldgica.
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Para o tipo de Segre [11, ZZ| o trago nulo implica 2), + A\; + Ay = 0. Logo

Doy = N(lanp + naly) + Ni(laly — many) — MaYalp — M ZaTp
)\r(lanb + nalb) + )\ (l lb nanb)
1

1
— 5()\1 — Ag)(mamb —+ mamb) — 5()\1 + Ag)(mamb + mamb). (537)

As tinicas simetrias impréprias sao as reflexoes de z* e y* (outras reflexdes trocam o sinal

de G = —);). Em termos dos escalares de Newman-Penrose as formas canonicas sao
Qoo = —Pop = — N, Py =X = —3(A1 + X2,
Oy = P15 =0, Py = Pog = 3 (X2 — A1). (538)

Para o tipo de Segre [11,2] o trago é 2\g + A1 + A2 = 0, e obteremos

Doy, = Ao(lany + naly) £ Ll — XYy — My,
= Ao(lanb + nalb) + lalb

1 1
5()\1 Ag)(mamb + mamb) — 5()\1 + Az)(mamb + mamb). (539)

Novamente as tnicas simetrias improprias sao as reflexdes em z% e y*. A forma candnica é

Qog = Pg1 = P12 = 0, 1= X = —3(A1 + o),
(I)QQ - :i:l (1)02 = @20 == %(}\2 - )\1) (540)

Apenas o tipo [(112)] possui uma interpretagao fisica simples: representa radiacao pura.

Para o tipo de Segre [13] obtemos para a forma tensorial

Py = Xo(lany + naly) — (laxp + Tals) — Aoyalp — Aoz s
= )\0( oMy + nalb) — (lamb + malb)/\/_ — (lamb + malb)/\/?
1 1

5()\0 — Xo)(mgmyp + Mgmy) — 5()\0 + Ao) (MmaTmp + Mgmy). (541)

As tnica simetria imprépria é a reflexdo de y®. A base de Jordan simplifica as compo-
nentes numa base semi-nula, entdo faremos um boost para evitar o fator v/2 e deixar as

componentes no frame nulo mais simples. O trago é 3A\g + Ay = 0, a forma canonica é
Pgyg = Po1 = P =0, Doy = =21 = 2, ¢, = 1. (542)

Todas as normalizagoes junto com a isotropia estao na tabela 3.
Obviamente precisariamos calcular as derivadas dos casos especiais para tentar

terminar a normalizagdo, mas como o problema conforme (nao-trivial) envolve necessari-
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Tipo Doy | Dor | Po2 | Py | Pro | Dao Isotropia
my1y | ¢ o #H | F|lo]| @ —
[11(1,1)] 0 0 H F |0 0 Boost
[(11)1,1] G 0 0 F |0 G Rotagao

[(11)(1, )] | 0 0 0 F |0 0 Spin-boost
(1), | 2 o | o [ F | o] 2F SO(3)

1(11,1)] |—2F| 0| o | F | 0 |—2F SO(1,2)
[(111,1)] 0 0 0 0 0 0 SL(2,C)

1127] G 0 H | F| 0] -G —
(11)ZZ] G 0 0 F |l 0| -G Rotacao

[112] o o] B | F] o] %1 —
[1(12)] 0 0 | -2F| F | 0 | %1 Rot. nula 1D
[(11)2] 0 0 0 F | 0| +£1 Rotagao
[(112)] 0 0 0 0 0 | £1 | Rotagao, rot. nula

[13] o | o |—2F|F | 1] 0 —

[(13)] 0 0 0 0 1 0 Rot. nula 1D

Fonte: O autor, 2019.

amente um tensor de Weyl nao-zero, devemos usa-lo para escolher os parametros restantes.

Portanto, nao estudaremos as derivadas do espinor de Ricci em detalhes.

6.6 Algoritimo de Karlhede - Casos Conformes

Agora vamos estudar as normalizacoes possiveis no problema de equivaléncia con-

forme. Na pratica a maioria das normalizagoes das se¢des anteriores serao preservadas.

O primeiro ponto a ser relembrado é que transformagcdes conformes nao alteram

as diregoes.

legiadas do espinor de Weyl, as rotagoes nulas, permanecem validas.

Portanto todas as escolhas relacionadas ao alinhamento das dire¢oes privi-

Além destas nor-

malizagoes, a rotacdo presente na transformagao de spin-boost nao sofre interferéncia da

transformacao conforme, e as escolhas relacionadas a sua normalizacao permanecem idén-

ticas. A tnica normalizacao que precisa ser refeita é aquela relacionada ao boost.

Escrevemos a nova transformacao dos espinores da base espinorial como

5A _ ew/2—|-aOA7

ZAZG

w/2—a

LA,

~A

_ e—w/2—i—aOA7

ZA — e—w/2—zzLA‘

(543)
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que implicam

2a — —_—

w+2ala’ Mg = e Ng, mge = ewmaa mg = ewmaa

l=e

[0 = e wH2ala ne = e wT2ape, m*=e “m", me =e “m". (544)

As componentes da estrutura simplética na nova diada sao

EAB — 0AlB — LAOB = e_w(aAZB — ZA5B) — 501 = 5A35AZB = e_w,

B = oM P — AP = v (6MF — T10") = &% = P00 = v (545)

que equivalem a g;; = e 2“n;; e §¥ = e*“n" | onde 1;; e 7/ sdo as componentes da métrica
num frame nulo.

Nao ¢ dificil obter as novas componentes do espinor de Weyl. Elas sao dadas por
(/\IVIO, \Al}l, /\I}Q, @3, @4) = (672w+4a\110’ 672w+2aqj1, 672“’\112, ei2w72aqj3, 6721074(1@4). (546)

Agora podemos normalizar o espinor de Weyl. Comecamos das formas padrao, e
depois vamos transforma-las e normaliza-las de acordo com as transformacgoes acima.
Para o tipo Petrov I temos ¥y = ¥y # 0, além de ¥, podendo assumir qualquer

valor. As normalizagoes aqui serdo dadas por

[Tol = [Wy] = 1 = e 2, [ = e 210, =1 = ¥ = \/|U,], ¢*=1.  (547)
Portanto o resultado final é

Y

Uapop = €V (6405000p + Lalpicip) + 6Wad(a0piciny, (548)

onde 1 é a fase da funcdo complexa W, original (que ndo podemos normalizar).

Para o tipo Petrov II temos ¥, = 6¥, # 0. Normalizamos os pardmetros com
o] = L0y =1 = 29|y = e 24Uy = 1 = ¥ = \/|Uy], " = 1. (549)
O espinor de Weyl tipo Petrov II agora é
Uapop = 66 (5(40picip) + 0408000D)- (550)
Para o tipo Petrov D a normalizagao é 6bvia. Apenas ¥y # 0 logo escolhemos

Uy = e 2| Ty =1 = ¥ = /| U] (551)
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A forma final do espinor de Weyl é
Uapcp = 6€"0(40Bicip). (552)

Nao podemos normalizar o boost. A isotropia neste caso é idéntica ao caso isométrico.
Nestes trés casos podemos normalizar o parametro conforme w. Nao precisamos

usar as derivadas de Weyl se ndo quisermos. Podemos simplesmente fazer a classificagao

isométrica das métricas normalizadas.®? As maiores diferencas sao nos outros dois casos.

Para tipo Petrov III temos W3 = 1. Logo nossa normalizagao ¢é

Uy =e 20— ] — w=—a. (553)
A forma do espinor de Weyl é idéntica ao caso isométrico,

U apop = —40(A05001 D). (554)

H&4 uma simetria extra nos coframes possiveis dos tipos Petrov III. Diferente do caso

isométrico, o coframe aqui nao esta completamente determinado. A isotropia é dada por
o4 = 20y, Ta=e 3%, ot = 324 A =24, (555)

Para o tipo N temos apenas ¥, = 1. Neste caso a normalizagao é

Uy=e 21 =1 — w=-2a. (556)
Novamente temos uma forma idéntica ao caso isométrico
VaBcp = 040BOCOD, (557)

e novamente temos uma simetria extra, que deve ser considerada junto com as rotacoes

nulas caracteristicas dos tensores de Weyl tipo N.

04 = 04, Ta=e 24, ot = et A=A (558)

Para continuar com as normalizagbes precisamos definir a derivada de Weyl de
espinores. Suponha que a derivada de Weyl espinorial seja hermitiana e que as derivadas

de tensores e espinores equivalentes também sejam equivalentes,

Vepéy = Vepa, Vepo®aa =0. (559)

82 Ou ainda, usar as funcdes de estrutura do coframe normalizados.
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Considere um vetor nulo complexo definido por vaa = £4Ca. A relacao entre sua

derivada de Weyl espinorial e o espinor equivalente da derivada de Weyl tensorial é

Veoovaa = EaVeooCa +CaVeeréa
=4 (VCC'CA' + WB/A’C’CCB’) + Car (VCCfA + WBACCfB)
= Voo (€aar) + <5EWB/A’C’C + 5E/IWBACC’) (¢8Cm)

= Veoovaa + WP 4y ucovps:. (560)
Como o vetor vgp € arbitrario vale
easWpace +EapWaace = ecpecrWan + eapEapWeer — eacEarcWpp.  (561)
Simetrizando nos indices AB e contraindo os indices A’B’ obtemos
2Wace = ecWao +eccaWpio = Wnace = ecWaor- (562)
Portanto a parte simétrica da conexao espinorial é
Wisace = 3(ecaWper +ecWacr). (563)
Contraindo a equacao entre as conexoes nos indices AB e A’B’ temos
2(WA/A’C’C +Whice) = Weor = Wigacer = cap(3Woer +iHee). (564)
Juntando ambas as partes e reorganizando alguns termos reescrevemos a conexao como

Wpacer = (ecaWper + ecWacer) — epa(3Weer + iHeer)
= eaWeyer + 5ecWacr + ieapHeer

= ecpWacr +1€apHeer, (565)

onde Hoer € um espinor hermitiano.

w(z)+ih(x) €A, quUE

implica a transformagdo da diada (04,t4) — (e¥04,6%t4). A conexdo de Levi-Civita

Para a transformacao conforme da estrutura simplética, e4p — €

espinorial se transforma como
I'% acor = TP acer — 6GV acr(w) — 165V eer (). (566)

Ambos Hpoer e h nao afetam as conexoes tensoriais, e por isto serdo considerados zero.
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o
Precisamos normalizar a derivada V.C%.4, ou equivalentemente o espinor
- A SA o A = AF o
VEEI(\II BCDE B’gc’D’) =& pEc'pE€ VEE"IIFBCD- (567)

Portanto basta normalizar as derivadas do espinor totalmente covariante.

Calculando a derivada de Weyl do espinor de Weyl temos

VerVasep = VerYapep + 4V rascW pypr = VerYapep + 4¥piepWays, (568)

um expressao bastante simples quando comparada com a equivalente tensorial.
Exatamente como ocorre com a conexao de Levi-Civita (equagao (488)), a derivada

de Weyl de um espinor do tipo Petrov N na forma candnica vale
VeeVapcp = 404050cV |EE|0D), (569)
e portanto, basta normalizar a derivada de 04, que escrita por extenso é

O —
VER 04 = VEpoa+ opWap
= (’75}_«75]5/ + €lply — QORlE — BZEEE/)(?A
— (%5}5’5]_«7/ + Klglp — ,55EZE/ — &ZEEE/)ZA

+ 05(W11040m + Wooiaie — Wigoalg — Woriaom). (570)

Lembrando a transformagao (558) da base, contraindo com a base contravariante e exe-

cutando uma rotacao nula relacionamos os coeficientes das conexdes. Por exemplo

/

p =0T Vggon=p—+ Woo = e*(p+ Woo) = €'(p + crk + Wy). (571)

Computando todos os coeficientes temos

K= e%k,

€= e'(e+ cn),

p=e"(p+ Wo + ck),

0 = ¢'(0 + k),

o= e2a[oz + Wi+ clp+e€) + 02“]7

é = e®[B + co + Ce + ctr,

7 = e®[r + Woy + co +¢p + ctk],

Y =7+ Wi +clr+ B) +ea+ o+ ce(p+€) + ’ck. (572)

Independente dos valores escolhidos para os parametros ¢ e a e dos coeficientes de
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conexao, podemos usar a forma de Weyl para escolher®?
R(p) = R(y) = a =0, (573)

cujas solugoes sao

Woo = — 5(p+ P+ ck +R),

Wo = — [@+7¢(p+e) + R,

W= —3iy+7+cr+B8+a@)+eT+ B+ a)+c’o+¢7 + cc(ck + cr)). (574)
Substituindo a normalizacdo de & na equacio de 7 temos

T=¢e*(r—a)+co+clp—p—¢ +c(ck —R). (575)
Por fim, precisaremos de uma tltima equacao,

B—%=e®[(f—T+a)+c(ete—p+p)+A] (576)
Podemos agora prosseguir com as normalizagoes. Ha oito casos a considerar:

CN1) Se k # 0 podemos uséa-lo para normalizar a escolhendo |/O-f| = 1, e normalizar c

o — . . ~
escolhendo o = e**(o + ¢k) = 0. Neste coframe os invariantes conformes sdo

k=eV, e=¢ p=ip;, 0=0,a=0, =0, T=7—a, 7= (577)

CN2) Se k = 0 # € + € — p + p podemos normalizar ¢ escolhendo 3 = 7, e normalizar a

escolhendo a parte imaginaria de p ou a norma de €. Os invariantes conformes sao

’%:07 2: |f|€a B:Z|f|pla Oo-:a:) &:Oa 52%267 %:iﬁ’h (578)
onde escolhemos e® = | f| para normalizar um dos dois invariantes.

CN3) Se k = p—p = e+ € = 0, mas |o| # ¢ podemos normalizar ¢ completamente
escolhendo 8 = 0. Neste caso temos os invariantes

k=0, e=ilfle, p=0, c=|flo, a=0, =0, T=7—a, v =i, (579)

onde novamente escolhemos | f| para normalizar um dos dois invariantes.

. ~ . o 2, .
83 H4 outras opcdes para normalizar Wi, mas 7 — @ é independente da forma de Weyl.
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Se k = p; = €, = |o| — |&] = 0, mas ¢; # 0 ndo poderemos zerar S completamente.
(¢}

Escrevendo o = i€;e?™ | a equacdo da transformacao de 3 é
B = e®[B +ie;ce®™ +ie;c] = e*[B + ie;e™ (ce' + e V)] (580)

o .
e podemos zerar apenas uma parte do invariante escolhendo 3 = €%*3,e™. Para preservar
esta normalizacio nos restringimos as rotacoes nulas com ¢ = ire~*¥. Com estas escolhas

os termos quadraticos na equacao para a parte imaginaria de % se cancelam, e temos
§—7 = y—F+irle™ (r+B—a) e (F+B—a)] = y—T+irle ™ (7 —@) —e" (7 —a)]. (581)

Podemos normalizar a escolhendo € = +i. Se 7—a@ = ge'¥ ndo é possivel normalizar

s . ] . ~
¢ completamente. Do contrario poderemos escolher v = 0. Estes dois casos sdo:

CN4) Se k= p; =€, = 0 —ige?™ =0, mas ¢; # 0 e 7 — @ # ge’¥. Podemos normalizar c

escolhendo B = Bye’ e 7; = 0. Invariantes sio

k=0, e=+i, p=0, 0 =i, a=0, f=7[Fye?, 7=7—a, v=0. (582)

CN5) Se k = p; = ¢, = 0 —i;e®™ = 7 — @ — qe™¥ = 0, mas ¢ # 0 ainda sobra uma

isotropia unidimensional ¢ = ire”*. Escolhemos®

k=0, e==4i, p=0, 6 =ic®™, a =0, B=PFye?, 7=qe" 5=1i3. (583)

o
’ . ~ . [¢] ~
Os tltimos casos sao aqueles tais que kK = p; = € = 0 = 0, e portanto § e 7 sdo

invariantes a rotacao nula. Agora temos para o tltimo invariante

o

Y—F=7-F+[cB+T—a)—e(B+T—a)]. (584)

Se B+ 7 — @ # 0 podemos escolher 5 = 0 e normalizar a escolhendo |8+ $'| =1,e
ainda restard uma isotropia unidimensional. Se § + 7 — @ = 0 nao podemos escolher *Oyz-,

e poderemos normalizar a somente se 5 # 0 <= 7 — @ # 0. Os trés ultimos casos sdo:

CN6) Se k = p; = € = 0 mas  + 7 — @ # 0 podemos normalizar v = |B+7o'|—1:(),

sobra uma isotropia unidimensional ¢ = ire™*

R=0,8=0 p=0 6=0,4=0 =5, F=ie¥ -3, 5=0. (585)

84 Usando as equacoes de Newman-Penrose é possivel mostrar que ¢ = Bw =eWr 4+ e WT = 27y, mas
esta equacdo nao faz parte do procedimento de normalizagao.
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Caso | K ¢ D o 5’ T 5 [sotropia
CN1 | e | € ipi 0 3 F—a | —

CN2 | 0 | |fle |ilflps| & | B B | —

CN3 | 0 |i|fle 0 |flo 0 F—a | —

CN4 | 0 | =i 0 |ie* | Bue® | 7—a | 0 —

CN5 | 0 +i 0 ie? Bwew qe'? i ire”

CN6 | 0 0 0 0 B lie" —B| 0 ire®

CN7 | 0 0 0 0 e —e™ | cr +ic;
CN8| 0| 0 0 0 0 0 ;| w=—2a,c, +ic;

Fonte: O autor, 2019.

CN7)Sek =pi=€e=0=0+7—a=0mas § # 0 # 7 — @, poderemos escolher
|3| = |7| = 1, mas ndo podemos normalizar ¢
k=0,6=0,p=0,0=0,04=0,8=¢",7=—¢",7=0. (586)
CN8)Se k =p;=e¢=0 = =7—a=0 entdo v, é completamente invariante as trés
transformacoes, e toda isotropia restante é preservada.
k=0,6=0,p=0,0=0,04=0,3=0,7=0,7 =3, (587)
Todas as diferentes normalizagoes e isotropias foram colocadas na tabela 4, onde
f deve ser escolhida de forma que iguale a norma de um dos invariantes a unidade.
Independente da normalizagao, como escolhemos a forma de Weyl precisaremos computar

a derivada segunda e o tensor de Ricci, inclusive se for possivel escolher VgV agcp = 0.

Quanto as derivadas para os tipos Petrov III, temos:

VeeVYapep = —120(40plc V|EE0p) — 40(40B0cV |EE/|ID) = —40(A0BXCD)EE!; (588)
onde o novo espinor Y, vale
Xcper = 3icV g0y + 0V |EE|lD)
= 3ucV|er0D) + 3Z(CWD)E/5E + oV ee|lp) + 5(CWD)E’ZE
— [Vogop + (7 — Wio)igte — Mgt — (i — Wi1)igow|0cop
—3[(F + Wo)ogom + Figte — (5 + Woo)ogie — olgow|icip
+ [(27 4 3W11)005 + (26 + Woo)iple
— (20 + 3W0)opie — (26 + Wor)igop]00in).- (589)
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Vamos escolher zerar prioritariamente as componentes com maior nimero de t’s, em

particular, nos indices simétricos. A normalizagao escolhida é:
WOO—F%(ﬁ‘i‘ﬁ):W01+%:3W11+’7+%:0 (590)

Quanto a normalizacao de a, devemos lembrar que X ¢é definido relativamente aos

espinores de base o. Portanto ele se transforma como

0(A0BXCDE)E' = €"0(A0BXCDE)Er = XCDEE' = €"XCDEE'- (591)

Juntando com as transformagdes das componentes de Y, os invariantes conformes sao:

o =e(a— 37/2),

B=e"(8-1/2),

=l -M)/2 =i

e =e"(e—p/d—p/4),

k= ek,

3\ =e %\,

fi= e+ /3 +7/3),

v =e %,

T =e(1+7),

p=e"(p—p)/2=eip,

o =0,

7=0 (592)
Sera impossivel normalizar a apenas se todos estes invariantes forem zero,

a:327—, Bzg, T=—T, =7, p=p, 62%, ,u:—zg, k=A=v=0=0. (593)

Usando as equacoes (457) de Newman-Penrose podemos mostrar que nao hé espago-
tempo tipo III que satisfaca estas condigdes. Mais precisamente, as equagoes 14, 15 e 16

do conjunto agora sao escritas como

AT = Oy + 1,

2 4
-0y =0y — 1 — =T
3 8 21 37'%
3 _

iA? — oy =27y — 1. (594)
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Subtraindo a segunda equacgao e dois tercos da terceira equagao da primeira obtemos
0=28/3. E impossivel satisfazer as equacoes de Newman-Penrose com esta conexio, logo
nao ha espago-tempo tipo Petrov III com simetria conforme de dimensao cinco e sempre
poderemos normalizar completamente os coframes dos espacos tipo Petrov II1.%°

Para testar a solugao obtida para o problema de equivaléncia conforme de métri-
cas foi desenvolvido pelo autor um programa (em Maple) para calcular os tensores de
curvatura das conexoes de Levi-Civita e de Weyl, e suas derivadas covariantes. Este pro-
grama é composto por quatro arquivos: TensorAlgebra (2954 linhas/73 KB), faz alguns
calculos basicos de Algebra Linear (incluindo levantamento e abaixamento de indices);
IdzFnes (1371 linhas/28 KB) define fungoes indexadoras, usadas por Maple para imple-
mentar as simetrias pelas permutacoes de indices dos tensores; Manifolds (1062 linhas/28
KB) usa os dois arquivos anteriores para executar calculos com campos tensoriais numa
variedade diferencidvel arbitraria (incluindo as derivadas absolutas, de Lie, e derivadas
covariantes quaisquer); e RiemannWeyl (754 linhas/25 KB), que usa os trés arquivos
acima para calcular a conexao e a curvatura das respectivas geometrias, além das com-
ponentes dos espinores de Weyl e Ricci para os casos quadridimensionais. Os resultados
deste programa para geometria riemanniana foram verificados de forma independente
por CLASSI (MACCALLUM et al., 1994), um programa de classificagdo invariante de-
senvolvido por Jan Aman (AMAN; KARLHEDE, 1980) especificamente para geometrias
lorentzianas quadridimensionais.

Um quinto arquivo, Comandos4 (1639 linhas/48 KB), foi desenvolvido para exe-
cutar calculos no formalismo de Newman-Penrose, sem a necessidade de especificar uma

métrica.36

6.7 Espagos Tipo Petrov III com simetria maxima

Usando o conhecimento adquirido na se¢do anterior, tentaremos encontrar as con-
dig¢oes para que um espaco tipo III tenha o maior grupo de simetria conforme possivel.
Escolhemos o tipo Petrov III pois neste caso temos apenas um parametro a ser normali-
zado, e porque solugoes deste tipo sao mais raras na literatura do que as de tipo N e D.

Sabemos que o pardmetro a devera ser normalizado em qualquer métrica tipo
Petrov III, e a maior dimensao possivel do grupo conforme para este tipo Petrov é quatro.

Para alcancar esta dimensao é preciso que todos os invariantes conformes sejam constantes.

85 Este resultado concorda com a andlise feita em (HALL, 2004), usando as equagdes diferenciais para a
Algebra de Killing conforme.

86 Estes programas, junto com sessdes de Maple que implementam os célculos, podem ser encontrados
em <http://bit.ly/ConformalEquivalence>.
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Voltando as equagoes (592), apds a normalizagao de algum dos coeficientes todos

os invariantes devem ser constantes. Adicionando um subindice 0 para elas, temos:

o= Age ' 437 (2) /2, B = Boe '@ 1 1(2)/2, v = (2) + iGipe! @
e=p(x )/2 + Ege 3@, K = rpe ? @), A = Ne/ @),

1= Mye! @ — 2,.(z)/3, v = 1y @), 7= Pye @ —7(2),

p = pr(z) +iRype 3@, o = ope 3@, (595)

onde G,y e R;y s@o reais e as outras sao complexas.

Como podemos executar transformacoes conformes faremos as contas nas métricas
j& normalizadas, ou seja, aquelas onde f(x) = 1 (e a norma de uma das constantes é
um) para estudar as equagoes de Newman-Penrose. Nestas métricas podemos combinar
algumas das equagoes de Newman-Penrose para obter um sistema de onze equacoes inde-
pendentes das componentes da curvatura e das derivadas dos coeficientes indeterminados.

Por exemplo, para estes casos, a sétima e a oitava equacao do conjunto sao:

g? = (PO + AQ — Eo)(Po — ?) — )\0(3E() — EO — ZRlO) —I—ﬁo(MO — 2’%/3) — Vpko + (I>20,
—(57' = 0'0(8")/7/3 + 4ZG10 — Mo) + T(Zo — Bo) — XO(pr — ZRZ()) + /‘ioﬁo — (1)02. (596)

Somando a segunda destas equagdes com a conjugada da primeira temos
Xo(Eo + BEO — QZRZO — pr) — Jo(MO —M — 4ZG10 — 2"}/7«) +F0(F0 +ZO — BO — T) = O (597)
O conjunto completo de equagoes é

300pr — HroT + C1 =0,

— 2007 + 9T + Cy = 0,

61 Riop, + DRoT — HroT + C3 = 0,

— 2(My — M), + 97 — 97T + Cy = 0,

— 6Byp, — 10607y, + 9(2Eg — iRi)T + 9007 + C5 = 0,

(Ag — 3By)p, + 3(3Ey — Ey — iRi)T + 300T + Cs = 0,

— Xopr + 2007, — Por + C7 =0,

— 2iGiop, — 2(Ey — Eo)v, + Cs = 0,

(3Mo + 2iGio)pr + 2(2Eg — iRio)yr + (3P + 2A0)T — 2BoT + Co = 0,
— 2Tvopr — 2(3Py + 2A40)7, + 9T — 3(3Mo + 2iGi0)T + C19 = 0,

— 2(Ag — 3Bo)y, — o + 3(3Mpy — 4iGi)T + Cyy = 0, (598)
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onde as onze constante C’s sdo dadas por

C = 00(3Ey — Ey) + ko(Py — Ag — 3By),
Co = —3Ng(My + My + 4iGyg) + 3vp( Py + 3Ag + By),
Cs = 2iRi(Ey + Eo) + Fo(3Ag + By — Py) — ko(34¢ + By — Py),
Cy= —3(M2 = M)+ 3uy(Ay + 3By — Py) — 305(Ay — 3By + Pp),
Cs = 3By(2E + iRy) + 3ko(Mo + My) — 3(2Ey — iRi) Py + 300(Ag — By — Py),
Cs = 240(2Ey — Eog — iRy) + 2Bo(Eg + iRi) — (3Ey — Eo + iRy) Py — 300 P
+ Ko(2My + Mo + 4iGy) — RoXo,
Cr = M(Eg — 3Eg — 2iRy) — 09(My — My — 4iGyo) + Po(Ay — By + P),
Cs = — 2iGy(Ey + Eo) + (Ag — Bo) Py — (Ag — By) Py + Koy — K,
Cy = 3Py(Ag — Py — 5By) — 2A¢(Po + 2By — Ag) + 2BoBg + Eo(5My — 2M + 2iGyg)
+ iRy (5 My + My) + Eo(3My — 2M ¢ + 2iGi) — 4RioGio + 4(Koo — 0oXo)
Cro = — 3vp(11Ey + 3By + 8iRi) + 3\ (11By + 3Py — 34y)
— 3A0(3My — 2M o — 2iGy) — 3Bo(3My + 2iGy) — 18iGi Py + 24,
Chi = 3A0(3My + My — 2iGy) + 3Bo(3My — 3M o — 10iGig) + 9Py (Mo — M)
— 240oBy — 3vo(Ey — 3Ey — 5iRy) + 970 — 6. (599)

O conjunto de equagdes (598) e (599) é muito complicado para ser resolvido dire-
tamente, mas pode ser compreendido estudando primeiramente suas diferenciais e depois
usando as solugoes no sistema original. O objetivo é descobrir se hé alguma solugao cujas
coeficientes p,., 7, ou T nao sdo constantes, para determinar o lado esquerdo das equagoes

de Newman-Penrose. Estas equacoes sao

3oodp, — HrodT = 0,

— 2Xody, + 919dT = 0,

61 R;0dp, + SRodT — H5KodT = 0,

— 2(My — My)dvy, + 9pdr — 9pdT = 0,

— 6Bydp, — 10kody, + 9(2Ey — iRy)dT + 900d7 = 0,

(Ay — 3By)dp, + 3(3Ey — Eg — iRyio)dr 4 300d7 = 0,

— Xodp, + 200dy, — Podr = 0,

— 2iGydp, — 2(Ey — Eg)dy, =0,

(3Mo + 2iGio)dp, + 2(2Ey — iRio)dy, + (3P + 240)dT — 2BodT = 0,
— 2Tvodp, — 2(3FPy + 2A0)dy, + 9NodT — 3(3My + 2iGy0)dT = 0,

— 2(Ag — 3Bg)dy, — 9NodT + 3(3My — 4iGy)dT = 0. (600)
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Primeiramente devemos notar que nao ha solugoes com dois coeficientes funcio-
nalmente independentes. Para mostrar isto vamos supor que d p, A d 7 # 0. Esta
condicao implica o9 = k9 = 0 na primeira equacao. Usando esta resposta parcial nas
outras equagoes e impondo a independéncia funcional obteremos novas solugoes parciais,
por exemplo R;p = A\g = Fy = 0. A solucao completa do sistema é que todas as constantes
devem ser necessariamente zero para satisfazer simultaneamente as equagoes diferenciais
e a independéncia funcional. Porém, sabemos do final da secdo anterior que esta solugao
nao satisfaz o sistema completo das equacoes de Newman-Penrose. Portanto devemos
descartar todas as solugoes de (600) que nao satisfagam dp, A dr = 0.

Da mesma forma, se impormos dyy Ad7 # 0 a segunda equagao requer \g = vy = 0,
e comecando daqui podemos chegar na mesma conclusao: todas as constantes devem ser
zero e nao vao satisfazer o conjunto completo das equagoes de Newman-Penrose.

Sabendo que dp, A d7 = dv,. A dT7 = 0 podemos mostrar que os outros produtos
exteriores também devem ser zero. Por exemplo, supondo dp, Ady, # 0 podemos mostrar

que os produtos exteriores
oodp, A dvy,. = Ndp, A dv,. = Rjpdp, A dvy,. = Bodp, A dv, = Gydp, A dvy,. =0, (601)

que implica todos estas constantes iguais a zero. Voltando as equacoes diferenciais, usando
este resultado parcial e calculando os outros produtos exteriores chegamos a mesma con-
clusdo: todas as constantes devem ser zero e novamente nao podemos satisfazer as equa-
¢oes de Newman-Penrose. Um resultado andlogo pode ser obtido supondo dr A d7 # 0.

Concluimos que todos os produtos exteriores dos coeficientes sao zero
dpg ANdvyy =dp, NdTr =dypy AT =dr AdT =0, (602)

e portanto todos os coeficientes sao funcionalmente dependentes de uma tinica variavel x,
que poderemos escolher igual a algum dos coeficientes (se soubermos que ele nao é cons-
tante). As equagoes diferenciais sdo simplificadas em equagoes algébricas, substituindo as
diferenciais pelas derivadas p.(z), v.(z) e 7(x) em (600).

As equagoes (600) possuem uma implicacao ainda mais forte: todos os coeficientes
sao relacionadas por fungoes afins (possivelmente constantes).

Para mostrar isto considere primeiro que dp, # 0 e escolhemos © = p,. Queremos
uma solugdo tal que 7'(z) e v.(x) ndo sejam simultaneamente constantes. Se 7/(x) nao é
constante a primeira equagao implica kg = 09 = 0 e a sétima implica \y = Fy = 0. Usando
estes resultados nas outras equagoes obtemos novamente que todas as constantes devem
ser zero, e portanto nao hé espago-tempo que satisfaca as equagoes de Newman-Penrose.

Se 7' é constante entdo 7.(x) necessariamente nao é constante. Nestes casos to-
dos os coeficientes que multiplicam 7/.(z) devem ser zero, e em particular, \g = kg =

oo = Fy = Ry = 0. Novamente usando estes resultados nas equagoes (600) obtermos
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novamente que todas as constantes devem ser zero.

Se dp, = 0 # dv,. podemos escolher x = ~,. Para satisfazer nossas condigoes
nestes casos todos os coeficientes de 7/(z) nas equagdes precisam ser zero, e portanto
ko =1y =09 = Ey = R0 = Py = 0. Reavaliando as equagoes apos estes resultados vamos
obter de novo que todas as constantes devem ser zero.

O ultimo caso é aquele onde dp, = dv. = 0 e podemos escolher alguma das
partes de 7 como coordenada x, embora nao faca diferenca na pratica. Nestes casos
necessariamente kg = vy = Py = 0, e se queremos evitar que a razao 7'/7' ndo seja
constante serd preciso que as constantes sejam todas zero novamente.

Portanto as tinicas solugoes possiveis das equagoes diferenciais (600) que satisfazem

o sistema completo de equacoes Newman-Penrose sao dadas por
pr(z) = prx + pro, W (2) = 1T + Yo, T(2) =TT+ 70, dpf, = dy, = dr’ =0. (603)

Usando esta solugao e escrevendo o sistema em termos de matrizes temos

P+ Pro 2 Pro
/SC—i- . / .
x| 0 = x| T erx- || =0, (604)
T'r 4+ 79 7! To
Tx + T 7 To

e lembrando a solugao das equacgoes diferenciais dividimos as equagoes em dois sistemas

Pr Pro
/
x-|7l=0 x-1"=c (605)
7! To
7! To

Para encontrar as solugdes separamos as partes reais e imaginarias, supomos que
algum dos coeficientes nao é constante e o escolhemos como funcao x, resolvemos as
equacoes homogéneas primeiro e usamos esta solugao para resolver o outro conjunto de
equagoes nao-homogéneas. Na pratica usaremos Maple para resolver este sistema.

Dividimos o sistema em cinco casos: * = p,; p. =0ex =7, p, =, =7/ =0ex =
=" =0#7 erx="1sep. =~ =7 =0ex =1, Mesmo com estas simplifica¢oes
os dois primeiros casos sao complicados demais para Maple resolver diretamente, mas

podemos usar o comando Basis do pacote Groebner para obter as solugoes.
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Dos cinco casos que separamos apenas o ultimo possui uma solugao, dada por

a = 2B,o(1 + 6iB,o M) — 3i7;/2, B = 2B,(1 — 6iB,oM) + /2,

v = —3/4B,y, e =0,

k=0, A= —1/4B,y —iM,

p = 3/4Bo + i Mo, v =0,

™= —2B,0+ 1T, p =0,

o=0, T = 2B, + iT;. (606)

Porém ao usar esta solugao no conjunto completo das equagoes e Newman-Penrose
concluimos que elas nao podem ser satisfeitas. Especificamente, a décima terceira, décima

quarta e décima quinta equacoes sao

7 9 T
*A 12—4—(13 24MZB7.—* 7,,
2(7) 12 + 241M0 bro 1B,
—iA(1;) = gy + 1,
3 T
0= 3+ By + 16iB,0 M — — -, (607)
2 B,

que s6 possuiria solugao se A(7;) fosse complexo.

Em todas as métricas acima que resolvem as equagoes de Newman-Penrose os
coeficientes de conexao nos frames candnicos sao constantes. Logo, o lado esquerdo das
equagcoes sao zero e, mais importante, as componentes do tensor de Ricci também o sao.

Portanto todas as métricas tipo Petrov III com simetria conforme quadridimensi-
onal sao conformalmente equivalentes a métricas com simetria isométrica quadridimensi-
onal. Resta saber quais sao estas métricas.

Usando o pacote Groebner podemos obter algumas das solu¢oes das equagoes de
Newman-Penrose. Fomos capazes de resolver todos os casos com trés componentes do
tensor de Ricci diferentes de zero, além de trés casos mais gerais com quatro componentes

do tensor de Ricci diferentes de zero,

Qo1 = Pp2 = P12 =0, (608)
Qo1 = Qo2 = P1a + Poy = P11 =0, (609)
Qo1 = Po2 = P12 + o1 = P2y = 0. (610)

Estudando as equagoes também fomos capazes de obter de forma independente outras
cinco solugoes. No total obtivemos vinte e duas solugoes distintas, que foram separadas
em trés grupos de acordo com o niimero de parametros livres na solucao.

Por fim fomos capazes de integrar algumas das equagoes de estrutura para obter

os coframes (e portanto as métricas) destas solugoes. Para conseguir isto escrevemos as
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equagoes de estrutura em termos dos coeficientes de conexao,

dl= —(e+8lAn—(TF-B—a)lAm—(r—F—a)lAm
—RnAm—rnANm+ (p—p)mAm, (611)
dn= —(v+¥)IAn+viAm+DI AT
+(r—B—anAm+(7T—F—a)yn Am+ (u—m)mAm, (612)

(m
—(r+mIAn+ E+y =AM+ ANA™
—(p—e+EnAm—onAm+ (8 —a)ym Am. (613)

Dados os coeficientes de conexao, se conseguirmos integrar estas equagoes podemos obte-
mos o coframe e a métrica. Como nao ha coordenada candnica (invariante nao-constante)
temos muita liberdade para escolher um sistema de coordenadas conveniente.

Uma solugao interessante que obtivemos é:

. . i 5i(L2Pgy — 1)
«@ ? Y /6 ™ T 7 Y ,y 2L7 4L Y
i(5L2Pg — 1) i(L2®gy — 1) ,
1% 4L ) 4 L3 ) ) (6 )

onde omitimos os coeficientes que sao zero. Esta solucdo é importante pois o tensor de
Ricci representa uma solugao fisica. Nominalmente, temos uma solugao tipo Petrov 111
com constante cosmoldgica e radiacdo nula (neste caso o tensor de Ricci também estd na
forma candnica de Segre).

Esta solugao implica as equacgoes de estrutura

dl = — 2%LIA (m — ),

(L2Pgy — 1 (L2 — 1
dn = 2(2223)”\ (m —m) + 4iLn N\ (m—m)—l—Z(sz)m/\m,
5i(L2®gy — 1
dm:——dﬁ?%Am%mﬂ—MmAm. (615)
A primeira consequéncia das equagoes acima é
dm—dm=d(m-m)=0 = m—m = —idy/L, (616)

para alguma funcdo/coordenada y. Para a primeira equagao de estrutura temos
dl = —2iLI A (—idy/L) = 2dy Al = [ = 3L**du, (617)

para outra coordenada u (obviamente funcionalmente independente de y).



A equacao para a parte real de m é dada por

[(L2Dgy — 1
dm +dm =d(m+m) = 5Ly — 1) 222 )

5(L2®Dgy — 1)e
__X 222 Je du A dy — dy A (m +m),

cuja solucao, para alguma coordenada x, é

5(L2(I)22 - ].)62y

5 du.

m+m=2e Ydx +

A 1ltima equagao diferencial é dada por

3(L2CI)22 - 1)62y

dn = 517 du Ady +4n A dy
(5L2(I)22 — 1) —y 5(L2q)22 — 1)e29
572 e Ydr + 1 du | Ady,

cuja solucao é

<5L2(I)22 - 1)6_

(251193, — 42020y +17)e% |

4
n=-c¢ Ydv + 1812 N

O coframe final é

IN(m—m)—iL(m—m)A (m+m)

dz.

| = 3L%¥du,
o (254 ®3, — 4202 P9y + 17)e® (5L Dy — 1)e™¥
n=e Ydv+ 1812 du + NE
5(L2Pyy — 1)e®¥ d
m = (e_ydx + ( 224 Je du) — i%;

dz,
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(618)

(619)

(620)

(621)

(622)

e podemos obter a métrica através de g = 2l ® n — 2m ® m. Esta solugao ¢ importante

pois o tensor de Ricci representa uma solucao fisica.

Outras solucoes também foram integradas, sempre de forma similar: procuramos

combinagoes lineares das 1-formas do coframe que sejam fechadas (e linearmente inde-

pendentes) e as integramos. Em seguida procuramos por formas £ que admitem um fator

integrante, d¢ = n A £, e que n seja uma combinacao de diferenciais das coordenadas ja

encontradas, e as integramos também. Por fim tentamos resolver os sistemas de equa-

goes diferenciais para as formas restantes (lembrando que podemos fazer mudancas de

coordenadas para simplificar algumas fungoes/formas).

Uma das solucoes que integramos possui trés parametros livres, v = iy; e 7 =
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T, +17;. O resto da solugao é

_’Vi?_i B_’%T—FZ
T 2 . )

Ppp=-A= o Qg = —77, Q1o = =20y — 1, Doy = 477, (623)

) n = 22%7 m= =T,

«

onde novamente, omitimos os coeficientes que sao zero. Se 7, = 0 o coframe obtido apods

a integracao ¢

| = e 2/du, n = eWt2¥dy + 8v,ady, m = dz + idy, (624)
enquanto para 7, # 0 obtemos o coframe

| = e Widu, n = et UnE2vdgy 4 (e — 2y, /7,)dy, m = dz + idy. (625)

Outra solugdo que conseguimos integrar, esta com dois pardmetros a = iq; e

T =173, é dada por

€= miTi(Ti—Qa,-), B =1ila; — i), 7:—2;, = —72,
p= io;m (1: — 20v), T =17, A=—72 byy = Tlf’
Poo = OCZZ—Z?(E —20)%, Qo2 = 204, 1o = =2,
Dy; = O‘ij(n —20), Oy = %(m —2q,). (626)

Se «; = 7;/2 podemos obter o coframe

4
| =e*¥du, n =dv— —?dy, m = dz + idy. (627)

2

Se «a; # 7;/2 a solugao das equagoes de estrutura é

I = e ¥du 4 20,7 (1; — 20?200V,

262 (Ti—204)y

n =dv +

———d = 22V + idy. 628
P P Yy, m=e x +1dy (628)

A dltima solugao que integramos tem um parametro livre, p = p,., e é dada por

1 ) 32 2 2
o = -, /8 = s € = —737 m = s T = i
Hor 3ty ey 3fby Mo
14 4 22 1
A = et @ = Y @ = -, @ = -, @ = — 629
31%2 02 3,“72» 11 9M72» 12 3 22 My ( )
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O coframe correspondente pode ser escrito como

o3 3t
g, =

[ =" *du. n =
¢ A= 16

(ure*’du — dx) 4 ie"dy. (630)
Todas as solugoes que integramos foram verificadas de forma independente por
CLASSI. Embora nenhuma destas solugoes tenham um tipo de Segre compativel com
solugoes fisicas simples, pode ser possivel transformé-las em solugoes fisicas através de
transformacoes conformes.
Por fim, as solu¢oes sem métrica das equagoes de Newman-Penrose obtidas estao

no apéndice A, agrupadas pelo nimero de pardmetros livres.
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CONCLUSAO

Nesta tese procuramos as condigOes necessarias para determinar quando dois espa-
¢os-tempos sao conformalmente equivalentes. Foi feito um estudo de toda a teoria mate-
matica necessaria para compreender e investigar o problema e encontrar sua solugao.

Revisamos a Geometria Diferencial, numa abordagem independente de sistemas de
coordenadas. Em seguida introduzimos o conceito de conexao e curvatura. A Geometria
Riemanniana e seu tensor métrico foram discutidos e as transformacoes conformes entre
estas geometrias foram explicadas. A Geometria de Weyl, que desempenha papel vital na
solucao e a relacao de sua curvatura com a da Geometria Riemanniana foi estudada.

Depois estudamos a solugao do problema de equivaléncia de coframes e como uséa-la
para resolver o problema de G-equivaléncia de coframes. O Método de Equivaléncia de
Cartan foi usado para resolver o problema de equivaléncia entre métricas.

Terminada toda essa preparacao tedrica, podemos finalmente resolver o problema
de equivaléncia conforme, tema central da tese. O objetivo foi alcancado com sucesso,
nao apenas para os casos de interesse, mas também para todas as geometrias dadas por
tensores métricos de qualquer assinatura. Também aplicamos esta solucao para a busca de
geometrias tipo Petrov III com maxima simetria conforme, obtendo varias solugoes, uma
das quais possui um significado fisico simples em termos de um fluido eletromagnético
nulo com constante cosmoldgica.

Paralelamente com a resolucao do problema de equivaléncia, foi desenvolvido um
conjunto de programas para calcular ambas as curvaturas, riemanniana e de Weyl, e suas
derivadas, para testar o método na pratica. O funcionamento do método e os progra-
mas associados foram verificados de forma independente pelo programa de classificagao
invariante CLASSI.

A solugao do problema de equivaléncia encontrada pode ser usada para obter uma
classificagdo conforme invariante de qualquer geometria riemanniana e descobrir se duas
destas variedades sao conformalmente equivalentes. Além disto, podemos usa-la para
extrair algumas informacdes sobre a Algebra de Killing conforme da geometria, em parti-
cular sua dimensao e a dimensao de seu subgrupo de isotropia. Nao foi possivel explorar a
relacdo entre a classificagao conforme e essas simetrias, assunto que deverd ser investigado
posteriormente. A aplicacao da classificacao conforme para obter solu¢oes das Equacoes
de Einstein (ou qualquer outra métrica), seja ela obtida diretamente da classificagdo inva-
riante ou de transformacgoes conformes de métricas obtidas por ela, foi investigada apenas
para um caso especifico, e também devera ser objeto de pesquisas futuras. Um conjunto
de solugoes para espagos tipo Petrov III com méaxima simetrias isométrica e conforme foi
obtido, mas apenas um pequeno numero destas solugoes foram integradas e tiveram suas

métricas calculadas. As demais solu¢oes deverao ser alvo de estudos posteriores.
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APENDICE A - Solugoes Tipo Petrov III com Simetria Conforme Quadridimensional

A.1 Solugbes com um parametro

1. Solugao com p = ip;
2 3pi
2. Solugao com v = 7,

1

1
, Boo = pi, P1o = —3

= = )\ = _1]. ry = —r
f=m 527, g H i
1 1
—=—p= ——— = —128+? =
T 0T TP T 40063 Y T "7 16y,
1 1
Py = ——— - Py = —12877;
02 12872 ) 11 2562 ) 22 Yrs
3. Primeira solugdo com vy = 1,
i i; 4iry3 2i 4 1
[— A _ — = — = — v = — (D — T 5 (D = -
5 ~ ) % 3 , V 7 3 ; ) 02 7,,2, ) 12 3a
4. Segunda solugao com 7y = i,
a=p=— €= ——= = 217, V= —9217;,
8; 643 K !
7 1 1
- Py — — — Boy = —1272:
1Y 32’_)/13 3 00 1024,}/26 ) 02 16 ZQ ) 22 Vi
5. Terceira solucao com vy = iy,
71 9i; 15 108i~? 144 1
o= —), = - y W= —— V= — y T = 5" (I)12:7;
37 49 7 2401 37i 3
6. Quarta solucao com v = iy,
Ti 5 212 1124 1568: N
o= = €= —% K= = Vi,
2’%’7 2’}/17 ’Y? ’ 715 ’ i
. iy} 144 281 196¢
=175, V= ) ™= ) P= "3 0="3"
7 Vi o v
144 28 6272 56
T=— A=-7% Qo= Pu=-, P12 = —5;
Vi i i i

(631)

(632)

(633)

(634)

(635)

(636)
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Quinta solugao com v = i;
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? 5 31 T T
o= — = - ) €= ) - - )
64-;’ 64~; 92163 884736~
717 317 3 i
2 7 /’L 2 ) v 272 Y m T 96/}/17
71 71
= —_— o= ——
P~ 614473 1843273
1 7 7
- = 0= Dy =802 (637
1152927 7 530841645 T 1152927 2 - (637)
Solugoes com dois parametros
. Solucao com pu =ipu; e v=u,
? 21 4
=—— A==l T=—7—, Ppp = , © —1; 638
B 311, i, T 310, 02 3.2 12 (638)
. Solugdo com p = ip;, A= A\ — i
? 21
oqO=—— T=——, @12 = —].7 (639)
Hi 31k
. Primeira solucao com v =7, e v = 1,
1 Y 2 4 1
5 - ) 1% 3 y T % 3 02 73 ) 12 37 ( )
. Primeira solugdo com v =, e u = p,
1 27, ’ 2 4
= — ’ = ua A= — M, T = —, (1)02 - R q)12 - _17 (641)
29, 29, phr Lo 1
Segunda solucdo com v =, e v = 1,
7 49 v, , 14 1
o= —-—), :_71/77 ,u:_la = - ) @12_—; (642)
3Yr 1247 7 3y 3
Segunda solucao com v =, e u = p,
L 1 2
o=, b=—5, A=—p,T= , P12 =1 (643)
29 (ptr + 277) 2 fhr 4 27,



7. Primeira solu¢do com v = iy; e v = v, — 320iv; /891

A3

31 2i7; 4iy; 3i 9 1
6:77>‘: ’77”:_ 7a7277¢02:727¢12:_77
27i 9 9 Vi i
Segunda solugdo com v = i; e v = v, + 2880i73 /75449
19¢ 75449y, + 2880i~} 4iry; 19¢ 1
o = , = , = — ST = —, = —;
6, 1254072 F= " 3, 273
Solucao com v =iv; e p = iy,
31 ?
a_2%—3ui7 6_2%—3%7
124 21
€ = s m =7 =
(27 + 3pi) (27i — 3pi)? 2; — 3y
244 2
P = 2 AN=———,
(29 + 3p) (27i — 3pua) Av? = 9
D76 12
Qoo = ) P2 ,
(2 + 3ps)*(27; — 3p?)* (2v; — 3p:)?
Qo = 3 ) Qpp=——1—,
(293 — 3pi) (27 + 3pui) 27 — 3y
6(2v; + 1) 2
11 = ) Doy = puj.
(27: + 3pa) (27 — 3p4)*
Solugdes com trés parametros
. Solugao com v =0, p=1ip;, L =ip; € T =T
3iT; i . '
a:_z-a ﬂ:_%7 A:_Zﬂia V__;a
27
= iTi’ - _Ti27 (P12 = _1a CI)QQ — _l7
Pi
Solugdo com v =iv; e v = v, + 11,
2 .
0522’;) 6:21%’ :u_27/727 T=T=—"—,
4 4(v;
A:—*Qa ¢y = -5, Py = (%
Vi Vi
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(644)

(645)

(646)
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3. Solugao com v = iv;, u = iu; e T = i1; (generalizagdo da solucao fisica)

=0 = A =i(2v — i),
=5 B 2 (27 — )
_ _ 4i7 (27; — u:)
T =17y, Ve=——
24+
A2 (3T — 24157 — 2
A=-—17, $ip = 2y — 1, Doy = — 0 (30T — 24T ) (649)

24T
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