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RESUMO

CLAUDINO, A. L. G. C. Usando polinémios de Darbouzx na obtencio de integrais
primeiras liouvillianas de equagoes diferenciais ordindrias racionais de sequnda ordem.
2019. 148 f. Tese (Doutorado em Fisica) — Instituto de Fisica Armando Dias Tavares,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2019.

Em fins do século XIX Darboux langou as bases tedricas que conectavam a busca
de integrais primeiras de sistemas de equagoes diferenciais com certos polindmios es-
peciais que, posteriormente, ficaram conhecidos como polindomios de Darbouzr. Era o
primeiro método de esséncia ‘generalista’ (ndo classificatéria) na histéria da busca de so-
lugdes/invariantes de sistemas de equagoes diferenciais. Esse procedimento foi estendido
ao longo do tempo e o ‘coracao’ de todas essas abordagens ‘Darbouxianas’ (para a busca
de integrais primeiras / solugoes de equagoes diferenciais) consistia na determinagao dos
polinémios de Darboux associados a equagao diferencial (ou ao sistema) em questao. Ironi-
camente, este ¢ o passo mais complexo deste tipo de abordagem. Desse modo, nas tultimas
décadas houve um aumento expressivo no nimero de trabalhos que buscavam estratégias
para computar esses polinomios. No caso especifico de equagoes diferenciais ordinarias de
segunda ordem temos polindmios de Darboux em trés variaveis, o que dificulta muito o
processo (ja custoso quando se trata de polinémios de Darboux em duas variaveis). Neste
trabalho, eu e meu grupo de pesquisa, apresentamos varias abordagens alternativas ao
célculo direto (o chamado método dos coeficientes indeterminados — method of undeter-
mined coefficients — MUC) para o computo dos polinémios de Darboux. As técnicas que
construimos se inserem no contexto de redugao de ordem (busca de integrais primeiras) de
equagoes diferenciais ordinarias racionais de segunda ordem que apresentem pelo menos
uma integral primeira Liouvilliana.

Palavras-chave: Equagbes Diferenciais Ordinarias de Segunda Ordem. Polinémios de

Darboux. Invariantes Liouvillianos. Inteligéncia Artificial.



ABSTRACT

CLAUDINO, A. L. G. C. Using Darbouzx polynomials to search for Liouvillian first
integrals of rational second order ordinary differential equations. 2019. 148 f. Tese
(Doutorado em Fisica) — Instituto de Fisica Armando Dias Tavares, Universidade do
Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2019.

In the late XIX century Darboux laid the theoretical foundations that connected
the search for first integrals of systems of differential equations with special polynomials
(later they became known as Darboux polynomials). It was the first generalist (non-
classificatory) method, in the history of determining solutions/invariants of systems of
differential equations. This procedure has been extended over time and the "heart’ of all
these 'Darbouxian’ approaches (for the search for first solutions/integrals of differential
equations) was the determination of Darboux polynomials associated with the differen-
tial equation (or system) in question. Ironically, this is the more complex step of this
kind of approach. Thus, in recent decades has been a significant increase in the number
of studies that sought strategies to compute these polynomials. In the specific case of
ordinary second order differential equations, Darboux polynomials are in three variables,
which makes the process more difficult (it is already expensive when it comes to Darboux
polynomials in two variables). In this thesis, me and my reseracrh group present alterna-
tive approaches to direct calculation (the so-called method of undetermined coefficients —
MUC) for computation of Darboux’s polynomials. The techniques we build fit the con-
text of order reducing order (search for first integrals) of rational ordinary differential
equations of second order presenting at least one first Liouvillian integral.

Keywords: Second Order Ordinary Differential Equations. Darboux Polynomials.

Liouvillian Invariants. Artificial Intelligence.
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INTRODUCAO

Desde os idos do século XVIII (com a confirmagdo do modelo Newtoniano como
representativo dos fendmenos mecanicos) as equagoes diferenciais (EDs) tém ocupado
lugar de destaque no entendimento e na descri¢ao de sistemas Fisicos (e de varios outros
que surgem no estudo das ciéncias naturais). Tais sistemas de EDs tém, desde entao,
sido usados para a descri¢ao cientifica da maioria dos fendmenos. Este fato gerou, nos
ultimos trés séculos, uma busca ferrenha por métodos / procedimentos / abordagens /
algoritmos que pudessem fornecer solugdes / invariantes / propriedades / caracteristicas
de tais sistemas.

As primeiras abordagens eram de natureza ‘classificatéria’; isto é, se fosse encon-
trado um método de solugao para um dado tipo de ED, esse procedimento era catalogado
e ‘somado’ aos procedimentos ja existentes. Com o passar do tempo tivemos a disposi-
¢ao um grande catdlogo de métodos, cada um dos quais especialmente desenhado para
atacar um dado tipo de ED. Em meados do século XIX a maneira ‘padrdao’ de abordar o
problema era a seguinte: Vamos supor que o comportamento de um determinado tipo de

fendomeno fosse descrito por uma dada ED; entao, os passos a serem seguidos eram:

e Conferir se a equacao diferencial em questao fazia parte do catalogo de equacoes

com solugoes conhecidas.
e (Caso sim, a equagao era resolvida e passavamos a analise da solucao.

e Caso nao, precisariamos tentar encontrar um método de solugdo para a classe de

equagoes diferenciais que representava o fenémeno.

Essa situagao mudou drasticamente em fins do século XIX com o advento das
teorias de Lie e Darboux [9,21]. As abordagens de Lie e Darboux foram as primeiras teorias
‘generalistas’ a tratar do estudo/determinacao de integrais primeiras de EDs. O método
de Lie é baseado no conceito de simetria de uma ED (um grupo de transformagoes que
mantém a forma da ED) e a abordagem Darbouxiana é centrada no conceito de polinémio
de Darbouz (um polindémio que é uma autofungao do operador de Darboux associado com a
ED em questao). Essas duas vertentes tém sido extensivamente desenvolvidas/estendidas
ao longo do ultimo século, especialmente nas tultimas décadas. E é neste contexto que
se localiza grande parte do trabalho desenvolvido pelo nosso grupo: Desenvolvimento (e

implementagao computacional) de algoritmos e métodos matemaéticos generalistas para a
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busca de integrais primeiras de EDs'. Nas secoes seguintes vou apresentar brevemente o
método de Prelle-Singer? e definir, de maneira mais precisa, a ‘localizacdo’ do trabalho

que realizei no vasto campo descrito acima.

A abordagem Darbouxiana e seu problema principal

Como mencionado anteriormente, os métodos Darbouxianos tém como foco princi-
pal os polinomios de Darboux. Esses polindmios sao autofungoes do operador de Darboux,
que é um operador diferencial linear de primeira ordem com coeficientes polindmiais as-
sociado com a derivada total em relagdo a variavel independente da equacao diferencial.
Mais claramente, considere por exemplo uma equacao diferencial ordinaria de primeira
ordem (1EDO) racional: ¢ = ¢(z,y) = M(z,y)/N(x,y), onde M e N sdo polinémios
coprimos (i.e., ndo possuem fatores polinomiais em comum) e y' = dy/dz. Desse modo

temos que, sobre as solugdes da 1EDO, a derivada total em relagao a = (D, ) é dada por

d 0 0 o M 0

D= o " T Vo (1)

O operador de Darboux D ¢ definido por D = N D, = N0, + M 0,. Essa definicao
implica em que a aplicagdo de D a um polindmio resulta em outro polinémio. Assim, se
p é um polinémio tal que a aplicacao de D a p resulta em um polindmio que pode ser
fatorado de tal forma que um dos fatores é o préprio p, ou seja, D[p| = ¢p, entao p é dito
ser um autopolinémio (ou polinémio de Darboux) do operador D e o outro fator (q) é
denominado cofator.

Darboux [9] mostrou que se um sistema bidimensional de 1IEDOs polinomiais auto-
nomas (S2D)

d
x':d—f:N(x,y)
(2)
=~ M)
y—dt_ Jy

ou, equivalentemente, uma 1EDO racional

,_dy  M(xz,y)

Y=~ N(z,y) (3)

1 Nosso grupo de pesquisa tem se dedicado a estas duas vertentes (os métodos de Lie e Darboux) e seus
desdobramentos. O trabalho aqui apresentado se encaixa neste todo tratando da busca de integrais
primeiras de equagdes diferenciais ordinarias racionais de segunda ordem. Mais especificamente, no
desenvolvimento de métodos e algoritmos dentro da abordagem de Darboux-Prelle-Singer.

2 0 método de Prelle-Singer consiste na principal vertente Darbouxiana (veja [24]).
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possuir uma integral primeira I algébrica (ou, equivalentemente, uma solucao geral algé-
brica), entdo podemos encontra-la a partir do conhecimento dos autopolinémios do ope-
rador D. Em 1983, Prelle e Singer [24] mostraram que, se o sistema (2) possuir uma
integral primeira elementar (ou, equivalentemente, a 1EDO racional (115) possuir uma
solucdo geral elementar) entdo a 1-forma M dr — N dy possui um fator integrante da

forma

onde os p; sao autopolinomios do operador D e os n; sao nimeros racionais. Dessa
maneira, eles puderam elaborar um semialgoritmo para construir integrais primeiras ele-
mentares de S2D. Funciona assim: Dado um S2D (ou uma 1EDO racional), construimos o
operador D e computamos seus autopolinémios p; até um determinado grau. Em seguida
fazemos a hipdtese que esses autopolindémios sao suficientes para a construcao de um fator

integrante R e verificamos se existem nimeros racionais n; tais que a equagao

D[R] _ D[l pi™] _§~, Dl _
R ILp™ _Zi: Cp A "

é satisfeita. Caso exista um conjunto nao nulo de valores para os n; que verifica a equagao
(85), teremos encontrado um fator integrante e, por conseguinte, a solugao geral da 1IEDO
(115) via quadraturas.

Dessa forma, olhando atentamente para o procedimento descrito (brevemente)
acima, podemos notar que a abordagem Darbouxiana para a busca de integrais primeiras

/ solugoes gerais de S2D / 1EDOs se baseia em duas etapas principais:

1. Tentar resolver a equacao D|p;| = ¢; p; para os p; e 0s ¢;.

2. Tentar resolver a equacao Y., n; Dp[?’” = —(0; N + 0, M) para os n,.

Além disso, a equacao descrita no passo 2 € linear nos n; enquanto a equacgao descrita no
passo 1 é nao linear (quadratica) nos coeficientes dos polinémios ¢; e p;. Portanto, o passo
mais complicado nos processos Darbouxianos consiste na determinagao dos polindémios de
Darboux® (PDs) do operador D — Este é considerado o ‘calcanhar de Aquiles’ do método.
A situacgao se complica muito quando passamos a tratar de equacoes diferenciais ordinarias
de segunda ordem (2EDOs) racionais pois, nesse contexto, os autopolindmios do operador

de Darboux sdo polindmios em trés variaveis (nesta situagio jé fica complicado determinar
PDs de grau > 2).

3 No caso de 1EDOs racionais buscar polinémios de Darboux de grau > 4 costuma ser inviavel pratica-
mente mesmo para M e N de graus > 3.
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Nosso grupo de pesquisa

O nosso grupo trabalha basicamente com a criagao de métodos matematicos e algo-
ritmos para lidar com equagoes diferenciais (EDs) e sistemas de EDs (sistemas dinamicos
— SDs) tanto analitica quanto numericamente. Grande parte desse trabalho consiste na
busca de solugoes de 1IEDOs e 2EDOs. Nosso viés para abordar o problema é generalista
(nao classificatério) e nos aventuramos no método de Lie desenvolvendo métodos heuris-
ticos [7,8] e métodos semialgoritimicos na abordagem Darboux-Prelle-Singer [3,5,12-14].

Em sua maioria, lidamos com EDOs racionais, ou seja, na forma geral (para 1EDOs
e 2EDOs):

,_dy  Mz,y) , dy M(z,y,y')

% Nay) ! —%Zcb(x,y,y’): (6)

Y

onde M e N sao polindmios. Fizemos também algumas incursoes em EDOs contendo
fungoes elementares [20,21,24,25]. Estas extensoes se mostraram muito eficazes, sendo
todas heuristicas. Estamos no processo de produzir resultados que dariam base tedrica

para estas extensoes. Nestes casos, as EDOs tem forma geral:

/_dﬁ_ M(x7y701a"' 707‘)

= = 7

Y= ir N(z,y,01,---,0,) (™)
dy’ M(z,y,y'y, b1, ,0;)

i — 7 _ / 9 - er — » ) 9 T 8

dr ~ 0@y 0 = e 6 (®)

onde M e N sdo polindmios e 6y, - - - , 0, sdo geradores elementares*. Uma outra caracte-

ristica de nosso grupo é, além de desenvolver a base tedrica e os métodos / algoritmos,
implementar tais processos em pacotes computacionais. Foi seguindo este lado que meu
trabalho iniciou-se junto ao grupo. Em minha dissertacao de mestrado participei no
desenvolvimento de um método mais eficiente para determinar PDs em duas variaveis e
comecei uma implementagao rudmentar (um estudo de eficiéncia) desse método. Para esta
implementagao usamos a plataforma Maple, um dos principais sistemas de Computagao
Algébrica (CAS) que existem, além de iniciar implmentagdes mais gerais na linguagem

Python usando o pacote Sympy®.

4 Veja [10].

5 A fim de iniciar o desenvolvimento de ferramentas de césigo aberto, usamos o pacote Sympy é uma
biblioteca para linguagem Python com capacidade base para implementar sistemas de computagao
algébrica. Nao possui tantas funcionalidades de alto nivel como o Maple, o que obriga a implementacao
de processos basicos, e portanto temos pouco feito com ele. Mais sobre o pacote pode ser encontrado
em https://www.sympy.org/pt/index.html
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Este trabalho

Dando sequéncia natural ao trabalho que desenvolvi em meu mestrado, comecei
este doutorado tentando estender o método descrito em minha dissertacao (e descrito re-
sumidamente na primeira se¢ao do capitulo 3 desta tese) para torna-lo capaz de computar
autopolinomios (PDs) de operadores de Darboux associados a 2EDOs racionais, ou seja,
para que ele pudesse determinar PDs em trés variaveis. Contudo, embora a ideia por
tras do método (que desenvolvi em meu mestrado) pudesse ser naturalmente estendida
para 2EDOs, O sistema de equagoes auziliares (veja a primeira se¢ao do capitulo 3) passa
de um sistema de 1IEDOs em uma varidvel (no caso de PDs em duas varidveis) para um
sistema de equagoes diferenciais parciais de primeira ordem (1EDPs) em duas varidveis.
[sso aumenta em muito a complexidade dos detalhes e dificulta bastante a determinacao
de um algoritmo pratico para a implementacao. Essa complexidade nao gera impedimen-
tos teodricos para a ideia central, como veremos em um exemplo resolvido posteriormente
(capitulo 5), porém nos motivou a buscar alternativas para o processo de busca de PDs.

Consegui um sucesso parcial nessa empreitada: Nosso grupo vinha, paralelamente
a linha seguida em meu doutorado, tentando meios alternativos para buscar integrais
primeiras Liouvillianas de 2EDOs racionais. Em [2] tivemos sucesso com um procedimento
(baseado nos conceitos® de 1EDO associada e fungio-S) que evitava o uso de PDs. O
método da funcao-S necessitava, porém, da solucao de duas 1IEDOs, o que nem sempre
se afigurava simples e, nestes casos, ficdvamos sem uma saida pratica. Contudo, em uma
das discussoes do grupo, foi levantada uma importante observagao acerca da natureza
do fator integrante das 1EDOs associadas a 2EDO em questao. A saber, existe um
fator integrante comum a 1EDO associada e a 2EDO racional. Isso implica em que os
PDs do operador de Darboux referente a 2EDO seriam também PDs do operador de
Darboux referente & 1EDO associada. Com base nesse fato desenvolvi algumas maneiras
alternativas para, a partir do computo da func¢ao-S, determinar os PDs (em trés variaveis)
com muito mais eficiéncia. Em seguida, implementei um pacote misto usando o pacote
que calcula a funcdo-S associada a 2EDO racional (veja [2]) e as rotinas que desenvolvi

para determinar os PDs.

Esta tese foi organizada da seguinte forma:

1. No Capitulo 1, apresentamos os fundamentos de uma abordagem Darbouxiana (O
método de Prelle-Singer e seus desdobramentos) aplicada ao tratamento de 1EDOs
(e 2EDOs) racionais que apresentem uma soluc¢ao geral (integral primeira) Liouvil-
liana e do método que faz uso da fungao-S (e dispensa o uso dos polinémios de
Darboux (PDs)):

6 Os conceitos de 1EDO associada e fungdo-S serdo bem definidos no capitulo 1.
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(a) Na primeira segdo apresentamos as principais vertentes da abordagem de Darboux-

Prelle-Singer:

e Na primeira subsecao definimos alguns conceitos basicos como o conceito

de Fator Integrante de uma 1EDO racional.

e Na subsegao seguinte apresentamos o método de Prelle-Singer (veja [24]),
um semi-algoritmo para buscar a solugao geral de 1EDOs racionais sempre

que a mesma puder ser expressa em termos de fungoes elementares.

— Apresentamos o conceito de Autopolinomio — Polinémio de Darboux

(ou ainda, Curva Algébrica Invariante).

— Em seguida apresentamos o método de Prelle-Singer (PS) propria-

mente dito.

e na terceira subsecao apresentamos um algoritmo para buscar a solucao
geral de 1EDOs racionais quando a mesma puder ser expressa em termos
de fungoes Liouvillianas (Nosso algoritmo (semi) — veja [5,6]).

e Na quarta subsecao mostramos dois semi-algoritmos para buscar integrais

primeiras Liouvillianas de 2EDOs racionais (Nossos métodos — veja [1,3]).

— Na primeira subse¢cao mostramos um método para buscar integrais
primeiras elementares de 2EDOs racionais (Nosso algoritmo (semi) —
veja [3]).

— Na subsec¢ao seguinte apresentamos um algoritmo para buscar inte-
grais primeiras de 2EDOs racionais quando as mesmas puderem ser
expressas em termos de funcoes Liouvillianas (Nosso algoritmo (semi)

— veja [1]).

(b) Na segunda secao, apresentamos a base teérica que fundamenta o método da
funcao-S para encontrar integrais primeiras Liouvillianas de 2EDOs racionais.

Este procedimento dispensa o uso dos PDs.

e Na primeira subsecao definimos de maneira precisa os conceitos de Fungdo-
S ede 1EDO Associada.

e Na segunda subsecao apresentamos (brevemente) o método da fungao-S.

2. No Capitulo 2 mostramos a ideia desenvolvida na minha dissertacao de mestrado.
Primeiro, apresentamos a ideia central por tras do método e os conceitos de expansao
em uma varidvel e Sistema Equagoes Auziliares (SEA). A partir da forma geral das
equagoes do SEA (e de algumas consideragoes importantes sobre a relagao entre os
graus de M e N e os graus dos polindmios P...q € Qeang — que sao os candidatos a
PDs e seus respectivos cofatores), mostramos como calcular PDs em duas variaveis

de uma maneira mais simples: resolvendo o SEA a partir do conceito de cadeia
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tringular de equagoes. Depois, aplicamos o método a um exemplo para mostrar o

método em agao.

A partir do capitulo 3 comeco a apresentar o que foi desenvolvido no periodo de

Doutoramento:

1. No Capitulo 3, desenvolvemos a ideia de uma expansao alternada nas duas variaveis,
o que promove uma diminui¢ao significativa do nimero de coeficientes indetermi-
nados. Apresentamos em seguida um exemplo onde mostramos o procedimento em

pratica.

2. No Capitulo 4, abordamos a construcao de um modelo de Inteligéncia Artificial para
ajudar na busca pelos graus de polinomios de Darboux presentes no fator integrante
da 1EDO. A ideia é utilizar redes neurais para estimar o grau maximo de um
polinomio de Darboux, com base em resultados ja conhecidos, e com isso, permitir
um ponto de parada mais eficiénte para os algoritmos de busca de polinémios de

Darboux.

3. No capitulo 5, proponho uma nova abordagem para a criacado de um modelo que
estime os graus de polinomios de Darboux, mais escalavel, apesar de se mostrar
menos estavel e mais custosa. Mas que em algumas etapas alcangou desmepenho

melhor.

4. No Capitulo 6 criamos uma extensao para o método apresentado no capitulo 2 que

lida com a determinacao de PDs em trés variaveis.

e Na primeira se¢do estendemos os conceitos de expansio em uma varidvel e
Sistema Auziliar de Equagoes (SEA) para o caso em que vamos determinar
PDs de operadores referentes a 2EDOs racionais, ou seja, para a determinagao

de PDs em trés varidveis:

— Na primeira secao, fazemos uma expansdo em uma varidvel e mostramos
que as equagoes do Sistema Auziliar de Equagoes (SEA) sdo EDPs em

duas variaveis.

— Na segunda subsecao, fazemos uma expansao em duas varidveis e, neste
caso, o Sistema Auziliar de Equagoes (SEA) consiste em um misto de

equagdes algébricas e diferenciais.

e Na secao seguinte, apresentamos um exemplo resolvido passo a passo para dis-
cutir os problemas gerados pelo fato de que, no caso de PDs em trés variaveis,
temos duas op¢oes complexas: ou o SEA consiste em um misto de equagoes al-
gébricas e diferenciais (muitas equagdes) ou consiste em um sistema de 1EDPs

em duas variaveis independentes.
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5. No Capitulo 7 apresentamos alternativas ao método descrito no capitulo 6 e como,

a partir delas, encontrar integrais primeiras Liouvillianas de 2EDOs racionais:

e Na primeira se¢cdo mostramos como, a partir do conhecimento da fungao-S,
calcular PDs (de maneiras mais vantajosas do ponto de vista do custo com-
putacional) para os casos em que a 2EDO apresenta um o fator integrante no

qual apenas um dos PDs apresenta um grau elevado:

— Em primeiro lugar construimos um procedimento para tratar 2EDOs com
um invariante Liouvilliano nao elementar.
— Em seguida, construimos um procedimento para tratar 2EDOs com um

invariante Liouvilliano elementar.

e Na segunda secao, apresentamos as nossas consideracoes sobre os algoritmos

desenvolvidos e fazemos uma pré-analise do seu desempenho.

6. No Capitulo 8 apresentamos uma implementacao computacional dos algoritmos de-
senvolvidos e uma andlise de seu desempenho: criamos o pacote FITED — First
Integrals Through Figenpolynomial Determining.

e Na primeira se¢do mostramos o uso do programa AIPED.
e Na secdo 8.1.2 apresentamos (detalhadamente) o pacote FITED.

7. Por fim, em 8.2.3 apresentamos algumas consideragoes sobre o trabalho desenvol-

vido, nossas conclusoes e avaliacao dos resultados e possiveis diregoes a seguir.
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1 FUNDAMENTOS DA ABORDAGEM DE
DARBOUX-PRELLE-SINGER E DO METODO DA FUNCAO-S

Neste capitulo o nosso propoésito ¢ duplo: comegaremos por apresentar a base teo-
rica e os conceitos fundamentais para um bom entendimento dos métodos Darbouxianos
(em especial, do método de Prelle-Singer). Em seguida, apresentaremos os métodos que
usam abordagens desse tipo (e uma alternativa — o método da funcdo-S) para buscar

integrais primeiras Liouvillianas de 2EDOs racionais.

1.1 Base tedrica para as abordagens de Darboux-Prelle-Singer

A ideia central na qual se apoiam todos os métodos é baseada no conceito de
1EDO ezata, um tipo de 1TEDO que pode ser resolvida por integracoes. A partir dai,
surge o conceito de fator integrante que (como o nome diz) consiste em um termo que,
multiplicado a uma 1EDOQO, a transforma em uma 1EDO exata. A partir dai, o caminho

consiste em determinar o fator integrante e assim por diante.

1.1.1 1EDOs e fatores integrantes

1.1.1.1 1EDOs exatas

Considere que
F(z,y)=C, (9)

onde F' é uma fungao de (z,y) e C' uma constante representam a solugao geral (na forma,
implicita) de uma 1EDO (onde temos y como funcao de z), podemos derivar ambos os

lados da equagao, obtendo

OF OF ,

onde y' = dy/dx . Reciprocamente, dada uma equacao do tipo

M(may>_N($ay)y/:0> (11)
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se existe uma func¢ao F'(z,y) tal que

8F OF
podemos fazer
,  OF 8F d
M(z,y) = N(z,9)y' = —— + —y = —F(z,y(z)). (13)

ox 8y dx

d
Definicao 1.1 Considere a 1EDO (11). Se M(z,y) — N(z,y)y = d—F(x,y(a:)) para
T

uma fung¢io F(x,y) infinitamente diferencidvel (C*), dizemos que a 1EDO (11) é exata.

Uma fungdo F'(z,y), infinitamente diferencidavel em um dado aberto U, satisfaz a seguinte

propriedade:
R 2R
0 = 0 ) (14)
Oxdy  Oyox
Portanto, se existe F'(z,y) que satisfaca as condigoes (12), entao
oM ON
- __ = (15)
dy ox
Isso nos permite enunciar o seguinte teorema:
oM ON
Teorema 1.1 Sejam M(x,y) e N(z,y) fungoes tais que M, N, 0 ¢ sejam
Y i

C> em um aberto U, entio M(x,y) — N(xz,y)y =0 é uma 1EDO exata em U se, e
somente se
oM ON
—_— = (16)
dy ox
para cada ponto de U. Em outras palavras, existe uma funcao F(x,y) que satisfaz
oF OF

=M — =_N 17
5 = M@y, To=-N) (7)

se e somente se M e N satisfazem (16).
Demonstragao: Para demonstracao veja [1].

Observagao 1.1 Considere que a 1EDO (11) é exata. Podemos achar a solugio geral

fazendo as sequintes integracoes:

Flz,y) = g};dx—i—/g dy — /( dm)d. (18)
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Exemplo 1.1 Considere as sequintes 1EDQOs:

0
1. y+xy =0 éuma IEDO exata, pois 9 __ = 1.
oy ox

Logo, F(x,y) = [Y[x — [*1dt]ds + [“ydt = [Y(z — x)ds + zy = zy.
A solucao da 1EDO é entiao xy = C'.

0 01
2. y+1vy =0 ndao é uma 1EDO exata, pois 9L
oy ' Ox

1.1.1.2 Fator integrante

Como vimos, a 1IEDO y+ 1y’ = 0 nao é exata. Entretanto, se a multiplicar-

mos por €7, ela se torna exata pois

Neste caso, a expressao e* é um exemplo de fator integrante, isto é, uma expressao que,
ao ser multiplicada por uma 1EDO nao exata, a transforma em uma 1EDO exata. Entao,
dada uma 1EDO nao exata, se estivermos de posse de um fator integrante, podemos
usar a férmula (18) para obter a solugdo geral. Assim, seja uma 1EDO (no formato
M(z,y) — N(z,y)y = 0) ndo exata. Quais sdo as condigoes para que exista uma funcao
R(z,y) tal que a IEDO RM — RNy =0 seja exata? Ou seja, quais sdo as condigoes
para que exista um fator integrante R para a IEDO M — Ny =07

Ora, a condicao para que a IEDO RM — RNy =0 seja exata é

O(RM)  9(—RN)

dy oxr

o que implica em:

OR OR oM ON
N—+M—+R—+R—=0. 19
ox oy dy ox (19)
Esta equacao diferencial parcial (EDP) para R pode ser de dificil resolugdo. Assim,
embora os fatores integrantes sejam instrumentos poderosos para a resolucao de 1EDOs,
na pratica pode ser muito dificil encontra-los”. Na realidade, a questdo ¢ mais complicada
do que isso. Quando falamos em encontrar um fator integrante, em geral temos em mente

uma fungao conhecida (como no caso da funcao e* para a IEDO y+ 3 = 0). Portanto,

7 As situacbes nas quais fatores integrantes podem ser encontrados de maneira simples, em geral ocorrem
quando R é uma fungdo exclusiva de uma das varidveis « ou y pois, nesse caso, a EDP (19) se reduz a
uma 1EDO separével.
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para definir bem o problema, temos que precisar a classe de 1IEDOs e de fatores integrantes
com que trabalharemos. Para nao nos alongarmos em uma discussao paralela ao assunto

deste trabalho, vamos contar apenas os ‘melhores momentos’.

1.1.2 O Método de Prelle-Singer

Em 1983 Prelle e Singer [24] criaram um semi-algoritmo para encontrar
solucoes elementares® para 1EDOs racionais. Basicamente, eles mostraram que, se a
1EDO racional

/_dﬁ_ M(l’,y)

V=l T M) (#0)

onde M(x,y) e N(x,y) sdo polindbmios coprimos com coeficientes em C (no corpo dos
nimeros complexos), possui uma solugao geral elementar I(x,y) = C, entao existe um
fator integrante R algébrico (tal que R", m inteiro, é uma fungdo racional de (z,y))
para a 1-forma M (z,y)dx — N(z,y) dy. Além disso, podemos obter esse fator integrante
encontrando as curvas algébricas invariantes (ou autopolinémios, ou ainda, polinémios de
Darboux) do operador de Darbouz associado a 1IEDO (20).

Nesta se¢do vamos mostrar como funcionam (em detalhe) as ‘engrenagens’ do mé-
todo construido por Prelle e Singer. Comecaremos por tornar mais precisos os conceitos

citados acima e como eles estao relacionados com as solu¢oes de 1EDOs racionais.

Defini¢ao 1.2 Considere a 1EDO racional (20). Chamaremos o campo vetorial D =
N(x,y) 0y + M(z,y) 0, de operador de Darboux associado ¢ 1EDO racional (20).

Observagao 1.2 Em vista da defini¢io 1.2 podemos escrever: Se D[I(z,y)] = 0 entdo
I(x,y) = C (onde C é uma constante) é a familia de curvas solu¢io da 1EDO racional
(20).

Exemplo 1.2
g mry—2u g —ay 41 (21)
dx +2x2y+ryi+aoy—1°

O operador de Darbouz é D = (2342 2%y+ay’ +xy—1) O, + (—2?y—22y* —y* —zy+1) 9,
e a funcao
e(77)

rzy — 1

I(x,y) = (22)

8 Os conceitos de fungdo elementar e funcio Liouvilliana estdo bem definidos em [1,11].
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¢ tal que D[I] = 0. Portanto, I(z,y) = C é a solugio geral da 1EDO (21)

1.1.2.1 Polindmios de Darboux

Nesta se¢do vamos apresentar o conceito de curva algébrica invariante. Es-
sas curvas sao definidas por polinémios chamados polinomios de Darboux que sao, por sua
vez, os ‘tijolos’ para a construgao dos fatores integrantes de 1EDOs racionais com solugao

elementar.

Definicao 1.3 Chamamos curva algébrica a qualquer curva definida por uma equagdo

do tipo p =0, onde p é um polinémio nas varidveis (x,y) com coeficientes em C.

Como podemos ver da definicdo 1.3, uma curva algébrica é caracterizada por um
polinémio p(z,y). Dada uma 1EDO racional, chamamos de curva algébrica invariante a

uma solucao algébrica da 1IEDO. Mais formalmente:

Definigao 1.4 Considere uma 1EDO racional no formato (20) e seja D o operador de
Darbouz associado. Um polinémio p(z,y) define uma curva algébrica invariante C' se
Dip(z,y)] = p(z,y) q¢(z,y), onde q(x,y) é um polindmio chamado cofator. O polinémio

p(z,y) é denominado polindmio de Darboux ou autopolindmio do operador D.

Observagao 1.3 Uma vez que a curva algébrica € definida por p(z,y) = 0, podemos dizer
que uma curva algébrica Cy € invariante se D[p(z,y)] = 0 para todos os pontos de Cy;

que € uma outra maneira de dizer que Cy é uma solugio algébrica da 1EDO (20).

Exemplo 1.3 Em relacio a 1EDO do exemplo 1.2 vimos que o operador de Darboux é
dado por D = (2* +22%y+ay? + 2y — 1) 0, + (—2?y —2ay* —y* —xy+ 1) 0, e a integral

o(77)

primeira por I(x,y) = . Aplicando D aos polinomios v +vy e xy — 1, obtemos

Dlz+y] = (x—y) (z+y)*,
Dizy —1]=—(zy—1)(z —y). (23)

Vemos que os polinomios x +vy e xy — 1 sdo polinomios de Darbouzx do operador D e,

portanto, x +y =0 e xy — 1 =0 sdo curvas algébricas invariantes da 1EDO (21).

Podemos notar que os polinémios de Darboux estao presentes no formato funcional
da integral primeira. Isso nao é uma grande coincidéncia. Como ja dissemos, os polindmios

de Darboux sao os ‘tijolos’ que compode o fator integrante e podem ‘aparecer’ na funcao

I(z,y).
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1.1.2.2 Dois resultados importantes e um semi-algoritmo

Nesta secao vamos apresentar as ‘engrenagens’ do método de Prelle-Singer e
também vamos ressaltar os resultados que permitem a construgao do semi-algoritmo. Es-
ses resultados também permitem as generalizagoes para tratar 1IEDOs e 2EDOs racionais

com solugoes Liouvillianas.

Podemos escrever a 1EDO racional (20) como

Considere que I(z,y) = C é a solugdo da 1EDO e, portanto, que I é constante sobre as
curvas solugao de (20) e isto quer dizer que a 1-forma w := dI = I, dx + I,, dy é nula sobre
elas. De (24) temos que a 1-forma 7 := M dz — N dy também é nula sobre as solugdes de

(20). Logo, w = R(z,y)y e temos
dl = I, dx + 1,dy = R (M dz — N dy). (25)

Definicao 1.5 Seja v uma 1-forma. Dizemos que R é um fator integrante para a

1-forma v se R~y é uma I1-forma exata.

O método desenvolvido por Prelle e Singer [24] utiliza um semi-algoritimo para

construir um fator integrante para a 1-forma 7 e se baseia nos seguintes resultados:

e Primeiro resultado:

Da equacao (25), temos que I, = RM and [, = —RN. Usando as condi¢bes de
compatibilidade (I, = I,), temos que N R, + RN, + M R, + RM, = 0. Desse

modo temos

D[R] _
T - _(Nx+My)7 (26)

onde D é o operador de Darboux.

Observagao 1.4 Note que o lado direito da eq. (26) é um polinémio (uma vez que

M e N sdo polinomios. Este resultado € de fundamental importancia para o método.

e Segundo resultado:

Para enunciar o segundo resultado (um teorema de Prelle e Singer) precisaremos do
conceito de polinomio irredutivel. Um polindmio é dito ser irredutivel se nao pode
ser fatorado no produto de dois ou mais polinémios nao triviais cujos coeficientes

sao de um determinado tipo. Mais formalmente:
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Definicao 1.6 Para qualquer corpo® K, um polindmio nao constante com coefici-
entes em K € dito ser irredutivel sobre K se ele nao puder ser fatorado no produto

de dois ou mais polindmios ndo constantes com coeficientes em K.

Observacgao 1.5

— A propriedade de irreducibilidade depende do corpo K; Um polinomio pode ser
irredutivel sobre alguns corpos, mas redutiveis sobre outros. Por exemplo, o
polinémio x® + 1 pode ser fatorado sobre o corpo C dos nimeros complexos
em dois fatores (x + i)(x — i), mas sobre o corpo R dos niumeros reais ele é

irredutivel.

— Todo polinémio com coeficientes em um corpo K pode ser fatorado em polino-
mios irredutiveis sobre K. Esta fatoragao é unica (a menos da permutacio dos

fatores e da multiplicagdo dos fatores por constantes de K diferentes de zero).
Teorema 1.2 (Prelle — Singer) Considere uma 1EDO racional no formato (20).

Se essa 1EDO possui solucao elementar, entdo ela possui um fator integrante que

pOd@ ser €SCT’Z'tO como

onde 0s p; sao polindomios irredutiveis em (x,y) e 0s n; sGo nimeros racionais.

Usando o segundo resultado no primeiro, podemos escrever

D[R] _ DI, p;"] _ Eip?i_lniD[pi] Hj;éip;'lj
R Hkka HkpZ’“
n;—1
pi' niD|p; Dp;
- Py P v 25)

Logo, concluimos que >, ni% ¢ um polinémio. Como os p; sao irredutiveis, temos
que cada p; deve ser um divisor de D|[p;]. Temos entdo um critério de busca de candidatos
para os fatores p; (encontrar os polinémios tais que p; | D[p;], isto é, os polindmios de
Darboux do operador D). Dessa forma, devemos encontrar um conjunto de n; e p; que
resolva (28) e, entdao, podemos construir um fator integrante para a 1-forma +y e, portanto,

para a 1IEDO (20).

9 Para um tratamento mais formal veja [1,10].
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Exemplo 1.4 Para ilustrar esse procedimento, faremos a aplica¢io do método PS para

determinar um fator integrante para a sequinte equagcao:

) = y(z +y) (29)

xr2

Neste caso, com D = 22?0, + y(x + y)9,, podemos encontrar uma solugio fazendo
p=amr+ay+as e q=Dbx+by+bs (30)
que seriam os polinomios de primeiro grau mais gerais. Obtemos assim

ana:[alx + agy + as) + y(x + y)0yla1x + asy + as)
= (a1x + agy + a3)(byz + bay + b3) (31)

que levam as possiveis solugoes nao triviais
P1=Y, 1 =2T+Y,

P2 =x, G2 =1T.

Usando esses resultados em (28), temos
mx + ny + nexr = —3x — 2y,

que tem como solug¢io ny = —2 e ny = —1. Obtemos entao o fator integrante

1
R=phpl = —.
L

Observagao 1.6

e Além do fato de ser nao classificatoria, esta abordagem € bastante atraente pois reduz
o problema de encontrar um fator integrante ao de resolver um sistema algébrico de

grau 2.

e Como ja foi mencionado, o método PS tem um cardter semi-algoritimico, pois nao
hd, até o presente, como estabelecer um limite para o grau dos polinomios de Darbouz
envolvidos, sendo necessaria a intervencao do usudrio em tempo de execugao, para

estabelecer tal limite.

o A estratégia para resolvermos o sistema algébrico resultante envolve o uso de bases
de Groebner que, no caso em que o grau dos polinomios de Darbouz envolvidos excede

4, comeca a se tornar invidvel do ponto de vista computacional. Assim, o ‘calcanhar
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de aquiles’ dos métodos Darbouxianos consiste na determinacdao de polinomios de

Darbouz com grau muito elevado.

e Se o fator integrante é composto por polinomios de Darbouz de grau baizo, o método

encontra a solu¢io quase que imediatamente (como no caso do exemplo 1.4).

1.1.3 1EDOs com solucao liouvilliana

Nesta secao vamos apresentar algumas generalizagoes da abordagem PS para tratar

1EDOs racionais com solucao geral Liouvilliana.

Teorema 1.3 (Singer — 1992) - Se a 1EDO (20) apresenta uma solugao geral Liouvil-

liana, entao a 1-forma M dx — N dy possui um fator integrante R no formato
R = ef U dz+V dy (32)

onde U e V sdo fungoes racionais de (z,y) tal que 0,V = 0,U e, portanto, a integral

JUdx +Vdy é bem definida.

Para a demonstragao veja [25].

Os resultados que apresentaremos a seguir, obtidos em [5,13], nos permitem cons-
truir um semi-algoritmo para encontrar solugoes Liouvillianas de 1IEDOs racionais (veja
[6]) e sdo essenciais ao entendimento da extensdo (para lidar com 2EDOs racionais) que
apresentaremos na secao seguinte.

A partir do resultado de Singer pode-se obter um ‘formato geral” para um fator integrante

possivel para qualquer 1EDO racional com solugao geral Liouvilliana:

Teorema 1.4 Se a 1EDO (20) possui solugdo liowvilliana, entdo existe um fator inte-

grante R(z,y) para a 1-forma M dx — N dy que pode ser escrito no formato
R = A0 ] pifa,y)°, (33)
i=1

onde Zy € uma fungao racional de (x,y), os p; sao polindmios irredutiveis em (z,y) e os

¢; sao constantes.

Para a demonstracao do teorema 1.4 veja [1,13].

Os dois resultados que permitiram a Prelle e Singer construirem um semi-algoritmo
para achar solugoes elementares de 1EDOs racionais sao:
DIR]
R

= polinémio
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e R= H p;'"* onde os p; sao polindmios irredutiveis e os n; sdo constantes.
i

Dpi]

O ponto é que, devido ao formato de R, ¢ um polinémio para cada polinémio de

i
Darboux. Assim, o problema principal se resume a calcular os polinémios de Darboux,

Dl
isto é, os polinémios p; tais que ﬂ = ¢;. Uma vez de posse dos p; (e dos respectivos

i
Dlp;]
cofatores ¢;) podemos escrever Zn,
; Di
(2
linear para os n;. Como o primeiro resultado continua vélido para 1EDOs racionais com

= an‘% = —(N, + M,) e obter um sistema

solugao Liouvilliana, vamos mostrar o analogo do segundo resultado:

Teorema 1.5 Seja uma 1EDO racional y = dy/dx = M(x,y)/N(z,y) (M e N sdo
polinémios coprimos em (x,y)) com fator integrante R = eZ@¥ T, p;(x,y)%, onde Zy
¢ fungao racional de (x,y), p; sao polinomios irredutiveis em (x,y) e ¢; sao constantes,

entdo D[Zy| € um polindmio em (x,y), onde D := NO, + MO, é o operador de Darbouz.

Para a demonstragao do teorema 1.5 (e uma apreciacao mais detalhada dos algoritmos)
veja [1,5,6,13].

Considere que a 1EDO racional

dy _ M(z,y)
drz N(z,y)

possui solucao Liouvilliana. Aplicando o resultado do Teorema 1.4 (R = e*/B [, p;¥) a

eq. (26), obtemos:

D[ 5]+ Xl -~ v+ 0 (34)
e, portanto,
BOAL AP 5o = — (e 01y), (33)

onde os 7; sa0 os cofatores dos p; (isto é, D[p;] = 7; p;). Assim, podemos reescrever (35),

multiplicando ambos os lados por B?, como:

BD[A|— AD[B|+ B*> ¢;7j=—B* (N, + M,). (36)
J

A equagdo acima é o andlogo da equagdo (28) para o método PS. Como o polindémio

B é um polindémio de Darboux entdo pode ser escrito como [],_; B]"", onde os B; sdo

polindémios de Darboux irredutiveis independentes e os m; sao inteiros positivos. Assim,
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podemos escrever:

DB _« Dls]
D 0

i Bi

o que implica que B;|D[B;]. Usando (37) em (36) e rearranjando temos

onde os \; sao os cofatores dos B; (isto é, D[B;] = \; B;). Esta equagao, como veremos, é
a base do método. Uma vez que sabemos a estrutura do polinémio B (= []; 5,""), isto é,
que os seus fatores sao polinomios de Darboux, podemos, uma vez definidos um conjunto
de polindémios de Darboux {B;} e um grau para B, determinar um conjunto finito de
possibilidades para os inteiros {m;}, convertendo assim a resolugdo da equacao (38) na
resolugao de um conjunto de sistemas de equagoes lineares para os ¢; e para os coeficientes
de A (um sistema de equagoes lineares para cada possivel conjunto de inteiros {m;}).
Portanto, apds escolhermos os graus de A, B e dos polinémios de Darboux p;, a
equagao (38) nos fornece, para cada possivel conjunto de inteiros {m;}, o mesmo que a

equagdo (28) no método PS.

Observacgao 1.7 Nao existe um limitante superior tedrico (até o momento) para os graus
de A, B e dos p; e, porisso, analogamente ao que acontece no método PS, nossa busca pode
prossequir infinitamente. Apesar disso, até os graus escolhidos no primeiro passo do nosso
semi-algoritmo, todas as possibilidades serao cobertas e, falando em termos prdticos, em

todos os exemplos das ‘arenas’ de testes mais usadas (veja [6]) o método obteve sucesso.

1.1.4 2EDOs com integrais primeiras liouvillianas

A abordagem empregada para construir um fator integrante R para a 1EDO raci-
onal ¥ = M(z,y)/N(z,y) foi baseada em dois fatos:
DIR]
R

o R=1]Lp".

= _(Nm + My)-

Vamos considerar agora uma 2EDO racional

p_dy  M(z,y,y)
dr N(z,y,y')’

onde M e N sao polindémios coprimos em (x,y,y’).
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Defini¢ao 1.7 Uma funcao I(x,y,y') € denominada integral primeira da 2EDO (39)

se I € constante sobre as curvas-solugao de (39).

Observagao 1.8 Se I(x,y,y') é uma integral primeira da 2EDO (39) entdo, sobre as
curvas-solugdo de (39), temos que a 1-forma exata w = dl = I, dx + I,dy + I, dy' €

nula.

Notem que, sobre as curvas-solucao de (39), temos duas 1-formas nulas:

a = M(z,y,y)de — N(x,y,y)dy, (40)
B = ydr—dy. (41)

Logo, a 1-forma exata w pertence ao espago vetorial varrido pelas 1-formas « e 3. Isto é,

podemos escrever w = F(z,y,y') a + G(z,y,y’) f. Logo
dI = Idx + L,dy + Iydy = F (¢pdx — dy') + G (y' dz — dy), (42)
implicando que'®

]l" = F¢+Gy/7
I, = -G, (44)
I, = —F.

Y

Considere que I(z,y,y’) ¢ uma integral primeira da 2EDO (39). Entao, podemos escrever
dl = (Foé +Gy)da+ (—G)dy + (—F)dy =

_ G, G ,

= Fl(¢ +5y)de — mdy — dy]. (45)

As 2EDOs estao associadas com duas 1-formas: « e 3, ao invés de uma (como acontece

10 Consequentemente, se encontrarmos duas fungdes F' e G que satisfacam (44), podemos determinar
uma integral primeira I via quadraturas:

/dex+/[1yaay/hd4 -
= /<Iy/_8ay’ [/dex+/[ly_(§y/fxdx} dyD oy

I yy) = /(ng—i—Gy’) dm—/{G+§y/(F¢+Gy’) dx} dy—

/{F+aay, U(F¢+Gy’) dx—/{G—&-éi//(Fqb—i—Gy’) da:} dy]}dy'. (43)

I(z,y,y)
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com as 1EDOs). Desse modo, as fungdes F' e G fazem o papel de ‘fatores integrantes’, que
agora seriam dois. Contudo, esse formato nao é interessante pois teriamos que redefinir
o conceito de fator integrante de uma maneira nao andloga aquela que empregamos para
defini-lo no caso de 1IEDOs. Por isso, escrevemos a 1-forma exata w como F' [(¢ —l—% y')dx—
%dy — dy'], uma vez que nesse formato fica facil perceber que a funcdo F é um fator
integrante para a 1-forma (¢ + £ y/)de — Sdy — dy'.

Definigao 1.8 Seja I uma integral primeira da 2EDO (39). A fungdo definida por S :=

I,/1, é chamada de fungao-S associada com a 2EDO através da integral primeira I.

Observagao 1.9 Se I é uma integral primeira da 2EDO (39) e (F,G) é um par de fungoes

G

que obedecem ds equagoes (44), entdo temos que & € uma fungdo-S associada com (39).

Portanto, podemos escrever (45) como
dl = R[(¢ + Sy )dx — S dy — dy'], (46)
e, assim, reescrer as equagoes (44) como

I, = R(¢p+5Y),
I, = —RS, (47)
I, = —R.

As condigoes de compatibilidade para (47) geram equagoes andlogas & D[R|/R = —(M,+
N,):

Teorema 1.6 Seja I(z,y,y') uma integral primeira da 2EDO racional (39). Se S é
funcao-S associada a 2EDO através de I, entao podemos escrever as condigcoes de com-

patibilidade para (47) como

DAF] _

= (St ), (48)
AR (49)
—(FyS+FSy)+F, =0, (50)

onde Dy := 0, +y' 0y + ¢(x,y,y') Oy .

Para a prova do teorema 1.6 veja [1]. Do formato das equagoes (48) e (49) podemos

enunciar o seguinte corolario:

Corolario 1.1 Seja S uma fungao-S associada a 2EDO y" = ¢(x,y,y’). Entdo S obedece

a sequinte equacao:

Dz[S] :S2+¢y’s_¢y- (51)
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Prova do Corolario 1.1: Isolando D, [F]/F na eq.(48) e substituindo na (49) obtemos
a eq.(92). O

1.1.4.1 Um método para encontrar integrais primeiras elementares de 2EDOs racionais

O teorema que enunciaremos a seguir nos fornecera resultados semelhantes aos
obtidos para as 1EDOs racionais, mas, desta vez, para 2EDOs racionais com uma funcgao-

S racional e uma integral primeira elementar.

Teorema 1.7 Seja (39) uma 2EDO racional que apresenta uma integral primeira ele-
mentar I e uma fung¢do-S racional associada a 2EDO através de I. Além disto, seja D
seu operador de Darbouz. Entdo a 1-forma (M Q+ Py')dz + (—P)dy+ (=N Q)dy', (em
que S = P/(N @), P e Q sao polindmios coprimos) apresenta um fator integrante R tal
que:

. s .. . D|R s . A .

(i) R € um divisor de D|R], ou seja, % ¢ um polinémio;

(ii) R tem a forma [I, p;*, onde o0s p; sao polindmios irredutiveis em (z,y,y') e os
n; sao constantes;

(iii) Os p; sao polinomios de Darbouz do operador D.

Prova do Teorema 1.7:

Vamos provar o item (i): Considere que a hipdtese do Teorema esteja correta.
Podemos substituir S = P/(N Q) em dI = F [(¢ + Sy')dx — Sdy — dy'] e escrever dI =
R[(M Q+Py)dz+(—P)dy+(—N Q)dy'], em que R := F/(N Q). Fazendo I, = R (M Q+
Py, I, = R(—P) e I, = R(—N Q) podemos usar as condi¢des de compatibilidade

Iy — 1y, =0, Iy — Iy, =0e I,y — Iy, =0 para escrever:
R(M,Q+MQ,+P,y)+R,(MQ+ Py )+ RP,+ R, P=0, (52)

R(My/Q+MQy/+Py/y,+P)+Ry/(MQ+

+Py )+ R(N,Q+NQ,)+ R, (NQ) =0, (53)

RPy’+Ry’P_R(NyQ+NQy)_Ry(NQ):Oa (54)

De [(52) multiplicado por N mais (54) multiplicado por M] e [(53) menos (54) multiplicado
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por y'] temos

P D[R] + R(D[P] + Q(N M, — M N,)) = 0, (55)

Q D[R] + R(D[Q] + Q(M, + N, +y' N,) + P) = 0. (56)

Podemos finalmente escrever (55) e (56) como

D[R] _ _D[P]+Q(N M, — M N,)
R P ’ (57)

D[R] _ D[Q]+Q(My + N, +y N,) + P (58)
R Q '

Olhando agora para (57) e (58) e lembrando que M, N, P e () sdo polindmios, podemos
concluir que D[R]/R ¢ racional. Todavia, notando que os denominadores do lado direito
de (57) e (58) (P e ) nao possuem fatores comuns podemos afirmar que D[R]/R é
uma funcao polinomial de (x,y,y’). Pois se nao fosse, o denominador de D[R]/R deveria

possuir algum fator comum a P e @), o que contradiz a hipdtese. Isto prova o item (i).

Para provar o item (ii) vamos em primeiro lugar enunciar um corolério ao Teorema.

Corolario 1.2 Se a 2EDO racional (39) possui uma integral primeira elementar I e
uma fungdo-S (associada com a 2EDO através de I) racional, entdao a 1-forma (M Q +
Py )dx + (—P)dy + (—N Q)dy’ possui um fator integrante algébrico.

Também vamos usar um lema. Basicamente, mostraremos que uma integral pri-
meira de uma 2EDQO, pode ser vista como a solugao geral de trés 1EDOs associadas. Esta
relacdo sera tutil para provar alguns fatos algébricos a respeito da estrutura dos fatores
integrantes para a 1-forma (M Q + Py')dx + (—P)dy + (=N Q)dy’ .

Lema 1.1 Seja I(x,y,y') uma integral primeira elementar para a 2EDO racional (39).
As trés 1EDOs definidas por

dv  Oyl(a,v,w)
do  Oud(u,b,w)
du  Oul(u,b,w)’ (60)
dv Ol (u,v, )

du 9,1
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tém I(a,v,w) = constante, I(u,b,w) = constant e I(u,v,c) = constante como suas

solugoes gerais.

Prova do Lema 1.1: Se I(x1,z5) = constante é a solugao geral da 1EDO dzy/dz; =
©(x1, x2) entao devemos ter que (0y, +¢ Oy, ) [ (21, 22)] = 0. Isto implica que p = —1,;, /I, .
[

Podemos agora provar o item (ii). Considere que as hipdteses do teorema sejam
cumpridas. Uma vez que dI = R[(M Q + Py')dz + (—P)dy + (—N Q)dy'], a partir do

Lema 1.1, temos que [(a,v,w) = constante é uma solugao geral da 1EDO racional

dw P(a,v,w)

dv ~ N(a,v,w)Q(a,v,w) (62)

Consequentemente, do Teorema 1.2 (segundo resultado da segao 1.1.2.2), a 1-forma — P(a,
v, w)dv—N(a,v,w)Q(a,v,w)dw tem um fator integrante Ry com formato [[; py;"*. Isto
é formalmente equivalente a dizer (pela simples mudanga de varidveis {a — z,v — y,w —
y'} que a 1-forma (—P)dy + (—N @Q)dy’ tem R; como um fator integrante. Posto que R é
também um fator integrante para (—P)dy+(—N Q)dy’, temos que Ry = F1(I) R (em que
F1 éuma funcdo de /) ou Ry = k; R (onde k; é uma constante). Mas lembremos que R
também é um fator integrante para a 1-forma (M Q+ P y')dz+(—P)dy+(—N Q)dy’. Isto
implica que R; é também um fator integrante para a 1-forma (M Q+ P y')dx + (—P)dy +
(=N Q)dy'. Temos, portanto, duas possibilidades:

e Primeira possibilidade: R; = k; R. Lembremos que os polinémios que constituem
R; s@o polinomios em (y,y’) e R é uma funcao algébrica de (x,y,7y’). Portanto,
R é da forma []; p;"i, em que os p; sdo polindémios de (y,7’) e os coeficientes sdo,

em principio, fungdes algébricas de x.

e Segunda possibilidade: R; = Fi(I) R. Isso implicaria em que existe uma integral
primeira racional (pois Fj([) seria uma funcao algébrica de (x,y,y’)) caso em que

R teria forgosamente o formato []; p;"* em que os p; sdo polindémios de (z,y,y’).

Seguindo o mesmo raciocinio para a 1IEDO (60), existe um fator integrante Ry
da forma [[; po;™* para a 1-forma (M Q + Py')dx + (—P)dy + (=N Q)dy’ tal que Ry =
Fo(I) R (em que Fp é uma fungdo de I) ou Ry = ko R (onde kg é uma constante).

Novamente temos duas possibilidades:

e Primeira possibilidade: Ry = ko R. Os polindmios que constituem Ry sdo polino-
mios em (x,y') e R é uma funcao algébrica de (z,y,y’). Logo, R é da forma
[1; pi"™, em que os p; sdo polindmios de (z,y’) e os coeficientes sdo, em principio

fungoes algébricas de y.
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e Segunda possibilidade: Ry = Fy(I) R. Isso implicaria em que existe uma integral
primeira racional (pois F3(/) seria uma fungao algébrica de (x,y,3')) e R teria o

formato IT; p;™ em que os p; sdo polinémios de (z,y,y’).

Agora vejamos: falta mostrar que, nas primeiras possibilidades, existe um fator integrante
em que os p; constituintes sao polinémios nas variaveis (z,y,y’). Visto que R; e Ry sdo
fatores integrantes para a 1-forma (M Q+ P y')dx+(—P)dy+(—N Q)dy’ , entdo podemos
escrever Ry = k Ry (k é uma constante). Uma vez que R; e Ry sdo fungdes algébricas,
a Unica possibilidade para a relacao R, = k R, ser verdadeira é que R; e Ry sao da
forma T[; p;,"*, onde os p; s@o polindémios das 3 variaveis (z,y,y’). Isto conclui a prova

do item (ii).

Para provar o item (iii) precisamos apenas provar que os p; que constituem o fator
integrante R sdo polindémios de Darboux do operador D. Na demonstragao do item (i)
mostramos que D[R]/R é um polinémio e na demonstragdo do item (ii) mostramos que
existe R da forma []; p;,". Logo, temos que
D[R]  DI[II;p Dip;

R [1x pZ’“ i Di

Como os p; sao irredutiveis, temos que cada p; deve ser um divisor de D[p;]. Isto conclui

a prova do item (iii). O
Vimos que

Rzl?[p?iél)][%mzzniljgi]zzmi% (64)

onde os p; sdo polinémios de Darboux (em (x,y,%’)) do operador D e os ¢; sao os cofatores

correspondentes. Das equagoes (55) e (56), podemos escrever:

P (D}[f]) =P Y g = —D[P|— Q(N M, — MN,), (65)
Q (PH1) =@ Tma =il P Q.+ Ny 4 0y), (66

As equagoes (65) e (66) sao a base do algoritmo. Como antes, a tarefa mais custosa
consiste na determinagao dos polindémios de Darboux do operador D. Apds essa etapa,
devemos calcular o seguinte conjunto de variaveis: {n;, P,Q}, onde os n; sdo constantes e
P e @ sdo polindomios. Olhando para as equagoes (65) e (66), notamos que se construirmos

um polindémio genérico @ (em (z,y,y’'))) de grau g, podemos inferir o grau maximo do
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polinémio P (gp). A idéia é, entao, resolver as equagoes (65) e (66) para os coeficientes
de P e () e para os n;. Se conseguirmos, teremos encontrado S e R e podemos achar uma
integral primeira via quadraturas. Se, por felicidade, encontrarmos dois pares de fungoes

S e R independentes, podemos integrar completamente a 2EDO.

1.1.4.2 Um método para encontrar integrais primeiras liouvillianas nao elementares de

2EDOs racionais

Enunciamos a seguir um teorema que nos fornece resultados semelhantes aos obti-
1

dos para as 1IEDOs racionais com solucao geral Liouvilliana!!.
Teorema 1.8 Seja (39) uma 2EDO racional que apresenta uma integral primeira Li-
ouvilliana I e uma fungao-S (associada a 2EDO através de I) racional. Seja D seu
operador de Darbouz. Entdo a 1-forma (M Q+ Py')dx+ (—P)dy+ (=N Q)dy’, (em que
S=P/(NQ), P eQ sio polinomios coprimos) apresenta um fator integrante R tal que:

(i) R é um divisor de D[R], ou seja, % ¢ um polinomio;

T
i

(ii) R tem a forma exp (% [1; pi, onde p; sdo polindmios irredutiveis em (x,y,y'),

A e B sdo polinomios em (x,y,y') que ndo possuem fatores comuns e n; sio constantes;
(iii) B e p; sao polinomios de Darbouz (autopolindmios) de D.

Prova do Teorema 1.8: A demonstragao do item (i) é idéntica a demonstracao da

primeira parte do Teorema 1.7.

Para provar o item (ii) usaremos o Lema 1.1. Considere que as hipéteses sejam
cumpridas. Uma vez que dI = R((M Q + Py')dz + (—P)dy + (—N Q)dy’), a partir do

Lema 1.1, temos que [(a,v,w) = constante é uma solugao geral da 1EDO racional (59)

dw P(a,v,w)
dv a N(a,v,w) Q(CZ,’U,'[U).

(67)

Logo, do Teorema 1.4, a 1-forma —P(a,v,w)dv — N(a,v,w)Q(a,v,w)dw tem um fator
integrante Ry da forma exp(A;/By) I1; p1:™ . Isto é formalmente equivalente a dizer (pela
simples mudanca de varidveis {a — z,v — y,w — y'} que a 1-forma (—P)dy+(—N Q)dy’
tem R; como um fator integrante. Posto que R ¢ também um fator integrante para
(=P)dy + (=N Q)dy', temos que Ry = Fi(I)R (em que F; é uma funcdo de I) or

1 A primeira parte do teorema é andloga ao resultado (26) (o qual foi enunciado e provado em [3] — veja
Teorema 1 de [3]). A segunda parte é uma generalizagdo do Teorema 2 de [3] e diz respeito a estrutura
de um fator integrante para uma 1-forma ligada & 2EDO. A terceira é uma generalizacdo do Teorema
1 de [13].
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Ry = k1 R (onde k; é uma constante). Mas lembremos que R também é um fator
integrante para a 1-forma (M Q + Py')dx + (—P)dy + (—N Q)dy’. Isto implica que R; é
também um fator integrante para a 1-forma (M Q + Py')dz + (—P)dy + (=N Q)dy'.

Seguindo o mesmo raciocinio para a 1EDO (60), existe um fator integrante Ry da
forma exp(As/Bs) I1; p2i"** para a 1-forma (M Q + Py')dx + (—P)dy + (—N Q)dy’ tal
que Ry = F(I)R (em que Fp é uma funcao de I) ou Ry = ko R (onde ks é uma

constante).

Agora vejamos: visto que R; and R, sao fatores integrantes para a 1-forma
(MQ + Py)dr + (—P)dy + (—N Q)dy’, entdo podemos escrever Ry = F(I) Ry (F

¢ uma fungdo de 1) ou Ry =k Ry (k é uma constante).

e Primeira possibilidade: Ry = k Ry . Lembremos que os polinémios que constituem
R; s@o polindbmios em (y,y’) e os polindmios que constituem R sdo polindémios
de (z,y'). Podemos concluir portanto que R; e R sao da forma exp|Zy| IT; pi"™ ,

em que os p; sao polindmios de (x,y,y’) e Zy é uma fungao racional de (z,y,y’).

e Segunda possibilidade: R; = F(I) Ry. Para o caso no qual I é uma fungao
elementar de (x,y,y’) e usando os resultados apresentados em [3] podemos concluir
que Ry e Ry saodaforma [[; p;"* e usando o mesmo raciocinio acima para mostrar

que os p; sao polinémios de (x,y,y’).

Suponhamos que I é uma fungao Liouvilliana nao elementar de (x,y,3’). Uma
vez que R; e R, sdo fungbes elementares, a tnica possibilidade para a relacao
Ry = F(I)Ry ser verdadeira ¢ que F(I) seja uma fungdo constante, isto é,
F(I) = k. Entao, voltamos a primeira possibilidade e temos que R; e Ry sdo
da forma exp[Zp] [1; pi™, where the p; sdo polindmios de (x,y,y') e Zy é uma

fungao racional de (z,y,v) .
Isto conclui a prova do item (ii).

A prova do item (iii), embora um pouco trabalhosa, usa apenas fatos algébricos

DIR] & yym polinémio) e (i) (R é da forma e/B) ], pi*, em

basicos. Comecemos com (i) (=5~
que os p; sao polindmios irredutiveis em (z,y,y’), A e B sdo polinémios em (z,y,y’) que
nao possuem fatores comuns e os n; sao constantes). Isto implica que

O o[ (4) ] - o[ 4]+ £ 2

2 — polindmio, (68)

D . -
Pl como uma tnica fracao , obtemos:
]

Escrevendo Y, n; )

A (T oz pi) D s
D { + 275 (Liszs i) Dlps) = polinoémio. (69)

B} IL; pi
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Expandindo D {%} e multiplicando ambos os lados de (69) por []; p;, podemos escrever:

s BD[A]I;A D[B] + > n;([[ pri)Dlp;] = polindmio (sz) (70)

i J i,i#]

Visto que >, n;([1;.; pi)D[p;] ¢ um polindmio e também o lado direito da equagao(70),
concluimos que

BD|A]-—AD|B
Hpi [ ]Bz 5l (71)

%

¢ um polinomio. Como os p; sdo polindmios irredutiveis, B2 nao pode ser um fator de

[1; pi- Assim, temos dois casos a considerar:
1. L; p; e B nao possuem fatores comuns .
2. [1; p; e B possuem fatores comuns.

Consideremos a primeira situagao: Uma vez que, por hipétese, [[; p; ndo possui nenhum
fator comum com B e que [[; p; (B D[A] — A D[B])/B? é um polinémio, devemos ter que
(B D[A] — A D|B])/B? é ele mesmo um polinémio. Multiplicando (B D[A] — A D[B])/B?
por B obtemos que A D[B]/B é um polinémio. Como A e B nao possuem fatores comuns,
temos finalmente que D[B]/B é um polindémio. Agora, visto que D[A/B] = (B D[A] —
A D[B])/B? ¢ um polindmio temos por (68) que 3=, n; D[p;]/p; ¢ um polindémio. Portanto,
como os p; sdo polindmios irredutiveis, p;|D[p;]. Isto completa a prova para o primeiro
caso.

O segundo caso é um pouco mais complicado. Para tornar a prova mais legivel
vamos escrever de forma mais concisa: em []; p;, ¢ varia de 1 a m. Representaremos os

fatores comuns de B e []", p; como
mi

c=1ln, (72)
i=1

e os fatores em [[;", p; ndo presentes em B como

P = ﬁ Di- (73)

i=mi+1

Entao, podemos escrever:
[[pi=PC., B=BcC (74)
i=1

Reescrevendo (71) com esta notagao e expandindo, obtemos:
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BD[A]— AD[B] B D[A] — AD[B]
E% B? = (PC) BBC
:7)BDmggMMﬂ::P[¥ﬂ PA%? 75)

Lembrando que (75) é um polindmio (veja (71)), se multiplicarmos (75) por B (ele mesmo

um polinémio), temos que

DlB]

PDA] - PA—;

(76)
é um polindémio. Portanto, visto que P D[A] é um polindémio, podemos finalmente concluir

que

DiB]

PAB

(77)

é um polindmio. A partir do fato que nem P nem A tém fatores comuns com B, podemos
assumir que D[B]/B é um polinémio. Falta provar que >, n;D[p;]/p; é um polinémio.

Escrevendo a eq.(68) como:

Dip

A
D {B} +> n = polindmio, (78)
i=1

i= m1+1 {

e, uma vez que B é um polindémio de Darboux, os polinémios irredutiveis p; (i = 1..m;)

D[pz]

sao tais que p;|D[p;] (i = 1..mq). Logo, >4 n; ¢ um polindmio. Consequentemente

ofi] 5,28

¢ um polinémio. Podemos escrever (79) como:

D {A + 2 nj(Hi,i;Ej pi)D[p;]

j = 1--m. 80
B:| Hlpl , 4] m1+ m ( )

Multiplicando (80)por []; p;, obtemos:

B DA AD o
1 [ ]B —l—Zn] 11 »:)Dlp;], ©,j=mi+1---m (81)

1 J 1,377

o qual é também um polinémio. J& que >=; n;(I1; ;2; pi)D[p;] é ele mesmo um polinomio,
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podemos afirmar que:

i » BD[A]I;A D[B] .

1=mi1+1

¢ um polinomio. Como [[;”,, . p; nao possui fatores comuns com B, concluimos que

w é um polindémio. Portanto, a partir de (68), temos finalmente que > ; ni%

¢ um polinémio implicando que p;|D[p;]. Isto conclui a prova. [

Vamos apresentar um semi-algoritmo para buscar integrais primeiras Liouvillianas
de 2EDOs que apresentam uma funcao-S racional. Em primeiro lugar, para procurar
fungoes-S racionais associadas com a 2EDO (39) podemos usar a equagao para a fungao-S.
Uma vez que estamos procurando por fungoes-S racionais podemos procurar polindmios
de Darboux para Dig do tipo Py(z,y,y’) + S Pi(x,y,y'), onde Dig) = Mg Os + Nig) D, e

Mg = (NS)>+ (NM, — MN,)S — (NM,— MN,), (83)
N[S} = NZ. (84)

Sempre que encontrarmos um polindémio de Darboux para Dig), teremos determinado F
e P e, portanto, os polinémios P e Q).

Existe um fator integrante R que pode ser escrito como
A ,
R = exp <B> [1p: (85)

em que B e os p; sao polinémios de Darboux do operador D. Visto que B nao ¢é (a
principio) irredutivel, podemos escrevé-lo como B = []; b;"F*, onde os b; sao polindémios
de Darboux irredutiveis de D e os np; sao inteiros. Assim, o proximo passo é calcular os
polinémios de Darboux (e os correspondentes cofatores) de D (até um determinado grau).

Em seguida, temos que definir os graus para os polindomios A e B. Depois disso,
devido ao nosso conhecimento da estrutura do polinémio B, tendo definido esses graus,
ficamos com um conjunto finito de possibilidades para os inteiros {ng;}. Entao, substi-

tuindo (85) nas equagbes (65,66), temos:

0 (DI[QR]) _0 (BD[A]B—2AD[B] "‘ZniQi) — —D[Q]—P—Q (N,+ N,y +M,) (86)

. <D1[%R]> 5 <BD[A]£;2AD[B] +ZniQi> = —D[P] - Q (N M, — MN,), (87)

nas quais os ¢; sdo os cofatores dos p; (i.e., ¢; = D[p;]/p;). Multiplicando as equagoes
(86,87) por B, passando os termos BQ(X>-n;q) e B P(}Xn;q) para o lado direito e
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substituindo B = []; b;"??, podemos escrever

Q(DIA] =AY ng; \s) = [[6 (~DIQ) = P = Q(No + Nyy' + My + Y miqi)), (88)

P (DA =AY ng; i) = [T (=DIP] = P nig) = Q(N M, — M N,)),  (89)

onde os \; sao os cofatores associados aos b;. Para cada conjunto de possibilidades para os
{np;} podemos tentar resolver as equacoes (88,89) para os n; e os coeficientes do polinémio
A. Se nao pudermos resolvé-las, temos que mudar as nossa escolhas e tentar outra vez. Se
resolvermos as equagoes (88,89) teremos (a principio) encontrado R e S e podemos obter

a integral primeira I(x,y,7/).
Observagao 1.10 Alguns comentdrios:

e Os passos mais dispendiosos (computacionalmente falando) sio os dois primeiros,
ou seja, calcular os polinomios de Darboux da forma Py + S Py para o operador
Dig) e os polinomios Darbouz para o operador D. A determinagdo dos polinémios
Darbouz e cofatores correspondentes, € uma tarefa que cresce muito rapidamente a

medida que o grau dos polinomios aumenta.

e Apesar de o nimero de possiveis conjuntos de inteiros {ng;} ser muito grande, as
equagoes para 0s n; e para os coeficientes do polinomio A serdo lineares. Claro, pode

ser um grande numero de equacoes, mas sempre serao lineares.

e Pode-se encontrar dois pares de S e R independentes, levando a dois I's indepen-
dentes. Neste caso, teriamos integrado completamente a 2EDO (resolvendo uma
das integrais primeiras para y', e substituindo na outra para encontrar a solugdo).
Por outro lado, é possivel que encontremos apenas uma da integrais primeiras, e

assim, poderemos apenas reduzir a 2EDO para uma 1EDO.

e Naturalmente, este procedimento pode prossequir indefinidamente, mas teremos co-

berto todas as possibilidades até o graus determinados.

1.2 Base tedrica para o método da fungao-S

Na primeira subsecdo vamos relembrar o conceito de fungao-S associada a uma

2EDO. Em seguida, mostaremos como a fun¢ao-S esté ligada a uma 1EDO racional cuja
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solugao estd, por sua vez, relacionada com a integral primeira Liouvilliana da 2EDO
racional.

Na segunda subsecao, mostraremos o método da fungao-S propriamente dito.

1.2.1 Os conceitos de fun¢ao-S e de 1IEDO associada

Considerem a 2EDO racional dada por:

,  dz M(x,y, 2)

v=oa= oz, y,2) = Nzy.2)’ (90)

onde z =y e M e N sao polindnios primos entre si em (z,y,z). Vimos que podemos

definir:

Defini¢ao 1.9 Seja I(z,y,z) uma integral primeira da 2EDO (90). A funcio definida

por S = ]—y é chamada fungao-S associada com a 2EDO através da integral primeira I.
z

Vimos também que podemos escrever as condigdes de compatibilidade de (47) em um

formato elegante:

Teorema 1.9 Seja I(z,y,2) uma integral primeira integral da 2EDO (90). Se S ¢ a
fungdo-S associada a 2EDO (90) através de I, entdo podemos escrever as condigoes de

compatibilidade de (47) como:

D[R] +R(S+¢.)=0, (91)
Dx[S]:SQ+¢zS_¢y7 (92)
—(R.S+RS.)+ R, =0, (93)

onde D, = 0, + 20, + ¢(x,y, 2)0,

Sobre as solugoes da 2EDO (39) temos que y = y(x) e z = z(x) e, portanto, o
operador D, é, formalmente, %. Logo podemos escrever a 1IEDP (92) como uma 1EDO
de Riccati:

ds

%:524'@5753_@5@/ (94)

A tranformagao dada por:

ylo) = =2~ (95)
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transforma a equagao de Riccati y/'(z) = f(z)y*(z) + f(z) y(x) + h(x) na 2EDO linear:

_P@ @@
= RO f@h()r (96)

Portanto a transformacao

w(z)

s(z) = Z;(a:) (97)

leva a 1EDO de Riccati (94) na 2EDO linear homogénia:

d*w

w

Podemos usar a equivaléncia formal D, ~ % para entendermos a conexao entre a funcao
S e a simetria (na forma evolucionaria) da 2EDO. Faremos a seguinte transformagao

(andloga a transformacao (97)) :

_ _Dapy
§=-= (99)
na equagao (92). Obteremos:
D*[v] = ¢.D,[v] + d,v (100)

A equagao(100) é a condicao de simetria para que v seja o infinitesimal que define um

gerador de simetria na forma evolucionaria. Entao, podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 1.10 Seja v uma fungdo de (x,y, z) tal que [0,v] define uma simetria da 2EDO
(39) na forma evoluciondria, isto é, X, := v0, gera uma transformagio de simetria para
a 2EDO (39). Entdo a funcio definida por S = —D””T[”] ¢ uma fungdo-S associada com a
2EDO (39).

Prova do teorema 1.10 - A primeira extensdo de X, é X! = v9,+ D,[v]0,. Seja I uma
primeira integral da 2EDO (39), tal que (sem perda de generalidade) X![I] = 0. Entao,
vI, + D,[V]I, = 0 implica em, & = — 2= ]

v I, v

Corolario 1.3 Seja S uma fungio-S associada com a 2EDO (39). Entdo, a fung¢io v
dada por

= efz[—517 (101)

(onde [, é o inverso do operador D, ,i.e., [, D, = D, [, = 1) define uma simetria da

2EDO (39) na forma evoluciondria.
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Prova do Colorario 1.3 - Seja X, uma simetria na forma evolucionaria com X, = v0,,.

Entao, sua primeira extensao ¢ dada por:
X =19, + D,[p]0. = o5 g, 4 ol Dx[ / [—S]] 9. = -89, — 50.).

Seja I uma integral primeira da 2EDO (39) que é associada com S. Entdo XV[I] =
o791, — S L) = ek (1, - 2 L) =0. O

O teorema 1.10 e o corolario 1.3 sdo importantes para estabelecer uma conexao
entre as fungoes-S e as simetrias de Lie. Esta conexao nos permitird desenvolver um
método que evita o uso de polindnios de Darboux no processo de procurar por integrais
primeiras para a 2EDO (39). A ideia principal por trés desse metodo é baseada no conceito

de 1EDO associada, que tem sua solucao geral definida por uma das integrais primeiras
da 2EDO (39).

Definigao 1.10 Seja I uma integral primeira da 2EDO (39) e seja S(x,y, z) a fungao-S
associada com (39) através de I. A 1EDO definida por

dz
@ - _S(x7y7 Z)7 (102)

onde x € tomado como um parametro, é chamada 1IEDOp) associada com (39) através
de I.

Teorema 1.11 Seja I uma integral primeira da 2EDO (39) e seja S(z,y,z) a fungio-S
associada com (39) através de I. Entio I(z,y,z) = C € uma solugio geral da 1EDOp;

associada com (39) através de I.

Prova do teorema 1.11 - O operador definido por D, := d, — S0, anula as solucoes da
1EDO associada, isto é, as solucoes de Z—Z = S(z,y,2). Mas (0, — S0,)[I|=1,— 51, =
I, -1, =D,I=0 0O

Observacgao 1.11 Note que o teorema 1.11 ndao implica que, se resolvermos a 1EDO

(102), vamos obter I(x,y,z) = C. A razio é que a varidvel x (a varidvel independente

da 2EDO (39)) é apenas um parametro na 1EDO (102).

Observacao 1.12 Como qualquer funcao de x € um invariante para o operador Dy, i.e.,
D,[Fi(z)] = (0, — S 0,)[Fi(z)] =0, a relagdo entre uma solugio geral H(z,y,z) = K da
1EDO (102) e a integral primeira I (x,y, z) da 2EDO (39) € dada por I(z,y,z) = F (z, H),

tal que a fungdo F satisfaz

oOF 0OH 0oH OH\ OF
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O fato de a fungao-S estar relacionada com a simetria v e o fato que a integral
primeira I da 2EDO (39) define a solucao geral da 10DEy; fica mais claro se nés olharmos
para a diferencial da integral primeira I quando escrita em termos de Re S: dI = R[(¢+
28)dx — Sdy — dz]. Podemos ver que, como [, = —RS e I, = —R, se tomarmos z como
um parametro entdao R serda tambem um fator integrante da 1-forma ~, := —Sdy — dz,
isto é, dI = Rv, = R[—S dy — dz] (onde z é tomado como pardmetro). Desta forma fica
claro que I(x,y, z) = C resolve a 1EDO dada por dI = R[—Sdy —dz] =0 ,Z—; = —S. Isso
é consequéncia de que a simetria da 2EDO (definida por v) estd na forma evoluciondria,
isto é, o infinitésimo que multiplica 0, é zero, o que significa que = é um invariante do
grupo de simetria definido pelo gerador v d,. Desta maneira, nés poderfamos aplicar o
mesmo raciocinio para a variavel y ou para a variavel z. Por exemplo, olhando novamente
para dI podemos ver que, se pegarmos y como parametro, entao R também sera um fator
integrante para a 1-forma v, := (¢ + 2.5) dz — dz. Agora estd claro que I(x,y,z) = C
também resolve a 1EDO dada por:

d
£:¢—|—z5 (104)

Observacao 1.13 Como qualquer funcao de y é um invariante para o operador Dy, i.e.,
Dy[Fo(y)] = (0, — S20.)[Fa(y)] = 0, a relagao entre a solugao geral Ho(x,y,2) = Ky da
1EDO (104) e a integral primeira I(x,y, z) da 2EDO (39) € dada porI(x,y,z) = G (y, Hs),

tal que a fungdo G satisfaz

0g 0H, 0H, 0H,\ 0G

D,Il=z— =0. 105

1] Zay+<ax+zay+¢az oI, (105)
Sabendo que a 1IEDO pode ser escrita como:
dz 1,
— == 106
dx I’ (106)
analogamente a Z—; = —S5 que pode ser escrita como g—z = —%’, podemos interpretar
Sy = %‘ como um outro tipo de funcdo-S associada com a 2EDO atraves da integral
primeira /. E sendo ¢ dado por ¢ = —% podemos substituir S = —@ na EDP
D,[S] = 5%+ ¢.S — ¢, e obter:

Lo ¢

A 1EDP (107) pode ser considerada formalmente (sobre as solugoes da 2EDO) como outra

1EDO de Riccati. Entao, se nos fizermos a transformacao

Sy = 2 : (108)
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que é o andlogo formal da transformacao (95), teremos:
2 D3] + (26 — 2¢.) Do[p] + ¢o pp =0 (109)

que é precisamente a condicdo de simetria para que o operador i 0, defina uma simetria

para a 2EDO. Finalmente, usando o par I, = R(¢ + 25) e I, = —RS e considerando

z como pardmetro, I(z,y,z) = C também resolve a 1IEDO dada por % = —fr—l = (b—ng'
Y

Definindo S5 = % podemos ver (depois de fazer algumas contas) que ele obedece & 1EDP:

¢m_z¢y

D,[Ss] = —@532 +

d) ¢ 53+Z¢w, (110)

que (sobre as solugoes da 2EDO) pode ser vista como uma 1EDO de Riccati e assim por

diante.

Observacao 1.14 Como qualquer funcio de z é um invariante para o operador D, =
Oy — S50y, i.e., DJ]F5(2)] = (0, — S30,)[F5(2)] = 0, a relagcao entre a solugio geral
Hsi(x,y,z) = K3 da 1TEDO dada por % = —% = % e a integral primeira I1(x,y, z) da
2EDO (39) € dada por I(x,y,z) = H (2, H3), tal que a funcio H satisfaz

0. (111)

oH OH. OH. OH3\ OH
D;p[[]:¢%+ < 5 3 3) -

ar "oy "% %: )om,

Podemos, usando esses resultados, generalizar o conceito de funcao-S e 1EDO

associada.

Defini¢ao 1.11 Seja I uma integral primeira da 2EDO (39). As fungées definidas por
Sk = Iy, /Iy, onde i, jk € {1,2,3}, 1 < j, k & {i,j}, 21 = 2,20 = y, 23 = 2, sd0

chamadas fungdes-S associadas com a 2EDO (39) através da integral primeira I.

Definicao 1.12 Seja I uma integral primeira da 2EDO (39) e sejam Sy (k = 1,2,3) as
fungoes-S associadas com (39) através de I. As 1EDOs definidas por

d$j
d.fCi

_ s, (112)

onde i,5,k € {1,2,3},i < j, k ¢ {i,j}, x1 = x, x9o = y, x3 = 2 e x} € tomado como um
pardmetro, sio chamadas 1IEDOs associadas (1EDOy, (k =1,2,3) ) com a 2EDO (39)

através de 1.

Definigao 1.13 Seja H;(x,y,2) = K;, onde K; é uma constante, uma solugao geral da

10DEy associada. As fungoes H; sao chamadas fungoes-H .
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Teorema 1.12 Seja I uma integral primeira da 2EDO (39) e sejam Si (k = 1,2,3) as
fungoes-S associadas com (39) através de I. Entao I(z,y,z) = C é uma solugio geral das
1EDOs associadas com a 2EDO (39) através de I.

Prova do teorema 1.12 - Suponha que as hipdéteses do teorema sejam satisfeitas. En-

tao os operadores definidos por Dy := 0,, — Sk 0, onde 4,5,k € {1,2,3},i < j, k ¢

{i,j}, 11 = z, x93 = y, v3 = z, devem anular as solugdes das 1EDOs associadas com

a 2EDO (39), isto é, as solugoes % = —Sk. Mas (0y, — Sk Ou))|I] = Lo, — Sk la, =
Iz, _

]xi — ijzj = D[k][]] =0.

Observacao 1.15 Da definicio 1.13 e do teorema 1.12 seque diretamente que uma inte-

gral primeira I(z,y, z) é uma fun¢io-H.

1.2.2 O método da fungao-S

Vamos mostrar que:

1. Se o fator integrante R para a 1-forma v := (¢ + 2 S) dz — S dy — dz é uma fungao
de Darbouz, isto é, se R tem a forma e [L; pi*, onde A, B e p; sdo polinénios em
(x,y, z), entdo a fungao-S associada com a 2EDO racional 2’ = ¢(z,y, z) através da

integral primeira [ = [ R~ ¢é racional.

2. Se as derivadas da integral primeira I sao do formato I, = RQ,T, = RP,I, = RN
onde N, P, sao polindbmios em (x,y, z), podemos determinar a fun¢dao-S com o

computo de um tnico polinémio.

Teorema 1.13 Seja 2’ = ¢(x,y,z) uma 2EDO racional e seja R = B [Lpi o fator
integrante da 1-forma v := (¢ + zS)dx — Sdy — dz, onde A, B e os p; sdo polindmios
em (x,y,2), 08 p; sao irredutiveis e os n; sao constantes. Se S € a fungdo Sy associada
com a 2EDO racional 2’ = ¢(x,y, z) através de I = [dI = [ R~ entao Sy € uma fungao

racional de (x,y, z).

Teorema 1.14 Seja 2’ = ¢(x,y, z) (como em (39)) uma 2EDO racional que possua uma
integral primeira Liowvilliana I. Alem disso, seja I, = RQ,I, = RP,I, = RN, onde R
¢ um fator integrante da 1-forma vy := (¢p+2S5)der—Sdy—dz e N, Q e P sao polinémios,
S € a funcdo S1 e N € o denominador de ¢. Entao R tem a forma e [1;pi", onde A, B
e 0s p; sGo polindnios em (x,y,z), 0s n; sao constantes e as fungoes S associadas com a

L SQIQ653:%.

2EDO racional 2’ = ¢ através de I sao dadas por Sy = %, ~
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Observacao 1.16 Apesar de, a primeira vista, parecer que essas condigoes, sobre a forma
do fator integrante e das derivadas da integral primeira, sao muito restritivas, veremos
que, na prdtica, se estivermos buscando integrais primeiras Liouvillianas de 2EDQOs raci-
onais, teremos sucesso em um niumero considerdvel de casos, fazendo com que o método

seja bastante relevante.

Observagao 1.17 O cdlculo da fungdo S é mais eficiente que o cilculo dos polinonios de
Darboux (ou das simetrias de Lie) em um grande nimero de casos onde os métodos de

Lie e Draboux sao dificies de serem aplicados na prdtica.

Considere, assim, que a 2EDO racional z’ = ¢(x, y, z) possui uma primeira integral
de Liouvillian I tal que I, = RQ,I, = RP,I, = RN onde R ¢ um fator integrante na
forma e? [1;pi"*, onde N, P,Q, A, B e p; sao polindémios em (z,y,z) e N é denominador
de ¢. Substituindo S; na 1EDP D,[S;] = Sf + ¢.51 — ¢, obtemos:

—P?>— (N, + 2N, + M.) P+ D[P] — M N, + M, N =0, (113)

onde D = ND, = NO, + 2 N9, + M J,. A ideia é construir um polinénio P com
coeficientes indeterminados e substitui-lo em (113). O resultado serd uma equagao do
tipo Polynomial = 0. Como a equacao deve ser uma identidade, os coeficientes de
todos os mondémios devem ser identicamente nulos. Isso vai resultar em um sistema

de equagoes algébricas para os coeficientes de P. Se esse sistema possuir uma solucgao,

teremos encontrado S;. Analogamente, podemos substituir S, = % na 1IEDP D,[Ss] =
—§522 + (qbz — %) Sy — ¢, e obter:
Q= (Ny 2+ (M. + Np) 2 = M) Q — (M N, — M, N — D[Q]) z = 0. (114)

Como anteriormente, construiremos um polinémio Q com coeficientes indeterminados e
substituiremos em (114). O resultado serd outra equagao polindmial. Cada coeficiente
de cada monoénio sera igualado a zero obtendo um sistema. Se o sistema possuir solucao
teremos encontrado Ss.

Se tivermos sucesso na determinagao de S; ou Sy, podemos construir a 1EDO
associada e tentar resolvé-la. Da solugdao da 1EDO podemos encontrar a integral primeira
I resolvendo a 1EDO obtida a partir da equagao caracteristica da 1IEDP (103) ou da
1EDP (105).
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2 ENCONTRANDO AUTOPOLINOMIOS EM DUAS VARIAVEIS

Neste capitulo vou apresentar, de maneira sucinta, o método (a parte teérica) que
desenvolvi em meu mestrado para buscar PDs em duas varidaveis. Esse procedimento se
revelou muito mais eficiente que o método padrao utilizado em geral para esse propoésito:
o método de coeficientes a determinar. Vamos comecar apresentando a ideia central e,

depois, os resultados principais.

2.1 A Ideia Central

A estrutura do método que desenvolvi em meu mestrado surgiu a partir de
nossa ‘conjectura’ de que o fato de usarmos uma teoria muito geral (como o algoritmo
baseado na teoria de bases de Grobner) para a solugdo das equagdes para o coeficientes
dos PDs (e seus respectivos cofatores) poderia estar gerando uma ‘despesa’ computacional
excessiva para 0 nosso problema: Queremos tratar sistemas com muitas equacoes algé-
bricas em muitas varidveis; mas sempre de grau dois e de um formato bastante especifico.
Vou comegar apresentando um exemplo bem especifico onde essa especificidade gera uma

vantagem teorica.

Considere que queremos achar os PDs do operador D associado a uma 1EDO

racional
M(z,y)
/ 9
Nz.v) (115)

onde M e N sao polindmios de grau 2 em uma das variaveis, por exemplo a variavel y.
Considere ainda que vamos buscar um PD que possui grau 2 nessa variavel. Nesse caso

especifico, podemos escrever o operador D, o PD P e o seu cofator () como:
D = (No(z)+ Ni(z)y + No(2)y?) 0z + (Mo(x) + M (x)y + Ma(z)y?) 0,
2

(
P = Py(z)+ Pi(z)y + Pa(2)y",
Q = Qo(z)+ Qi(z)y+ Qa(z)y”.
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Substituindo na equacao de ‘autovalor’ ficamos com o seguinte sistema de EDOs:

call] = My()Pi(x) ~ Po()Qo(a) + No(a) = Po() =0, (116)
eq2] = —Py(z)Q1(z) — Pi(2)Qo(x) + 2 Mo(z) Po(x) + Mi(z)Pi(x) +

No(x)CZCPl(:U)—i—Nl( )dd Po(z) = 0, (117)
eql3) = —Po(x)Qu() — P2)Qi(x) — Po(x)Qolx) +2 My () Py(a) +

Ma(a) P (x) + Nol) = Po(a) + No(a) = Py (a) +

No(a) - Pofa) =0, (113
eqld] = 2M2(93)P2($)—Pl(x)%(x)—P2($)Q1($)+N1(I)$P2($)+

No(r) 3Py () =0, (119
cals] = Nola) & Pox) ~ Po(x)Qs(a) = 0. (120)

Mesmo nessa forma desarrumada, a equacao 5 nos salta aos olhos. Ela depende unica-
mente de Po(z) e Q2(z) e, além disso, podemos escrever:
dPy Q2

4> 121
P, M:E (121)

implicando na solucao

@dx

Py, =Cel N2 (122)

Ora, uma vez que Py, Q3 e Ny sdo polindmios, a integral [ @2/ Ny dx deve ser um logaritmo
ou zero. Para que a integral seja nula é necessario que () = 0 e, portanto, P, =constante.

Para que a integral seja um logaritmo é necessario que

dN,
=k —= 12
@2 = dz’ (123)

onde k é uma constante. Isso nos leva a
sz

/deQ
P,=Ce M " e Ny = CN¥ (124)

e, dependendo do grau do PD que estamos buscando, podemos estabelecer um conjunto
finito de valores (racionais) para k. Finalmente, como os PDs sao definidos a menos de
uma constante, podemos escolher C' = 1 e determinar:

dNo

P, =N =k—, 125
2 — 4V2 7@2 d.ﬁL’ ( )
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onde k é um valor de um conjunto finito de ntimeros racionais k = {ki, kg, -+, kn}.
Exemplificando novamente, se Ny é um polinéomio de grau 2 em z, temos que ()2 é um
polinémio de grau 1 em z. Se estamos buscando um PD de grau 4, entdao P, é um
polinémio de grau no maximo 2 em x e os possiveis valores para k seriam 1 ou 0, ou seja,
k=1{0,1}.

Voltando ao conjunto de EDOs para os Ps e (s vemos que, se substituirmos (125)
na equagao 4, vamos obter (omitimos a dependéncia das fungdes em x para nao carregar
a notagao)

NN, 40 dP,

dN-
2 NFQy + + Ny— =0, (126)

2 MyN,k — P k—= — —
202 Y Ny dx

que é uma EDO que depende apenas de Pi(z) e Qi(x). Podemos resolvé-la para Py
obtendo:

2 MyNy — Q1 Ny + %kNl
p=(/- ;

, dx + Cl) Ny". (127)

Para cada um dos valores possiveis de k& podemos fazer inferéncias sobre os polinémios P;
e (01, baseados nos graus dos polinomios M, Ny e Ny e no fato que P, e ()1 sdo polinémios.
Como o grau maximo de ) é determinado pelos graus de M e N, podemos determinar
o grau maximo de cada um dos );. Dessa maneira, supondo que ainda estamos lidando
com o caso (hipotético) acima, temos:

O valor k =1 nos leva a

2 MyNy — Q1 N, + N2
P1:</_ 2 %Qﬁdw 1dx+C>N2. (128)
2

O valor k£ = 0 nos leva a

P = /_2M2+Qlda: +C. (129)
Ny

Em qualquer um dos ramos (kK = 0 ou k = 1) podemos resolver para P; e ()7 em
funcao de um ntmero muito pequeno de coeficientes desconhecidos. O proximo passo
¢ substituir P; e ()1 na equagao 3 (nesse caso em particular poderiamos substituir em
qualquer uma das equagdes restantes) e assim por diante. Finalmente terfamos em maos
um sistema para poucos coeficientes que seria (pelo menos em tese) mais facil de resolver

que o sistema com todos os coeficientes presentes.
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2.2 O Método da expansao (ME)

Nesta secao discutiremos um pouco o formalismo envolvido na construcao do al-

goritmo. A proposta do algoritmo é encontrar PDs do operador diferencial definido por

D = No, + Md,, (130)

onde M e N sao polindémios coprimos em x e y. Ou seja, queremos encontrar os polinémios

P(z,y) tais que

D[P(z,y)] = Q(z,y) P(z,y), (131)
onde Q(z,y) é um polinémio chamado cofator.

Observacao 2.1 No que se seque iremos apresentar os passos principais do algoritmo
e discutir alguns aspectos tedricos. Consideraremos que a varidvel na qual expandiremos
0s polinomios € x. Assim, todos os resultados obtidos terdo um andlogo em relagdo a

erpansao em y.

Comecgamos construindo um candidato a PD, isto ¢, um polinémio genérico de um

determinado grau G, em x:

P = Pyly) + Pu(y)e + Palu)a? + -+ Pe, (9)a% = 3 Py)a’. (132)

Logo apés, determinaremos o grau maximo de @) em z: G, = max(grau(M), grau(N)

—1) e, a partir dele, construiremos o candidato a cofator:

Q=Qo(y) + Qu)z + Qa(y)a® + -+ Qg, (¥)2™ =3 Qi(y)z". (133)

Substituindo os candidatos (132) e (133) na ‘equagao de autovalor’ (131) obteremos um
sistema de 1EDOs para os P; que sera o objeto de estudo nesta secao. Teremos, apds a
substituicao, um conjunto de equagoes que obedecem ao seguinte padrao:

. : dP i1 . . .
eqli] =Y [ M; i +(@—J)N;P;—Q;P_j_1]=0,i=1,---n,. (134)

J=0

onde n, = G, +G,+1 é o nimero de equagoes do sistema. Como o grau maximo de () em
z (G,) depende apenas dos graus de M e N, para determinar o niimero de equagoes do
sistema precisamos saber o grau maximo de P em z (G,), isto é, precisamos escolher um

grau para o qual vamos procurar o PD. A diferenca é que no método padrao escolhemos
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apenas o grau do polindmio sem especificar em qual variavel. Aqui, ao escolhermos o
grau do candidato a PD na variavel x, conseguimos mais informacao sobre o PD buscado.
Nao estamos nos referindo apenas a reducao do nimero de coeficientes a determinar, uma
vez que poderiamos fazer a mesma coisa no método padrao. Para mostrar melhor o que
vai acontecer, vamos partir do formato geral das 1EDOs do sistema (134) e observar as

equacgoes quando o indice vai aumentando:

e 1 =1:

Mocigo + No P — Qo F. (135)
o1 =2:

Mocigl—i—MlciZ() +2Ng P+ N1 P — Qo P — Q1 Fo. (136)

Como os graus de M e N sao finitos, o nimero de termos nas equagoes aumenta até
um certo ponto e, depois, comeca a diminuir (uma vez que a tultima equagao multiplica
1 +0a) Dessa maneira, se observarmos a soma dos indices nas equacoes do sistema,
vamos perceber que a iltima equacao s6 pode apresentar dois ou trés termos, e que isso
vai depender dos graus de M e N: como a soma dos indices nos termos de formato
Ny, Py, é uma unidade maior que a soma dos indices nos termos de formato' M, Pp_ye
Qr, Pr;—1, a inica chance dessa equacao apresentar trés termos ¢ o grau de N exceder o de
M em uma unidade. Caso contrario, a ultima equagao apresentara dois termos. Vamos a

um exemplo:

Exemplo 2.1 Considere que G,, = G,,, + 1 = 7 e, portanto, G, = 6. Se G, = 10, a

ultima equacao ficard:

dPyo
M,
674

+ 10 N7 P10 — QG Pl(). (137)

Contudo, se G, = G, =6 = G, =6, G, =10, a ultima equagdo ficard:

dy

— Qs Pro. (138)
Finalmente, se G, = G, +2 =7 = G, =6, G, =10, a dltima equagao ficard:

10 N7 Py — Qg Pyo. (139)

12 Denotaremos, por vezes, ‘Z—Zi como P/ para simplificar a notagao.
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Podemos ver no exemplo acima que, no segundo item, o termo que falta é o
10 N7 Py, pois o grau de N ¢é seis. Ja no terceiro item o termo que falta é o Mg P,

pois o grau de M ¢ cinco e, nesse caso, a ultima equagao é algébrica.

Observacao 2.2 Quando o grau de M na varidvel x, G,,, € menor que o grau de N na
variavel x, G, em duas unidades ou mais, isto é, G, > G +2 e/ou M; = 0,1 =0,--- |k,
onde k < G,,, aparecem equagoes puramente algébricas além das equagoes diferenciais.

Quando G, < G, +1 e My # 0 todas as equagoes obtidas sao equacoes diferenciais.

Contudo, mais importante ainda é o fato que, a ultima equacdo (como podemos

ver no exemplo 2.1) depende apenas de P{,, Py ¢ Q.

Observagao 2.3 A equagdo do sistema correspondente ao grau G, + G, (o grau mais
alto) em x depende apenas de P['Gp}, Pa,) e Q. A equagio do sistema correspondente
ao grau G, +G,—1 em x depende apenas de P[’Gp], Pa,), Qays P[’Gp_u, Pa,-1 e Qia,-1-

E assim sucessivamente, até a equacao com maior numero de termos.

Definicao 2.1 Sejam Z;, + = 0,...,n, varidveis ordenadas pelo indice ©. Chamaremos

cadeia tringular de equagoes a um conjunto de equacoes no formato:
Fo(Zo) - O,

F\(Zy, Z,) =0,

Fy(Zy, 2y, Zy) = 0,

F.(Zy, Z1, Zs, ..., Zy) = 0.

Podemos observar dois fatos que nos permitem elaborar uma estratégia para dimi-

nuir consideravelmente o ntimero de coeficientes do problema:

1. A equacao de grau G, + G, (o grau mais alto) em x depende apenas de P[’Gp], Pa,)
e Qia,)-

2. O sistema de 1EDOs forma uma cadeia triangular de equagoes em relacao a variavel
Z; ={F, P, Qi}.

Assim, comecamos resolvendo a equacao para o grau mais alto. Temos trés possibi-

lidades (para ndo carregar a notacao vamos denotar n = G,,, m = Gy, p = G,, ¢ = Gy):
e n=m+ 1: (Nesse caso ¢ =m)

dP,
MmT; +me+1 Pp_Qm Pp, (140)
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cuja solucao é

_me—H + Qm d
y
P,=Ke My, . (141)

/_me+1 + Qm
M,

Como P, é um polindmio, dy deve ser o logaritmo de um polino-

mio ou zero. Essa restricao leva a detglrminagéo de vérios dos (a principio possiveis)
coeficientes de @), e, apés a integragdo de (141), a vérios (a principio possiveis)
coeficientes de P,. Outros coeficientes, embora nao totalmente determinados, fi-
cam com seus possiveis valores restritos a conjuntos finitos (veja a secao 2.1). Se
P Npt1+Qm =0 = @Qn, =pNpi1, B, =constante. Para que a integral seja um

logaritmo é necessario que

dM,,

Qm_me-‘rl :kTy’ (142)

onde k é uma constante. Logo

dMm

M
T gy tﬁd
P,=Kel Mn ~ =K Mn =K M," (143)

Dependendo do grau do PD que estamos buscando, podemos estabelecer um con-
junto finito de valores (racionais) para k e, como os PDs sao definidos a menos de

uma constante, podemos escolher K7 = 1, o que nos leva a:

dM,,
Pp:Mmk’ Qm:me+1+kTy, (144)

onde k € {kl,kg," . ,k’l}.
n < m : (Nesse caso ¢ = m)

dp,

— = P 14
WG = Qu Py (145)

cuja solucao é
[y,
P,=Ky e/ Mm ~, (146)

, o [ Qm , o
Como P, ¢ um polinémio, / U dy deve ser o logaritmo de um polinémio ou zero.

m
Se Qm =0 = P, =constante. Para que a integral seja um logaritmo é necessario
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Qm =k —— (147)

dMpm,

T do gy [
P,=Kiel Mn ~ =K e Mn =K M," (148)

Dependendo do grau do PD que estamos buscando, podemos estabelecer um con-
junto finito de valores (racionais) para k e, como os PDs sdo definidos a menos de

uma constante, podemos escolher K7 = 1, o que nos leva a:

dM,
P, = M,*, Q. =k—2, 149
P Q i (149)

onde k € {ky, ko, -, ki }.

en>m+1: (Nessecasog=mn—1)
pNan_anl Ppa (150)

que é uma equagao algébrica. Como P, nao pode ser zero (pois P, é o coeficiente

polinomial do termo de grau mais alto (em x) de P), temos que
Qn-1=pN,. (151)

Assim, (), fica totalmente determinado e os coeficientes P, indeterminados. Te-

remos entao

p
Py =3 pipa', Q-1 =pNy, (152)
=0

onde os p;, sao os coeficientes de FP,.

Usando o fato que o sistema de 1EDOs forma uma cadeia triangular, podemos
substituir na equacao correspondente ao grau G, + G4 — 1. Como fizemos uma das
substitui¢oes (144), (149) ou (152), a equacao correspondente ao grau G, + G, — 1 passa
a depender apenas de Py ;, P, 1 e Q41. A partir dai podemos usar o mesmo processo
descrito acima para definir (o mais possivel) os coeficientes de P,_; e Q,—1. E assim
por diante, até esgotarmos os P;. A partir desse ponto, se os (); ainda nao ‘acabaram’
podemos resolver algumas das equacoes restantes do sistema para os @); que faltam. Essas
equacgoes restantes sao lineares nos ; e, uma vez terminado esse processo, podemos

substituir tudo que obtivemos sobre os P; e (); nas equagoes do sistema que ainda nao
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foram usadas. Finalmente, obtemos um sistema algébrico para os coeficientes que nao
puderam ser determinados no processo. Ao resolvermos esse sistema algébrico, obteremos

um PD e seu cofator.

Observagao 2.4 O nimero de equagoes do sistema é sempre maior ou igual a max(p +
1,q+1). Portanto o processo descrito acima para atingir um sistema algébrico com menos

varidveis que o original sempre termina.

2.3 Aplicacao do método a um exemplo

Considere que desejamos resolver a seguinte 1EDO (exemplo 181 do livro de Kamke
— veja [18]):

dy 3+ y2at

Para fazer uso do método Darbouxiano, o primeiro passo consiste, como vimos, em se

calcular os PDs do operador D associado a 1EDO, ou seja, do operador
D =29, — (3+y*x") 9, (154)

Este exemplo, para ser resolvido, faz uso de um polinémio de Darboux de sexto grau (grau
4 em z e grau 2 em y — veja o livro de Kamke [18]). Vamos aplicar o nosso método para
encontra-lo: em primeiro lugar acharemos o sistema de 1EDOs envolvendo os polinémios
P e ). Para ndo nos alongarmos nos casos onde os graus testados nao funcionam (isto é,

nos casos em que o grau na variavel x é menor que 4) comecaremos com o PD

P = Py(y) + Pi(y)z + Pa(y)a® + Py(y)z° + Py(y)a’ (155)
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que leva ao seguinte sistema

dFy
320 _po, =
3 % Qo = 0, (156)
dP,
~PyQ1 — PiQy — Bd—yl =0, (157)
dP. dP,
—37;—QQT;+P1—P0Q4—P1Q3—P2Q2—P3Q1—P4Qo:07 (158)
dP;
—PyQs — PiQ2 — P21 — P3sQo — 3 m =0, (159)
dP.
2 4
—yP—= — PQ4 =0, 160
o ra (160)
LdP,
2P2—P1Q4—P2Q3—P3Q2—P4Q1—yTyzo, (161)
dP:
3P3—P2Q4—P3Q3—P4Q2—3/2d7y2:07 (162)
dP:
AP — PsQy — PiQs — yzd—; =0, (163)
dP.
_POQQ_PIQI_PQQO_?)T;:O' (164)

Comegaremos com a equacao (160). Essa 1EDO s6 depende de Py e Q4 e, portanto,

podemos resolvé-la para P,, obtendo:
Q
P = Cel A, (165)

Uma vez que P; e Q4 sdo polinomios, a integral [ —Q4/y*>dz deve ser um logaritmo
ou zero. Como estamos buscando um PD de grau 6, o grau maximo de Py é 2. Como

Qis=ky = P, = Cy~*, os possiveis valores de k sao {0,—1,—2}. Comecando com

k = —2 e usando o fato que o PD é definido a menos de uma constante, podemos escolher
C =1 e obter:
Py=1y? Qi=—2y. (166)

Substituindo (166) na 1EDO (163) temos:

dP.
49° + 2 Py — 4°Q3 — yQ(Ty?’ =0 (167)

e, resolvendo para Pj, ficamos com

4 _
Py = ( y2Q3dy + Cl> 2 (168)
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Aqui podemos fazer inferéncias sobre o formato dos polinémios P; e (J3: como o grau
méximo do cofator Q é 5, Q3 tem grau méaximo 2. Logo Q3 = ap + a1y + azy® e

substituindo em (168) obtemos
Py = —ayy*In(y) — agy® + 2Ky + (—4 +ap) y. (169)

Como P3 é um polindmio a; = 0 e, portanto, P3 = —asy® + y? K1 + (=4 +ag) y, Q3 =
ag + as y?. Substituindo na 1EDO (162) e resolvendo para P,, obtemos:

9
D gy + Koy, (170)

P, — yQ/@22y4 — a2 K1y° + agy® + (3K, — Q2 — agKy)y — 12 + Tag
2= 3
Yy

Como o grau maximo do cofator Q) é 5, ()2 tem grau maximo 3. Logo Qs = by + b1y +

by y? + bsy? e substituindo em (170) ficamos com

as® b
P, = (a2 —b)y*In(y) + (; — 5’) y'+ (=by — a2 K1) y° + y* Ky +
CL02 7@0

Como P, é um polindémio b; = as, 0 que leva a

CL22 — bg 4 3 2 CL02 — 7&0
Py = 5 Y — (b2 + ax K4)y” + Koy +(K1(ao—3)+bo)y+T+6,
Qy = bo+agy+byy’ + b3y’ (172)
Substituindo na 1EDO (161) e resolvendo para Py, teremos
P = y2/(a2(a2 — 3by)y° — 2(as(K; + 2by) — Kibg)y'+
(CLQQ(CLO — 4) -+ QCLQKQ -+ bg(CLO — 6) -+ 2b2K1)y4 — 4b2y3+
(CLQ(CL02 — 5&0 ‘f‘ 4) + 2b0K1 + 2K2(a/0 — 2) + 2Q1)y2+
2(K1(I02 + a0(2b0 - 5K1> + 6K1 - 6b0)’y+
ag® — 9ao” + 2600 — 24) /(~2y") dy + Ksy®. (173)

Como o grau maximo do cofator Q) é 5, (J; tem grau maximo 4. Logo Q1 = co+ 1y +

cay? + 3y + ey y? e substituindo em (127) temos

CL22 - 3a2b3 + 204y5 4 K1a22 + 2a2b2 - K1b3 — 03y4 1
6 2
(as® 4 b3) + 3bs — bo K1 — c2)y® + K3y +

P, = (2by —c)y*In(y) —
Qg
2

(ag — 5) + Ka(ag — 2) + 2as + co + bo K1)y +
ao® — 9ag? + 26a, — 24
6y '

((12(2@2 — KQ)

(
K1a0

a200

(ap —5) + bo(ap — 3) + 3K1 +

(174)
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Podemos notar que, uma vez que P; é um polindmio, os termos (2by — ¢;) e ao® — 9ag® +
26ap — 24 sao nulos. Logo, ¢; = 2by e ap tem como valor uma das raizes da equagao
ao® — 9ag? + 26ag — 24 = 0, isto é, um dos valores do conjunto {2,3,4}. Comecando com

ap = 2 e substituindo em (174), temos

_CL22 - 3&2()3 + 204 5 K1a22 + 2&2()2 — K1b3 —C3 4

P o= 5 Y’ + 5 y'+ (a2® — as Ky + 203 +
—bo Iy — Cz)y3 + K3y + (bo K1 — as + co)y — by, (175)
Q= co+2by+cey’+ay’+ay’ (176)

Finalmente, usando a equacao (156) e integrando obtemos:
PO :K4ef_%dy. (177)

Novamente usando o fato que os P;(y) sdo polindmios, podemos concluir que a integral
Ik —%dy deve ser um logaritmo ou zero. Como os @Q;(y) também sdo polindémios, vemos
que a integral nao pode ser um logaritmo e, portanto, Qo =0 = F, = K. Substituindo
os resultados encontrados nas equagoes restantes para os P;(y) e os Q;(y) vamos obter uma
série de polindémios em (y) que devem ser identicamente nulos. Igualando os coeficientes
desses polindmios a zero vamos obter um conjunto de equagoes algébricas Cga para os

coeficientes que nao pudemos determinar até este ponto do processo:
CEA = {—6K3 — 2K4b2 = O, —3b3 -+ 3C2 = O, —1/2(1217304 + 1/3042 + 1/6@23C4 = O,

—6—Dy> +co+2K,=0, 6+b>—2K,—cog=0, 3Ky + byco — 3by — Kuby = 0,
—Kyco +3ay — 3¢y — 3bo Ky =0, —Kycq +5/2a5> — 15/2a9b5 + 5¢4 = 0,
1/6a5°bs — 1/2a5cy — 1/2abs® 4+ 5/6bscy = 0, 4/3cqas + 1/6as* 4+ 1/2b3* — ay*bs = 0,
6cs + 6b3 K1 — 6K1a9° — 12a2by — Kycs =0, —Kqco — K3 — boKy + 3by + ay K7 = 0,
—2by + 2a5by — 6K + Kicg — by K1 — 2bycy = 0,

—Kicy + 3/2bsK1ag — 3/2bya5* — 1/2K a5 + 3/2c3ay + 3/2bybs = 0,

—K a9 — 6Ks + 2bobs + asco — co? — boKico = 0,

— K¢y + 9cy — 18b3 + 9a2 Ky — 9as? + 9by K1 = 0,
1/2b3K ¢y — 1/2K as%cy + 1/6as°c3 — agbacy — 1/2asbscs 4 5/6c4c3 = 0,
9by — Kby — Ksco + 9as Ky — 26K 1by + boca + 2asby — 2coby = 0,
1/6a53by — 1/2K1a9bs + 4/3c4by + asKicy — 1/2a5%cs — 3/2a5b3by + bscs + 1/2b3 K1 = 0,

—K1€3 + 2b2K1a2 + K2a22 + 202@2 — 2&2[)3 + 7/304 — b3K2 - 4/3(123 + 622 == 0,
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—K3ay + 2asby + 1/2K1a5> — 1/2bgbs — by Ky — K¢y + 5/2c3 — 1/2a5%by + 3/2bs K1 = 0,
as K 3by + asby — bobs — 265Ky — ¢35 — as’by — Ksas + Kqcy + asKico = 0,
9ay — Kycy — ¢y — boby — Kyay — agcy — by K1ay — Ksby 4 ag® + 2by K1 = 0,

—6as? — as’cy — 2bscy + ba K co + bocs + asKocy 4 6bs 4 caas — 2K 3by — by Ko — K4bs = 0,
—ag?cy + by K ey — agbacs + agKycy — 1/2agbsco +1/2¢5* — 1/2K a5 cs+
+1/2b3K1c3 + 1/6ay*cy + 4/3cyco — 2bscy = 0,

—ag°c3 — agbsby + 2/3c4by + agKocs — 2bscs — asbocy + ba Kic3+
+1/2b3 K ¢y + 3/2¢3¢0 — 1/2K1a5°cy — Kscq + 1/3a3°by = 0,

—2byay® — by K 1c3 — 4bobs + 20y° K| — agbycy — 1/2¢3¢0 + czag+
+bocy 4 2a3Kaby — 1/2K a5%co + 2c3by — Kscp 4+ 1/2b3K ¢y = 0,

3/203 Kby — 2b3® — agby® — 1/2as%cy + as K c5 + 3/2bscy 4+ 1/6a5" +
+1/3cqag + 3/2c3by — 1/2Ka3%by + agKobs — Kocy — 3/2a5°bs = 0,

—2/3bgcy — Kocz + 1/6a2°by — babs — 1/2K a5 + 1/2c3a; — 1/2a9bsby+
+022 K + ag Kby + 1/2b3 K 1ay + 2¢oby + Kicy — Kabs + ag Ky — 3byag® = 0,
—2b3cy + by K¢y — boK ¢y — Kias%by + agKocy + c3by — 1/2asbsco+
+1/6a2300 + b3 Kby — 2/3c4c — as2co + o2 — K3 + cqas — 2asbs® = 0,

Cotly — agbs — 1/2a5%co — ¢4 — ag® + 205> — Kycy — agboby + Kics+
—1/2bgcs — Ksby — 1/2K a5%by + 3ba K1ag — 1/2bscy — 1/2b3K by + Kaas® = 0}.

O conjunto de indeterminados é { Ky, Ks, K3, Ky, as, by, ba, b3, co, c2, c3,¢4}. A idéia é que
essas equagoes serao muito mais faceis de resolver (e em muito menos variaveis) que as
equagoes originais para todos os coeficientes possiveis do PD buscado e do seu cofator. Na
verdade, embora a primeira vista pareca muito complicado, se tivermos muita paciéncia,
podemos resolver esse sistema a mao (embora nao seja recomendado). Contudo, um
sistema computacional algébrico pode resolvé-lo quase instantaneamente. Como solugao

obtemos

{Kl:K2:K3:O,K4:3,a2:0,b0:bgzl73:0,0020226320420},
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que nos leva ao PD (e seu respectivo cofator):

P = 3+2% —2y2s® 4+ 9%t (178)
Q = 22° —2ya’. (179)
Observacao 2.5 Esse PD tem grau 6 e é muito dificil de ser encontrado se usarmos as

bases de Grébner para tentar resolver o sistema algébrico gerado pela equag¢io D[P] = PQ.

Na verdade, se tentarmos fazer isso o computador ‘trava’
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3 A EXPANSAO SIMULTANEA

Nesta secao, comentamos uma possivel maneira simples de melhorar o processo
apresentado apresentado em 2.2. Como ja mencionamos, em algumas partes do nosso
algoritmo, procedemos de maneira muito semelhante a abordagem MUC (embora com
menos variaveis, dai a vantagem). A idéia de melhorar ainda mais o algoritmo baseia-se
no fato de que, em relacdo ao operador Darboux D, as varidaveis x e y desempenham
o mesmo papel, isto é, do ponto de vista do procedimento. sao andlogos. Desta forma,
também podemos fazer a expansao na variavel y. O ponto principal é que as simplificagoes
encontradas (quando fazemos a expansao em x) complementam as simplificagdes obtidas
quando fazemos a expansao em y. Em todos os casos estudados, pudemos resolver o
sistema original com apenas integracoes simples e substitui¢oes diretas.

Resumidamente, neste adendo ao algoritmo, o que se tem que fazer pode ser listado

comor:
I - Realize os passos descritos no Capitulo 2 usando a variavel = (ou y).

IT - Realize os passos descritos no Capitulo 2 usando a variavel y (ou x) verificando os
resultados obtidos em I para eliminar coeficientes que nao puderam ser determina-

dos.

III - Use os resultados obtidos em I e II e obtenha um ‘sistema algébrico remanescente’

nos coeficientes que ainda restam indeterminados.

Observacao 3.1 Depois de cada um dos passos de I ou 11 acima é onde, no algoritmo
original (veja o Capitulo 2), nds procedemos de maneira semelhante da abordagem MUC.
O ponto aqui € que, agora, o sistema obtido usando “ambos os lados” € reduzido (em geral,

bastante reduzido) em relagao ao nimero de coeficientes indeterminados.

Para esclarecer isso, aplicaremos essas idéias em um exemplo totalmente calculado.
Vamos revisitar o exemplo usado no Capitulo no qual ja apresentamos a expansao em x.
Vamos ver o que acontece quando aplicamos o mesmo método expandindo os polinémios
em .

Em primeiro lugar, temos:

p = po(x) + p1(2)y + pa(x)y” (180)
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A partir disso, encontramos o conjunto de equagoes diferenciais:

all] = —3p1 () ~ po(a)aox) + 2 poe). (181)
eq(l] = —6pa(z) + w“;;pl () = po(x)qr () — pr(2)qo (), (182)
eq2] = —a'pi(z) + x“;;pa(fﬂ) = pi(x)qi(z) — pa(@)qo(@), (183)
eq3] = —2x'py(a) — pa(a) (). (184)

Resolvendo eq[3], obtemos:

q(z) = =22, (185)
por construcao, po(z) é da forma:

pa(z) = ap + ay v + ag 2° + a3 v* + ag ' (186)
Verificando os resultados obtidos anteriormente, determinamos que:

Pi=y™" Qi=ky (187)

Observagao 3.2 As letras maiusculas P e @ referem-se a expansio em x. Por outro
lado, o minusculo p e q referem-se ao caso em que realizamos a expansdo em y em vez de

x.

Aqui, vamos enfatizar a idéia geral por tras dessa nova expansao: Quando fizemos

a expansao na variavel x, encontramos Py = vy~ *, Q4 = ky. Como pudemos escolher

C = 1, tivemos a4 = 1. Por outro lado, como ¢ (z) = —2z*, temos que k = —2 e,
portanto, P, = y2, Qs = —2y. Portanto, ndo precisamos considerar (como antes) os
casos em que k = —1 e k = 0. Usando esse a4 = 1, temos para po:

pa(z) = ap + a1 + ag 2® + az 2* + 2. (188)

Vamos recapitular alguns dos passos que foram dados anteriormente para que pos-
samos perceber como a expansao "simultanea'em x e y pode nos ajudar a eliminar coefi-
cientes indeterminados. Substituindo (166) na EDO (162) temos:

dP.
4y2+2P3y—y2Q3—y27; =0 (189)

e, resolvendo para Pj3, obtemos

Py = (/4 ;2Q3 dy + 01> 2. (190)




67

Como o grau maximo do cofator ) é 5, (Y3 tem grau méaximo 2. Portanto QY3 = Ay +
Ay y+ Ay y?. Contudo, pela expansdao em y que estamos fazendo agora, vemos que @ tem

grau 1 em y = @3 = Ap + A1y. Entdo, substituindo isso em (190), obtém-se:
Py = (=A1 In(y) + K1)y* + (=4 + Ao)y. (191)

Como P3 é um polindmio A; deve ser zero e, portanto, P3 = K1y%+ (Ag — 4)y, Q3 = Ay.
Além disso, pela expansao em y que estamos fazendo agora, (como dissemos logo acima)
Q tem grau 1 em y = Q2 = By + Byy. Substituindo P3, @3 e Q2 em (161) e resolvendo

para Ps, obtemos:

Como P, é um polindmio, B; = 0. Portanto, P, = Kyy? + (=3 K, + Ay K1 + By)y +
6 —7/2A0+4 1/2 43, Q2 = By. Fazendo Q; = Cy + Cyy e substituindo isso em (160) e

resolvendo para P;, obtemos:

Pl = (_Cl hl(y)+K3)y2+(—2K2+A0K2+B(]K1+Co>y+3[(l—5/2A0K1
—4—-3/2 A0 +1/6 Ag® +13/3 Ay
" .

—3 By +1/2 Ag*K, + Ay By + (193)

Como P; é um polindémio, C; =0 e _4_3/2’402“;6/‘03“3/3’40 = 0, portanto, P, = K3y? +
(—2K2+A0 K2+BO K1+Co)y+3K1 —5/2A0 Kl —3BO—|—1/2A02K1 +A0 BO (§] Ql = Oo,

em que Ay pode ser um dos seguintes nimeros {2,3,4}. Finalmente, usando (156) e

integrando, obtemos:
Py = Kyel =5, (194)

Como F, é um polindémio, a integral [ —%dy deve ser um logaritmo ou zero. Como @)y é

polinomial, temos que Qo =0 = Fy = K,. Substituindo isso em P e (), temos:

6 — TAy+ Ay®
Po= 2y’ + (4 + Agya® + Kiy’a® + ) TR0 (3K, +
— _ 2
AOKI —+ BO)y«T2 + K2y2x2 4 6K 5AOK1 6By + Ao K+ 2AOBO -

2
(=2 Ky + Ao Ky + Bo Ky + Co)yx + Kz y*x + Dy,

Q = Cyx+ Byz?+ Aya® —22y. (195)

Usando isto nas equagoes para a expansao em y e substituindo (188) em eq[2],



obtemos:

'pi(z) + 2*(ay +2a9 70 +3az2® +42%) — (a1 7 + ag 2 + az 2 + 1Y) qo (7).
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(196)

Em principio, como o cofator é de grau 5, go(x) deve ser de grau 5. No entanto, observando

Q) (veja (195)), pode-se escrever:
qo(x) = by + by o + by 2 + by 2,

substituindo isso em (196) e resolvendo para p;(z), obtemos:

pl(.ilf) = (-4 + b3)$3 + <—3 as + as b3 + b2)$2 -+ (ag b2 “+ ag bg — 2&2 + bl)fﬂ +

bo~|—a2b2+albg+a3b1—a1+

aq b2+CL2b1—|—G,3[70 a1b1+a2bo aq bg
+ 2 + 3
T T xT

(197)

(198)

Realizando todas as substitui¢oes (em relagao a informagdo que temos recolhido

sobre as fungoes p;(z) e ¢;(z) em p e ¢ e as fungoes P;(y) e Q;(y) em P e Q), temos:

p = 2+ (=4 +b3)y2® + asy’a® + (—3as + asbs + by)yx?® + axy*a? +

(a362 —+ CLQb3 + —2@2 -+ bl)yI + alyQ:U + po(:c) -+ (bo —+ CLQbQ + a1b3 +

(CleQ -+ CLle -+ a3b0>y 4 (a1b1 -+ agbg)y 4 alboy

(Igbl — al)y + T 513'2 .’L’g

Y

q = by+bix+ box? + bya® — 2x4y;

6 — TAg+ Ay’
P = 2%+ (=4 + Ag)yzr® + KiyPa® + §+ O 22 4 (3K, +

A()Kl + Bo)y$2 + K2y2$2 + 9

(=2 Ky + Ag Ko + By K1 + Co)yx + Kz y*x + D,

Q = Cyx+ Bya*+ Aga® —2a'y.

6K, — bA K, — 6By + Ao2K, + 24,8, N
X

(199)

(200)

(201)

Comparando o coeficiente em ¢ e (), pode-se ver que by = 0, by = Cy, by = By, b3 = Ay.

Realizando a mesma anélise para p e P, obtemos a; = K3, as = K>, a3 = K;.

Usando esse conhecimento sobre P e ) nas equagdes restantes, temos que Fq[2]
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(veja (156)) se torna:

(—6K3)y—D000+6K2—3AOK2—BBoKl—300. (202)

Entéo, K3 = 0. Substituindo isso em eq[2] e resolvendo para py(x), temos:

A2 —TAg+12 , 6K — 540K, — 6By + Ag*K, + 24 B

Po(®) = 2 2
6 — 5Cy + Ag2Ky — 4By K, + 240Cy + 2A0 By K1 + Ky + By — 340K, N
2
ByCy + By*K1/2 — KyBy + 3K, + AgKyBy — 3K1Cy /2 + AgK1Cy N
s

3Ky + K2CoAg + C2/2 + BoK,1Cy — K2Co/2 + K2 B2 /2
x? +
K103/2 + KQC()B() 4 KQC&

x3 2zt

(203)

Como py(x) deve ser polinomial, temos que Cy = 0. Resubstituindo isso, temos que

Ky =0 e, por sua vez, K; = 0. Substituindo isso em eq[1], obtemos:

(9/2 Ag* +12 — 13 Ag — 1/2 Ag*)2® + (15/2 Ag By — 9 By — 3/2 By Ay?)z* +
(—=3/2 By>Ag + 3 By® + 12 — 6 Ag)z® + (=6 BO — 1/2 By*)x* = 0. (204)

Como o termo em z? deve desaparecer, temos que By = 0. Portanto, Ay = 2
(analisando o termo em z%). Isso leva a Dy = 3 e, usando isso em p, ¢, P e @, finalmente

conseguimos o PD e o cofator correspondente:

P = 2%y —2yz® + 3+ 2% (205)
Q = 22° -2 (206)
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4 O PROBLEMA DOS GRAUS MAXIMOS PARTE I

As abordagens Darbouxianas, inclusive as desenvolvidas neste trabalho e no meu
trabalho anterior no mestrado, precisam encontrar polinémios de Darboux sem conhecer
os graus em x e y dos mesmos. Isto transforma a solu¢do do problema em um semi-
algoritmo®?, obrigando uma limitacao no nimero de etapas executadas, ou na definicao de
um grau arbitratio para os polindmios de Darboux procurados. A busca pelos polinémios
de Darboux de uma equagao é um problema computacionalmente custoso, as chances
de ndo encontrar estes polinémios para um determinado grau sao elevadas, e nao tendo
um indicativos de em quais graus procurar, somos levados a um desperdicio de recursos
computacionais procurando os graus errados. Na minha pesqusia de mestrado busquei
uma forma mais eficiente de encontrar polindomios de Darboux. Porém, mesmo esta técnica
pode perder muito tempo tentando encontrar polindomios de Darboux nos graus onde estes
nao existam. Desde entao venho buscando encontrar uma forma deterministica de definir
os graus dos polindmios de Darboux associados a uma equacdo. Apods muito esforco e
muitas tentativas atacadas sem sucesso, decidi que no momento a melhor forma de atacar
esse problema seria dedicar esfor¢co a uma abordagem aproximada, isto é:

Dado uma equacao

d Mz,
dy _ M(z,y) (207)
drz N(z,y)

existe uma pontuagao 7(g.,g,) associada a probabilidade (veja [30]) de possuir
um polindémio de Darboux com grau maximo g, em z e grau maximo g, em y. Vamos

prosseguir apresentando a ideia dos por tras do problema.

4.1 Representando polinémios

Vamos abordar aqui a representagao de polinémios enquanto vetores. Vetores

devem atender as seguintes regras de linearidade:

—

Teorema 4.1 Sejam vetores d, b e ¢ pertinentes ao mesmo espaco vetorial, e escalares

a, B € C, as sequines condigcos devem ser satisfeitas:

13 Um algoritmo é uma sequéncia de passos bem definida com um estado de inicio e um estado de fim,
um semi algoritmo difere do algoritmo por nado necessariamente ter um estado de fim
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e comutatividade da adicdo:

it+b=b+a
e associatividade da adigdo:
i+ (b+0)

e comutatividade do produto por escalar:
at = Vo
e Associatividade no produto por escalar:
a(pa) = (ab)d
e Distributividade da adicao de escalares:
(a+ p)ad = ad+ pd

o Distributividade da adicao de vetores:

-

a(@+b) = ad+ ab

Com isso, os mondmios em duas varidveis x'y’ Vi, j € Z*, podem ser vistos como veto-
res, uma vez que é possivel operd-los atendendo as regras definidas em (4.1). Fica facil
perceber que esses monomios sao vetores linearmente independentes, entdo podem ser
entendidos como uma base ortonormal {¢;;} de um espago vetorial de polinémios, esse
procedimento, transformar elementos independentes em vetores de uma base ortonormal,

se chama codificagdio one-hot.
l’iyj — éz‘,j (208)

uma vez que sao ortogonais, um critério restante para formar um espaco vetorial é que
as combinagoes dos monomios em questao sejam também vetores, deste espaco, isto é,
combinacoes lineares dos elementos da base devem pertencer ao espaco. Claramente, uma
combinagao linear dos mondmios no espaco vetorial em questao é um polindémio, portanto,
um polinémio pode também ser visto como um vetor, como consequéncia das regras em

(4.1).

T :p(x,y) — plo,y) (209)

Outro ponto importante é que do ponto de vista do estudo de polinémios de Darboux,
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polinémios p(x,y) e ap(x,y) sdo equivalentes, isso é véilido tanto para relagdo entre nu-
meradores e denominadores quanto pros polinomios de Darboux em si, dessa forma, nao
ha motivos para nao trabalharmos com os polinémios em dua forma normalizada, ou seja,
com os vetores unitarios correspondentes a estes polinomios, assim, utilizaresmo p em
lugar de p. Além disso, a normalizacao dos vetores de entrada auxilia na convergéncia dos
algoritmos, mais detalhes pode ser visto em [17]. J& que estamos atacando o problema
dos graus maximos dos polindémios de Darboux é importante definir a linguagem de dados
que representa a associagdo entre as equagodes algébricas e os graus dos polinémios de
Darboux associados a ela. Do ponto de vista da inteligéncia artificial este problema pode
ser modelado como classificacio supervisionada'4. Numa primeira abordagem, uma classe
sera entendida como a existéncia de ao menos um polinémio de Darboux com os graus
maximos i em x e j em y. As classes nao sdo mutuamente exclusivas, e também nao
podem ser ordenaveis com niveis de gradacao, assim sendo, a melhor forma de associar
as classes a sua representacao vetorial é mapea-las a vetores linearmente independentes
e para tanto usaremos uma técnica simples, a codificacdo one-hot. A técnica consiste em
mapear cada uma das n classes a um vetor é;, com n coordenadas onde todas sao iguais

a zero com a excessao de uma.

4.2 A técnica da analise semAantica

Vimos que polindmios podem ser vistos como vetores. No contexto de Inteligéncia
Artificial, usamos a representacao em formato matricial dos vetores, pois é a representacao
que as ferramentas entendem. Acabamos por construir uma base de polindmios que
quando transformados resultam em matrizes esparsas. Essa representacao tem algumas

consequeéncias:

e Pela prorpia definigdo de esparso, as matrizes geradas tém um nimero muito grande

de componentes nulas, computacionalmente isso é um problema

e Os vetores gerados possuem muitas coordenadas, isso ocupa muita memoria no

processamento.

e Os vetores gerados representam matematicamente os polindmios, mas nao carregam
informagoes sobre o relacionamento entre eles. Ou seja, ndo existe uma nocao de

significado, isto é, ndo existe uma métrica comparativa para os polindnios que leve

14 Um problema é entendido como classificacio quando atribuimos classes ou scores de associacdo de
classes aos elementos dados como entrada para um modelo. A classificacdo é dita supervisionada se
fornecemos exemplos dessa associagao para o modelo, fazendo com que aprenda o mapeamento definido
em vez associar os em classes gerais apenas por critérios de similaridade.
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Tabela 1: Monomios como base vetorial

one-hot
(1000000000000000)
(0100000000000000)
(0010000000000000)
(0001000000000000)
(0000100000000000)
(0000010000000000)
(0000001000000000)
(0000000100000000)
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )

0000000010000000
0000000001000000
0000000000100000
0000000000010000
0000000000001000
0000000000000100
0000000000000010
0000000000000001

W N R O WD HF O WD~ O WD~ O

W W W W N NDNDNDNRFE R~ PR PR OO O OfF

Legenda: representacao one-hot de monémios z*y’ formando um espago vetorial combinado em

rey

Fonte: O autor, 2019.
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em consideracao o problema a ser analisado, isto é, a associacao de equagdes aos

polinémios de Darboux.

Na prética, criar uma nocgao de significado é usar uma métrica que permita comparar os
elementos de acordo com as regras de negdcio estabelecidas para o problema. Duas abor-
dagens possiveis sao modificar a representacao dos elementos a fim de usar uma métrica
jé& conhecida, como a métrica euclideana (projecdo seméantica), ou modificar a métrica
a fim de que ela permita uma comparacdo mais eficaz levando em conta as regras do
problema. Pensando na primeira abordagem, existe uma técnica para criar uma projecao
semantica de itens relacionados, essa técnica chamada Latent Semantic Analysis ou LSI
é usada para determinar a seméantica de palavras e textos a partir da densificacdo de da
sua representacao vetorial, usando como critério os pesos e a co-ocorrencia. Apesar de

15 ala

ser uma técnica focada em textos e ja superada em muitos aspectos novas técnicas
pode ser aplicada com poucas modificagdes para o problam de polinémios. Partindo do
principio que o sentido seméntico de uma palavra é definido pelas palavras com as quais
se relaciona (palavras vizinhas no contexto), a técnica foi usada para comparar pequenas
frases e textos em inglés. LSI é baseado no conceito de modelo de espaco vetorial, ou
seja, as palavras envolvidas sao mapeadas para vetores, e nesse espaco vetorial podem ser
operadas. Inicialment4e um espaco vetorial com dimensao muito elevada é criado, porém,
a quantidade de ruido é muito grande, e por isso é gerado um espaco vetorial truncado
a partir de uma técnica de reducao de dimensionalidade, geralmente, a decomposi¢ao em

valores singulares, ou como é SVD.

Definicao 4.1 Seja um conjunto domimio onde estao presentes os elementos semanticos

em questao, os elementos desse conjunto sao chamados termos.

Definicao 4.2 Seja um subconjunto semanticamente significativo do dominio, chamare-

mos esse conjunto de documento.

Definicao 4.3 Uma matriz cujas linhas sdo indices de documentos, as colunas sdo in-

16

dices de termos® e as entradas sdo o numero de ocorréncias do termo em indicado no

documento em questao é chamada matriz termo-documento.

Matematicamente, LSI se baseia nos seguintes postulados:

Postulado 4.1 O sentido semantico de um documento é definido a partir do sentido

semantico dos termos presentes.

15 Essa tenica entende que palavras documento sdo igualmente relacionadas independentemente da ordem
em que aparecem, o que faz pouco sentido em idiomas como o portugués. Porém, isso se adequa
perfeitamente a comutatividade aditiva dos monoémios que formam um polinémio

16 Nio existe impedimento para que os indices de termos estejam nas linhas e os indices de documentos
nas colunas, s6 é preciso levar em consideragao essa alteracao na interpretacao dos resultados
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Tabela 2: Titulos para tépicos em miisica e confeitaria

Identificador | Documento
my Rock and Roll Music in the 1960’s
Mo Recipe for a Drum Roll, a Demonstration of Techniques
ms Drum and Bass Composition
my A Perspective of Rock Music in the 90’s
ms Music and Composition of Popular Bands
by How to make Bread and Rolls, a Demonstration
by Ingredients for Crescent Roll Dough
bs A Recipe for Sourdough Bread
by A Quick Recipe for Pizza Dough with Natural Ingredients

Fonte: DIAN; BERRY, 2007, P. 37

Analogamente, ha um postulado para o significado dos termos num documento:

Postulado 4.2 O sentido semantico de um termo € definido a partir de seu relaciona-

mento com outros termos nos documentos com 0s quais eles co-ocorrem.

Uma vez definido vamos a um exemplo. Utilizei LSI para uma proje¢do seméantica dos
polinémios para fornecer uma compreensao da técnica é melhor apresentar um primeiro
exemplo do seu funcionamento em textos, que além de ser seu campo original também
fornece resultados que podem ser analisados mais facilmente permitindo uma compreensao

adequada do problema.

4.2.1 Método LSI aplicado em textos

A seguir, vamos aplicar a técnica a um exemplo, ele pode ser encontrado em [23],
onde a técnica é apresentada com um pouco mais de detalhes, embora o foco do artigo seja
na verdade o aperfeicoamento da técnica. No exemplo a seguir, temos alguns titulos de
artigos relacionados a confeitaria, indicados por b; e alguns titulos de artigos relacionados

a musica, indicados por m;.

Estamos interessados apenas nas palavras marcadas em negrito, sao elas Rock, Mu-
sic, Drum, Composition, Demonstration, Bread, Dough, Ingredients, Recipe. O primeiro
passo da vetorizagdo é criar a matriz termo-documento. As linhas dessa matriz indicam
os termos, no nosso caso, as palavras a serem procuradas, e as colunas indicam os docu-
mentos, no caso, os titulos que contém essas palavras. As entradas a;; sao o nimero de

vezes que o termo ¢ aparece no documento j com que o termo ¢ ocorre no documento j.
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Os termos podem ser frases curtas, paragrafos, ou mesmo textos inteiros, tudo depende da
abordagem utilizada. Como ja pode ser esperado, a ocorréncia de determinados termos
nao é comum em todos os documentos, por isso ¢ comum que essa matriz seja esparsa.

De posse dos documentos, segue a matriz termo-documento 7"

ml m2 m3 md mbd

(@)

)

—_

()
o
—
o
[N}
o
w
o
B

Rock
Drum
Music

Composition

Demonstration

(210)

S(termos x documentos) —
Roll

Bread
Dough

Ingredients

O O O~ R, R, O O O ©
O R B O R O O O ©O O
_ O = = O O O O O O
= = = O O O O O o O

S O O O = O O = O =

_ O O O = = O O =
SO O O O O o = O =
o O O O O o o+~ O
S O O O O o = = O

Recipe

Como esperado, observamos muitos zeros na matris S. Computacionalmente fa-
lando, isso representa memoria desperdicada, em paralelo, exige poder de processamento
para operar valores nulos que poderiam ser evitados. Do ponto de vista da informacao
relacionada ao problema, estamos lidando com espacgos de informacao vazios, ja que nao
ha relacionamentos entre os termos e os documentos com entrada nulas, era ideal que isso
nao afetasse o problema. Os zeros, do ponto de vista da algebra linear, a quantidade de
zeros nos sugere que had um espago melhor onde a informacao pode ser representada de
forma densa, ou seja, estamos numa base com coordenadas demais. Uma técnica deri-
vada da equagao de autovalores e autovetores, focada na reducao de dimensionalidade, é
a decomposicao em valores singulares. A seguir apresento superficialmente a técnica, um

estudo mais aprofundado pode ser encontrado em [22] e [26].

4.2.2 Decomposicao de valores singulares

Dado uma matriz densa'”

, ¢ interessante podemos reduzir a dimensao do espaco
onde o problema esta representado usando um numero menor de coordenadas com maior
densidade, com isso encontrando uma representacao pros vetores linha e coluna onde haja

maior densidade de informagcao relacionada ao problema que os selecionou. Para reduzir a

17 Aqui utilizo o termo denso como oposto de esparso. Esse uso é comum na algebra linear computacional.
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dimensao geralmente temos perdas'®, e precisamos que as perdas ao méaximo relacionadas
ao ruido'®. Com decomposicao em valores singulares ou SVD, podemos controlar o niimero
de coordenadas utilizado apds a truncagem, densificando o problema mas mantendo o
maximo de informacao.

A técnica consiste em encontrar uma fatoracao para uma matriz S no seguinte

formato

S=uxvt (211)

Tal que para S com dimensdes m x n e posto 7?0 as matrizes U, X e V satisfazem

as seguintes condigoes:

e U é m x m e ortogonal. As colunas de U sao os autovetores de SST
e V é ortogonal n x n. As colunas de V sdo autovetores de ST S

e > ¢é diagonal e tem dimensoes m x n, os r elementos nao nulos de sua diagonal sao

as raizes quadradas dos autovalores nao-nulos de SST e STS

Vou usar a implementacao de SVD da biblioteca scikit-learn®', Aplicando SVD na

matriz termo documento definida em (210) teremos o seguinte resultado:

—0.554 0.268 0.234 0355 —0.39 —-0.164 —0.086 0.466 —0.185

|—0.439 —0.279 —-0.026 —-0.262 0.339 0.541 0.263 0.234 —0.354

18 Aqui, a ideia de perda se refere a néo invversibilidade do problema e nio a perda de informacio
relevante do problema (ambos os cenérios sdo possiveis)

19° Aqui ruido é entendido como toda informacdo que nio é relevante para o problema
20 O posto de uma matriz é o tamanho da base do espaco coluna associado a ela.

21 Scikit Learn ou simplesmente SK Learn é uma biblioteca para linguagem Python voltada para métodos
de Inteligéncia Artificial e preprocessamento de tensores

0.0

—0.262 —-0.093 0.134 0.166 0.642 —-0.462 —-0.263 —0.185 —0.144 —0.353
—-0.407 —-0.371 —-0.443 -0.045 0.015 —-0.162 -0.234 0.107 0.528  0.353
-0.277 -0.23 -0.357 0.002 -0472 -0.107 0.199 -0.522 -0.263 —0.353

0.0

0133 0459 —0.284 0.164 0.111 0334 —0.445 —0.382 —0.262 0.353 |
—-0.208 0.085 0.359 —0.519 —0.198 0.244 0472 -0.134 0.291 —0.353
-0.159 0.616 —0.387 —0.102 0.197 0.001  0.369  0.101 0.35 —0.353
—0.056 0.214 -0.014 -0.675 —-0.021 —-0.505 0.07 0.018 —0.327 0.353
—-0.309 0.076 0.491 0.106 0.064 0.009 0.442 —0.483 0.294  0.353
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Além disso, U é ortonormal:

1.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0

0.0

0.0
0.999
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0

0.0
0.0
1.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0

0.0
0.0
0.0
0.999
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0

0.0
0.0
0.0
0.0
0.999
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0

0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
1.0
0.0
0.0
0.0
0.0

0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
1.0
0.0
0.0
0.0

0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.999
0.0
0.0

O mesmo pode ser observado para a matrix V:

—0.29
—0.518
—0.09
—0.1
—0.073
—0.386
—0.424
—0.38

—0.385

0.585
0.066
0.13
0.468
0.362
0.109

—0.144
—0.323
—0.383

—0.221
0.535
0.174
—0.34

—0.203
0.435

—0.286
—0.17

—0.418

0.244
—0.187
—0.699

0.036
—0.455

0.367

0.183
—0.082
—0.178

—0.056
—0.129
—0.154

0.216
0.122
0.221

—0.593
0.697
—0.082

0.138
0.513
—0.212
0.272
—-0.41
—0.501
—0.353
—0.067
0.22

0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0

0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0

0.999 0.0

0.0

1.0

—0.222

0.2

—0.546

—0.104
0.598

0.124
—0.165
—0.318

0.312
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(212)

(213)
0.371  —0.503]
0.165  0.238
0232 —0.182
0562 0.452
0.241  0.118
_0.406 —0.181
0101 041
0.314  0.153
~0.362 —0.461|

(214)



1.0 0.0 00 0.0 00 0.0
0.0 1.0 0.0 0.0 00 0.0
0.0 00 1.0 0.0 00 0.0
0.0 00 0.0 1.0 00 0.0
VVT =100 00 0.0 0.0 099 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.999
0.0 0.0 0.0 0.0 00 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 00 0.0
00 0.0 0.0 00 00 00
Por fim, a matriz ¥, diagonal:
2919 00 00 00 0.0
0.0 2296 00 00 00
0.0 00 1975 00 0.0
0.0 00 00 1708 0.0
o |00 00 00 00 142
00 00 00 00 00
00 00 00 00 00
00 00 00 00 00
00 00 00 00 00
00 00 00 00 00

0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
1.0
0.0
0.0

0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
1.23
0.0
0.0
0.0
0.0

0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.999
0.0

0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.734
0.0
0.0
0.0

0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
1.0,

0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.498
0.0
0.0

0.0 |
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.193

0.0 |
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(215)

(216)

O proximo passo é truncar os autovalores de menor expressao, isto é, os menores. Podemos

observar que os elementos de Y estao ordenados do maior para o menor. Isso nos ajuda

a resolver o problema da quantidade de informagcao preservada, isto é, podemos reduzir a

dimensionalidade do espaco truncando calores da diagonal de ¥, isto é, removendo linhas e

colunas, e com isso a maior quantidade de informacao ainda é preservada pelos autovalores

maiores que estdo juntos no inicio da diagonal da matriz??. Temos que a matriz Y possui

posto r, agora vamos criar uma aproximacao de posto k onde k < r para a representacao

do nosso espaco vetorial, isto é, uma representacao com uma base menor. Para isso, basta

truncar alguns valores da matriz ¥ mantendo apenas os k mais relevantes (obviamente é

22 A ordenacdo dos autovalores deve ser acompanhada da devida ordenacdo dos seus autoverores, isto é,
os autovetores que formam as colunas de U devem estar dispostos de forma correspondente aos seus
autovalores, o mesmo para os que formam as colunas de V/
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necessario remover também as respectivas colunas de U e V). Matematicamente temos:
A(mxn) - U(mxr)z(rxr)‘/(zjxk) (2]—7)

E ao substituir por uma aproximagao de posto k:

A(mxn) ~ Ak = ﬁ(mxk)i(kXT)‘N/(gxk) (218)

As dimensoes de A nao mudam, ela percemanece sendo uma matriz m X n, mas agora
ela possui informacgao representada de uma forma um pouco diferente. Uma boa forma

de analisar é acompanhando o grafico a seguir:

Figura 1: Aproximacoes de posto k
Aproximacdes de posto k
Posto 7

Posto 9 Posto 8

Posto 6 Posto 5 Posto 4

Posto 3 Posto 2 Posto 1

Fonte: O autor, 2019.

A diferenca é clara: Da imagem original (posto 9) para posto 8 observamos um ga-

nho de detalhamento que aumenta até o posto 4, e comega a reduzir. O que acontece aqui
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é uma perda de ruido no inicio, até o momento em que chegamos a perda de informacao?.

4.2.3 Redugao do nimero de coordenadas dos vetores

Até agora o procedimento nos permitiu aumentar a densidade de informacao da
matriz A, mas ainda nao temos uma representacao dos termos e documentos com maior
densidade de informacao e com menor nimero de coordenadas. Esse objetivo pode ser
alcancado observando novamente as matrizes envoldias. A matriz A é uma representagao
da matriz S, e assim como ela estd organizada em termos (linhas) por documentos (colu-
nas). Com isso mente, as linhas das matrizes U e V devem ser relacionadas como termos

e documentos respectivamente:

A(termosx documentos) — [U(termosxz)} {E(X)} [‘/(Tx termos)} (219)

Ou seja, seguindo as linhas e colunas adequadamente, a matriz U é a matriz que
representa os termos e a matriz V' os documentos. Dessa forma, ao reduzir o posto da
representacao estamos também transformando U e V para suas representacoes de posto
k. Agora temos uma representacdo para o espaco de termos e o espaco de documentos.

Vamos utilizar a representacao dos termos numa base de posto 2 que é adequado para

visualizagoes.
Rock | —1.33 459 |
Drum —2.08 0.85
Music —1.59 6.16
Composition —0.56 2.14
0, — Demonstration | —3.09  0.76 (220)
Roll —5.54  2.68
Bread —2.62 —0.93
Dough —4.07 —-3.71
Ingredients =277 =23
Recipe —4.39 —-2.79

23 Ao longo da reducdo do posto sempre temos perda de informacdo, mas em algum momento essa perda
se torna mais relevante. Por isso nao podemos utilizar apenas uma componente, mas ainda ha ganho
em utilizar um nimero de componentes intermediario
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Figura 2: Visualizagdo dos vetores e sua proximidade

Distribuicao vetorizada das palavras

JMusic
06

Rock

04

Roll

N Lomposition
1]

=

[{v]

©

_g Demonétidfion
S

0o
Bread
~ Jngredients
Recipe
Jough

0.8 0.6 —C:.4 —C;.2 0o 02
Coordenada 1

Fonte: O autor, 2019.

Os documentos m1 a mb se referem a musica e os documentos bl a b4 se referem
a culinaria. Analisando o grafico vemos que vetorizacao reflete o sentido semantico que
damos as palavras, apesar de perturbardas pelo contexto em que estao sendo utilizadas.

Observemos:

e As palavras Music e Rock sao bem préximas, e sdo encontradas apenas nos docu-

mentos sobre musica.

e Recipe e Dough se referem apenas a culinaria, estao proximas e no lado oposto
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do grafico que representa musica.
Ingredients e bread estao claramente situadas na regiao de culinaria.
Composition esta claramente situado na parte relacionada a miusica

Roll apareceu no contexto de musica e culinaria, foi bem presente em ambos apare-
cento acabou se deslocando de ambas as categorias, porém, apareceu no contexto de
musica com palavras mais ao lado de palavras representativas, palavras que se repe-
tem mais nesse contexto. Dessa forma, Roll acabou sendo aparecebdo no lado do

grafico onde estao os termos de musica, embora, esteja afastada das outras palavras.

Demonstration apareceu em ambos os contextos e acabou se localizando na fron-

teira.

Drum parece um caso mal sucedido na vetorizacao seméantica, uma vez que s

aparece no contexto de musica e acabou sendo localizada na fronteira.

Além dos termos, também se pode analisar a seméantica dos documentos. Usando

posto 2 a matriz V' se torna:

‘/2:

mi [ —0.29 058
m2 | —0.51  0.06
m3 | —0.00 0.13
mi | —0.1  0.46
ms | —0.07  0.36 (221)
mo | —0.38 0.1
p | —0.42 —0.14
b3 | —0.38 —0.32
i | —0.38 —0.38




Figura 3: Visualizagdo do vetores representando os documentos

Coordenada 2

06

0.4

0z

0o

Distribuicao vetorizada dos documentos
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411

N4
N5
b1 m3
n2
D2
D3
H4

-0.8 0.6 —(.';.4 —(.';.2 0.0
Coordenada 1

Fonte: O autor, 2019.

Podemos fazer algumas observagoes no grafico de documentos:

e O documento m2 esté afastado dos demais documentos relacionados a musica

0.2

e Os documentos sobre culinaria estao espacados, o que mostra que semanticamente

a parte do espacgo correspondente a culinaria nao esta muito boa.

e Os documentos sobre miisica estdo proximos, mostrando a parte dos dados ligados

a musica estao semanticamente melhor relacionados.
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Analisando o grafico confirmamos a nocao de que os documentos sobre culinaria estao
semanticamente mais espalhados do que os sobre musica. Mais sobre LSA pode ser visto

em [20].

4.3 Seméintica de polindmios

Aqui o objetivo nao é extrair significado dos termos a partir do seu relacionamento
e sim obter uma representacao dos polinémios cuja comparacao seja relacionada ao grau
dos polindmios de Darboux associados. A principal consequéncia da semantica é a re-
presentacao dos itens na forma de vetores densos. Para representar polindbmios em um
formato vetorial que permita a comparagao, vamos usar a mesma ideia de termos e docu-
mentos, onde os termos sdo os mondémios (excluindo o coeficiente), e os documentos sao
os polinémios, ou seja, a relacdo entre os monomios se da pela coexisténcia num mesmo

polinémio e peso da associacao é dado pelo coeficiente.

4.3.1 Termos e documentos em polinémios

Vamos desenvolver o método a partir de um exemplo. Por simplicidade, vamos

considerar um conjunto pequeno de polindmios apenas para desenvolver o método:

32y — 5y (222)
iy — 227 (223)
r? — 2y° (224)

Nos baseando no exemplo em (4.2.1) o primeiro passo é definir a matriz termo-
documento associada ao problema. Quando lidamos com textos os documentos sdo con-
juntos de palavras, e os termos sao as palavras em si, quando lidamos com polinémios uma
definicao direta é que os monomios sejam os termos e os polindémios enquanto agrupamento

de mondmios sejam os documentos. Dessa forma temos os seguintes documentos:

p = 3%y —5y° (225)
pp = 2y — 227 (226)
ps = 22 —2° (227)

Uma vez que para o nosso problema os polinomios sao equivalentes a menos da



multiplicagdo por um fator constante nao nulo vamos normaliza-los de”*:

D1
D2
b3
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24

0.514495755x3y — 0.857492925y (228)
0.4472135952%y — 0.8944271902° (229)
0.4472135952% — 0.894427190y° (230)

Aqui vamos utilizar a vetorizagao descrita na equacao (208) para determinar o

documento, onde K = 3, o maior grau observado na variavel x, e o maior grau observado

na varigvel y é também 3. O mapeamento (208) se torna ay;x'y’ — a;;x'y €3,

Tabela 3: One-hot dos mondmios no problema

9z | Gy one-hot

311](0000000000000100)
210[(0000000010000000)
01 3[](0001000000000000)

Fonte: O autor, 2019.

b1
D2
b3

Os polinomios em questao sao mapeados para a seguinte representacao esparsa:

0.5144 - (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,10,0) — 0.8574 - (0,0,0, 10,0, 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)
0.4472 - (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,10,0) — 0.8944, -(0,0,0,0,0,0,0,0, 10,0, 0, 0, 0,0, 0)
0.4472 - (0,0,0,0,0,0,0,0,10,0,0,0,0,0,0) — 0.8944, -(0,0,0, 10,0, 0,0,0,0,0, 0, 0, 0,0, 0)

(231)

Que se torna

P1
D2
b3

(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0.51440, 0) — (0,0,0,0.85740, 0,0, 0, 0,0, 0,0, 0,0, 0, 0)

(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0.44720,0) — (0,0,0,0,0,0,0,0,0.8944, 0,0,0,0,0,0, 0)

(0,0,0,0,0,0,0,0,0.44720,0,0,0,0,0,0) — (0,0,0,0.8944, 0,0, 0, 0,0,0,0,0,0,0,0,0)
(232)

24 A normalizacio tem dois objetivos aqui, o primeiro é garantir que dois polindémios p; e ps = ap; sejam
equivalentes diante do problema, o seguindo é melhorar a estabilidade numérica dos algoritmos a serem
utilizados, evitando grandes disparidades nos valores.
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e por fim:

p = (0,0,0,—0.85740,0,0,0,0,0,0,0,0,0.51440,0
po = (0,0,0,0,0,0,0,0,—0.8944,0,0,0,0,0.44720,0)
ps = (0,0,0,—0.8944,0,0,0,0,0.44720,0,0,0, 0,0, 0)
(233)

Agora montamos a matriz termo-documento, onde os polinémios sdo representados nas

colunas e os monomios nas linhas:

pl p2 p3
%0 0 0 0
20y? 0 0 0
2%y? 0 0 0
2%y3  0.8574 0 0.8944
xty? 0 0 0
iyt 0 0 0
xty? 0 0 0

S(termosxdocumentos) = | x'y® 0 0 0 (234)

220 0 0.8044 0.4472
22yt 0 0 0
x%y? 0 0 0
x%y3 0 0 0
x3y° 0 0 0
Syt 05144 04472 0
x3y? 0 0 0
x3y3 0 0 0

Aplicando a transformacao de componentes principais analisando a representacao

na nova base, podemos comparar o ganho de informacao com os novos postos.
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Figura 4: Aproximacao de posto k dos polindmios

Aproximacdes de posto k

Posto 3 Posto 2 Posto 1

termo/polinémio
termo/polinémio
termo/polindémio

10

12

14

o 1 2

0 1 2
documento/polindmio documento/polindmio documento/polindmio

o 1 2

Fonte: O autor, 2019.

Plotando em posto 2, ja podemos ver as regioes de influéncia dos polinémios usa-

dos no treinamento do modelo.
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Figura 5: Distribuicdo dos vetores que representam os monomios

Distribuicao vetorizada dos mondmios

{0,3)
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—ll.2 —lI.D —C;.B —L’;.E —(.';.4 —L’;.2 D.IO D.I2 04

Coordenada 1

Fonte: O autor, 2019.

Aqui, usamos a representacao (g, g,) para indicar o mondmio 29 y% e o termo
outros se refere aos demais polindmios, cujo modelo de transformacao considerou equiva-
lentes ja que nao tem representantes no treinamento e por isso acabam tendo o mesmo

papel semantico.

Uma andlise similar pode ser feita agrupando os polinémios (documentos):



90

Figura 6: Distribuicdo dos vetores que representam os polinémios

Distribuicao vetorizada dos documentos

o1

04

0z

o3

]

Coordenada 2

L2

—]:.2 —].I.D —L’;.B —L’;.E —(.';.4 —(.';.2 D.IO D.IZ
Coordenada 1

Fonte: O autor, 2019.

Observamos que segundo essa representacdo, os polinomios p; = 323y — 53° e
ps = x? — 2y foram considerados semanticamente mais préximos que o polindémio p2 =

23y — 22?%, matematicamente falando, a distancia é menor que entre p; e po.

4.4 Classificagao dos graus

Uma vez desenvolvida a semantica de polindmios, busquei identificar padroes que
relacionassem os vetores resultantes com os graus encontrados nos polinomios de Darboux
da equacao, mas nao tive sucesso nessa abordagem, além de os vetores resultantes serem
muitos e terem muitas coordenadas, havia muitas classes (graus dos polinémios de Dar-
boux envolvidos)?®. Construf uma rede neural que busca identificar padroes e discriminar

quando um polinémio de Darboux pertence ou nao a um determinado grau.

25 novamente, tendo em mente que nio sabemos nem mesmo se existe um grau limite, logo, o necessario

era identificar padroes que levassem a cada grau
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4.4.1 Preparagao dos dados

A fase de preparacao dos dados consistiu na criagdo de 174.000 equagoes racionais
com os polinomios de Darboux associados e posteriormente na vetorizacao dos numera-
dores e denominadores separadamente pelo método de relacionamento semantico descrito
anteriormente na se¢ao (4.3). Dessa forma temos um espago de representagao voltado

para numeradores e outro para denominadores.

4.4.2 Modelo

O modelo neural pode ser separado em blocos de funcionalidades. Os hiperpara-
metros, como o numero de camadas em cada bloco, varia varia de acordo com o grau

procurado, mas os modelos, em geral, tem o seguinte formato:

Figura 7: Arquitetura do modelo Neural classificatério

ad xentropy
accuracy
prediction save
gradients
Adam
... 1 more
save
. gradients
Placeholder... rational Adam
init
) ‘?'“_Vn(ﬁ SJUSEIGJ
sSave sSave
) radients ) . radients
denom_input numerator e denom_input denominator .
init init

Fonte: O autor, 2019.

O bloco numerator é é resposavel por receber e processar a representacao semantica do
numerador. Analogamente, o bloco denominator é responsavel pelo processamento inicial
denominador. O modelo se mostrou convergindo mais rapidamente quando numerador e
denominador se baseaiam em semanticas separadas. O bloco rational recebe os resulta-
dos dos blocos numerator e denominator, que possuem menos coordenadas do que suas
entradas, identificando o mais relevante de numeradores e denominadores para associar
com os graus. O bloco rational leva resultado para o bloco prediction, onde a pontuacao

é associada, determinando se o polindmio de entrada estd ou nao associado ao grau em
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questao.

4.5 Resultados
O modelo foi treinado para reconhecer equagoes associadas a polinomios de Dar-
boux de diversas combinagdes, de grau 1 até 16 graus. Os modelos, tiveram taxa de acerto

em torno de 80%. Um exemplo desse cendrio é o modelo para g, = 2, g, = 3 onde vemos

a evlugao durante o treino.

Figura 8: Taxa de acerto do modelo nos dados de teste
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] f
- |,'I
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iteracdes de batch

Fonte: O autor, 2019.
Nesse modelo, cada iteragao de batch tem entorno de 500 iteragoes de polindémios vetori-

zados, e levou em torno de 12h para completar. Percebemos que de 10 a 20 batches os
testes apresentaram uma evolugao consideravel e logo apds alcancaram estabilidade.
Este modelo, porém, possui um problema de escalabilidade, pois é necessario um
modelo para cada grau (g, g,) que desejamos avaliar, e isso representa um custo muito
elevado na producao de novos modelos. A fim de atacar este problema, busquei um novo
método, onde agora buscamos nao mais conhecer a relacdo de um grau de polindémio de
Darboux, mas de varios, além disso, este modelo pode evoluir com muito mais facilidade,

sendo possivel incluir novos graus sem a necessidade de treinar um modelo do zero.
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5 O PROBLEMA DOS GRAUS MAXIMOS PARTE II

Vamos apresentar aqui um novo método para estimar os graus dos polindmios de
Darboux, porém, além de este método nao gerar modelos que abordam uma classe por
vez, ele também serd capaz de crescer com facilidade por uma técnica chamada few-shot
learning, que se trata de gerar um modelo que é capaz de aprender novas classes (no caso,
novos graus de polinémios de Darboux) com poucas amostras, pois este modelo é focado
nao apenas em aprender as classes, mas também em aprender o que as torna diferentes,
tendo mais facilidade em se adaptar a novos cenéarios. Mais sobre a abordagem de few-shot

pode ser vista em [27].

dy _ M(z,y)

dr  N(z,y) (235)

determinar uma pontuacao 1(g,, g,) associada a probabilidade (veja [30]) de possuir
um polinémio de Darboux com grau maximo g, em z e grau maximo g, em y.

Uma forma comum de atribuir essa pontuacao é utilizando Redes Neurais Artificiais
que buscam aproximar a func¢ao que leva de um tensor, que representa o polinémio, para
um vetor que associa a probabilidade da presenca de cada grau. Para mais detalhes sobre
Redes Neurais, veja [15].

Nosso modelo comega recbendo uma representacao matricial dos polindémios nu-
merador e denominador. Polinémios em duas varidveis, podem ser representados por
matrizes, de forma imediata, pela seguinte transformacao:

Dado um polinémio p(x,y)

gz Gy

plz,y) =D aya'y’ (236)

i=0 j=0

a matriz equivalente seria:

Plguxgy) = (@i5)i (237)

ou seja, representamos p por uma matriz onde o termo a;;z'y’ estd na linha i e
coluna j.
Usando essa entrada essa representagao como entrada, o modelo que desenvolvemos

consiste nas seguintes etapas:

¢ Redimensionar as matrizes numerador e denominador P, «4,) para vetores, isto &,
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matrizes P(1xg,.g,)
e Combinar os vetores resultantes em um tnico vetor (criar os vetores equagao)

e Transformar o resultado da etapa anterior (geralmente um vetor esparso) em um
vetor denso com um nimero menor de coordenadas (reducio de dimensionalidade),

no caso de melhor sucesso, reduzimos de 512 para 16.

e Mapear o vetor anterior para um um vetor onde cada coordenada corresponde a

pontuagao 7(gs, g,) do polinémio de Darboux esperado (classificagdo).

Redimensionar e combinar vetores ¢ trivial, porém a reducao de dimensionalidade
e a classificacdo demandam explicacoes. A seguir discutiremos o que foi feito e a técnica

utilizada em cada etapa.

5.1 Reducao de dimensionalidade

Buscar uma representagao densa a partir de uma represencao esparsa ¢ um tem

duas finalidades:

e Reduzir o nimero de coordenadas envolvido, tornando os processo de IA mais efici-
entes ao usar vetores com maior densidade de informacao, e tendo menos coorden-

das, teremos menos parametros a serem determinados.

e Fazer com que regras importantes do problema sejam embutidas nessa na represen-
tagdo dos vetores, no nosso caso, criar alguma relacao entre a distancia dos vetores

e os graus de polinémios de Darboux.

Trabalhar com vetores grandes (no nosso caso, 512 coordendas) implica em um
custo computacional muito elevado, sobretudo se levarmos em conta que a maioria destes
é esparso. Além disso, estes vetores ndo destacam uma informacao relevante: dado um
vetor equagao, este deve estar préoximo a outro vetor equagao com polinomios de Darboux
do mesmo grau, e distante do vetor equacao que possui polinomio de Darboux de grau
diferente. Seguindo a nomenclatura para este tipo de procedimento, temos um vetor
equacao F,, chamado de dancora, um vetor equagao Ej cujo maior grau conhecido de um
polinébmio de Darboux seja o mesmo que o de E,, o chamado positivo, e um outro vetor
equacao F, cujo maior grau conhecido de um polinémio de Darboux ¢ diferente dos outros
dois, o chamaremos negativo. A o vetor positivo denso deve estar mais proximo ao vetor

dncora denso que do vetor negativo denso. Simplificando, se f(E) é a transformacao que
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torna uma entrada densa, a relagado entre ancora, positivo e negativo deve satisfazer:

1f(Ea) = FERI < [[f (Ea) = f(EW)||VE,, En, By (238)

No nosso trabalho, f(FE) foi aproximada por uma rede neural. Como rede neural,
ela deve ser treinada para otimizar uma funcao objetivo, a nossa funcdo objetivo é a
funcao S(E,, En,, E,) definida na equagao 239:

S(Ea, Em, Ep) = max(||f(Ea) = f(Ep)|| = [|f(Ea) = f(En)[| + @, 0) (239)

26

Aqui a é chamado de margem, uma parametro que define uma faixa de toleran-
cia para a funcao aceitar que a diferenca entre ancora e positivo efetivamente supera a
diferencga entre ancora e negativo.

Para treinar o modelo que aproxima a fungao f(FE), usamos uma arquitetura cha-
mada de rede-siamesa. A seguir apresento superficialmente a ideia, mas uma abordagem
mais detalhada, para processamento de imagens, pode ser lida em [19]. Numa rede sia-

mesa, criamos copias da rede, e aplicamos a transformagao a entradas diferentes.

Figura 9: Diagrama de fluxo do modelo siamés de reducao de dimensionalidade

99¢

Fonte: O autor, 2019.

26 Chegamos a fazer ensaios com uma fungio de otimizagio S(Eq, B, Ep) = || f(Ea) — f(Ep)||— || f(Ea) —
f(EL)|| + «, isto é, sem o limite inferior, os resultados ndo se mostraram muito diferentes.
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Como pode ser visto na imagem 9, a funcdo S é alimentada pelo resultado da
aplicagao da funcao f(F) individualmente em cada uma das equagoes, o ponto importante

27 o gradiente de cada uma das aplicacoes é levado em conta

¢é que na atualizacao dos pesos
e a rede é atualizada em conjunto, ou seja, o que levamos em conta ¢é a influéncia de todos
os termos na funcao S. Dessa forma, é interessante pensar que em vez de atualizarmos
uma funcdo f(E), estamos atualizando uma funcdo mais complexa f(E,, E,, E,) que

considera os trés vetores equagao, mas compartilha pardmetros com f(FE).

5.1.1 Resultados e consideracgoes

Vamos analisar os graficos da funcao S e a taxa de acertos, ambos calculados nos
dados de teste.

2T A tecnica de atualizacdo dos pesos, sobretudo em redes siamesas, foge do escopo deste material.
Uma abordagem sobre o algoritmo de atualizacao de pesos, conhecido como backpropagation, pode ser
encontrada em [16]
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Figura 10: Taxa de acerto do modelo para reducao de dimensionalidade nos dados de teste ao

longo do treinamento

Taxa de acerto em testes ao longo do treinamento

acertos (94)
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Fonte: O autor, 2019.
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Figura 11: Funcao S calculada nos dados de teste durante o treinamento

Fungao S em testes ao longo do treinamento
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Fonte: O autor, 2019.
A seguir, temos algumas consideragoes:

e Medimos a taxa de acerto do modelo como o o percentual de vezes em que aa
tranformacao satisfaz a relagdo 238, isto é, a percentual de vezes em que a distancia

da ancora para o positivo ¢ menor que da ancora para o negativo.

e Vemos na figura 10 que o modelo passa por muitas transformagoes de comporta-
mento ao longo do treino. Existem muitas oscilagoes na taxa de acerto, porém,

existe uma tendéncia ao crescimento.

e Em um periodo de treino de até 6h, algumas configuracoes®® alcancaram taxas de
acerto acima de 70%, mas na maioria do tempo, os ensaios permaneceram entre

60% e 70%.

e Vemos também em 11 que a funcao S segue uma tendéncia de queda, sem oscilac¢oes,
o que demonstra que o modelo estd evoluindo (embora lentamente) apesar de nao

alcangar taxas excelentes (acima de 90%).

28 Chamo de configuracio do modelo ao conjunto de hiperparametros de entrada, como niimero de ca-
madas e valor da margem
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Num primeiro momento este resultado parece desanimador, mas lembrando que
este modelo ainda nao é o responsavel pela determinacao dos graus dos polinémios. A

seguir, vamos discutir o modelo classificatorio.

5.2 Modelo classificatorio

Uma vez com as dimensoes reduzidas, usamos uma técnica chamada transferéncia
de aprendizado (ou transfer learning como é mais conhecida, para mais detalhes da técnica
veja [28]) para acelear a classificagao usando o conhecimento do modelo de densificaga, com
isso, o modelo nao precisa mais aprender quais coordenadas e relagoes sao importantes de
separar, pois o primeiro modelo ja fez isso, assim esperamos que o modelo convirja muito
mais rapido, pois ele tém menos a aprender.

Com a transferéncia de aprendizado, a quantidade de dados para a convergéncia do
modelo é reduzida, assim como o nimero de etapas de treino. De forma simples, a técnica
consiste em aplicar a transformagcao gerada pelo primeiro modelo, a fungdo F(F), e usar o
resultado como entrada para o modelo de classificagao. Em lugar de duas matrizes esparsas
com muitas entradas, temos agora um vetor denso bem menor, este vetor relaciona como
proximos vetores pertinenetes a mesma classe, com isso, o modelo de classficiagdo tem um
numero menor de pardmetros para ajustar durante o treino, tornando-o mais rapido.

A arquitetura deste modelo foi bem simples:
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Figura 12: Diagrama de fluxo do modelo de classificacao

redimensiona
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Fonte: O autor, 2019.
Descrevendo um pouco melhor o modelo:

numerador é a representacao matricial do numerador da equagao
denominador é a representagao matricial do denominador da equacao
redimensiona é o operador que transforma a matriz g, X g, numa matriz 1 x (g, - g,)

concatena € o operador que une os vetores numerador e denominador, resultantes

do redimensionamento em um Unico vetor equag¢do com todas as coordenadas
f e a funcao de reducao de dimensionalidade, é o modelo discutido em 5.1

G.(p), Gy(p) sao fungbes que obtém o grau méximo do polinémio p em z e y
respectivamente, no caso, sao aplicados ao numerador (num) e ao denominador
(den).

1 é o vetor com a pontuacao associada a probabilidade de que o maior polinémio

de Darboux conhecido possua os graus indicados.
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5.2.1 Resultados e consideracoes

Apesar de uma arquitetura complicada e da inclusdo de transferéncia de aprendi-
zado, este modelo é um modelo sequencial simples. Ao longo dos treinamentos, percebe-
mos que a inclusdo dos graus maximos dos polinémios envolvidos (numerador e denomi-

nador) melhorou as taxas de acerto.

Figura 13: Taxa de acertos do modelo de classificacdo em dados de teste ao longo de um

treinamento curto e lotes em torno de 2mil equagoes
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Fonte: O autor, 2019.

Figura 14: Entropia Cruzada do modelo de classificacdo em dados de teste ao longo de um

treinamento curto e lotes em torno de 2mil equagoes
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Fonte: O autor, 2019.
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Na melhor configuragdao, vimos que em poucos passos, em torno de 90 lotes, o
modelo atinge, e se estabiliza em torno, de 90% de acerto, como pode ser visto em 13 e
14.

Em outras configuragdes (com lotes menores), o modelo oscila bastante com ta-
xas de acerto em torno de 80%, mas algumas versoes alcancam 90%, mesmo com muitos
passos. Um exemplo desse caso pode ser visto nas figuras 15 e 16. Acreditamos que o
modelo com estabilidade réapida em torno de 90% seja um caso excepcional. Apds ele,
o algoritmo de treinamento foi executado sem parada automética® e em nenhum outor

caso a estabilidade permaneceu por muito tempo.

Figura 15: Taxa de acertos do modelo de classificacdo em dados de teste ao longo de um

treinamento longo com lotes em torno de 900 equagoes
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Fonte: O autor, 2019.

29O algoritmo pode ser configurado para parar a execucio automaticamente quando as métricas se
mostram estaveis dentro de um intervalo.



103

Figura 16: Entropia Cruzada do modelo de classificacdo em dados de teste ao longo de um

treinamento longo com lotes em torno de 900 equagoes
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Fonte: O autor, 2019.

Concluimos que apesar da taxa de acerto nao ser exceptional, temos um modelo
que nos leva a resultados muito bons, abrindo portas para novas abordagens, sobretudo
se considerarmos que o modelo foi gerado em maquinas domésticas, sem grande poder de

processamento.
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6 ENCONTRANDO AUTOPOLINOMIOS EM TRES VARIAVEIS -
PARTE 1

Neste capitulo fazemos uma extensao do procedimento apresentado no capitulo 3.
Vamos adaptar a ideia principal e os conceitos basicos para tratar com o problema em

trés varidveis:

1. Na primeira secao vamos mostrar duas extensoes possiveis para o ‘método da ex-

pansao’ (ME) apresentado na segao 2.2 do capitulo 3:

e Em primeiro lugar vamos mostrar uma expansao em duas variaveis, ficando os

coeficientes como fungoes da terceira variavel.

e Na segunda subsecdo, vamos mostrar uma expansao em uma variavel, ficando

os coeficientes como fung¢oes das duas outras variaveis.

2. Na segunda se¢ao vamos mostrar um exemplo resolvido passo a passo (como fizemos

no capitulo 3 para um polinémio de Darboux em duas varidveis).

6.1 Extendendo o ME — a expansao em duas variaveis

Considere que queremos achar os PDs do operador D associado a uma 2EDO

racional

M(z,y, z)
P A =y 240
© N(z,y,z2)’ (z=v), (240)

onde M e N sao polinémios de grau 2 em duas das varidveis, por exemplo as variaveis
(y,z). Considere ainda que vamos buscar um PD que possui grau 2 nessas varidveis
(analogamente ao que fizemos na primeira se¢do do capitulo 3). Nesse caso especifico,

podemos escrever o operador D, o PD P e o seu cofator () como:

D = (Noo(z) + Noa(z)y + Nio(2)z + Noo(2)y? + Niy(2)zy + Nog(x)2?) 0, +
2 (Noo(x) + Noa(2)y + Nio(x)z + Noa(x)y? + Nia(x)zy + Nao(x)z®) 8, +
(Moo(x) + Mo (2)y + Myo(x)z + Moo (2)y” + My (x)zy + Mao(x)z%) 9.,

P = Pyo(x)+ Poi(2)y + Pro(x)z + Poo()y® + Pra(x)zy + Pog()2?,

Q = Qoo(®)+ Qo1(2)y + Qio(2)z + Qoz(z)y” + Qr1(2)zy + Qao(x)2.



Substituindo na equacao de ‘autovalor’ ficamos com o seguinte sistema de EDOs:

1]

[10]

[11]

[12]

d

No2(x) %POQ(J:) — Pya(x) Qoa(z) =0,

Nao(x) jxp2’0(x> + Noo(x) Pia(x) — Pao(x) Qa0(z) =0,

Mo () Pro(x) + Noo(x) CZ:PO,O@) — Poo(z) Qop(zr) =0,

2 N[)’Q(l') PO’Q(x) =+ NO’Q(.T) dC;lUPLl(x) + NLl(x) dcipo,g(l')
—P0,2($) Ql,l(l") - Pl,l(l") Qoz(flf) =0,

Moa(2) Pa(z) + Now () L Poa(x) + Noa(x) L Py (2)

dx dx
—FPo1(z) Qoa(r) — Poa(w) Qoa(x) =0,
2 N270(£L') PQQ(.I') + Nl’l(l') dd;L‘PQ’O(x) + NLl(iL') P1,1(37) + N270($) ddgL‘Pl’l(x)

—PQ,O(-CE) Ql,l(l") - Pl,l(ﬂf) Qz,o(ﬂf) =0,

Moo(x) Poa(z) + Mo () Pro() + Noo(z) P (2) + Noa(z) 2Py o(z)

dx dx
—P0,1(33) Qo,o(l’) - Po,o(ﬂf) Qo,l(fb’) =0,

2 Mao(x) Pro(x) + Nuo(@) - Pro(a) + Nuo() Pra(x) + Noo(x) = Pro(x)

dz dz
+N2o(z) Poi(z) — Pro(z) Q20(x) — Poo(x) Qro(x) =0,
2 Moo(e) Pao(x) + Noo(z) = Pio() + Noo(x) Poa(z) + Niofx) - Poofe)

+M,o(x) Pro(z) — Pro(x) Qoo(x) — Poo(r) Qio(z) =0,

2 Nua(2) Poa(®) + Noa() - Pro(x) + Noo(x) = Pya(z) + Ni1(z) - Ppy(x)

dx dx dx
+N0,2($) Pl,l(iU) - PO,Q(x) Qz,o(x) - P1,1(5U) Q1,1($) - P2,0($) Qo,z(ﬂU) =0,

Mo1(2) Poa(z) + Noa(®) L Poo(@) + Noo(x) L Poa() + Now () L Pya ()

dx dx dx
+M0,2($) Pl,o(l') - PO,Q(IL’) Qo,o(iU) - Po,l(l') QO,l(x) - Po,o(iU) Qo,z(x) =0,
d d d

MQ’O(‘T) PL()(J,’) + N270(I) fPO,()(l’) + NQ(](I) fpzo(l’) + NLQ(JI) fPLO(LL’)

dx dx dx
+N1o(x) Pop(z) — Pap(x) Qoo(x) — Pro(x) Qio(x) — Pog(r) Qa(z) =0,

+2 M170(£L') PQJ:)([E) + N070($) P171(fl§') = 0,

105



106

d d d d
[13] NLl(ZL‘) %P071<1') + N()J(CC) %PIJ(ZE) + NL()(ZE) dfxpog(ﬁ) + N()Q(l’) %PL()([E)

—Po,l(x) Qm(ﬂﬁ) - P1,1(l‘) Qo,l(x) - Po,2($) Ql,o(x) - Pl,o(x) Q0,2($) =0,

+2 Mo o(x) Pag(x) + Myi(x) Pra(x) + 2 Noi(z) Poo(z) + Noo(z) Poi(z) =0,
14] Nus(2) - Puo(e) & Niole) - Pua(e) + Noa(e) - Pao(a) + Noo(z) - Po (a)
—Po,l(l’) Q2,0(SC) - P2,0(33) Qo,l(fc) - P1,1(SU) Ql,o(fﬁ) - P1,0<5C) Q1,1($) =0,

+2 Ml,l(x) PQ@(.CL") + MQ’[)(.’L') P171($) + 2 N170<33') PO,Q(.CE) + N071<.CE) Plyl(x) = 0,

+Ny1(z) Poi(z) =0,

d d d d
[15] NLl(.ZE) %P(]’o(l’) —+ N070<£L'> %Pm(%) + N071($) %PI,O(x) + N170<33’) %P0’1(33)

—Po,l(ﬁ) Ql,o(l") - Pl,O(I) Q0,1(9U) - P1,1(93) Qo,o(iE) - Po,o(x) Q1,1(90) =0,
+2 M()J(I) ng()(l') + M170(17> P1,1($) + 2 N(]p(l’) P072(x) + No’l([E) P[)J(I) = 0,

"—Ml’l(l') PLo(x) =0.

Observagao 6.1 Atentando para as 15 equagoes (neste caso) podemos notar:

1. Sdo muitas equagoes para um grau tao baixo de M, N e P.

2. FEssas 15 equagoes ndao se enquadram no conceito de ‘cadeia triangular de equagoes’

(o que talvez permitisse a construgio de um processo de solugao apesar do alto

nimero de equagoes presentes no sistema,).

3. Nao é facil perceber algum tipo de padrao geral (a partir da visio deste exemplo
especifico) que pudesse ‘fazer o papel’” do conceito de ‘cadeia triangular de equagdes’,

isto €, nao € obvio estabelecer um algoritmo para resolver esse sistema.

6.2 Extendendo o ME — a expansao em uma variavel

Na secao anterior mostrei um ‘sistema de equagoes auxiliares’ (SEA) para o caso
de uma expansao em duas variaveis. Percebemos que nao é facil estabelecer um critério
(como a ‘cadeia triangular de equagoes’) que nos ajude a criar um processo geral para
resolver o SEA. Nesta secdo vou mostrar que no caso de espandirmos em apenas uma
variavel a situacdo, em relacao a existéncia de um critério, melhora consideravelmente.

Contudo, acabamos com um sistema de 1EDPs em vez de 1EDOs:
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Vamos comecar com o mesmo exemplo da se¢ao anterior: Considere que queremos

achar os PDs do operador D associado a uma 2EDO racional
2 = 7), (z=1v), (241)

onde M e N sao polindmios de grau 2 em uma das variaveis, por exemplo a variavel z.
Considere ainda que vamos buscar um PD que possui grau 2 nessa variavel. Nesse caso

especifico, podemos escrever o operador D, o PD P e o seu cofator () como:
D = (Ny(z,y)+ Ni(z,y) 2+ Ny (z,y) 2%) 0, +

2(No (z,y) + N (2,9) 2 + N2 (2,y) 2%) 9, +

(Mo (z,y) + My (2,y) z + My (z,y) 2%) 0.,
P = Py(z,y)+ P (2,9) 2+ Py (n,y) 2%,

Q = Qolo,y)+Qu(x,y) 2+ Q2 (z,y) 2"

Substituindo na equagdo D[P] — @ P = 0 e coletando na variavel z, obtemos o seguinte
sistema de EDOs:

1] My (2,9) Py (2sy) + No (22y) 2= Py (2, 5) — Py (2,9) Qo (2,9) = 0,

Ox
2] 20y (2,) Py (5,9) + My (2,9) Py (2,) + No (2,) 5Py (20) +
No () Py (2,) + s (,9) =P (2,9) = P4 (2,4) Qo (,9) —

dy
0 (IL‘,y) Ql (IL‘,y) =0,

ox

3] 20, (2,) Py (5,9) + My (2,9) Py (2,) + No (,9) 5o (20) +

0 0 0
NO (l’,y) @Pl (:Uay) +N1 (l’,y) %Pl <$7y) +N1 (l’,y) @PO (l’,y) +

N (2,9) 5P (9) = Py (2,9) @s (2.9) — Py (2,9) Qo (2.9)

PO (x7y)Q2 (‘7;73/) :O,

(4] 2Ma 0.9) Pao9) + No (0,0) 5 P2 (0,0) + N .9) 5P (00) +

0 0 0
Ny (z,y) @Pl (z,y) + N2 (x,y) %Pl (z,y) + N2 (z,y) @Po (z,y) —

Py (2,y) Q2 (7,y) — P2 (2,y) Q1 (z,y) — Po (z,y) Qs (z,y) =0,
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0 0 0
[5] Nl (l’,y) @PQ (x,y) +N2 (Ct?,y) %PQ (l’,y) +N2 (.Z'7y) @Pl (Ct?,y) -

Py (x,y)Qg(x,y)—Pg(x,y)QQ(x,y) =0,

[6] Na(x,y) (%P2 (x,y) — Py (z,y) Qs (x,y) = 0.

Podemos observar que, em comparacao com a expansao realizada no capitulo 3
(PDs em duas varidveis), as equagoes do SEA passaram a ser, neste caso, IEDPs em duas
variaveis. Contudo, apesar dessa novidade, vemos que o conceito de ‘cadeia triangular
de equagoes’ é mantido, proporcionando um algoritmo possivel (embora um pouco mais
complexo que o ME pois agora lidamos com EDPs): Olhando o SEA, podemos ver que a
eq.[6] sé depende das varidveis P» e Q3. A eq.[5], das varidveis P, Q3, P; e Q3 e assim

por diante.

6.2.1 Um ‘método’ possivel

O algoritmo se propoe, agora, a encontrar PDs do operador diferencial definido

por
D=NO,+zNo,+ M0, (z=1), (242)

onde M e N sao polindmios coprimos em z, y e z. Ou seja, queremos encontrar 0s

polinémios P(z,y, z) tais que

D[P(z,y,2)] = Q(z,y,2) P(z,y,2), (243)
onde Q(z,y, z) é um polindémio chamado cofator.

Observacao 6.2 No que se seque iremos indicar 0s passos principais do processo. Con-

sideraremos que a varidvel na qual expandiremos os polinomios € z.

Comecamos construindo um candidato a PD, isto é, um polindmio genérico de um
determinado grau G, em z:
Gy ‘
P = PO(x>y) + Pl(xvy)z + P2(x7 y)ZQ +oee PGp(aj’ y)ZGp = Z Pz(xa y)ZZ (244)

1=0

Determinando o grau méximo de @ em z: G, = max(grau(M) em z—1, grau(N) em z+
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1) e, a partir dele, construiremos o candidato a cofator:

Gy

Q - Qﬂ(xu y) + Ql(x7 y)Z + QQ(ZE, y>Z2 Tt QGq (.T, y)qu = Z Ql(x7 y)zl (245)
i=0

Substituindo os candidatos (132) e (133) na equagdo (243) obteremos um sistema de

1EDPs para os P; (o SEA). As equagoes do SEA obedecem ao seguinte padrao:

. d ob_; 0P ;- : .
EQ[Z] = Z (le ( 8xj + 8y] 1) + (])Mifjpj - ij1 Qij) =0,i=1,---,n,.

Jj=1

(246)
onde n. = G, + G, + 1 é o nimero de equagoes do sistema.

Observagao 6.3 Como o grau mdazimo de Q) em z (G,) depende apenas dos graus de M
e N, para determinar o numero de equacoes do sistema precisamos saber o grau mdximo

de P em z (G,), isto €, precisamos escolher um grau para o qual vamos procurar o PD.

Observagao 6.4 A equacdo do sistema correspondente ao grau G, + G, (o grau mais

alto) em z depende apenas de

9Pg,)
dy

» Pa,) e Quay) (247)

A equagdo do sistema correspondente ao grau G, + G, — 1 em z depende apenas de

9Pq, 9Pg,
oy = Ox

OPg,—1
, P,y Qay, Tj’ P,-1 ¢ Qg1 (248)

E assim sucessivamente.

Observacao 6.5 O sistema de 1EDPs forma uma cadeia triangular de equagoes em re-
OPgpl1—i OPgp)—i
oy 0 ar o Loy Qg i)

lagao a variavel Z; = {

Observagao 6.6 Na subsecdo sequinte vamos ver como podemos usar esses fatos para

desenvolver um ‘pré-algoritmo’ para encontrar os PDs e seus cofatores.
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6.2.2 Resolvendo um exemplo

Vamos tentar aplicar a ideia apresentada na secao anterior para encontrar uma

integral primeira de uma 2EDO racional. Considere a seguinte 2EDO:

Z/

22y + 2?yz + 2ay2® + 12 + 2t — 2%+ ay? +y2? — ay
2 (xy+22—2)z

(249)

Vamos tentar encontrar um PD de grau 2. Assim, temos que:

D —

P =

Q =

(2 (xy—l—z2—:c)z)6x+

z (2 (a:y+22—a:)z)8y+

(—2?y? — 2%yz — 2wy2® — x2® — 2 + 2% — xy? — y2® + 1y) 0.,
Py (z,y) + P1 (z,y) 2 + Py (2,y) 2°,

Qo (z,y) + Q1 (z,y) 2 + Qz (1, y) 2° + Qs (z,y) 2° + Q4 (z,y) 2.

Substituindo na equagdo D[P] — @ P = 0 e coletando na variavel z, obtemos o seguinte
sistema de EDOs:

1]

2]

(—y2x2 —yPx + :cy) Py (z,y) — Py (7,y) Qo (z,y) =0,

2 ey — ) Py (2,9) = Py 0,9) Qo (2,9) = Py (2,9) @ (2,9) +

2 (~v'2® = v’z +ay) Py (x,9) + (—y2’ +2°) Pi (2,y) =0,

2 (ay = ) 5Py (00) + 2 (09 = ) 5 Po(e,) = P 2.) Qs (o) -

Py (2,9) Qo (x,y) — Po (2,9) Qz (z,y) +2 (—ya® +2°) Py (w,9) +

(—2xy —y) P (x,y) =0,

2 (~2ay ) P, (2,) ~ 2B (,9) +2 oy — ) 5Py (2,0) +

2 0 Py (w.4) — Py (2.4) Qs (2.9) — Py (2.9) Qu (2.) — Po (2,9) Qs (2.9) +

ox

0
2 (vy — ) oy (z,y) =0,
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0 0 0
[5] 2%]31 (z,y) +2 (xy—x)@P2($»y)+2@P0($7y)_

Py (J:,y)Qg(x,y)—Pg(x,y)Qg(x,y)—Po(x,y)Q4(x,y)—

2$P2(:an)_Pl (l',y) :07

6] P (2.) Qu (29) — Py (5,9) Qs (2.) + 2 5 Pa(20) +

0
2@P1 (I,y) —2P2($,y) :07

[7] —P, (I7y) Q4 (I,y) +288yp2 (l‘,y) =0.

Vamos comegar com a equacao [7]. Essa 1EDP depende P, e @4 e, portanto,

resolvendo para P, obtemos:
Py (z,y)=_FI (x) e 1/2Qu@y)dy (250)

Uma vez que P, e (4 sao polindmios, a integral % J Q4 dx deve ser um logaritmo ou zero.
Como nao pode ser um logaritmo, pois Q4 é um polinémio Q4 = 0= P, =1 (pois o PD

¢ definido a menos de uma constante):
P,=1, Q4 =—0. (251)
Substituindo (251) na 1EDP [6], temos:

e, resolvendo para P, ficamos com
1
Py(z,y) =5 /Qs (z,y)dy +y+ I (z). (253)

Como o grau maximo de @ é 4, (Y3 tem grau maximo 1, mas como P; é um polindémio de

grau maximo 1, F; = fix + fo e Q3 ¢ uma constante, assim,

1
Qs (x,y) = a0, Pr(z,y) =5ay+y+fre+fo (254)
Substituindo na 1EDP [5], obtemos

0P,
2f1+287y0— (C;Oy—f—y—}-fl:v—i—fO)ao—Qg—Qx—C;Dy—y—(flx—i—fo):(). (255)
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Resolvendo (255) para P, obtemos

2
) —/(Wy + Q;’) dy+ (a0 +1)(frz+ fo) — f)y + Fi (z) (256)

Como o grau maximo de @) é 4, ()5 tem grau maximo 2, mas como P, é um polindémio de
grau maximo 2, Fy == go + g1 & + g2 2> e Qo terd grau 1, isto é, Qo = by + by x + by y.

Substituindo em (256), vamos obter
Po = go+(1/200 — fr +1/2 fo+1/2a0 fo) y + g1z +
(1+1/2by +1/2a0 f1 +1/2 fi) 2y + go 2° +
(1/4+ 1/4by + 1/8a0” + 3/8 o) 1. (257)

Observando a 1IEDP [4]

0
2 (—2zy —y) P (2,y) — 2P (2,y) +2 (vy — x) 2.2 (z,y) +

2 Py (2,9) — Py (,9) Qs (9) — Py (2,4) Q1 (2,) — Py ,) Qs (1) +

0
2 (zy — x) oy (z,y) =0,

vemos que a unica fungao presente que ainda nao determinamos ¢ ();. Dessa maneira
podemos resolvé-la para Q) e substituir na 1IEDP [3] que, obviamente, s6 pode depender de
(o (a tnica funcao que faltava). Resolvendo para )y, podemos substituir nas duas 1EDPs
que restam e, exigir que elas sejam satisfeitas. Fazendo isto, vamos obter um sistema
algébrico de equagdes para as constantes {ag, by, b1, b2, fo, f1, g0, 91, g2 }. Esse sistema pode

ser resolvido facilmente (no Maple, é claro) e obtemos como solugao
{CLO - _27b0 - 07b1 - _27b2 = 07f0 - OJfl = 0790 - 0791 = 0792 = 0}

em pouco menos de um segundo. Substituindo em P e (), obtemos para o polinémio de

Darboux e seu cofator,

P=ay+2* Q=-2xyz—22". (258)

Observacao 6.7 O processo de resolucao do sistema de equagoes auxiliares no ‘método
da expansao’ para o computo de polinomios de Darbouxr em trés varidveis é andlogo ao
procedimento mostrado no capitulo 3 (para duas varidveis). Contudo, no exemplo mos-

trado no fim do capitulo 3, encontramos um PD de grau 6 (em duas varidveis) resolvendo
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o sistema algébrico para as constantes remanescentes (eram 12). Neste caso, encontramos
um PD de grau 2 (em trés varidveis) resolvendo um sistema algébrico para 9 constantes

remanescentes.

Observacgao 6.8 No caso de PDs em duas varidveis o procedimento padrio (MUC) é,
geralmente, invidvel para graus > 4. Usando o método da expansio (ME) esse nimero
sobe para > T (em geral). No caso de PDs em trés varidveis o procedimento padrao (MUC)
é, geralmente, invidvel para graus > 2. Usando o ‘método da expansao estendida’ (MEE)

com expansao em uma varidvel, esse nimero sobe para > 5 (em geral).

Observagao 6.9 A observacdo anterior se refere ao método da expansao em sua ‘forma
pura’, isto €, sem o uso do ‘recurso’ de fazermos a expansdo simultaneamente nas duas
varidaveis, como fizemos no capitulo 4. O mesmo podemos dizer em relacao a esse ‘método
da expansao estendida’ (MEE) com expansio em uma varidvel: estamos considerando
apenas o procedimento demonstrado nesta secio. E provdvel que possamos ‘melhorar’

esses numeros fazendo a expansao simultaneamente nas trés varidveis.

Observagao 6.10 Devido a algumas dificuldades técnicas (a auséncia de um algoritmo
computacional bem definido para o caso geral) quando o grau aumenta o procedimento
ainda nao conseque dar conta do calculo dos PDs. Por isso, no proximo capitulo, vamos

apresentar algumas alternativas ao cdlculo dos PDs.
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7 ENCONTRANDO AUTOPOLINOMIOS EM TRES VARIAVEIS -
PARTE 11

Neste capitulo construimos alternativas ao procedimento apresentado no Capitulo
5, partindo de uma premissa diferente. Resumidamente, o que fazemos é usar o conhe-
cimento da funcao-S para calcular os PDs em casos nos quais podemos ‘driblar’ a nao
linearidade das equagoes (para os coeficientes dos autopolindmios e seus cofatores), ob-
tendo maneiras mais vantajosas (do ponto de vista do custo computacional) de fazer o

calculo. Este capitulo terd a seguinte estrutura:

e Na primeira se¢do mostramos como, a partir do conhecimento da func¢ao-S, construir
uma equag¢ao analoga a equacao
D[R]

=~ (My+ o), (259)

usada quando estamos usando a abordagem de Darboux-Prelle-Singer para buscar
solucoes Liouvillianas de 1EDOs racionais. Em seguida, mostramos que no caso em
que o fator integrante apresenta apenas um autopolinémio de grau elevado (isto é,
na pratica apenas um dos autopolinémios presentes no fator integrante apresenta
dificuldades para o MUC), podemos calcular o autopolinémio ‘problemético’ de uma

maneira quase linear.

e Na segunda secao, apresentamos exemplos das aplicagoes dos algoritmos que cons-

truimos (neste capitulo) e fazemos uma pré-andlise do seu desempenho.

7.1 O Fator integrante com apenas um PD de grau elevado

Nesta se¢do vamos mostrar como usar o conhecimento da funcao-S para tratar casos
nos quais apenas um dos autopolinomios p; contidos no fator integrante R apresenta um
grau muito elevado. Para isso, o que fazemos é mudar a ordem dos passos do algoritmo
que usamos em [3] para calcular as integrais primeiras elementares de uma 2EDO racional.
Para comecar, considerem que a 2EDO racional

i

y — Z/ — ¢($’y7 Z) — M(:L‘7y’ Z)

N(z.y.2) (2 =y, M e N polindmios coprimos). (260)

apresenta uma integral primeira Liouvilliana I e uma func¢ao-S racional S. Além disso,
vamos considerar que S = P/N (onde N é o denominador de ¢). Vimos (veja o capitulo

2) que uma das condigdes de compatibilidade para as derivadas de I podia ser escrita
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como

D,[r] _ (S+6.), (r=—L,Dy=08,+28,+0¢0,). (261)

Escrevendo a diferencial de I como (veja o capitulo 2)

dl = R[(M + 2 P)de — Pdy — Nd2], (R:]:[,P:NS>, (262)
o P D
e substituindo r = RN, S = v © D, = w em (261), obtemos
D[RN] (P+ N M, —MNZ)
RN? — \N N?
N DIN] +D[R] __<P+NM2—MNZ>
N2 RN  \N N2
N DI[N] +D[R] ——(P—I—NMZ_MNZ>
N R N
M N, DIR] M N,
N, N, =—(P+ M, — 2
5 NetzNy+ ot + = (P - =), (263)
levando, finalmente, a
D
][%R] =—(P+N,+2zN,+M,). (264)
Usando o fato (veja o capitulo 2) que a 1IEDO associada
dz P(r,y,2)
= __9g S 265
ay OB NGy 2%
tem (em comum com a 2EDO 260) R como fator integrante, podemos escrever
Dy R
i‘R[! ]:Pz—Ny, Dy= N9, - Po.. (266)

Esse fato nos permite enunciar o seguinte teorema:

Teorema 7.1 Os autopolinomios do operador D contidos no fator integrante R também

sao autopolinomios do operador Dy.

Demonstracao 7.1 Podemos reescrever a equagdo (268) como

Dy[R] _ DilL p"™] _~  Dalpid _ o,

) K3

Uma vez que P, — Ny é um polindmio e o0s p; sao irredutiveis, temos que p;|Dalp;]. O
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7.1.1 [ liouvilliana ndo elementar

Nesta secao vamos estudar o seguinte caso: Considere que a 2EDO racional possui
uma integral primeira Liouvilliana nao elementar I e que o autopolinomio de grau elevado
p1 € o unico autopolinémio presente no fator integrante R.

Como vimos na secao anterior, temos que
D, (R]

— =P N, Di=N9,~FPo. (268)

Podemos usar a equagdo (268) para transformar o calculo do autopolinémio p; em um

problema quase linear. Por exemplo, suponha que o fator integrante R é da forma
R =e'/Prp ™, (269)

Usando (269) na equagao (268) obtemos

Dy[R]  DyleP*p™]  — Dalpi] = 1y Dalpi]
- 1/ n = 2 +
R el/p1 P P1 2}

— P.— N, (270)

implicando que, como p; é um autopolinémio do operador Dy, Da[p;]/p1 é um polinémio

qa, (o cofator) e, portanto, podemos tentar resolver a seguinte equagao

_ Dulp]
N

qA1

+n1 Da[p1] = (P — Ny) p1. (271)

Observagao 7.1 Notem que a equagio (271) é quase linear nos indeterminados: os coe-
ficientes de py, 0s coeficientes de qa, € ny. A unica parte nao linear envolve ny no termo

ny Da[p1]. Isso leva (em principio) a uma determinacio simples das incdgnitas.

Observagao 7.2 Em vista da equagio (264) ser andloga d equagio (268) podemos obter
um resultado andlogo d equagdo (271):
D
— ﬂ%—nlD[pl] =—(P+N,+ 2Ny, + M,)p. (272)
P1

q1

Uma vez encontrados ny, p; € qa; podemos construir R e, finalmente, computar I com
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uma quadratura:
Iw,y,2) = [ROM+2P)do+ /[R(—P) — 0y [ ROM + = P) dx} dy +

+/<R(—N) py [/ R(M + = P)dx + /[R(—P)+

~y [ R(M + = P) dx] dyD dz. (273)

7.1.2 Algoritmo A;p,

Baseados na se¢ao 7.1.1, podemos construir um algoritmo (semi) para determinar
autopolinémios (e, consequentemente integrais primeiras) de 2EDOs racionais. O caso ao
qual estamos nos referindo aqui é o que a 2EDO em questao (260) possui uma integral
primeira Liouvilliana, um fator integrante no qual se encontra presente apenas um auto-
polinémio p; e, além disso, possui uma funcao-S racional da forma S = P/N (onde P e
N s@ao polindémios e N é o denominador de ¢), vimos que
Dy [R] _ Dy[e!? py™]  — Dy[p1] | ny Dalpi]

R el/pl plnl - p12 + n == Pz - Nya (274)

(onde Dy = N 0, — P 0,) implicando em (multiplicando a equagdo (274) por p;):
—dqAq + m DA[pl] — (Pz — Ny) P1 = 0. (275)

A equagao (275) serd a base para o nosso procedimento. Notem que ela é quase linear
nos indeterminados (a saber, os coeficientes de g4,, 0s coeficientes de p; e ny). Assim, a
estratégia é construir polindmios genéricos com coeficientes a determinar para representar
os candidatos a ¢4, e p;. Depois disso, substituimos os candidatos na equagao (275) e
coletamos em (x,y,z). Igualamos a zero os coeficientes dos monémios em (z,y,z) e
obtemos um sistema de equagbes para os coeficientes de g4, e p; e para n;. Cada solugao
nao trivial desse sistema deve representar um polindmio de Darboux que determina o

fator integrante.

Os passos do algoritmo A;;:

1. Escolha um grau g,.
2. Construa um polinémio genérico p. com coeficientes a; de grau g, em (z,y, 2).

3. Construa um polindémio genérico ¢. com coeficientes b; de grau g, em (z,y, z) (onde

gq € 0 grau maximo possivel para g, ).

4. Substitua ga; = ¢. € p1 = p. na equagao (275) e colete em (x,y,z). iguale os
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coeficientes dos mondmios em (x,y, z) a zero e obtenha em um sistema de equagoes

para a;, b; e n;.
5. Tente resolver o sistema. Se nao conseguir, A;;, ndo obteve sucesso.

6. Se conseguir, substitua a solucao em p. e obtenha p,;. A;; obteve sucesso.

Observagao 7.3 Em rela¢io ao passo 5, como Ajp € um semi algoritmo, o insucesso
nao quer dizer que a 2EDO em questdo nao se enquadra no caso descrito. Pode ser que
exista um autopolinomio (presente no fator integrante) de grau maior que g,. Nesse caso

temos que proceder a sequéncia de passos descrita acima para cada grau escolhido.

7.1.3 I elementar

Considere que a 2EDO racional possui uma integral primeira elementar I e que o
autopolindémio (presente no fator integrante R = [[; p;") de grau elevado é p;. Usando a

equacao

D, [R]
R

~P,—N,, Dy=No, - Po., (276)

podemos escrever

n; k ;
M — DA[pl] + Z n; % =P, — Ny- (277)

[T pi™ D1 = Di

Considerando que os autopolindmios ps, ps, ..., pr sao de grau baixo, podemos calcula-los

(e seus respectivos cofatores qay, qas, ..., qa)) € escrever a equagao (277) como

k
nqay + Y niqa; = P — Ny, (278)
i=2
onde as tnicas incégnitas sao os coeficientes de ga,. Podemos notar que a equagao (279) é
linear nesses coeficientes e, portanto, o cdlculo de ga; nao serd um problema (ao menos na
faixa de valores para os graus dos p; e qa; que estamos tratando). Com g4, determinado,
o célculo de p; usando Dx[p1] = g, p1 passa a ser linear e podemos determinar o fator

integrante com facilidade.

Observagao 7.4 Novamente, podemos notar que a analogia entre as equagoes (264) e

(268) nos leva a um resultado andlogo d equagdo (279):

k
g +Y nig=—(P+ Ny +zN,+ M)p:. (279)

=2
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7.1.4 Algoritmo Arg

Baseados na secao 7.1.3, podemos construir outro semi algoritmo para determi-
nar autopolindmios. Agora, estamos tratando o caso no qual a 2EDO em questao (260)
possui uma integral primeira elementar, um fator integrante no qual apenas um dos auto-
polinémios possui um grau elevado e, além disso, possui uma fungao-S racional da forma

S = P/N (onde P e N sao polinémios e N é o denominador de ¢), vimos que

D ;T D k Dy p;
A[Hiﬁ:v]:?u A[pl]‘FZniM:Pz_Ny’ (280)
[L; pi™ p1 i=2 Pi
levando a
k
nygay + Y niqa; = P — Ny (281)
i=2

Esta equacdo (281) serd a que vamos usar agora como base para construir este outro
procedimento. Uma vez que (por hipdtese) p; é o tinico autopolinémio de grau elevado,
a estratégia a ser usada é: vamos calcular os autopolinémios (p;, @ > 1) de graus 1 e
2 (2 se possivel) e seus respectivos cofatores. Vamos supor que o fator integrante R
apresente apenas um autopolinémio (p;) de grau maior que 2. Substituindo os qa;, ¢ > 1
na equagao (281), ficamos com uma equagao linear nos n; (i > 1) e nos coeficientes de
ny qa;. Construimos um polindmio genérico com coeficientes a determinar para representar
o candidato a n; ¢4, e substituimos na equagao (281) e coletamos em (x,y, z). Igualamos
a zero os coeficientes dos mon6émios em (z, y, z) e obtemos um sistema de equagoes para os
coeficientes de ny ga; e n; (¢ > 1). Cada solucao nao trivial desse sistema deve representar

o autopolindmio que faltava na composicao do fator integrante.

Os passos do algoritmo A;g:

1. Compute (se possivel) os autopolinomios (e seus cofatores) de graus 1 e 2 do ope-

rador Dj.

2. Construa um polindémio genérico ¢, com coeficientes b; de grau g, em (z,y, z) (onde

gq ¢ 0 grau maximo possivel para g4, ).

3. Substitua ny ga; = ¢. € 08 ¢;, ¢ > 1, na equagao (281) e colete em (z,y, z). iguale os
coeficientes dos mondmios em (x,y, z) a zero e obtenha em um sistema de equagoes

para b; e os m;, 1 > 1.
4. Tente resolver o sistema. Se nao conseguir, A;z ndo obteve sucesso.

5. Se conseguir, obtemos o polindémio ng = ny qa;.
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6. Escolha um grau g,.
7. Construa um polinémio genérico p. com coeficientes a; de grau g, em (z,y, 2).

8. Substitua em Dy[p.] — (p.ng)/ni e colete em (z,y,z). iguale os coeficientes dos

mondmios em (z,y, z) a zero e obtenha em um sistema de equagoes para a; e ny.
9. Tente resolver o sistema. Se nao conseguir, A;g ndo obteve sucesso.

10. Se conseguir, substitua a solucao em p. e obtenha p;. A;r obteve sucesso.

Observacao 7.5 Em relagio ao passo 9, como Ajg € um semi algoritmo, o insucesso
(nesse passo em particular) nao quer dizer que a 2EDO em questio ndo se enquadra no
caso descrito. Pode ser que exista um autopolindmio (presente no fator integrante) de
grau maior que g,. Nesse caso temos que proceder a sequéncia de passos descrita acima

para cada grau escolhido.

7.2 Exemplos de aplicacao dos algoritmos

Nesta secao vamos, exemplificar a aplicacao dos algoritmos desenvolvidos na sec¢ao

anterior e fazer uma pré-anélise do seu desempenho.

7.2.1 Aplicacao do algoritmo A;p,

Para tornar mais claro o algoritmo descrito acima, vamos aplica-lo a um exemplo

e mostrar a a resolugao passo a passo. Considerem a seguinte 2EDO:

g 2yPr+ 3070 + gyt — 2wyt — Bayty —yt 4+ 28
v 22yS — 2z oy + 22 —y '

(282)

Se usarmos o comando do Maple (dsolve) para buscar solu¢oes/integrais primeiras ob-
teremos uma saida vazia. Para usar o método da func¢ao-S, temos que, apos o calculo da

mesma, tentar resolver a 1IEDO associada. Podemos computar a funcao-S e obter:

22y8 + 322y° — 22982 — 3ayd + 22

S = 283
x2yS — 2wz +ayP + 22—y (283)

O passo seguinte seria resolver a 1EDO associada

dz  2*y°+32%y° — 2xy’z — 3y’ + 22‘ (284)

dy a2 —2xyrtayt+ 22—y
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Contudo, o comando dsolve falha novamente.

Ay, : Para aplicar o algoritmo desenvolvido na se¢ao 7.1.1 vamos, em primeiro lugar, cons-
truir um polinémio p. (nas varidveis (z,y, z)) de coeficientes indeterminados a; (candidato
a autopolindbmio) e um polinémio ¢, (nas variaveis (x,y, z)) de coeficientes indeterminados
b; (candidato a cofator). Substituimos p. e ¢. na equagao (271) e coletamos o sistema em
relagdo as varidveis (x,y, z). Igualando os coeficientes desta equagdo polinomial a zero,
vamos obter um sistema de equacoes em a; e b; e ny. O Maple encontra a seguinte solugao

(em = 0,3 s para um p. de grau 4):

ap=0,a; =0,a10 = 0,a11 = 0,a12 = 0,a13 = 0,a14 = 0,a;5 = —as,
a6 = 0,a17 = 0,a18 = 0,a19 = 0,a2 = 0, a2 = 0,a21 = 0, a2 = 0,a23 =0,
agq = 0,a95 = 0,a26 = 0,a27 = 0,a98 = 0,a99 = 0,a3 = as,azg = 0,a3; =0,

a32:O,a33:0,a3420,a4:0,a5:O,aGZO,a7:O,a8:O,agz(),m:—2. (285)

Substituindo a solugao (285) em p,., obtemos:
—az 2y’ + az 2. (286)

Como o autopolinémio ¢ definido a menos de uma constante multiplicativa, podemos
escolher a3 = —1 e assim temos um autopolindmio de grau 4, p; = xy®> — 2z, e seu
respectivo cofator, qu; = Da[p1]/p1 = (3zy* — 1) (zy® — 2). De posse de p; podemos

determinar o fator integrante R:

RYICIES

R = el/PLp ™ — )
N Tk

(287)
Finalmente, podemos usar o fator integrante (287) e a funcao-S (283) para encontrar uma

integral primeira usando (273):
[=(y—z)e/@v"=2) L Bi(1 S (288)
oxyd—2

Observagao 7.6 Podemos notar que o algoritmo A pode encontrar o polinémio de
Darboux xy> — z (e o respectivo cofator, (3zzy* +y® — 2)(xy® — 2)) em menos de um
sequndo. Além disso, vejam que este € um autopolinomio de grau 4 em trés varidveis
e, quando tentamos encontrd-lo usando o procedimento padrao (MUC) a memoéria do

computador ‘estourou’ apés um longo tempo de espera (= 20 min).
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7.2.2 Aplicacao do algoritmo A;g

Vamos agora exemplificar o algoritmo A;p descrito acima. Considerem a seguinte
2EDO:

y o P (—aytz+ 2082 — P + 3277 — 2ay2® — Pz — 422y + o+ 2)
N (—2zy3z — Y223 + 22y + 122 + 2 22) y?

. (289)

Usando o comando do Maple (dsolve) novamente obtemos uma saida vazia. Para usar
o método da funcao-S, temos que, apds o calculo da mesma, tentar resolver a 1EDO
associada. Podemos computar a funcao-S' e obter:

(—zydz + 29223 +32%y — 2122 —42?) 2

S =— . 290
(—2xy3z —y?23 + 2%y + 222 +222)y (290)

O passo seguinte seria resolver a 1EDO associada

dz  (—xy’z+2y°2° + 327y —222° —42%) 2
dy — (=2x132 — 1223 + 22y + 222 +222)y

; (291)
mas o comando dsolve falha mais uma vez.

Ajg : Para aplicar o algoritmo desenvolvido na se¢ao 7.1.3 vamos computar os autopolino-
mios de graus 1 e 2 (se possivel) e seus respectivos cofatores: Encontramos o autopolinémio
ze (—xyPz+2y*22 +3 2%y — 2122 —42?%)y para seu cofator. Em seguida, vamos construir
um polinémio ¢. (nas variaveis (z,y, z)) de coeficientes indeterminados b; (candidato a

cofator). Substituimos o termo ny g4; na equagao

k
n1%1+z ni%i_Pz+Nyzov
i=2
por g. e coletamos em relagao as varidveis (z,y, z). Igualando os coeficientes desta equagao
polinomial a zero, vamos obter um sistema de equagoes em b;. O Maple encontra a solucao

(em ~ 0,0 s) levando a:
an =nq qa; = —2 (—6 iz +29°2° + 3%y — 222° — 4 22) Y. (292)

Construimos um polinémio p. (nas variaveis (x,y, z)) de coeficientes indeterminados «;
(candidato a autopolindmio) e para o grau 4, o Maple consegue resolver a equagao Dy [p.]—
(pegqn)/ny =0 (em = 0,0 s) obtendo os a; e 0 ny = —2. Substituindo os a; em p,, obtemos
y?z — x, levando ao fator integrante

1

R=p/™"p"? = . 293
P17 P2 2(y22 — 1) (293)
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Finalmente, podemos usar o fator integrante (293) e a funcao-S (290) para encontrar uma

integral primeira usando (273):

2y — 22

I=In (—y22+x) +m.

(294)
Observagao 7.7 Como podemos notar, o algoritmo Arg pode encontrar o polinomio de
Darboux y*z — x em menos de um sequndo (neste exemplo com eficiéncia semelhante
ao algoritmo Ajp). Notem que p; é um autopolindomio de grau 3 em trés varidveis e,
quando tentamos encontrd-lo usando o procedimento padrao (MUC) temos, novamente,

um ‘desastre’ computacional.
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8 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL: O PACOTE FITED

Neste capitulo apresentamos uma implementagao computacional (em Maple) dos
métodos e algoritmos desenvolvidos e uma analise de seu desempenho. A estrutura deste

capitulo sera:

e Na primeira se¢ao mostramos o uso do pacote FITED que implementa (em Maple)

os algoritmos desenvolvidos no Capitulo 6:
— Na primeira subse¢ao vamos apresentar um resumo do pacote FITED e da
funcionalidade dos comandos.

— Na segunda subsegdo vamos apresentar (de maneira detalhada) os comandos

do pacote FITED e os parametros envolvidos.
— Por fim, mostramos uma simulacao de partes de uma se¢do de Maple, onde
exemplificamos o uso dos comandos através de exemplos.

e Na terceira se¢ao discutimos o desempenho do pacote FITED:

— Usando o algoritmo Ajy,
— Usando o algoritmo A;g

— Finalmente, tecemos algumas consideragoes sobre o desempenho dos progra-

mas.

8.1 O pacote FITED — uma implementagdo em maple

Nesta secdo vamos mostrar um implementacdo computacional em MAPLE dos
algoritmos que construimos no capitulo 6 para a busca de autopolindmios presentes no
fator integrante e seu uso para a construcao de uma integral primeira. Os comandos
que compoe o pacote FITED realizam o ‘caminho completo’: comecam com a busca de
autopolindmios e calculam os passos intermediarios do processo de busca das integrais

primeiras de 2EDOs racionais.

8.1.1 resumo do pacote

Dados Técnicos:

Titulo do Pacote:

FITED — Finding Invariants Through Eigenpolynomial Determining.



125
Sistema Operacional no qual o Pacote foi testado:
Windows 7, Windows 8.

Plataforma Computacional usada:

MAPLE 17.

Memoria requerida para executar os testes:

Em torno de 200 Megabytes.

Numero de linhas do programa:

637.

Palavras-chave:

Implementagdo em MAPLE, Autopolinémios, Integrais Primeiras.

Natureza do problema matemdtico:

Busca de autopolinémios e integrais primeiras de 2EDOs racionais.

Algoritmo Proposto:

Arr e Arg (veja o capitulo 6).

Tempo de execucao tipico:

Depende fortemente da 2EDO em questao.

Funcionalidades Fspeciais:
O pacote apresenta comandos que calculam passos intermedidrios do processo, sendo muito 1til para

pesquisa tedrica / aplicada.
Sumario dos comandos:

e Dx - Essa rotina computa o operador derivada total (D,) sobre as solugdes da 2EDO.
e DD - Essa rotina computa o operador de Darboux D associado com a 2EDO.
e DA - Essa rotina computa o operador de Darboux da 1EDO associada (Dy) a 2EDO.

e Polg - Um gerador de polindémios em vérias varidveis (de um determinado grau)

com coeficientes indeterminados.
e Sfunction - Essa rotina tenta determinar uma funcao-S associada a 2EDO.
e _1DEA - Essa rotina constroi a 1EDO associada a 2EDOQO.

e Darboux - Essa rotina tenta computar os autopolindmios (de grau baixo) presentes

no fator integrante.
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e Darboux?2 - Essa rotina tenta computar os autopolinémios (de grau alto) presentes

no fator integrante (usando os algoritmos apresentados no capitulo 6).
e Infact - Essa rotina usa os autopolindmios para determinar um fator integrante.

e Invade - Essa rotina usa o fator integrante e a func¢ao-S para computar a integral

primeira.

8.1.2 Os comandos do pacote

Vamos agora a uma descricao mais detalhada dos comandos do Pacote.

8.1.2.1 Comando: Dx

Funcionalidade: Esse comando constréi o operador derivada total.

Chamada: 3°
[> Dx(ode);

Parametros:

ode = equacao diferencial ordinéaria racional de segunda ordem.

Synopsis:

O comando Dx constréi o operador ID, = 0, + 20, + ¢ 0, que calcula a derivada

total dd sobre as solugoes da 2EDO.
x

8.1.2.2 Comando: DD

Funcionalidade: Esse comando constréi o operador de Darboux.

Chamada:

[> DD(ode);

30 No que se segue o simbolo [> representa a entrada para um comando em uma sessio de MAPLE.
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Parametros:

ode = mesmo que acima.

Synopsis:
O comando DD constréi o operador de Darboux D = N 0,+2z N 0,+M 0, associado

a 2EDO racional. Tal como o operador D,, a aplicacao de D a integral primeira I é zero
(D[I] =0).

8.1.2.3 Comando: DA

Funcionalidade: Esse comando constréi o operador associado.
Chamada:
[> DA(ode);

Parametros:

ode = mesmo que acima.

Synopsis:
O comando DA constréi o operador Dy = N 9, — P 0, que calcula o operador de
Darboux da 1EDO associada d—z =N Esse operador tal como D, e D também tem [

como invariante (Dy[I] = 0).

8.1.2.4 Comando: Polg

Funcionalidade: Esse comando constroi polindmios em varias variaveis.

Chamada:
[> Polg(vars,dg,nomecoef,setcoef) ;

Parametros:
vars = lista com as varidveis.
dg = grau do polinémio.
nomecoef = o0 nome dos coeficientes do polinémio.

setcoef = um conjunto com todos os coeficientes.
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8.1.2.5 Comando: Sfunction

Funcionalidade: Esse comando tenta encontrar uma fungao-S.
Chamada:
[>Sfunction(ode) ;

Parametros:

ode = mesmo que acima.

Parametros Extra:

Deg = n - Onde n é um inteiro positivo denotando o grau do polinémio P. O
default é 1.

HS - Tenta um procedimento heuristico para encontrar a func¢ao-S.

Synopsis:

O comando Sfunction tenta encontrar uma func¢ao-S associada com a 2EDO ra-
cional através da integral primeira Liouvilliana I. O comando computa (se possivel) um
polinémio P que é o numerador de S. A funcao-S é a base para os algoritmos imple-
mentados neste pacote uma vez que eles se baseiam no fato que conhecemos o polinémio
P. Como temos um grau maximo para P, podemos usar o parametro Deg para infor-
mar ao programa o grau que queremos usar. Temos também o pardmetro HS que é um

procedimento heuristico para acelerar o calculo da funcao-S.

8.1.2.6 Comando: _1DEA

Funcionalidade: Esse comando constréi a 1IEDO associada.
Chamada:

[>_1DEA(ode);

Parametros:

ode = mesmo que acima.

Parametros Extra:

Deg = n - Onde n é um inteiro positivo denotando o grau do polinomio P. O
default é 1.
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HS - Tenta um procedimento heuristico para encontrar a func¢ao-S.

Sfun = ss - Onde ss é uma fungao-S.
Synopsis:

. . . dz P
O comando _1DEA usa a func¢do-S para consruir a 1IEDO associada il
Y

onde S = P/N é a fungao-S encontrada pelo comando Sfunction. Os dois primeiros
parametros extra sao os mesmos do comando Sfunction. O terceiro parametro extra

(Sfun = ss) permite ao usuario passar a fungdo-S para o comando _1DEA.

8.1.2.7 Comando: Darboux

Funcionalidade: Esse comando busca os autopolindémios (de grau 1) do operador D.

Chamada:
[> Darboux(ode) ;
Parametros:
ode = mesmo que acima.
Synopsis:

O comando Darboux usa o método dos coeficientes a determinar (MUC) e deter-

mina os autopolinémios de grau 1 do operador D (DIp] = qp).

8.1.2.8 Comando: Darboux?

Funcionalidade: Esse comando busca um autopolindomio de grau elevado.

Chamada:

[> Darboux?2(ode) ;

Parametros e parametros extra: Os mesmos descritos no comando _1DEA.

Synopsis:

O comando Darboux2 usa os algoritmos Aj;, eA;g (veja o capitulo 6) para tentar
determinar um autopolinémio de grau elevado. Esse comando necessita do conhecimento
prévio da fungdo-S e, portanto, apresenta os mesmos pardmetros (e parametros extra)

explicados no comando _1DEA.
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8.1.2.9 Comando: Infact

Funcionalidade: Esse comando busca um fator integrante.
Chamada:

[> Infact(ode);

Parametros e parametros extra: Os mesmos descritos no comando _1DEA e mais os se-
guintes:
Alg = metod - Onde metod pode ser IL (que usa o algoritmo A;; para determinar

o autopolindémio) ou IE (que usa o algoritmo A;g para determinar o autopolinémio).
Darb = pds - Onde pds é uma lista com duas listas. A primeira lista é composta

pelos autopolinémios e a segunda por seus respectivos cofatores.

Synopsis:

O comando Infact usa os polindmios de Darboux calculados pelos algoritmos
App eArg (veja o capitulo 6) para tentar determinar um fator integrante. Esse comando
também necessita do conhecimento prévio da funcao-S e, portanto, apresenta os mesmos
parametros (e pardmetros extra) explicados no comando _1DEA. Além disso, o comando
Infact conta com os pardmetros extra Alg = metod (que diz qual dos algoritmos usar) e
Darb = pds que pode passar os polindomios de Darboux e seus respectivos cofatores para

o comando Infact.

8.1.2.10 Comando: Invade

Funcionalidade: Esse comando tenta computar uma integral primeira.
Chamada:

[> Invade(ode);

Parametros: Os mesmos descritos no comando Infact.

Synopsis:

O comando Invade faz o ‘caminho completo’; isto é, a partir da 2EDO racional

tenta encontrar uma integral primeira.
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8.1.3 Exemplos do uso do pacote

Nesta se¢ao vamos usar duas 2EDOs para exemplificar (na prética) o uso do pacote
FITED.

Integral Primeira Liouvilliana nao Elementar
Considere a 2EDO

;2 (2?2 = 2ay + P — x4 Pz — Y2 +y)

= — . 295
x2yzt + 22223 — 29222 — 2ay2?2 — 2ayz + 93 (295)
e vamos supor que queremos estuda-la/resolvé-la. Apés abrir uma sessao de Maple, vamos

carregar os pacotes adequados:
[> with(DEtools): read(‘FITED.txt‘):

O sinal : no fim da linha de comando evita a impressdo dos resultados na tela. O
pacote DFtools carrega varios comandos para o estudo de EDOs. O comando read

(‘FITED.txt): carrega o nosso pacote. Vamos ‘entrar’ com a 2EDO (295) escrevendo

[> 2ode := diff(y(x), x, x) = -(x"2*%(diff(y(x), x))~5-2x(diff(y(x), x))~3
*xxky (x) +x*x (diff (y(x), x))73-(diff(y(x), %)) 2*x+y(x)"2*(diff(y(x), x))-y(
x)*x(diff (y(x), x))"2+y(x))*(diff(y(x), x))/((diff(y(x), x))74*x™2xy(x)+2x%
X2+ (diff (y(x), x))73-2*x*xy(x) 2% (diff (y(x), x))"2-2*x*xy(x)*(diff (y(x),

x)) "2-2*x*y (x)* (diff (y(x), x))+y(x)~3):

O comando do Maple (dsolve) retorna uma saida vazia. Podemos buscar uma fungaoS

escevendo
[>t0 := time(): sl := Sfunction(_2ode,Deg=7); time()-t0;
o que resulta na saida3!

) 2220 — 2y — a2 +yPetzy+y
Sl =

2ty + 22223 — 2ay?2? — 2ay2? — 2ay2 + 43
0.437

A partir de s; podemos determinar a 1IEDO associada com

[> 1lodeas := _1DEA( 2ode,Sfun=s1);

31 Contudo o método da funcdo-S nio consegue encontrar a integral primeira.
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e obter®?

iz(y) _ 2?2(y)° — 22y 2(y)’ —22(y)’ +y2(y) +y2(y) +y
dy 2y z(y)* +22%2(y)® — 20 y?2(y)? — 22y 2(y)? — 22y 2(y) + 33

Podemos tentar agora encontrar um autopolinémio de grau elevado (> 1) com o comando

Darboux2:
[> t0 := time(): Darboux2(_2ode,Dpa=3,Sfun=S1); time()-tO0;
o que resulta em
[~z +y, — (2 r2? — 2y + y) ([B22 — y) 2|
0.203
(sendo —z2%+y o autopolindémio e — (222% — zy + y) (2% — y) 2 o0 seu respectivo cofator).

Usando o autopolindmio podemos tentar construir um fator integrante com o comando

Infact:
[> t0 := time(): Infact(_2ode,Dpa=3,Sfun=S1); time()-t0;

Isto resulta em B

e—zz2+y
(—22% +y)?
0.453

De posse do fator integrante, podemos calcular a integral primeira. Para isso, basta

usarmos o comando Invade e obtemos

[> t0 := time(): Invade(_2ode[i],Dpa=3,Sfun=S1); time()-t0;

—yze(m) — Ei (1,— ! >

xz?2 —y

0.359

Integral Primeira Elementar

Considere agora a 2EDO

o 3525 4 22125 — ytet — 32320 4+ 2228 — B2 — 64225 f o+ 2

296
2P —zy2 + 22 — 2y2) yz (296)

Apoés abrir uma sess@o de Maple, carregar os pacotes adequados e ‘entrar’ com a 2EDO
temos que o comando do Maple (dsolve) novamente retorna uma saida vazia. Vamos

buscar uma func¢aoS: obtemos sucesso com

32 O pardmetro Sfun=s1 passa a funcdo-S calculada (s1) para que o comando _1DEA nio tenha que
recalculé-la.
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[>t0 := time(): sl := Sfunction(_2ode,Deg=9); time()-t0;

resulta em?3

2 (3y°2% + 22y%2% — 3ay® + 2% — 63?)
sl :=
2 (P22 —ay’ + 22 =297y
35.843

Notem que o tempo gasto foi de mais de meio minuto. Podemos usar o parametro HS e
obter

[>t0 := time(): sl := Sfunction(_2o0de,HS); time()-t0;

2 (3y°2% + 2xy32% — 3wy + 2% — 63°)
sl :=
2 (P22 —ay? + 22 = 29°)y
0.016

(em 16 centésimos de segundo!!). Podemos tentar agora encontrar um autopolinémio de

grau elevado (> 1) com o comando Darboux2. Conseguimos sucesso com
[> t0 := time(): Darboux2(_2ode,Dpa=5,Sfun=s1,E1fi); time()-tO0;

que resulta em
[y22% — x, —2 (2 zy?d — 3% — x) yz|
0.062
(sendo y32? — x o autopolinémio e —2 (2zy*2® — 3322 — )y z o seu respectivo cofator).

Usando o autopolindmio podemos tentar construir um fator integrante com o comando

Infact:
[> t0 := time(): Infact(_2ode,Dpa=5,Sfun=s1,E1fi); time()-t0;

Isto resulta em .

(y322 — )

0.094
Finalmente, usando o comando Invade vamos obter a integral primeira

[> t0 := time(): Invade(_2ode[i] ,Dpa=5,Sfun=S1,E1fi); time()-tO0;

xyz? — 2

—1In (—y?’z2 + x) — e

0.203

33 Novamente o método da funcdo-S ndo consegue encontrar a integral primeira.
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8.2 Desempenho

O pacote FITED é resultado da implementagao das idéias desenvolvidas no capitulo
6 deste trabalho. O caminho seguido pelos algoritmos (semi) apresentados no capitulo 6
poderia ser descrito como uma espécie de ‘zig-zag’: As 2EDOs racionais (que apresentam
ao menos uma integral primeira Liouvilliana) que trazem dificuldades para as abordagens
de Lie e Darboux sdo aquelas cujas simetrias de Lie sdo nao-locais ou dindmicas e (além
disso) cujos polindémios de Darboux presentes no fator integrante apresentam um grau
elevado (na pratica > 2). Por esse motivo, o grupo desenvolveu o método da fungao-
S que computa uma fungao racional (a fungao-S) a partir da 2EDO e tenta chegar a
integral primeira através da resolucao de duas 1IEDOs. Contudo, para uma vasta classe de
2EDQOs, a resolugao das 1EDOs se torna complicada e, assim, desenvolvemos os algoritmos
descritos no capitulo 6 (A, e A;g) para uma subclasse dessas 2EDOs. Esses algoritmos,
basicamente, usam a funcao-S de maneira a tornar a determinacao dos autopolinémios
uma tarefa realizdvel (computacionalmente). Dessa maneira, voltamos ao calculo dos
autopolinémios para determinar um fator integrante.

Para mostrar a eficiéncia dos algoritmos A;; e A;p vamos listar um conjunto de
2EDOs racionais®* que ‘resistem’ as abordagens de Lie e Darboux e ao método da funcao-
S e, além disso, o resolvedor do Maple (dsolve) ndo consegue nada com elas. Para essas

2EDOs vamos apresentar o tempo gasto pelos nossos algoritmos para resolver o problema.

8.2.1 Desempenho do algoritmo A;p,

Considere as 1IEDOs 2/; = ¢;, i = 1,---,5, onde 0s ¢; sdo apresentados na tabela

a seguir:

34 Depois explicaremos como esse conjunto foi obtido e mostraremos que, na verdade, ele representa
uma pequena amostra de uma classe gigantesca que escapa dos métodos ‘candnicos’ e do método da
fungao-S.



Tabela 4: Equacgoes usadas no experimento

& (x4z2—223:3—2x2yz—|—zx2—|—2zm+y2—z)z
! 2422 + otz — 222%yz — za? + 42
8 2225 — 2% —2ay + 2w+ 2ay2® — P+ 2P+ yir — 2y — 2 —y? + 292
2 2(Px+x—2y)az
é a:2y4z + 2x2y32 + my4 — 21;y222 — 2$y22 — y3 + 23
3 22yt — 2ay?z oy + 22 —
8 x4y222 +2tyzr —22%y2% + 225y — 2%y — 2227 — 2y%xz + 2F — 2ayz
4 iy — Zzyzf:cy+zy+yz+z
8 122 £ 29723 —2ay%27 — 2y —2ay2® + 22t — Pzt + o
° yirz? — 22222 + 2yt — xy2z + 2% — xy?

Fonte: O autor, 2019.

Aplicando os comandos do pacote FITED a elas, vamos obter

Tabela 5: Solugoes pelo pacote FITTED

2EDO Funcgao-S Autopolinémio / Cofactor
L — e e, [—22® g, (¢ + 20 — 1) (222 — y) 2]
2 x224_3f§éyf;fi§$’;_z+2y 2%z 4y, -2 (2 — 1) (2%z — y) 22
3| -t | Lo Qaay 4y’ - 2) (o - 7))
4 | symmteue—ruerats | g2y 42, (2%y — 2) (2%y2 + 202 + 7))
5 —2yz(—y 2 twzta 2 -, — (2 oy — s — x) (7y2Z + :c)]

yixz2—222y2 242yt —xy?2+a3 —xy?

Fonte: O autor, 2019.

Tabela 6: Fatores Integrantes e Integrais primeiras

2EDO Fator Integrante Integral primeira
1 o (m?zty)” ' ( 22z —l—y) -2 (y — z)e(w22*y)7 - Ez( (x z— ) )
2 o (—FPaty) (=22 +y) 2 (x —vy) e(z—y) —Ez( —(2Px—y) 1)
3 o= (Zoyt+2) (—zy* +2) 2 (yfz)e(mytz)_ JrEi( — (zy? fz) )
4 o~ (=a®u+z)” (—2?y+2) ? —zye(x2y_z) — Ei (1 — (z%y —2)~ )
5 CEyZZ ) e —(~y?ztz) ™"

y2z—x)*

Ez( ( yz—i—m) 1)

Fonte: O autor, 2019.
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Na tabela seguinte mostramos os tempos do resolvedor do Maple (dsolve), do método

da fungao-S' e do algoritmo Ajp, na tentativa de reduzir as 2EDOs apresentadas na tabela

acima.
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2EDO dsolve Método da fungao-S Arg ‘
Tem (s) | Res | Tem (s) Res Tem (s) | Res
1 ~0,2 - ~ 1,0 - ~ 0,2 Vv
2 ~ 0,16 - ~ 1,0 - ~ 0,2 vV
3 ~0,2 - ~ 1,0 - ~0,2 Vv
4 ~ 0,2 - ~ 1,0 - ~ 0,2 Vv
5 ~ 0,14 - ~ 1,0 - ~ 0,2 v
Fonte: O autor, 2019.
8.2.2 Desempenho do algoritmo A;g
Considere as 1IEDOs z/; = ¢;, 1 = 6,---,10, onde os ¢; sao apresentados na tabela

abaixo:
Tabela 8: Equacdes usadas na avaliagao

(2232% — 2%2% — 2325 — 2wyt + 2%y — 6wt +yd + 325 +47) 2

& B 2 (2328 —xyzt + 222y2% — 3a2t —y?H) 2

br __y2z6x3 —32%932° + 29327 + Bt + 2223y — 2yt — P -2yt +ar + 1
23?228 + 39324 + 224 — 3ayz — 3yz) yz

29327 + xy(Qzﬁy— Y320 g 2xyzt + 2322 —yy223 g 2)524 +x+1

¢s B (By3zt + xy?23 — 3ayz + 222 — 3yz) Yz

b _ (—xy?z +29°2° —y° + 39%0% — 2ay2® — 9’2 — 4y’ + 1+ 2) 22
(—2xy3z — y?23 + 2%y + 222 + 2 22) 42

5 (—2%y2® — 2Pry? + 22?22 + 6270 + 6y2° — 2227 —4day) 2

10 xr(2yzSr +32%2%y — 1223 — 2a)y

Fonte: O autor, 2019.

Aplicando os comandos do pacote FITED a elas, vamos obter:

QEDOGZ

[>t0 := time(): sl := Sfunction( 2ode[6],HS); time()-t0;

. 1 23 (2?22 +2® —y —3)
51 :=—=
2 x (328 — zyzt 4+ 22%yz? — 3wzt — y?)
0.031

[> t0 := time(): Darboux2(_2ode[6] ,Dpa=2,Sfun=s1,E1fi); time()-t0;



[> t0 :

[> t0 :

2EDO7I

[>t0 :

[> t0 :

[> t0 :

[> t0 :
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[z, — 22 (.:1:222 +2*—y— 3)], [—2%2% +y,2 (w222 + 3zyz — y) xz|]

0.359

time(): Infact(_2ode[6],Dpa=2,Sfun=s1,E1fi); time()-tO0;
1
23 (—a222 +y)?
0.469

time(): Invade(_2o0de[6],Dpa=2,Sfun=s1,E1fi); time()-tO0;

5 9 xy — 322
—In (-2 +y) + FE )

0.406

time(): s1 := Sfunction( 2o0de[7],HS); time()-t0;
2 (Pyr — 623+ 21)
(225yx + 32%yz?2 — 1223 — 22)y
0.031

sl =

time () : Darboux2(_2ode[7],Dpa=3,Sfun=s1,E1fi); time()-t0;

[y, (2 ryz® 4+ 32tyz® —122° — 2$) z], [z, @ (:Byz5 — 62+ 2$>],
[—zy2® + 2, (312 + 5y) 2°y2?]]

0.453

time(): Infact(_2ode[7],Dpa=3,Sfun=s1,E1fi); time()-tO0;
1
22 (—xyz? + 2)°
0.469

time(): Invade(_2ode[7],Dpa=3,Sfun=s1,E1fi); time()-tO0;

—In (myzQ —2) + vy —4z

0.468

z (zyz? — 2)
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2EDOS:

[>t0 := time(): sl := Sfunction(_2o0de[8],HS); time()-t0;
2 (Pyr — 623+ 21)
(22%yx + 322yz?2 — 1223 — 22)y
0.032

sl =

[> t0 := time(): Darboux2(_2ode[8] ,Dpa=3,Sfun=s1,E1fi); time()-t0;

[y, —22%y*2 — 2%y + 2* + wy2® + 32, [z, —2°yP2 — 22%9° — 2t + 20y2% + 627,

[—2y® 4z, — (3 ryz? + 3 z2y% — x) 72y

0.406
[> t0 := time(): Infact(_2o0de[8],Dpa=3,Sfun=s1,E1fi); time()-tO0;
1
22 (—zy? 4 x)°
0.422
[> t0 := time(): Invade(_2ode[8],Dpa=3,Sfun=s1,E1fi); time()-tO0;
3y — 3z
1 2 _ —
n (zy ZL’) + (22 + 1)
0.594
QEDOQZ

[>t0 := time(): sl := Sfunction( 20de[9],HS); time()-t0;
2 (y?2° + ot — 2P0 — 32°)
(=3x3y?22 —2y220 42t + 2232+ 623)y
0.032

sl = -2

[> t0 := time(): Darboux2(_2ode[9] ,Dpa=4,Sfun=s1,E1fi); time()-t0;
[z, -2y (y225 + a2t — 28 -3 23)], ly, (—3 23y?t — 292 et 42222+ 6 23> yl,
[y22% — 2, — (6 zyz® +6y* 2% — x) el
0.875

[> t0 := time(): Infact(_2o0de[9],Dpa=4,Sfun=s1,E1fi); time()-tO0;
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v
22 (y222 — 2)”

0.907

[> t0 := time(): Invade(_2ode[9],Dpa=4,Sfun=s1,E1fi); time()-tO0;

23y — 3z
2 (—y%22 + 7)
1.140

In (—y2z2 + ZL‘) +

2ED0101

[>t0 := time(): sl := Sfunction( 20de[10],HS); time()-tO0;
(—a322 +y?28 + 2t —32%) 2
(2322 — 223 + 2t — 2a922 + 322) y
0.032

sl := -2

[> t0 := time(): Darboux2(_2ode[10] ,Dpa=3,Sfun=s1,E1fi); time()-t0;
[z, -2y (—22x3 + 223 a2t -3 22>], [y, (22363 — 22 ot - 2222 + 322) v,
[—2® + 2y, (—4 ry2® +32° — zy2) el

0.390

[> t0 := time(): Infact(_2o0de[10],Dpa=3,Sfun=s1,E1fi); time()-t0;

1
22 (=23 + zy2)2
0.407

[> t0 := time(): Invade(_2o0de[10],Dpa=3,Sfun=s1,E1fi); time()-tO0;

23y? — 32
2 (—y?22 + o)
0.703

In (—y2z2 + x) +

Na tabela seguinte mostramos os tempos do resolvedor do Maple (dsolve) e do método
da fungdo-S na tentativa de reduzir as 2EDOs apresentadas na tabela acima. Todos os

resultados sao negativos.
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Tabela 9: Tempo de solucdo dos algoritmos d-Solve func¢ao-S

2EDO dsolve Método da funcao-S ‘
Tem (seg) | Res | Tem (min) Res
6 0,968 - ~5 -
7 0,672 - ~5 -
8 1,562 - /5 -
9 2,250 _ ~5 -
10 1,578 - ~5 -

Fonte: O autor, 2019.

8.2.3 Consideragoes sobre o Desempenho dos Algoritmos A;;, e Arg

Nesta secao vamos comentar alguns detalhes envolvendo o desempenho dos algo-

ritmos implementados:

e Examinando com atencao os resultados apresentados nas segoes 8.2.1 e 8.2.2, ve-
mos que os algoritmos Aj;, e A;g resolvem com relativa facilidade as dez 2EDOs
apresentadas. Se examinarmos com atencao os fatores integrantes obtidos pelos al-
goritmos, podemos entender porque o poderoso comando do Maple (dsolve) nao foi
capaz de resolver (nem reduzir) nenhuma delas: As simetrias de Lie sdo dinamicas
ou nao-locais (como podemos presupor pela complexidade das fungoes-S) e, assim,
o método de Lie (implementado no comando dsolve) nao é capaz de encontra-
las®®. A abordagem Darbouxiana, usando o procedimento padrao (MUC) também
nao é bem sucedida haja visto que todas as dez 2EDOs possuem autopolinémios
presentes no fator integrante com grau maior ou igual a trés®®. Por fim, devido
a complexidade das fungoes-S, as 1EDOs associadas sao também muito complica-
das, inviabilizando assim o método da funcdo-S. E aqui que entrou a vantagem
da aplicacao dos algoritmos Ay, e Arg para as 2EDOs que apresentam apenas um

autopolindémio de grau elevado no fator integrante: podemos calcula-lo usando

um procedimento quase linear.

e Outra vantagem dos algoritmos A;;, e A;gp vem do fato que os PDs presentes no

fator integrante da 2EDO racional também estdo presentes no fator integrante da

35 As abordagens mais comuns (de carater classificatério) também ndo sdo capazes de lidar com elas.

36 Achamos desnecessario colocar os tempos relativos ao método Darbouxiano uma vez que para todas
as 10 2EDOs apresentadas, a memoria ‘explode’ e/ou o tempo passa de 5 minutos.
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1EDO associada. Assim, além do fato dos algoritmos serem muito eficientes (devido
a vantagem citada no item anterior sobre a quase linearidade do processo — veja os
tempos de processamento obtidos), uma vez que a sua construgao é baseada na
1EDO associada, os PDs do operador D sao, ‘a0 mesmo tempo’, PDs do operador
D,. Dessa maneira, na pratica, estamos calculando PDs em duas variaveis
uma vez que, em relacdo a 1IEDO associada, a variavel z é apenas um
pardmetro. Como exemplo, podemos recordar a 2EDOg (veja a segao 8.2.2)
, (22325 — 2225 — 2323 — 2yt + 2%y — 622t + Y22 + 322 +?) 2

- _ 297
: 2 (2320 — xyzt + 22%y22 — 3zt — ) (297)

Obtivemos a fungao-S (para os tempos veja a segao 8.2.2)

1 2 (2222 + 23—y —3)

sl:i=—=
2 x (2320 — zyzt 4+ 22%yz? — 3wzt — y?)

e, de posse dela, podemos construir o operador Dy. O comando
[> DA(_2o0de[6],Sfun=s1):
nos levara ao operador

0
Dy = 295(9532’6 — zyzt + 22%y2% — 32t —y2> — 423 (x222—|—x3 _y_g) -
dy

que foi usado no comando
[> Darboux2(_2ode[6],Dpa=2,Sfun=s1,E1fi);

[z, —2* (:c2z2 + a2 —y— 3)], [—2%2% + 9,2 <x2z2 +3ayz — y) r2]|

Se olharmos com atengao, vemos que o uso do parametro Dpa=2 diz ao comando
Darboux2 para procurar um polindmio de Darboux de grau 2. Ora, e por que
obtivemos como resposta o PD —22% + vy, que é de grau 4?7 Porque, em relacao ao
operador Dy (no qual a varidvel z é apenas um pardmetro) o PD é de grau 2 em

(y,z). Assim, temos que

Dy[—2°2” + ] 2.2
4y =2 (w z —y)-TZQAv

onde q4 = 2 (2%2% — y) x é o cofator do PD —x?22+y em relagao ao operador Dy (vi-

mos logo acima que o cofator em relagao ao operador D é 2 (2222 + 3zyz — y) x2).
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Observacgao 8.1 FEssa vantagem (de poder calcular PDs em duas varidveis e, possivel-
mente, com grau mais baixo) acena com outra possibilidade de construgio de algoritmos
combinados. Como podemos obter tres 1EDQOs associadas, podemos calcular PDs em trés
varidveis de graus bastante elevados, desde que, em duas das varidveis o grau total seja
bairo. Assim, mesmo que uma 2EDO possua trés PDs de grau elevado em seu fator
integrante, se dois deles possuirem grau elevado em apenas uma varidvel podemos calculd-
los diretamente (com o MUC original) e depois proceder ao cdlculo do terceiro usando o

algoritmo Ay (ou 0 Arg).
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CONCLUSAO

Os duas principais abordagens (generalistas) utilizadas para encontrar integrais
primeiras de sistemas dinamicos sao o método de simetrias de Lie e o método de Darboux-
Prelle-Singer e suas extensoes. As abordagens Darbouxianas possuem como foco o com-
puto de fatores integrantes para a determinacao de integrais primeiras elementares e
Liouvillianas e, os blocos-base para a construgao dos tais fatores integrantes sao certos
polinémios (chamados polinémios de Darbouz) que possuem a caracteristica de serem au-
topolinémios do campo vetorial associado ao sistema dindmico em questdo. E, portanto,
de grande importancia a determinagdo dos polinémios de Darboux (PDs) no processo de
busca de invariantes (integrais primeiras) de um sistema dindmico. Contudo, a determi-
nacao dos PDs é, justamente, a parte mais ‘custosa’ de todo o processo.

Neste trabalho desenvolvemos algumas técnicas para determinar polinomios de
Darboux (de graus relativamente elevados) em trés varidveis (necessario, se quisermos usar
a abordagem de Darboux-Prelle-Singer para tratar 2EDOs racionais) de maneira a evitar
o ‘desastre computacional’ resultante do uso do método dos coeficientes a determinar
(MUC- method of undetermined coefficients). O trabalho é uma sequéncia natural do
trabalho que desenvolvi em meu mestrado quando tratei do desenvolvimento de técnicas
para determinar PDs em duas variaveis e, em algumas partes desta tese, podemos nos
deparar com ideias andlogas estendidas para trés variaveis. Contudo, grande parte do
trabalho se situa em um outro campo de ideias. A razao para isso é que o sistema de
equagoes auziliar (SEA — um sistema auxiliar de equagoes diferenciais que criei em meu
mestrado e que era o conceito central para a simplificagdo do célculo dos PDs), quando
estendido para tratar de 2EDOs, passa a ser (ndo mais um sistema de 1EDOs) um sistema,
de equagoes diferenciais parciais (1IEDPs) cujo algoritmo computacional de solugao tinha
dois ‘problemas’ préaticos: em primeiro lugar ndo conseguimos (ainda), para o caso geral,
esse algoritmo computacional de solucao; e, em segundo lugar, a eficiéncia nao ‘atingia’
os graus que esperavamos (isto é, para graus > 4 o problema computacional continuava).

Assim, considero que este trabalho pode ser ‘dividido’ em quatro partes distintas

(que nédo sao, necessariamente, etapas de um procedimento tinico):

1. O problema dos graus maximos: Neste caminho, busquei desenvolver uma
maneira de determinar, a partir dos polinémions constituintes da 2EDQO, estimativas
para o grau dos polinémios de Darboux. Para isso, foi preciso reconstruir conceitos
basicos da semantica relacional, agora voltados para mondémios e polinémios, isto
é, agora pensados de forma mais que para textos como a ideia foi originalmente
designada. Apesar de os resultados nao serem excepcionais e o método demandar
muitos dados, muita parametrizacio e muito tempo de treinamento para gerar o

modelo, foi bem sucedidio ao montar a base teorica para a determinagao/limitacao
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dos graus dos polindomios da Darboux, o que tende a acelerar consideravelmente os
)
procedimentos, uma vez que grande parte do custo computacional estd na busca de

polinomios de Darboux em graus onde estes nao existem.

O Método de Expansao Estendido (MEE): Aqui, a ideia é a generalizagao para
trés variaveis dos métodos que desenvolvi em meu mestrado. Na teoria o MEE é
um sucesso contudo, na pratica, ele ainda necessita de aprimoramento. O potencial
tedrico de desenvolvimento dos conceitos envolvidos no SEA parece ser muito rico

porém precisamos de mais tempo para torna-lo mais eficiente no computo dos PDs.

Os Algoritmos A;; e A;g: Do ponto de vista da eficiéncia, este caminho foi o
mais frutifero: a ideia bésica consiste em um ‘zig-zag’ entre dois métodos bastante
distintos: o método da fungao-S e a abordagem de Darboux-Prelle-Singer. Embora o
método da fungao-S tenha sido criado para ‘escapar’ do calculo dos PDs, vislumbrei
uma maneira de usar a fungao-S para tornar a determinacdao dos PDs muito mais
eficiente e, curiosamente, esse processo se mostrou eficiente mesmo nos casos em

que o método da funcao-S falhava.

Implementacao computacional: o pacote FITED: Implementamos os algorit-
mos A;; e Arp em um pacote computacional (FITED) que se mostrou bastante
eficaz. Atualmente a implementacao estd em Maple, mas existe a intensao de de-
senvolver este e os demais algoritmos para Python e ampliar a divulgacao de pacotes
abertos. Além disso, embora nao seja a raiz desta pesquisa, muitos pacotes con-
juntos de dados foram desenvolvidos para atender a demandas durante o decorrer
da pesquisa, e agora sao disponibilizados ao piblico na forma de projetos de codigo

aberto, facilitando o trabalho dos préoximos pesquisadores:

e O pacote Data Loader foi desenvolvido para carregar conjuntos de dados
particionados, salvos em formato genérico de modo lazy, isto é permite car-
regar dados apenas quando serao utilizados, esse processo é adotado pelas
ferramentas de big data mais comuns, e torna possivel carregar conjuntos de
dados em computadores que nao o comportariam na memoria, além do que,
resulta, tornando possivel desenvolver a pesquisa em computadores pessoais.
Foi usado para coletar dados e alimentar as redes neurais desenvolvidas aqui,
além de algumas analises de dados de polindmios. Hoje esta disponibilizado

no repositorio PyPi e no Github

e Foi criado o software irreducible-poly-gen: um script simples mas poderodo
para gerar de forma massivamente paralela um grande niimero de polinémios
irredutiveis em formato numpy, armazenando-os de forma particionada. os
polindmios gerados foram usados como base para nossos métodos de Inteli-

géncia Artificial. Agora, os demais pesquisadores podem gerar com facilidade,


https://pypi.org/project/dataset-loader/
https://github.com/andreclaudino/dataset_loader
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mesmo em computadotes pessoais, polinébmios para testar suas pesquisas. Estéd

disponivel no https://github.com/andreclaudino/irreducible-poly-gen.

e Outro pacote importante é o darboux-irreducible-combine, capaz de ler os
irredutiveis gerados na etapa anterior, combina-los em equagoes diferenciais ra-
cionais, indicando um polinémio de Darboux associado a ela, e montar triplets
com polindmios que possuem polindomio de Darboux no mesmo grau e um que
possui grau diferente, ele foi usado para estudar as diferencas entre as equagoes
em relagao ao polinomio de Darboux, além disso, estes dados foram usados no
modelo neural. Esta disponivel no https://github.com /andreclaudino/darboux-

irreducible-combine

e Além disso, os modelos de TA desenvolvidos serao devidamente documentados

e abertos para que outros possam utilizar e aperfeicoar os resultados.

A pesquisa foi demorada, tivemos muitos altos e baixos ao perceber que algumas
ideias simples nao seriam facilmente implementadas, e algumas extensoes do mestrado
nao seriam facilmente expandidas. Por outro lado, apesar de nao seguir uma linha de
pesquisa Unica como era esperado no inicio (a determinac¢ao de polinémios de Darboux
para equagoes de segunda ordem), atacamos dois problemas maiores, a solugdo de equa-
¢oes diferenciais racionais de primeira e segunda ordem, encontrando diversos resultados,
e desenvolvendo diversas abordagens, em lugar de desenvolver apenas uma de forma mais
aprofundada. Por isso, esta pesquisa foi de extreama importancia pra mim, e de representa

uma colaboragao para a comunidade.
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