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RESUMO

CHRISPIM, B. A. S. D. Condigées de contorno em AdS CFT: campos escalares e
vetoriais. 2017. 160 f. Dissertagdo (Mestrado em Fisica) — Instituto de Fisica Armando
Dias Tavares, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2017.

A correspondéncia AdS/CFT (anti-de Sitter/conformal field theory), proposta por
Juan Maldacena em 1997, representa uma mudanca no entendimento entre sistemas gra-
vitacionais e teorias de campos. Precisamente ela foi proposta entre uma teoria de corda
tipo 1B em baixas energias (supergravidade) vivendo no espago-tempo AdSs x S® e uma
teoria de campos conforme N = 4 Super Yang-Mills SU(N) em 4 dimensoes. Neste
trabalho iremos explorar essa dualidade de forma simplificada. Vamos trabalhar com a
afirmacao de que qualquer teoria quantica de gravitagdo em um espago-tempo assintotico
anti-de Sitter com d+ 1 dimensoes pode ser mapeada em uma teoria de campos conforme
na sua borda. O mapa holografico (pois relaciona duas teorias, uma no interior do espago
e outra na borda) estd intrinsecamente ligado as condig¢oes de contorno. Isso se deve ao
fato de que para se definir a dindmica do campo em um espago com borda é necessario
impor condigoes de contorno. Existe mais de uma forma de fazermos isso de modo que
essa escolha deve refletir na teoria da borda. Estamos interessados em entender como o
mapa holografico funciona e para isso vamos estudar dois casos simples, o campo escalar
massivo e o campo da calibre massivo. Iremos desenvolver os conceitos basicos da corres-
pondéncia hologréfica e entdo abordar cada um dos casos separadamente. Em cada um
deles serd desenvolvido o mapa para diferentes escolha de condigoes de contorno e ,por
ultimo, faremos uma comparacao entre os resultados.

Palavras-chave: Correspondéncia AdS/CFT. Holografia. Teoria de Campos. Condi¢oes

de Contorno.



ABSTRACT

CHRISPIM, B. A. S. D. Boundary conditions in AdS CFT: scalar and vector fields.
2017. 160 f. Dissertagao (Mestrado em Fisica) — Instituto de Fisica Armando Dias
Tavares, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2017.

The AdS/CFT (anti-de Sitter/conformal field theory) correspondence, proposed
by Juan Maldacena in 19977, changes the way we understand gravitational systems and
field theory. Precisely it was proposed that an type IIB string theory in low energy
(supergravity) defined in AdSs x S® spacetime is equivalent to an conformal field theory
N = 4 Super Yang-Mills SU(N) in 4 dimensions. In this work we will explore this
correspondence in a simplified way, any quantum field theory in an asymptotically andi-
de Sitter d + 1 spacetime can be mapped to an conformal field theory in its boundary.
This map is holographic, it relates the bulk theory with an boundary theory. To define
the bulk theory dynamics we need to impose boundary conditions, and because there is
more than one way to do it, this information is mapped to the boundary theory. The
holographic map can access the information of the boundary conditions. Using this feat
we will try to understand this map studying two well know cases, the massive scalar field
and the massive gauge field. The first step of this study will be understand the basic
concepts of the holographic correspondence. After that we will apply the map to each
theory using distinct boundary conditions and, in the end, we will compare them.

Keywords: AdS/CFT Correspondence. Holography. Field theory. Boundary Conditions.
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INTRODUCAO

A correspondéncia AdS/CFT relaciona uma teoria de campos quéntica e a gravi-
dade. Isso significa que um estado fisico pode ser descrito por qualquer uma das teorias.
Esse mapa holografico é pouco entendido e iremos tentar entende-lo estudando alguns
casos onde a correspondéncia é conhecida. Mas antes vamos voltar um pouco e enten-
der como a natureza é descrita matematicamente. A seguinte afirmacao (LANCASTER,;
BLUNDELL, 2014) é aceita por grande parte dos fisicos

Every particle and every wave in the Universe is simply an excitation of a

quantum field that is defined over all space and time.
ou em traducao livre

Cada particula e onda no Universo ¢ simplesmente a excitagao de um campo

quantico que é definido em todo o espago e tempo.

As consequéncias dessa ideia sao vastas de modo que devemos nos focar em algumas partes
importantes. Todos os sistemas, por mais complicados que sejam, podem ser descritos por
campos. Esses campos, quando excitados, descrevem as particulas que sao idénticas entre
si. Cada elétron ¢é excitagao do mesmo campo, por isso elas sao idénticas e possuem as
mesmas propriedades. Um campo pode ser entendido como um tipo de mapa (ou relagao)
que pega uma posi¢ao no espago tempo, descrita por coordenada z# (= 1,...,d onde d é
a dimensao do espago-tempo), e a transforma em um objeto que pode representar alguma
amplitude ou algo que “aponte” para algum lugar. O exemplo mais simples seria o campo
¢(z") que representa o valor de algum campo escalar ¢ tomado no ponto z#. Nao pode-
mos “enxergar” os campos, apenas medir (direta ou indiretamente) suas excitagoes. Essas
excitacoes descrevem todas particulas observaveis e suas interacoes. A teoria quantica de
campos (TQC) do modelo padrao descreve com precisao as interagoes eletromagnéticas,
fraca e forte. No entanto existem problemas para descrever os sistemas fisicos onde a
interagao (constante de acoplamento) é forte. Neles o calculo dos diagramas de Feynman
usando expansoes perturbativas perde o sentido fisico. Além disso a constante de aco-
plamento geralmente depende das caracteristicas do processo fisico. Na QCD (Quantum
Chromodynamics), que procura descrever a interagao de quarks na interagao forte, é pos-
sivel usar abordagens perturbativas em altas energias devido a liberdade assintética da
teoria. Isso significa que pode-se usar métodos perturbativos em altas energias mas nao
em baixas pois ela é fortemente acoplada. Quando a escala de energia ¢é suficientemente
alta a QCD se torna aproximadamente invariante por transformacoes de escala. Uma
teoria de campos invariante de escala é chamada de teoria de campos conforme (CFT) e

elas constituem uma parte importante do estudo da teoria de campos.
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Diferente do caso das CFT a fisica de um certo fendmeno depende da escala de
energia. Quando se acessa maiores energias (distancias menores) a fisica pode mudar radi-
calmente. Um exemplo disso ¢ a teoria de Fermi do decaimento beta. Essa teoria procura
explicar o decaimento em raios beta de néutrons (MANDL; SHAW, 1993; KAPLAN, ) e

possui uma constante de acoplamento Gr dada por

Gp ~ W ~ (7 x 107" m)? (1)
Essa teoria ¢é valida até energia de aproximadamente 293 GeV. Acima disso ela deve
ser substituida pela teoria eletro-fraca e que, novamente, é valida dentro de uma certa
escala de energia. Cada escala de energia pede por uma teoria de campos especifica para
descrever as particulas interagentes, isso dificulta a descri¢ao unificada da fisica por uma
teoria de campos.

A descricao das interagdes gravitacionais proporciona outro problema para uma
teoria unificada da natureza. Uma teoria de campos quanticos para descrever a gravitagao
parece ser impossivel. Tal teoria é nao-normalizavel de modo que nao se pode quantizar
os campos gravitacionais de forma perturbativa. Isso se deve a gravitacdo apresentar
algumas carateristicas bastante singulares. Se tentarmos acessar escalas de distancia da
ordem do comprimento de Planck ¢,; ~ 1073° metros, o que necessita de energias da ordem
da massa de Planck A/l inevitavelmente iremos criar buracos negros. Se tentarmos
“adicionar” mais energia ao sistema iremos obter um buraco negro maior. Outro ponto
vem da termodindmica de um buraco negro(BEKENSTEIN, 2003; JACOBSON, 1996).
A entropia dele se comporta como

A
Sppy — (2)
BH i,

onde A é a area da superficie do horizonte de eventos do buraco negro. Essa relacao é
conhecida como entropia de Bekenstein—Hawking. Na termodinamica, descrita por QF'T,
espera-se que a entropia seja extensiva (proporcional ao volume). No entanto se levarmos
em conta os efeitos da gravidade ela é sub extensiva (proporcionalmente a area). Como
entropia esta relacionada a informacao entao essa quantidade também é proporcional a
area. No entanto uma teoria gravitacional de campos quanticos nao parece ser possivel.
Tal teoria sempre serd nao renormalizavel pois o espectro de energia dessa teoria, em altas
energias, nao se comporta como a de uma teoria de campos conforme.

Essas peculiaridades levaram ao entendimento de que o espago-tempo deve ser re-
entendido sob uma nova abordagem de teoria de cordas (POLCHINSKI, 2001). A teoria
de cordas consiste no entendimento de que os objetos fundamentais sao extensos de modo
que nao podemos mais considerar as particulas fundamentais. Essas particulas pontu-

ais seriam excitacoes de objetos unidimensionais chamados de cordas. Essas oscila¢oes
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permitem descrever um espectro de massas (ou energia), isso é, uma corda pode gerar
um estado diferente dependendo do seu modo de oscilagdo. Um desses modos é o gravi-
ton que funciona como o mediador da interacao gravitacional. Nesse aspecto a teoria de
cordas procura explicar todas as interagoes fundamentais além da gravitagdo quantica.
Um dos problemas dessa abordagem ¢é que para que a teoria seja consistente é necessario
que o espaco-tempo tenha dimensao superior a 4 (no caso de cordas supersimétricas, ou
supercordas, deve-se ter 10 dimensdes).

Uma conexao feita por 't Hooft deu inicio a uma nova forma de se entender a
relagdo entre uma teoria de cordas e uma teoria de campos. Em 1973 (HOOFT, 1974)
ele sugeriu que a QCD, com o parametro N do SU(N) grande, deveria se comportar
como uma teoria de cordas livre com constante de acoplamento 1/N. Isso significa que
uma teoria de campos e uma de cordas estao, de certa forma, ligadas uma a outra no
limite N — oco. Maldacena (MALDACENA, 1999) usou isso (junto com o estudo de
D—branas e buracos negros) para propor que uma teoria de corda tipo IIB em baixas
energias (supergravidade) vivendo no espago-tempo AdSs x S° é equivalente a uma teoria,
de campos conforme N = 4 Super Yang-Mills SU(N) em 4 dimensoes. Essa conjectura,
ficou conhecida como correspondéncia AdS/CF'T, pois ela relaciona uma teoria de cordas
no espago AdS com uma teoria conforme de campos CFT'. Essa relacao pode ser entendida
como um mapa que relaciona todas as simetrias (fisicas ou “globais”) das duas teorias,
isso ¢é, o espacgo de Hilbert delas ¢ idéntico. Essa ideia ¢ uma consequéncia do principio
holografico que relaciona duas teorias, uma gravitacional em d + 1 dimensoes, com outra
teoria de campos em d dimensoes (no caso anterior pode-se fazer uma redugao dimensional
e obter uma teoria de cordas em AdSs). Esse conceito comega a surgir com 't Hooft em
(HOOFT, 1993). Nele é especulado que os graus de liberdade de um certo volume do
espago-tempo ¢é proporcional a area do horizonte de eventos. Esse conceito foi estendido
por Susskind no seu trabalho (SUSSKIND, 1995) onde ele define o Principio Holografico.
Esse principio pode ser entendido como: A informagcao (ou graus de liberdade) de uma
teoria de gravitagao quantica em um determinado volume Vg1 (em (d + 1) dimensoes)
estd contida na borda desse volume 0V, 1 = Ay (0Vy1 denomina a fronteira de Vi q).

A correspondéncia AdS/CFT, que surgiu do estudo da teoria de cordas, também
se mostrou uma poderosa ferramenta. Ela permite analisar sistemas fortemente acoplados
através do estudo de um sistema dual fracamente acoplado. Apesar da correspondéncia
prover resultados aproximados, pois as teorias estudadas nao representam o mundo real,
ainda sim sao resultados de sistemas fortemente acoplados. Esses resultados sao impor-
tantes para se construir a “ideia” da fisica do experimento. Um exemplo disso seria o
plasma de quarks e gluons (NATSUUME, 2015). Experimentos de colisores indicam que
esse plasma se comporta como um fluido com uma pequena viscosidade de cisalhamento.
Esse sistema é fortemente acoplado, o que dificulta a analise perturbativa. No entanto

resultados préximos podem ser obtidos através da correspondéncia partindo de um bu-
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raco negro e estudando a sua “viscosidade”. Outros tépicos onde aplica-se essa dualidade
holografica sdo sistemas com buracos negros e gravitacao quintica (problema de perda
de informagao e nao unitariedade), matéria condensada (supercondutores holograficos),
entre outros (ver (RAMALLO, 2015; NATSUUME, 2015) para algumas referéncias).

Na correspondéncia AdS/CFT o entanto o mapa holografico é complicado e pouco
entendido. Esse mapa seria a forma no qual dois estados fisicos sao descritos por duas
teorias em dimensoes diferentes. Vamos procurar entender o mapa holografico assim
iremos tomar uma abordagem mais “simples”. Essa abordagem consiste em escrever o
minimo tedrico antes de entrarmos no estudo do mapa holografico. Isso significa que nao
estaremos desenvolvendo os argumentos para corroborar a dualidade AdS/CFT, estes
podem ser vistos em trabalhos como (RAMALLO, 2015; PETERSEN, 1999). Para o
propésito desse estudo a correspondéncia AdS/CFT consiste na observagao que qualquer
teoria quantica de gravitagdo em um espago-tempo assintotico anti-de Sitter define uma
teoria de campos conforme na sua borda. Podemos pensar no AdS como “gravidade” em
uma caixa. A gravitagdo quantica que estamos interessados é dada por qualquer teoria
que possa ser aproximada pela relatividade geral acoplada com matéria (escalar, fermion,
campos de calibre e até coisas exéticas como cordas).

O mapa holografico diz que toda a informacao sobre a teoria de campos conforme
que vive na borda de AdS esta codificada pela teoria gravitacional que esta no interior de
AdS. A forma como essa informagao é codificada é pouco entendida mas existem alguns

pontos que mostram certos indicios de como isso ocorre.

« A formulacao da teoria gravitacional é feita pela determinagao da sua dindmica atra-
vés da agao junto com condi¢oes de contorno. Essas condigoes fixem sua variagdo na
borda para que o principio variacional precisa ser satisfeito. Essa fixacao ¢ feita com
a adicao de um termo de borda apropriado que cancela a variacao nao-trivial. Existe
mais de uma condi¢ao de contorno que fixa a acao. Toda a informacao do interior
de AdS esta codificada na sua borda por isso a teoria da borda deve ser sensivel
a escolha de condigdo de contorno. A importancia desse termo foi primeiro obser-
vada em (HENNEAUX, 1998) para o caso dos campos de espinor e outros estudos
procuraram entender melhor essa caracteristica usando abordagens diferentes (AN-
DRADE; BANADOS; ROJAS, 2007; BOSCHI-FILHO; BRAGA, 1999; MINCES;
RIVELLES, 2000).

e A correspondéncia permite escrever a dimensao conforme dos operadores da CFT
em termos da massa dos campos que vivem na teoria gravitacional no interior do es-
pago Anti-de Sitter. No caso do campo escalar o intervalo dado por —d?/4 < m? <
—d?/4 + 1 permite duas possiveis quantizacdes de campos (BREITENLOHNER;
FREEDMAN, 1982b) e, devido a correspondéncia holografica, duas CF'T com di-

mensoes conformes diferentes. O problema surge do fato que a maneira “usual” de
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se obter a teoria conforme dual s6 leva a uma delas. Esse problema foi abordado
em (KLEBANOV; WITTEN, 1999). Alguns trabalhos também procuram entender
campos escalares com massa fora desse intervalo. Em especial se essa massa esta
fora do intervalo permitido pelo limite unitario da teoria conforme entao existem

solugoes com ghost de massa. Isso é explorado em trabalhos como (ANDRADE;

MAROLF, 2012; ANDRADE; FAULKNER; MAROLF, 2012).

e Qutra abordagem ao entendimento do mapa holografico consiste em montar toy
models com o proposto em (POLCHINSKI; SUSSKIND; TOUMBAS, 1999). Nesse
sistema uma bomba é detonada na origem do espago Ad.S de modo a criar uma onda
esférica. A informacao sobre a explosao é carregada até a borda por meio dessa onda.
Isso é consequéncia que os campos no interior de AdS (em especial os préximos da
borda) sdo locais e s6 “sentem” a onda quando ela de fato atinge a borda. No
entanto a correspondéncia holografica afirma que os campos na proximidade da
borda contem toda a informacdo sob o interior de AdS. Esse sistema procura

entender os precursores que levam essa informacao. Isso é abordado em trabalhos
como (FREIVOGEL; GIDDINGS; LIPPERT, 2002).

Estamos interessados em entender como o mapa holografico funciona. Para isso vamos
estudar dois casos simples, o campo escalar massivo e o campo da calibre massivo e focar
em desenvolver esses dois topicos para cada um deles.

A estrutura desse trabalho sera a seguinte. Vamos comegar fazendo uma revisao
sucinta dos tépicos importantes para o entendimento basico da correspondéncia hologra-
fica no capitulo 1. A primeira parcela 1.1 serd dedicada a definicdo do espaco Anti-de
Sitter. Também sera obtida as parametriza¢oes que usaremos ao longo desse trabalho. J&
na segunda parte em 1.2 faremos uma introducao rapida a simetria conforme e como ela
influencia as fungoes de correlacao que serao calculadas.

Na secao 2 iremos abordar o campo escalar na correspondéncia holografica. Ire-
mos comegar motivando a agdo do campo escalar em um espacgo curvo em 2.1. Depois
trataremos de entender a importancia de fixarmos a acao na borda. Isso é especialmente
importante na obten¢ao das equagoes de movimento. Depois desses pontos, em 2.3, ire-
mos abordar o campo escalar massivo como um ponto de partida para obter informacoes
sobre a teoria conforme na borda. Esse desenvolvimento é bastante padrao na literatura
dessa area. Depois de entendermos isso passaremos ao processo de obter as diferentes
fungoes de correlacao em 2.4. Cada uma delas estd associada a uma condi¢ao de con-
torno diferente. Finalmente na secao 2.5 faremos uma analise comparativa dos resultados
obtidos e concluiremos a parte sobre o campo escalar massivo.

Na secao 3 faremos uma desenvolvimento parecido ao anterior mas voltado para
o campo vetorial massivo. Iremos comecar com a agao que o descreve em um espaco

curvo em 3.1. Depois desenvolver, de maneira similar ao campo escalar, as condig¢oes
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de contorno que fixam a ac¢do na borda. Com isso feito poderemos obter as equacoes
de movimento e suas respectivas solucoes em 3.3. Depois desse ponto iremos calcular
as fungoes de correlagdo associadas a cada uma das condi¢oes de contorno em 3.4. Por
ultimo faremos uma analise comparativa em 3.5 onde também abordaremos os resultados

obtidos no campo escalar.
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1 ESPACO-TEMPO ANTI-DE SITTER E A TEORIA CONFORME DE
CAMPOS

O estudo sobre a correspondéncia entre uma teoria de campos conforme (CFT
em inglés) e uma teoria gravitacional vivendo no espaco Anti-de Sitter (AdS) é bastante
vasto e o seu desenvolvimento varia dependendo do objetivo de cada trabalho. Os pontos
que iremos abordar nesse trabalho sdo, de certa forma, os minimos necessarios para se
desenvolver o mapa holografico. Esses pontos sao baseados principalmente em (AMMON;
ERDMENGER, 2015). Alguns trabalho como (DOSCH, 2009; KAPLAN, ; NASTASE,
2007; NATSUUME, 2015; PETERSEN, 1999; RAMALLO, 2015) sdo mais apropriados
para uma leitora introdutoria.

Vamos comegar abordando em 1.1 os conceitos basicos da relatividade geral que
permitem descrever o espago Anti-de Sitter como uma solu¢ao das equagoes de Einstein
no vacuo e com constante cosmoldgica negativa. O espaco tempo Anti-de Sitter foi origi-
nalmente estudado em (SITTER, 1917b; SITTER, 1917a) e primeiramente visto no con-
texto correspondéncia da hologréfica em (MALDACENA, 1999; GUBSER; KLEBANOV:;
POLYAKOV, 1998; WITTEN, 1998). Depois disse iremos descrever o espago tempo AdS
através da definicdo de uma hipersuperficie embutida no espago tempo de Minkowski com
d dimensoes tipo espaco e 2 tipo tempo. Isso serda desenvolvido na segao 1.1.1. Depois
iremos abordar a parametrizagdo (ou sistema de coordenadas) de Poincaré, junto como a
sua representacao Euclidiana em 1.1.2 e por ultimo as propriedades do horizonte.

Depois de tratarmos do espago tempo AdS abordaremos a teoria de campos con-
forme em 1.2. Um trabalho que apresenta a CF'T' (além dos citados anteriormente) com
bastante precisao é (GINSPARG, 1988). Iremos expor apenas alguns t6picos apropriados
e necessarios para o entendimento do desenvolvimento dos préximos capitulos. Vamos
comecar com alguns conceitos béasicos da simetria conforme sem nos preocupar em definir
os geradores do grupo de Lie. Estamos interessados em desenvolver o conceito de dimen-
sao conforme. Além disso essa simetria impoe condi¢oes bastante restritas sob a forma

da fungao de correlagdo. Veremos isso em 1.2.1.
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1.1 Espago-tempo AdSy.,

A acdo que define a dindmica! do espaco-tempo com matéria é

S[g;wa QS] = SEH [g;u/] + SMatéria [guw ¢] (3)

A agdo Swmatérialguv, @] leva em consideragao o acoplamento do campo ¢ (que nao precisa
ser o campo escalar necessariamente) com a métrica do espago-tempo. A outra agao
SEHR [gW] é chamada de acao de Einstein-Hilbert com constante cosmologica A. Para d+ 1

dimensoes ela é2

Skr [g;w] =

[a*tey=g(R - A) (4)

2k2

com g, o determinante da métrica, e R é o escalar de Ricci (definido como a contragao do
tensor de Ricci com a métrica R = g"' R,,,,).
A equacao de Einstein, que descreve a relagao entre a energia e curvatura (ou geometria),

¢ obtida pelo principio variacional. Fazendo a variacao em relagao a métrica g, permite

escrever
— - A
59#1/ 2kK2 R,w QQMVR + i (5)

e junto com a definicao do tensor energia-momento 7, como

2 ¢ S Matéria

V=g g

leva as equagoes de Einstein dadas por

T

1
R;uz - iRg/u/ + Aguy = HQTNV (7)

Essa equagao relaciona um certo contetido de energia (lado direito dada por 7},,) com a
geometria do espago tempo (no lado esquerdo dado pelos termos relacionados a métrica).
Também pode-se extrair a lei de Newton da gravitacio de maneira aproximada® com
k = 8m(Gyyq sendo Gy q a constante de Newton para d + 1 dimensoes. Para descrever um

sistema gravitacional sem matéria, ou solugoes de vacuo, devemos tomar 7, = 0. Isso

1 Os conceitos mais basicos sobre geometria sdo abordados no apéndice A.
2 Na convencio g = diag(+, —, ..., —) hd um sinal negativo na frente da acdo.

3 Isso pode ser feito supondo que o espaco é aproximadamente plano e que o contetido de matéria de
nao-relativistico. Esse desenvolvimento pode ser visto em (CARROLL, 1997)
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leva a seguinte equacao de Einstein sem massa
1
R, — ERg,ﬂ, +Ag =0 (8)

Essa equacao nos permite obter o escalar de Ricci através da definicao R = g"' R,

2(d+ 1)

R =
d—1

A (9)

e, voltando com esse resultado para a equagdo de movimento, obtermos o tensor de Ricci

2A

o =31

v (10)
O espago tempo que satisfaz essa equagao é chamado de espaco de Einstein (PETERSEN,
1999). Uma outra quantidade importante é o tensor de Riemann. Em um espaco sem
torcao ele mede a derivada do comutador das derivadas covariantes em relagao ao seu
valor no espaco plano, em outras palavras, ele mede a curvatura do espago tempo. Ele é
dado por

R
Ruupo’ = m(gupgua - gudgup) (11)

Espagos que obedecem a essa relacao sao chamados de espagos Riemannianos. Eles tam-
bém possuem o numero maximo de simetrias de um espaco e por isso sao ditos maxi-
mamente simétricos. Um exemplo seria o espaco de Minkowski com d dimensoes. Esse
espaco obedece as transformagoes de Lorentz e translagoes no espaco-tempo, essas trans-
formagoes constituem o grupo de Poincaré. A relatividade especial (no qual a métrica
de Minkowski é usada) obedece a esse grupo de transformagdes. Também sabemos da
relatividade que existem d translagdes e d(d — 1)/2 rotagoes (que incluem os boosts) tota-
lizando d(d + 1)/2 transformagoes possiveis. Esse é o nimero méximo de simetrias para
um espaco de d dimensoes. O tensor de Riemann indica que os espagos maximamente
simétricos dependem do sinal do escalar de Ricci. Os possiveis espacos que satisfazem
essas relagdes sao (PETERSEN, 1999; AMMON; ERDMENGER, 2015)*.:

o Variedade de Riemann

— Euclidiano E¢ (R = 0);
— Esférico Sy (R > 0);
— Hiperbdlico Hy (R < 0).

 Variedade de Lorentz (pseudo-Riemann)

4 Outras convengoes sio usadas em (PETERSEN, 1999; WITTEN, 1998)
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— Minkowski R (R = 0);
— de Sitter dS4 11 (R > 0);
— Anti-de Sitter AdS9 1! (R < 0).

1.1.1 Defini¢do do espago Anti-de Sitter

O espago-tempo Anti-de Sitter é uma solucao das equagoes de Einstein no vacuo
e com constante cosmologica negativa maximamente simétrico. Podemos construir (ou
definir) um espago nao-Euclidiano maximamente simétrico partindo de um espago com d—+
1 dimensoes e eliminando uma dimensao através da imposicao de um condigao invariante
de escala (DOSCH, 2009). Isso resulta em um espago com d dimensoes que ainda possui as
d(d+1)/2 simetrias do espago original de d + 1 dimensdes. Essa ideia pode ser expandida
da seguinte forma: o espago AdSy 1 pode ser tomado como um hiperboloide dentro de
um espaco plano R%>?. Esse é o espaco de Minkowski com d dimensoes tipo espaco e 2

tipo tempo com coordenadas (X% X1, ..., X4 X91). A métrica desse espaco é dada por
g = diag(—1,1,..,1,~1),  a,8=0,..,d+1 (12)

de modo que o elemento de linha fica

d—1
ds® = —(dX%)? + > (dX)* — (dX*)? (13)
i=1
Esse é o espaco plano R%?. O hiperboloide definido nessas coordenadas que representa o
espago AdSgyq €
d .
naﬂXaXlB — —<X0)2— (Xd+1)2+Z<XZ)2 — _L2 (14)
i=1
onde L é o raio de curvatura. A métrica induzida por esse vinculo sob as coordenadas X
define o espaco-tempo Anti-de Sitter e possui as simetrias do espaco R*? de modo que ele

obedece as transformacoes
Xt — X' = A* XY (15)

tal que A" sdo as transformagoes SO(2,d). Uma teoria que seja construida nesse espago
deve ser invariante sob o grupo SO(2,d) por construgao. Uma representacao pictografica
seria o espaco AdSs dentro do RM2 com coordenadas X°, X! e X2. E conveniente utilizar-
mos parametrizagdes para representar o espago AdS. Isso facilita o desenvolvimento das

contas e simplifica a observacao de dois fatos. As descri¢coes mais usuais sao: Estereogra-
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Figura 1 - Representagdo de AdSs com

coordenadas Y1, Y2 e Y3

Legenda: Grafico do hiperboloide
—(Y0)2 _ (Y3)2 + (Y1)2 - _J2
Fonte: FREEDMAN; PROEYEN, 2012, p.
490

ficas (polares), Globais, Poincaré. Trataremos somente das coordenadas de Poincaré nas
proximas segoes e as outras podem ser encontradas em (PETERSEN, 1999; AMMON;
ERDMENGER, 2015).

1.1.2 Coordenadas de Poincaré

Iremos comecar introduzindo uma parametrizagdo do hiperboloide. Definindo as

novas coordenadas t € R e 2% = (2!, 2%, ..., 2%71) € R4! junto com 2z € R, tal que
1
X0:2—(22+L2+X2—t2) (16)
z
- Lat
X' = 17
. (17)
1
Xl=—— (2 -L*+x*—1?) (18)
2z
Lt
Xd+1 _ = (19)
z

A restricao z > 0 faz com que essa parametrizacao cubra somente metade do espago-tempo

AdS4,1. Essas mudangas resultam em uma métrica induzida dada por
L2

ds® = = (d2* + dx® — dt®) (20)
z

A parte do espago coberta por essa parametrizacao é ligada por uma transformacao con-
forme com o espago-tempo plano de Minkowski. Podemos pensar no espaco AdS;y1 como
um espago plano, descrito por ¢,x mais uma direcao extra distorcida dada por z. Para

valores fixos de z o espago tempo transversal é o espago plano de Minkowski com d di-
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mensoes R14~1. Nesse sistema de coordenadas a borda do AdSg,; é dada pelo espaco de
Minkowski com d dimensdes (R4~ com coordenadas (¢,x) e z = 0) mais um ponto P em
z — 00 (isso vem do fato de que ds? = 0 quando z — 00). Isso corresponde & R14~1U{oo}.
E possivel mostrar nesse sistema de coordenadas que o escalar de curvatura e a constante

cosmologia sao dados por

d(d + 1)

R=—=p— (21)
o dd—1)

A== (22)

1.1.2.1 AdSg4.1 Euclidiano

A métrica que foi utilizada possuia assinatura tipo Lorentz. Vamos definir agora o
espago AdSyy1 com assinatura Euclidiana. Para isso vamos precisar aplicar uma rotacao
de Wick.

Rotacao de Wick:

A mudanca do tempo “real” para o tempo “imaginario” é conhecida como rotacao

de Wick devido ao fato de estarmos realizando uma rotacio de 7/2, ou i = €"™/2, no plano

complexo do tempo. Essa transformacio permite a passagem da métrica de Minkowski
ds® = ndatds” = —dt* + dx* (23)
para métrica Fuclidiana

dsy, = 0,,da'pdx, = dt* + dx* (24)
A agdo se torna

S = / dizl = — / dlzrpl =i / dzpLp = iSp (25)
de modo que

S—iSy., L=-Lp Z= / dgpe’s — / de=SF (26)
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Representagao Euclidiana:

0

Fazendo a rotacao de Wick na métrica 20 e fazendo as identificagbes z° = 2z e
x! =t obtemos

L2
ds® = ——6,,drtdx” (27)

(20)?

com pu,v = 0,1,...,d. Essa métrica pode ser vista como o semi-plano superior z° > 0 no
espaco Euclidiano R¥! com coordenadas ' € R4T!. Essa definicio da métrica leva as

seguintes quantidades que serao usadas com frequéncia

L2
gul/ = (:1:0)25;,611 (283;)
v xo 2 4
o (L3 5 (28D)
L —(@+D)
vi=(5) 2

No decorrer desse trabalho usaremos essas definigbes com L = 1.

1.1.2.2 Comportamento da borda

Podemos utilizar a representacao FEuclidiana para explorar as caracteristicas da
borda do espaco Anti-de Sitter. Um desenvolvimento realizado em (WITTEN, 1998) se
mostra bastante intuitivo. Seguiremos ele por hora. Vamos comegar definindo uma bola

aberta unitaria By, no espaco Euclidiano R+ com coordenadas v, ..., yq tal que

Y <1 (29)
Podemos compactar essa bola aberta de modo a obter uma bola fechada, By, definida

por
y* <1 (30)

A maneira de fazer isso é “somar” a esfera S¢ definida por y?> = 1. Desse modo estamos
somando os pontos que estao faltando para se obter a bola fechada. Essa analogia pode
ser aplicada para o AdS;,1. De fato os dois espagos, tanto o Anti-de Sitter quanto a bola

aberta, podem ser definido pela métrica

Ady?

ds? = i
T =2

(31)
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Essa métrica, assim como a bola aberta By, nao se estendem até a borda ou definem
uma métrica para tal. Essa definicao é singular na borda em y = 1. Para obtermos uma
métrica na borda devemos escolher uma funcdo f definida em By, e que seja positiva em
By e possua um zero de primeira ordem na borda. A escolha nesse caso seria f = 1 —y2.

Isso leva & seguinte métrica na borda
ds® = f2ds* (32)

Essa métrica ¢ restrita para a borda S?. Podemos notar que a escolha de f ndo ¢ modifi-

cada por uma transformacao conforme. Isso significa que se fizermos

[ = Je® (33)
iremos obter

ds* — e*ds? (34)

ui w deve ser uma funcao r m 1. n u vem icionar no infin r

A deve se a funcao real em By, 1. O ponto que devemos adicionar no infinto para

obtermos uma borda conforme, que foi comentado anteriormente, é equivalente a adigao

de S? para obtermos Bgyq. Assim, a fronteira do AdS,.; ¢ composta pela superficie z = 0
+ ) +

mais o ponto no infinito.

1.2 Grupo conforme e AdS;,

As transformagoes de coordenadas, ou mapa r — z/, permitidas pelo grupo con-
forme sao tais que deixam a métrica g, invariante a menos de um fator de escala positivo

local. Isso é, as transformagoes permitidas obedecem a

(@) = Q2 (2) g () (35)

Esse grupo contém as transformacgoes de Poincaré, usuais da relatividade geral, junto com

a transformacao de escala e as conformes especiais. Essas duas tltimas sao:

o Dilatacoes ou transformagoes de escala: Essa transformacao é definida como
at — " = Nt AeR (36)

Como exemplo podemos fazer essa mudanca na métrica definida em 31 de modo a
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obter
Ady’?
d 2 — 7
Ty o
AN dy?
- 2,%2 2 (38)
(1= X2

Devido ao fato da métrica ser conforme podemos novamente definir uma nova fungao
f que satisfaz d3? = f2ds®. Isso leva & uma mesma métrica na borda. O operador
que, uma vez aplicado aos elementos desse espaco, gera essa transformacao é dado

por D = —izt0,.

o Transformacoes conformes especiais: Essa transformacao preserva os dngulos entre

dois vetores z#, y* quaisquer. A mudanca sob as coordenadas é dada por

zt — (39)
B

De forma equivalente podemos escrever °

ot 4 \Hg?

/u:
142\ - x4+ \222

(42)

Preservar dngulos significa que a quantidade = - y/\/z - = y-y nao é modificada.

Podemos entender melhor essa relagdo se considerarmos trés pontos proximos

X, X + dxq,X + dxo (43)
e suas imagens

X', x' + dx}, x' + dx} (44)

O fato de uma transformacao ser conforme esta ligado a preservacao dos angulos no

espago-tempo, podemos escrever isso da seguinte forma

Xm : dXQ dX/l . dX/2

= (45)
\/ dx3dx? \/ dx'dz?}
5 A relacdo entre as duas definicoes 39 e 42 se da por
2
/2 T (41)

- 142X x + \222
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mas levando em conta 39

22dx’t — 2x! - dx'x xPdxt — 2x - dxat
(z'2)2 = (22)2 (46)
dx; - dx;  dx; - dx; ..
= =12 (47)

I./

que esta de acordo com o esperado. Essa transformacao também pode ser entendida
como uma sucessao de transformacoes, primeiro se toma uma inversao seguida de
uma translacao e por fim outra translacao. O operador associado a ela é K, =
2x,D — ZE2PM.

Essas transformagoes introduzem novas formas de representar os elementos desse espaco.
Objetos definidos sob transformacgoes de Poincaré podem ser chamados de escalares, veto-
res, tensores etc. Se uma certa quantidade ¢é invariante sob transformagoes ela é chamada
de escalar, por exemplo. Os campos que estaremos estudando nesse trabalho sdo auto-
fungdes do operador de escala D e com autovalor —iA. Essa quantidade é chamada de
dimensao conforme do campo e é uma nova propriedade dos objetos que vivem no espago

conforme. Essa transformacao pode ser escrita como
¢(w) — ¢'(2") = A2¢(\z) (48)

As transformacgoes do grupo conforme atuam sob esse elemento. Em especial o operador
de translacao espacial aumenta a dimensao conforme enquanto que o de transformacao
conforme especial diminui-o. O campo nao pode ter a sua dimensao diminuida infini-
tamente, ele deve possui uma dimensdao minima para que seja unitario. Para o campo

escalar livre essa dimensao é

d—2
> =
- 2

A (49)
Atuar com o operador que diminui a dimensao conforme nesse caso leva a um resultado
nulo. Operadores que sao aniquilados dessa forma sdo chamados de primérios. Esse
operadores priméarios sdo classificados pela sua representagéo no grupo de Lorentz (escalar,
vetor etc) junto com a sua dimensdo de escala A (e todas as dimensdes que podem
ser obtidas subindo/diminuido ela). Nesse sentido um campo escalar é um campo que
se transforma como um escalar sob as transformacoes de Poincaré e possui uma certa

dimensao A. O mesmo ocorre para um campo vetorial e assim por diante.
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1.2.1 Restrig¢oes da func¢ao de 2 pontos na CFT

A teoria de campos conforme definida na borda de AdS;,; impoe restrigdes so-
bre a forma da funcao de correlacito (AMMON; ERDMENGER, 2015; FRANCESCO;
MATHIEU; SENECHAL, 1997). Essas restrigoes determinam a forma das fungoes de 2-
e 3-pontos a menos de alguns parametros. Vamos ver como isso ocorre.

A invaridncia da acdo, S = 0, sob transformacgoes conforme em nivel classico

levam as identidades de Ward para as fungoes de correlagao da forma
Z G1(21)P2(w2) - 0i(25) - - - P () = 0 (50)
=1

onde d¢ é uma transformacao infinitesimal conforme. Em particular pode-se escrever a

identidade de Ward para dilatagoes

" 0

3 (et g+ ) @)+ ,(0) -6 0) =0 1)
i=1

onde A; é a dimensao de escala do campo ¢;. Essa identidade de Ward associada a

dilatagoes impoe restrigoes sob a forma da dependéncia da funcao de correlagao. Essa

relacao se traduz em ©

(pr(Az1) - Pn(Ay)) = ATALL N A (P1(1) -+ Dnln)) (52)

Se usamos essa relacao a funcao de 2 pontos para dois operadores escalares ¢; e ¢ com

6 Podemos ver através de um exemplo que essas relagoes sdo idénticas. Seja f(z,y) uma funcio homo-
génea de ordem n

[tz ty) = " f(x,y)

Agora fazendo a derivada em relagio a ¢ temos

0
57/ (tw,ty) = nt" " f(z,y)
definindo =’ = xt e y = yt

8f o Ofdy _ of  of _ af _ of
n—1 4 I Y —_—
= vt Yoy ar Yo TVay ~ Yam Yy

tomando t =1

Lof L Of
zo +y8fy = f(z,y)
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dimensdo escalar A; e Ag se transformam como

(B1(Az1)do(Aw2)) = A™21722 (¢ (1) o (2)) (53)

ou de outra forma

(1(21)Ba(m2)) = A¥1T22 (d1 (Awy) o (Axa)) (54)

Agora como a fungao de correlacio (¢ (z1)d2(x2)) s6 pode depender de (z1 — x5)? devido

a invariancia de Poincaré (invaridncia sob rotagao e translacao), ou seja

(01(21)d2(w2)) = f(lw1 — 2a) (55)

comparando com o resultado anterior tem-se que f(z) = A*1+22 f(\z). Isso leva a

(61(01)a(2)) = —— 282 (56)

- |x1 — $2‘A1+A2

A1+42)/2 - Além dessa limitacdo quando

onde |z, — x|21752 ¢ a abreviacao de ((z; — 12)?)
se leva em conta a invaridncia sob transformacoes de escala especiais tem-se que essa
fungdo de 2 pontos é nula para A; # A,. Assim operadores escalares com dimensao

A1 = Ay = A devem possuir a seguinte forma para a funcao de 2 pontos:

(O@)0(y)) = ,_Cy,A (57)

Agora que temos o resultado esperado podemos comprar com os obtidos. O operador
dual no caso do campo vetorial ¢ uma corrente na teoria conforme, isso impoem condic¢oes
extras sobre a funcao de 2 pontos. Nao iremos deduzir essa relagdo. No caso do campo

vetorial tém-se

¢’ (r —y)i(r —y),
Ji(x) i (y =/<5¢‘—2 J 58
(L) = = (0 =20 (58)
Onde A’ é a dimensao do operador J;(z). Devido a simetria de calibre essa corrente deve
ser conservada na borda o que implica que A’ = d — 1. Isso pode ser visto de forma

simples com

(25500 ) = - (a5 )

/ / (x_y)

Para que isso seja nulo devemos impor A’ = d — 1.
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2 CAMPO ESCALAR

O campo escalar é um exemplo 1til no estudo da correspondéncia AdSy,1/CFTy.
Isso se deve ao fato de que o entendimento matematico de como a correspondéncia pode
ser utilizada para se obter informacao sobre a teoria de campos conforme na borda é
bastante direta. Além disso o operador da teoria dual na borda é bem entendido dentro
da C'FT como vimos no capitulo anterior. Até esse ponto nao especificamos como a
correspondéncia é aplicada matematicamente, isso é, qual a prescricao exata da dualidade
holografica. Vamos ver que isso é feito de maneira relativamente intuitiva no decorrer do
desenvolvimento desse capitulo. Mas antes disso vamos definir precisamente o sistema
gravitacional que iremos estudar.

O sistema que estamos interessados em estudar é dado por um campo escalar
massivo dentro do Anti-de Sitter. Vamos comegar desenvolvendo a acao que o define
no espago curvo (segao 2.1) para depois utilizar o principio variacional (iremos fazer uma
analise dele voltada para a fixagao da agao através das diferentes condig¢oes de contorno no
AdSg11 na segao 2.2). Na se¢ao 2.3 iremos solucionar as equagoes de movimento de forma
aproximada e utiliza-la para entender a prescricao holografica, como se obtém funcoes de
correlagao e o espectro de massas permitido. Depois desse desenvolvimento introdutoério
usaremos esses conceitos em 2.4 para se obter as diferentes fungoes de correlagao asso-
ciadas as diferentes condigoes de contorno. As condigoes abordadas sao Dirichlet (segao
2.4.2), Neumann (secao 2.4.3) e uma combinacdo linear dessas ultimas duas chamada
de condigbes mistas (secao 2.4.4). Isso permitird a analise comparativa das fungoes de
correlacao na secao 2.5.

O desenvolvimento desse capitulo sera feito considerando a representacao em co-
ordenadas de Poincaré na sua versao Euclidiana do espaco Anti-de Sitter com d + 1
dimensoes que abrange somente o semi-plano superior. Vamos tomar o raio de curvatura
L = 1 pois ndo h4 vantagens em carrega-lo nas contas. Também tomaremos 2° = z
quando for conveniente. Isso faz com que o elemento de linha que haviamos definido na

equagao 27 fique como

ds? = L (42 + (di')?) (61)

z

e as defini¢coes da métrica dadas por 28 tomem a forma

1
Guv = ﬁéuy (62&)
g = 226" (62Db)

Vg =z (62c)
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E importante ressaltar que usaremos com bastante frequéncia as defini¢oes 62 e que muitas
das passagens que utilizarem elas serao deixadas implicitas para nao estenderem as contas.
Também deve-se notar que serd comum escrever z' = x com i = 1,2, ..., d para evitar de

carregar muitos indices nas contas.

2.1 Motivando a acao do campo escalar ¢

O campo que estudaremos nessa se¢ao ¢ definido como um objeto que se comporta
como um escalar sob as transformagcoes de Poincaré e possui uma dimensao de escala A.
Esse conceito foi explorado em 1.2 e iremos nos limitar a chamé-lo de campo escalar nesse
sentido mais geral.

Uma forma de se motivar uma ac¢do em um espago curvo ¢ iniciar com a agdo em
um espago plano e modifica-la. Iremos seguir (DOSCH, 2009) nesse sentido. A agdo que

descrever um campo escalar com massa m no espago plano de Minkowski (d + 1) é

116,00 = 5 [ @' (1#0,60,6 — m*7) (63)

Aqui escrevemos I[¢, 0¢] para deixar claro a dependéncia da a¢ao no campo e sua derivada
primeira. No decorrer do capitulo escreveremos simplesmente I[¢] ou I. A agao é definida
como a integral em todo o espago-tempo da Lagrangiana L[¢]. As seguintes modifica¢oes

permitem que a acao leve em conta a geometria nao-Euclidiana

o« " — gM(z#), a métrica com dependéncia no espago tempo permite descrever

efeitos de curvatura;

o dir — ddx\/g (raiz quadrada do determinante da métrica) Esse é um elemento de

volume invariante sob transformacdes no espaco nao-Euclidiano’;

e 0 — D (derivada covariante) Aqui, felizmente, ndo precisamos nos preocupar pois

um escalar nao é afetado pelos termos extras da derivada covariante.

Fazendo essas modificagdes na agao 63 obtemos

1
2 JAdS44q

1[¢] "2 /g (0" 60,0 +m?¢?) (64)
Essa acao descreve um campo escalar massivo ¢(z*), onde z# = (2° = 2,x = 29)
(1t =1,...,d) em AdSy;; uma vez que definimos a métrica na representagdo do AdSg:4

Euclidiano do semi-plano superior.

" No caso det Juv < 0 tem-se d%z\/—g
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2.2 Fixando a acao na borda

A dindmica de um campo é definida pela sua equacao de movimento. Para se obter
tais equacoes é necessario aplicar o principio variacional. Vamos ver como isso ocorre
resumidamente. A agdo para um campo escalar ¢(z,x) pode ser escrita de maneira geral

CcOo1mo

1= d"eL(6.0,0)

Aqui M se refere a uma variedade (ou espaco-tempo) onde a integral é realizada. No
caso do espaco-tempo M = AdSy,, o intervalo de integracao é —oco < 2 < ocoe z > 0
e o elemento infinitesimal dado por d*'z = dzdx = dzdz'dz? - - dz?. Essa definicdes
sao consequéncia da escolha de parametrizacao com coordenadas de Poincaré na versao
Euclidiana feita em 1.1.2. Quando tratamos da variedade OM = 0AdS,,1 estamos nos
referindo a borda do espaco anti-De Sitter que possui d dimensdes de modo que dz =
dx = dz'dz?---dz?. E importante ressaltar que a métrica é divergente na borda de
modo que serda necessario tomar um cuidado especial. Variando essa agao sob valores

infinitesimais do campo ¢ obtemos

oL
oI = /M dd“x( 39+ 7.5 (auqa)) (65)

Usando o que 6(0,¢) = 0,(d¢) permite realizar uma derivagao por partes e escrever

51 = / Ay <a£5<z>+ oL (5¢)>

96°° " 99,6
oL
d+1
= e (G000 (759%9) -0 () ) )
Organizando os termos leva a
oL oL oL
_ d+1 Y~ d+1
5[_/Md x<a¢ 9, (aw))éw/ d (amw) (67)
Euler-Lagrange Termo de Borda

A primeira parte é chamada de equagoes de Euler-Lagrange e o segundo termo é conhecido
de forma geral como termo de borda. Podemos ver isso do fato de que ele é a integral de
uma derivada total. Usualmente ele seria nulo pois o seu resultado seria simplesmente o

valor dos campos no infinito. Mas esse ndao é o caso para um espaco com borda. Vamos
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desenvolver esse argumento com

_ d
5B_/Md“ 29, (88#¢5¢>
] oL
/d+1 l (aao¢5¢>+ai<aal¢5¢>] (68)

onde 0y = =2 ei=1,2,..,d. Os termos com derivadas espaciais ; sdo nulas pois o

= 0

— 929 T 0z

nosso espaco nao tem limite nessas dire¢oes espaciais. Vamos definir um vetor normal a
0AdS;;1 que serd ttil como n#(xg) = (—xo,0) 8. Esse vetor, como a métrica, é singular

em z = 0. O termo de borda pode ser escrito da seguinte forma

oL
5B = d’ 6
OAdS i1 v (ng 00y (b) S0

onde indicamos que os valores devem ser tomados em z = 0. O processo exato de como

(69)

isso ocorre serd visto no decorrer do desenvolvimento do texto. Podemos ver aqui que se
0 NO0Sso espago nao possui borda entao esse termo seria trivialmente nulo pois apenas os
termos ligados a coordenada da borda 2" = z aparecem. Se esse termo for nulo entdo

podemos escrever o principio variacional como

Wy oL oL

e obter as equacoes de Euler-Lagrange que, uma vez solucionada, resulta na equacao de
movimento para o campo escalar massivo no interior do espaco Anti-de Sitter. O termo de
borda B deve ser nulo para que o principio variacional §1 = 0 seja satisfeito. Normalmente
podemos tratar desse termo de duas formas diferentes. Primeiro é dizer que esse termo
¢ nulo no infinito impondo condi¢ées de contorno. O outro seria subtrair esse termo da
nossa a¢ao como um contra termo. A escolha de qual método usar depende da acao em
si e de qual condicao de contorno queremos usar. Por exemplo a acao 64 leva a um termo

de borda dado por

B = d'z (\/gnod*$00) | ,_

OAdSg11

= Az (z’dﬂﬁoqﬁ&b)

OAdS 41

) (71)

8 De forma geral esse vetor normal unitaria ¢ dado por

1
=——09,—-n'=

1
vV 9uv v 1/ 4900

z
80 == Zao
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Y= z = 0. Podemos ver aqui que se

onde estamos tomando esse valores na borda em x
0 Nosso espago nao possui borda entao esse termo seria trivialmente nulo pois apenas os
termos ligados a coordenada da borda 2° = z aparecem. Vamos entender como ¢ possivel
fixar essa variagado impondo diferentes condi¢oes de contorno para depois calcularmos a

equacao de movimento na proxima se¢ao.

2.2.1 Condigoes de Dirichlet

A maneira mais intuitiva é impor condi¢ées de Dirichlet sob o campo ¢. Essa

condicao ¢é descrita como

sl =0 (72)

2=0

Isso significa que o campo ¢ fixo na borda de AdS;.; em z = 0 e o termo B é natural-

mente zero sem nenhuma modificacao na agao. Desse modo podemos definir um sistema

consistente com a acao 64 junto com a condicao 5@25’ 0 = 0. O fato de termos fixado
z=l

a acao na borda nao significa que ela é nula. De fato essa acdo na borda sera de suma

importéancia para a correspondéncia AdS/CFT como sera visto a frente.

2.2.2 Condigoes de Neumann

Outra forma de fixar as condi¢oes de contorno na borda é impor condigoes de
Neumann. Essa imposicao diz sob a variacao da derivada do campo. Primeiro vamos
considerar um vetor unitario que é perpendicular a borda apontando para dentro, n*(xy) =
(—x0, 0), que foi definido anteriormente. A projecao da derivada do campo na borda zo = €

pode ser escrita como
n*(€)0,¢ = On¢ (73)
e fixar o seu valor significa

50.0) =0 (74)

2=0

Essa condi¢ao nao torna o termo de borda ¢ B nulo de modo que a nossa variacao da a¢ao
01 # 0. Para se obter uma acao estacionaria temos que subtrair um termo que compense
o termo de borda. Esse termo é tal que ele deve cancelar a variacao da acao 64. Vamos

comegar dividindo essa nova ac¢ao em duas partes, uma a acao dada por I em 64, outra
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pela parte que deve ser acrescida para tornar I estacionaria

In=1+1Is (75)
Fazendo a variagao obtemos

0y =06 +6lg (76)
Colocando 61y = 0 leva a

0lg = —01 (77)

A parte que sobrevive em 61 em 0AdS,y 1 é dada por dB. Isso significa que se redefinir a

agao como
In=1+18B
1
— dd+1 M bo 242 _/ dd 80 78
2 JAdS4i1 V910" 00,0+ m¢] HAdS 441 TV/99m00 (78)

iremos obter 81y = 0. E importante notar que o termo adicional ¢ tomada estritamente

na borda 0AdS;,1 de modo que ele nao altera a equagdo de movimento.

2.2.3 Condigoes Mistas

Também é possivel introduzir condigoes de contorno que consistem de uma combi-
nacao linear das condigoes de Dirichlet e Neumann (MINCES; RIVELLES, 2000). Essa

combinagao é dada por

o(z) + antd,p(x) = v*(x) — o[ (x)] =0 (79)

Temos que a nao é um indice da convencao de somatoério, ele é um coeficiente real arbi-
trario nao nulo. Essa condi¢ao de contorno, como na caso das condi¢oes de Neumann, nao
torna a acao 64 estacionaria. Para que isso aconteca temos de fazer um processo similar
ao feito no caso anterior e adicionar um termo a nossa acao. Vamos olhar novamente para

a variacao da agao e do termo que devemos adicionar Ig

_ oL oL
Sy =6(1+ 1) = /d4 ((% O, (aau¢>>5¢+/ d*z0, (88u¢5¢>+513 (80)

Euler-Lagrange Termo de Borda
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A condicao de contorno 79 é imposta sob uma combinagao, isso é ¢+ ad(n*d,¢) = 0, de
modo que a melhor maneira de impor essa condicao é escolher I tal que essa combinacao

apareca.

SIgn—shell _ /M d*20,, (/GO $36) + 1
= [ 40,1506 (656 + ad(n"0,0)]
- /M d*20,, [\/50°$61°]
)

onde escolhemos

15 =5 [ d120,(y50" on,0) (81)

A nova acao fica

1
2 JAdSqq

9] 451000, + mo?) + 5 [ 410, (/50" on"0,0) (52)

Essa a¢ao junto com as condigdes mistas definem uma agao estacionaria na borda.

2.3 Correspondéncia AdS;,1/CFT,; e o campo escalar massivo

Nessa secao iremos introduzir os conceitos béasicos da correspondéncia holografica
utilizando o campo escalar massivo. O primeiro passo que iremos abordar é a obtencao
da equacao de movimento utilizando as equagoes de Euler-Lagrange. As diferentes for-
mas de se fixar a acdo para que o principio variacional seja valido foram vistos na secao
anterior. Depois de obtermos a equacao de movimento partiremos para a sua solugao
através das fungoes de Bessel modificadas. Isso permitira definir os conceitos bésicos da
prescrigao holografica na secao 2.3.3. Além disso iremos desenvolver a relagao entre a
dimensao conforme dos operadores da C'F'T e a massa dos campos do interior de AdS
obtida da dualidade hologréfica. Alguns trabalhos importantes nessa segdo sao (RA-
MALLO, 2015; DOSCH, 2009; BREITENLOHNER; FREEDMAN, 1982b; KLEBANOV:;
WITTEN, 1999; AMMON; ERDMENGER, 2015; PETERSEN, 1999).
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2.3.1 Equacao de Movimento

Vimos na sec¢ao 2.2 que o principio variacional pode ser aplicado desde que seja
levado em conta as condigoes de contorno e possiveis modificagdes na acao. Essa modifi-
cacao nao altera a forma da equagdo de movimento pois todos os termos adicionados sao
tomados na borda do sistema. As equacoes de Euler-Lagrange na Lagrangiana definida
em 64 podem ser utilizadas sem problemas. A equagdo de Euler-Lagrange para o campo

escalar ¢ dada por

oL oL
(45

resulta na seguinte equacao de movimento

1

V9

que usando V, = %(‘3“ e V¥ =, /g0" fica na forma

O)1\/56] — m?6 = 0 (84)

(V,V? —m?)¢p =0 (85)

Uma comparagao que pode ser feita é entre essa equagao (que é valida para espagos curvos)
e a equagdo de movimento para o campo escalar em espaco plano (DOSCH, 2009). No

caso plano utilizamos 83 em 63 para obter
9D, +m*¢* =0 (86)
Escrevendo 84 de uma forma similar a esta

1
M $p0,¢p +m*¢* = —ﬁau(\@g“”)@m (87)

permite entender que a modificagdo que a interacao com a gravidade faz na equacao de
movimento é a adicdo do termo —ﬁ@u(\/ﬁg’”)&,qﬁ. Se a métrica for plana esse termo é

trivialmente nulo.

2.3.2 Solucao simplificada da equacao de movimento

O comportamento do campo escalar nas proximidades da fronteira de AdS;., é
bastante importante no estudo da correspondéncia pois estamos interessados em relacionar
os campos perto da borda com os operadores que vivem na borda. No capitulo 2.3.1 foi

calculado a equagao de movimento para o campo escalar massivo 84 dada por (V,V? —
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m?)¢ = 0. Usando as definigoes 62 e lembrando que 9, = (Jy = 0,,0;) onde i = 1, ....d

podemos escrever essa equacao na forma

2710, [2710,¢] + 220;0i0 — m*p = 0 (88)
220,00 + (1 — d)20,¢ + 2°0;0;¢ — m*¢ =0 (89)

O primeiro passo é fazer a transformada de Fourier do campo ¢ = ¢(z,x") em sua coor-

denada 7' dada por

dk
(2m)4

onde usamos ¢(k,z") = ¢.(2%) e k- x = k;x'. Isso significa que estamos expandindo o

e T (2) (90)

oza') = [

nosso campo em modos normais k e depois somando (integrando) sob todos os modos. A

equagao de movimento para ¢ (z) é fica como
220.0.¢1(2) + (1 — d)20.01(2) — 2°k*1(2) — m*Pp(2) = 0 (91)

onde k% = k;k;. E importante notar que fizemos apenas a transformacao da coordenada
a2t para i = 1,2, ..., isso é, deixamos de fora a coordenada z que é a que leva a borda de

AdSy.1. Podemos usar o seguinte ansatz
or(2) ~ 22 (92)

para obtermos o comportamento do campo ¢ (z) nas proximidades da borda z = 0 (a
forma exata da solugdo sera estudada em 2.4.1). Substituindo na equagao de movimento
152 obtemos

A(A —d)2? — k22512 —m?22 =0 (93)

A+2

O termo z vai a zero mais rapidamente que z® quanto z — 0. Isso significa que o

termo z® ¢ dominante e que podemos descartar o termo z**? pois estamos interessados

no comportamento assintético. Isso leva a seguinte equagao para A
A(A —d) =m? (94)

onde as solugoes sao
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E conveniente definir o seguinte parametro

UV = Z -+ m2 (96)

de modo que as solugoes Ay ficam na forma simplificada

d
Ai = 5 +v (97)
Com isso podemos escrever a solugdo para o campo ¢ (z) nas proximidades da borda em

z = 0 como

or(z) & A(k) 2™ + B(k)2"- (98)
Usando o fato de que A, + A_ = d e a defini¢do 96 podemos escrever
o(2) ~ A(k)z% + B(k)z* 2+ (99)

Essas diferentes formas de se escrever a potencia em z sdo uteis quando analisarmos os

diferentes dominios de v. Fazendo a transformagao de Fourier inversa em ¢ (z) nos leva

a

d(z, ) ~ A(x)2™ + B(x)2974+ (100)
A nossa solucao é composta de duas contribui¢oes, uma vinda de ZA-=d=Ai=5-V ¢ gutra
de zA+=5+v para v # 0. Como A_ =d — A, < A, pode-se dizer que os termos ligados

a A_ possuem um decaimento lento quando comparado com o decaimento de A, . Isso

e d . . . . d_
é lim 22 decai mais rapidamente do que lim z27".
z—0 z—0

seguinte nomenclatura

Esse fato faz com que seja usual a

Decaimento Répido | z4+=2  A(x)

1Y

Decaimento Lento | 22-=27" B(x)

Precisamos entender como esse campo esta relacionado com o operador na borda dentro
da correspondéncia AdSy.1/CFT, e para isso vamos desenvolver a prescrigao holografica

na préxima secao.
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2.3.3 Funcgoes de Correlacao

A relagdo conhecida como prescricio GKP-Witten (WITTEN, 1998; GUBSER;
KLEBANOV; POLYAKOV, 1998) é

ZoFT; = ZAdSg (101)

Vamos entender o que cada lado dessa relacao significa e como podemos obter fungoes de

correlacao Euclidianas

(O(21) - O(xn)) - (102)

Zcrry:

Uma teoria de campos pode-se dizer "resolvida'se todas as funcoes de correlacao
(ou fungoes de N pontos) forem obtidas. Isso se deve ao fato de que através dessas fungoes
é possivel obter informacoes fisicas mensuraveis como as propriedades de espalhamento
de particulas fundamentais. Essas fungoes sao calculadas partindo-se da funcao geradora

que ¢é obtida fazendo-se uma pertubacao na lagrangiana
L—L+J(x)Ox)=L+ Ly (103)

onde J(z) sdo fungdes arbitrarias (chamadas de "fontes") e O(z) sdo os operadores locais.

O funcional gerador fica na forma

ZorrlJ]) = <exp {/ EJ]>CFT (104)

As fungbes de correlagdo sao obtidas fazendo-se a derivada funcional de Z e depois to-
mando J =0

(11060 ) =T 5108 Zerrl

%

(105)

J=0

Zpgsg

Vamos considerar um um campo qualquer ¢(z, x) vivendo em AdSgy,. Esse campo
possui um valor ¢q(x) na borda tal que

do(x) = ¢(z = 0,2) = ¢| (106)

(x
9AdS 441
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Um problema surge do fato de que a métrica é divergente na borda (basta tomar z = 0
em 61) de modo que o valor do campo ¢ é tipicamente diverge nesse ponto. Podemos

contornar esse problema tomando o limite no campo na borda

lim 227 (z, x) (107)

e—0

A funcao de particao é tomada sob todas as fung¢oes que possuem o valor de campo ¢y na
borda de AdSg,

ZAde-H g25 — gbo Z eSAde+1 (108)
$—¢o

Essa funcao de particdo pode ser escrita como uma integral funcional
Zsasulon] = || Do 19 (109)
0

onde todas as configuragoes de campos cujo valor na fronteira seja ¢y sao levados em
conta. No limite onde a gravitacao classica é dominante (aproximagao de ponto de cela)
pode-se escrever esse funcional gerador como a solugao classica da teoria gravitacional.

Nesse caso a fungao geradora se torna

on—shell

Z 4dSgy (0] = € A9%ar 1 [67290] (110)

onde So—shell ¢ a acdo tomada na camada de massas (on-shell). Para se obter essa
quantidade primeiro deve-se solucionar a equagao de movimento para o campo ¢ com
as devidas condi¢oes de contorno. Depois deve-se substituir a solu¢do na agdo. Como o
campo obedece a solugdo classica (equagdo de movimento) a a¢ao na camada de massas
se reduz ao termo de borda. Esse termo de borda deve ser dado por (a menos de um

sinal)

gon— shell d —d+1
O — O d xr z (b@ 0]
Ade_H [ O] 9 de+1 0

o (111)

Interpretacao:

Se olharmos somente para o lado da teoria conforme podemos afirmar que o campo
¢ funciona como uma fonte externa, olhando para o lado gravitacional do interior de
AdS4,1 0 campo ¢ é um campo se propagando em um espaco curvo de d + 1 dimensoes.

Essa dualidade pode ser escrita como

<exp </ ddxgbo(’))> =5 (112)
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Essa relagao permite obter informagoes como a fungao de n-pontos de operadores na teoria
de campos conforme.
6" 1 [cho]

(Oy(x1) -+ Op()) = 0o (1) - 000(xa) |, (113)

2.3.4 Fungdo de 1-ponto (O(z))

Vamos calcular a funcao de 1-ponto, ou valor esperado, do operador da teoria de
campos conforme através do método proposto pela prescricao holografica. Isso servira
para exemplificar o processo que sera aplicado no restante desse trabalho. A equacao 113

para n = 1 se resume a

01 (o]

(0 - 1o
0 $0=0

(114)

A solugao da equacdo de movimento do campo ¢(z° = z,2%) obtida em 100 diz que
existem duas solugoes linearmente independentes para o nosso campo ¢(z,x). Dessas

duas parcelas apenas uma pode ser relevante nas proximidades da borda z = 0. O termo
A+:%+V

, d_y g
com z ¢ nulo quando z — 0 enquanto que o termo 227" é divergente. Podemos

ver isso em

d d d?
B RN 2 11
5 v 5 4+m (115)
d 4m?
=— |1 —4/14+ — 0 116
2[ T < (116)

onde m? > 0. Essa divergéncia implica que devemos tomar z = ¢ (onde € ¢ um valor pro-
ximo de zero) e depois tomar z = € — 0 no final das contas. Desse modo o comportamento

do campo nas proximidades da fronteira em z = € é dado por
P(e, ) ~ 2+ B(x) (117)

Estamos procurando um campo ¢(0,x) = ¢o(z) regular na borda para servir de fonte da

) N AL —d_
teoria de campos dual no entanto o nosso campo ¢(e, 2°) diverge por um fator e=2+=37",

Podemos remover essa divergéncia redefinir o campo na borda como o limite dado por

$(0, ) = lim A (e, 1) (118)
= B(x) (119)
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Isso nos leva ao seguinte resultado

(0, ) = ¢o(x) = B(x) (120)

A parte da solugao com decaimento lento estd relacionada com a fonte dos operadores
da teoria da borda. O fator B(z) = ¢o(x) pode ser calculado através da solugao exata
da equagdo de movimento junto com as condigdes de contorno. O comportamento sob

transformacao de escala do campo ¢ é dado por

o(e,x) = lim ed_A+:g_”gbo(x) (121)

e—0

isso segue como consequéncia de 118. Agora que obtemos o comportamento do campo na

borda podemos voltar para a acao tomada na camada de massas 111. Para o termo 0y¢

usaremos 2¢Z:2)

5 . Feito isso obtemos

zZ=€

<P”*M”AJL:fﬂxRd——A+kf%¢dxﬁ%C@—%A+A@w¢dxﬂ (122)

No limite de z = € — 0 leva o primeiro termo a divergir e o segundo termo nao é afetado
pois nao hé potencias em e. O processo da extracao dos termos divergentes, dentro
da holografia, é chamado de renormalizacao holografica (HENNINGSON; SKENDERIS,
2000; HARO; SOLODUKHIN; SKENDERIS, 2001). Nesse caso o termo que devemos
adicionar na acao (obtido em (RAMALLO, 2015)) é

d 2 12
Sep X /aAdeH d®z /v (123)

onde v = g’aAdS é o determinante da métrica tomada na borda. A adicao desse termo
d+1
consiste de uma modificacdo do termo de borda. Desse modo a acdo renormalizada

gren — Son—shell + Sct fica como
ﬂmwmj‘&mw%m (124)

Finalmente com essa quantidade em méaos pode-se calcular a fun¢gdo de um ponto onde a

fonte do nosso operador da teoria dual é ¢g. Isso leva ao seguinte valor
(O(x)) ~ AL A(x) (125)

Isso leva a uma conclusao bastante peculiar sobre o comportamento do campo escalar
no interior do espaco Anti-de Sitter. A valor esperado do operador da teoria de campos
conforme estd relacionado com a parte da solucao do campo escalar massivo com decai-

mento lento. Desse modo ¢g(z) é a “fonte” das flutuagoes descritas por A(z). Podemos
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obter a dimensao conforme de A(x) da soluc¢ao da equagao de movimento. Separando essa

equacao em parte da “fonte” e “operador”

Pz, 1) ~ 247 B=A- <¢o(x) + (’)(22)> (126)
Az, z) ~ 25+ <A(m) + (9(22)> (127)
podemos ver que o comportamento sob transformacao de escala é

o(z,7) ~ zd_A+¢0(x) (128)
Az, x) = 22+ A(x) (129)

Segue desse desenvolvimento que a fonte ¢o(z) possui a dimensao de escala d — A = A_
(condizente com o encontrado em 121) e o valor esperado do operador dual A(z) dimensao

v+d/2 = A,. Vamos entender melhor o significado desse resultado na préxima secao.

2.3.5 Espectro de Massas e Dimensao dos Operadores

A correspondéncia AdSqy1/CFT,; nos dd uma relagao entre a massa m do campo
escalar em AdSy,; e a dimensao conforme A dos operadores correspondentes da C'F'T.

Essa relacao é dada por 94
A(A — d) = m?

no qual as duas solugoes solugoes sao 95

Ay =

Esse resultado coincide com o obtido em (GUBSER; KLEBANOV; POLYAKOV, 1998;
WITTEN, 1998). Vamos tentar entender o que isso significa do ponto de vista da teoria
da borda. A condicdao sob os valores de A que foram vistas em 1.2 diziam que, para
campos unitarios, existia um limite minimo dado por 49. Vamos reescrevé-lo aqui por

comodidade

Azg—l (130)
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Se aplicarmos essa condi¢ao em A_ iremos obter que v < 1 que traduzido em uma relacao
entre a massa e a dimensao é
d?

u:1—>m?:1—Z (131)
Aplicando essa condigao para Ay teremos v > —1 que é sempre obedecida pois v € R*.
Esse fato também implica que a massa do campo escalar deve obedecer a desigualdade

2
m° > —— 132

> -5 (132)

que é conhecida como limite de Breitenlohner-Freedman (BREITENLOHNER; FREED-
MAN, 1982a; BREITENLOHNER; FREEDMAN, 1982b). Breitenlohner e Freedman
(BREITENLOHNER; FREEDMAN, 1982b) estudaram um sistema composto de um
campo escalar livre em AdS? e mostraram que existe duas solucoes quantizaveis possiveis
para o intervalo de massas

d? 9 d?
—— < <1l—— 133

L <m 1 (133)
Segundo a correspondéncia AdSy.1/CFT,; qualquer teoria quantica de campos em AdS
é equivalente a uma teoria de campos conforme na borda de modo que nesse intervalo
devem existir duas C'F'T possiveis. Como a equacao de movimento permite duas solugoes,
uma com A, e outra com A_ entdo uma dessas teorias na borda deve possuir operadores
com dimensao A, e a outra com A_. Podemos usar o parametro v para entender melhor

o regime de possibilidades. Lembrando que v € R as possibilidades sao

« O menor valor permitido é v = 0 que corresponde & AL = ¢, isso significa que s6

29
existe uma solucao para ¢. Podemos esperar que sé seja possivel obter operadores

com uma dimensao na borda;

o A relacao 133 se traduz em
O<rv<l (134)

Nesse intervalo ambos A4 sdo permitidos. O A_ possui uma condi¢do v < 1 imposta
pelo limite unitario 130 das teorias conformes. Essa solu¢do permite diferentes
condigoes de contorno que levam a diferentes operadores na borda. Além disso
deve-se tratar com cuidado a expansao da funcao especial de Bessel pois existem

duas possibilidades, v inteiro e ndo nulo, v fracionario e nao nulo.

9 Breitenlohner e Freedman obtiveram esse resultado com o formalismo Hamiltoniano procurando por
condicoes de contorno que tornavam a energia finita.
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e O campo nao massivo m = 0 leva a condicao

== (135)

v
m2=0 2

Como a dimensao deve ser d > 2 nesse intervalo s permite uma teoria conforme

dual na borda.

Na secao anterior foi calculado que o operador possuia dimensao A, = g + v. Esse
resultado coincide com o esperado. O problema surge no fato de que ambas as teorias
devem existir. O desenvolvimento feito utilizou que o campo nas proximidades da borda
deve ser descrito pelo seu termo dominante. Esse fato é consequéncia das equagoes de
movimento, que como vimos, sao obedecidas desde que condigdes de contorno apropriadas
sejam impostas. Qual das condigoes é imposta nao influencia a equagao de movimento,
apenas o termo de borda. E entendido (KLEBANOV; WITTEN, 1999) que as condigoes
de contorno impostas devem tomar nulos metade dos modos do campo nas proximidades
da borda de modo que deve existir uma relagao entre a condi¢ao de contorno e a dimensao
da teoria conforme dual. Vamos ver uma maneira proposta para se obter operadores duas

com dimensao A_.

2.3.6 Extensao de operadores para A_

Um método para obter operadores com dimensao conforme dado por A_ foi pro-
posta em (KLEBANOV; WITTEN, 1999) baseado em (KLEBANOV, 2000). Nele é ar-
gumentado que deve ser possivel definir uma teoria onde o operador correspondente na
borda possuem dimensao A_. A teoria A_ nao ¢é independente da teoria de A, elas se
relacionam através de uma transformacgao candnica que troca os papeis das fontes com os
operadores. Vamos ver como isso ocorre.

O comportamento do campo escalar ¢ dado por 100 pode ser escrito da seguinte forma

simplificada para z pequeno
o(z, 1) = 2972 (z) + O(2H)] + 22[A(z) + O(2?)] (136)
onde A é uma das raizes de
A(A —d) =m? (137)

Aqui ¢g(z) é considerado como a fungao “fonte” e A(x) descreve a flutuacao fisica (fungao
de 1-ponto) que podem ser obtidas da solu¢ao completa da equagdo de movimento. Esse
desenvolvimento sera visto em detalhes em 2.4. Iremos adiantar alguns resultados nesse
ponto para desenvolver os argumentos de (KLEBANOV; WITTEN, 1999). E possivel
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regularizar a acao 64 através do método do Witten!? para obter a seguinte quantidade

flod =~ ra sy S P Y

Variando duas vezes em relacao a fonte ¢y é possivel encontrar a funcao de 2 pontos para

o operador correspondente.

_ A-dr@) 1
(O(2)0(y)) = mRD(A = (d)2)) |z — y|22

Aqui A é a dimensdao do operador O, mas qual das raizes deve ser escolhida? Parece

(139)

natural escolher sempre a raiz maior A = A, pois, como vimos na se¢ao 2.3.4, o termo
¢o ¢ dominante sob o termo A. Mas, como vimos em 2.3.5, no intervalo de massas 133
existem duas possiveis teorias conformes; em uma delas o operador correspondente possui
dimensao A, e na outra A_. Vamos voltar para a interpretagao fisica. Foi sugerido em
(BALASUBRAMANIAN; KRAUS; LAWRENCE, 1999) que A(x) estd ligado ao valor
esperado do operador O. Essa relagao, que se mantem mesmo com termos de interacao,
¢ (KLEBANOV; WITTEN, 1999)

1

Aw) = 51— (O) (140)

Isso significa que do ponto de vista da teoria conforme na borda de d—dimensées (2A —
d)A(z) é a variavel conjugada de ¢g(x). Essa transformagdo candnica a nivel de arvore
(tree-level) corresponde a uma transformacao de Legendre. Isso significa que o funcional
gerador das fungdes de correlagao na teoria A_ pode ser obtido pela transformacao de
Legendre do funcional gerador das fungoes de correlacao na teoria A, . Essa transformagao
de Legendre é feita através da definicdo (KLEBANOV; WITTEN, 1999)

Tn, A) = 100) + (28— d) [ S an(h) A=) (141)

onde estamos trabalhando no espago de Fourier por conveniéncia e o fator (2A — d) foi

incluido com base na ideia de que o conjugado de ¢g é (2A — d)A. Aqui I(¢g) é a agao

10 Esse método, introduzido em (WITTEN, 1998), consiste em resolver o problema usando a funcio de
Green aplicando as simetrias do espago AdSg+1. Esse caminho néo serd utilizado nesse trabalho mas
pode ser visto com mais detalhes em (PETERSEN, 1999). Nas préximas se¢oes iremos encontrar esse
resultado de modo similar ao feito na fungao de 1-ponto.
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do campo escalar massivo 64 representada no espaco de Fourier!!

o0 =vi 1 [ el (5) (112)

O funcional transformado de Legendre I(A) é o minimo de J(¢g, A) com respeito & ¢

para A fixo. Isso significa que

5‘][¢0a A]

5 (143)

I(¢) =

¢o minimo

Isso leva a

) T(1+4v) / (ddk

114 =~ | g ARACH (’;)_ (144)

O que permite calcular a funcao de 2 pontos como

2A_ —dT(AL) 1

O(x)0O = 145
OO = S E— @) - e
que é positiva para todas as dimensoes dadas por A_ dentro de

d? d?
1 <m? < 1 (146)

Além disso podemos ver que essa é de fato a equagao 139 quando A = A_. Isso indica
que as duas teorias também devem possuir os mesmo fatores de modo que deve existir

uma relagao entre a transformada de Fourier das fungoes de 2 pontos. Se f, (k), dado por

K\N* T(1-v)
fi(k) = —2v <2> m (147)

11 Podemos mostrar que esse é de fato a transformada de Fourier de maneira simples, basta tomar a
transformada inversa

 T(1-v) [ d% kN>
I(¢O)_VF(1+V)/( )d%( )do(—k) (2>

_ —2I/F(_V) d k ik-(x—y) 1.2v
=T / (2m)d “f‘ddyqso( >¢>o<y>e“ 'k

_ v Fy+d/2 /dd ity bo(y)
R

—r) +d/2)
A integral em k é

d?k ihe(o—y) 20 _ 22V T'(v +d/2) 1
(2m)° T ey
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é a transformada da fungao de 2 pontos com dimensao A, 2 e f_(k)

K\ T +v)

(KY=2v( = 7 14
rw=w(3) (118)
a transformada da funcao de 2 pontos de A_ entao a relagao entre elas é

(2A — d)?
Sk = ———7— (149)
S ([E[)

Pode-se transformar f, em f_ se fizermos v — —r. Um ponto que se deve notar é que
nao se faz mencao de condigoes de contorno para a teoria A_ no entanto associa-se ela a

condi¢oes de Neumann.

2.4 Diferentes condig¢oes de contorno e fungdes de 2-pontos (O(z)O(y))

A relagao entre a condicao de contorno que se impde sob o sistema é de extrema
importéancia na correspondéncia AdSy,1/CFT, como foi descrito em (HENNEAUX, 1998;
BOSCHI-FILHO; BRAGA, 1999; MINCES; RIVELLES, 2000). Como foi visto em 2.3.3
a correspondéncia depende da acao tomada na borda de AdS,;y; que, por sua vez, de-
pendente das condigoes de contorno escolhidas. Isso vém do fato de que o principio
variacional deve ser definido de forma apropriada e é sensivel a existéncia de uma borda

no espaco-tempo. Na secao 2.2 foi definido as seguintes condigoes de contorno:

1. Condigoes de Dirichlet d¢

de modificacao;

= (0 na secao 2.2.1. Nesse caso a acao nao necessita

2=0

2. Condigoes de Neumann 0(0,¢) = 0 em 2.2.2. A acao precisa de um termo adicional

tal que 01y com Iy = I + B (equagao 78)

1

B=-
2 JAdS4q

A /g[8 60, + m2¢?] — /a N (150)

3. Condigoes Mistas §[1)*(x)] = 0 descrita em 2.2.3. Analogamente ao caso de Neu-

mann precisamos adicionar um contra termo

13 = 5 [ A" w0,(,/50" on*0,0) (151)

que garante que o principio variacional I, = I + g seja satisfeito.

12 A transformada de Fourier de |z|~2+ é divergente no regime UV e quando definida de maneira
apropriada possui o coeficiente negativo (KLEBANOV; WITTEN, 1999)
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Nessa secao vamos estudar em detalhes como as diferentes condi¢bes de contorno levam
a correspondéncias distintas para os operadores na teoria conforme da borda de AdSy, ;.
As proximas secoes irao decorrer da seguinte forma:

Na secao 2.3.2 foi tratada a solucao simplificada da equacgdo de movimento para
o campo escalar massivo. Isso se deve ao fato que o resultado foi expressos em termos
de A(z) (equagao 100). O calculo correto da fungao de correla¢ao necessita da defini¢ao
dessa quantidade em termos de transformadas de Fourier dos campos na borda. Iremos
fazer isso em 2.4.1.

Depois de obtermos a solucao exata da equacao de movimento trataremos de calcu-
lar a fungao de correlacao referente a cada uma das condigdes. Os passos necessarios serao
similares aos realizados na obtencao da funcao de 1-ponto em 2.3.4. Para cada uma das
condicoes sera necessario obter a agao tomada na camada de massas. Também devemos
tomar cuidado em escrever essa acao em termos das fontes escolhidas. A fonte depende
da condicao de contorno. Feito isso iremos realizar os passos que permitiram a integracao
sob os momentos para entao calcular a fungao de correlagao. Todo esse desenvolvimento
sera feito para cada uma das trés condi¢oes de contorno.

No final de cada uma dessas secao serd feito um pequeno resumo dos resultados
obtidos. Isso servira para facilitar a leitura. Na préxima 2.5 faremos uma analise de todos

os resultados juntos.

2.4.1 Solucao completa da equagdo de movimento

No capitulo 2.3.1 foi calculado a equacao de movimento para o campo escalar
massivo 84, dada por (V,V? — m?)¢ = 0. Depois disso em 2.3.2 foi realizada uma

transformada de Fourier!® para obter uma equacio para ¢(z) dada por
220,0.01(2) + (1 — d)20.01(2) — 2°K* 1 (2) — m*Pp(2) = 0 (152)
com k? = k;k;. Essa equacdo possui uma forma geral dada por'*

20" 4+ (1= 2a)2u + (2°8° +a® — 1) u =0 (153)

13 Transformacdo de ¢ = ¢(z,x%) em 2% tal que

d
o005 = [ e *out2)

com ¢(k,2') = ¢, (%) e k- x = k't
14 Ver (JEFFREY; ZWILLINGER, 2000) secdo (8.491) equacdo 6.
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onde sua solugao é conhecida como

Aqui Z, é a funcao de Bessel. O parametro v determina a ordem da func¢ao de Bessel
e somente pode ser um numero real positivo. A solugao da equacao de Bessel para um

argumento z complexo é
Z,(z) = AJ,(iz) + BY, (iz) (155)

aqui A e B sao constantes que dependem das condic¢oes iniciais. Essa soluc¢ao depende da
funcao de Bessel J, e Y, que sdo, respectivamente, a funcao de Bessel do primeiro tipo
e do segundo tipo. Um ponto importante é que essas duas fungoes sao oscilatorias. Se

escolhermos escrever a solucao como
Z,(2)=CI,(2) + DK,(2) (156)

teremos I, (fungdao de Bessel modificada do primeiro tipo) e K, (fun¢ao de Bessel modi-
ficada do segundo tipo) que sdo fungoes exponencialmente crescente e decrescente, res-
pectivamente. E mais conveniente trabalhar com essas funcdes modificadas devido a esse
comportamento exponencial.

Precisamos fazer as devidas identifica¢oes para escrevermos a nossa solu¢ao. Comparando
153 e 152 temos

2a:d—>a:;l (157)

d2
& —vi=-m?—v= m2+Z (158)
B=k (159)

Desse modo a solugao geral para a equacao de movimento tém a forma

e,

Ou(2) = 22 (A(k) K, (2) + B(k)1,(2)) (160)

A nossa solugao deve ser regular em z — oo (interior de AdSyy1). Podemos ver que as

fungoes K, e I, tem o seguinte comportamento assintotico no interior de AdSgyy

. T

lim K, (z) ~ Ee — 0 (161)
1

lim 7,(z) ~ e’ — 0o (162)

#3000 V212
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Como o campo escalar deve ser regular temos que B(k) deve ser nulo. Isso leva a seguinte

solucdo para o transformada ¢y (z)
Or(z) = 22 A(K) K, (k2) (163)

Vamos continuar esse desenvolvimento com o intuito de definir o pardmetro A(k) de forma
a permitir que seja obtido a fungdo de dois pontos nas préximas se¢oes. Vamos comegar

fazendo a transformada de Fourier inversa dessa quantidade

zZ,x) = e"TAk)z2 K, (kz 164
8(.7) = [ G AR k2) (164)
O ponto principal do préximo passo é o fato de que o campo ¢(z,x) deve possuir um valor
bem definido na borda para que este sirva de fonte para o operador na teoria de campos

conforme dual. Por isso vamos tomar z — € nessa equacao e obter

o(e, x) :/(;Zﬂl;de_ik'mA(k)egKy(ke) (165)

O campo ¢(€,x), lembrando que € é tomado perto dos valores de z = 0, deve ser bem

comportado na borda de modo que é possivel definir sua transformada de Fourier em x

o(e, x) :/(gﬂl;deik'wgzﬁ(e, k) (166)

Comparando as tltimas duas equagoes podemos escrever

k)
AR — P (e, .
0=t g (167)
Agora voltando para a expressao original 164
dk " ¢ o K, (kz2)
= [ ——""% kKle 222 1
8(7) = [ G ole e A S (168)

Essa expressao é obviamente satisfeita visto que se tomarmos z = € iremos obter a de-
finicdo de transformagdo de Fourier. O tltimo passo consiste em fazer a transformada

inversa'® do campo ¢(e, k) tomando o devido cuidado de introduzir uma nova variavel

15 A transformada inversa de Fourier é

dle.k) = / dlyeF (e, y) (169)
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para o espaco. Isso leva a

d
2

g KV(]{?Z>
K, (ke)

z

o) = [ gy [ e ol (170

Essa equacao parece trivial em primeira analise mas ela serve para escrever a a¢ao, tomada

na camada de massa em z = ¢, em termos do campo ¢ na borda.

Derivada de ¢(z, z):

No desenvolvimento desse capitulo sera necessario a derivada em 2° = z de ¢(z, 7)

de modo que é conveniente calcula-la. Vamos comecar derivando em z° = 2z a expressao

164

d
0.0(7) = [ (;l:)de_ik'”"A(k)@z 4K, (2)]

fazendo a derivada (usando 694)

d
9 [zd/QK,,(k:z)} =37 2PVK (k2) + 2%k {
2

LK (b2) = Ko k:z)]

= 421 l(;l + V) K, (kz) — zkK,+1(kz2) ]

voltando para a expressao

0.9(z,x) = /(;lgde_ik'”‘ﬂ(k)zd/?_l l(g + 1/) K, (kz) — zk:KVH(kz)] (171)

agora usando o valor de A(k) dada por 167

ot s 0 () B )

(172)

onde podemos tomar z = € para obter

_ / (;lﬂl;’d /ddye—ik-(m—y)¢(e,y)e_1 [(g + 1/) — kz%] (173)

0:0(z, )
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2.4.2 Condicoes de Dirichlet para o campo escalar massivo

A condigao de Dirichlet, como foi vista em 2.2.1, é tal que a variagdo do campo é

nula nos extremos
5¢]$0:6 =0 (174)

Essa condicao fixa a variagao da agdo 64 pois o termo de borda é nulo como foi visto na
se¢ao 2.2. O campo que fixamos na borda deve servir de fonte da teoria dual de modo

que a prescricao hologréafica para esse caso ¢é

exp(—TLias,,,) = <eXp (/ ddeD(x)¢0($)>> (175)

2.4.2.1 Acao na camada de massas

Vamos reescrever a agao para o campo escalar massivo, equacao 64

1

=~
2 JAdSqyq

Az /g[0" 60,6 + m*¢°] (176)

usando de uma derivacao por partes!® podemos realizar uma integracao por partes

1 1
Ip = 5 s dd—O—lngs[—a“(\/ga‘uqﬁ) + m2\/§¢] + 5 /Ads ddHI@“[\/Egbaugb]
d+1 41
— 1 d+1 i /0 2 1 d+1,. a4
=5 Jaas,., VIV mo + 5 /. A0 G00,0 (177)

Na camada de massas tem-se que o primeiro termo é nulo (ele é exatamente a equagio
de movimento 84). Devemos introduzir um corte na nossa integragdo em z = 0, pois
se tomarmos esse valor sem cuidado iremos obter um valor divergente. Esse corte serd

primeiro tomar z = € para depois, no final das contas, tomar o limite € — 0. Assim

Jop—shell — ;/Ze A%z /e (e, ) (nDp) (€, 27) (178)

onde 7, = ¢ 2¢ é o determinante da métrica induzida na borda e n*d,, é o operador derivada

na diregao da borda pois n*(z) = (—z,0) é o vetor normal para fora da superficie. Isso

16 Especificamente 04[,/g¢0,¢] = /GO 0. ¢ + ¢0"[\/§0,.9]
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leva a
1 . .
]E))n—shell — _5/ ddl’Gl_dgb(G, x’)@zqﬁ(e,xz) (179)

onde fizemos

(n°00) (e, 2") = —20.0(2, )| = —€D.6(e, x) (180)

zZ=€

Agora usando os valores de ¢(z,z)|._ e 0.¢(z,x)|,_ (equagdes 170 e 172 respectivamente)

obtemos
]on—shell _ _7/ dd dd —d/ —ik-(z—y) w —k v+1
D 0] = —3 | d's yo(e, ) (e, y)e 2n)i° StV Kk
(181)
Aqui é conveniente definir a seguinte quantidade
pr= (44, = peBunlkd (182)
S \2 K, (ke)

Estamos procurando os termos dominantes da agao nas proximidades da borda z = 0.
Para obtermos isso precisaremos expandir D” e separar os termos dominantes quando
e = z — 0. Assim quando realizarmos a integral em k teremos como resultado a acao
dominante na borda. Todo esse processo depende dos intervalos de v definidos em 2.3.5
pois a expansao da funcao de Bessel depende do intervalo de v. Faremos esses calculos em

detalhes nessa secao pois eles serao utilizadas novamente no caso de Neumann e misto.

Expandindo com v # 0:

Aqui temos duas possibilidades distintas para v, inteiro e nao inteiro. Se o pa-
rametro v for inteiro deve-se utilizar a expansao 690, se ele for fracionario entao usa-se
689. Ambos os casos devem ser positivos. A expansao para v fracionario é mais simples
de se trabalhar mas ambas o mesmo resultado pois possuem o mesmo comportamento
assintotico. Vamos comegar a expansio de D*7° escrevendo K, (ke) com n = 1 em 689.

Isso leva a

K, (ke) = ;F(V)F(l —v) <>_ I L + (7> 4.

ke\” 1 (%)2
_ <2> T117) + T2 17 4. (183)
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Colocando o< €7 e usando as propriedades de recorréncia de I' }7 obtém-se

fohe) =15 <k2> {1 ’ E—) ’ <k2> Tor* <Z> R oA }

(185)

O fator oc €7 vai para infinito pois € — 0 e isso dificulta a expansdo de K, !. A expansio

que devemos calcular é

o=y (8) [ e () e ()

O fato de que € — 0 permite fazer a aproximacao (1 +a)™! &~ 1 — a que ¢ valida quando

a < 1, isso leva a

oty (5 - (8- () ot

(187)

Agora para expandirmos K, (ke) utilizamos 689 com v — v + 1. Depois de realizar as

mesmas simplificagoes feitas em K, obtém-se

1
Ky (ke) =5

5 <k26> B [(?) h vI(v) — <k26> [(v) — (26) o 1;(:/1) 4

Voltando para a expressao original e fazendo a distributiva temos

K, i(ke) ke 2vl'(—v) ke\® 2 foe \ 2T 2vl'(—v)
bR k) ”2”_<2> o) _<2> 1—v+<> v+ 0)

2

17 Essas propriedades sdo obtidas de I'(z + 1) = 2I'(2). As principais que usaremos sio
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2(v+1)

Vamos carregar o termo o € para demonstrar o cancelamento dos termos em ordem

superior em €. O resultado final dessa expansao é

o d ke\? 2l (=v)  (ke\® 2 ke \ 2"V 20T (=)
=g (5) 2t (5) i (3)  mamr e 0

Nao é dificil de notar que no intervalo 0 < v < 1 o termo de “menor potencia” (ou termo
dominante) é oc €2, J4 para valores v > 1 esse termo seria dado por o< €2. Veremos que

isso nao reflete em uma mudanca na funcao de 2 pontos.

Caso especial v = d/2

O resultado obtido em D*7° é consistente com o valor de v = d/2. Aplicando esse

valor obtermos a expansao

veas (RN dAD(=d/2)  (ke\® 1 ke\™ dD(—d/2)
D “’(2) 0 (d/2) +<2> 1—d/2_<2> @2+ T U8

Como d > 3 temos que o fator com menor potencia em € é o< €2. No entanto veremos que
esse nao é o comportamento dominante na borda de AdSy.; devido a integragao sob os

momentos k.

Expandindo com v = 0

O caso v = 0 deve ser tratado em separado do caso v # 0. Esses dois valores para
v nao sdo compativeis entre si, isso é, ndo podemos obter um resultado do outro. O termo

que devemos expandir em 181 ¢é

o d . Ki(ke)
D=k
2 "Ko(ke)

(190)

O fator %l continua a nao contribuir de modo similar ao caso v # 0 mas, diferentemente do
caso anterior, as expansoes do Ki(ke) e Ko(ke) devem ser feitas com cuidado. Devemos
usar a expansao apropriada para Ky(ke) dada por 693 e para K (ke) usaremos a expansao

da funcdo de Bessel para o pardmetro v inteiro e nado-nulo 690. No K (ke) obtemos a
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seguinte quantidade

Ki(ke) = (’;ﬁ>_lr(1) + (f)l [m (";) _ A ! W)} F(lz) 4o (191)

1 (ke)?
_kel1+ 5 (lnk+lne)]+--- (192)

onde temos I'(n) = (n — 1)! (ndo esquecendo que 0! = 1). Os fatores numéricos foram

deixados de lado também. No termo Ky(ke) possui uma expansao especifica 693

Kolke) = — lln (";) - )\(1)] r(11) . (193)
:—lne<1+mk>+--' (194)

Ine

Usando novamente a aproximacio (1 + a)™' ~ 1 — a do caso anterior obtemos

Ky (ke) = — (1 - hlk) i (195)

Juntando esse termos obtemos e fazendo a distributiva

_ 1 (ke)? Ink
D=0 — L _~ 1 1 1 R I I E, 1
+lne l + 2 (nk—i— ne)—i— ] [ Ine + ] ( 96)
1 Ink (k&? 1 [kelnk\’
_ - _ = 1
Ine In%e 2 2( Ine ) + (197)

O primeiro termo é nulo pois ele nao possui fator em k£ e, como veremos, isso faz com
que a integral sob os momentos seja nula. No limite ¢ — 0 o segundo termo ¢ infinito de
modo que ele é o termo mais relevante nessa expansao. Os termos x €2 e o eln"' € sdo
nulos nesse limite. Isso vale para todos os resultados de ordem superior. Isso faz com que
o termo relevante nessa expansao seja

-k (198)

In“e

Du:O ~



56

2.4.2.2 Funcao de 2 pontos com condigoes de Dirichlet para v # 0

Fazendo a substituicdo da expansao das fungoes de Bessel com v # 0, obtida em

188, na acao 181 temos

[op-shell — / dhzdlyé(e, o) b (e, y)e ™ —y)

[ () 205 < ><>

(199)

Vamos utilizar a integral sob os momentos descrita em E.2 (especificamente 704) para
analisar cada um desses termos. A integral sob os momentos do primeiro termo resulta

em uma delta na borda dada por

/ é:;de“f'w <‘2Z - u> o 8%z — y) (200)

Esse resultado é um termo de contato que pode ser extraido através de um contra termo

(mesmo processo realizado na fun¢do de 1-ponto em 2.3.4). Qualquer termo que seja
proporcional & k° pode ser ignorado pois ele sempre ser4d um termo de contato. A integral

sob o fator o< k? também nao contribui para o resultado final pois

ddk —ik-x 7.2 1
/<27T)de ¥ o 5 (201)

onde I'(—1) = co (infinito complexo). Os termos restantes sao

_ I'(—v)_ . ~ ik L20+1) 2
Jon shell _ / d,. jd d+21// ik-( 21/
v F(I/) e d xd y¢<67 $)¢<E7 y)6 (271_) € k (V + 1)

Foi visto no desenvolvimento da func¢do de 1-ponto em 2.3.4 que é necessario tomar o
campo na borda através de uma redefinicdo. Esse mudanca do campo no interior de

AdSg441, dado por ¢(e, x), para o campo na borda, ¢(0,z) = ¢o(x), é feita através de

lim e 2 ¢(e, 2) = do(x) (202)

e—0

Essa é a mesma transformacao feita na funcao de 1-ponto. Isso leva a seguinte acao em

e~>0‘|

(203)

termos de ¢q

E2v41) 2
viv+1)

d'k
(2m)

]on shell _ F(_V)

2v /Z:6 ddxddy¢0 ($)¢0(y) / e_ik.(x_y) [kzy n
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Depois de tomarmos o campo na borda precisamos fazer ¢ — 0. Os termos com potencia
superior em ¢ sao nulo como podemos ver de o €2. Agora podemos realizar a integral nos

momentos k usando 704

r ( 1
on—shell _ YV d,, id

Ip =T I /d xd®ydo(z)do(y )Mm (204)
Usando a prescrigao 175 obtemos

ov T'(4+v) 1

v#0 v#0 _ 2

<OD (l‘)OD (y)> - 7'['d/2 F(V) ym _ y’2(d/2+y) (205)
essa relacao pode ser escrita em termos de A, = g +v

2A, —d) T'(A 1
<OE;£O( )OV;&O( )> _ ( + ) ( -‘r) (206)

7T (A - )l -yl

Isso indica que o operador O¥7° tem dimensdo conforme na borda igual & A, = % + v.

O comportamento na diregao da borda (equagao 202) é z S-=d/2= “do(z).

2.4.2.3 Funcao de 2 pontos com condigoes de Dirichlet para v = d/2

A expansao que realizamos em 189 resultou na seguinte expressao

veas _ (ke\TdD(=d/2)  (ke\® 1 ke\? dl(—d/2)
P /”<2> T(d/2) +<2> 1—d/2_<2> @z T B0

O termo dominante deveria ser o< (k€)? no entanto vimos em 201 que esse termo diverge.

Isso faz com que o resultado com v = d/2 coincida com o caso obtido em v # 0. Essa
expansao ¢ valida para qualquer valor positivo de v. Isso permite usar o resultado 205 e

tomando v = d/2 (ou m = 0) obtendo assim

(x)OZg(y)> = Wff/g ; 8 . _1y|2d (208)

d
V=3 . ~
onde temos que o operador O, * tem dimensao conforme d e a fonte se comporta com
dimensao conforme zero, isso é ¢(€,x) = ¢o(x). Esse resultado bate se ao invés de usar a

acao 64 tivéssemos usado a agao de Klein-Gordon

Ixc = ; / A" 2\/90,00" ¢ (209)
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Com ela obteriamos a equagao de movimento d,[,/g0”¢] = 0 (basta tomar m = 0 em
84). A solucdo dessa equacao de movimento continua sendo 170 mas agora ao invés da

.~ 2 . ~
condicdo v = y/m? + % teremos v = g que resultaria nessa mesma fungao de 2 pontos.

2.4.2.4 Funcao de 2 pontos com condicoes de Dirichlet para v = 0
Aplicando o resultado 198, obtido da expansao da fun¢ao de Bessel com v = 0, na
acao 181 temos

Ip" = 1/ddxddy¢(e z)o(€,y) - / Lk e Ingk ... (210)
2 ’ "n?e) (27m)d

Para realizar essa integral precisamos usar a formula 706 tomando p = 0, isso leva a

1
po 2]

dk 1 d
/ e *nk=—-C ‘ el + €

211
(2)¢ Plomo Tzl T dp (211)

O primeiro termo é calculado em 709 e é nulo. O segundo é calculado em 718 e é dado

por
ac, 1 (d)
—+ ———I (= (212)
dp |,_, 2md/2" \ 2
Isso leva ao seguinte resultado

A sk p— - p(d) 1 213
| G k== 5mt (5 (213)

Assim a integral original é dada por

e_d 1

Yelz—yl

d/2

V:O
ID

[ dtxdyote x)ole ) (214)

Aqui novamente temos de fazer a regularizacao do campo ¢(¢, ) mas diferentemente do

caso anterior teremos de usar o fator In e'®

lim(e? Ine) (e, ) = (0, ) (215)

e—0

18 Tsso serd melhor explicado quando fizermos a analises comparativas das diferentes condicdes de con-
torno.
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Fazendo uso da correspondéncia AdS/CFT podemos calcular a seguinte fungao de dois

pontos

v=0 v=0 _ F(d/2> 1
<0D ()0p (y)> QTS T (216)

O operador conforme 0% na teoria conforme na borda possui dimensao de escalar ¢. O
D 2

campo escalar se aproxima da borda com um comportamento dado por 215, isso é, como
/2
xy " Inxop(zo, ).
2.4.2.5 Resumo das fungoes de 2 pontos para condi¢oes de Dirichlet
Vamos resumir os resultado obtidos até esse ponto no caso das condigoes de Diri-
chlet
Intervalo: v =0 ou m? = —d*/4:

Dentro dessas condigoes foi obtido uma funcao de 2-pontos 216 dada por

(05°(2)05°(y)) = -

onde o operador 0% da teoria conforme na borda possui dimensao g. Esse é a menor
dimensao que se pode obter com condigdes de Dirichlet. O comportamento da fonte pode
ser obtido da equacio 215 e é dado por 2%?In z¢o(z). Vamos abordar o fator logaritmico
quando fizermos a analise comparativa. Esse resultado nao pode ser obtido simplesmente

tomando v = 0 no resultado v # 0.

Intervalo: v # 0 ou m? # —d?*/4:

Aplicando condicoes de Dirichlet e supondo v € R na expansao da funcao de

Bessel levam a funcao de correlacao 206 e 205

v#0 v#0 2v r g+ v 1
<(’)D7,é (x)(f)D;’é (y)> = /2 (F(V) ) |:L‘ — y|2(d/2+y) (218)
@A, ~d) T(A) 1

— 219
/2 T <A+ _ g) |z — y|2A+ (219)
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Nesse caso o operador O¥7° tem dimensdo conforme na borda igual & A, = % +rveo

A_=2_y .
campo escalar se comporta como x, > ¢@p. Isso pode ser obtido de 202.

Caso niao massivo v = d/2 ou m? = 0:

O valor especial de v = d/2, que reflete no caso de um campo escalar ndo massivo,
é consistente com o resultado obtido anterior. Tomando esse valor, ou usando a expansao,

a funcao de correlagao obtida é 208

3 (x)OZ:g(y)> = Wff/Q FF ég . _1y’2d (220)

onde a fonte possui dimensao conforme d e o campo dimensao zero.
Todos os resultados coincidem com os obtidos em (MINCES; RIVELLES, 2000; FREED-
MAN et al., 1999)

2.4.3 Condigoes de Neumann para o campo escalar massivo

A condicao de Neumann, vista em 2.2.2, tem como ponto principal

3(0ng)|_, =0

z=0
Isso leva a necessidade da seguinte modificacao na agao 78

1

Iy ==
2 JAdSy,

dd+1x\/§[ay¢au¢+m2¢2] _/ ddI\/E¢<nOaO)¢

DAdSq i
Fazendo uma integracao por partes similar a feita no caso de Dirichlet obtemos a seguinte
acao

1

1
Iv = — dd+1 20 v,uv . dd
N2 Jaase, g [m ¢ . ¢] 2 JoAdS 4 v

V3O°0)] (221)

Iremos usar essa agdo para obter as func¢oes de correlagao na teoria de campos dual. A
fonte dos operadores duais serd o campo cuja variacao foi fixada na borda, que nesse caso,

é dado por 0,¢. Isso significa que a correspondéncia que devemos usar é

exp(—Iaas,.,) = <exp (/ ddx(’)N(a:)anqﬁ(O,x))> (222)
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2.4.3.1 Acao na camada de massas

Para escrever a acao 221 na camada de massa vamos impor as equacoes de movi-
mento para o campo escalar massivo (equagao 84). Isso leva ao primeiro termo ser nulo

e obtemos a seguinte acao na camada de massas

! ddx\/gqb(noﬁo)gb = 1

2 JoAdS 41 2 Jo=c

]on shell __ —

d e p(e, 2)0, (e, x) (223)
onde g‘zze = v, = ¢ 24 ¢ 0 determinante da métrica induzida na borda e n°9y = 9, é o
operador derivada na dire¢ao da borda pois n#(z) = (—z,0) é o vetor normal para fora
da superficie.

Aqui ¢ deve ser obtido usando as condi¢bes impostas sob 9,¢. No caso das condigbes
de contorno de Dirichlet na secao 2.4.2 isso foi feito usando as equagoes 170 e 172 que
levaram a a¢do na camada de massas do tipo I ~ [ d%wd?y¢(e, x)¢(e,y). Se usarmos esse
mesmo caminho aqui nao teremos como impor as condig¢oes de Neumann pois a nossa
acao tomada na camada de massas nao possuiria a fonte 0,¢. Podemos contornar isso

voltando para 171 e escrever a transformada de Fourier de 9.¢(e, 2°)

d%k a|(d
(e, ) / ke 8,6 (e, k) = / We*“f'm(k)ei [(2 + y) Ky (ke) — keKy 1 (ke)
(224)
Aqui usamos a definicao 9,¢(¢, x') = €d.p(€, 2*). Isolando A(k) obtemos
d
€20,0(¢, k)
A(k) = 225
(%) (d)2 4+ v)K,(ke) — keK, 11 (ke) (225)
usando isso na equagdo para o campo ¢(e, x) 170 leva a
dle.x) = [ d'yoole) [ T ety - (226)
0= e [ e

A equacao que foi obtida permite escrever a acdo na camada de massas em termos das

fontes apropriadas para as condi¢oes de Neumann que foram impostas

'k _, 1
6—1k:-(a:— y)

(2mr)¢ d/2+v — kel

1
1=t = = [ dted?yd,ole, 2)onte, ) [ (227)

O préximo passo é trabalhar a expansao das fungdes de Bessel para que seja possivel rea-
lizar a integracao dos momentos. As contas realizadas no casa do campo escalar massivo

com condigoes de contorno de Dirichlet serao uteis nessa expansao. De fato sera necessario
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realizar apenas mais uma expansao pois

1 1
N = - = (228)
v (kﬁ) 14
d/2+ v — ke Kj(lke) D
onde D¥ é definido em 182.
Expandindo com v # 0:
A parte que devemos expandir é dada por
1
v#0 __
N - Dv#0
Vamos usar o resultado de D*7° obtido em 188
d ke )™ 2vl'(—v) ke\® 1
rDyyﬁO _ o _ e 229
2 V+<2> T(v) +<2> v (229)

e substituir em N*7% e colocando d/2 — v em evidencia

(d/2—v)™!

NP#O = P2 2T () e\ 2
L+ (%) @oot + (5) e+

A expansao com (1+a)~! ~ 1 —a que é valida quando a < 1 pois € — 0. Todos os termo

com € sa0 muito menores que 1. Isso leva a

vio _ L ’“>2V 2l(-v) (’“)2 1
N =T (2 @2—0Tw) \2) G=w@z—w "t

O primeiro termo é nulo (pois niao possui fatores €). O termo o< (ke)? é divergente como

sabemos do resultado 201. O fator o< (ke)* deve ser limitar ao intervalo v # d/2 devido

a divergéncia no denominador nesse valor. O resultado final fica

A m (’“>2y( 20T (—v) (230)

2 d/2 —v)I'(v)

Vamos trabalhar essa expansao com v = d/2 em separado na préxima secao.
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Caso especial v = d/2:

Vamos trabalhar a expansao do termo

1 1

Kajoqi(ke) ’DV d/2
d — ke Ko (ke)

NV:d/2

(231)

Usando o resulta de D*=%2 obtido em 189

o= (5) T (5) e (5) e o

Substituindo em AN*=%2 e colocando todo o fator oc (ke)? (como d > 2 essa é a menor

potencia, ou maior fator quando ¢ — 0) obtemos

ke 1—d/2

-2
2> ke \42 (1-d/2)dr(—d/2) ke\ 4 (1—d/2)dr(—d/2)
1= (%) mar 2 = (%) Y

NV=d2 = ( (233)

Como d > 2 todos os fatores no denominador decrescem'®. Usando a expansio (14a)~! ~

1 — a temos

-2
Nv=42 = <k2€> (1—d/2)

(k;) 1—d/2dcjg§ d/2)

+

ke\ (1 — d/2)dr(—d/2)
*(2) (d/2 + )I(d)2)

o ke 4 (m) (1 — d/2)2d0(—d/2)

2 T(d/2)

ke\ 7 (1 —d/2)2d0(—d/2)
*(2) @2+ Dr@2)

(234)

Os termos o< (ke)?™* e o< (ke)?~ vao A zero quando € — 0. Isso faz com que o termo

dominante seja
NV=U2 = (2 — d)(ke)™2 + - - (235)

Podemos ver que esse resultado difere bastante do anterior. Esse resultado pode ser obtido

seguindo passos alternativos como foi realizado em B.1.

19 Para d = 3 terfamos algo como 1 + az' + ba® + dz* + - que tende a 1 com z — 0
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Expandindo com v = 0:

A expansao de

1 1

d/2 — ket D=0

v=0

deve ser feita com cuidado. Devemos usar a expansao apropriada para Ky(ke) dada por
693 e para K (ke) usaremos a expansao da fungdo de Bessel para o pardmetro v inteiro
e nao-nulo 690. Esse desenvolvimento foi feito na secdo das condigoes de Dirichlet, aqui
iremos pegar o resultado de D*=° calculado em 198. Substituindo isso no termo que

devemos trabalhar obtemos

Nl/:O 1

dj2 — BE

lne

Expandido esse termo usando o fato de que 1/Ine < 1 pois € — 0 podemo expandir para
obter

1/=0

2 2k -
d[ din’e ]
2 4Ink

g 21nZe

o primeiro termo contribui apenas com termos de contato de modo que podemos escrever

4Ink

d21n® e

N0~ (236)

2.4.3.2 Funcao de 2 pontos com condi¢oes de Neumann para v # 0

Voltando para a agdo 227 e usando o resultado com v # 0 230 temos

]_V;éo_ _ 2- v F V)
(d)2—v)T(v)

s
(27m)4

/ AL dlyd, (e, 7)ndb (e, y)e 2 / O ik (937)

A integral sob os momentos é feita usando 704 leva a

28 (d + ) 1
vA0 d,. 3d —d+2v
R TSy / dd'ydno (e, D)ono(e,p)e T —

(238)
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Agora precisamos tomar a nossa fonte na borda, isso é, escrever o limite dessa a¢do quando

z = 0. Para que essa acao seja finita na borda precisamos tomar a seguinte valor do campo

lim €29, (e, 2') = 0,¢(0, 2*) (239)

e—0

o que leva a

(24 u) 1
vro V1 (2 / d,. 1d i i
2

e usando da correspondéncia 222 obtemos a seguinte funcao de dois pontos
<Ou¢o( HOLAy Z)> 2w 1 I'(d/2+v) 1 (241)

N  pd/2 (d/2 — v)2 I'(v) |z — y|2(d/2+u)
0 que escrito em termos de A_ fica

v£0, iy oo i\ _ (d—2A) T'(d—A_) 1
<ON (1’ )ON (y )> - Td/2\2 r (%l _ A,) |SE — y|2(d,A7) (242)
Isso significa que o operador O L0 (x') possui dimensao conforme Ay =d—-A_ =d/2+v

e a fonte 0,¢ se comporta como z2-=%2779,¢(0, r) nas proximidades da borda.

2.4.3.3 Funcao de 2 pontos com condi¢oes de Neumann para v = 0

O valor da expansdao com v = 0 obtido em 236 deve ser substituido na acao 227.
Isso leva a seguinte agdo na camada de massas para condi¢oes de Neumann para o campo

escalar massivo

dk
(2m)4

2 .
[K]:O = ﬁ /ddmddyan¢(€; x>an¢(€7 y)‘fid 1n72 6/ eiZk.(xiy) Ink (243)

Essa integral sob os momentos é a mesma da realizada nas condi¢ées de Dirichlet no caso

v =0 e leva a seguinte resultado

1
|z — y|4

- I'(d/2)
I’ = T ir {1/2 /dd 'y, (e, 1)Ond(e, y)e T In"7 €

(244)
Agora s6 precisamos tomar a a nossa fonte na borda utilizando

li_r%(edﬂ Ine)'0,0(e, v) = 0,6(0, ) (245)
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o que leva a seguinte acao

d 2 1
IR [ atadty,0(0.2)0,0(0. Sl

v=0 __
Iy =

(246)

Usando da correspondéncia 222 iremos encontrar a seguinte fungdao de dois pontos

(05 (2) 05 (y)) = 2;%3) " _1 o (247)

Aqui o operador O%7° possui dimensao conforme d/2 enquanto que a fonte 9,¢ se com-

porta como xg/Q In 2¢0,,¢.

2.4.3.4 Funcao de 2 pontos com condi¢oes de Neumann para v = d/2

Novamente vamos usar a expansao que realizamos em 235 na ac¢ao 227 leva a uma

acao dada po

dk

—ik~(1’—y)k,—2 24
(27f)d6 ( 8)

172 = B [ itaatyd, ole )o00e. ) |

A integragdo sob os momentos (usando 704) junto com as propriedades de Gamma?°

permite escrever

v=d ['(d/2) _ 1
I = i /dd d%y0,¢(e, 2)0n (e, y)e ™ ZW (249)
Aqui a transformacao da fonte para o seu valor na borda deve ser dada por
lg /210, 0(c. ) = 0,n(a) (250)
€E—
Feito isso obtemos uma ac¢ao na borda dada por

v=az _ LU(d/2) [0 4 1
Iy T And /d 2d"*y0pdo(x) n¢o(y)m (251)

20 Foi usado as propriedades I'(1) = 0! =1 e ['(d/2) = (d/2 - 1)['(d/2—1) (n=d/2—1em T(n+1) =
nI'(n)) descritas em E.1.5.
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A prescrigao holografica condizente com as condigdes de contorno de Neumann (descrita

em 222) leva a seguinte fun¢ao de 2-pontos

(0 ()05 (y)) = I;L(fd//QZ) . y|12(g1) (252)

. < =d/2 , T .. . ~
A dimensao do operador conforme O ¢ d/2 — 1. Esse é o limite minimo de dimensao

permitida pela teoria de campos conforme dual. A fonte se comporta como 242419, ¢ ()
(obtida de 250) nas proximidades da borda de AdSy, .

2.4.3.5 Analise das funcoes de 2 pontos para condi¢des de Neumann
Vamos analisar os resultados para o campo escalar massivo utilizando condicoes
de Neumann que foram obtidos ao longe dessa se¢ao de forma similar ao realizado para o
caso das condigoes de Dirichlet.
Intervalo: v =0 ou m? = —d?*/4:
A funcao de correlacao obtido com essa condicao é 247, especificamente

(O5(2) 05" (y)) = 252%3) z _1 o (253)

, dela podemos obter que O%~Y possui dimensdo conforme d/2 enquanto que a fonte 9,,¢
se comporta como xg/ ’In 00, ¢ (obtido da equagao 245). Esse comportamento é o mesmo
encontrado no caso v = 0 com condigdes de Dirichlet para o operador 0% e a fonte ¢.
No entanto o valor da fungdo de 2-pontos nao é o mesmo por um fator 4/d*. Veremos

isso em mais detalhes em 2.5.

Intervalo: v # 0,d/2 ou m? # —d?* /4, 0:

Os resultados nesse caso sao descritos por 241 e 242

w 1 T(d/2+v) 1
Tod/2 (d/2 —v)2 T(v) |z — y|2d/2+v)
(2A, —d) 1 T(d—A_) 1

S ALT(d2—A )|z — P (255)

(OO (') (254)
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id_p
A fonte de operador tém o comportamento descrito por z§ J,¢ (obtido de 239). J4 o

operador possui dimensao conforme A, = d/2 + v.

Caso ndao massivo v = d/2 ou m? = 0:

O processo utilizado nesse intervalo é o mesmo dos casos anteriores. A agao na
camada de massas obtida com condigoes de contorno de Neumann foi expandida em 235
de modo a obter 251. Esse resultado permitiu obter uma fun¢ao de 2-pontos em 252 dada
por

v=d/2 v=d/2 I'(d/2 1
<0N / ()0 / (3/)> = 4(7Td//2) |m_y|2(gf1)

Esse resultado indica que o operador possui a menor dimensao conforme permitida pela
teoria na borda. Essa dimensao é d/2— 1 e corresponde ao limite unitério. A fonte possui

o comportamento dado por 22719, ¢(x).

2.4.4 Condig¢oes Mistas para o campo escalar massivo

A condigao de contorno mista, como foi definidas em (MINCES; RIVELLES, 2000),

consiste em impor condigoes de contorno sob a seguinte quantidade

P (x) = ¢(x) + an?0,¢(x) (256)

de modo que

o[ (x)] = 0 (257)

Como foi visto em 2.2.3 essa condicao leva a seguinte agao

1
2 JAdS4q

Tul4] A0 /510" 60,0 + m?] + 5 [ &0, (/50" o 0,0) (258)

Novamente o campo que fixamos na borda serve como fonte, isso leva a seguinte prescri¢ao

exp(—Iaas,,,) = <exp </ dzOy(x)(0, :17)>> (259)
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2.4.4.1 Acao na camada de massas

Vamos comegar fazendo uma integracao por partes em na nossa agao

Tldl =5 [, daya [ yast = 00"(/50,0)] - 5 [ 40,150 60 + an'0,0)
=5 o, AV GO - 00 (50,0)] - [ a0, (G0 o)
tomado na camada de massa (usando a equagio de movimento 84) obtém-se
[5nshell[g] — 2 / 0 G0
- /. ddxmw(e 2) (W 0,)6(c,)
onde novamente usaremos (n*9,)d(e, z) = —ed,¢(e,x) e /Y = € ¢
) = o [ et (e 1)0.0(e, ) (260

O fato de que a nossa acdo na camada de massas possuir uma dependéncia em « faz
com que existam uma familia de possiveis solugoes (ndo ha condigoes em «). No caso
das condicoes de Neumann 2.4.3 tivemos de realizar alguns passo extras para escrever o
termo de borda em fung¢do da fonte escolhida. Nesse caso teremos de fazer o mesmo para

escrever a acao em termos de 1. O primeiro passo para isso é reescrever 165

(e, ) = / (;Zﬁljde““'“A(k)egK,,(ke)

e sua derivada 171 temos

Ak s a_q|(d
(2m)i° T A(k)e K2 + u) K, (ke) — keK, .1 (ke)

Usando essas duas equagoes na definicao de ¥* em 256

anole,a’) = [

P(e, x°) + an’0,¢(e, 1') = ¢(e, %) — aed,p(e, ")
it s

d

B
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onde podemos escrever

K, (ke) — o Kg + u> K, (ke) — k:eK,,H(k:e)] = [1 —a (;Z + uﬂ K, (ke) + ackK,  (ke)
(261)

de modo que podemos simplificar usando expressao se definirmos® 3(«a, v) = 1—a(d/2—v)

pois
I —a (; + ,,) _ Bla,v) — 2av (263)
Assim

6(ern) = [ e AW ([3(0) — 200 Kolbe) + acks (40 (264)

Fazendo a transformada de Fourier dessa quantidade com

d
Ve, 20) = / (C;:;de_ik'xtba(e, k) (265)
obtemos
A(k:)e% {[B(a,v) = 2av] K, (ke) + aek K, 1(ke)} = (e, k) (266)

Isolando o coeficiente A(k) permite escrever

- e_%zﬁa(e, k)
Alk) = [B(a,v) — 2av] K, (ke) + aek K, 1 (ke) (267)

Desse modo podemos escrever 171 em termos da nossa fonte

A%k + v— keiK”“(fe)
80¢ 6 CL’ /ddy¢a 6 y)/ e—zk'~(x—y)€—1 Ky (ke) & (268)
(2m)d B, 1/) — 2av + ake [g(lke)

21 Essa é uma adaptacio da escolha feita em (MINCES; RIVELLES, 2000) para levar em conta a defini¢io
do vetor normal. A condicdo utilizada é

Bla,v) =1+ a(d/2 —v) (262)
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Finalmente voltando para a acao 260

v+1(ke)
1 j } ik 4+ v — ke n
]on—shell _ _ / ddxdd « €, AR €, 7t G_d/ e—zk-(m—y) v (ke)
M [Qﬂ 2 y¢ ( ) )77Z) ( ) (27T)d 6(CV, V) —2au + @kEKI?j(llgI:;)
(269)

Novamente devemos analisar os intervalos importantes para que possamos tratar corre-
tamente a expansao das fungoes de Bessel. Vamos separa primeiramente em dois casos,
B =0ef # 0. O primeiro caso leva a valores de com a = (d/2 — v)™! e o segundo
aa # (d/2 —v)~!. Dentro de cada caso devemos considerar os mesmos regimes das
condigoes utilizados em Dirichlet /Neumann para v. Vamos escrever o termo que devemos

expandir da seguinte forma

d Ky41(ke)
2 + v — ke Kj(lke)

Bla,v) — 2av + akeKIg(llif)e)

MVP =

(270)

Antes de comegarmos a expansao desse termo é conveniente escreve-lo da seguinte forma

DI/

v,B
M ﬂ(a,y)—l—a(g—u—'D”)

(271)

pois isso facilita o uso dos resultados ja obtidos para D".

Expandindo § = 0:

1

A condicdo de f =0leva a a = T

de modo que o termo que devemos expandir

Mo — (d _ ) _ (272)

2 5—v-—Dr

Vamos tomar essa relagdo nos mesmos regimes de v que foram vistos nas se¢oes anteri-
ores. A expansao desse termo sera simplificada do mesmo modo que ocorreu no caso de

Neumann.
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Caso v # 0:
Vamos trabalhar a expansao do seguinte termo

d D70
1/> (273)

MYFOO — (2 )
2 4d_y—pv#o
A expansao dele pode ser simplificada se notarmos que o numerador dessa expressiao é

simplesmente D*7° descrito por 188

d ke\” wl(-v)  [ke\® 2
D70 — — =) = 4= 274
2 ”+<2> T(v) +<2> " (274)

No denominador podemos usar essa mesma expressao que fica na forma

e G ORI

A expansao desse termo precisa ser realizada da seguinte maneira. Primeiro precisamos

analisar qual o termo dominante (ou de menor potencial em €). O segundo passo consiste
em colocar esse termo em evidencia para que o restante da expressao fique na forma
(1 +a)~! e realizar a expansiao com a << 1. Se considerarmos o intervalo 0 < v < 1 o
termo com menor potencia em € é o< €. Colocando esse fator em evidencia e realizando

a expansao do numerador obtemos

GG e () e

Isso leva ao fator final como

MO0 _ (;l ~ V>2 (’;) - QVFPEV_)V) L (276)

d
5 1%

4y —Dpr#o

Se o parametro v estiver no intervalo v > 1 entdo o termo com menor potencia em € é o

e2. Colocando esse fator em evidencia obtém-se

b)) )

usando essa expansao o termo resultante é

4 _
5 —V

%—V—D”#)

M0 = _2(1 — ) (;l - u>2 (ke) % +--- (277)
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Caso v = 0:

Ovaloderv=0Ilevaa a= %. O termo de devemos expandir se torna

d _ 1. Koti(ke)
MO0 — §2 ke IO(Jg(lkE)
2 feKos(ke)
Ko(ke)

(278)

Diferentemente dos casos anteriores vamos trabalhar a expansao diretamente para evitar
problemas com os fatores Ine. O termo que devemos expandir pode ser escrito como
L Kk

_a (279)

0,0 _
M 4 2 keKq(ke) 2

Podemos usar as expansoes de K7 e Ky feitas no desenvolvimento 2.4.2.1. Esses resultados

sao

Ko(ke) :—ln€<1—|—lnk> +---

Ine

Kl—l(kze) = ke [1 + (k;)2 (Ink +1Ine)+ -- .]_

Esse tltimo resultado deve ser expandido novamente com a aproximagio (1+a) ' ~1—a
valida a < 1

(ke)*

K (ke) = ke [1— (lnk—l—lne)] +--- (280)

Voltando para o termo original obtemos

9 21..2 212
M0,0 — Ci [lne—l—lnk _ (]{76)2111 € — (kE) 2111 k — <k€)21nkln€ - 621 (281)

Aqui o termo d/2 leva & uma contribuigao do tipo de contato no fungao de correlagao.
(ke)?In? e
2
que sobrevive é In k. Isso significa que podemo escrever

. (ke)?1In? k 2 = P
No limite de € — 0 os termos , 5— ¢ (ke)*InkIne vao a zero. O tnico termo

2

d
MO0 = Skt (282)

Caso v =d/2:

O caso v = d/2 é divergente em o = 1/(d/2 — v). Podemos ver que isso leva a um

valor nulo da seguinte forma. Se tomarmos v = d/2 em « s6 no final das contas podemos
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escrever

. Dz/:d/2

v=d/2,0 _
M = — Dv=d/2

(283)

(284)

1
o

que vai a zero com o — 00. Iremos analisar esse resultado no final dessa secao.

Expandindo 8 # 0:

Vamos expandir os casos onde [ nao é nulo de modo que iremos carrega-lo até o

final das contas.
DV

v,B£0 _
M B(@,l/)+a(§—y—D")

(285)

Caso v # 0:

Vamos comegar calculando o seguinte termo

fDu;ﬁ()

MV;&O,B;&O —
Bla,v) +a (4§ —v—D)

A expansao do numerador nao precisa ser calculada novamente, ele é dada por 188. O
denominador precisa ser calculado e para isso vamos comecar escrevendo-o da seguinte

forma

1 1

o ﬂ_y_ v#0 o
ﬁ(a,u)—l—a@—u—D#O) Bl v) [14_5(04”/) <2 i )] 250

Agora usando D*7? em primeira ordem e depois expandindo o resultado temos

1 1 - (ke>2y 2val'(—v) e
ﬁ(a,u)—l—a@—u—DV?ﬁO) ~ Bla,v) 2 Bla,v)l(v)

(287)

O resultado final fica

w65 2 o () e

(288)
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fazendo o produto e escrevendo apenas os termos relevantes obtemos??

V ke\ > 20T (—
MPFOLF0 (;) ;QI(‘(VI;) (289)

Essa expansao nao ¢é idéntica para v nao nulo inteiro e nao nulo fracionario, mas o resultado

final coincide (MINCES; RIVELLES, 2000).

Caso v = 0:

Vamos trabalhar a expansao de

v=0
MOFFO — b (290)
B(a,0) +a (§ - D=0)
mas como f(a,0) =1— L
’Dl/:O
MOBAO _ o (291)

Aqui devemos novamente utilizar a expansao que ja foi calculada em 198 para o nominador

d Ink

D= - — 292
2 In%e (292)

o denominador fica

-1 doe  «alnk
1—aD"70  =|1-—— 293
[ “ } [ 2 In* e ] (293)
1 |

_ [1 alnk ] (294)

a B(a,0)In” e *

onde usamos novamente a definigao de 3(c,0) e a expansdo (1 +a)~! &~ 1 — a. Voltando

para o termo original e fazendo o produto temos

e L [d wk V[ alk
M ~ B(a,0) lz mZe Hl Bl 0) e 1 (295)
1 d Ink do
- B, 0) lZ  In%e (26(04,0) + 1)] (296)

22 Também é necessarios usar a definicdo de 8 para escrever 7+ 1= %
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novamente usando a defini¢ao de 3(«, 0) para obter que 14+ad/25(a,0) = 1/5(«, 0) temos

Ink

M07,3750 [ —
B2(a, 0)In* €

(207)

onde o termo o d/2 foi omitido pois ele ndo possui potencia em k e portanto serda nulo

na integral sob os momentos.

Caso v =d/2:

Nesse caso temos [(a,d/2) = 1, substituindo isso obtemos

Du:d/Q

v=d/2,#0 __
M 1 — oDv=4/2

(298)

O numerador pode ser obtido de D7 (calculado em 188) escrito em segunda ordem

veas (kN dAD(=d/2)  (ke\T 2D(—d/2)
P “’(2) r(d/2) *(2) (/2 + DT(d)2) (299)

Ja o denominador fica como

d
11— oD~ 14 <k;> W e (300)

Voltando para a expressao original temos

(301)

Mr=d/2540 5 (k) dr (—d/2)

2 ) "2r(d)2)

Podemos notar que esse resultado também pode ser obtido tomando o = 0.

2.4.4.2 Funcao de 2 pontos com condi¢oes mistas para 5 =0 com v # 0

O valore de = 0 permite duas solugoes. Essas solugoes dependem do intervalo do
parametro v. Precisamos calcular a acdo 269 em cada um desses intervalos. A primeira

expansao obtida é valida para 0 < v < 1 276. Esse resultado leva a uma acao na borda
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dada por
2n
- 2? (f - V) dk

7A=00<v<1 _ 7—/ dd o a —d— QV/ —ik:(z—y) J.~2v

- TR d zd (e, y )i (e, 2')e 2 k
(302)

A integracao em k usando 704 leva ao seguinte resultado

d_y d/2 —v) 1
Lt = € ) . / [ dadtypt (e g ot a)e s (303)
47T2VF( ‘x_y‘2(2 v)

A transformacio que leva a fonte (e, 2°) para o seu valor na borda (0, z") é dada por

lim e 29 (e, 2*) = (a’) (304)
Isso leva a seguinte ac¢ao finita em JAdSy 4

1

d
8=0,0<v<1 __ (5 B V) (d/2 —v) - -
T a oz — y2(5)
r—y

Ars vI'(—v (305)

[ daatyue 0,07 0,2)

Finalmente podemos usar a correspondéncia AdSgy1/CFT,; da forma 259 para obter a

fungao correlacao

J 2
B 4 7 , ¢ _y) I'(d/2—-v 1
(ON @) OS T ) = — (3=) Xia2 ) e (306)
22T (—v) |z — ] (§-»)
onde podemos usar a propriedade —zI'(—z) = I'(1 — 2) e escrever
4 ) T(d/2 - v) 1
O,B:O,O<u<1 $i O,B:O,O<u<1 AN (2 307
(O3 OR ) = ) (307)
A2T(A_ 1
-[(A-) (308)

T 2iT(1 4+ A — dj2) [z — yPA-

Nesse caso a fonte se comporta como z2+=%23(x) e o operador correspondente possui
dimensdo conforme A_ = d/2 — v. O outro resultado obtido da expansio de M*7%% em

277 é valido para v > 1. Esse valor leva a uma agao na borda dada por

dk
6—1k~(:(3

—y)1.—2
(2 k (309)

=0 — (1 — ) (;i — 1/) /dd:cddywo‘(e Yy (e, x')e 0™ 2/
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Novamente usando a integracao em 704 obtemos

2

p=ow>1_ (1=v)I(d/2-1) (d d. gd. o i i, —d—2 1
It = = p ) J e et e a ) (310)
Nesse caso a transformagao da fonte do interior para a borda é
Tim €271 (e, o) = o(a’) (311)
o que resulta em

2

s=0>1 _ (1=v)I(d/2-1) (d d,.gd, ol i e, 1

Iy = 1) 5~V /d zd yg (y' )y (z )W (312)

Mais uma vez usando a prescricao apropriada permite calcular a fungao de 2 pontos

(05 @0 ) = D2 =) (;Z - ) w (313)

O operador da teoria dual Off 07> possui dimensao conforme d/2 — 1. Isso é consis-
tente com o limite unitaria. O comportamento da fonte é z%?*1yy(x). Esses resultados
coincidem com os obtidos em (MINCES; RIVELLES, 2000).

2.4.4.3 Funcao de 2 pontos com condigoes mistas para =0 com v = 0

2:

2 .
Para esse caso temos m —dz junto com o = —%. Usando esse valores obtemos

obtemos a expansao 282, substituindo na ac¢ao 269 temos

p=0,py=0 __ &’ d,.3d, 1« PN 1\, —d d’k —ik-(x—y)
Iy, = —— [ d%zdy (e, y" )% (e, 2" )e e Ink (314)
8 (2m)d
Fazendo o limite do campo indo para borda
. _d i i
lg%'g 2¢(6,$ ) - w(oﬂf ) (315)
obtemos
0 d> , , dk .

p=0,p=0 _ d,. qd, o i,/ i —ik-(x—
Iy, —g/d zdyp*(0, y* ) (O,x)/(%r)de @) In k (316)
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Essa integral ja foi resolvida em 213 e leva ao resultado

d

d’T , ,
L = (3> [ dadtyi (0,200, )
1672

1

317
|z —y|4 (817)

Agora podemos usar da correspondéncia 259 e obter a seguinte funcao de dois pontos

_Pr(s)

<Of4:0’yzo($i)(91ﬁw:0’yzo(yi)> T T grt r—yl (318)

Esse é o mesmo resultado obtido em (MINCES; RIVELLES, 2000).

2.4.4.4 Funcao de 2 pontos com condigoes mistas para f =0 com v = d/2

Esse resultado é nulo pois quando tomamos 5 = 0 e fazemos v — d/2 obtemos
a — 0. Isso significa que o termo que devemos expandir da acao 269 se comporta como
283

Ky 41(ke)

c 1
Ky (ke) o~ (319)

Bla,v) — 2av + ake%}i’g)

d
§—i—y—ke

Q

2.4.4.5 Funcao de 2 pontos com condi¢oes mistas para [ # 0 com v # 0

Usando 289 na integral da acao 269 temos

d’k

—ik-(z—y) k,ZV 320
(27T)d € ( )

,37&0,1/7&0__2_2”””—”) d . id ol i\ i\ —d+2v
B = oty [ v ey (e et |

O campo na borda deve se relacionar ao campo na interior de AdS através de

lim e~ 54% (e, 2") = (0, ) (321)

levando a

70w = <2 2D gty 0, 4)000,0) [ e (322)
M B*(a, v)I'(v) ’ ’ (2m)?

Essa integral sob os momentos ja foi realizada no caso de Dirichlet e possui solucao

1
|z —y| T

uF(%—i—

]][\750,1/#0 _
w2 32 (a, v)

(323)

V) d,. jd
r ] S 0)0.)
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Usando a correspondéncia 259 obtém-se a seguinte fungao de 2 pontos

2vll (g + V) 1 (324)

Oﬂ;éo,z/;éo .ZUi 06750,1/760 i _
< M (") Onf (y )> w%62(a, T(v) |z — y|d+2v

Mais uma vez esse resultado coincide com (MINCES; RIVELLES, 2000). Aqui o operador

possui dimensao conforme A, = d/2 + v e a fonte se comporta como z2-=%27V4)(x).

2.4.4.6 Funcao de 2 pontos com condigdes mistas para [ # 0 com v =0

Usando 297 na integral da agao 269

[EF0w=0 _ 232 /ddxddy¢a(€ ) (e, 2 )ed ln_2e/ (;ljr];de—ik.(x—y) In k (325)

O campo deve possuir o seguinte comportamento

lim(e? Ine) "¢ (e, ) = v(0, ) (326)

que leva a

570r=0 _ / dhedhyp (0, y)(0, z) / @h ik (327)
262 (2m)d

a integral sob os momentos ¢é idéntica a feita em 213 e tem solugao

]ﬂyéO,V:O _ m/ddxddy¢(0 y>¢<0 :L‘); (328)
M 482(a, 0)md/? |z —y|?
Novamente usando a correspondéncia 259 obtém-se
o o NG 1
<OZB\Z£0,V_O (xz)ojﬁ\fO,V—O(yz)> — (2> (329)

232(c, 0) /2 |z — y|?

que coincide com (MINCES; RIVELLES, 2000). A fonte se comporta como z%2y(z) In z

e o operador dual possui dimensao conforme d/2.
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2.4.4.7 Funcao de 2 pontos com condigoes mistas para 5 # 0 com v = d/2

Usando o resultado obtido em 301 na agao 269 temos

ddk —ik-(z

_ d2_d_1F d/ 2)
[BA0v=d/2 _ / d.id, i« o / ~y) .d
Fazendo essa integral usando 704 temos
_ dr(d , 1
[AAOv=d/2 _ / dlrd? 1
M 27Td/2F d/2 T y@b (6 Y )1/} ( )|J] _ y|2d (33 )
tomando o limite do campo na borda
g 4, 2) = 4(0.) (332
temos
_ dr(d 1
I/B?éO»V—d/Q _ / d,.jd, o o
M Fd/rgp (d/2) d*zd 'y (0,y" )y (0, x )7’ — (333)
usando a 259 obtemos
0w B0 , dl’(d 1
(052w 05 2 ) = (334

w2 (d)2) o — y[*

que também coincide com (MINCES; RIVELLES, 2000). A fonte possui dimensao zero e
o operador dimensao conforme d.
2.4.4.8 Analise das funcoes de 2 pontos para condigdes Mistas
Vamos resumir os resultado obtidos do campo escalar massivo sob condigoes de
contorno mistas.
Intervalo: v =0 ou m? = —d?/4:

Dentro desse range de v obtemos os seguintes resultados, com 3 = 0 foi encontrado

318, dada por

Pr(E)

(0N @)oi ) = (335)
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d
, onde o operador (’)Iﬁ\f 0.v=0 hossui dimensdo d /2 e a fonte se comporta como x§ (0, x) =

Y(xg, 2%). Para 3 # 0 o resultado é descrito em 329, especificamente

<OB750,1/:O (mi>(z)ﬁ7é0,u:0(yi)> _ r (g) 1 (336)
M M 262 (cv, 0)m/2 |2 — y|

, com a dimensao conforme de Off 0=0" dada por d/2 e a fonte com o comportamento

22 In 240(0, 2) = ¥(z, 2). Ambos os casos levam a operadores na borda com dimensdo d/2

mas as fungoes de 2-pontos possuem normalizagoes diferentes e a fonte do segundo possui

um fator log extra.

Intervalo: v # 0 ou m? # —d?*/4:

Nesse intervalo foram encontrado varios resultados distintos. Vamos comegar enun-
ciando os resultados com § = 0. Com esse valor foi encontrado uma func¢ao de 2-pontos

valida para 0 < v < 1 dada por 307

<OB=0 0<l/<1( ‘)OB—O 0< <1( )> (g - V)2 F(d/2 - V) 1 (337)
5 :,UZ =Y, v 7 —
M M Y ZW%F(l —V) ’x—y’Q(%_V)
A2T(A_ 1
= T = 2A (338)
2 D(14+ A —d/2) |z —y[*2-
onde o operador (’)]ﬁw: 0:0<v<1 hossui dimensdo A_ = d/2 — v e a fonte se comporta como
zA+:%+”w(O, x) = (z,z). O outro resulatdo encontrado em 313
2
B=0u>1, ixmb=0ws1, i\ _ (¥ —1)I(d/2-1) (d 1

O operador aqui possui dimensao conforme d/2—1 e a fonte se comporta como 242+ ().
Agora para 3 # 0 foi obtido 324

| , 2l (4 4+ v
(OO W) = — 52(2 u)r(>u) o~ zl/ld”” o
A -dr(Ay) L (341)

w8 52(o, V)T(Ay — d/2) |z — y[*A+

£=0,v=0
M

onde o operador O possui dimensao A, = d/2 + v e a fonte o comportamento

A4y (0, 7) = (2, ).
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Intervalo: v = d/2 ou m? = 0:
A funcao de 2 pontos para f = 0 com v = d/2 é nula como foi visto 319. Para
B # 0 foi obtido 334 que ¢é dada por

_dr(d) 1
" R [ — ol

<015w:o,u:d/2 (xi)(’)ffo’”:d/z (yz)> (342)

=0,v=d/2 .. -
f/[ v=d/ possui dimensdo d e a fonte se comporta como ¥(z,x) =

onde o operador O
(0, x). Esse resultado é um caso especial do obtido com  # 0 e v # 0 da mesma forma

que ocorreu no caso das condi¢oes de Dirichlet.

2.5 Conclusao e analise das funcgoes de 2 pontos

Comecgamos o estudo do campo escalar massivo definindo uma acgao apropriada
para o espaco Anti-de Sitter 2.1. O principio variacional, que permite obter as equagoes de
Euler-Lagrange, foi estudado com cuidado em 2.2. Foram vistas trés maneiras de se fixar a
variagao da acdo: Dirichlet, Neumann e mistas. Essas condiges de contorno (mais o termo
de borda apropriado) levam a I = 0 sem modificar as equagoes de movimento. A solugao
assintotica foi usada para desenvolver o entendimento da correspondéncia holografica em
2.3. Essa solucao é escrita como a soma de dois termos, um com decaimento rapido com
A, e outro com decaimento lento com A_. Usando a a prescricao GKP-Witten obtemos
a fungao de 1-ponto (ou valor esperado) do operador da teoria conforme de campos dual.
Isso serviu como exemplo do processo matematico da correspondéncia AdS/CFT. Além
disso ele permitiu identificar a “fonte” como a parte com decaimento lento e o valor
esperado do operador como a parte com decaimento rapido. A relagdo obtida entre a
massa do campo e a dimensao do operador na teoria dual mostrou que ele nao abrange
todo o espectro permitido pela teoria conforme na borda. Isso é, esse resultado ¢é limitado
por A > d/2 enquanto que a teoria permite A > d/2 — 1. Esse problema levou ao
desenvolvimento de 2.3.6 onde procura-se expandir o resultado para obter todo o espectro
de A permitido. Segundo (KLEBANOV; WITTEN, 1999; KLEBANOV, 2000) a forma

genérica da funcao de 2-pontos é 139

_ @A-adrE) 1
(O(x)0(y)) = TRD(A = (d)2)) |z — y|22

(343)

Nela ambos os resultados possiveis podem ser obtidos, basta tomar A = A, A_. Além

disso foi visto que é possivel fazer uma transformagao de Legendre, trocando fonte e valor
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esperado do operador, para obter a outra teoria permitida. Essa transformacao é 140

1
oA 0@ (344)

Alz) =

Na secao seguinte 2.4 procuramos obter todos os valores de A permitidos pela teoria na
borda usando como base o desenvolvimento de (MINCES; RIVELLES, 2000). Nele as

fungoes de correlagao sao obtidas usando diferentes condigoes de contorno. Elas sao:

o Dirichlet 5¢’ 0= 0, que leva a seguinte acao na camada de massas
2=

1
]on—shell — dd—i—la M
B =5 o, 1 Ou500"0)

que escrito em termos das fontes fica

rgefg] =~ [ dtedlyo(e, ol y)ex

x / (gjf)deik.(”) l(;l + u> - ker?Eg] (345)

A prescrigao, com ¢ como fonte, é
exp(—Iaas,,,) = <exp (/ d*zOp(z)¢(0, x)>>

o Neumann 6(0,¢.) = 0, com

Ion shell Ion shell
1
=73 s, O VE00)
+

essa acao em termos das fontes fica como

Ion shell /ddzddyanqb(e JT) nQb(E y) —d/

e, como a fonte é 0,,¢, a prescricao fica
exp(—Iads,,,) = <exp (/ ddeN(x)8n¢(0,x))>

« Mistas 0[¢)*(z)] = 0 (com ¢ + an*0,¢ = * proposto em (MINCES; RIVELLES,

2000)) que leva a agao na camada de massas

1
Jgpshell — 5/ddxe_d+1¢a(€,$)az¢<€>$)
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escrita em termos da fonte como

1 . .
Iy~ g) = =5 [ dadyp® (e, y)u" (e, a')e
d o K, 1(]96)
" Ak e 5 TV ke Kj(ke) (346)
27)d _ Ky 11(ke)
(2m) Bla,v) — 2av + ake )

onde foi definido (o, v) =1 — «(d/2 — v). A prescricao nesse caso é dada por

exp(—Lags,,,) = <eXp (/ Az O (2)9(0, :C)>>

para a fonte 1.

Vamos analisar as fungoes de correlagao obtidas dessas teorias.

Intervalo v = 0:

Esse valor se traduz na condicao para A e massa

d d?
A=A =— 2= _— 347
+ 2 ) m 4 ( )
Vamos escrever os resultados em termos de Ay| = A =d/2. A solugao para o campo

escalar 170 em v = 0 nao possui duas partes linearmente independentes. Isso significa
que existe apenas possibilidade de teoria dual como foi entendido em 2.3.5. Os resultados
que obtemos nesse intervalo sao: Usando condig¢oes de contorno de Dirichlet obtemos uma

funcao de 2-pontos dada por

_ _ rd/p2) 1
Oufo T OV70 y — 348
(05" @05 W) = =3 =7 (348)
r'A) 1
_ 349
ot |z —y[>4 (349)
onde 0% possui dimensao A = g e a fonte se comporta como 22 In z¢g(x). O resultado
obtido usando condi¢des de Neumann para a fungao de correlagao é
_ _ 2I'(d/2) 1
v=0 v=0 _
<ON (I)ON (y)> - d271'd/2 |l‘ . y|d (350)
(A 1
(2) (351)

= 9A2d/2 |z — y|2a

com 0%~ possuindo dimensao conforme A = d/2 e a fonte possui o comportamento dado

por 2%21n 20,¢. Em v = 0 deve existir apenas uma solucdo das equacdes de movimento
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para o campo escalar massivo. O comportamento da fonte em cada casso possui um fator
log e esse ponto é explicado em (KLEBANOV; WITTEN, 1999). A solugao classica para
z pequeno no caso v = 0 possui dois comportamentos distintos, um dado por z%2In(z/z)

/2

e outro z%“. Nesse caso existe apenas uma condi¢do de contorno invariante conformal-

mente aceitavel. Em outras palavras pode-se escolher condi¢es que levem o campo a se

comportar como z%?

sem termos de 2%/21n(z/z). Mas nio se pode escolher o compor-
tamento z%21n(z/2) sem termos z%2. Essa condicio dependeria da escolha de z; e isso
viola a invaridncia conforme. A funcao de correlagdo obtida com Dirichlet e Neumann sao

ligadas por

(05(@)05°(y)) = A? (057 (2) 0% () (352)

onde fungao de 2-pontos obtida em Neumann possui um fator A? = d? /4 extra comparada,
a Dirichlet. Agora vamos ver os resultados obtidos com condi¢bes de contorno mistas.
Para g = 0 foi obtido

Pr(Y)
< M (") Oy (?J)> srd |z —yld (853)

oy v —y2
onde Off 0¥=0 possui dimensdo d/2 e a fonte se comporta como zgzﬂ(O,x). Podemos
comparar esse resultado com os obtidos com Dirichlet/Neumann
(0N @05 ) = A% (05 (1) 05 () (355)
= A0 (2)05(y)) (356)
Essa relacao é peculiar pois o fator A também esta relacionado com «. Isso pode ser visto
de

1

— UV

b=0—a= (357)

NI

4

mas como v = () nesse caso temos & = 2 ou a = +. Isso faz com que essa relacdo possa

d A
ser entendida como
B=0,v=0/_i\B=0,v=0/_ i 1 v=0 v=0
(O @O ) = — (05 ()05 () (358)
1, o
= — (05 (2)05(v)) (359)

(67
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O outro valor permitido para condigoes mistas, com § # 0 e v =0, leva a

—0, i =0, ; I'(A) 1
B#0v=0/ 4 B#0v=0/ 3 -
onde a dimensdo conforme de 057"~ ¢ A = d/2 e a fonte com o comportamento

Yo(x)2® In 2. Se compararmos esse resultado com o obtido em Dirichlet/Neumann temos

(OO y') ) = 7 ; 0 (05 (2)05° () (361)
- e (OO W) (362)

A relacao entre condigoes mistas (8 # 0,v = 0) e Dirichlet coincide com o fato de que
quando S — 1 o caso misto recai em Dirichlet. Isso pode ser entendido da defini¢ao
fla,v) =1—a(d/2 —v). Quando f =1 entdo a = 0 ou v = d/2. A primeira condigao
faz com que ¥ = ¢ + ad,¢ fique como ° = ¢. Esse segundo caso é o caso nao-massivo

e ele leva a uma condicao diferente para A, vamos trata-lo em separado depois.

Intervalo v # 0:

Nesse intervalo foram feitas expansoes da func¢ao de Bessel suponto que v # 0

(positivo e inteiro ou fraciondrio). A condigao que surge sob a massa do campo escalar é
133

d? 9 d?
= 1— —

<< 1 (363)
que coincide com (BREITENLOHNER; FREEDMAN, 1982b). Também sabemos que
nesse intervalo existem duas solugoes quantizéveis (KLEBANOV; WITTEN, 1999; KLE-
BANOV, 2000). Para tentar analizar os resultados vamos escreve-los em termos de
AL =d/2+veA_  =d/2—v. O resultado obtido em usando condigoes de Dirich-

leterv #0¢

v#0 v#0 2v r %l+ v 1
<(’)D7é (17)(’)1;é (y)> = ap (F(V) ) 2 — y[2@/2+0) (364)
OA,—d) T(A) 1

= 365
7d/2 F<A+_g> ‘x_y‘2A+ ( )

- . A_=d/2—
de modo que o operador possui dimensao A e a fonte ¢ se comporta como z;, / “oo(x).

Esse resultado coincide com o resultado geral esperado em 343 se tomarmos A = A,. J4
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para as condi¢oes de Neumann o resultado foi

VA0, i A0 N\ 2V 1 L'(d/2+v) 1
(OO W) = AT To) ey (366)
@A -d) 1 T(Ay 1 .

2 A2T(AL —d/2) |z —yA+

de modo que o operador possui dimensdo A, = d/2 + v e a fonte J,¢ se comporta
como ZA*:%’”&@O(:E). Esse caso nao pode ser obtido tomando A = A_ no resultado
geral obtido em 343. Isso significa que o campo escalar com condi¢oes de Neumann nao
permitem obter os operadores com dimensao A_ na teoria dual. Ambos os casos possuem
as mesmas dimensoes de campos na borda e o mesmo comportamento da fonte, no entanto

a forma da fungao de correlagao é diferente
(07 ()07 (y)) = A2 (O (O (y)) (368)

Podemos ver que ha um fator A% extra de modo similar ao caso anterior com v = 0. O

resultado obtido com condi¢des mistas sao, para =0

¢ V) T(d/2 - v) 1
Oﬁ:o,o<u<1 xi 06:0,0<u<1 % _ (2 369
(O )% W) 2miT(1—v) |z —y[2(d) (389)
AT (A 1
= —a (&) A (370)
e T(1+ A_ —d)2) |z — y|*2-
com operador de dimensao A_ = d/2—v e a fonte se comportando como zAJr:%*”iﬂo(x) =

¥(z,x). Esse resultado é bastante peculiar. Primeiro ele leva a operadores na teoria
conforme da borda com dimensao A_, esse fato so foi atingido usando a transformada
de Legendre em 2.3.6. O problema é que ele ndao possui a mesma normalizagdo esperada
pelo resultado obtido com A = A_ em 139

(2A_ —d)'(AL) 1

= 2APT(A_ — (d)2)) o — y|PAm (371)

(O(=)O(y))

A=A_

=0,v#0
OF=0v#

No entanto a normalizacao de parece mais apropriada pois ela recai no caso

v=0(A=d/2eT(1)=1)

CAT(A) 1

d
2

<O][\34:0’0<V<1 (Ii)og/lzo,0<u<1 (yz)

= (05" @O W)

(372)

O segundo ponto importante sobre esse resultado é o fato dele ser valido somente para o

intervalo v € (0,1). Isso vém da expansao dos termos de Bessel da agdo em 275. O outro
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intervalo leva a seguinte funcao de 2-pontos

(050 05 ) = 2D (;Z B ) wj() o

onde o operador na borda (’)ﬁf Or=1 bossui dimensao conforme d/2—1 e a fonte se comporta
como 2% 2T14po(z). Esses dois comportamentos nao possuem uma dependéncia no fator v
e sao dados pelo limite unitario permitido pela teoria conforme na borda. Esse limite foi
discutido no capitulo 1.2 e depois abordado novamente em 2.3.5. O caso § # 0 leva ao

seguinte resultado a seguinte fungao de 2-pontos é

‘ . vl g +v
(O @O W) = — 52(2, u)r(>u) o~ zl/ld”” o
@A ATy 1 (375)

72 82(a, )T(A, — d/2) |z — y[*2+

com operador de dimensao A, = d/2+v e a fonte com o comportamento de zA*:%_”wg(x).

Novamente esse caso possui uma ligagao com o obtido através das condi¢oes de Dirichlet

dado por
v ) WV i 1 v v
(O @O W)) = Gagpy (OF @05 W) (376)

reforcando a ideia de que quando S — 1 o caso misto recai no de Dirichlet. E se escre-

vermos isso em relagao ao resultado de Neumann obtemos

<O§707V¢0($i)0]€4¢0,u¢0(yi)> _ 622;—’1/) < ]VV¢0(1'1)O]VV¢O(QZ)> (377)

Intervalo v = d/2:

Esse caso se traduz nos seguintes valor para AL

vep =4 (378)

=0 (379)

v=d/2 o

Ay

com massa nula. Essa massa encontra-se fora do intervalo onde é permitido duas solucoes

distintas. A funcao de correlacao obtida com condi¢des de contorno de Dirichlet é

o

d
2

4 T@ 1
w2 () |z =yl

()0} (y)> (380)
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0 que mostra que o operador possui a dimensao conforme d e a fonte dimensao zero. O

resultado com condigoes de Neumann levam a seguinte funcao de 2-pontos

v=d/2 v=d/2 o F(d/Z) 1
<ON (lU)ON (y>> - 47Td/2 _ 2(g_1> (381)
|z =yl
A dimensao do operador conforme O]VV:d/ 2 ¢ d/2 — 1 e a fonte possui o comportamento

22419, ¢0(x). A dimensdo do operador dual ¢ dada pelo limite minimo de dimensdo
permitida pela teoria de campos conforme dual. Aqui ndo temos como escrever uma
relacdo entre esses dois resultados pelo fato da dimensao do operador na borda serem

diferentes. O resultado com condigoes de contorno mistas e f = 0 é nulo enquanto que
para 8 # 0

_dr(d) 1
- mIP0(d/2) o~y

=0,v=d/2, ; =0,v=d/2, ;
(O3 PO = () (382)
onde o operador possui dimensao d e a fonte se comporta como ¥ (z, z) = 1(0, x) (dimensao
de escala nula). Novamente o resultado obtido com 3 # 0 se relaciona com o de Dirichlet,

nesse caso a relagoa é direta

(o5

d
2

<x>0§5<y>> = (O3 )0 P () (383)

pois, como haviamos visto, se § =1 entdao @ = 0 ou v = d/2 e aqui estamos no segundo

caso.

Condigoes Mistas como condi¢oes “generalizadas”:

Uma questao interessante sob as condigdes de contorno de Dirichlet/Neumann é
que nao podemos aplica-las simultaneamente. Esse fato foi primeiramente entendido em
para o campo espinorial em (HENNEAUX, 1998) e depois abordado para o campo escalar
em (BOSCHI-FILHO; BRAGA, 1999). O ponto principal, e relevante aqui, é que nao se
pode impor ambas as condigoes simultaneamente. Isso é, nao se pode exigir que d¢ e
d(0¢) sejam fixos. Essas duas quantidades sdo entendidas como operadores quéanticos
canonicamente conjugados, eles ndo podem ser ambos “fixos” sem violar o principio de
incerteza. No entanto podemos tentar contornar esse problema construindo uma condicao
de contorno geral onde ambos os casos sao descritos. Vamos analisar a condigao Mista
nesse sentido.

Os resultados anteriores indicam que se tomarmos 5 = 1 nas fungoes de correlagdo
com [ # 0 acabamos obtendo os mesmos resultados de Dirichlet. Esse fato pode ser

entendido partindo da definicao de ¢ + antd,¢ = ¥* junto com a defini¢ao de (o, v) =
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1 —a(d/2 —v). O caso f = 1 pode ser obtido com a = 0 ou v = d/2. O primeiro
valor leva & ¥° = ¢ de modo que tanto a acdo quanto a prescricio recaem no caso
de Dirichlet. O segundo valor parece indicar que nesse ponto s6 é possivel impormos
condi¢oes de Dirichlet. Também podemos descrever os resultados de Neumann com a
condi¢ao mista. Segundo a defini¢do de ¢ se a for muito maior que 1 o termo dominante
em 1) = antd,¢ = ad,¢. Para j isso levaria a f = —a(d/2 —v). Vamos revisar a relacdo
entre os resultados obtidos com condigoes mistas e de Neumann. Para v = 0 temos (com
5= %= —an)

(OO y') ) = 5@0) (05 (2) 05 () (384)

= {0505 W)) (355)
Agora para v # 0 (com = —aA_)

A2

<(9]5\f0’”7£0(a:i)O}?fo’#O(yi» _ W_,u) <(9]VV¢0(g;i)O]VV¢0(y")> (386)
~ L (orwhor) o

O fator 1/a? ¢é entendido do fator extra que surge na prescricao hologréifica das condicoes

mistas

exp(—Iadgs,,,) = <exp </ d*2O (1), 6(0, x)>> (388)

esse fator cancela o termo extra de modo que esses resultados coincidem. Um dos pro-
blemas surge que o resultado com v = d/2 nao permite esse tipo de analise pois ele recai
diretamente das condi¢des mistas nas de Dirichlet. O resultado obtido com Neumann
nesse intervalo é importante pois o campo na borda possui a dimensao unitaria %(d —2).
Esse resultado também foi obtido nas condi¢oes mistas mas com [ = 0. Vamos analisar
novamente esse resultado. Tomando v = d/2 mas deixando A_ = d/2 — v até o final das

contas permite escrever

(d/2 — 1)D(d/2 — 1) 1

B=0,v>1/ 4 B=0,v>1,/ 3 A2
(0N @O W) = A% o D (389)
usando a propriedade I'(z + 1) = 2I'(2)
_ o . I'(d/2 1
<O,8M—0,I/>1(xz)0]ﬁw—0,u>1(yl)> — A% ( / ) (390)

v=d/2 Axd/2 1z — y|2(g71)
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Agora comparando com o resultado de Neumann para v = d/2

<O][3/I:O,u>1 (xi)og/lzo,u>1 (yz)> — A2_

(O ()0 () (391)

v=d/2

Essa relacao esta de acordo com as anteriores pois esse valor de 3 leva a o = /21—1/ ou
a= i. Isso significa que podemos escrever

_ ) _ ) 1 _ _

=0,v>1/ 4 =0,v>1/ 4 v=d/2 v=d/2
(O3 @O ) = — (OF P (@)0 W) (392)

O fato de que as condig¢oes de contorno mistas recaem nas de Neumann para a grande é
condizente com A_ ser pequeno pois aA_ = 1.

Desse modo podemos ver que as condi¢oes de contorno mistas permitem obter todos os
valores das condigoes de Dirichlet e Neumann. Um ponto que deve ser abordado nesse
contexto no futuro é se a introducgao de corre¢des devido a efeitos quanticos impoem
condigbes sobre os pardmetros de [(a,v). Isso é de certa forma esperado pois devem

existir imposicoes para que essas condi¢oes mistas nao violem o principio de incerteza.
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3 CAMPO VETORIAL

O campo escalar, estudado na capitulo anterior, serve de base para estudar a cor-
respondéncia holografica no caso do campo vetorial. Veremos no decorrer das contas que
podemos simplificar o desenvolvimento dessa correspondéncia se utilizarmos os resultados
jé obtidos. Com isso em mente, quando for necesséario, faremos uma pequena revisao dos
resultados do campo escalar para facilitar a comparacao entre eles.

A estrutura do desenvolvimento para o campo vetorial serd bastante similar ao caso
escalar. No capitulo 3.1 iremos definir a agdo do campo vetorial no espaco curvo anti-De
Sitter com d + 1 dimensoes. Na secao seguinte, 3.2, serd tratado o principio variacional
com foco nas condigoes de contorno necessarias para fixar sua variacgdo em um espaco com
borda. Depois disso iremos obter as equagoes de movimento para o campo vetorial 3.3. No
decorrer desse desenvolvimento ficara claro a semelhanga entre as equagoes de movimento
das componentes do campo vetorial e do campo escalar. Com isso em maos partiremos
para o desenvolvimento das fun¢oes de correlacao para o campo vetorial na secao 3.4. Esse
desenvolvimento sera dividido em duas partes, uma referente a utilizacao das equacoes
obtidas com as condig¢oes de Dirichlet, e outra através das de Neumann. Finalmente na
secao 3.5 faremos uma analise geral comparando os resultados das diferentes condi¢oes de

contorno do campo vetorial e as do campo escalar.

3.1 Acao do campo massivo A,

O sistema que iremos estudar é descrito por campos vetoriais A, com p = 0,1, ..., d+
1 vivendo no espago-tempo Anti-de Sitter com d + 1 dimensoes. Uma maneira de se de-
finir isso seria comegar com um sistema eletromagnético massivo em d dimensoes planas
(Minkowski) para depois fazer as modificagoes para um espago curvo. Esse foi o cami-
nho adotado no caso do campo escalar massivo. Nao iremos fazer esse desenvolvimento

novamente mas uma breve revisao do eletromagnetismo cléassico foi feito no apéndice C.
0

A agdo que descreve a dindmica de um campo vetorial A#(z”) onde z¥ = (z

z,2%) (i =1,...,d) com massa my4 vivendo no espago tempo AdSg,; é

I[A,04] = /

1 1
att! —F"E 4+ —m% A, A" 393
AdSyon T\/g 1 m —|—2mA " (393)
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Aqui o tensor F*¥ é o tensor de “forca” definido?® como

Frv = 9rAY — 9 A" (394)

O espaco AdS;.; é definido como o semi-plano superior com 2 = z > 0 no espaco

Euclidiano. Essas defini¢goes (com L = 1) levam a métrica

ds* = i(d% + (dx")?) (395)

22

que se traduz nas seguintes relagoes

1
Juw = 50w (396a)
g = 26 (396h)
Vg =z (396¢)

que serao usadas no decorrer dos calculos. Essas sao as mesmas defini¢des utilizadas no

caso do campo escalar.

3.2 Fixando a acao na borda

A acao geral para o campo A, é escrita como

I[A,04] = / A L(A,,0,A,)

AdSg41

Uma variacao infinitesimal das configuragoes dos campos junto com uma integragao por

partes (mesmo passos da segao 2.2) levam a seguinte equagao

or oc oc
I — d+1 _ 0L A d+1 _9k 54
0 /AdeH e <8A,, On (8@&,)) S (88#141,5 ) (397)

O primeiro termo sao as equagoes Euler-Lagrange. O segundo é o termo de borda e

precisamos escolher condig¢oes de contorno apropriadas para que ele seja nulo de modo

23 A modificacdo da derivada parcial para a derivada covariante ndo modifica o tensor do campo eletro-
magnético pois
¥, =D,A, -D,A,
= a,u,Ay - &/A/L - (FZV - Fgu)Aﬂ
=0,A, —0,A,

que ¢ valido pois I'j,, = I'J em um espago sem torcao.
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que o principio variacional 0/ = 0 seja satisfeito. Escrevendo ele com a definicao do
vetor normal a borda de AdSgy1, dado por n#(z) = (—z,0), permite encontrar um termo

analogo ao obtido no campo escalar em 69. Esse termo é

oL
0B = drng————0A,
OAdSyi1 o (0 A,) (398)

Se tomarmos a a¢ao do campo vetorial descrita por 2.2 esse termo fica

6B = d®z\/gnoF" 5 A, (399)
OAdS 41

A anti-simetria do tensor F** impoe que F'° seja nulo e isso faz com que o campo Ay nao

influencie no termo de borda de modo que para que B = 0 é necessario impor i = 1,..,d

condicoes de contorno. Isso difere do caso do campo escalar massivo onde o termo de

borda envolvia apenas uma condi¢ao para o campo escalar ¢, aqui devemos fixar todos

os ¢ termos de borda pois

6B = d®z\/gno(F" 5 A, + F25 A + -+ ) (400)
OAdSg41

Vamos fazer uma analise similar a feita no caso do campo escalar e definir duas condigoes

de contorno, Dirichlet e Neumann, que fixam o termo de borda. A condi¢cdo mista nao

sera abordada pois nao ha um entendimento completo de como essa condic¢ao interfere na

fixacao do calibre quando tomarmos a massa nula no final.

3.2.1 Condigoes de Dirichlet

A condicdo de Dirichlet para o campo escalar consiste em fixar a variacao do
campo ¢ na borda, isso é, 5¢‘ 0= 0. Vamos estender esse conceito aqui para todas as
z=

componentes i = 1,..,d do campo A;. Isso significa que devemos impor

(SAl == 0
z=0
0As =0
04, =0 2=0 (401)
0Ay T 0

para que 0 B nulo o que garante que 6/ = 0. Nao é necessario a adi¢do de termos extras.
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3.2.2 Condig¢oes de Neumann

A condi¢do de Neumann fixa a variagao da derivada do campo na borda. Usando

o vetor normal a superficie de AdSy;1, dado por n*(z), podemos definir essa condigao

como
50 A1) _ =0
d(0nA2) =0

5(0,A;) =0 z=0 (402)
§(0nAg) T 0

onde definimos n*(€)d, A; _ = 0, A;. Isso é andlogo ao feito para o campo escalar em

2.2.2. Essa condic¢ao nao torna 0 B nulo de modo que precisamos adicionar um termo extra
na ac¢ao para que ela obedeca ao principio variacional. Seguindo o mesmo desenvolvimento

de 2.2.2 temos uma nova ac¢ao dada por

1 1 :
Iv=[  atiy {F“”F L+ omiA A“} — [ dmeF®ia, 403

N AdSqi1 \/g 4 : 2 AT OAdS 411 0 ( )
Iremos utilizar essa a¢ao quando calcularmos a funcao de correlacao associada a condigoes

de contorno de Neumann.

3.3 Comportamento do campo vetorial A, em AdS;;,

Vamos trabalhar nessa secao a resolugao das equagoes de movimento para o campo
vetorial massivo no espaco-tempo Anti-de Sitter. Para isso serd necessario tratar sepa-
radamente as componentes de A,. A componente zero ¢ a mais simples de ser resolvida
visto que a sua equagao de movimento é similar a tratada no campo escalar massivo. Isso
significa que o comportamento do campo Ay se assemelha a de um campo ¢. As outras
componentes apresentam passos adicionais pois elas se encontram acopladas. Nesses pas-
sos teremos de dividir a equacao em uma parcela homogénea e outra particular. Na parte
homogénea teremos um resultado similar ao obtido em Ay, ja na particular serd preciso
supor uma forma de solucao e aplicar as equagoes corretas para se encontrar o resultado
final. Os principais passos serao realizados no decorrer desse capitulo e algumas passagens
serao feitas no apéndice B.

O célculo em detalhes da equagdo de movimento é feito no apéndice D.1 e leva a seguinte
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equacao de movimento
V. " —m% A =0 (404)

onde V,V, = %(%(\/EV/L). Essa equacao se traduz em duas partes, uma para a com-
ponente do campo A, com p = 0 e outra 4 = 7 onde ¢ = 1,2,...,d. Isso, usando a

anti-simetria de F*, leva a

OF° —m%3A° =0 (405)
2 [z7 VY — 4 AT =0 (406)

Antes de solucionar essa equagdes precisamos escreve-las na forma de um equacao dife-

rencial. Esses passos sdo feitos em detalhes em D.3 e para Aj tém-se

220,00, + (1 — )20y — (1 — d +m%)] A =0 (407)
Podemos ver que se M? = m?% — d + 1 a equagio obtida, dada por

20,0, + (1 — d)20y — M?*| Ay =0

possui a mesma forma da equacdo de movimento para um campo escalar de massa M.
Isso permite utilizar a solugdo obtida em 2.4.1 com m = M. Esse mesmo fato nao ocorre
para a equacao de movimento de A;. As passagens para a sua forma diferencial estdo no

apéndice D.4 e levam a
20,0, + (3 — d)200A; — m?|A; = 22710 Ay (408)

Como podemos ver essa equacao nao tem a mesma forma da obtida para o campo Ay, no

entanto, se introduzirmos campos com indices de Lorentz tal que

A, =e'A, (409)

a

onde e = xyd* é o vielbein (a = 0,1, ...,d) podemos escrever

Apesar dessa equacao possuir uma parte acoplada com Ay temos que a sua parte homo-
génea possui a mesma forma da equacgdo do campo escalar com massa M. Para solucio-

narmos a parte particular iremos precisar de uma outra relagdo entre as componentes de
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A,,. Aplicando o operador da derivada covariante em 404 leva a
V.V, F*" —m?V,A" =0 (411)

O primeiro termo ¢ identicamente nulo?* o que leva? a seguinte condicdo para o campo

vetorial
&Al = —<1 - d)Zile - aoAO (412)

Essa relagao sera util quando calcularmos a equagao de movimento para o campo A;.

3.3.1 Solugao de Ag

A equacao de movimento para a componente zero do campo vetorial A, possui a
mesmo forma da obtida no caso do campo escalar de modo que podemos seguir o mesmo

desenvolvimento de 2.3.2. Isso leva ao seguinte resultado

‘ dek ‘
Ap(zg,2") = xg/Q/Welk'xao(k)K,,(kxo) (413)

24 Para ver isso basta notar que V.,V FH = %@@M/EF ¥ trocando a ordem das derivadas no lado
direito

V,V, F* = \;g@,ﬁ,,\/gFW
fazendo a renomeacao de indices p <> v no lado direito
V,V, ' = \}g@,,@u\/gF"“
e usar F*” = —F"! (anti-simetria)
V.,V F' = —iayﬁﬂ\/ﬁF’“’
V9

— VY,V F"

Isso s6 pode ser satisfeito se V,V,F#* = (.

25 Ver contas extras D.2
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onde ag(k) sdo os modos normais de oscilagao® do sistema. O indice v no caso do campo

vetorial é dado por

2 _ 2
v = Z+M2:\/<d42>+m§1 (414)

Esse resultado é obtido considerando que solucao da equagao para Ay é dada por um
campo escalar com massa M. Usaremos essa relagao para adaptar os limites dos valores

de v na proxima secao.

3.3.2 Solugao de A;

O primeiro passo para encontrar a solucao da equagao de movimento para A; = zA;

é escrevendo a solugao como a soma de duas parcelas

Ai(z, 7)) = A9 (2,2 + AP (z,29) (415)
onde AE-") ¢ a solugao geral, ou solugao da equacao
[220,0, + (1 — d)z0y — M?JAY =0 (416)

e AET’ )¢ a solucao da equagao particular dada por

[220,0, + (1 — d)z0y — M?JAY) = 220,A, (417)

3.3.2.1 Solugao Geral

A solucao geral deve ter a mesma forma da solucao para Ay com a devida modifi-

cacao dos modos normais. Isso leva a

. Ak .
AP ao.a) =il [ 5 53¢ b, k) (118)

onde a;(k) sd@o os modos normais da solu¢ao geral. Podemos notar que o pardmetro v é

definido pela parte geral de modo que ele é o mesmo usado em Aj.

26 No caso do campo escalar sé6 havia a necessidade de um, dado por A, aqui possuimos outras compo-
nentes de modo que iremos precisar do indice extra.
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3.3.2.2 Solugao Particular
Estamos procurando a solugao da seguinte equacao de movimento
[220,0,, + (1 — )20, — M?|AP = 2:20,A, (419)

Podemos supor que a solucao deve ter a seguinte forma

'k
(2m)4

e_ik'xao(k)EH(kz) (420)

AP (z,0) = ~2i22 [ =

onde H(kz) é uma funcao que precisamos calcular e ag(k) é o0 modo normal definido no
campo Ag. Se substituirmos essa solugao proposta em 419 iremos obter uma equagao
complicada para H(kz). Ao invés de fazermos isso podemos usar a condigao 412 para

escrever H(kz). Passando 412 para os indices de Lorentz temos

d
—Z A0+ Ao + DA, = 0 (421)

Agora substituindo a decomposicao das solugoes 415 temos
d (9) (»)
z

Podemos imaginar que essa relagao pode ser separada em duas partes, uma relacionada
a solucao geral que nao tem nenhum termo vindo de Ay e outra particular que esta

relacionada a Ag. Isso se traduz em
8,AY =0 (423)

que pode ser escrita em termo dos modos normais se substituirmos a solucao geral 418

d
e [ (;lﬂl;de_ik'xk;iai(k)[(y(kz) —0 (424)

e isso leva a

A outra relagdo que podemos retirar é sobre a solucao particular

d

z

Ao+ 0Ag + AP =0 (426)
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Vamos usar a solucao particular proposta para AEP ) 420 e a solucao de Ap 413. O campo

Ap com indices de Lorentz fica

'k
(2m)4

Ay = zd/2+1/ e % *ay(k) K, (kz)

Com isso podemos obter 9yAy como?”

dk d
Ay = / (27T>de”k'x [(2 + 1) K, (kz) + z@oKl,] 2%2a4(k)

O termo com a derivada em relacido as coordenadas i é

AP = 221 AWt (1) H (k2)
1 7 - (27T>d 0

Finalmente a nossa condicao sob AE” )6

d
—2H + (2 + 1) K, + 200K, —dK, =0

Reorganizando®® essa expressao obtemos

H(kz) — ; l/{;z@g(("kf;) 4 (1 _ g) K,,(k;z)]

Essa equacao pode ser solucionada se utilizarmos a expansao 694. Isso leva a

H(kz) = ; [(1 — (21 + 1/) K,(kz) — sz,,H(k:z)]

Com isso em maos podemos escrever a nossa solugao proposta 420 como

)

(27)d k2

27 O calculo dessa derivada é idéntico ao realizado na equacio 171.

28 Também foi usado que 28y = z% = zk%.

. dik . k. d
AP (e = izt [ e a9 (1= 54 v) Kulhs) = Keoa(he)

(427)

(428)

(429)

(430)

(431)

(432)

(433)
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3.3.2.3 Solucao Completa

Juntando as duas solugoes, equagao 418 e 433, em 415 temos

'k
(2m)4

X [ai(k)KV(k‘z) - iao(k):; {(1 — ;l + 1/) K, (kz) — szVH(kz)H (434)

—ik-x

Ai(z,2") = zd/z/

Esse é a solucao completa para A; mas ela ainda esta escrita em termos dos modos normais
a; e ag. O caminho para se resolver isso é realizar a transformada de Fourier do campo

tomado na borda de modo a obter

Ai(e, k) = €2 [ai(k)K,,(ke) — mo(k)zg { (1 — Z + y> K, (ke) — keKVH(ke)H (435)

Precisamos isolar cada modo normal a; e ay. Para isso vamos usar a seguinte identidade?®®

A, = (@j - k;) Ayt =5 A, (436)

Podemos multiplicar essa equagao por k;

kA = (kj — k) A+ A, (437)
—_———

=0

o primeiro termo deve ser a;(k) pois k;a;(k) = 0. Isso leva a

(6= 552 Aste) = 00 ke (139)

o que leva a

/2

kikj
) = 7 (50 B2 ) At (139)

a outra parcela fica

kik;
kQ

Aj(e, k) = —ied/QaO(k)Z; { (1 — ;i + y) K, (ke) — keKl,H(ke)} (440)

29 Essa identidade é uma decomposicéo, para ver que de fato ela é verdadeira basta realizar a multiplicacdo
no lado direito e encontrar A; = A;.
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assim
d -1
ao(k) = ie” Y% k; Ay (e, k) {(1 ~3 + 1/) K, (ke) — k‘eKl,H(k:e)} (441)

Finalmente podemos escrever a solugdo na borda de A;(z,z') como (trocando k;A; por

kjA; para que nao estejamos escolhendo um valor especifico)

d I
Ai(Z,SEi) Z/ dk e~ kx /2 —d/2 lKV(kZ) <5ij - klkﬂ)

(2m)d K, (ke) k2
kiky (1= 4+ v) K, (kz) — k2K, (k2) |
k2 (1 — g + 1/) K, (ke) — keK, 1 (ke) } Asle k) (442)

Fazendo a transformada inversa de Fourier obtemos

| dk | K, (k2) kik,
Ai ’ (AR / /dd —ik-(x—y) .d/2 _—d/2 v 5@ Yy
(2 = | Gy | e K ke 7T R
kik; (1 — % + 1/) K, (kz) — kzK,1(kz)
(144 v) K, (ke) — ke, (ke)

} Ajey) (443)

3.4 Diferentes condigdes de contorno e fungées de 2-pontos (O(x)O(y))

Vimos na secao anterior que existe uma relagdo entre as equagoes de movimento
das componentes do campo vetorial e as do campo escalar. Isso é esperado pois o campo
escalar é uma representagdo minima dos campos com simetria conforme. Vamos usar esse
fato para adaptar os regimes de valores para v. Se escrevemos os resultados para o campo
escalar com massa M e depois usarmos que M? = m? — d + 1 obtemos
d? d?

——td—-1<mi<——+d (444)
4 4

Esse é o limite de Breitenlohner-Freedman para o campo vetorial massivo. A solugao com

M?=0levaam% =d—1 com
v: = (d/2 —1)* (445)

Aqui temos duas possibilidades para v, uma sendo v =d/2—1eaoutrav=1-d/2. O

valor mais apropriado seria o primeiro pois, como d > 3, os valores de v sao positivos.
Antes de comecarmos os cdlculos dessa secao é conveniente reescrever os resultados

das expansoes feitas para o campo escalar. Veremos mais a frente que varias dessas

expansoes sao similares as que encontraremos de modo que nao sera necessario recalcula-
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las. Os resultados obtidos nas secoes 2.4.2 e 2.4.3 sao

« Para D¥ = (4 +v) — kX5 temos 188, 189 e 198

K, (ke)
d ke\ ™ 2vT(—v) ke\® 2
v£0 o & ke aviizv) | (ke
D~ g y+<2> ) +<2> —+ (446a)
ke\“dU(=d/2) [(ke\® 1
D () L [ 446b
<2> v (5) e (0D
d Ink
l/:0 - i
D (446¢)
« Para NV =  foi obtido 230, 235 e 236
1 ke\?”  2wl(—v)
VA0 o 44
N~ < > ) (/2= v)l(v) © (447a)
NV=U2 = (2 — d)(ke)™2 + - - (447D)
2 41nk
v=0 ~ = . 447
N~ Gt e T (447¢)

Esses resultados serao utilizados para simplificar as contas que faremos na préxima segao.

3.4.1 Condicao de Dirichlet para o campo vetorial massivo

A condigoes de Dirichlet para o campo A;(z,z), como vista em 3.2.1, é dada por
0A;(0,z) =0 (448)
Essa condigao reflete na forma da correspondéncia que fica como

exp (_IAde+1) = <exp (/ d%x J;(z) A4 (0, x)>> (449)

3.4.1.1 Acao na camada de massas

Para se obter a acdo do campo vetorial massivo, definida em 393, na camada de

massas € necessario realizar uma integracao por partes. Antes disso vamos reescrever a
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acao
1 1
— d+1 iy n/11% S o02 n
I[A, 0A] /Ade+1 A xy/g LlF F, + 5 ALA ] (450)
_ 1 d+1 v 2
=5 Jus, A (BuA)VGF™ + m*/GA, A (451)

onde usamos a definicdo do tensor F* = gAY — 9V A*. Feito isso podemos usar uma

derivacao por partes 3° para escrever

1

I =-
2 JAdSqq

Ay {A,,\/ﬁ U@a“ (Var™ + mZA”)] +0, (A,,\/EF’“’)} (452)

Tomar a nossa agdo na camada de massa consiste em aplicar a equacao de movimento
V. F* —m?A” = 0. Isso faz com o primeiro termo seja nulo. O segundo termo é um

termo de borda pois

1

[op-shell — = A 2[00 (A, /GF™) + 0;(A,\/gF™))] (453)
2 AdSg+1
IR
N 2 0AdSg41 dx 76A2(67 ,I)ﬂo(E)F (67 ZE) (454)

2d & o determinante da métrica tomada na

onde usamos o fato que F%° = 0. Aqui 7, = ¢~
borda induzida em z = € e n%(¢) = (—¢,0) é o vetor normal que tem diregao para fora da

borda induzida. Isso junto com as defini¢bes da métrica em 28 leva a

1

]on—shell _ =
b 2
0AdS 11

dre " Ay(e, ) FP (e, x) (455)

A passagem para os indices de Lorentz é feita em D.7 e leva a acgao

l—d e—d (l—d
fon-shell — _ / Al A,0Ag — / dlrE AA, + Az A,00A,
DAdS 441 2 OAdS 41 2 DAdS g1 2
(456)
que pode ser dividido em trés parcelas dadas por
el
ermo( 0)D oads, T (€,2)0;Ag(€, x) (457a)
—d
Termo(A;A;)p = —/ dde—Ai(e,x)Ai(e, x) (457b)
OAdS 41 2
(l-d
Termo(AidpA)p = [ d'e - Aile, ) Ai(e, 457
ermo(A;00A;) p oads, T (€,2)00A(€, x) (457c)

30 especificamente 9,[A,/gF"] = (0,A,)\/gF" + A,0,(/gF").



106

Com isso em maos podemos usar as solucoes das equacoes de movimento para escrevermos
a acado na borda em funcao da fonte. Antes de tratarmos disso podemos notar que o
termo A;A; nao contribui para a funcao de correlagao. Isso pode ser visto de duas formas,
primeiro ele nao é analogo a nenhum termo que vimos no campo escalar massivo, segundo
que ele pode ser retirado da agdo na camada de massas através de uma redefinicao do
termo de borda (como foi feito na func¢do de 1-ponto em 2.3.4). Também podemos ver
isso diretamente, esse desenvolvimento foi feito no apéndice D.8. Assim s6 precisamos

escrever os termos A;0;Ag e A;00A; em funcao da fonte na borda.

Termo (A;0;Ap):

Vamos trabalhar o termo dado por

1 d
Termo(A;8; Ao)p = / dd:cTA (e, )0 A e, ) (458)

OAdS,41
Precisamos escrever esse termo em funcao da fonte A;. Isso é similar ao caso do campo
escalar com condigoes de Neumann. Esse calculo é feito no apéndice D.5 e leva ao resultado

667 que leva a

Termo(A;8; Ao) /dd dly A (e, ')A, ( )Z-d/ L e
ermo 0 xa-y €, G €, Y)€E qvilvj P o1 (ke
B N ) R
(459)
A parte que devemos expandir dessa ac¢do pode ser escrito como
(AidhAg)" ! ! (460)
i@is0)D = Ky i1 (ke _ v
(1-4+v) — ke Kj;€)> 1—-d+D
Ele é similar ao obtido no campo escalar com condi¢oes de Neumann dado por —. Isso

significa que podemos obter os resultados de maneira rapida se utilizarmos os mesmos
passos.
Expandindo com v # 0:

O termo obtido no caso de Neumann ¢é 447a, dado por

vzo 1 ke\ ™ 2vT(—v)
NP~ ™ (2) 2=ty (461)
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Podemos usar esse resultado com a modificagdo d/2 —v - d/2—v+1—-d=1—-d/2—v

e obter

1
(DA T s (

2 1—v—4d/2)’T'(v)

Podemos ver que, de forma similar ao campo escalar com condi¢oes de Neumann, esse
resultado ndo ¢é valido para v # d/2 — 1 (caso do campo vetorial ndo massivo). Vamos

trabalhar essa expansao na préxima segao.

Expandindo com v = d/2 — 1:

Vamos comecar escrevendo o resultado D*7°, dado em 446a, tomando v = d/2 — 1.

Isso leva a

e (3] S () - (5 2

2

2
(463)

onde os termos contraidos sdo oc (ke)4™2. Voltando para o termo que devemos expandir

obtemos

(AdrAo)ir = 1 [1 - <’“>d_2 ra-d2 <k€>d (1 —d/2)

S 2-d 2 I'(d/2—1) 2 ) d/2I'(d/2 —1)
ke’ 4
HE

Como todos os termos possuem potencias positivas em € podemos fazer a expansao com

-1

(464)

(1+a)™! ~1—a e escrever

vmdp-1 1 ke \7? T(1—d/2)
(D) = 55+ (2) 2—drd2-1)

ke\®_ L(—d/2) ke\® 4
B <2> df2(2—d)r(d/2—1) (2) d2—ap " (465)

O termo dominante nesse caso é o com menor potencia em ¢ de modo que

veapr1 (kTP T —df2)
(A o) * & <2> CETINCIE (466)

Nao precisamos escrever o termo proporcional a €® pois sabemos, do caso do campo escalar,

que ele nao ird contribuir para a funcao de correlacao.
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Expandindo com v = 0:

Novamente podemos usar o caso de Neumann para facilitar as contas. Fazendo
d/2 —1—d/2 em 447c temos que o resultado é

1 Ink
AZ&A v=0 ~ 467
(Ai0d)o™ ™ T T T e T (467)
Termo (A;00A;):
Devemos desenvolver o termo dado por
el

T A0y A; :/ —A, (e, A,(e, 4
ermo(A;00A4;)p BAdeHd T (€,2)00A(€, x) (468)

Para isso precisamos escrever dpA;(e, ) em termos de A;(e,z). Esse calculo é feito no

apéndiceD.6. Tomando z = € no resultado 677 permite escrever a acao como

—d ddk’
Termo(A;00Ai)p = —/ddxddy%/ (2)d

d Ky i1 (ke) ik
G ) e -5

ki (1= 44 v) (§+v) + k2 — kel

2 d Ky 11 (ke)
k (1- 4+ v) — kel

e_ik'(x_y) X

] Ai(€7 'T)Aj<€7 y)
(469)

Esse termo pode ser simplificado tal que

T AooA)p = —= [ dizdiyA A i [ A ey v (s _ ik
ermo(A;Jy i)D——§ rd yAi(e,x)Aj(e, y)e (27T)d6 i~ 3

+kikj (1/— g) (V—l—%) + D" + k€
k2 1—d+ Dv

(470)

O primeiro termo é dado pela expansao de D" (os resultados sao dado em 446). O segundo
termo possui o mesmo denominador do caso A;0;Ag. Isso significa que precisamos tratar
somente do numerador do segundo termo e fazer o produto para obter o resultado final.

Vamos chamar esse segundo fator de

(AidoA))yy = [v* — d?/4+ (ke)® + D" (Ai0;A0)} (471)
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Expandindo com v # 0:

O resultado do primeiro fator ja é conhecido. Ele ¢ dado por D¥7°

DA _ <lf2€>2y2”11:<(y_)’/)+... (472)

Usando novamente D*7° (com os primeiros termos) temos que o numerador da segunda

parte fica
2 2 2 v#£0 ke )™ 2vl(—v)
1% —d/4+<k€) + D :(V—d/Q)(V—l-d/z—l)—F ? T—F (473)
v
o denominador desse termo ja foi calculado e é dado por
1 ke )™ 2uT(—v)

AOA) Ty — [ 474
(Addo)t ™~ T 07 (2) (—v—d2T() " (474)
Multiplicando esses tultimos dois resultados permite escrever

ke 2l(—v)1—d/24+v
A AN — [ 25 e 4
(Ao i) (2) Tw) 1-d2—v (475)
Expandindo com v = 0:
Novamente o valor da primeira parcela é conhecido e dado por
In k
D (476)
In“ e

Usando esse resultado, tomando o cuidado de escrever todos os fatores, leva ao seguinte

numerador para o segundo termo

d In k
—d? /A + (ke + DY = S(2—df2) — —5 4+ (477)
2 In“ e
juntando com o resultado que ja foi calculado, dado por
1 Ink
A;0;A0)557° = 478
(Ai0d)o™ = T T T gt T (478)
leva ao seguinte segundo termo
In k&
(Ao A5 = —— (479)

In’ e
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Expandindo com v = d/2 — 1:

A primeira parcela desse termo ja foi calculada em 463. O segundo termo pode ser

simplificado pois tomando o valor v = d/2 — 1 nele permite escrever-lo como

1 —d+ D=2t 4 (ke)?

v=d/2— T _
(A;00Ai) =L D=ipt (480)
(ke)?
=1+ [ dyD=in1 (481)
=1+ (ke)2(Ai0;Ag) 7! (482)
Assim utilizando o resultado 466 temos
ke AT(1—d/2)
A AN d/2—1 _ [ M 4
(Ai0Ai)p 2 ) (2—d)I(d/2-1) (483)

onde suprimimos os valores que nao irao contribuir no final das contas.

3.4.1.2 Funcao de 2 pontos com condi¢oes de Dirichlet para v # 0
A acgao que devemos calcular com v # 0 é
157&0 = Termo(AiﬁiAo)lgéO + Termo(AiaoAi)lgéO

Vamos calcular cada uma dessas integrais em separado. A primeira integral é obtida
substituindo o resultado 462 em 459

272
Termo(A;0; Ao) ] " = E _VV _ d/(2 2T (v /ddxddyA (2, 2') A (e, y)e T x
Ak Kk o
¢ —1i -(x—y)k2y+2 484
/ 2m)d k2 © (484)

Essa integral pode ser feita usando 707 o que leva ao resultado

QVF(d/Z +v+1)
21—y —d)2) 2F

( _y)i(“f—y)j 1
— (2u+ 2+ 4
X {5” (2v d) P PR (485)

Termo(A:9; Aoy " = /ddxddyA (2, 2)A (e, y)e ™ x
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Antes de tomar a fonte na borda vamos calcular a segunda integral. Esse termo é obtido
usando 470 e 475

27l (— dk
Termo(A;00A;)7° = I]‘/(V) ) /ddxddyAi(e,x)Aj(e,y)e_d+2”/We_Zk'(x_y)k2”><
X Kém - k2]> + k2] 11— d/2 — l/] (486)

que pode ser simplificado para

277yl (—v) dk
T AZ Az v#0 / d,. jd Az A —d+21// —zk'(x—y) 2v
ermo(A;004;); ) d*zd®yA;(e, x)A;(e,y)e o) k=¥ x
2v klkj
g 4
Xl(S”Jrl—d/Z—uk?] )
fazendo a integracao sob os momentos temos
d/2+v yF(d/2+u _
V#O d . jd d+2v
Termo(A;00A:) 5 = dj2—v /d rd’yA;(e, v)Aj(e,y)e X
2u—ny—w« 1
0ij — d 488
e 5

O préximo passo é tomar essa agao na borda. Antes de escrevermos a transformagao que
leva a fonte para a borda vamos escrever a acao em termos dos campos A do interior de

AdS4,1. Esses termos ficam

Termo(A4;0;40)77° o /ddxddyA (z,7)Aj(e, y)et T2 ... (489)
Termo(A;0p4;)7° o /ddxddyA (e, 0)Aj(e, y)e? T2 ... (490)
Precisamos escrever a transformagcao que leva a fonte em z = € para z = 0. Os dois termos

da nossa acao nao possuem a mesma potencia em € de modo que um deles vai ser nulo

na borda. O termo com menor potencia leva a seguinte transformacao de escala

lim e 2+ A (e, 2) = A;(0, ) (491)

e—0

Essa transformacao faz com que somente o termo A;0yA; sobreviva. Desse modo a agao

tomada na borda de AdSy,, fica como

d/2+v I/F(d/Q—I—V
70 /dd Ay A (0, 2) A (0
L A IEN O v4:(0.2)4;0.9)

2(z — Yz — y)j 1
- 492
A P R A PR 2
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Isso leva a seguinte funcao de 2-pontos

() L))" = =

1—d/2—v 74T (v) |z — y|t+2 |z — y|d+2v+2

mas usando as propriedades de I' descritas em E.1.5 podemos escrever

vzo  2v(d/2+v)T(d/24+v—1) (x—y)ilx —y); 1
<Ji(X)Jj(Y)>5é = T (1) (57;3' -2 |xy_ M d ) | y|2(@/2+v)
(494)

onde o operador dual na borda possui dimensao conforme d/2 + v. A fonte nesse caso
possui o comportamento dado por z% 27177 A,(0, z) nas proximidades da borda.
3.4.1.3 Funcgao de 2 pontos com condigoes de Dirichlet para v = 0

A agdo que devemos calcular com v =0 é
157 = Termo(A;0;A0)% % + Termo(A;00 A;) % (495)

onde o primeiro termo é obtido substituindo a expansao 467 em 459

£2—d
Termo(A 8140),/ 0 — (1_d/2/ddl‘ddyA (Z x )A](G,y)EX
A kik;
v —ik-(x—y) 21 4
/(27r)d 12 € k“lnk (496)
Ja o segundo é calculado juntando o resultado 479 e 470
— 1 Eid ddk —ik-(x—
Termo(A;00A;)% 0 = —§/ddxddyA,-(e,x)A (e, y)ln e/ (27r)d6 ke(x=y)
[— In k (513 — ]{2]> n k2]‘| (497)
= —1/ddxdd Ai(e,z2)Aj(e,y) —— <’ / ak e~k CY)5 Ink (498)
2 yais Ve (2m)d “

Antes de fazermos a integragdo sob os momentos vamos tomar a acao na borda. Isso é

conveniente pois como vimos no caso v # 0 apenas uma das parcelas sobrevive. Voltando
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para os indices do espago AdS temos

Termo(A;0;A0)% " o /ddxddyA (z,2")Aj(e, ) 1642d (499)
Termo(A;0pA;)% " o /ddxddyA (€,2)A;(e, )f;i (500)
A transformacao de escala que precisamos fazer nesse caso é

hm( “ne) T Ai(e, v) = A;(0, 1) (501)

e—0

Novamente apenas o termo A;JyA; sobrevive. A integral sob o momento ja foi feita no
caso do campo escalar e leva a
Sii

% _Jy‘d (502)

d/2

10— / dhdy A;(0, ) A;(0, )

Usando a correspondéncia obtemos a seguinte funcao de 2 pontos

e e (503)

Nesse caso a fonte se comporta como (2%2711n 2) A;(0, x) e o operador dual possui dimen-

sao conforme d/2.

3.4.1.4 Funcao de 2 pontos com condigoes de Dirichlet para v = d/2 — 1

A ac¢do na borda nesse caso é dada por
1579270 = Termo(A4;0;40)% ™ + Termo(A;0pA;)5 %7 (504)
Novamente vamos calcular os termos separadamente antes de tomarmos a fonte na borda.

O primeiro termo é obtida com a expansao 466 em 459

[(1—d/2) d,. d
24(1—d/2)T (d/2 ) / d'zd yAq(z, 7) A (e, y)

d’k kik;
—ik-(x—y) "vi"j 1.d
x / o (505)

Termo(A;0;A¢) Sl




114

Fazendo a integracao sob os momentos usando 707 e usando as propriedades do Gamma

dadas em E.1.5 leva ao seguinte resultado

v=d/2— 1
Termo(A;0;,A0)p 4271 27rd/2F d/2 /ddxddyA (z,2)A; (e, y) x
(—me—wﬂ 1
X 0 — 2d 506
= e o0

O segundo termo ¢é obtido substituindo a expansoes 483 e 463 em 470 de modo a obter

(/2 - )T —d/2)

Termo(A;004;:) S /ddxddyA (e, 2) A€, y)e?

2427(d/2 — 1)
Ak ik
—ik-(x—y) (51 'kd72 Nilvy kd 2 507
o [ = | o

Realizando a integracao sob os momentos usando 704 e 707 leva a

I'(d _
Termo(A;00A;)p _27rd/2F((ci/)2_ D /ddxddyAi(e, z)A (e, y)e?
(z—y)ilz —y); 1
9
XF” EErE T (508)

Antes de tomarmos a nossa fonte na borda vamos escreve-las em termos dos indices do

espago AdSgy1. Isso leva a

Termo(A;8;40)% ™ /dd:cddyA (e,2)A;(e, y)€e? (509)

Termo(A:8p4;)> " / dlzdiyAy(e, 1) A (e, y) - (510)
Desse modo podemos ver que a transformacao das fontes deve ser dado por
lim Ai(e,z) = A;(0,x) (511)

Isso faz com que somente as contribui¢oes do termo A;0yA; sobrevivam na borda. Isso

leva a seguinte acao

e T'(d)
=2 /d du A A
D omirr(ajz—1) ) ¢y 24 0.)x
(r —y)ilz —y); 1
59 512
Xl] o=yl ] o -y o12)

Agora a prescricao dada por 449 leva a seguinte fungdo de 2-pontos

(05 (3)) 5 =

I(d) [”_2m—ny—wj ! (513)

w21 (d/2 = 1) [z —y[? |z — [
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Aqui o operador da CFT dual possui dimensao d — 1 e a fonte possui o comportamento
dado por A4;(0,z) (dimensao conforme nula).
3.4.1.5 Analise das fungoes de 2 pontos para condi¢oes de Dirichlet

Vamos resumir os resultados obtidos quando se aplica condi¢oes de contorno de

Dirichlet no campo vetorial.

Intervalo: v # 0 ou m?% # —d*/4+d — 1:

Nesse intervalo foi encontrado uma funcao de 2-pontos em 494 dado por
20(d/2 + v)T(d/2 + v —1) (dA_Q(x—y)i(a:—y)j) 1

mT(v) w—yP ) o= yP@)
(514)

(=)L) =

onde o operador da teoria da borda possui dimensao conforme d/2 + v e a fonte possui

um comportamento dado por 227177 A;(0, z).
Intervalo: v =0 oum? = —d*/4+d — 1:
As expansoes das fungoes de Bessel levaram a uma funcao de 2-pontos 503

<Ji(X>Jj(Y)>VD:0 - _F;i/;) |x 6_ijy|d

(515)

O operador dual possui dimensao conforme d/2. A fonte nesse caso se comporta como
(2421 In 2) A;(0,2). O comportamento logaritmico é esperado se compararmos esse re-

sultado com o obtido no caso do campo escalar massivo com v = 0.

Intervalo: v =d/2 — 1 ou m% = 0:

O resultado obtido nesse caso foi descrito em 513 e é dado por

(), ()02 = wd/2F€c<ic/l)2 — % - 5 (7 —| i)i(flyc |2— v); — y1|2(d1) (516)
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onde o operador possui dimensao d — 1 e a fonte dimensao conforme zero (se comporta
como A;(0,z)). Podemos notar que esse resultado pode ser obtido tomando o valor de
d/2—1 no resultado com v # 0. Tomando esse valor e usando as propriedades de Gamma

descritas em E.1.5 permite escrever

LT ()R _@d=2)d-1)I'(d-2) [ (r—y)lz—y), 1
(Ji(x) L)) i TPT(d)2 = 1) (513 2 p—E ) v P
_ U9 (5,, @ —yilr - y)j> 1
721 (d/2 — 1) ' |z — y|? |z — y[2@D)

= (Ji(x)J;(y)) >

3.4.2 Condicao de Neumann para o campo vetorial massivo

Podemos impor condi¢des de Neumann sob os campos na borda como foi descrito

em3.2.2. Isso significa impor que

d(0nA;)

=0 (517)

z=0
onde n#(zg) = (x,0) de modo que n*(e)d,A; = 0,A;. Essa condigdo nao cancela a
variagao da acao 393 assim devemos adicionar um contra termo de borda. Isso foi calculado
em 3.2.2 e a acao que devemo utilizar é

| | |
Iy = / - {FWF,, Sm2A Aﬂ _ / Az T FU A, 518
N Jadsy w9 4 w "M OAdS 41 TVt (518)

Tomando essa agao na camada de massa leva a

1

Ionfshell _ -
N 2
0AdSg41

Az /YA (€, 2)no(€) FO (€, ) (519)

O sinal negativo nao é o ponto principal, o importante é notar que a nossa fonte passa a

ser 0, A;(z, x)’ 70 de modo que a prescri¢ao hologréfica fica como

exp (~Lasy,) = <exp ( [ a0, 40, x)>> (520)
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3.4.2.1 Acao na camada de massas

Nao é dificil notar que a tnica modificacdo necessaria nessa parte vem do sinal

negativo, isso é, Il — _1gn=shell - Agsim temos
el—d e—d (1-d
[]ovnfshell = ddx—AZ@Ao + dd.ﬁEiAlAl — ddl'iAZaoAl
DAdS 441 2 DAdS4 1 2 DAdS4 1 2

(521)

Vimos na secao 3.4.1, onde tratamos das condigoes de Dirichlet para o campo vetorial,
que somente o termo A;0yA; contribui para a funcao de correlacao. Podemos utilizar esse

informagao para simplificar a nossa agao para

1

Ionfshell _ -
N 2
0AdSg41

dd.TElidAi&()Ai (522)

Essa acao precisa ser escrita em termos da fonte 9,A4;. Isso significa que devemos obter

uma relacao entre a;(k) e ao(k) com a derivada 0,A4;. Vamos comegar com 434

d
Ai(z, ) = 242 / (;iﬂ’;de—ik* la:(k) K, (k=)
—mo(k)l’j; { (1 _ ;l + y> K, (kz) — k:zKVH(k:z)H (523)

tomando a derivada em z dela

d
O.A,(z,21) = Zd/2—1/ (;lﬂljde—ikx {ai(k) l(g + 1/) K, (kz) — sz,,H(kz)]

—iao(k)l];; Kl — ;l + 1/) <Z + y) K, (kz) — k2K, 1(kz) + (k;z)QKV(/{Z)] }

(524)

Agora fazendo z = € e escrevendo a transformada de Fourier de 9, A;(e, ) (lembrando

que 0, = €0,)

d
OpAi(z, %) = ¥/? / (;if)de—ikx {ai(k) K;i + 1/) K, (ke) — keKVH(k‘e)]

a0 (1= 80 ) (§ ) mathe) ket + 01 00|

ddk —ik-x
_ / e kxg. Ai(e, k)
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o que indica que

— iag(k)e?? 2 [(1 -+ 1/) <‘2l + u> K, (ke) — ke K, 1 (ke) + (ke)* K, (ke)

Agora precisamos identificar novamente a; e ag e para isso faremos passos similares aos

realizados em 3.3.2. Vamos comecar escrevendo a decomposi¢ao como

O A; = (5, — k‘;) OhA; + k—;ﬁnAj (525)
A relagao k;a;(k) = 0 ainda é valida pois podemos fazer a permutagao de k; com o

operador diferencial d,, de modo que k;0,a;(k) = 0. Isso leva as seguintes relagoes

a;(k)e/? [(Z + V) K, (ke) — k:eKVH(ke)] = <5ij — %) OnA(e, k)

que simplificada fica como

ki d d kik;
—iao(k)edmﬁ Kl ~ 5 + 1/) (2 + V) K, (ke) — keK, 1 (ke) + (ke)QKl,(ke)l = T;anAj(e, k)

de modo que

(6 — b2) €20, A (e, k)
(g + 1/) K, (ke) — keK, 11 (ke)
iE_d/zkjanAj(E, k‘)

(1= +v) (4 +v) Ky(ke) — keK,s1(ke) + (ke)2 K, (ke)

a;(k) =

ag(k) =

Com isso em maos podemos voltar para A;(z,x) e escrever

kik;
A% g [ (0= ) Ko (k2)
(2m) (4 +v) K, (ke) — keK, 1 (ke)
kik; (1 —-44 1/) K,(kz) — kzK,1(kz)

B (1= 24 0) (24 0) Ko(ke) — kel (ke) + (ke) 2, (ke)

Ai(z,2") = zd/Qe’d/Q/

0, A, (e, k)
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Fazendo a sua transformacao inversa de Fourier

k2

Ai(z, ") d/Q/dd / —Zk~(x—y)
(g + V) K, (ke) — keK, 1 (ke)

kik, (1—-%4—u)lﬂ(kz)——kzk}+mk2)
k? (1 -44 l/) (% + V) K, (ke) — keK,11(ke) + (ke)? K, (ke)

+

] On A (€, y)

Agora tomando esse termo em z = € e escrevendo ele de uma forma mais familiar

kik;
i d d’k —ik-(x—y) 5ij B k2j
v')= [d a€ P K1 (ke)
(27) (4 +v) — kel
K, 11(ke
+kikj <1 2 + V) — ke +(’£€)) OnA (e, y)
T ) (o) Rl )

Esse é o termo apropriado para calcular a funcdo de 2 pontos utilizando condigoes de

Neumann. Voltando para a agao temos

hell Lora a [ A% ey 0 —
I shell — —f/d xd*y0,A (€, )0, A (€, x)e” / —e Y : kQK ”
2 ) (T+0) — hel®
_d i Ky 41(ke)
kik; (1 d 4 I/) ke e (526)
Bo(1-d+v) (§+y) — kel o (ke)?

Vamos usar as quantidades que ja foram calculadas para o caso do campo escalar para
reduzir a quantidade de termos que devemos expandir. Escrevendo essa agao com esse

proposito leva a

d
Ion shell _ /ddxddy8 A (6 y)a A (6 LU) —d/ (;iﬂ-ljde—ik(x—y)x
kiky\ o, Kby 1—d+D
x [(5” )N 2 (v —d/2) (v +dJ2) + D + (ke)? (527)

O primeiro fator pode ser obtido diretamente da solucao para o campo escalar massivo com
condigoes de Neumann (s6 iremos precisar calcular o caso ndo massivo com v = d/2 — 1).

Podemos definir o segundo termo como

1—d+D"

(Ai00As)y = (v —d/2)(v+d/2) + D" + (ke)?

(528)

para facilitar a sua expansao.
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Expandindo com v # 0:

O primeiro termo é dado por 447a onde

vzo 1 ke  2ul(—v)
*M¢’“W2—y_<2> (@2 —vr() 929

No segundo fator devemos usar os resultados de 446a de modo que o numerador fica

d ke 2”21/F(—y)
1l—d+D'79=1—- = — ) == Ay
+ > y+<2> T (530)

Ja o denominador fica como

9 2 2 v#0 -1 — 1
v? — d* /4 + (ke)® + D" C (v+d/2—1)(v—d/2)
ke\ % 2vl'(—v)
: <2> wraz- - apre) O

O produto deles resulta em

ke 2ul(—v) (v+1-—4d/2)
A;00A) 0 = [ = . 9
(Ao AN (2) T0) (v rd2— D) —_d2e (532)
Expandindo com v = 0:
Novamente o primeiro termo ja é conhecido. Ele é dado por 447c
Ink
NVZO — 533
%2 In%e (533)
O segundo termo deve ser calculado usando 446¢. O numerador fica como
d Ink
1—d+D"0=1—-— —— 534
+ 2 In%e (534)
ja o denominador pode ser escrito como
1 1 Ink ke ?
—d? /4 + (ke)® + D70 = - .
[=*/4+ (ke + D] 4201—d2) T a20—d/2)Pmee ld/Q(l—-d/Q)] *

(535)
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Multiplicando os resultados obtemos

Ink

2.2
4lne

(Ao A" = (536)

Expandindo com v = d/2 — 1:

Nesse caso o primeiro termo deve ser obtido do resultado v # 0 que foi calculado

em 447a. Tomando o caso desejado obtemos

A=t (/%)“ (d—2)T(1 - d/2)

2 T(d/2—1) (537)

O segundo termo é obtido usando o resultado de D*=%2~! (calculado em 463) de modo a
obter

1 d 4 prdie
1—d+ PDr=d/2—-1 + (k€>2

ke\ 72 (d — 2)T(1 — d/2)
:[2_d+<2) T(dj2 - 1) +"']X

1 ke\"? T(1-d/2)
8 2—d+<2> d—2r@d2—1 "

(A,L aoAl ) ZJ/V:d/Qil -

=14

O termo oc (ke)?2 se cancela de modo que ndo temos contribuicdes dessa parcela na

funcao de correlagao.

3.4.2.2 Funcao de 2 pontos com condi¢oes de Neumann para v # 0

Voltando com os resultados de N*#0 e 532 para a acdo 527 permite escrever

B vT'(—v)
22 (v — d/2)°T

Ak ik 2
—ik-(x—y) iy 'k'QV vy k21/
</ (2" [ b N T (538)

170 = W) /ddxddyﬁnAj(e, Y)O0n A€, 2)e T2 x
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A integracao sob os momentos usando 707 e 704 leva ao seguinte termo

VA0 v(v+d/2)'(d/2+v) d. id A A —d+2v
I = T2y — dJ22(v + dJ2 — DI (0) /d xd*y0,Aj(€,y)0,A;(€, x)e X
2@ —yilz—y); 1
i e e PR 939

Agora escrevendo esse termo usando os indices®' de Poincaré do espaco AdS e usando as

propriedades de Gamma leva a

vI'(d/2+v+1)

v#0 d, . id ) . 2—d+2v
IV = T = dj2)(w + 42 — DT () /d xd®y0, Aj(€e,y)0nAi(e, v)e X
2(z = y)i(z —y); 1
S P 0

Para tomar a fonte na borda devemos fazer a seguinte transformacao

lim €' =421, A (e, 2) = 0,A:(0, x) (541)

e—0

o que leva a

VA0 vIN(d/2+v+1) 4 | |
= P =4+ 42— T | "0, A (0.5)0,8:(0.2)%
2(z —y)ilz —y); 1
v 42
X |0y z — y]? |z — yl2 (542)

A prescrigao holografica 520 permite obter a seguinte funcao de 2-pontos

()T VA0 l(d/24+v+1) o (z —y)i(zr —y); 1
(Ji(x)Ji(y)) N~ = 72y — dJ2)2(v + dJ2 — )T (v) lfi 2 iz — P |z — y[20@/2)
(543)

onde o operador possui dimensao conforme d/2+v. A fonte nesse caso se comporta como
21271=v g A0, ).

31 Qualquer fator extra que aparece pelo mudanca para os indices originais ndo influencia a funcéo de
correlacdo pois esse termo ndo seria escrito em fungdo das fontes.
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3.4.2.3 Funcao de 2 pontos com condigoes de Neumann para v = 0

Substituindo os resultados de N*=% e 536 em 527 obtemos

dk

—ik-(x—
2n)i* ¥ Ink (544)

2
170 = == [ dad'yo,A (e y)ouAie a) (w7 [

onde os termos o< =5’ se cancelam. Essa integral sob os momentos ¢ a mesma que foi
realizada no campo escalar massivo com condi¢oes de Dirichlet. Ela leva ao seguinte

resultado

1
|z — y|¢

1570 = /dd dy0, A (€, y)0nAy(e, ) (¢ In? €) (545)

d2 d/2

O proximo passo € escrever esse resultado com os indices de Poincaré do espago Anti-de
Sitter

. 1
I = d2 d/2 /dd A0, A;(e, )0 Ai(e, ) (72 In? €) g (546)
e tomar a nossa a¢ao na borda. Isso é feito através de
hg%(ed/“ Ine) 10, A€, z) = 9, 4;(0, ) (547)
que leva a

. 1
150 = d2 d/g /dd dyd, A;(0, )9, A4 0, BT (548)

Se utilizarmos a prescricdo holografica dada por 520 iremos obter a seguinte funcao de

2-pontos

B (549

A fonte possui um comportamento nas proximidades da borda dada por (2%%~!1n 2)d, A;(0, x)

e o operador dual dimensao conforme d/2.
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3.4.2.4 Fungao de 2 pontos com condigoes de Neumann para v = d/2 — 1

Vamos comecar substituindo o resultado obtido em 537 na acao 527 (lembrando

=d/2—1 _~ - .
que o termo (AiaoAi)VN / nao contribui com termos relevantes). Isso leva a

21-d(d — 2)T(1 — d/2)

Ionfshell o /dd dd A A —2
T2 —1) xd*yo, Aj(e,y)0nAs(e, x)e ~X
dk kik;
—ik(x=y) [ 5. 42
X / oo ( — ) (550)
Agora realizando a integragao sob os momentos, utilizando 707 e 704, leva ao seguinte
resultado
['(d)
on—shell _ d, . jd -2
I 2T (d)2 — /dxdyaA(e Y)On A€, x)e “ X
(ﬂlj —y)iz —y); 1
8;i — 2 951
<[ -2 o5
Escrevendo essa acao com os indices de AdS leva a
['(d)
on—shell _ d, . jd
I 2T (d)2 — /dxdy@A(e Y)0nAi(€, x) X
(flf —y)i(z —y); 1
8 — 2 952
<[ -2 o5
o que indica que a fonte se comporta como
113% Ai(e,z) = A;(0,x) (553)
A agdo na borda se torna
I'(d)
]on shell __ /dd dd A- A.
= sy ] oA 010, A0.2)x
(= —y)i(z —y); 1
05 — 2 4
: l ! | —y[? | — y22 (554)
A prescri¢ao holografica para a fonte de Neumann, descrita em 520, leva a seguinte funcao
de 2-pontos
—d/2- I'(d) (z —y)i(z —y); 1
. ‘ v=d/2-1 _ _ 5. _9 j
<JZ(X>JJ (Y)>N Wd/zr(d/2 _ 1) [ ) |£C _ y|2 |fL' _ y|2(d_1) (555)

Nesse caso o operador da teoria dual possui dimensao conforme d—1 e a fonte se comporta

como A;(0,z) (dimensao nula).
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3.4.2.5 Analise das func¢oes de 2 pontos para condig¢oes de Neumann

Vamos resumir os resultados obtidos do campo vetorial massivo com condigoes de

contorno de Neumann.

Intervalo: v # 0 ou m% # —d*/4+d — 1:

A condicao de v positivo e diferente de zero leva a uma fungao de 2-pontos em 543

dada por
o0 21(d/2+v+1) @ —y)ilr —y); 1
(Ji(x)J; (Y)>N = T2y — d/2)%(v +d/2 — )T (v) 03 — 2 |z — y|? |z — y|2(d/2+v)
(556)

onde a fonte se comporta como z%2717v9,4;(0,z) e o operador dual possui dimensdo
d/2+v.

Intervalo: v =0 oum?% = —d*/4+d — 1:
Nesse caso foi obtida uma funcao de correlagao em 549 dada por

(Ji(x) L (y))n " = —Zﬁiﬁfﬁ x iiij (557)

com a fonte possuindo um comportamento dado por (2%27!1n 2)9,4;(0,z) e o operador

dual com dimensao conforme d/2.

Intervalo: v =d/2 — 1 ou m% = 0:

O resultado desse caso é descrito por 555, onde

v=d/2—1 I'(d r—Y)ui\r —Y)j 1
L T R e I = G0

com a fonte se comporta como A;(0,z). A dimensao conforme do operador dual é d — 1.

Podemos ver que esse resultado pode ser encontrado se partirmos do obtido com v # 0



126

tal que
()] V40 _ 2(d/2 — 1)I'(d) - (z —y)i(z —y); 1
(i) S5 () apt TP(d—2)T(d/2 - 1) R P ER N P
(559)
— (Ji(x)J;(y)) (560)

3.5 Conclusao e analise das func¢oes de 2 pontos

Iniciamos essa sec¢ao estudando o campo vetorial massivo dentro do espago Anti-De
Sitter. Ele é definido pela agao 393, dada por

1 1
1= [disy5 {4F‘“’FW oA, A

O préximo ponto foi obter as equagdes de movimento do campo vetorial no espago curvo
utilizando o principio variacional. De modo similar ao caso do campo escalar esse fato,
junto com a existéncia de uma borda no nosso espaco, leva a necessidade de impor con-
digdes de contorno. Esse desenvolvimento foi realizado em 3.2 e leva a defini¢ao de duas

formas de se fixar a acdo na borda.

o Dirichlet §A4;

borda é A;(0,z). Isso significa que a prescricao holografica é da forma

exp (—[Ad5d+1> = <exp (/ A’z J;(x) A (0, l’)>>

definida em 449. Essa condigao, como foi visto em 3.2.1, ndo pede a adi¢do de um

= 0. A fonte dos operadores na teoria de campos conforme da

z=0

termo de borda na acao. Desse modo quando tomamos a acao na camada de massas

em 3.4.1 obtém-se

1

]on—shell _ =
P 2
0AdSg 1

ddxﬁAi(€7 x)”O(E)FiO<E’ ZE)
Essa acao pode ser escrita como

]on—shell _ 1
b 2
0AdS g1

—e¥ A (e, 2) Aie, 1) — 7A€, 2)0; Ao (e, x)] (561)

d®x [63_dAi(e, x)0pAi(€, x)

No final das contas vimos que apenas um desses termos sobrevive. Esse termo é o

x A;00A; que é andlogo ao obtido no caso do campo escalar dado por ¢pdy¢. Esse
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termo escrito em funcao da fonte leva a 470, que é dado por

]on—shell _ —1/ddl’ddyAi(€ [L’)A(E y)62_d/ d’k e—ik(x—y)><
b 2 A (2)d
kik;\ ki [V2 — &2 /A + (ke)? + D]
DY 51 v L
xl <J k2>+k2 1 —dtD

onde DY = ( ) — ke 1?(1155)6)'

o Neumann §(9,A4;) = 0. Aqui a fonte é 9,A4;(0,2) = (n°9)¢(0,z) de modo a pres-
cricao holografica, dada por 520, é

exp (—IAde+1) = <eXp (/ d’x J;(x)0, A (0, x)>>

Esse caso exige a adicao de um termo de borda na agao para que a sua variacao seja

nula. Isso leva &

| |
j- / 4 { FrE, + ~m3A A“} _ / Al JGFY A,
N Jadsy ™9 At OAdSy 1 ™9

como foi visto em 3.2.2. Tomando essa acao na camada de massas permite escrever

1
Jon—shell — Ao /7 Ay (e, 2)ng(e) F*0 (e, x
v 3 o, TV 2ol F (e,
Essa acao difere por um sinal da obtida com condi¢oes de Dirichlet. Utilizando isso
obtemos
1
2 DAdS 41

+e2 7 Ay(e, 2) Aile, 7) + €7 Ai(e, )0, Ao (e, )|

]on shell

dx [—eg_dAi(e, x)0pA;(€, x)

onde novamente somente o termo A;0yA; contribui para a funcao de correlagao.

Escrevendo ele em func¢ao da fonte resulta em

on—she 1 B ddk et
[gnshell — —5/ddxddyanflj(@y)anAi(e’x)GZ d/(27r)d B

Kk 1 ki | —d+D"
i — P 2
8 K% k? ) TR (v —d/2)(v+d/2) + D + (ke)? (562)

¥) %

onde, novamente, D¥ = (d > — ke ”ékf)e)

Nos préximos paragrafos vamos analisar os resultados obtidos nas sec¢oes 3.4.1 e 3.4.2 com

essas condigoes.
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Intervalo v = 0:

Esse valor leva a seguinte condi¢ao sob a massa do campo vetorial

d2
miz—z+d—1 (563)

Os resultados obtidos nesse intervalo com condigoes de Dirichlet levam a seguinte fungao

de 2-pontos

<Ji(X)Jj(Y)>VD:0 - _F;i/;) x iijy|d

(564)

onde o operador dual possui dimensao conforme d/2 e a fonte A; possui o comportamento
(2#2711n 2) A;(0, 7) nas proximidades da borda de AdSzy;. O caso com condigoes de
contorno de Neumann levam a um resultado dado por

(J(x) ()5 = —Q;fd/i) x iijy‘d (565)

onde a fonte 9,4; possuindo o comportamento (z%27'1n 2)d, A;(0,7) e o operador dual

dimensao conforme d/2. Podemos ver que a relagio entre esses dois resultado é dada por

(i) () = (i) ;)% (566)
Essa é a mesma relagao encontrada entre os resultados de Dirichlet e Neumann do campo

escalar na secao 2.5. Essa relacao é dada pela equagao 352, especificamente

=0 v=0 d2 v=0 v=0
(05 @05 () = 7 (O (@O W)

Uma outra comparacao que pode ser feita é entre o resultado do campo vetorial com o

de um campo escalar com massa M?2. Nesse caso ambos os v sdo idénticos o que permite

(X)L ()5 = =05 {05 (2) 0% () (567)
(Ji(x) L (y)) e = =0 {05 () 05 () ) (568)

O fato das fontes possuirem no seu comportamento um fator log é esperado segundo
(KLEBANOV; WITTEN, 1999)32.

32 esse argumento foi abordado em 2.5 no paragrafo sobre v = 0.
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Intervalo v # 0:

Essa condicao leva ao seguinte resultado para Dirichlet

T (0 _ 202 Dd/2 v — 1) ( o <x—y>i<w—y>j> !
<JZ( )JJ(Y)>D 7Tol/zr(,/) 5’ 2 |x—y|2 ‘x_y‘Z(d/2+u)

(569)

Aqui o operador dual possui dimensao conforme d/2 + v e a fonte possui um compor-

tamento dado por z#271=¥A;(0,z). J4 no caso de condicdes de Neumann o resultado

I 2D(df2+ v+ 1) @ yhle—y), 1
(Ji(x)J; (Y)>N T2y —d/2)2(v +d/2 — 1) (v) 0ij — 2 2 — y|? |z — y[2(d/2+v)
(570)

no qual o operador dual age com dimensdo d/2 + v e a fonte como 29271779, A;(0, x).

Novamente vamos comparar esses resultados entre si%?

() L))" = =(d/2 = v)* (Si(x) J;(v)) " (572)

Essa comparacao é similar a que ocorre para o campo escalar. Nele a relagao é dada por
368

(05 ()07 () = (d/2 - v)* (OF° () O ()

Podemos comparar cada um dos resultados com os obtidos no caso do campo escalar

(lembrando que aqui a massa é M?). Esses resultados sdo: Dirichlet com v # 0 leva a

d v
<O#O(x)(9#0(y)> = %F(FQ(; ) \x7y|2%d/2+”> onde operador possui dimensdo d/2 + v e a

fonte ¢ se comporta como x> ¢o(z): Neumann com v # 0 gera <O}'V7é0(xi)(9}jv7é0(yi)> =

,,%72 @ /21_1/)2 F(?/(ZVJ)F”) |a:fy\2%d 777 de modo que o operador possui dimensao d/2 + v e a fonte

0, ¢ se comporta como 25 ¢o(z). Podemos usar as propriedades de I', descritas em

E.1.5, para escrever as seguintes equagoes

LN = s (o o) (5, - 2T I

33 Nessa passagem ¢ necessario utilizar as propriedades de Gamma dadas por E.1.5 de modo a escrever

T(d/2+v+1)  (d/2+v)0(d/2+v) B
vidR=1) ~  idp-1  ~@2+vId2+v-1) (571)

Também foi usado que (v — d/2)? = [(—=1)(d/2 — v)]? = (d/2 — v)?
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e para Neumann

(BN = gt s (0o ) (g - 2220 o

Outro ponto que podemos ver é que o comportamento das fontes no caso do campo vetorial

possui um fator em z extra.

Intervalo v = d/2 — 1:

Esse valor leva ao campo vetorial com massa nula. A funcdo de 2-pontos para o

caso do campo vetorial com condi¢oes de Dirichlet é dado por

(x —y)ilz — y)j] 1

o=y ] Jo— g0

v=d/2-1 F<d)
DT = i 2

(575)

onde o operador possui dimensao d — 1 e a fonte dimensao conforme zero (se comporta

como A;(0,z)). Ja se aplicarmos condi¢oes de Neumann a fungao de correlagao obtida é

I(d) @—ny—wﬂ 1

: ] v=d/2—1 _ o
<J1(X)J] (Y)>N 7rd/21“(d/2 _ 1) [&j 2 |l’ _ y|2 |£U o y|2(d71)

(576)

onde a fonte se comporta como A;(0,x). Um fato peculiar é que podemos obter o caso
com massa nula partindo do resultado obtido para v # 0. Para condi¢oes de Dirichlet

esse desenvolvimento é

(%) T ()£ _(@=2)d-1rd-2) (o (z—yilz—y), 1
(Ji(x)J;(y)) 5 2t mi20(d/2 — 1) <5zg 2 i — gy ) z — y[2d-2
(577)
_ I'(d) =gz —y); 1
= 7Td/QF(d/2 _ 1) <52J 2 |J} — y|2 ) ’I — yP(d—l) (578)
= (Ji(x)J;(y))p (579)

Ja para Neumann temos

(J3(x)J; (y))7° =

v=d/2—1

_2d/2-)r() [&_QQ—ymx—wﬂ 1
72(d — 2)T(dj2—1) |V iz — y|? [z — 2@

(580)
= (J(x) iy (581)
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Outro ponto que difere do resultado comparativo do campo escalar é que podemos escrever

uma relagao entre os dois casos. Eles se relacionam por
()T ) P = = (L) L) (582)

Essa relagao nao é encontrado entre os resultados para o campo escalar. Nesse caso para

Dirichlet tem-se

_d I'(d) 1
T2 p (g) |z — y[?

<OZZS ()0} (y)> (583)

onde o operador possui a dimensao conforme d e a fonte dimensao zero. Ja para Neumann

temos

v=d/2 v=d/2 _ F(d/Q) 1
<(’)N d/ (x)Oy d/ (y)> = 4nd2 o — y‘2(%—1)

(584)

com o operador de dimensdo d/2 — 1 e a fonte comportando-se como 2%2*19,¢o(x). A
dimensao desse ultimo resultado é dada pelo limite minimo permitido pela teoria de
campos conforme dual no caso do campo escalar massivo. Nenhum desses dois resultados
pode ser comparado com os obtidos no caso vetorial pois ndo possuem a mesma dimensao

na borda.

Conservagao de J; na borda:

Podemos verificar que os resultados anteriores sdo condizentes com a conservacao
da corrente esperada em uma teoria de calibre. Isso pode ser feito notando que essa

conservacao implica em

a(L’Z’

—0— <ag,;§) J; (y)>mA0 =0 (585)

ma=0

onde podemos escrever

<aga£$ | Jj(y)>m,4:o = RO (556)

Como vimos anteriormente o caso com massa nula pode ser obtido do caso massivo. Isso

permite tomar a derivada da fungao de correlagdo com v # 0 e fazer v — d/2 — 1 no final.
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Essa conta é feita com auxilio do apéndice E.2.1 e leva a

d vro _ Av(d2—v-1DI'(d/2+v) (z-y);
dz: (Ji(x);(y)) = T2(dj2+ v — D)I(v) |z — y|tret

(587)

Nao ¢ dificil de verificar que o caso com massa nula onde v = d/2 — 13* leva ao seguinte

resultado

GOSN = 0 (559

O mesmo segue se tivéssemos utilizado os resultados com condi¢cdo de Neumann.

34 0 outro valor para v que leva & m4 = 0, dado por v = 1 —d/2, leva & um resultado divergente no lado
direito. Isso parece ser mais um indicio que nao podemos considerar esse valor de v.
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CONCLUSAO E PERSPECTIVAS FUTURAS

Esse trabalho foi dedicado ao estudo da correspondéncia AdSy,1/C FTy com énfase
nos casos do campo escalar e vetorial massivos. Iniciamos esse objetivo com uma revisao
basica do espago tempo Anti-de Sitter com foco nas suas caracteristicas conformes. Mos-
tramos como o AdSy.1 é uma solugao pseudo-Riemanniana das equagoes de Einstein com
constante cosmoldgica negativa maximamente simétrico. A métrica induzida que repre-
senta 0 AdSy,, foi definida como um hiperboloide dentro do espago de Minkowski com d
dimensdes tipo espaco e 2 tipo tempo (R%4). Como consequéncia ela retém as simetrias
SO(2,d) por construgdo. Depois desse ponto parametrizamos o espago com coordenadas
de Poincaré e, através da rotacao de Wick, obtemos sua representacao Euclidiana. Isso
leva as defini¢oes da métrica que sao utilizadas no decorrer do texto. Por tltimo tratamos
das caracteristicas conformes do horizonte do espaco Anti-de Sitter. Essas caracteristi-
cas foram expandidas na secao subsequente onde definimos os principais propriedades do
grupo conforme e como elas levam a uma funcao de correlacao definida a menos de uma
constante dimensional.

Depois dessa revisao partimos para a correspondéncia holografica focada no campo
escalar massivo. Comecamos por definir sua agdo em um espaco tempo curvo partindo
da acao usual. O principio variacional, necessario para obter as equacdes de movimento,
parte de uma acao estacionaria no horizonte. Para obter isso precisamos impor condi¢oes
de contorno apropriadas. No caso abordamos trés: Dirichlet, Neumann e uma combi-
nacao linear delas chamada de condigoes mistas. Com exce¢do das de Dirichlet, todas
pedem uma modificacao na agdo por um termo de borda. Essa mudanca nao influencia as
equagoes de movimento, a equagao de Euler-Lagrange nao é sensivel a termos de borda.
Em seguida desenvolvemos a correspondéncia holografica do campo escalar massivo. Co-
mecgamos por obter as equagoes de movimento e soluciona-las de forma assintotica. Isso
permitiu abordar a prescricao GKP-Witten de forma simplificada, nela o campo escalar
na borda é tomado como fonte das perturbagoes dos operadores da teoria de campos
conforme que vive na borda. Como exemplo calculamos a func¢ao de 1-ponto, ou valor
esperado, desse operador. Aproveitamos esse desenvolvimento para abordar a dimensao
desses operadores e como ela se relaciona com a massa dos campos escalares.

Tendo entendido como se obtém informagoes da teoria na borda partimos para o
desenvolvimento da prescricao holografica para cada uma das condig¢oes de contorno pre-
viamente definidas. Diferentemente da obtencao da funcao de 1-ponto, aqui, precisamos
da solucao completa da equagao de movimento. Além disso é indispensavel fixar um in-
tervalo sobre a massa do sistema. O motivo disso é a necessidade de expandir as fungoes
de Bessel que surgem na solucao exata. Essa expansao depende do parametro que esté

relacionado a massa do campo escalar. Desenvolvemos isso para trés valores distintos:



134

um correspondente ao parametro nulo, outro para valores diferentes de zero e por tultimo
o caso onde o campo possui massa nula. Essa mesma abordagem foi realizada para cada
umas das condig¢oes de contorno distintas.

A condicao de contorno esta ligada a escolha da fonte das perturbacoes na borda.
Essas perturbacoes sao responsaveis por gerar os operadores na teoria conforme dual. Para
cada condicao foi tomado o devido cuidado de escrever a acao na camada de massas em
funcao da fonte apropriada. No final das contas comparamos os resultados obtidos. Todos
condizem com o esperado pelas condi¢des impostas sob a teoria de campos conforme na
borda e, em especial, vimos que as condi¢oes de contorno mistas permitem obter ambas
as condigoes de Dirichlet e Neumann.

Na secao seguinte desenvolvemos a dualidade holografica voltada para o campo
vetorial massivo. O primeiro passo para isso foi descrever uma acao para o campo vetorial
apropriada para o espaco tempo Anti-de Sitter. Assim como no caso do campo escalar foi
necessario aplicar condigoes de contorno para fixar a variagdo dessa acao na borda. Isso
é essencial para que o principio variacional seja satisfeito. As condigbes que estudamos
sao generalizacoes das vistas no caso do campo escalar, com exce¢ao da mista que nao
foi desenvolvida nesse trabalho. Bem como no caso escalar com condi¢des de Neumann é
necessario modificar a acao por um termo de borda. Esse termo nao modifica as equacoes
de movimento.

O desenvolvimento da solucao das equagodes de movimento para o campo vetorial
¢ mais extensa do que a realizada no caso escalar. Isso é devido a necessidade de tra-
tar da solugao para duas componentes distantes, uma das quais é acoplada. Felizmente a
semelhanca com o campo escalar permite utilizar algumas passagens ja realizadas simples-
mente modificando a massa. No final das contas quando obtemos a nossa acao podemos
ver que ela é composta de trés pastes distintas. No entanto apenas uma delas contribui
para a fungao de 2-pontos. O termo que o faz é o andlogo ao obtido no caso escalar.

O parametro da fungao de Bessel, que esta relacionado a massa do sistema, pode ser
obtido partindo do resultado do escalar. Como ja vimos isso ¢ feito através da modificagao
da massa. Novamente obtemos trés casos distintos: parametro nulo, positivo e diferente
de zero e o caso nao massivo. Cada um deles foi utilizado para expandir os termos obtidos
para cada condicao de contorno. Como vimos no campo escalar a escolha da condigao
de contorno reflete na prescricao holografica de modo que para cada escolha devemos
modificar a fonte dos operadores da teoria dual. Por fim comparamos os resultados
obtidos entre si e com os do campo escalar. Além disso foi possivel demonstrar que a
conservacao de corrente, esperada de uma teoria de calibre, reflete nos resultados obtidos.
Quando tomamos a derivada, em termos das coordenadas da borda, do valor esperado do
operador dual encontramos um resultado nulo.

Esses resultados indicam possiveis caminhos para pesquisas futuras. Primeira-

mente podemos observar que as condi¢oes de Dirichlet e Neumann sao entendidas como a
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fixagdo de duas varidveis canonicamente conjugadas (BOSCHI-FILHO; BRAGA, 1999).
Isso significa que existe uma imposicao sob fixar ambas simultaneamente. Além disso
vimos que as condicoes de contorno mistas permitem descrever ambos os resultados de
Dirichlet e Neumann. Os fatores relacionados a essa combinacao linear ndo possuem uma
interpretacao fisica clara e, possivelmente, existem restricbes neles para que sejam con-
sistentes com a mecanica quantica. Outra abordagem que pode ser explorada surge da
ideia dos precursores em (POLCHINSKI; SUSSKIND; TOUMBAS, 1999; FREIVOGEL;
GIDDINGS; LIPPERT, 2002). Esses artigos exploram o meio com o qual a “informa-
¢ao” é transmitida do interior de AdSy,1 para a borda. Segundo a holografia os estados
da borda possuem toda a informagao sobre qualquer evento no interior do espaco AdS
mesmo quando essa informacao ainda nao esteja acessivel aos estados proximos da borda.
Os operadores nao locais na borda que contém essa informacao antecipada sao chamados
de precursores. Um melhor entendimento de como essa informagao é distribuida tal-
vez permita impor as condigdes de contorno de Dirichlet/Neumann simultaneamente sem
entrar em conflito com a mecanica quantica.

O desenvolvimento da correspondéncia holografica no caso do campo vetorial foi
direcionada como uma extensao dos resultados obtidos no caso escalar. Isso s6 pode nos
levar até certo ponto pois, como o objetivo final é descrever a fisica observavel, devemos
interpretar os resultados em termos de campos elétricos e magnéticos. Essa interpreta-
¢ao é sugerida inicialmente em (WITTEN, 2003). Segundo ele condigoes de Dirichlet
para o campo de calibre A sdo analogas a condi¢bes do campo magnético B nulo na
borda enquanto que condi¢oes de Neumann para o campo A estariam relacionadas com
a configuracoes de E nulo. Isso significaria que a dualidade eletromagnética (E —~ Ee
E — —E) estaria relacionada com uma mudanca de condigoes de contorno no entanto
esses dois sistemas nao seriam equivalentes. Uma forma de tentar entender essas questoes
é estudar diferentes configuracoes de cargas elétricas e magnéticas junto com as condigoes

de contorno.
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APENDICE A - Conceitos bésicos de geometria

Vamos introduzir o conceito de métrica e o elemento de linha. Também iremos
explicar rapidamente a convencao de notagao de Einstein. Por ultimo falaremos sobre a
transformacao de um vetor e da sua derivada. Esses conceitos servem para o entendimento

da relatividade de Einstein que é abordada na secao 1.1.

A.1 Elemento de linha

Iremos desenvolver essa se¢ao seguindo seguindo (DOSCH, 2009; NASTASE, 2007).
Um trabalho mais completo pode ser visto em (AMMON; ERDMENGER, 2015) (que é
voltado para a correspondéncia AdS/CFT) ou em livros sobre relatividade como (ZEE,
2013).

Vamos comegar com o seguinte conceito. O produto escalar contem todas as in-
formagoes na geometria Euclidiana, eles definem comprimento e angulo

la| =a*=+V/a-a, cosf = b (589)

1
78. .
B
onde a é o modulo |a| do vetor a. Esse produto pode ser escrito como a multiplica¢ao das

suas componentes, isso é, se a = (a’,al,...;a") e b = (b°,b', ..., b") entdo o seu produto é

a-b=ad""+a'b" +---a"V" =) g_ a"b” (590)
Hv

com esse novo elemento dado por

1 0 0
gh, = diag(1,1,...,1) = | 0 0 (591)
0 1

0

No caso do produto escalar em trés dimensoes de dois vetores tém-se a-b = a'b! + a?b? +
a’b®. A quantidade que definimos como gf,/ ¢ chamado de tensor métrico e ela possui um
papel importante pois com ela pode-se construir conceitos mais gerais sobre a geometria
de um espaco. Nesse caso gfy representa o espaco Euclidiano com n coordenadas.

Nao podemos trabalhar com quantidades do a - b pois elas dependem da escolha dos

vetores a e b por isso vamos definir o comprimento de linha (chamado simplesmente de
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métrica) (ds)? em termos das componentes {dz', dz?, ...,dz"} como
(ds)* = gb dadz” (592)
%

O elemento de linha expresso em termos de deslocamentos infinitesimais permite a ob-
tencdo das transformagoes de coordenadas que mantém (ds)? e isso serd importante na
relatividade de Einstein. Veremos com mais detalhes sobre isso na proxima secao.

No espaco de Minkowski a o tensor métrico ¢ dado por®
N = diag(—1,—1,—-1,1) (593)

ou simplesmente diag(—, —, —, +). Como {7,,} nio é positivo definido esse tensor mé-
trico é chamado de tensor métrico pseudo-Euclidiano e sua geometria de espaco pseudo-
Euclidiano.

Se {eu } ou {n,,} nao sao diagonais, mas simétricos, é possivel através de uma transfor-
macao de coordenadas escreve-los em uma forma diagonal e, com uma transformagao de
escala, tornar seus elementos +1 na diagonal.

Outra quantidade que serd importante é o determinante da métrica
)= et g (594)

que, caso a métrica seja diagonal, é o somatoéria dos elementos Z‘le a;; onde a;; sao os
elementos da diagonal. Essa quantidade serd importante pois iremos tratar de integrais
com dimensionalidade diferentes e necessitamos de um elemento de volume da integral

que leve em conta isso.
A.2 Indices e convencio de Einstein

A inversa do tensor métrico, {g,, } ' é escrito como {¢g*} (com indices superiores),
{9} " Ao} =1=> gug” =g, =0, (595)

onde 1 ¢é a identidade matricial e

1 para © =
_ p w=p (596)

0

T

35 Também pode-se definir 7, = diag(1,1,1,—1).
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A convencao de Einstein diz respeito a indices repetidos em expressoes com tensores.
De modo simples vamos considerar que sempre ha um somatoéria quando existem indices

contraidos
gw/gup = Zgw/gup (597)
onde o somatoria leva em conta todas as coordenadas (d e um espago tempo de d dimen-

soes).

No espaco Euclidiano e pseudo-Euclidiano a geometria obedece a

N =N (598)

mas isso nao ocorre para espacos nao-Euclidianos. Um vetor com indices superiores é

chamado de vetor covariante enquanto que um com indices inferiores de vetor covariante.

A.3 Vetores covariante e contravariante

Um vetor covariante V# muda sob uma transformagao de coordenadas x* — x*

como
ox'*
Vi(z) —» V= V7 599
(@) o (599)
e um vetor covariante como
oz

Uma mudanca de um vetor contravariante para um vetor covariante, e vice versa, é feita

com o tensor métrico
gW(.r)V” — Vl“ g“”(x)Vl, =V# (601)

isso é chamado de subir ou descer indices. Cada indice de um tensor covariante, contra-

variante ou misto, deve obedecer a essas regras de transformacao.
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A.3.1 Derivada de um vetor

A derivada de um vetor ndo se comporta como um tensor de grau 2 (objeto com

dois indices), isso é d,V, # T},,. Podemos ver isso da seguinte forma

9,V (x") = 0, (V,(x)0,x") (602)
= (9, (")) 0La? + V,,(2)3,0,a7 (603)
= 80%(x)8;x”8,’jmp + W(:L‘)(?L@Lx” (604)

Para que isso se comporte como um tensor de grau 2 seria necessario que o ultimo termo
fosse nulo, o que nao ocorre de modo geral. Essa é uma consequéncia do fato de que na
geometria nao-Euclidiano o vetor muda suas componentes quando se faz um transporte

paralelo. Se levarmos um vetor de um ponto x,, para x, + € temos
Vi(z) = Vi(z +¢€) — el V() (605)

onde I'; corrige o transporte paralelo levando em conta a geometria do espago e € chamado
de simbolo de Christoffel. Essa quantidade nao é um tensor pois é possivel fazer uma
transformacao de coordenadas e torna-lo nulo, isso s6 ocorre para um tensor no caso dele
ser nulo em todos os sistemas de coordenadas. Para se definir uma quantidade que de

fato se transforma como um tensor de grau 2 podemos definir a derivada covariante
DV, =0,V, —1%,V, (606)

de modo que D,V, é um tensor de grau 2. E possivel mostrar usando as regras de

transformacao de tensores que

1
D = 59" (0ugus + 0v gy — Oxguv) (607)

Essa quantidade também obedece a simetria®®

=17, (608)

36 Para espacgos-tempo sem torgao.
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APENDICE B - Contas auxiliares do campo escalar massivo

Essa secao ¢é dedicada para o desenvolvimento de algumas passagens de contas do

capitulo 2.

B.1 Expansao de N"=%? alternativa:

Podemos expandir esse termo de forma alternativa para conferirmos os nossos
d _
d —
expressoes matematicas. Isso leva a

resultados. Vamos chamar v=mneke=y (¢ = 0entdo y — 0) para simplificar as

1
Nuzd/2:n — 609
2n — y e o
K(y)
— 610
InEA(3) — R () o0
-1
Y Ka(y)
= 611
B ()~ Kons(0) (o1
Agora usando a formula de recorréncia 694 dada por
2n 2n
Kni1(y) = Kna(y) + ?Kn(y) — ?Kn(y) — Kn(y) = =K1 (y) (612)
Assim o termo que obtemos é
NV:d/Z:n _ _y_lKn(y> (613)

Ky (y)

Podemos calcular esse termo se usarmos a expansao para n nao inteiros positivos (valida

para d inteiro). Essa expansao em segunda ordem fica como

Kya(y) = S0 - 1P ) {(g) [ml_n) () o+ () e
O o &) w0 ey )] o
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estamos interessados em saber o termo dominante de modo que nao vamos nos preocupar

com os fatores exatos das constantes

Kna(y) = (g)l_" [Go + (g)Qal + (g>4a2 + .- ]
7 o (e @) o

desse modo as potencias sao

1-n 3—n 5—n n—1 n+1 n+3
Kn—l(y) = Qg <g> +a (g) + as (g) — by (g) + bs (g) + b (g) + ...

(616)

Vamos analisar a potencia dos termos antes de expandirmos essa expressao

d{ n | 1n|3n|nl|n+l|nt3
3115]1-05115]105] 25 | 45
4
5

2 -1 1 1 3 )
251-15105 15| 3,5 | 55

o termo com potencia 1 —n sempre é o mais relevante quando y — 0. Isso permite escrever

Kol (y) ~ — (y>n1 = 2(?(;)1) (g)nl (617)

onde foi usado que I'(n) = (n—1)I'(n—1). A expansao de K, (y) pode ser obtida fazendo

as devidas identificagoes em 185. Isso leva a

N = _;y <?2/> - lr(n) + (g)Qn F(—n)] x [2(;”(;)1) (g)nll (618)
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APENDICE C - Breve revisao do Eletromagnetismo

Vamos fazer uma revisao rapida de alguns conceitos do eletromagnetismo de Maxwell

sem cargas (vdcuo, auséncia de fontes de campos elétricos ou magnéticos).

C.1 Equagoes de Maxwell

Um ponto bastante importante é entender com clareza a diferenca entre o eletro-
magnetismo em um espago plano e em um espago curvo como o AdSy;; (DOSCH, 2009).
Vamos comecgar com o exemplo da acao de Maxwell sem cargas. Para d = 4 o campo

vetorial que descreve esse sistema pode ser escrito como
AR(x) = [A(t,%), AL, %), A2(t, %), A¥(t, %)] (620)

ou se introduzirmos os potenciais vetor A e escalar ¢, que obedecem as relagoes

E=-V¢— aatA (621)

B=V xA, (622)

temos que o potencial vetor fica como A, = (¢, A). Essa maneira de escrever o campo
vetorial pode ser utilizado para introduzir um conceito importante de gauge (calibre em
tradugao livre).

Os campos E e B nao sao definidos univocamente por um par de potenciais. A adicao de

um gradiente na definicdo do campo magnético nao mudaria a sua forma, isto é
A—-A+Va (623)
assim tem-se

B=VxA—-B=VxA+Vx(Va)
=V xA

Mas essa mudanca afetaria o campo elétrico

E=-V¢— ;(A +Va) (624)
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no entanto basta fazer uma mudanca simultanea no potencial escalar

O — ¢ — ga (625)
assim
0 0
0
=—-Vo¢-— aA

O conjunto de transformagoes, dadas pelas equagoes (623) e (625), sdo chamadas de
transformacoes de calibre e elas representam uma liberdade na escolha dos potenciais.

Essas transformacoes sao escritas da seguinte forma

A, — A, — 0, (626)

C.2 Acgao de Maxwell

A acao que descreve as equagoes de Maxwell no vacuo é dada por

1[0A] = / d'e { FWF] (627)
E

onde F'" = gFAY — 9V A" é o field strength ou tensor do campo eletromagnético. Vamos
tomar um passo extra que serd tutil quando calcularmos o caso nao Euclidiano. Vamos

escrever a Lagrangiana como

1
L=—-F"F,, =

]. ! /
4 _7F/,L1/F}L/l//7]u“ 771/1/ (628)

4
Podemos demonstrar rapidamente que de fato essa acao descreve um sistema de cargas
no vacuo. Isso pode ser feito usando o principio variacional que resulta nas equacoes de

Euler-Lagrange para o campo A

oL or
4, % [a(apA(,)] =0 (629)

Essa equacao sera obtida na secao 3.2 quando tratarmos do problema variacional no
espaco AdSy,1. Aqui ndo temos problemas com o termo de borda pois estamos no espaco

de Minkowski. A equagao de movimento obtida é

9 F"™ =0 (630)
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essa equagao se traduz em

V.-E=0 (631)
9,

B=_FE 2

V x T (632)

As outras duas equagoes de Maxwell sem cargas sao obtidas da seguinte identidade
o) F* = 18 mworpE, =0 633
v - 5 v€ op ( )

Essa relagao é identicamente nula pela definicao de F*. Escrevendo essa equagao em

termos dos campos elétrico e magnético temos

V-B=0 (634)

VxE= —;B (635)



APENDICE D - Contas auxiliares do campo vetorial massivo

148

Aqui trataremos em detalhes algumas passagens de contas que, por sua similaridade

as realizadas no capitulo 2, foram retiradas do texto principal mas que ainda apresentam

alguns detalhes que podem causar confusao. Além disso faremos uma breve revisao do

eletromagnetismo cléssico.

D.1 Equacao de movimento para o campo vetorial A4,

O calculo das equagoes de movimento para o campo vetorial é similar as realizadas

para o campo escalar. A complicacao surge do cuidado que se deve ter em tratar os indices

de forma correta. Vamos usar a equagdo de Euler-Lagrange para o campo A, (equacdo

629) para calcular as equagoes de movimento da agao para o campo vetorial massivo 393.

Fazendo as contas com detalhes temos
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podemos trocar os indices e usar o fato que F,, = —F,, e escrever
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Finalmente temos
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O termo com massa leva a
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Voltando para a equacao de Euler-Lagrange e usando V,V, =

—0, [\/EFWQWQW] = miA”

Vo(Ewg"g") = mi A7
V,FP7 —m3 A7 =0
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%@L(\/@V#) temos

que ¢ a forma usual da equacao de movimento para o campo A,.

D.2 Condigao sob A,

Vamos desenvolver em detalhes a condigao V, A" = 0.

1
JAY = -0, (\/gA*
\% 77 (VgA")

d+1a (Z d+1 )
d+la (Zl )
d+180(21 d ) +z 8 A
:( —d)ZA0+Z 60A0+z ELAZ:O

Essa relagao é utilizada para obter a equacao de movimento para o campo vetorial.

D.3 Equacao de Movimento para A°

Vamos fazer em detalhes a obtencido da equacdo de movimento para o campo A°

na forma de uma equacao diferencial. Re-escrever a equacao

OF® —m?A" =0

(637)

Vamos comecar "abaixando” de F™ usando a métrica definida em 62

210;(Fyp) — m?22 4y = 0

(638)
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O termo de derivada fica

2481'(E0) == 2482(81140 - 80AZ) (639)

Podemos trocar 9,0y por dy0; e usar a condicao obtida de VA" = 0 dada por 412
81/11 = —(1 - d)Z_lAO - 80A0 (641)

o que leva a

240;(Fyo) = 24(0:0; A — 90; A;) (642)
= 24(8 0; Ao [ (1 — d)Z_1A0 — 80140]) (643)
= 24(8 0; Ao ( d)Z_2A0 -+ (1 — d)z_l(?vo + 80(90140) (644)
= z4(8 0; AO + 8080140) ( d)z?’@vo — (1 — d>22A0 (645)
Juntando com a outra parte temos
24(8i8i140 + 8080140) + (1 — d)z380A0 — (1 — d)22A0 — m222A0 =0 (646)
22(8iaiA0 + 8080140) + (1 - d)z@vo - (1 —d + m2)A0 =0 (647)
ou usando a notacao de somatoério
[220,0, + (1 — d)20y — (1 — d +m?)]Ag =0 (648)

Essa é a equacao de movimento que define a dindmica do campo Ay dentro de AdSy, ;.

Por simplicidade vamos chamar M? = m? — d + 1 o que leva a

2200, + (1 — d)z0y — M*)Ag =0 (649)

D.4 Equacido de Movimento para A’

Vamos escrever em detalhes os calculos necessarios para se obter a equacao de

movimento para A'. Vamos comecar com

d+la [ d-l—l)FO’L] _ mQAi =0 (650)
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Agora precisamos descer os indices usando 62 (métrica)

29[z Y Rzt — m222 A4, = 0 (651)
Zd+180[23_dF0i] - m222Ai =0 (652)

Diferentemente do caso das equacoes para Ay ndo podemos escrever simplesmente 240y Fy;.

Precisamos fazer as derivadas em 2z

ZdJrl[(?) — d)ZQidFOi + 23’d80F0i] — ’I’I’L2Z2Ai = 0 (653)
(3 - d)Z3FOZ‘ + 2480F0Z‘ - m222AZ~ =0 (654)

mas

OoFoi = 0o(0oA;i — 0;Ao) (655)
= 0p0pA; — 0;00 A0 (656)
= 8080Ai — (’Z[—@ZA, — (1 — d)Z_lAQ] (657)
onde usamos a condigao 412 (obtida de V,A* = 0). Voltando
(659)
simplificando obtemos
20,0, + (3 — d)20A; — m?|A; = 22710 Ay (660)

Essa equacao nao possui a mesma forma da obtida para o campo Ag. Podemos obter uma

equagao parecida se introduzirmos campos com indices de Lorentz tal que
A, =elA, =104, (661)

onde e# é o wielbein (a = 0,1, ...,d). Essa modificacdo basicamente faz com que A, —

z~ 1A, o que resulta em
22(0000 A + 0;0:A;) + (1 — d)z00 Ay — (m* + 1 — d)A; = 220;A (662)
ou de outra forma

[zzﬁlﬂu + (1 - d)Zao - M2]Al = 226’on (663)
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D.5 Derivada em z; de Ay(z,z")

Vamos comegar tomando a derivada em z; de Ag(zg, z") definido em 413

, k.
0Ag(y,a') = —int® [ ke an(k) K, (k) (664)

Precisamos escrever essa quantidade em termos de A;. Para isso vamos utilizar a relagao
441 dada por

ao(k) = ie” Y2 k; Ay (e, k) {(1 — ;l + 1/) K, (ke) — k‘eKVH(k:e)}_ (665)

Mudando i — j (evitar caso especifico de i = j) e substituindo em ;A (g, ") temos

, dk Aj(e, k)K,(kz)
8, Ao(wo, ' :/ =ik /25 )k )2 666
(@0 2) = [ 5ya® T = dj2+ v)K, (ke) — keK, 1 (ke) (666)
Fazendo a transformada inversa de Fourier e tomando z = € obtemos
) d A
0; Ao(e, z") :/ d7k /ddye_“‘ (x— 'V)kk 1GL) ) (667)
(1 -5 "’ I/) — ke%
D.6 Derivada em z de A;(z, ")
Vamos calcular a derivada em z de A;(z,z'). Vamos comecar escrevendo
. 0 Ak K, (kz) kik;
A, Ag- 7/ —ik-x d/2 —d/2 v 5@ _ oy
WA T) =5 | Goa® 7 Rt \% T R
kik 1— 24 v) K, (k2) — k2K, 41 (k2
& ( 2 ) I k) A en (668)
k (1 -5+ V) K, (ke) — keK, 11 (ke)
escrevendo os termos da derivada obtemos
9 [zd/QK (k:z)] _d 2PV (k2) + 2%k |- K, (k2) — (kz) (669)
0z v 9 k Kot
d
= 2421 [(2 + y> K, (kz) — 2zkK, 1 (kz) ] (670)

o outro termo fica

(1 — ‘21 + u> 882 (27K, (kz)| = (1 - Z + 1/) 2421 Kg + 1/) K, (kz) — 2kK, 41 (k2)
(671)
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o ultimo termo fica

0 d 0
k& |:Zd/2+1Ky+1(kZ):| = (2 + ].) kud/QKV+1 (kZ) + kzd/2+1£Ky+1(kZ) (672)

= k24271 l(g — 1/) 2Ky (kz) — k‘zQKl,(k:z)] (673)

Esses ultimos dois termos levam a

(1 - Z + ,,) aaz (22K, (kz)| — kaaz 2P (k)| = (674)
* = z%/271 [(1 — (Qi + V) (;i + 1/) K, (kz) — kzK,11(kz) + kQZQKV(k:z)] (675)

Finalmente podemos escrever

d d —
DoAi(2,2") :/ Ak ok d/2-1 —~d/2 (2 - V) Ky (kz) — 2kK\ 11 (kz) ( - kik’j>

(2m)d K, (ke) k*
Jhiks (1=§+v) (5 +v) Kolkz) — k2K (ke) + k?f&(kz)] Ajle. k)
K (1= 44 v) K, (ke) = ke, (ke)

(676)

Agora s6 nos resta fazer a transformada de Fourier inversa de modo que o resultado fica

CcOo1mo

dk A —ik(x—y) dj2—1 _—d)2
ok /d ye Zrm e X (677)

DoA;(z, ") :/(2

X

(% + V) K, (kz) — zkK,+1(kz2)  kik;
K, (ke) R

kik; (1= 8+ v) (§+v) Ko (k2) — k2K, 41 (k2) + k222K, (k=)

k2 (1= 4 +v) K, (ke) — keK, 1 (ke)

] Aj (67 y)

(678)
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D.7 Mudancga de indices na agao on-shell

A mudanca para os indices de Lorentz de A, F*0 é

AVFVO = Z4AiE0 ( )
= ZSAi[Zilal,AO — ao(ZilAi)] (681)
= Z3Ai[2718iA0 - Zﬁla(]Ai + ZﬁZAi] ( )

D.8 Termo (A;A;)

Vamos desenvolver
1-d

Termo(AdyAi)p = [ - da" —ay(AA, 4
ermo(A;004;)p oS, T Oo( ) (684)

Primeiro precisamos tomar 443 na borda, isso leva a

‘ A e kik;\  kik;
Aty = [aly [ o e [(czj— k;>+ k;]Axe,y) (685)
ddk —ik-(x—
= [y [ G A e) (686)

e substituindo no segundo termo obtemos

—d
Termo(A;A;) = /BAdS ddx%Ai(z, TVA(z, ") (687)
d+1 z=¢
= 1/ddxddyA-(e x)A;(e y)d-/ ak ek (x=y)—d (688)
2 (2 Y J ) ) (27T)d

Esse termo nao contribui na fungao de 2 pontos pois a integral sob os momentos possui
uma divergéncia do tipo logaritmica. O mesmo ocorre com o caso da funcao de 2-pontos

do campo escalar massivo com condigoes de contorno de Neumann (equagao 251).
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APENDICE E — Formulario

Vamos expor as principais relagoes matematicas para o desenvolvimento desse tra-

balho.

E.1 Fungao de Bessel K,(z)

As expansoes da fungao de Bessel que serao utilizadas sao.

E.1.1 Parametro v nao inteiro

Ki(z) = 30T - v) G) X LZ:O n;m@ 1—v) (;)2;0 mmgi) T+oy| (689
E.1.2 Parametro v inteiro e nao-nulo
K0=3(5) ST ()

o (5 g (5) A
onde
A1) =—v (691)
A =1+ 5~ (ngeq?) (692)

m=1

aqui v é a constante de Euler.
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E.1.3 Parametrorv =0

Ko(z) = - [m (;) — An+ 1)} TetD (693)

E.1.4 Propriedades de K, ()

Algumas propriedades relevantes da fungao de K, (x)

afg”;‘”) - %Ku(x) — Ky (2) (694a)
Kyir(z) = Ky (2) + 2;}(”(;1:) (694D)

E.1.5 Propriedades da fungao Gamma

Algumas propriedades da funcao Gamma sao importantes para o desenvolvimento

das contas desse trabalho. Vamos comecar com a definicdo dessa funcao em termos do

fatorial
rey=1=1
r1=o0=1
F'z)=-1)— (695)
o) =
I'(—-1) =

Esses sao alguns valores relevantes. Outra propriedade que devemos destacar sao baseadas

na seguinte relagao de “recorréncia”
L(z+1) =2I'(2) (696)
Se fizermos sucessivas mudancas do tipo z — z + n com n natural e positivos obtemos

Fz+2)=C+1DI'(z+1)=2(z+1)I'(2) (697)
F(z4+3)=(z+2)'(z+2) =2(2+1)(2 +2)I'(») (698)
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Agora se tomarmos z — —z obtemos

[(1—2)=—2I'(—2) (699)
F2—2)=1—-2)'(1—-2)=—2(1—-2)I(-2) (700)
F'B—2)=2—-2)'"2—-2)=—2(1—-2)(2—2)['(—2) (701)

Aqui podemos ver que nao temos como passar de I'(z) para I'(—z). No valor onde eles
coincidem, z = 0, temos um valor infinito complexo. Uma outra relagdo que sera neces-

saria ¢ obtida pela mudancaz — z — 1. Isso leva a

I'(z
z—-1)= € (_ )1) (702)
I'(z—1) I'(2)
I(z—2) = = 703
e e B CE ) (703)
E.2 Integral sob o Momento
ddk —ik-x 1.p 1
/ i W = Oty p# A2 (704)
k. ac, 1 In|z|
/ Gt Rk = T 4 Gty 0 —d—d =2, (705)
onde
2 T(%5*)
Cp - r 20 (706)
m: T (~5)
Diferenciando em relacdo a x' e 27 pode-se obter as seguinte relacio
ddk ik k‘zkj 1 IZ'IJ' Cp
/(27T>de = [(xj (DT | ok (707)
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Alguns valores serao 1teis ao longo do desenvolvimento do texto. O primeiro seria C,—y,

expandindo C, em serie de Taylor tem-se

(¢ 21 (¢
7Td/20p ~ P 2(2) n p 4(2) [_1/}(0) (g) +y— 10g(4)1 N (708)
tomando p =0
C,~0 (709)

Também podemos calcular algumas derivadas para facilitar as contas. Para a funcao I

temos
W =T(a+ 2)vOa + z) (710)
T r(e/2u0 @ 2) (1)
dU(=z/2)""  O(=z/2)
dx - 20(—x2/2) (712)

onde ¥ (z) é a funcdo Polygamma. Com isso em maos podemos calcular

[ (%o dr (%2
wdﬂ@:% 2 log 2 (57) + 2F (57) 1 + 2T (d“’)d ! (713)
dp w3 | (-4 dp T (-5) 2 ) dpr(-3)
o [ (e AT (e
= 2 |log2 (2p)+ 1p 22)+F<d;p>dd 1p] (714)
e r(-§) r(-g) dr Pr(-5)
o [ pdte 0 (_e
— = |log?2 (2p)+ 1p L d;p>w<°><dgp>+r<d;p>w (j)
e r(-¢) r(-5) 2r (-5)
(715)
20 T(42) l 1 d+p\ 1 p
== log2 + —p©@ [ ==L | 4~ (—) 716
AT () g (0 5 5¥ 5 (716)
Tomando o limite de p =0
dC 1 1
. dppdpl L - —_.,(0) _ 2
lim /228 = =21 (d/2) + 3pT(4/2) [=0(a/2) + 7 = log(4)] + O(p") (717)

T~ _;p <;l> (718)
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E.2.1 Derivadas

Vamos deduzir algumas derivadas que serao usadas durante o desenvolvimento
desse trabalho. Isso serve para simplificar o texto. Vamos comecar fazendo, em detalhes,

a seguinte derivada

873”_cil(di,_ﬂx—y)i(fr—y)j) 1 ] (719)

ox;" Y dux |z —y|? |z —y|n

comecando pela distributiva

9 d 0ij d |(z—y)ilr—y),
Y » S ) 2
8@7)” dx; l|x — y|”1 dx; l |z — y|>tn (720)
1 )il — )
_ d _9 d |(z—yilr—y); (721)
dzj ||z —y|” dx; |z — y|2tn
O primeiro termo possui uma derivada direta dada por
d 1 n(z —y);
el - _ 722
o =) = (72
No segundo termo temos que aplicar a regra da cadeia
d [(x—y)lr—y);| 1 d d 1
dz; [ |z — y[2tn Tz — g2t da [(z = y)i(z —y);] + (z = y)i(z — y); dz; |z — y[2+n

(723)

A primeira derivada pode ser feita da seguinte forma. Definindo z; = (x — y); junto com

dzi — §.. permite escrever

dxy,
d de le
2= gL . 724
d$kZZ] : dl’k +ZJ dl‘k ( )
= Zi(Sjk -+ zjdik (725)
voltando para as coordenadas antigas
d
o (@ = y)ilr —y); = (@ — y)idk + (. — y);0ik (726)
tomando k£ = 7 e lembrando que d; =d x 1
d
(z—y)iz —y); = (d+1)(z —y), (727)

d.Ti
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Assim a primeira derivada do nosso segundo termo fica

1 d ey @@y,
|$_y|2+nd$i[( )iz —y);] P—TE

(728)

Agora o segundo termo pode ser calculado com a derivada do modulo que ja escrevermos.

Isso leva a

(iII _ y)l(x o y)]ddxl |$ _1y|2+n _ (n + 2) (iL‘ _’xyzl(yx’n:;g)z(l’ - y)j (729)
__(n+2)(x —y);
T (730

Aqui usamos o fato de que |z — y|? = (y/(z —y)?)* = (z — y)?. Finalmente o segundo

termo fica como

d |@-yiz—y);| _d+D)E-y); O+2)(-y), (731)
dr; | |z —y[* |z — y[n+? |z — y[n+?
(d—1-n)(x—vy);
- 732
|l’ _ y|n+2 ( )
Voltando para o termo inicial
0 nz—y); (d-—1-n)(x—y);
P = — —9
RN PR (759
(z —y);
=(n—2d+2)—— 734
(n—2d+2) (734)
Podemos tomar novamente a sua derivada.
02 0 | (x—yv);
— P =(n—2d+ 2 J
8%0@7)3 (n i )8xj ha: —y|n+? (735)

Usando as relacoes anteriores temos que

P = n-2+2) |-y, Lw-u] )
Or;0x; 7 " v yj@xj |z — y|7+2 \:U—y\”“é?:cjiz Y
(n+2) d
—(n—92d 4+ = — )i — ).
(=204 | =yl B (737)
1
=(n—-2d+2)(d—n-—2) (738)

|z —y["*?
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