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RESUMO

SILVA, A. V. Explorando a termodindmica de modelos confinantes. 2018. 83 f.
Dissertacao (Mestrado em Fisica) — Instituto de Fisica Armando Dias Tavares,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2018.

Estabelecer uma descri¢ao para o confinamento nao ¢é algo simples. Com o intuito
de tentar entender um pouco sobre esse fenéomeno, exploraremos a termodinamica de um
modelo “de brinquedo” que tenta descrevé-lo em termos do propagador com violacao de
positividade. Neste trabalho, “confinamento” é sempre entendido no sentido de violacao
de positividade da funcao espectral dos campos elementares. Por simplicidade, definire-
mos um modelo para campos escalares com um termo de massa dependente do momento
e nao-local. Um de nossos objetivos ¢é, entao, verificar as propriedades termodinamicas
da teoria que descreve tal modelo, a fim de analisar possiveis inconsisténcias. Para isso
utilizaremos o formalismo funcional da Teoria Quéntica de Campos (TQC) a temperatura,
finita, de onde obteremos a funcao de particao e, consequentemente, algumas variaveis
termodinamicas tais como pressao e densidade de entropia. Em seguida, obtemos a funcao
de dois pontos a temperatura finita do campo escalar do modelo, a fim de estudar se ha
ou nao restauragao da positividade (portanto, desconfinamento, na nossa linguagem).

Palavras-chave: Teoria Quéntica de Campos. Teoria Quantica de Campos a
Temperatura Finita. Modelos de Campos Confinantes. Teoria de

Gribov-Zwanziger.



ABSTRACT

SILVA, A. V. Ezxploring the thermodynamics of confining models. 2018. 83 f. Dissertacao
(Mestrado em Fisica) — Instituto de Fisica Armando Dias Tavares, Universidade do
Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2018.

Establishing a description for confinement is not something simple. In order to
try to understand a little about this phenomenon, we will explore the thermodynamics of
a toy model that tries to describe it in terms of propagators with violation of positivity.
In this work, “confinement” is always understood in the sense of positivity violation of
the spectral function of the elementary fields. For simplicity, we will define a model for
scalar fields with a momentum dependent and nonlocal mass term. One of our objectives
is to verify the thermodynamic properties of the theory that describes such a model, in
order to analyze possible inconsistencies. For this we use the functional formalism of
Quantum Field Theory (QFT) at finite temperature, from which we obtain the partition
function and, consequently, some thermodynamic variables such as pressure and entropy
density. Then, we obtain the two-point function at finite temperature of the scalar field
of the model, in order to study whether or not there is a restoration of positivity (hence,
deconfinement, in our language).

Keywords: Quantum Field Theory. Quantum Field Theory at Finite Temperature.
Confining Fields Models. Gribov-Zwanziger Theory.
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INTRODUCAO

Embora o mecanismo de Higgs seja considerado como o principal responséavel pela
massa dos 1éptons (como o elétron, por exemplo), praticamente toda a massa da matéria
visivel do Universo (sem contar a Matéria Escura e a Energia Escura) estd concentrada
nos nucleos atomicos. Os nucleos atomicos sdo formados por protons e néutrons que, por
sua vez, sao formados por trés quarks cada um. Em altas energias, quando a interagao
nuclear forte é menos relevante, podemos inferir qual é a parcela da massa dos quarks que
se deve apenas a interacao eletrofraca. O valor obtido para a soma das massas individuais
dos trés quarks que formam um préton corresponde a menos de 2% da massa total do
proton. Assim, cerca de 98% da massa de um préton ou de um néutron (e, portanto, da
matéria visivel) tém origem na interagao nuclear forte.

O papel exercido pela interagao forte é evidente, mas o seu mecanismo detalhado
é pouco compreendido. A teoria fundamental das interagoes fortes, a Cromodindmica
Quéantica (QCD), pode ser resolvida por métodos perturbativos de forma confiavel apenas
em altissimas energias. A QCD é uma teoria de calibre na qual os quarks (que sao
férmions) interagem entre si através de bésons de calibre, chamados gliions. Por tratar-
se de uma teoria de calibre nao-abeliana, os glions interagem entre si, trazendo enorme
riqueza e complexidade a teoria.

Uma das propriedades fundamentais da matéria fortemente interagente ¢ o confi-
namento, ou seja, nao hé estados assintéticos de um tinico quark, nem de um tnico glion.
Em grandes distancias (baixas energias), a intera¢do entre quarks e glions torna-se tao
intensa que nao é possivel isolar uma destas particulas das outras. Uma outra maneira
de se entender o confinamento é considerando que a interacgao forte faz com que qualquer
estado de uma particula com carga de cor ndo nula seja um estado nao fisico (por exemplo,
com violagao da positividade). Esta segunda abordagem tem sido usada como critério de
confinamento hd muitos anos em analises de geragao dindmica de massa de quarks e de
glions (CORNWALL, 1980; BRAMBILLA et al., 2014; ?7; ?7; 7?7, MAAS, 2013), por
exemplo. Tal violagao de positividade da funcao espectral pode ser entendida, a grosso
modo, como uma probabilidade negativa de propagacao, e, deste modo, a auséncia do
estado de um tinico quark ou glion do espectro fisico.

Propagadores, que apresentam esta violagdo, no espago de momento, podem exibir
polos complexos. E desta maneira que o modelo descreve o confinamento de um quark
isolado. A interacao nao local que causa este efeito pode ser entendida como resultado da
acao de um background de glions, sobre os quais movem-se os quarks.

Espera-se que, em altas energias, ocorra o desconfinamento de quarks e glions, de-
vido ao fenémeno da liberdade assintotica. O confinamento é um fendmeno eminentemente

nao-perturbativo. Portanto, abordagens nao-perturbativas, como aquela do Grupo de Re-
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normalizacao Funcional (BERGES; TETRADIS; WETTERICH, 2002; BLAIZOT, 2007),
das Equagoes de Dyson-Schwinger (CLO&T; ROBERTS, 2014), das simulagoes de Monte
Carlo na rede (KARSCH, 2009), de métodos holograficos (BRODSKY et al., 2015) e,
finalmente, de modelos efetivos (NAMBU; JONA-LASINIO, 1961; KLEVANSKY, 1992),
sao preciosas ferramentas no estudo das interagoes fortes.

Do ponto de vista tedrico, a exploracao de modelos fisicos em um meio material
pode também revelar propriedades importantes dos sistemas fisicos, assim como possiveis
inconsisténcias do modelo que poderiam nao ser muito facilmente percebidas em anélises
no vacuo. Assim, este trabalho enquadra-se como parte do grande esforco tedrico da Fisica
Tedrica de Altas Energias em busca de uma melhor compreensao das interagoes nucleares
fortes em regimes extremos. Tal empreendimento exige métodos que consigam ir além da
teoria de perturbagao e que possuam capacidade de predicao de resultados experimentais,
assim como capacidade de comparacao com outros métodos teodricos. Este é o caso do
método dos modelos efetivos, que empregaremos em nossa investigagao.

No primeiro capitulo deste trabalho, sera apresentada uma breve revisao sobre a
teoria responsavel por descrever as interagoes fortes, pois sabemos que hoje a natureza
é descrita por quatro interagoes fundamentais: forca gravitacional, forca eletromagné-
tica, forca nuclear forte e forca nuclear fraca. Nele abordaremos, resumidamente, como
foi a construcao e a evolugao da teoria da interagao forte, denominada Cromodindmica
Quéantica e algumas de suas principais caracteristicas como: carga fracionaria, liberdade
assintotica e o confinamento. Esta terceira caracteristica, o confinamento, ainda é um
problema em aberto e muitos tentam explica-lo propondo diversos modelos e métodos.
Dessa forma, mencionaremos alguns de maneira resumida. Por fim, falaremos sobre a
violagao de positividade, que é uma abordagem onde tal fendmeno pode ser visto e que
sera usada neste trabalho de dissertacao.

O segundo capitulo é dedicado a uma revisao sobre a Teoria Quantica de Campos
(TQC) a temperatura finita com o objetivo de relembrar ao leitor conceitos de tal teoria,
partindo da Mecanica Quantica, apresentando o formalismo funcional e fazendo uma
conexao com a funcao de particio em Mecanica Estatistica. Serd feita também uma
breve mencao sobre o Teorema de Wick e para ilustra-lo, em seguida, apresentaremos
o calculo de corregoes perturbativas (célculos a primeira ordem) para uma lagrangiana
local.

J& o terceiro capitulo é dedicado aos resultados originais do trabalho. Nele, utili-
zando o formalismo funcional, sera proposto um modelo com uma lagrangiana, euclidiana,
para um campo escalar com um termo de massa nao local dependente do momento e o
mesmo apresentard um propagador com violagao de positividade. Veremos que tal pro-
posta assemelha-se (algebricamente) ao modelo da teoria refinada de Gribov-Zwanziger
(RGZ) que propde um propagador para o glion, onde o mesmo tem um bom acordo com

a QCD na rede, podendo entao ser visto como um modelo de brinquedo do modelo RGZ.
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Observaremos também que tal modelo apresentara caracteristicas vistas no modelo RGZ,
sendo assim cabivel de se fazer comparagoes.

Em seguida, investigaremos o comportamento de varidveis termodinamicas como
a pressao e a densidade de entropia com o intuito de fazer possiveis liga¢oes com o confi-
namento e, consequentemente, tentar extrair algo que beneficie o estudo de tal fenémeno;
ressaltando que o mesmo serd visto como violagao de positividade. Toda essa andlise serd
feita para o termo quadratico da agdo, obtendo assim o propagador e a func¢ao de partigao

para esta teoria para a analise das variaveis termodinamicas.
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1 CROMODINAMICA QUANTICA E ALGUMAS DE SUAS
PECULIARIDADES

A Cromodinamica Quantica é a teoria mais aceita para explicar as interacoes nu-
cleares fortes, que é uma das tltimas interacoes a terem uma descri¢ao tedrica formulada.
Por volta de 1960, a fisica de particulas experimental descobria um ntimero crescente de
particulas chamadas hadrons a todo o tempo, o que trazia uma confusao conceitual ao se
tratar das interagoes fortes. Consequentemente, foram propostas varias formulagoes que
conseguiam, em parte, descrever tais particulas (NE’EMAN, 1961; GELL-MANN, 1962).

Por volta de 1964, houve um grande progresso com a formulacao do esquema de
classificagdo das particulas que interagiam fortemente. George Zweig (ZWEIG, 1964)
e Murray Gell-Mann (GELL-MANN, 1964) apresentaram um esquema légico de enten-
dimento dos hadrons a partir de trés particulas fundamentais denominadas de quarks
(batizadas por M. Gell-Mann). Tais quarks eram férmions de spin 1/2 e eram, a princi-
pio, de trés tipos (ou sabores): up, down e strange. Sendo assim, subdividindo os hadrons
em bérions (formados por trés quarks) e mésons (formados por pares de quark-antiquark).

Essa proposta de particulas serviu de base para a montagem de uma teoria es-
truturada de maneira similar a Eletrodindmica Quéantica (QED) e foi denominada de
Cromodinamica Quantica (QCD). Na QCD, o andlogo a carga elétrica (QED) seria o que
ficou conhecido de carga de cor (nimero quantico) (FRITZSCH; GELL-MANN;, 1971), ou
seja, em vez de carga positiva e carga negativa, haveria trés cargas de cor: vermelho, verde
e azul . Ressaltamos que sdo cores puramente ficcionais, sendo apenas uma descri¢ao para
os numeros quanticos associados aos quarks. Outro detalhe é que os hadrons sao singletos
de cor, isto é, cor-anticor (mésons) ou RGB (bérios)

A definicdo desse novo niimero quantico solucionava o problemas da violacao do
Principio de Exclusao de Pauli que alguns hadrons apresentavam, como por exemplo o
barion AT que era formado por quarks do mesmo tipo — trés quarks up.

A construcao dessa teoria, de uma forma similar a QED, conduziu a varias ca-
racteristicas interessantes e peculiares das interagoes fortes. A carga fraciondria é um
exemplo dessas peculiaridades, pois sabia-se por exemplo que o préton (béarion formado
por 3 quarks) tinha carga elétrica inteira e positiva, logo se os quarks existissem os mes-
mos nao poderiam ter multiplo da carga elétrica convencional, necessariamente cada um
dos trés quarks deveriam ter carga elétrica fracionaria por serem constituintes de uma
particula com carga elétrica inteira.

Uma outra particularidade é a chamada liberdade assintética, que nos diz que a
constante de acoplamento da teoria, ou seja, aquela quantidade que nos fornece uma ideia
da intensidade da interacao, tende a zero para altas energias, isto ¢, nao havendo mais

interagao (particulas quase livres). Tal caracteristica da teoria foi mostrada por D. Gross,
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F. Wilezek (GROSS; WILCZEK, 1973) e D. Politzer (POLITZER, 1973), e permitia
que fossem feitas previsoes dos resultados de muitos experimentos usando técnicas como
Teoria de Pertubacao.

Entretanto, apesar dessa teoria apresentar um conjunto de quarks com certos nt-
meros quanticos para descrever as interagoes fortes, estas particulas em si nao eram (e
ainda ndo sdo) observadas diretamente, ou seja, observava-se particulas com carga de cor
nula. Todas as particulas observadas eram combinagoes desses quarks, e foram denomi-
nado de estados ligados de quarks. Acreditava-se que este fato nao deveria ter sido uma
mera coincidéncia.

Passou-se entao a esperar que a teoria propiciasse um mecanismo que proibisse que
esses quarks lives aparecessem na natureza. Essa propriedade entao nos leva a uma terceira
caracteristica batizada de confinamento de cor — que nao era muito bem compreendido
na época e que ainda é um problema em aberto. Supoe-se entao que, se os quarks existem,
os mesmos sao particulas que nao vao aparecer na natureza sozinhos (livres), sempre vao
aparecer ligados (ou na forma de béarions, ou na forma de mésons).

Em processos de colisoes elétron-préton de alta energia — conhecidos como Espa-
lhamentos Profundamente Inelasticos — era observado que o préton possuia uma estru-
tura interna (BJORKEN; PASCHOS, 1969; HALZEN; MARTIN, 1984). Todavia, apenas
a consideracao de quarks como constituintes do préton, por exemplo, nao era suficiente
para explicar os resultados experimentais das suas distribui¢oes de momento. Portanto,
para uma teoria mais concisa, as demais observagoes foram atribuidas a outras particulas,
hoje conhecidas como glions, sendo estes os mediadores da interacao forte — analogos
aos fétons na QED, com a diferenca de que um glion pode interagir com outro glion.
Evidéncia dos glions foi detectada em eventos de trés jatos no acelerador PETRA em
1979. Hoje em dia os sabores dos quarks, observados experimentalmente, sao: up (u),
down (d), strange (s), charm (c), bottom (b) e top (t).

1.1 Cromodinadmica Quantica

Agora, a teoria precisa de uma lagrangiana que descreva os quarks e os glions
(PESKIN; SCHROEDER, 1995) e que seja invariante sob transformacoes de calibre. Para
construi-la, comecemos entao pelos quarks, que sao férmions e portanto obedecem a equa-

cao de Dirac e logo podem ser descritos pela lagrangiana

L= (id—m)e, (1)
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onde @ = 0, sendo * as matrizes de Dirac, e ¢(z) um espinor. Entretanto, a mesma

nao ¢ invariante sob transformagoes de calibre e tal transformagao para ¢ (z) é dada por

() = e O (), (2)

onde a,(x) sdo os pardmetros da transformagao, a o indice de cor e t* os geradores do

grupo, que obedecem a seguinte relagdo de comutacao
[ta’ tb} — Z'fabc e ’ (3)

sendo f%¢ as chamadas constantes de estrutura do grupo SU(N)?!, as quais sdo completa-
mente antissimétricas.

Portanto, para que haja essa invariancia, devemos escrever tal lagrangiana em
termos da chamada Derivada Covariante (D) e assim incluimos de maneira formal a

interacao na teoria. Tal derivada é dada por
D, =0, —igAjt*, (4)

onde g é a constate de acoplamento e Aj sdo os campos de calibre. Assim, reescrevendo a
lagrangiana dos quarks em funcao da derivada covariante, que inclui o termo de interagao

que vem do fato de impor a invaridncia da teoria sob transformacao de calibre, temos

= V(i —m) Y +gvrr ALty (5)
onde o subindice F' indica férmions. Mas até o momento, esta lagrangiana s6 descreve
os quarks. Para completéd-la, é necessario ter um termo cinético que descreva os glions,

ou seja, os campos de interagao A,. Tal termo, que serd a lagrangiana que descreve os

glions, é definido como

1
te Ne (6)

Eﬂ: 4 M

onde o subindice g indica glton e G, é o chamado Tensor de Campo (andlogo ao tensor

de campo do Eletromagnetismo) dado por
Gh, = 0,A;, —0,A] +g fabe AZA,c/ . (7)

Assim, juntando a lagrangiana que descreve os quarks e a que descreve os glions, temos

a lagrangiana completa para a QCD que é denominada de Lagrangiana classica de Yang-

1 No caso do grupo de simetria SU(3), a simetria atribuida a cor.



17

Mills para a QCD

1 a v A ; of
Lyy = _EGWGZ + Yiq {(leu - m) 51']} Vi (®)

sendo ;3 o campo fermionicos, onde « e § sao indices de Dirac, e 7, j sao os indices do
grupo de simetria dos quarks (cor). Ressaltando que a primeira parte da lagrangiana acima,
corresponde a parte bosdnica (glions) e a segunda parte corresponde a parte fermidnica
(quarks).

Mas, ainda podemos reescrever a equagao (8) como a soma de uma parte livre com

uma parte de interacao, a saber,
Ly = Lo+ Lin (9)

onde a parte livre (L) da teoria é dada por

IR ) o
Lo=—71 Fu Fo" + i {(@@—m) 5@} Yis s (10)

em que o tensor Fyj, corresponde a parte bosonica sem interagao, dado por
Fy, = 0,4, — 0,A; ; (11)
e a parte de interagao (Liy) da teoria é dada por

_ 1
Lint = 910 AL (1) 15— g, [ (QuAT) AP A — 2 g2 [ ot AL AC ArA7 - (12)

J

onde podemos ver as interagdes entre o campo do quark () e do glion (A,), e entre os
proprios campos dos glions.

Para a quantizagao desta teoria de calibre nao abelina, utiliza-se o método funcional
de Feynman (PESKIN; SCHROEDER, 1995). Porém, é necessério fixar o calibre devido a
presencga de copias de calibre (estados fisicos equivalentes) provindas do ato da integragao
funcional. O procedimento de Faddeev e Popov (FADDEEV; POPOV, 1967) é utilizado
para poder amenizar tais copias, ou seja, possibilita separar da integral de Feynman para
a fungdo de particdo da teoria um conjunto dessas copias de calibre. Mas mesmo assim,
veremos mais adiante que tal procedimento nao é capaz de eliminar todas as copias.
Dessa maneira veremos de forma resumida alguns métodos e modelos que investigam a
lagrangiana classica de Yang-Mills para a QCD (8) na regiao infravermelha, ou seja, para

baixas energias com o intuito de fazer uma abordagem para o confinamento.
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1.2 Grupo de Renormalizacao

Um questionamento que recorrentemente é feito no ramo da Fisica é: “quando
uma teoria é realmente valida?”. O Grupo de Renormalizagdo (GR) fornece uma possivel
resposta para esta pergunta. Esse, por sua vez, permite-nos compreender melhor o porqué
de uma Teoria Quantica de Campos renormalizada descrever bem a natureza.

Para uma melhor compreensao do que consiste o GR, vamos analisar o caso de

uma teoria escalar autointeragente, cuja lagrangiana é dada por

1 1 1
525 u¢08“¢o—§m3¢3—iko¢é, (13)

onde myg, Ay € ¢y representam, respectivamente, a massa, a constante de acoplamento e o
campo da particula para uma aproximacao sem corregoes, ou seja, grandezas nuas (nao
renormalizadas).

Sabemos que esta lagrangiana apresenta divergéncias devido ao fato de possuir
grandezas nao fisicas. Para eliminar tais divergéncias precisamos adicionar parametros
que fornecam correcoes para as mesmas, eliminando, assim, as divergéncias. A escolha
candnica para os pardmetros dessa teoria é dada, geralmente (podendo haver pequenas

diferencas) por (NETO, 2017; PESKIN; SCHROEDER, 1995)

g0 =Z'"2¢;
mg = Z 1 (m? — om?); (14)
)\0 = ZﬁQZ)\)\,

onde ¢, m e \ sdo grandezas renormalizadas, e Z, Z, e dm? sdo termos (infinitos) cuja
forma depende do método de regularizacao (Pauli-Villars, regularizagiao dimensional, etc.).
Substituindo (14) em (13), temos

E:;Z@H¢8“¢—;(m2—5m2)q§2—41'Z,\)\¢4, (15)

que equivale a?
L:1 gb8“¢—1m2¢2—l)\¢4+1(Z—1)0 ¢aﬂ¢+15m2¢2
2 M 2 4! 2 " 2

1
_ﬂ(

(16)
Zy—1Ao?

sendo as trés ultimas parcelas contratermos que irdo cancelar os infinitos do calculo per-

turbativo. Todavia, a massa m e a constante de acoplamento A nao sdo necessariamente

2 A utilizacdo desta lagrangiana com contratermos é denominada de Teoria de Perturbacio Renormali-
zada
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3. Portanto, é

fisicas, uma vez que nao foram definidos em termos da funcdo de Green
necessario introduzirmos um parametro de escala para que tal relacao possa ser feita na
teoria e, entao, encontraremos os valores fisicos para essas grandezas.
Seja G }(%2) (p) a fungao de Green de dois pontos renormalizada. Uma expressao geral
para a mesma pode ser dada por
GRP) = (17)
p* —m? — Zgr(p?)

Na teoria escalar livre, o polo da funcao de Green equivale a massa fisica e renormalizada.
O polo em (17) representa a massa fisica da teoria, porém a mesma é nao renormalizada a
menos que fixemos um valor para p?. Isso consiste em estabelecermos uma escala p? = i
(caracterizada pela escala p) na qual o termo de correciao de massa é nulo (Xx(u?) = 0).

Tanto m e A (grandezas renormalizadas) como Zy, Z e ém? dependem da escolha
de u, ou seja, mudando-se p, alteram-se todos esses parametros. Porém, felizmente, tal
mudanca faz com que as grandezas fisicas permanecam invariantes.

Caso queiramos introduzir transformacoes sobre as grandezas nuas de uma teoria
com o intuito de torné-las renormalizadas (como feito em (14)), devemos prosseguir da

seguinte maneira
Tr=Z(R)l, , (18)

onde 'y, I'g e Z(R) representam, respectivamente, a grandeza renormalizada, a grandeza
nua e o parametro de renormalizacao que depende do ponto onde definimos a escolha da

escala . Mas se escolhermos outro ponto, teremos outro valor diferente Z(R'), logo
I =Z(R)Ty. (19)
Consequentemente, ha uma relagao entre I'g: e ['g, que é dada por
I'r =Z(R,R)Tg . (20)
Combinando as trés ultimas equacgoes escritas anteriormente, temos

Z(R)

Z(R'.R) = 2@ (21)

3 Vale ressaltar que o propagador é dado por uma funcio de Green e que a massa fisica é definida como
a posicao de seu polo.



20

Podemos verificar facilmente que Z(R', R) satisfaz as seguintes propriedades

Z(R,R) =1
Z(R,R)=Z*'R,R) (22)
Z(R',R)=Z(R",R) Z(R, R)

Tal conjunto de transformagoes é conhecido como Grupo de Renormalizagado.
Para um desenvolvimento do GR, podemos usar o conhecido método de Callan-

Symanzik (NETO, 2017). Vimos até aqui que os parametros envolvidos dependem da

R
nB,NF

partir de fatores adimensionais Zg(A\g, A/11) € Zp(Xo, A/p) da seguinte forma

escala p, sendo assim a funcao de Green renormalizada, G (pis A, 1), é introduzida a

Gl (Pis A pt) = Tim Z52(No, Af11) Z" (Noy M/ 112) Gy (pis Mo, A) (23)

em que ng e np sao o numero de linhas externas de bdsons e férmions correspondentes
a soma de todos os diagramas de Feynman conectados e 1PI* (PESKIN; SCHROEDER,
1995; LANCASTER,; BLUNDELL, 2014); A é o acoplamento renormalizado; A é um
parametro de corte das divergéncias (proveniente da regularizagdo de Pauli-Villars); e p,
a escala de massa, j4 mencionada. Agora, tomando a derivada adimensional p 9/0u na

equagao acima, obtemos

0 0

% @ + 6(/\) 5 +np ’YB()\) +np IVF()\) GfB,np (pla )\7“) = 07 (24)

sendo

B(N) = i E Ao, A/ 25

(W) = Jlim g5 Ao, Afp) (25)
) 1 0 _

vB(A) = —Alggoﬂ Zn o Zp(Xos A/ ) ; (26)
] 1 0

Tr(A) = —All_{gloﬂ Zn % Zr(Xo, A ) - (27)

A equacdo (24) é denominada de equag¢io de Callan-Symanzik, onde () é a
denominada fungdo beta; yp(A\) e yp(A\) s@o as dimensoes andmalas. Vale ressaltar que
B e ~v's sdo quantidades finitas, portanto, independentes de A e também do pardmetro
de escala p. Podemos ver também que, pela equacao (25), 5 é a taxa de variacao da
constante de acoplamento renormalizada na escala p.

Assim, podemos ver que o GR é um método para estudar o comportamento da

constante de acoplamento da teoria em relacdo a mudanca de escala. O mesmo nos fornece

4 Um diagrama 1PI (diagrama irredutivel a uma particula) é um diagrama que ndo pode ser dividido
em dois diagramas disjuntos pelo simples corte de uma linha interna.
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informagoes sobre muitos fenémenos fisicos, como a liberdade de Anderson e a transicao
de Kosterlitz-Thouless (para mais detalhes ver em: (LANCASTER; BLUNDELL, 2014)).

No entanto, existe uma certa limitacao para a equagao do grupo de renormalizacao
(nua e renormalizada) e para a equagao de Callan-Symanzik: elas sdo assintdticas, ou seja,
sdo aplicdveis apenas no regime p?, p> << A% Uma abordagem mais completa e livre
de tal limitacao é descrita pelo Grupo de Renormalizag¢io Funcional, o qual discutiremos

brevemente dentro da proxima secao.

1.3 Métodos e Modelos Nao Perturbativos

Apo6s uma breve apresentagao sobre a Cromodinamica Quéantica, que é uma teo-
ria de calibre nao abeliana, vale salientar que o confinamento ainda é um problema em
aberto. Tal fendmeno é “observado” no regine de baixas energias, ou seja, no regime nao
perturbativo. Com isso, ha varios modelos nao perturbativos, fenomenologicos, baseados
no comportamento dos propagadores da teoria, que tentam explicd-lo. O propagador
nada mais é que uma funcao associada a amplitude de probabilidade da particula de se
movimentar de um ponto a outro no espago-tempo, onde a mesma é dada por uma funcao
de correlagao dos campos em Teoria Quantica de Campos. Por terem um carater nao
perturbativo, tais fun¢des podem ser investigadas por simulagoes na rede.

Faremos entao uma breve abordagem de alguns métodos/modelos onde os mesmos

trazem a proposta de estudar a QCD no regime nao perturbativo.

1.3.1 Grupo de Renormalizagao Funcional

O Grupo de Renormalizagao Funcional (GRF) é uma implementagao particular
do conceito de GR no qual combinamos os métodos funcionais da TQC com a ideia de
grupo de renormalizac¢ao de K. Wilson (WIPF, 2013; LANCASTER,; BLUNDELL, 2014).
O GRF ajusta suavemente as leis macroscépicas conhecidas aos fendmenos microscépicos
complexos em sistemas fisicos e é uma implementagao no espaco dos momenta da ideia de
grupo de renormalizacao, podendo ser formulado diretamente por uma teoria de campos
continua. Na maioria das abordagens, utiliza-se um funcional de Schwinger dependente
de uma escala (WV,[j]) ou uma agao efetiva que também depende de uma escala (I',[¢]). O
fluxo de escalas microscopicas para macroscopicas é dado por uma equacao de fluxo con-
ceitualmente simples, mas tecnicamente exigente para funcionais dependentes de escala,
vale ressaltar que tal equagao descreve a dependéncia da energia livre em termos de um
corte infravermelho para flutuacées quanticas ou térmicas. A priori, o método nao é per-

turbativo e nao depende de uma expansao em termos de uma constante de acoplamento
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pequena (WIPF, 2013).

Nos utilizaremos a equacgao de fluxo para a acao efetiva dependente de escala, que,
a menos de um termo de corte, é apenas uma transformada de Legendre do funcional
de Schwinger dependente de escala. Para calcularmos I', devemos incorporar flutuacoes
quanticas entre uma escala de momentum g e uma escala de corte A grande. Para valores
de u grandes, proximos ao corte, recuperamos a acao cldssica S[¢]. Com o decréscimo da
escala®, efeitos de longo alcance sao incluidos e, para p — 0, recuperamos a acao efetiva
completa contendo flutuacoes quanticas em todas as escalas de momentum, como pode
ser visto na figura 1 (WIPF, 2013).

Figura 1 - Grupo de Renormalizacdo Funcional.

Legenda: Esbogo do fluxo do grupo de renormalizacéo no espago tedrico. Cada eixo rotula um operador
diferente que pode entrar na acdo efetiva, por exemplo ¢?, ¢*, (9p)?, etc. Para uma
determinada condigao inicial na escala de corte A, a equagao do grupo de renormalizacao
funcional determina o fluxo de I';,. Diferentes fungoes reguladoras R, levam a diferentes
trajetérias no espago tedrico, mas, em principio, todas as trajetorias terminam em plena agao
quantica efetiva.

Fonte: WIPF, 2013, p. 258.

A acao efetiva média é escrita em termos do funcional de Schwinger que, por sua

vez, € definido através do funcional gerador das fungoes de correlagdo euclidianas de n-

5 E importante ressaltarmos que o indice u, utilizado nesta secdo, ndo representa componentes espaco-
temporais, mas sim o parametro de escala.
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pontos dadas por:

21j) = [ Doexp{-slg] + [ d's j(x)o(a)}. (28)
O funcional de Schwinger é definido como o logaritmo de Z[j], dado por

Wil = In 2[5 (29)

Esse funcional gera todas as fungoes de correlagao conexas. De maneira mais formal, a
acao efetiva provém da transformada de Legendre do logaritmo do funcional gerador na

presenca de fontes ou de campos externos (W/j]). Com isso,

_ oWl
55(x)

A acgao efetiva gera as fungdes de correlagdo 1PI e conhecé-la é, de certa forma, equiva-

Ple] = [ d'a j(@)e(x) = W] , onde () (30)

lente a conhecer a “solucao” da teoria, uma vez que ela engloba todas as propriedades
subjacentes a TQC da maneira mais simples possivel.

Para introduzirmos a dependéncia de escala nos funcionais, vamos adicionar um
termo de corte infravermelho AS, na agao classica em (28). Entao, o funcional gerador

com dependéncia de escala sera dado por

Z,li) = [ Doexp{=Sle] + [ a'z j(x)o(a) - A5, 10} (31)
e o funcional de Schwinger com dependéncia de escala sera

Wil = In Z,[4]. (32)

Escolheremos um funcional quadratico com massa dependente do momentum para regu-
larizar a equagao de fluxo, de maneira que ela possua uma estrutura de um loop. Com

isso,

1 dk 1
S0 = 5 [ G ¢ ORI = 5 [ 6" (IR ()0(E) (33)
Noés impomos as seguintes condigdes naturais sobre a funcao de corte R, (k):

v’ Para y — 0 e para um momentum k fixo, a funcdo de corte deve desaparecer de

maneira que recuperemos a acao efetiva convencional. Portanto, nés queremos que

pn—0

R, — 0. (34)

v' Quando p se aproxima de uma escala de corte (A) grande devemos recuperar o

limite classico da teoria. Com o auxilio da aproximagao de ponto de sela podemos
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mostrar que acado efetiva com dependéncia de escala (I',—5) definida abaixo tende

a acao classica se

R, =% oo, (35)

v' A funcao de corte deve regularizar a teoria no infravermelho, nesse caso

R, (k) > 0 para k — 0. (36)

Em muitos casos precisamos que R, (k) — p? para pequenos momenta k, o que torna o

corte infinito. Os possiveis cortes que satisfazem a essas condigoes sao dados por (WIPF,

2013):

k2
ki _ 1;
Regulador otimizado: R, (k) = (u*> — k*)0(u* — k?);

12

k2
0(p* — k?)
Regulador de Callan-Symanzik: R, (k) = u°.

Regulador exponencial: R, (k) =
Regulador quartico: R, (k) (37)
Regulador fino: R, (k) = — k%

Apos certos célculos (WIPF, 2013; BERGES; TETRADIS; WETTERICH, 2002),

obtém-se a conhecida equagdo de fluro ndio perturbativa exata® ou equacao de Wetterich

1 J.R
) m

A partir desta equagao (devidamente adaptada & QCD), é possivel obter, por exemplo,
fungoes de correlagdo no regime nao perturbativo (CYROL et al., 2018b; CYROL et al.,
2018a), ou previsoes para o diagrama de fases da QCD (BRAUN, 2009).

1.3.2 Equagao de Schwinger-Dyson para a QCD

Assim como a Equacao de Euler-Lagrange revela-nos as equagoes para movimentos

classicos, as Equagoes de Schwinger-Dyson (ESD) podem ser consideradas como equagoes

6 O termo ezata se d4 pelo fato de nio ser usada nenhuma aproximacio para se obter a equacdo de fluxo
nao perturbativa.
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de movimento para func¢oes de Green de uma dada teoria quantica de campos. Teo-
ricamente, ao construir as ESD para o propagador do glion (???7), por exemplo, e
resolvendo-as podemos entao obter uma forma para o propagador do gliion para qualquer
quadri-momento p, assim como também para a constante de acoplamento da QCD. Em
vista disso, a solucao das ESD pode ser uma forma de sondar o comportamento infra-
vermelho (limite de baixas energias da QCD/regime ndo perturbativo) do propagador
do glion e também da constante de acoplamento e, consequentemente, pode-se tentar
entender importantes caracteristicas da QCD, como por exemplo o confinamento.

As ESD sao um conjunto infinito de equagdes integrais acopladas para, por exem-
plo, propagadores e vértices, que relacionam todas as fungoes de Green da teoria. Tais
equagoes sao obtidas sem qualquer tipo de aproximagao, isto é, sdo equagoes exatas. Isso
implica que, em principio, tais equagoes podem ser usadas para estudos em regimes pertur-
bativos e nao perturbativos dentro de uma abordagem continua do espaco-tempo’. Sendo
assim, obter uma solugdo para essas equacoes significaria termos uma teoria totalmente
completa onde todas suas fungoes de Green de n-pontos estariam determinadas.

Entretanto, necessariamente, para obter tais solugoes deve-se fazer aproximacoes
a este conjunto de equacoes integrais, gerando assim varias maneiras possiveis de aproxi-
macao, “obrigando” assim que tais equagoes aproximadas devem obter solugoes numérias.
Dessa forma, uma possibilidade para verificar qual solucao das ESD tem uma resposta
fisicamente mais razoavel, é fazer testes fenomenoldgicos, nos quais sao utilizados, por
exemplo o propagador do glion e a constante de acoplamento (fornecidos pelas solugoes
das ESD) para calcular quantidades fisicas sensiveis ao comportamento infravermelho da
QCD e, entao, fazer comparacoes das previsoes de cada solucao com os dados experimen-
tais. Algumas solugoes possiveis para as ESD sao por exemplo, a solu¢do de Mandelstam
(MANDELSTAM, 1979), Alkofer et al. (HAUCK; SMEKAL; ALKOFER, 1998) que fez
uma melhoria na solugdo de Mandelstam, e Cornwall (CORNWALL, 1982).

1.3.3 Modelos: Gribov-Zwanziger e Gribov-Zwanziger Refinado

Vimos na secao 1.1 que, na quantizacao da teoria da QCD, devido a integracao
funcional, surgem copias de calibre e que o procedimento de Faddeev e Popov é utilizado
para poder “eliminar” tais copias. Entretanto, foi evidenciado por V. Gribov em seu
trabalho de 1978 (GRIBOV, 1978), que tal procedimento nao é capaz de eliminar todas

as copias — ainda havia campos equivalentes sendo integrados — relevantes no regime

7 Sabe-se que hoje em dia a QCD na rede é uma abordagem discreta de se estudar fendmenos nao-
perturbativos, ou seja, simulacoes de Teoria de Calibre numa rede. Entretanto certas dificuldades
surgem quando fazemos o limite da rede para um espago-tempo continuo.
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nao perturbativo da teoria.

Para poder retirar tais copias de calibre da integral de Feynman, e consequente-
mente ter uma formulagao funcional bem definida, Gribov propds uma restri¢ao da regiao
de integracao dos campos. Tal regiao é chamada de Regidao de Gribov. Alguns anos
depois, em 1989 Zwanziger implementou a ideia de Gribov modificando a regiao de inte-
gracao formulando uma acao local para a teoria. Esse modelo ficou entao conhecido como
Modelo de Gribov-Zwanziger (GZ) (ZWANZIGER, 1989).

Antes de apresentarmos a acao local do modelo de GZ, vejamos a a¢ao nao local
de Gribov

Im
SGribov = SYM + ng + 72 /d4l'g fablAZ (M_l) g fakmAZ ) (39)

onde Syy € a agdo de Yang-Mills (sem os férmions) dada, no espago euclidiano, por

1 a 1a
SYM = /d4x Z FNVF/U/ ) (40)

Ser € 0 termo da fixacao de calibre, dado por

Syt = / dhx (e M &+ 49, A2) (41)
sendo ¢, ¢ e b campos auxiliares e M o Operador de Faddeev-Popov dado por

M® = 9?6 + g 0, AL (42)

O terceiro termo em Sgriboy ¢ @ chamada Fungao Horizonte (H(A)), fazendo com que
a agao de Gribov seja nao local devido a inversa do operador de Faddev-Popov. Sendo
assim, ao introduzirmos campos auxiliares na fun¢do de parti¢do, obtemos a acgao local

de Gribov-Zwanziger

Saz = Sym + Sgt + Se + g7 / d'aw feAG (ol + @) — (N - 1) / d'z (43)
onde a agao S, ¢ dada por

Spw = /d4x (@56 M cp/bf —w,° M wff) : (44)

onde (@ac, gobc) sdo campos auxiliares complexos de natureza bosonica, (E ac, wbc) também
sao campos auxiliares complexos porém de natureza fermidnica e v é o chamado parametro
de Gribov.

Entretanto, investigagoes posteriores (DUDAL et al., 2008b; DUDAL et al., 2008a;
DUDAL et al., 2008; DUDAL; OLIVEIRA; VANDERSICKEL, 2010) mostraram que a
teoria de GZ possuia instabilidades quanto a formacao de condensados de dimensao de

massa igual a 2, o que implicava que o propagador do glion a momento nulo deveria ser
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finito, fato que foi comprovado por simulagoes na rede (CUCCHIERI; MENDES, 2007;
CUCCHIERI; MENDES, 2008a; CUCCHIERI; MENDES, 2008b; CUCCHIERI; MEN-
DES, 2010; CUCCHIERI et al., 2012b; BORNYAKOV; MITRJUSHKIN; ROGALYOV,
2012) e por calculos nao perturbativos (AGUILAR; NATALE, 2004; AGUILAR; BINOSTI,
PAPAVASSILIOU, 2008). Portanto, tais condensados foram incorporados na ac¢ao de GZ,
dando origem ao que se chamou de teoria de Gribov-Zwanziger Refinada (ou RGZ que
provem da sigla em inglés para Refined Gribov-Zwanziger), onde a agao desse modelo é

dada por
Sraz = Saz + Sm + Sur (45)

onde Sgz nada mais é que a ac¢ao anterior (43), S,, e Sy sdo, respectivamente, dadas por

m a a
S = - [dtw Az, (46)
Su = M [ d'e (B o —wprut) | (47)

onde S, e Sy, correspondem, na devida ordem, as contribui¢oes do condensado do glion
e do condensado dos campos auxiliares devido ao refinamento da teoria, que assim sendo
dao origem aos novos parametros de massa (m, M). Tais pardmetros sdo indispensaveis
para obter um propagador, a momento nulo, finito no infravermelho. A propédsito, vale
ressaltar que o modelo RGZ consegue reproduzir um propagador obtido em resultados de
simulagoes da rede (OLIVEIRA; SILVA, 2012; DUDAL; OLIVEIRA; SILVA, 2018).
Todavia, podemos reescrever a acao de Gribov-Zwanziger refinada fazendo algumas

integrais funcionais na fun¢ao de particao. Sendo assim, tal funcao é dada por
Z = / (D] ¢Sz (48)

onde ® é uma notacao abreviada para todos os campos da teoria. Ao fazermos as inte-

gragoes em @, ¢, W, w conseguimos reescrever Sgayz, obtendo

Sz = [diw{Eas [(—ovme s 29N Vs g0, (2 - 1) o9at i ao
RGZ = x 5|\ +m +m o = OpOu \ , Ftiop, (49)

onde « estd associada a escolha do calibre e t.i. é a abreviagao para termos de interacao.

Observamos que a acao escrita desta forma apresenta um termo nao local, proveniente do

operador de Faddeev-Popov. Entao, tendo a agao, podemos observar que o propagador

livre para o glion ¢é dado por

p*+ M? 5 Babe) L PuPr| sab
(p* +m?)(p* + M?) +2g°N* \" - p? P

= [D@W?) Pu(p) + a L (p)] 6, (50)

ab
Dy, (p)
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onde o tensor

PuPv
By (p) = 0w — ;2 7 (51)

é conhecido como projetor transversal, e o tensor

L (p) = P23 (52)
p
é conhecido como projetor longitudinal.
Tal propagador apresenta uma 6tima concordancia com os dados obtidos na rede
(BICUDO et al., 2015)
Proporemos no capitulo 3 um modelo que tenha uma acao similar a esta para

podermos estudar e obter resultados, de maneira mais simples, provenientes desta teoria.

1.3.3.1 Violagao de Positividade e o Confinamento

Podemos olhar para o confinamento como sendo a auséncia de estados assintéticos
com carga de cor nao-nula (OEHME, 1995; NISHIJIMA, 1996; ALKOFER R; VON SME-
KAL, 2001).

Segundo Le Bellac (BELLAC, 1996), o propagador, ou seja, a fungdo de Green de
dois pontos pode aparecer numa variedade de “versoes”: tempo imaginario, tempo real,
avancada, retardada. Entretanto, todas essas “versoes” dependem de uma tnica funcao:
funcao espectral. Portanto podemos escrever o propagador em termos desta funcao.

O propagador escrito na representagao espectral de Kéllén-Lehmann (PESKIN;
SCHROEDER, 1995), é dado por

D(x.y) = TN = [~ O par2) Drta — g0, (53)

0 2

onde |Q) representa o estado de vdcuo e p(M?) é a fungio espectral dada por

p(M?) = ;(QW) 3(M? —m3) (Qlp(0)[Ao) |* . (54)

sendo |Ag) o estado que obedece
P|/\0> =0; ﬁp\o) =my [Xo) - (55)

Observamos que, a priori, a fungao espectral p(M?) é sempre positiva (p(M?) > 0) para
todo M? > 0. Apesar disso, existem casos onde essa positividade da funcdo espectral

pode ser violada. Analisemos, por exemplo, o propagador do modelo RGZ (50) no calibre
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de Landau, ou seja, o = 0. Dessa forma, temos

(P +m?)(p* + M?) +2g>°N~y*

D(p*) = (56)

Porém, o mesmo, como ja foi mencionado, tem uma &étima concordancia com os dados
obtidos por simulagoes na rede, como pode ser visto em (CUCCHIERI et al., 2012a).

Utilizando fragoes parciais, tal propagador pode ser escrito como

Ry Ry

D(p?) =

)= e T a (57)
onde
o (MR - M2 - 422N )

1= ;

2/(m? — M2)? — 4(2g°N~*)

o (M M) = = M2 — 429N )

1 — )

§ (58)

o (M2 M) 2 - M2 - 429N )

2 — )

2,/(m2 — M2)2 — 4(2g2N~)

e (m? + M?) + \/(m2 — M?)2 —4(2¢g2N %)

2 .

2

Sendo assim, supondo que Ry, Ry, a; e as sejam reais e definindo A* = 2 g2 N +*, obtemos:
(m? — M?)? —4A* > 0 = |m® — M?> 2A% > 0. (59)

Logo, podemos reescrever R; e Ry

_ (m* — M?) o mEea) | aA .
R1_2\/(m2_M2)2_4A4{ 1+(m2—M2)¢1 (m2—M2)2} ; (60)

L moap) m? =0 [ ant
= 2\/(m2 — M2)2 — 4p4 {1+ (m?2 _M2)\ll (m? —M2)2} : (61)

No entanto, para m? > M? R; < 0 e Ry, > 0. Podemos também, reescrever D(p?)

utilizando a representagao de Kéllén-Lehmann:

D(p*) = /0 N d(é\i )p§<ﬁ4M)2 : (62)

onde, agora a funcao espectral é dada por

p(M?) =27 R, §(M? — af) + 27 Ry 6(M? — a3) . (63)
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Logo, sendo R; negativo (pelas condigoes dadas acima) isso implica que a equagao acima
¢ negativa entrando em conflito com (54). Entéao, dizemos que tal propagador (56) viola
a positividade da fungao espectral (63), ou seja, o propagador da RGZ nao tem uma
representacao espectral bem definida. Caso R, Rs, a; e as sejam complexos, entao a
violagao é vista de imediato.

Em outras palavras, dizemos que tais propagadores nao apresentam, em seu es-
pectro, estados assintoticos de particulas, ou seja, havendo violagao de positividade do
propagador de uma particula, a mesma estara confinada. Serd essa abordagem de confi-

namento que usaremos neste trabalho de dissertacao: violagao de positividade.
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2 TEORIA QUANTICA DE CAMPOS A TEMPERATURA FINITA

No estudo de Teoria Quéntica de Campos a temperatura finita e/ou potencial
quimico diferente de zero, ha dois formalismos: o formalismos de operadores, que é o
mais antigo, e o formalismo de integral de caminho (integral funcional), que representa
uma abordagem mais moderna. Na verdade, pode ser esclarecedor olhar para um dado
problema a partir de ambos os pontos de vista, embora em alguns casos um formalismo
possa demonstrar ser mais “eficiente” que o outro: por exemplo, é muito mais simples
usar integrais de caminho para quantizar teorias de calibre. A temperatura finita, ambos
os formalismos sao uteis, e é intuitivo ser capaz de mudar de uma abordagem para outra.
Um caso mais simples da Teoria de Campos em geral é a Teoria de Campos com dimensao
espacial nula, que equivale a Mecanica Quantica. Iniciaremos com uma breve descri¢cdo
da Mecanica Quantica a temperatura finita, ou, equivalentemente, Mecanica Quantica
Estatistica. Neste caso, trabalharemos com a abordagem de integral de caminho. Estamos
particularmente interessados em produtos de operadores de posicao em tempo-ordenado,
que generalizard os produtos de operadores de campo em tempo-ordenado em Teoria
de Campos (BELLAC, 1996). O formalismo funcional ji foi mencionado nos capitulos
anteriores, demostrando ser uma Otima ferramenta. Entretanto, neste capitulo, iremos

expoO-lo de uma maneira mais detalhada.

2.1 Mecanica Quantica Estatistica e o formalismo funcional

Percebe-se que geralmente é conveniente, a temperatura zero, realizar uma conti-
nuacao analitica do tempo real para tempo imaginério:

t— —iT

0 . (64)
T — —ix
sendo que 7 (1) é uma grandeza real. Anélogo a isso, é ir do espaco de Minkowski para
o espaco Euclidiano, uma vez que a métrica de Minkowski se transforma na Euclidiana

com uma troca de sinal:
T (TP T, (65)

enquanto a operacao correspondente para o espaco dos momentos é: k° — —ik*. Um
ponto importante sobre o uso do espago Euclidiano, ¢ que o mesmo desempenha um
papel muito mais importante a temperatura finita do que a temperatura zero.

Na Mecénica Quantica usual, o movimento de uma particula sob a acdo de um
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potencial V(§) independente do tempo pode ser descrito pela amplitude de probabilidade,
conhecida também como propagador da particula. Utilizando o sistema de unidades
naturais (h = 1), por defini¢do a amplitude de probabilidade de encontrar a particula na
posicao ¢ em um tempo t’, quando se sabe que ela estava localizada na posicdo ¢ em um

tempo t, é dada por®

F(q,t5q,t) = (d|exp{—iH (' —t)}|q) (66)

onde H é o conhecido operador Hamiltoniano, independente do tempo, que descreve o
sistema e |q) é autoestado do operador ¢: §|q) = ¢|g). A continuagao analitica de F' para

tempo imaginario, ou seja,
t— —it e t'— —ir (67)

é dada por

exp{—z’ﬁ(—zﬁ” + z¢)}‘q>
coffi-7 o)

exp{—]f[(T’ — T)}‘q> : (68)

F(q,—it";q,—iT) = <q’
— <q’
= <q/

Para facilitar a notacao usaremos: A7 = 7/ — 7. Vamos multiplicar e dividir por N o

argumento da exponencial da equacao acima

7A7'I:I N

F(¢,—it';q,—it) = <q'e N ‘q>

;N
= <q' (e*AWH) ‘q> : (69)
O termo A7/N, no argumento da exponencial, é visto como uma divisdo do tempo (va-

ridvel independente) em N subintervalos onde cada um tem uma largura constante de

tamanho ¢
A

sendo que, quando N — oo, temos € — 0. Dessa forma teremos um conjunto de valores 7;

(1=1,...,N—1), espagados entre os valores 7 = 7y (tempo inicial) e 7/ = 7y (tempo final)

8 Uma outra representacio para amplitude de probabilidade é: F(q',t';q,t) = (¢',t'|q,t).
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nas extremidades, separados por ¢ (figura 2). Como foi dito Héo operador Hamiltoniano

Figura 2 - Divisao do tempo imaginario.

Legenda: Divisao de A7 em N subintervalos.
Fonte: O autor, 2018.

(operador energia do sistema), o qual para grande parte dos sistemas fisicos de interesse,
¢ a soma dos operadores de energia cinética e potencial (17 e V respectivamente). Por
conveniéncia, iremos denotar ¢ = gy (posicdo final) e ¢ = ¢o (posi¢do inicial). Dessa

maneira, temos

(e—ANT(T*V))N‘qo> . (71)

Usando a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH) para produtos de exponenciais
de operadores (HALL, 2015)

F(qn, —17Tn; qo, —170) = <QN

cAeB — 6A+B+%[A,B]Jrﬁ([A,[A,B}]+[B,[B,A}])+...7 (72)
temos

. . RN 2
o~ ATTIN ~ATV/IN _ =S (V)4 o [TV

e como A7 /N é pequeno, podemos fazer uma expansao da exponencial do lado direito da

equacao acima

+2 N AN?2 3! N 2N?
A R ~ AT . . 1(AT)? , .. A~ 1 (A1) &
1o ) G ) S ) e ()
1(AT) [ L(AT)" i v
“ga () g (7))
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g
\]
>

1 (AT)?
NQ
série da exponencial

LATY? (n a7 1(AT)Y jra A 1 (A7) a4
418D p,]+;AQ(pu¢f+m<§3qnvD?h”

termos com comutadores

LA o
!

(T+V)2— s (T+V)3+...+

Concluimos entao que

R R R 2
o ATT/N ~ATV/N _ —5F(T+V) L0 ((?\;'2) )

R . PP AT)?
o~ ATT/N —ATV/N _ —GF(T+V) _ O <( NT?) > ) (73)

Logo, para N — oo esta diferenga serd nula pelo fato do termo a direita em (73) ser de

ordem 1/N?. Dessa maneira, temos

IS
lim (877N AN iy (e AT -

T (1Y) N TR
No passo a passo para obter (69), foi visto que (e‘AT(T+V)) = e~ 27(THY) ogo

N N

lim (6_%(T+V)> = lim e 27THV) = ¢ AT(THV) (e_%(f+‘7)) (75)
N—o0 N—o0
Com isso, (74) fica da seguinte forma
7 (/ N AT (1 ) N
: —ATT/N —ATV /N _ (=5 (T+V)
A}gr;@ (e e ) = (e N ) : (76)

Este resultado é conhecido como Férmula de Trotter (ou produto de Lie)?, e de maneira

mais geral, temos

A}l_rgo (eA/NeB/N) _ 6A+B (77)

Substituindo (76) em (71), temos

R N
F(qn, —1Tn; qo, —179) = lim <QN (G_ATT/N G_ATV/N) ‘QO> : (78)

N—o0

Agora, introduzindo relacao de completeza de autoestado do operador de posicao ¢

1= [ dglo) (gl i j=l2. N1 (79)

9 Para mais detalhes ver (HALL, 2015)
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m (78), temos

T, -&rv

/dCIN 1]gnv—1) {an- 1|] T NTe N X

/d(h lq1) ( } e ¥T 67%V‘QO>

. . . _ATq
F(qy, —iyiqo, —imo) = lim (gn|e™ ¥

AT AT Y AT 7A7
X /dQNﬂ lgn—2) <qN2\] e NTe= TV . TNV

= A}ig;o/dq;v_l cdg <QN‘€_%A ATV‘QN ><QN—1’6_%T e ¥V gy 2> <qN 2‘ X ...
X IQ1><C]1‘ ATTe_%V‘C]0>
‘ N-1 e _ary
= A}l_)rlgo/dql codgn_q ]HO <qj+1‘e NTe N ‘q]> . (80)

Tomando o seguinte Hamiltoniano

L P2 L P2 .

H=—+V(q T=-— V =VI(d 1
5 TV@ = o © (9) (81)

temos que

6_%‘7 > - @_%V(fb‘) Qj> (82)

Agora, para o operador de energia cinética (T), precisamos da relacdo de completeza dos

estados de momento linear

1= i dp |p) (p| (83)

e lembrar que (ressaltando que h = 1)

(qlp) = 3;

Com isso, temos

(e FT ¥ Vg) = <qj+1 q>e ¥Vl
= (gl ¥ Udplp Hq] SEV@)

AT p AT
- /dpe Nom (qjalp) (plgj) e N V@)

(84)

e~ N om

A‘rﬁz‘

Ar p2 PG+ TP

_ —EV(q')/ -N i
= e N j dp e N 2m
p V2m o 27
1

— %6 N V(gy) /dp@ %ng elp(QJ-H ‘1])‘ (85)
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Em (85) temos uma integral gaussiana com resultado bem conhecido!”

oo 2 2
/ e~ W gy = \/?eia : (86)
—00 a

Portanto
<‘ ’ _arg —%V‘ > 1 —Ary(g) T _(Qj+1_Qj)2
it e T o e T
m m
mN -
_ (QJ+1 QJ) N V(Q]) 87
e e
2w AT (87)

Substituindo (87) em (80)

( ) 1 /d d At mN QAN (‘Ij+1 ‘I]')2 ]\;— (Qj)
J; —17 —17 = 1| ] I | e T e V
gn, N; 4o, 0 q1 - gN—-1 i

mN N/Q N-—1 mN 2 AT
hm /dq1 dgn_1 (2 Ar ) exp { Z <_2A7_<Qj+l - C]j) - NV(%‘)>} (88)

j=0

Vimos que A7/N = . Entao, olhando para o argumento da exponencial acima, temos

T [ a—a) v ==X |5 (22) 4 v | (89

Sabemos que quando N — oo temos também que ¢ — 0, entdo podemos identificar uma

soma de Riemann e uma derivada

N—-1 -
213% € ; = /T (Soma da Riemann)
lim (%H_q]) _da_ q (Derivada)
e—0 £ dr

Portanto, podemos reescrever (88) como uma integral funcional, ou seja,

Pl ~ir'q—ir) = Jm [dan ooy (1) ol [T ar [ g + vigte)]
7 ? ) N—)OO 27‘[‘6 - 2

= Juy=y Pae 0, (90)
a(r')=q'
sendo que
Selgim. ) = [ dar' |2 )+ Vigl) (o1)

10 Para, resolver estd integral, basta completar quadrados.
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¢ a chamada acao Euclidiana (Sg), e

Dq = A}lgéo dqy ...dgn_1 <2m> = lim (

— 11 da (92)

¢ denominada medida funcional.

Vimos entao como escrever a amplitude de probabilidade (90) usando o formalismo
funcional, que consiste em fazer uma soma sobre todos os caminhos possiveis que tal
particula poderia percorrer estando na posi¢ao ¢ e no instante ¢, conhecidos, indo para a

posicdo ¢’ no instante ¢/

2.2 Formalismo funcional na Mecanica Estatistica

Nesta secao mostraremos a conexao do formalismo funcional com a Mecéanica Esta-
tistica usando a equagao (90) para expressar a fungao de partigdo Z(/3) como uma integral
de caminho. Conforme o usual 5 = 1/T no sistema de unidades onde kg = 1 (constante

de Boltzmann). Por defini¢ao, temos

Z(B) ="Tr (e7#1) . (93)
Usando um conjunto completo de autovetores de H

Hn) = E, |n) (94)

temos

=1

= Y e, (95)

No entanto, também podemos escrever o traco usando um conjunto completo de autove-

tores do operador posicao
Z(8) = /dq (ge=""q) , (96)

onde e=#H pode ser interpretado formalmente como um operador de evolu¢do em tempo
imagindrio, ou seja, o integrando em (96) seria a amplitude de probabilidade de encontrar

a particula na posigdo ¢ em um tempo —if (onde § = (7" — 7) = i(t' — t)), quando se
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sabe que ela estava anteriormente na mesma posicao ¢ em um tempo t = 0. Portanto,

comparando (96) com (68) temos

= /dq F(q,—1B;q,0) . (97)

Logo Z(B) pode ser expressada como uma integral de caminho, conforme (90),

2) = [2utr) ef- [t (St + Vo) |

= Dq(r)e ", 98
/q(fi):q(o) ) 58)

onde se integra sobre caminhos com a condigao de contorno periddica ¢(3) = ¢(0).

Em Teoria Quéantica de Campos (TQC), como de costume, define-se um funcional
gerador Z(3; 7). O mesmo ja foi mencionado nos capitulos anteriores e vimos que ha uma,
relagdo entre o funcional gerador e o propagador. Sendo Z(5) = Z(5;j = 0), o funcional

gerador é dado por
j) = [ Datr) sl 0, (99)

onde j sao fontes externas. A diferenciacao funcional (DAS, 2006) da equacao acima

fornece-nos o propagador em tempo imaginério

1 8°Z(B:])
Z(P) 6j(11)j(72)

/ Dy(r (5) e~55) (100)

O lado direito de (100) pode ser identificado como a média térmica do operador posigao

de tempo ordenado (ou T-produto)

Z(lﬂ)/DQ(T) q(m) q(r) e 520 = Z(lﬁ) Tr{ I T{q(—im)q(~ Z'Tz)}}
= (THa(=im)i(=im)}), (101)
onde §(—iT) é o operador posi¢ao no quadro de Heisenberg:
Q\(t> — thq eszt
g(—ir) = eMge T (102)

Lembrando que a média térmica <A>ﬁ de um operador A é definida por

<A>ﬁ = Z(lﬁ) Tr(Ae ) (103)
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e que o operador posi¢ao de tempo ordenado em (101) opera em tempo imaginario

T{G(—im)q(—im)} = G(—im)q(—it2), se T > Ty (104)

(j(-iTg)(i(—iTl), S€ To > T1

podemos ver que o lado direito de (100) é de fato a média térmica do operador posigao

de tempo ordenado. Por exemplo, para 71 > 7 temos

(THaimat=in)}), = o [ da{de ™ at=im)at=in]a)

_ Z(lﬁ)/dq ~BH fim g o~ Hmi fima g o~ Q) .
Fazendo 0s mesmos passos que fizemos para reescrever (68) em (90), obtemos
(THatimat=in)}), = 575 [ Palr) a(m) alm) . (105)

Mostrando assim que de fato o lado direito de (100) pode ser identificado como a média

de um operador.

2.2.1 Um exemplo: Oscilador Harmonico

Vamos entao, agora, especificar o potencial V' (¢); vamos particularizar para o ana-

logo da Mecanica Quantica do campo livre, ou seja, o oscilador harmoénico, com potencial

1
Vig) = 54" . (106)
Para simplificar as equacoes, consideramos unidades tais que m = 1. Desejamos calcular
o produto de tempo ordenado dos operadores de posigao (105), que generalizaremos para,
o propagador do campo livre usando a abordagem de integral de caminho. O funcional
gerador Z(; j) é facilmente calculado, uma vez que a integracao agora é Gaussiana, apos

uma integragao por partes em Sg(f). Portanto temos que

= /Dq(T) exp l_SE(B) +/Oﬂj(T)CJ(T)dT] (107)

Su(8) = /OB dr (;cf + ;w2q2> . (108)
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Fazendo uma integragao por partes no primeiro termo da agao acima temos

A1

. I T
| ddr = [qq\o —/0 qda] , (109)

mas devido a periodicidade de ¢(7), temos

Sendo assim temos
1

S = [ [-Luiv Lo

= /06 dr [—;q (c;f? q) + ;aﬂqz]
_ /Oﬁ r 2a(r) l—dde 4 wﬂ a(r) . (110)

Portanto, o funcional gerador pode ser reescrito como

269 = [ P ool = [ [5a0) (=5 + ) o) — ot ar}.

Agora temos uma integral tipo Gaussiana (em dimensées superiores). Vamos definir, para

esta se¢ao, o operador de flutuagoes O, tal que

d2
= 2 + w? (112)

e fazer a seguinte mudanca de variavel

B
¢(7) = q(r) = [ dr'K(r,7)j(r') = Dq(r) = Dy(r) . (113)
Sendo K (7,7') a inversa do operador O, tal que

OK(r,7")=d(r—171"), (114)
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ou seja, K(7,7") é uma fun¢ao de Green. Com isso, o funcional gerador Z(f;j) é dado

por

- [ D7) exp{— / " dr B <q'(7) + YK (r, T')j(m) %
« <q'(7) + [ K, T">j(7">> e <q’(7) v [ ? K (r, T')jm)]}. (115)

Para um melhor entendimento, vamos agora trabalhar com o expoente da exponencial da

equagao acima. Portanto, temos

/ drq' (1)Oq (1 / drdr"q' () OK (r,7") j (" / drdr' K (r,7)j(7)Oq (1)
S(r—r")

8 B
+ 1/ drdr'dr" K (r,7)j(7") OK (7, 7") j(7") — / drj(t)q (1)
2 Jo —_— 0

o(r—T"")
— /ﬂ drdr' j (1)K (7, 7)j(7") = 1 /B drq' (1)O0q (1) + ; /06 drq' (1) (7)

/ drdr' K (r,7)j(r)Oq (v / drdr'K(r,7)j(r)i(r) = [ drj(r)d (7)

()

— /OB drdr'j (1)K (7, 7")5(7").

A integral (I) pode ser vista da seguinte forma

/de V dTKTT)<—j22+w> (T)]z

/ dr'j(r / drK(7,7) (—j;) q(7) —i—/OB dr K (1,7 )w?q ()

(11)

Vamos, por um momento, definir K(7,7") = K, ¢'(1) = ¢ e os limites de integracao

sempre de zero a 5. Fazendo uma integracao por partes em (I7), temos
d? dq dK dq
a2 / d _anag
/ T <d72> g [dT ( dT) dr dT]
d dq’ dK dq'
[ (K m) S K=
integral de superficie

/deK dq'
dT dr -

III
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Fazendo o mesmo processo de (I1) em (I11), temos
dK dq' d (dK d*K
— d e o 4
/deTd’T /T[d7<d7q> daQ]
= —|d :
/ mq d7'2
Entao, substituindo (I77) em (II) e sucessivamente em (), temos
B d?
/ drdr' K (r,7")j(r / dr'j(r —/ qu’(T)—QK(T, )
0 dr
B
+/ dr K (r, T’)wzq'(T)]
d dr’ & K(r,m)j(r
= Tdr'q —ﬁ—i-w (1,74 (7")
:/ drdr'q' (1) OK (1, 7") j(7')
0

————
o(r—1")

= [[arg(n)itr)
Por fim, voltando ao expoente, temos
/ drq' (7)Oq (7 / drq' (T / drq' (T
—— / drdr’ J(r / qu

= 5/0 drq' (1)Oq (1) — 5/0 drdr'j(r)K(1,7)j(7")

Portanto o funcional gerador (115) (perceba que ¢/(7), é apenas uma variavel “muda”, ou

seja, podemos voltar a escrever ¢(7)) é dado por

Z(Bj) = /q(o)_q(ﬁ)DQ(T) exp[—/ drq(1)Oq(T /deTJ )7 )]

1 /B 1 /8 N o
— /q(o)zq(ﬁ) Dq(T) exp [—2/0 dTQ(T)Oq(T)] exp [2/0 drdr'j(r)K (1, 7')j (T )]

Z(B;3=0)

= Z(B) exp B /06 drdr'j (1)K (T, T')j(T’)] ) (116)

Sabemos que K(7,7") = A(7 — 7’) (propagador) ¢ a inversa do operador O, logo

<_;f2 tw ) A(r—7)=8(r—7). (117)
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Utiliza-se as transformadas de Fourier'!
Ap(T) = TY e ™ Ap(iw,) , (118)

5(r) = T znj e~ T (119)

onde w, sao denominados frequéncias de Matsubara e sdo dadas por

2nm

Wy = —— 120

5 (120)
Substituindo-as em (117) e considerando 7" = 0, temos

d2 2 T iwn‘rA T —iWn T
_P%—w zn:e rliv,) = zn:e
— Z(—iwn)Qe’iw”TAF(iwn) + ZwQe’i“"Tﬁp(iwn) —N e =0
S e [Ap(iw,)(wl +w?) — 1] = 0,
logo, o propagador no espago de frequéncia é dado por
Ar(is,) : (121)
iwp) = ——— .
F w? + w?
Com isso, temos que o propagador (na base 7) serd dado por
—ilwnT 1

Precisamos resolver esta soma e, para isso, utilizamos a seguinte relagao decorrente do

Teorema de Cauchy

d
I=TY f(z=iw,) = %02—; f(2) ; coth (;ﬁz> : (123)
onde
f(z) = _;_+ 5 = —Zf: =k (124)

O contorno C em (123), é como mostra a figura 3. Tais pontos sao os polos da fungao
cotangente hiperbdlica (123) para diferentes n (lembrando que n € Z), e que os mesmos
sdao os valores correspondentes a soma em (122). Podemos “deformar” este contorno

juntando-os em duas retas paralelas ao eixo imaginario a uma distancia € como mostra a

11 Como o intervalo de tempo 7 é finito, as transformadas de Fourier sdo dadas por frequéncias discretas.
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Figura 3 - Contorno C.
A Im 2z

Kl
]

Re 2z

Legenda: Contorno da integral em (123).
Fonte: O autor, 2018.

figura 4. Sendo assim, temos que (123) serd dada por
iote dz f(z) Bz —io—e dz f(2) Bz

o [T g () SO,
Cisore2mi 2 ¢ (2 T oo 2mi 2 O 2

- [T IO (). (125)

—100+€ 271 2 2

Sabemos que a fungao cotangente hiperbédlica pode ser reescrita da seguinte forma

z/2 —x/2
T e’ “ 4 e 2

Dessa maneira, (125) serd dada por

R (CLY [C VP

—icote 2T 2 el —1
s o)+ o) e de S0 (-
_ dz az , 127
/ioo+e 21 2 + —icote 278 efr — 1 (127)
Il 12

Percebemos que os polos de I, olhando para f(z) (ou f(—z)) em (124), estdo apenas no

eixo real, sendo eles —w e w. Logo, a reta (a direita) paralela ao eixo imaginario na figura
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Figura 4 - Contorno “deformado”.

A Im =z
£:
Y
¥ >
Re 2
A
Legenda: Contorno equivalente ao da figura 3.
Fonte: O autor, 2018.
4, pode estar exatamente em cima do eixo imaginario. Portanto
e dz f(2) + f(—2)
I = / —_— 7 128
! —ico 271 2 ( )
Fazendo uma mudanca de variavel, y = iz, temos
oo [ idy fliy) + f(=iy)
1= o
—o0 21 2
_ dy f(iy) +/ dy f(=iy) (129)
—00 2 2 —00 2w 2
Fazendo novamente uma mudancga de variavel, y = —x, entretanto apenas na segunda
integral em I, temos por fim que o mesmo é dado por
I = / Yoty = [ Y 130
LY A (i) —o00 2T Y% 4 w? (130)

Para resolver I, utiliza-se o Teorema dos Residuos (TR) para o contorno como mostra a,

figura 5. Sendo assim, por ter polos simples, temos que I; sera dado por

< dy e W

1 e—in e~ wT
L, = = ——— = — < 2m i ) =——. (131
! oo 2 Y2 +w? 27w { g l(y +iw) (y +iw)(y — zw)] } 2w (131)
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Figura 5 - Contorno para I;.

Im
A )
> > ,Re y
—iw
Legenda: Contorno da integral em (130).
Fonte: O autor, 2018.
Figura 6 - Contorno para Is.
A Im z
¥ >
—w w Re z
A

Legenda: Contorno da integral em (132).
Fonte: O autor, 2018.

Agora, olhando para I em (127) também podemos usar o TR, para o contorno

como mostra a figura 6, para resolvé-la. A mesma também apresenta polos simples, logo
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temos que

ioote (Jzy eTFT 4 e*T 1
Iy = / F T 9 2 _j=
—icote 2L w? —z% ePE—1

1 o e & 7T 1
= — =27 lim |(z — w)
27i =W (W4 2)(w—2) efr—1

emWT 4 ewT 1
— . 132
2w efr — 1 (132)

Por fim, somando I; (131) e I (132) obtemos o resultado da soma em (122) e dessa forma

encontramos o propagador Ap(7)

Ap(T) = 21} {[1 + n(w)] e T+ n(w) e“”} ) (133)

sendo n(w) a distribuigdo de Bose-Einstein dada por

B 1
~exp(Blw]) —1°

Na proxima se¢ao, veremos um resultado analogo a este mas para o caso de um

n(w) (134)

campo escalar neutro.
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2.3 Campo Escalar Neutro a Temperatura Finita

Vamos agora ver a quantizacdo, a temperatura finita, do caso mais simples da
Teoria de Campos: o campo escalar. Com a inclusao dos graus de liberdade espaciais,
os resultados da se¢do anterior serao generalizados, no entanto a estrutura temporal con-
tinuard sendo a mesma explicada na mecanica quantica estatistica. Nesta secao entao
quantizaremos o campo escalar neutro, ou seja, sem carga e, portanto, potencial quimico
nulo, e falaremos sobre as regras de Feynman da expansao perturbativa.

Comecemos entao escrevendo, no espago de Minkowski, a densidade de Lagrangiana

correspondente

L= (0:0)(09) ~ 5 m*6 = V(6). (135

onde ¢(z) é um campo real, m é a massa das particulas correspondentes e V(¢) é o po-

tencial no qual se encontra a interacao. Tal densidade nos leva a seguinte acao Euclidiana

56(8) = [ d'e (50u0)(0"9) + 320 +V(6)) (136)

onde x = (1,7) e

B [eS)
/ dz = / dr / BT
0 Jooo (137)

(0.)7 = (0:)* + (Vo)*.
Quando V(¢) = 0, corresponde ao campo livre (sem interagao). Com o conhecimento

obtido na se¢do anterior, podemos escrever diretamente o funcional gerador

235 = [P esp-56(9) + [ diaita)oto)). (139

Veja que o funcional gerador da Teoria de Campos sem temperatura (7" = 0), no espago
Euclidiano, também seria dado pela expressao acima, exceto pelo fato de que a integracao
em 7 seria de —oo a +00. Com isso, poderiamos entao obter as regras de Feynman a partir
da teoria euclidiana a temperatura zero diretamente, mas em vez disso vamos encontra-
las a partir de exemplos elementares. Tais regras estao ligadas ao Teorema de Wick, que

lembraremos brevemente.



49

2.3.1 Breve revisao do Teorema de Wick

Considere uma distribui¢do de probabilidade gaussiana (ndo normalizada), definida

por uma matriz simétrica positiva A~*

1 & _
P((ph"'usON) = exp(—2 Z Wi Aijl (IOJ)

ij=1
1
- eXp<—2 ph AT 90) : (139)

onde o sobrescrito T significa transposicao. Podemos também escrever o funcional gerador
a L7, T
ZGisoiv) = [TLde exo(—5 &7 A7 o+ 1T0)
i=1
N 1
- /Hd% eXP(—2 et A7 90) exp (57 )
i=1
= 20) {en(i*))

= Z(0)exp (; >k Aw jz)

kl
jTAj>

= Z(0) exp( (140)

Os momentos da distribuigdo de probabilidade P(y) (valor esperado da varidvel da dis-

tribuicao de probabilidade) sao obtidos a partir da diferenciacao de Z(j)

1 0 Z(jr, -, dn)
<907;17"'780i2n> - . .

j=0

o aQn 1 'TA AR "
04, ... 0, 270 (9 J) : (141)

Analisando apenas o segundo momento de P(yp), temos
{ ) = > 1Z‘A im | = A (142)
Pi Pr) = 8jza]k' 2 - Ji Aim Jm | = Aik -

A quantidade (p; p;) também é denominada de contracdo de ¢; e ¢;, que pode tam-
bém ser representadas por: ngp] As diferenciagoes em (141) produz (2n)! termos,

no entanto, devemos dividir por 2" n!, por isso o nimero total de termos a direta de
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(141) é (2n — 1)!'!*2. Mas isso ¢ simplesmente o ntimero de maneiras de escolher os pa-
res (i, Qis)(Pis Pis) - - (Pin_1 Pin, ). Para conseguir verificar isto, perceba que existem
(2n — 1) maneiras de formar o primeiro par (y;, ¢i,), (2n — 3) maneiras de formar o

segundo par (@;, ¢;,) € assim por diante. Portanto, o teorema de Wick afirma que

(@i -+ Pign) = (Pir Pin)(Pis Pis) - - (Pign_y Pin,) + PETMULACOES . (143)

Para uma melhor visualizagao, veja o seguinte exemplo

(102 03 04) = (1 02) (3 Pa) + (01 ©3) (P2 Pa) + (01 P4) (P2 p3) (144)
permutacoes

Observe que o numero total de termos nao muda se alguns indices forem idénticos

(192 P2 pa) = 2(p1 P2) (P2 ) + (1 Pa) (P2 p2) - (145)

Mas, também podemos ter todos os indices iguais

(*"y = (2n — D1 (*)" . (146)

Na prética, usa-se bastante este teorema quando V' # 0 (uma teoria com intera¢do) ao
calcular as corregoes perturbativas ao funcional gerador e as funcoes de correlagao da
teoria.
Agora, voltando ao caso do campo livre (V' = 0), temos
1 B
Se(B) = 5 | d'a (0,0 +m

= 5 [t @02+ Fop 4me? (147)
0 —_— =

7 i

Os termos com i e i em (147), podem ser escritos na forma

= (00)* + ¢ & ¢ = (09)* = 0,(¢ 0 ¢) — ¢D2¢

3 /d% (96)? = /d% 0.(6 8, &) — /d% 602
_ —/d% 6 02 ¢ (148)

12 Duplo fatorial: (2n)!!= 2n(2n — 2)(2n —4)...
Cn+DN=2n+1)2n—-1)(2n—3)...
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i) V- (6V0) = (Vo) (Vo) + oV - (Vo)r
— (V¢)2 + ¢V’ = (Vo)

V- (6V9) — ¢V

3 / Pr (T = / BT - (69 ) — / Br $V2
- / Br pV2 (149)
Logo, substituindo (148) ¢ (149) em (147) temos que
S68) = 5 [ dia[-6320- 0¥ 0+ m]
_ ;/06 d'z <—83 VA m2> ¢ (150)
Portanto (150) em (138) temos
2e(6.3) = [ Do exo{ = [ ar [ ¢ | ote) (- 5ty - 92+ m) o) o)) | s

A integragao sobre ¢(z) é realizada de forma andloga quando se obteve a equagao (116),

logo
. 1 /B 4 4 . .
Zr(8.3) = Ze(B)exp |5 [ d'a d'y j(x)Ar(e = y)i(y) | (152
onde Ap(z —y) é a funcdo de Green de dois pontos e é a solugao da equacao diferencial
parcial
82
<_872_V3+m2> Ap(z—y) = 0(re —7) 6(T = 7). (153)

Adicionar a dependéncia espacial ndo muda os resultados obtidos na se¢ao anterior onde
tinha apenas dependéncia temporal, logo a solucdo da equagao acima, no espago dos
momentos, é dada por

~ ] 1
Arlion k) =2
n k

(154)
-2

onde w? = (k + m2>. Obtemos entao o que denominamos de propagador de Matsubara

(154) ou propagador em tempo imaginario para o caso sem interagdo. Percebemos entao

que, para obter o propagador no espago dos momentos basta pegar a inversa de A(x —y),

ou seja, o termo que aparece no funcional gerador no espaco dos momentos que nada mais
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¢ que o termo quadratico nos campos em Zg(f3)

Ze(B) = /D¢ exp _/0/3 dz ; () <—§:2 - V2+m2> o(a)] b (155)

termo quadratico
Lembrando que (—9?) nos espago dos momentos corresponde a (k?), o propagador no
espac¢o dos momenta serd dado por

. 1

Entretanto em TQC a temperatura finita, o quadrimomento k = (wn, ?) é tal que

BP=w+k . (157)

n

Com isso, confirmamos (154)

Ap(zwn,k) = !

w? + ZQ +m?2
1
_ (158)

2 2
w; + Wi

Da mesma forma que na se¢do anterior, porém agora de forma generalizada, podemos

obter o propagador na representacao mista

Ap(tk) = TS e ™7 Ap(iwn, k)

_ 2; {[1 4 n(@)] e +nw)e) . (159)

Consequentemente, podemos obter o propagador na representacao de coordenadas Ap(z) =

Ap(7, 7) pela transformada inversa de Fourier nas componentes espaciais

Ar(a)= [ gﬂ’;"g eFFAp(r ). (160)

Tendo obtido o propagador para um campo escalar neutro livre, vamos agora

calcular a pressao para o mesmo. Temos que a funcao de particao sera dada por

20(8) = [ Do exp{ o [t o) (<07 ) ¢<x>} (161)

(S

1

S = 3 /06 dT/d3l‘ o(z) (—82 + mz) o(x) .
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O campo admite uma expansao em série de Fourier, dada por (KAPUSTA; GALE, 2006)

-»

o) = 0F.1) = [ T oFEng (F). (162)

onde w,, = 27nT, devido a restrigdo da periodicidade do campo [¢(Z,0) = ¢(Z, 3)], sdo
as frequéncias de Matsubara como vimos na se¢do anterior. A normalizacao (\/ﬁ / V) é

escolhida de forma que cada amplitude de Fourier seja adimensional. Com isso, temos

e {[zz s, (F )}( 0 ) {fzzew T, <ﬁ>}
= L[ [ { SR (w44 4 m) 47T e"%“mﬁ%@’mm(ﬁ)}'

Utiliza-se as seguintes relacoes

Y dr e — g5, = / dr e/lntecm)T — g5, -
0
Logo, temos
S = S UYLV (F4B) Sbum (4 + 87+ 1) 6u(F) 60(P)
n.-m p k
_ ;QQZZ(wa—I—kaLmQ) 6u(K) S (—F) . (164)
nop

Fazendo-se o complexo conjugado de (162), temos
* [ —=> o B fi(?-i“”rwn‘r) %7
(b(SC,T) = sz_;e (bn(k)
- fzze 7o) g ()
s S g (- F) (165)

Dessa forma, percebemos que se ¢(z) for um campo real temos que: ¢n(7€) = gb’jn(—/—c)).
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Sendo assim, temos que (164) serd dada por

S = 5B (wh+ap) en(R) 6 (F)

B35 (wi + i) A2(E) (166)
noE

onde w; = VA2 +m?2. Substituindo (166) em (161), temos'3

Zp(B) = EH/DA”@ exp{—; G Zn:Z (wn +w7) Ai(?)}

= HE[ (2m)2 B2 (w2 + w})] _Wk (167)
noE

Como o fator (27)'/? independe da temperatura e do volume, o mesmo serd ignorado.

Portanto, temos que a fungao logaritmica aplicada a fungao de particao sera dada por

InZp(B) = ln{HH [52 (wi—{—wz)]—lh}

= —;ZZm 182 (wi +wp)] - (168)
Z
Utiliza-se as seguintes identidades,
In |(2n7)? + %w?| = /1 e 92&% +1n |1+ (2n)?] (169)
€
nio e (19/2@2 = 27; <1 * 692—1> ’ (170)

e descarta-se o termo independente da temperatura e volume na primeira identidade.

Portanto, temos
onm\”
In [ﬁQ <ﬁ) + ﬁzwz] = In [(2n77)2 + ﬁzw,ﬂ
_ /ﬁ%i d6?
624 (2nm)?

st dg? |
-/ (2@2((9/%)2%2)‘ (171)

13 Este resultado pode ser obtido de uma outra maneira. Para mais detalhes ver apéndice B.
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Logo, podemos reescrever a equagao (168) como

InZp(8) = _Z/B%k s ( (9/27r)1 )
R )

B2wi d92 22 /1 1
_ em” (1 _ 172
Xk:/l 27)? 6 (2+ee—1> (172)
Todavia, temos que df? = 26df. Logo,
272 Bur 20dO /1 1
i - -2 [ (et
nZr(5) (27)2 Zk: 1 6 \2 * ef —1

B ;/M< 691—1>d9

= Z{ b’ww/ﬁwk dgl}, (173)

k

novamente descartamos o fator independente da temperatura e do volume. A integral do

segundo termo da expressao acima tera o seguinte resultado

chamando
Bwi et
du = e ?do
Buwi e~ du P
/ d97:>/—:lnu:>ln(1—e_0) zln(l—e_ﬁ‘“k> —In(l—e) .
1 1—e? U L —_—
descarta
Por fim, temos que
1
I Zp(f) = — % {2 Bu +1In(1— e—ﬁwk)} | (174)

k

Para o caso continuo temos que o somatoério serd dado por

d3k

Z s v/ (175)

onde V é o volume. Assim a energia livre Q = —In Zp(3)/f serda dada por
Bk 1 1
_ v - - = Buwk
Q—V/ ok [20%—{— Bln(l e ’*)] . (176)

O primeiro termo da expressao acima € independente de 3 e leva a uma integral divergente
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pelo fato de termos infinitos modos (wy). Este resultado infinito é, naturalmente, nada
mais do que a energia de ponto zero do vacuo, que pode ser subtraida, uma vez que é
uma constante nao observavel, embora diferengas nestas energias possam ser observadas
(por exemplo, o Efeito Casimir). Porém, como estudaremos apenas campos no espago
livre (infinito), a energia de ponto zero serd constante e, portanto, pode ser desprezada'4

Sendo assim, temos que a energia livre é reescrita como

0= v/ (;l:; [; In(1 - e_ﬁwkﬂ . (177)

Para resolver esta ingral de forma analitica, colocamos m = 0 e utilizando coordenadas

esféricas, temos

Q = VT/ //QWdequk send ln(l—e_ﬁk>

ln(l — e_ﬁk) ,

e ap6s uma integral por partes, temos

(27T)3

Fazendo a seguinte mudanca de variavel: x = Sk, temos

1 oo x3dx
0= —vr — /
672 34 et —1
VTt o 23 dx
= — . 178
672 / er — 1 (178)
Lembrando da Funcao zeta de Riemann
1 oo g5l
= d 179
(s) F(S)/O L (179)
onde I'(s) é a chamada fungdo Gamma, que é dada por
I'(s)=(s—1)! (para s inteiro positivo) (180)
ou
0 p T 1
['(z) = / dxr  (para z complexo). (181)
o e"

14 Tecnicamente, ela serd absorvida por um contratermo de densidade de energia durante o processo de
renormalizacdo, que serd visto na préxima subsecao.
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Mas para s = 4, temos que

1 0o g4-l
4) = / d
¢) I'i4)Jo er—1 v
4
T
= —. 182
90 (182)
Portanto a energia livre ¢ dada por
w2V T
Q=-— 183
%0 (183)

resultado que é familiar ao da radiagdo do corpo negro. A partir deste resultado, podemos
obter as quantidades termodinamicas, por exemplo a pressao
o T4

P:—i_
ov 90

(184)

Este resultado para a pressao ¢ o de um géas de particulas escalares no limite de massa
nula, sem interacao e é a metade da radiacdo do corpo negro. De fato, considerando-se as
duas polarizagoes do féoton como se fossem dois campos escalares sem massa, chegamos a
lei de Stefan-Boltzmann multiplicando o resultado (184) por dois.

Uma pergunta que pode ser feita, nesse momento, é como seria a expressao para
o propagador, para a fungdo de partigdo e para as varidveis termodinamicas se V' # 0,
ou seja, se introduzirmos uma interacao? Vejamos na proxima secao a resposta para essa

pergunta ao obter as correcoes de 1* ordem para uma lagrangiana local.

2.3.2 Corregoes de 1* ordem para o propagador e para fungdo de parti¢ao

Para uma Lagrangiana como em (135), usaremos um termo de interagao do tipo

¢* para exemplificarmos célculos perturbativos. Portanto, temos que

V(p) = i! o' (185)

onde A é uma constante muito pequena. Como vimos na sec¢do anterior, utilizando o

método funcional, o propagador completo é dado por (ver 100)
1
Ax—yzi/D¢¢x¢y e B0 186
(z —y) Z(9) (x)o(y) (186)

sendo ¢(0, @) = ¢(8, 7) as condigdes de contorno. Sendo assim, a agdo euclidiana ¢ dada

por

56 = [ {5 @0+ gt ot} (157)
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Expandindo a exponencial em série de Taylor, em (186), para a primeira ordem em A

temos
1 1 A B
e oB(B)  — exp{—2 (8M¢)2—2m2¢2} exp{—/ d4x¢4}
0

B
~ 55 ®) {1 - i' / Az ¢4} : (188)
:JO

onde S ]gF) (B) é a acao livre euclidiana. Com tal expansdo, o propagador (no espago de

coordenadas) é dado por

Ao 9) = g [ Do st O {1 4 [Mateat] 1)

Vamos agora calcular a quantidade I(z,y)
F A /B

o) = [ Do st {1 4 [0} (190)
usando o Teorema de Wick. Sendo assim temos

F A\ /B
o) = [Postaomes 1= [ teo]

F A F B

= [ Do s@poty) eSO — L [Doslaoty) eSO ["dtzgi(z)

= Ze(@)Ar(a—y) — 3 [ [ Do 66006 O (191)

No segundo termo acima usaremos o Teorema de Wick, fazendo as contragoes entre os

campos'®. Para um melhor entendimento, as contracoes sao dadas por

1 1 [ N | 1 1 1
Gr0y0:0:0:0. Gr0y0.0:0: 0 G06,:6:6:0.

1 1 1 1 (. 1 1
0u0y0:0:0:02 020y0:0:0:02 020y 0:0:0:02 620,6:0:0:0

1 1 1 1

Py 2020202 PoyP:P20:0:  PuyP:P20:0:  PoyP:0:0:0-

O ntimero de contragdes acima, é igual ao ntimero de contragoes de ¢(x), ¢(y) e ¢*(2).

Verifica-se também, como foi visto, a quantidade de contragdes: (6 — 1)!!= 15. Agora,

15 Vale ressaltar que cada contracio equivale a um propagador livre: g'i;;‘ﬁy = Az —y).
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temos que a equagao (191) serd dada por

Iay) = Ze(DAre — o)~ 5 Ze(5) [ % [3 (e — 9)AF 2

Al (193)
—12 Ap(z — 2)Ap(y — 2)Ap(z — 2)] .

Os numeros 3 e 12 que aparecem no segundo e terceiro termo da equacgao acima, sao,
respectivamente, provenientes da primeira linha das comutagdo e as demais comutacoes
em (192).

E conveniente representar essas contragoes num diagrama, desenhando dois pontos
‘externos’ x e y — onde ‘externo’ significa que eles se referem aos argumentos do propa-
gador, marcados por cruzes — e um ponto ‘interno’ (ou ‘vértice’) z que surge da expansao
em poténcias de A e sobre os quais n6s devemos integrar. Devido ao fato de ¢(z) possuir
uma poténcia quartica, o ponto z é desenhado como quatro pontos separados inicialmente.
Cada contracgao ¢é representada por uma linha ligada aos argumentos de ¢. Ha dois tipos
possiveis de termos (como podemos ver na figura 7) e pode-se checar, novamente, que o
nimero de termos correto é: 1243 = (6 — 1)!'l. De maneira a simplificarmos o diagrama,

os pontos z sao aglutinados num tnico ponto, cujo resultado estda mostrado na figura 8.

Figura 7 - Teorema de Wick.

>
>

x*\:/‘y X y

V4

V4

4 x 3 =12 termos 3 termos
Legenda: Termos que aparecem em (192).

Fonte: BELLAC, 1996, p. 40.

Os diagramas apresentados na figura 8 sao denominados de diagramas de Feyn-
man, onde os mesmos correspondem a cada grupo de termos da expansao perturbativa.

Voltando para equacao (193), podemos reescrevé-la da seguinte forma

I(z,y) = Zr(P) [AF($ —y) — ; )\/Oﬁ d*z Ap(z — 2)Ap(z = 0)Ap(z — 7)
) 5 . (194)
—3 )\/0 d*z Ap(z —y)An(z=0)| ,
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Figura 8 - Diagrama conexo e desconexo.

(XD

X z y X y

Legenda: Maneira simplificada dos diagramas mostrados na figura 7.

Fonte: BELLAC, 1996, p. 41.

onde Zp(5) é a funcdo de partigdo livre. Os fatores 1/2 e 1/8 sdo provenientes das
contragoes do Teorema de Wick e sdo denominados de fatores de simetria. Para obter
propagador o completo (A(x —y)), precisamos dividi-lo pela funcao de partigao calculada

para a mesma ordem de \. Portanto, temos que
2(8) = [Dge s

F A B
/D(b eS8 {1 — I/o d*z ¢4(z)}

Ze(B) {1 _ i!/oﬁd‘*z 3 AL(x z)}

12

12

12

Zp(B) {1 - 2/06 Atz A2 (z — z)} (195)

onde o segundo termo na expressao acima é representado pelo seguinte diagrama da figura

9

Figura 9 - Corregao de 1* ordem para funcao de particao.

Legenda: Diagrama associado ao termo A% (z — z).

Fonte: BELLAC, 1996, p. 42.

Por fim, para obter o propagador completo com aproximacao a 1* ordem em

A,
dividimos (194) por (195)1 5
Alw—y) = Az —y) - 3 A/O A2 Ap(z — 2)Ap(z = 0)Ap(z —y) + O(N2).  (196)

Tal equagao também pode ser representada diagramaticamente, a figura 10 nos mostras
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esta representagao (a linha em negrito representa o propagador completo). Percebe-se que
o fator —\ esta associado ao vértice (na corregao do propagador). Outro fato importante
é que o diagrama desconexo da figura 8 desaparece ap6s a divisdo por Z(f) para obter o

propagador completo (figura 10), tal desaparecimento ¢ um resultado geral®S.

Figura 10 - Correcao de 1?* ordem para o propagador.

| .0

Legenda: Diagrama associado a equagdo (196).

Fonte: BELLAC, 1996, p. 42.

Podemos reescrever o propagador completo (196) nos espago dos momenta (como

foi visto na segao anterior), ou seja,

: X A d3k' N
Aliwy, k) = Ap(iwy, k) — EAF W, k TZ/ F(iwm, k) p Ap(iw,, k). (197)

Sendo assim, geralmente, define-se a auto-energia (II) que corresponde ao termo de cor-

recao, como
M(iwy, k) = A (iwn, k) — ARt (iw,, k) . (198)

Consequentemente, para 1* ordem em A, podemos obter a partir de (197) que a auto-
energia é independente do momento externo k e utilizando a representacao mista do

propagador para 7 = 0, temos que a mesma sera dada por

A BE - ,
= §T ;/ 2n)? Ap(iwnm, k')
A [ PR - ,

Mas, para 7 = 0 em (159) temos que a expressdo acima é dada por

d3k 1+ 2n(wk)
. / (200)

W

Esta auto-energia também pode ser vista como a soma de uma correcao oriunda do vacuo

(T = 0) e uma corregao oriunda pelo fato da introdugdo da temperatura na teoria, ou

16 Para mais detalhes sobre esse resultado ver (PESKIN; SCHROEDER, 1995)
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seja,
II = Icwo (V) + I eio térmico (MT)
Ak 1 A Ak
S P L (201)
2J (27)3 2w, 2/ (2m)3  wg

Percebemos claramente que o primeiro termo acima é divergente, porém o segundo é

convergente e ¢ facilmente avaliado analiticamente para o caso de m =0

A Bk on(k)  AT?
My = 2 / _ _ 202
MET 9 ) 2n) k 24 (202)

Vemos entao que ao introduzir temperatura na teoria, a principio, a mesma nao gera
novas divergéncias.

Mas se considerarmos todas as corregoes para o propagador, a soma que teremos
de diagramas seria algo dificil de calcular. No entanto, é facil escrever essa grande soma
de diagramas em termos de uma soma de um conjunto menor de diagramas, ou seja, o
conjunto de one particle irreducible, abreviado por 1PI. Um diagrama 1PI é um diagrama
que nao pode ser dividido em dois diagramas disjuntos pelo simples corte de uma linha
interna. Define-se entao um objeto que coleciona todas as correcoes 1PI, tal objeto é
a auto-energia (PESKIN; SCHROEDER, 1995). Sendo assim a func¢do de dois pontos
completa com todas as corregdes, pode ser escrita como mostra a figura 11. Logo, tal

figura nos diz que

~ . 1 1 . 1
A(an, k) == kj2 T m2 + ]{2 T m2 <_H(/Ilwn7 k)) m
1 ) 1 . 1
e T R) g (PTG k) s —
1 . 1 , 1 , 1
— m (]_ — H(an, k) m =+ H(/Lwn, kj) m H(an, k}) m _
1 |4 Miwn, b) -
R+ m? k2 +m?
- 1
R4+ m?2+I0

Portanto a auto-energia (II) pode ser interpretada como uma simples corre¢do para a
massa ao quadrado: m? — m? +1II. No entanto, como j4 mencionado, a parte para 7' = 0
em (201) é uma divergéncia ultravioleta. Conforme vimos na secao 1.2, para absorver
essa divergéncia é preciso renormalizar a teoria introduzindo contra-termos. Sendo assim,
iremos introduzir um contra-termo de massa na acao euclidiana, e além disso serd neces-
sario introduzir um contra-termo de energia de ponto zero (6 F), para absorver o infinito

gerado pela energia de ponto zero como vimos na se¢ao anterior. Portanto, temos que a
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Figura 11 - Expansao 1P1.

= + 1PI + 1PI 1PI +

Legenda: Sequéncias dos diagramas 1PI.

Fonte: O autor, 2018.

acao euclidiana escrita com esses contra-termos é dada por'”

2 2
so() = [ aof Oy e+ ot e - U o)
2 2 2 2
_ /Oﬁd% (a“f) + {0 26m)¢2+i‘¢4+ 57;¢2+5E . (203)
’ —_—

termos de interagao

O contra-termo de massa ja é um resultado conhecido (PESKIN; SCHROEDER, 1995),

ou seja, 0m? = —Ily = _H‘T— . Para obter §F usaremos as seguintes condigoes de
renormalizacao
0N
=0 WV |r—g

Na presenca dos contratermos, (195) recebe corregoes

Z2(8) = /Dgz)e—Sﬁ? {1 _ 3/06 &'z ¢4 (z) — 57;‘2 /05 &'z 64(2) — OF /05 d4z}
— g0t (g) — Lmz / s | Do e o(z)0(2) — o | s [ Do e

_ gl-toow) gy _ 572” Zp(B) BVApR(2=0) — 6E Zp(B) BV

— Z:(9) {1 SR avar=0) - 2 pvas=0) - ﬁVéE} . (205)
Com isso, a energia livre é dada por
08) = —3nz()

_ _; In Zp(8) — ;m l )\BVAZ 22— 0) - @BVAF(Z _0)— V(SE]

_ —; In Zp(8) + A;Ag( —0)+ @VAF( —0)+ VE. (206)

17 Vale ressaltar que os demais contratermos visto na secdo 1.2 serdo nulos para 1* ordem de A (PESKIN;
SCHROEDER, 1995)
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Na equacao acima utilizamos uma expansao de série de Taylor para fun¢ao logaritmica.

Neste momento, é conveniente escrever A como a seguinte soma
Ap(z=0) = ATV =0)+ ALz =0)
B 1 Bk
-/ ( +f ( o (207)

27T)3 2wk 271’)3 Wi

onde AL(z = 0) = 0 para T' = 0. Substituindo o valor de dm? na expressao da energia

livre, temos

Q8) = — lanF(ﬁ) + 2 (A}T:O)) AV (AT)2 + = W AT=0 AT

B 8 8
Ao ov
- _; InZp(B) + A8V (A7)~ (af :Oﬂ +VOE
[ i [ =) |+ A [(08)" - (a0 4 v,

Utilizando as condigoes de renormalizacao (204) na equagao acima, obtemos

RN L
o8 =2 (AF™) / G (208)

- - . N : T=0
Substituindo 0 na energia livre, as divergéncias na energia de ponto zero e em A% )

sdo absorvidas. Portanto, para ordem A, obtemos a energia livre renormalizada (Qp)
Bk 1
(2m)3 B
Sendo assim, a pressao com sua primeira corre¢ao, para o caso de m = 0, é dada por

Lo
oV

= Pp-— ;‘ (A}C)Z

2Tt A (T2\?

~ 90 _8<12>
m2 T4 5\

— 1— 22 21
90 ( 647'('2) (210)

Esse seria entao o processo para se obter corre¢oes perturbativas, para um teoria

In(1 - —ﬂw’v)+&(AT). (209)

(@) =V | g

P =

escalar com uma lagrangiana local, a 1* ordem em \ (a 1—loop) para o propagador, fungao
de parti¢do e consequentemente para varidveis termodindmicas (nesse caso a pressao). Um

fato curioso, mas que nao entraremos em detalhes, é que a préxima ordem de correcao
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é \3/2 e nao \? que seria o esperado, isso acontece devido o comportamento singular
no infravermelho do propagador (para mais informagoes ver, por exemplo, (BELLAC,
1996)). Entretanto, tais cdlculos de corregoes perturbativas nao serdo abordados para
o caso de uma lagrangiana que apresente termos nao locais (como veremos no préximo
capitulo), pois os mesmos serdao uma das perspectivas futuras para este trabalho pelo
fato de serem calculos mais delicados. Mas mesmo assim, para a lagrangiana que serd
apresentada, obteremos para o caso livre o propagador, a funcao de particdo e varidveis

termodinamicas.
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3 PROPOSTA DE UM MODELO

Vimos, na secao 1.3, que existem varios métodos e modelos efetivos nao pertur-
bativos para a Cromodinamica Quantica, e apresentamos alguns, que buscam estudar e
entendé-la no regime de baixas energias, visando em particular um dos fendmenos mais
intrigantes desde o século passado: o confinamento. Sendo assim, neste capitulo faremos a
abordagem de um possivel modelo efetivo com a finalidade de averiguar tal caracteristica
apresentada pela QCD. Essa abordagem serd baseada na investigacao da termodindmica
procurando possiveis pontes com a fisica do confinamento em teorias de calibre. Fagamos

entao uma apresentagao deste modelo e dos resultados obtidos.

3.1 Descricao do modelo

A construgao de modelos efetivos é uma importante ferramenta na andlise de teorias
complexas e com dificil solugao exata, como a QCD. Sendo assim, este modelo efetivo é
inspirado na Teoria refinada de Gribov-Zwanziger (que também é um modelo efetivo),
podendo ser visto como um modelo de brinquedo para RGZ, logo o mesmo apresentara
uma certa simplicidade em relagdo a RGZ.

Do ponto de vista do confinamento como violagao de positividade da funcao de dois
pontos (propagador), é possivel definir um modelo de campos escalares com um termo de
massa dependente do momento e nao local, tal que os graus de liberdade fundamentais
estejam confinados. Sugerimos entdo a seguinte Lagrangiana (euclidiana), que pode ser

escrita como

Lg= 1 l(b(x) (—82 +m?+ A4> gzﬁ(x)} : (211)

2 —02 + M?
onde m, M e A sdo pardmetros de massa (aproximadamente na escala de 0.1 GeV), de

modo que dizemos que o campo ¢(x) tem uma massa dependente do momento dada por

A4

2 2

(212)
Observe que esta Lagrangiana pode ser vista como uma versao muito simplificada da
Lagrangiana de Gribov-Zwanziger refinada (49), onde o campo de calibre A, na repre-
sentagao adjunta de um grupo SU(NN,) foi substituido por um simples campo escalar ¢
sem estrutura interna de cor. Este fato entao implicaria em um “simplicidade” do modelo
comparado ao modelo RGZ. Nessa teoria efetiva para a QCD em baixas energias, o termo

nao local em (211) (que da origem a fungdo de massa nao trivial (212)) corresponde a
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fungao horizonte (vista na segdo 1.3.3), em sua aproximagao quadratica nos campos de
calibre. O termo A* corresponde ao termo 2gN~* na acdo da RGZ em (49), ou seja,

A* ~ 4%, J4 os termos m? e M? estio associados aos condensados da RGZ vistos na secido
1.3.3.

3.2 Resultados Obtidos

3.2.1 Propagador Livre a temperatura finita

Primeiramente, estamos interessados em obter o propagador livre para tal modelo,
para que possamos ver se ele é comparavel ao propagador do modelo RGZ. A partir do que
foi apresentado no capitulo anterior, podemos escrever diretamente o funcional gerador
para esta teoria e a derivada do mesmo, com relagdo a uma fonte escalar, nos fornece as
fungoes de correlagao. Portanto, vemos que o propagador livre é dado por
(p* + M?)(p* +m?) + A

B4 PR

DF<wn7 _ﬁQ)

R W sy Wi 219)
onde A; e Ay sdo dados por
—(m? + M?) + \/(m? — M?)? — 4A*
. 2 (214)
_(mz 4 M2) _ \/(m2 — M?2)2 — 4\*

Ay =

Devido a semelhanga que ha entre a lagrangiana (211) e a do modelo RGZ, podemos ver
também a semelhanca entre os propagadores (213) e (56). Como j4 foi dito, w, = 2mnT
sao as frequéncias de Matsubara, com n € Z. A figura 12a mostra o comportamento
desse propagador em relacdo ao momento ao quadrado, para n = 0 e para o primeiro
modo de Matsubara (n = 1) em diferentes temperaturas. Ja a figura 12b (OLIVEIRA;
SILVA, 2012) nos mostra a concordancia entre a teoria RGZ e os resultados obtidos com
simulagoes na rede — QCD na rede.

Note que ha uma semelhanca qualitativa entre a figura 12a, para o modo zero de
Matsubara (ou equivalentemente T = 0), e a figura 12b. Isso nos mostra que o modelo re-
gido pela lagrangiana (211) realmente assemelha-se com o modelo RGZ, embora o mesmo
apresente uma certa simplicidade.

Os valores usados para obter as curvas da figura 12a em relacao aos parametros de

massa e, assim poder observar o comportamento do propagador livre em relagao a p, foram
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Figura 12 - Propagador.
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D(w,, pH[GeV?
D(g) [GeV”]

"

§o [X] 1.0 15 .
p (GeVv) q [GeV]

(2) (b)

Legenda: A figura (a) mostra-nos o propagador livre para o campo escalar. A linha continua
corresponde ao modo zero de Matsubara (n = 0) o qual é correspondente a T'= 0. As linhas
tracejadas correspondem ao primeiro modo de Matsubara (n = 1) para trés temperaturas
diferentes. A figura (b) mostra-nos o propagador do gliion para simulagdes na rede.

Fonte: O autor, 2018.

(OLIVEIRA; SILVA, 2012): M? = 4.47GeV?, m? = —3.77GeV? e A* = 17.25 GeV*,

Pela grande semelhanga que hé entre os propagadores (213) e (56), sabemos que
(213) também apresenta violagao de positividade. Uma maneira de observar tal violagao é
fazer uma andlise das derivadas do propagador (213) em relacio a p*. Para um propagador
que nao apresente esta violagao, ou seja, para uma funcao espectral que é positiva p(7) > 0
(para algum 7 > 0) tal propagador apresenta um padrao em suas derivadas: as derivadas
impares sempre serao negativas e as derivadas pares sempre serao positivas. Todavia,
para propagadores que apresentam violagao de positividade esse padrao desaparece.

Na figura 13 e na figura 14 vemos o comportamento para a 3* e 4* derivada para
o propagador (213), respectivamente, para n = 1. Percebemos que existe uma certa faixa
de temperatura e momento onde tais derivadas obedecem o padrao, descrito acima, para
a nao ocorréncia da violacao de positividade. Entretanto, percebe-se também que ha uma
faixa de temperatura e momento onde este padrao é quebrado, acarretando na violagao
de positividade. Na figura 13, o valor de temperatura (aproximado) onde, a partir dela,
nao haveria mais violagao ¢ de T' =~ 0.0715 GeV e na figura 14 ¢ de T ~ 0.1011 GeV.
Portanto, pela linha de raciocinio desse trabalho, abaixo desses valores de temperatura
as derivadas mudam de sinal e consequentemente ha a violagao de positividade. E fica
facil de visualizar que esse padrao de mudanca de sinal também ird ocorrer nas proximas
derivadas. Logo, mesmo que ainda exista um certo intervalo de T e p? onde as derivadas
obedecam o padrao de nao violagao, existira também um intervalo onde havera a violacao
de positividade. Assim sendo, o propagador (213) apresenta violagdo de positividade
pois suas derivadas quebram o padrao de nao violacao de positividade. Outro detalhe é

que podemos pensar que como tais derivadas tendem a zero conforme a temperatura vai
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aumentando, a viola¢ao deixaria de existir (em alguns modos de Matsubara), ou seja, os

8

campos que representam esse modelo estariam desconfinados!®. Mas tal pensamento é

apenas uma suposi¢cao ao olhar para tais andlises.

Figura 13 - Derivada 3% do propagador do modo de Matsubara n = 1 em funcao de p?.

60 |
| — T=0GeV
i - T=0.05GeV
4ov 1 T =0.0715 GeV
_ -~ T=0.15GeV
NQ oy
= 20
3 I
a
o_ ________ IS I L - T T _—_______.- ______
-zov Lo
—48.0 --------------- 05 1.0 1.5 2.0

p* (GeV?)
Legenda: A figura mostra-nos a derivada 3* do propagador para valores fixos de temperatura.
Fonte: O autor, 2018.

3.2.2 Pressao e densidade de entropia de um gas de particulas com violacao de positividade

Ap0s feita essa andlise sobre o propagador livre, vejamos como é o comportamento
de varidveis termodindmicas. Para isso, usaremos o método funcional (como no capitulo
anterior) para obtermos a fungao de partigdo Zg(3) livre. Sendo assim, temos a partir de
(138) para j =0,

Zp(B) = /D¢6_SE(¢§B)

— / Do exp{_; / d'z ¢(z) (—02 +m® + _aQA:MQ) cb(x)}

- (27?)2exp{—;Trln(’)}, (215)

18 Lembrando que neste trabalho violacdo de positividade estd ligado a confinamento como foi visto em
1.3.3.1
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Figura 14 - Derivada 4® do propagador do modo de Matsubara n = 1 em funcao de p?.
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Legenda: A figura mostra-nos a derivada 4* do propagador para valores fixos de temperatura.
Fonte: O autor, 2018.

onde, nesse caso, temos

A4
0= -0 . 216
+m”+ — 52 4 M2 (216)
De maneira andloga ao que foi feito na se¢ao 2.3 para obter (168), a fungdo logaritmica
aplicada a fungdo de partigao (215) sera dada por

1

nZp() = —5Trin{@® (Dr) "'}
_ —;Trln {52 (p2 —A1) (pz —A2) (p2+M2)1}
1 : 9 /9 2 2 "2 2(, 2 2
= T [ (@2 4] [ (o + )] I [ (2 + 2]}
1 9/ o /9 2/ 2 "2 2/( 2 2
= XX [ ()] [ (o )] [ (o )]}
(217)
onde
w = (5’2 —Al)l/g;
W = (2—;2 —A2)1/2; (218)
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Agora, utilizando (169) e (170), podemos reescrever a expressao anterior da seguinte forma,

InZp(B) = — V/ (;er];i {ln (1 — e’ﬁ“’/) +1n (1 — 6"3“’”) —1In (1 — e’[”“’)} ) (219)

Com isso, podemos obter a energia livre (2 = —1In Zp(5)/0)

Vo & o B B
0= 5 [ s (1= ) 4 (1) 1)},

e, consequentemente, obter algumas variaveis termodinamicas (analogamente ao capitulo

anterior), como por exemplo a pressao

o0
P = = 3
- 5 (=) =) —m (1) (220)

Cada termo da expressao acima pode ser reescrito em termos da funcao de Bessel modi-

ficada do tipo dois Ky(z) (ver Apéndice A), portanto

G%T2 %) K2 <n5\/a7%> CL%T2 00 K2 <7’LB\/£) M2T2 %) K2 (nﬁw/]\/P)
272 Z n2 + 972 Z n2  9on2 Z 2

n=1

P =

, (221)

n

n=1 n=1

lembrando que a? e a3 sio dados em (58).

O modelo apresentado aqui, em principio, pode ser visto como um simples modelo
de um gés nao interagente, porém com um termo de massa dependente do momento
(212) (que é uma proposta fisica) na lagrangiana. Para uma melhor anélise desta variavel
termodindmica (a pressdo), a figura 15 mostra-nos uma comparacao entre toy models
(para campo escalar). Tal figura apresenta uma curva para o modelo em questao (modelo
semelhante ao modelo RGZ), para um modelo similar ao modelo GZ — que corresponde
aM=0em=0em (211) — e para um modelo com um lagrangiana que apresenta
apenas termos locais — que corresponde a A = 0 em (211) — batizado de LOC na figura
15, ou seja, um modelo de gas massivo livre.

Podemos ver que para altas temperaturas (energias), os modelos convergem para o
limite de Stefan-Boltzmann (o que ja se era esperado). No entanto, para baixas tempera-
turas, certas oscilagoes ocorrem tanto no modelo similar a RGZ quanto ao modelo similar
a GZ, implicando pressoes negativas. Para o nosso modelo, na regiao onde a pressao é
negativa, ou seja, no intervalo de temperatura entre (aproximadamente) 0.06 GeV e 0.1
GeV, a violacao de positividade aparece ao olharmos para a figura 13 e para a figura 14.

Outra varidvel importante a ser estudada é a densidade de entropia (que também
pode ser escrita em termos de fungdes de Bessel modificadas (KAPUSTA; GALE, 2006)).
O grafico da figura 16, também faz uma comparagao com outros modelos andlogo ao que

foi feito para a pressao na figura 15. Também percebemos um acordo entre os modelos
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Figura 15 - Comportamento da pressdao para um gas livre
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Legenda: A linha continua corresponde ao toy models da RGZ, enquanto as linhas tracejadas

correspondem a um toy models da GZ e a um toy models de gés livre (com uma lagrangiana

local - LOC), respectivamente para campo escalar.
Fonte: O autor, 2018.

para o regime de altas energias, entretanto para baixas energias ha novamente certas
oscilagoes implicando em densidades de entropia negativas. Tal instabilidade também
ocorre entre, aproximadamente, 0.06 GeV e 0.1 GeV onde ainda teriamos violacao de
positividade (figura 13 e figura 14).

Observamos entao que para baixas temperaturas ha uma certa instabilidade ter-
modindmica, que pode ter sido gerada pelo fato do propagador apresentar polos (massas)
complexos e/ou como tal instabilidade foi observada em baixas energias, a mesma pode
estd ligada diretamente ao confinamento. Entretanto o trabalho de (BENI¢; BLASCHKE;
BUBALLA, 2012), mostra-nos que propagadores com polos complexos realmente geram
oscilagoes nao fisicas em quantidades termodinamicas para baixas temperaturas.

As oscilagoes que sao observadas nos graficos da pressao e densidade de entropia,
podem ser vistas de maneira analitica. Se a parte real do argumento de Ks(z) em (221)

for muito maior que um (z > 1), ou seja,

1 /z
T—-0= Ky(a) = — /=€ ", (222)
VoV 2
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Figura 16 - Comportamento da densidade de entropia para um gas livre.
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Legenda: A linha continua corresponde ao modelo RGZ, enquanto as linhas tracejadas correspondem ao

modelo GZ e ao modelo de gés livre (LOC), respectivamente.
Fonte: O autor, 2018.

e além do mais, se z ~ \/a? € C" temos
Ks(x) ~ e cos(a/T + ¢) (223)

onde podemos observar as oscilagoes (ndo fisicas) da pressdo em baixas temperaturas
quando a mesma é obtida a partir de um propagador com polos complexos?’. Portanto,
dado que a pressao de um gas livre de particulas com massas complexas pode ser expressa
por uma expressao do tipo (221), parece inevitavel que tais massas complexas impliquem
inconsisténcia termodindmica em baixas temperaturas (o que poderia ser conjecturado
como efeito do confinamento dos campos elementares).

O préximo passo a ser feito, seria (como no capitulo anterior) calcular as corregoes
para (213), (215) e para as varidveis termodindmicas apresentadas aqui. Mas, pelo fato
dos mesmos nao serem triviais, ficarao para as perspectivas desta dissertacao esperando

assim obter melhorias nas inconsisténcias encontradas.

19 Para os dados da rede, ou seja, para os valores de m, M e A vemos que \/a? realmente sera complexo.

20 Um célculo andlogo a esse pode ser visto em (CANFORA et al., 2016) para um modelo com quarks.
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CONCLUSAO

A ideia deste trabalho de dissertacao foi trazer inicialmente uma revisao historica
da teoria que descreve as interagoes fortes, suas caracteristicas e evidéncias experimentais
que mostram que a QCD ¢é a teoria que descreve as interagoes fortes. Apos isso, revisar
também, de maneira breve, a Lagrangiana que descreve esta teoria. Posteriormente,
apresentamos modelos que tentam descrever a QCD em regimes de baixas energias, ou
seja, em regime nao perturbativo. Vimos que o modelo RGZ é um modelo que mostra
uma coeréncia grande com os dados obtidos em QCD na rede e que o mesmo apresenta
um propagador, para o glion, com violacao de positividade implicando em uma das
caracteristicas da QCD para baixas energias, o confinamento.

O formalismo funcional mostrou-se ser uma técnica muito 1til e pratica, para obter
quantidades desejadas como propagadores e variaveis termodinamicas. Utilizamos como
exemplo de aplicacdo do formalismo, o oscilador harmoénico obtendo o propagador e o
caso de um campo escalar neutro a temperatura finita obtendo o propagador e a pressao
considerando o caso onde m = 0.

Por fim, propomos um modelo efetivo para um campo escalar com uma lagrangi-
ana semelhante a do modelo RGZ, para estudarmos os efeitos da interagao forte, com o
propésito de investigar a termodindmica do mesmo. Vimos que tal modelo reproduziu
caracteristicas que o modelo RGZ apresenta, pois ao introduzir a temperatura na teoria
aparecem algumas inconsisténcias que sao as mesmas apresentadas aqui para este simples
modelo de campos escalares.

Os calculos feitos foram para a situacao livre, sem interagdo. Entretanto, como
vimos, a QCD é a teoria que descreve as interacoes fortes, logo considerar termos de
interacdo é obviamente algo importante neste modelo. Portanto uma das perspectivas
deste trabalho sera obter a correcdo perturbativa em primeira ordem para o propagador,
para a funcao de particdo e consequentemente para as varidveis termodinamicas com o
intuito de, talvez, ver alguma melhoria — em relacao as oscilagoes existentes no regime
de baixas temperaturas — nos graficos da pressao e da densidade de entropia mostrados
no capitulo 3. Porém, como foi dito, o modelo apresentado no tltimo capitulo é apenas
um toy model para RGZ. Entretanto temos também como perspectiva estudar, os calculos
vistos em tal capitulo no modelo RGZ para comparar como o que se conhece da Teoria
de Yang-Mills. Dessa forma, podemos introduzir a constante de acoplamento dependente

da escala, os condensados e o parametro de Gribov.
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APENDICE A - Pressio de um gés bosénico em termos da funcéo de Bessel de

segundo tipo

Tendo uma lagrangiana para campo escalar, a pressao para um gas nao interagente

bosénico com potencial quimico u, é dada por

P=-T / (;l;?;g In (1 - #em). (224)

Entretanto, a mesma pode ser expressa de uma outra maneira: em termos da funcao de

Bessel modificada de segundo tipo. Sabemos que

00 1)2n+1 o0 .
n(l—ux) Z :—Z; para —1l<z<1. (225)
n=1 n=1

Dessa forma temos

’I’L

p=T/ (;l i e (226)

Lembrando que w = /B ? 4+ m?2, temos
3 oo n
P = T/ il S " e AV PR im?
(271')3 n=1

n
T 0 onpB oo p2m pw = 5
— 32(2—/ / / e AV IR 02 $onf d de dp
—= n Jo Jo Jo

0o nuf oo
I AP N
0

Fazendo uma mudanca de varidvel, 22 = p? + m?, temos

T X entf  poo d
P = 3 C (22— m?) e

212 = o Jm Va? —m?

T 2 et roo
/ dr zvVz2 —m?2 e "5
m

-

T & B oo x?
= —Z / dr . my/— — 1 e ™7,
22 = n Jm m?

Fazendo uma outra mudanca de variavel, y = x/m, temos

T 00 enHh
P—27T2 m/ dy yyJy* — 1 e "my. (227)
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Apés uma integracao por partes na integral em (227), temos

T & mBe™P nBm o 3/2
P=_-5 77/ dy (y>—1)"" ey, 228
212 = n 3 LY (y ) ‘ (228)

Utiliza-se a seguinte identidade (GRADSHTEYN; RYZHIK, 2014; ARFKEN; WEBER,
2007)

K(s) = —2NT / Tet (P—1)""" dt para Re(v) > L e Re(x) >0, (229)
T (u +3)h 2

onde K,(z) sao as fungoes de Bessel modificada. Sendo que v = 2 e z = nfim, temos

mt & et l 221(5/2)
3 | (npm)2\/m

53 Kg(nﬁm)] : (230)
Por fim, sabendo que I'(5/2) = (3y/7)/4, temos (KAPUSTA; GALE, 2006)

n=1

p TS ). (231)

272 n?

n=1
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APENDICE B - Integrais Gaussianas em Dimensoes Superiores

Considere a seguinte integral bidimensional

/exp(—;xTA a:) &’z = /exp(—;Aij T wj>d2x, (232)

onde o sobrescrito 7" indica transposigao e A é uma matriz simétrica (A = A7) bidimen-

sional. Esta integral é realizada pela diagonalizacao de A, ou seja,

D=0TAOQ, (233)
sendo D a matriz diagonal e O uma matriz ortogonal e unitaria

00" =0T0 =1. (234)
Dessa forma, temos que

v'Ax =27 (O0T)A(OOT)z = (27 0)(OTA0)(OTz) =y"Dy (235)
Em uma notagdo matricial temos que

d 0 Y1

2
=dvy; +days = diy} (236)
0 d2 Y2 i=1

"Dy = )

Com isso podemos reescrever (232) da seguinte forma

12 1 1
/eXp<—2 > d; y?) Py = /eXp(—2 d, y%) eXp(—2 dy y%)de
=1
T T

dy/2\ dy/2

(2m)?
dy ds
(2m)?
det D’

(237)

Mas det D = det A, logo o resultado para (232) é dado por

/exp (—; v’ A x) d*r = (2m)° (238)

det A’
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onde o expoente do fator (27), dentro da raiz, estd diretamente ligado a dimensao, ou

seja, para n dimensoes temos como resultado geral

Jexp(—gaman)ae = |20 orypre et ay 2 (239)

Na secdo (2.3.1), aplicando esse método, temos que A = 3?(—9? + m?) no espaco das

coordenadas (7,7) e A = ?(w? + w?) no espago dos momentos (7, w,).
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