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RESUMO

VARTULI, R. A. S.. Termodinâmica e estrutura de fases de uma teoria de multicampos
escalares na presença de temperatura e potencial qúımico. 2011. 103 f. Tese (Doutorado
em F́ısica) – Instituto de F́ısica Armando Dias Tavares, Universidade do Estado do Rio
de Janeiro, Rio de Janeiro, 2011.

A possibilidade de que simetrias possam ser quebradas (ou permanecerem quebra-
das) em altas temperaturas não é nova. Este fenômeno, usualmente chamada de quebra
inversa de simetria (ISB em inglês), ou não- restauração de simetria (SNR), foi primeira-
mente proposto em 1974, por Weinberg, onde foi considerada a análise da aproximação de
um laço para o potencial efetivo para um modelo de dois campos escalares interagentes.
ISB ou SNR é uma consequência direta que em teorias com dois ou mais campos, as cons-
tantes de acoplamentos entre os campos podem receber valores negativos, permanecendo
o potencial ainda limitado por baixo. Sob estas circunstâncias, os efeitos de quebra de
simetria podem ser acentuados em altas temperatura, uma vez que efeitos térmicos são
levados em conta. No entanto, a expansão perturbativa pode quebrar a altas tempera-
turas ou densidades quando as potências das constantes de acoplamento são suplantadas
pelas potências da temperatura. Desta forma, ISB ou SNR poderia ser apenas uma con-
sequência da teoria de perturbação. Uma forma alternativa para tratar deste problema
é fazer uso do método não perturbativo da teoria de perturbação otimizada, TPO, que
envolve a modificação da teoria de perturbação convencional junto com um procedimento
de otimização, o prinćıpio de sensitividade mı́nima, PSM, que fixa os parâmetros variacio-
nais auxiliares introduzidos pela TPO. Nesta tese, nós investigamos os fenômenos de ISB
e SNR, levando-se em conta efeitos de temperatura e densidade finitas em ambos os caso,
perturbativo e não- perturbativo. Para o caso perturbativo, calculamos o potencial efetivo
a um laço e, por meio dele, obtemos expressões para os valores esperados no vácuo para
os campos escalares considerados no modelo. Após sumarizarmos o método da TPO, nós
o utilizamos para calcular as correções para massa térmica até a segunda ordem obtendo
nossos resultados para os diferentes aspectos de simetria para esta teoria multi escalar.
Comparamos os resultados obtidos para os casos perturbativo e não perturbativo bem
como com outros resultados existentes na literatura obtidos por diferentes métodos.

Palavras-chave: Simetria quebrada. Teoria quântica de campos. Perturbação. Potencial

qúımico.



ABSTRACT

VARTULI, R. A. S.. Themodynamics and phase structure of a multiscalars fields theory
in the presence of temperature and chemical potential. 2011. 103 f. Tese (Doutorado em
F́ısica) – Instituto de F́ısica Armando Dias Tavares, Universidade do Estado do Rio de
Janeiro, Rio de Janeiro, 2011.

The possibility that symmetries may be broken (or remain broken) at high tempe-
ratures is not new. This phenomenon is usually called inverse symmetry breaking (ISB)
or symmetry nonrestoration (SNR) and, it was proposed initially for Weinberg, in 1974,
studing a model with two interacting scalarfields infinite temperature. He shows that ISB
or SNR is a direct consequence that in two or multifield theories some of the coupling
constants betweenfields can be negative while the model is still bounded from below. In
1981, Benson, Bernstein e Dodelson show that ISB or SNR would be found in a model
with a complex scalarfield. This happens because in complex scalarsfields model, there
are the presence of a conseved charge. In this case, effects of density must be considered
and, this effects inducing the emergence of ISB or SNR. Our porpose consist in investigate
the phenomenon of inverse symetry brake or symetry non restauration to a model with
two interacting complex scalar fields. In a first step, we calculate the one loop aproxima-
tion for the effective potential. In the second step, we use the non perturbative approach
called OPT, optimized perturbation theory, to calculate the thermal mass up to second
order in the expansion. The justification to use a non perturbative approach is that the
pertubative expansion can breake down in high temperature. The results obtained for the
perturbative case and the non perturbative case are compared and we will show that the
results strongly supporting inverse symmetry breaking (or symmetry nonrestoration).

Keywords: Symetry brake. Quantum field theory. Perturbation. Chemical Potential.



LISTA DE ILUSTRAÇÕES
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INTRODUÇÃO

A união de duas das mais bem sucedidas teorias em f́ısica, a saber, mecânica

quântica e f́ısica estat́ıstica, trouxe explicações satisfatórias para uma grande gama de

fenômenos f́ısicos de interesse no passado como, por exemplo, a radiação de corpo negro e

as transições de fases. Posteriormente este conceito foi extendido para teorias de campos

não-relativ́ısticas em temperatura e densidades finitas, nos anos 50, por Matsubara [1] no

contexto de f́ısica da matéria condensada. Em meados dos anos 60, Fradkin [2] generalizou

para englobar teorias de campos relativ́ısticas. Após ter permanecido adormecida por al-

guns anos, teorias de campos a temperatura finita foram redescobertas e sistematicamente

desenvolvidas nas últimas décadas como pode ser visto, por exemplo em [3].

Atualmente, teorias quânticas de campos em temperatura e densidades finitas

provêm o aparato teórico para descrever f́ısica em ambientes extremos como por exemplo

a fase desconfinada dos quarks e gluons (chamada de plasma quark-gluon), que acredita-

se ter ocorrido no universo primordial e em estudo atualmente no laboratório, atravéz

de colisões relativisticas de ı́ons pesados, bem como supercondutividade colorida1 na fase

CFL (do Inglês, ”color-flavor-locked”ou cor-sabor-fixos) em densidades muito altas, que

pode ser observado em objetos astrof́ısicos de grande interesse como, por exemplo, estrelas

de neutrons.

Entretanto, teorias quântica de campos, em particular, teorias de calibre, via de

regra, apresentam um grande grau de complexidade o que requer o uso de uma série

de esquemas de aproximação para que se obtenha uma solução para a teoria. Um dos

esquemas, baseado em teoria de perturbação, consiste numa expansão de um parâmetro

da teoria, como por exemplo, a constante de acoplamento, desprezando-se os termos de

ordem mais alta na expansão. Um exemplo de sucesso da aplicação deste método obtido

na Eletrodrinâmica Quântica para a obtenção do fator g de Landè do elétron, relacionado

ao momento magnético orbital e de spin, onde se obteve seu valor com uma precisão de

1 parte em 109. Enquanto que a teoria de perturbação obteve sucesso nesta e em outras

áreas, há inúmeros casos onde a expansão do parâmetro não é pequena e as contribuições

de ordem mais alta tornam-se significativas. Neste contexto, o método perturbativo não

é mais aplicável, pois neste caso teoria de perturbação não produzirá uma sequência

convergente, dando-nos na melhor das hipóteses, uma sequência assintótica, e os setores

fortemente interagentes da teoria permanecem fora de nosso entendimento.

1 Supercondutividade colorida é um fenômeno que é previsto ocorrer em matéria de quarks se a densidade
de bárions é suficientemente alta (bem acima da densidade nuclear) e a temperatura não é demasiada-
mente alta (bem abaixo de 1012 kelvins). Fases de supercondutividade colorida são contrastantes com
a fase normal da matéria de quark, a qual é só um ĺıquido de Fermi de quarks com interações fracas
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Um exemplo de grande interesse em f́ısica, onde a teoria de perturbação pode não

fornecer uma descrição satisfatória, consiste na descrição de transições de fase em geral.

Transições de fase podem ocorrer quando um parâmetro externo ao sistema, tal como

variações de temperatura, densidade, campos externos (magnético e elétrico), etc causam

uma mudança no estado de simetria do sistema. Tipicamente, esperamos que transições

de fase estejam relacionadas com fenômenos envolvendo quebras espontâneas de simetria

(lembrando que uma quebra espontânea de simetria sempre ocorre quando a Hamiltoniana

de um dado sistema, seja ele clássico ou quântico, possui uma simetria definida mas o

estado fundamental, ou de vácuo, do sistema não manifesta essa simetria).

Os fenômenos mais usuais de transições de fase envolvendo quebras espontâneas

de simetria são aqueles onde o sistema passa de um estado menos simétrico para um es-

tado mais simétrico, a medida que se aumenta por exemplo a temperatura. Entretanto, a

possibilidade de que haja fenômenos onde simetrias podem ser quebradas a altas tempera-

turas, ou também a possibilidade de permanecerem quebradas mesmo quando se aumenta

a temperatura, fenômenos esses mais comumente chamados de quebra inversa de simetria

(em inglês ISB) ou não-restauração de simetria (SNR) são de grande interesse. Fenômenos

desses tipos em teoria de campos foram primeiramente propostos por Weinberg [5] em

1974, ao trabalhar em um modelo com dois campos escalares interagentes a temperatura

finita. ISB ou SNR é uma consequência direta do fato que em uma teoria de multicampos

algumas das constantes de acoplamento entre os campos podem ser negativas, permane-

cendo ainda o modelo limitado por baixo. Este pode ser o caso em alguma extensão do

modelo padrão com um grande setor composto de campos escalares interagentes. Sob

estas condições, efeitos de quebra de simetria podem ser acentuados a altas temperaturas,

onde efeitos térmicos são levados em conta no modelo.

Tanto no estudo de transições de fase em geral, como também naqueles casos

incluindo os fenômenos de ISB e SNR, pode ocorrer situações em que há regimes de

parâmetros onde potência das constantes de acoplamento são superadas pelas potências

na temperatura, ou devido ao aparecimento de divergências de infravermelho próximas

a pontos cŕıticos nessas teorias de campos exibindo transições de fase [4, 6]. Nessas cir-

cunstâncias, esperamos que o uso de teoria de perturbação perca a validade e métodos

não-perturbativos sejam necessários para uma completa descrição de transições de fase

nesses sistemas. Além do mais, as condições de v́ınculo sobre as constantes de aco-

plamento, que podem ser importantes para a observação de ISB ou SNR, usualmente

requerem grandes valores para os acoplamentos. Nesses casos as correções de laço de

mais alta ordem podem também se tornar importantes e mudar drasticamente a região de

parâmetros do modelo (em termos das constantes de acoplamento e massa) para ISB ou

SNR. Uma vez que no estudo original sobre ISB e SNR, feito por Weinberg foi baseado

numa aproximação perturbativa em ordem mais baixa, há a possibilidade de que ISB/SNR

sejam apenas artefatos da simples aproximação utilizada e que a consideração de termos
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de mais alta ordem e inclusão de efeitos não-perturbativos, possam mudar a situação com

respeito a esses fenômenos envolvendo quebras de simetria e transições de fase. Muitos

esforços, usando-se diferentes métodos, já foram realizados na tentativa de se encontrar

uma resposta satisfatória para este problema embora os resultados obtidos tenham sido,

até então, um tanto quanto controversos. Por exemplo, os fenômenos foram estudados

usando-se grupos de renormalização de Wilson [7], onde levou-se em conta uma varredura

das constantes de acoplamento (dependentes da temperatura), mostrando que de fato a

intensidade de todos os acoplamentos aumentam da mesma forma com a temperatura.

Esta análise mostra que uma vez que os acoplamentos são fixados em alguma escala (de

temperatura), assim como ocorre em ISB/SNR, não pode ser revertido em temperaturas

mais altas. Ramos e Pinto [8] também trataram do problema não perturbativamente, le-

vando em conta as trabalhosas contribuições de dois loops. Os resultados obtidos em [8]

estão em boa concordância com aqueles obtidos por meio do método do grupo de renor-

malização mostrados no trabalho da referência [7] e, além do mais, também dão suporte a

possibilidade da ocorrência de ISB/SNR em modelos multiescalares relativ́ısticos em tem-

peraturas extremamente altas, onde a teoria de perturbação padrão é esperada quebrar,

de acordo com a discussão acima. Apesar destes sucessos, outros autores, por meio de

outros métodos, não deram suporte a existência de ISB/SNR. Este é o caso de Bimonte

e colaboradores [9], que fizeram uso de simulação de Monte Carlo.

Desde a sua proposta, o mecanismo de ISB/SNR encontrou uma grande varie-

dade de aplicações. Por exemplo em cosmologia, onde foi implementado em modelos

reaĺısticos, suas consequências foram exploradas em conexão com transições de fases em

altas temperaturas no universo primordial, com aplicações cobrindo problemas envolvendo

violação CP2 (carga paridade) e bariogênesis, formação de defeitos topológicos, inflação,

etc. Muitas aplicações são listadas na referência [10], que nos dá uma introdução sobre

o assunto discutindo outros contextos onde ISB/SNR podem tomar lugar em conexão

com cosmologia e f́ısica da matéria condensada. Destes resultados interessantes da teoria

quântica de campos a temperatura finita, surgem questões a cerca da possibilidade de sua

manifestação em sistemas de matéria condensada, que podem ser descritos por meio de

teorias de campos escalares não relativ́ısticos, por exemplo na construção fenomenológica

de potenciais de Landau-Ginzburg, ou no estudo de gases de Bose por meio de átomos

frios.

O objetivo desta tese consiste em estudar o aparecimento de ISB e SNR em mode-

los multi escalares em temperatura e densidade finitas (na presença de potenciais qúımicos

devido a cargas conservadas). Para atingirmos este objetivo, faremos uso do método não-

2 A violação carga-paridade, com o uso em teorias que pretendem explicar a assimetria entre a máteria
e anti-matéria.
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perturbativo conhecido como TPO (Teoria de Perturbação Otimizada), também chamada

de expansão delta linear [11,12]. Este método mostrou ser útil em muitas áreas de teoria

de campos, oferecendo um método sistemático para se extrair informações das regiões for-

temente interagentes, ou seja, naqueles casos onde teoria de perturbação não se aplica ou

em que ela pode produzir resultados não confiáveis. A caracteŕıstica básica da TPO con-

siste num esquema de otimização onde a ação é separada artificialmente nas partes livre e

interagente sem recorrer ao uso natural de constantes de acoplamentos como parâmetros

de expansão. Por meio da TPO, a divisão da ação nas diferentes partes é realizada por

meio de parâmetros auxiliares os quais são então ajustados em cada ordem sucessiva de

expansão, nos termos considerados interação, de acordo com algum prinćıpio variacional

bem definido e consistente para otimizar a expansão.

A presente tese encontra-se dividida do seguinte modo: no caṕıtulo 2, apresentamos

uma revisão de teoria quântica de campos em temperatura finita, fornecendo os conceitos

básicos e ferramentas que serão utilizadas em nosso estudo nos caṕıtulos seguintes. No

caṕıtulo 3 investigamos como a presença de carga pode alterar os aspectos de simetria

de uma teoria multiescalar, a qual tomaremos como sendo um modelo descrito por dois

campos escalares complexos auto interagentes e interação entre eles. A termodinâmica

desse modelo é realizada por meio do estudo do potencial efetivo calculado ao ńıvel da

aproximação de um laço no regime de potencial qúımico finito e altas temperaturas. Já

nesse modelo nessa aproximação mais simples, descreveremos como os fenômenos de ISB

e SNR podem ocorrer.

No caṕıtulo 4 mostramos em detalhes a natureza precisa da quebra da teoria de

perturbação e apresentamos um breve sumário da TPO, indicando como esta pode ser

utilizada como método alternativo, não perturbativo, para solução de problemas onde

teoria de perturbação não se aplica.

No caṕıtulo 5 aplicamos a TPO para obtenção das correções envolvendo tempera-

tura e potencial qúımico para as massas efetivas no modelo de dois campos escalares com-

plexos descritos no caṕıtulo 3. Mostraremos por meio desse cálculo, como os fenômenos

de ISB e SNR podem se manifestar mesmo num cálculo de natureza não perturbativa.

No caṕıtulo 6, expomos nossas conclusões finais e possibilidades de trabalhos fu-

turos. Em dois apêndices mostramos também alguns dos detalhes envolvendo nossos

cálculos.
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1 TEORIA QUÂNTICA DE CAMPOS TÉRMICA

Neste caṕıtulo, apresentaremos a construção teórica necessária para efetuarmos

cálculos de teorias quânticas de campos em temperatura finita. Na seção 2, mostraremos

como calcular amplitudes de transição para bósons e, em especial, a forma do propagador

em temepratura finita. Na seção 3, mostraremos como calcular a massa térmica e potencial

efetivo para o campo escalar neutro para teoria λφ4. Na seção 4, calculamos a massa

térmica e o potencial efetivo para o campo escalar carregado.

1.1 Amplitudes de transição para bosons

Consideremos um operador de campo escalar φ̂(x) com autoestados representados

por |φ〉 na representação de Schrödinger. A dinâmica deste operador de campo bosônico

é governada pelo operador Hamiltoniano Ĥ. Como objetivo inicial, desejamos derivar

amplitude de transição deste operador de campo. Dado um estado inicial no instante de

tempo t, a evolução desse estado para um instante de tempo posterior t′ é descrito por

um operador de evolução temporal que leva o estado inicial |φ〉 para o estado eiĤ(t−t′) |φ〉 .
Para calcularmos a transição de amplitude entre este estado evolúıdo e um estado |φ′〉,
podemos dividir o intervalo [t, t′] em n sub intervalos iguais de duração δt = t− t′/ (n+ 1)

e inserimos um conjunto completo de auto estados do operador do campo em tempos

t1, t2...tn. Assim, a amplitude de transição é escrita como:

〈
φ′
∣∣∣e−iĤ(t−t′)

∣∣∣φ〉 = lim
n→∞

(∫ n∏
i=1

dφi

〈
φi+1

∣∣∣e−iĤδt∣∣∣φi〉)〈φ1

∣∣∣e−iĤδt∣∣∣φ〉 , (1)

com |φi+1〉 = |φ′〉 . O Hamiltoniano transporta em si informações sobre o comportamento

dinâmico do sistema de modo que ele será um funcional do campo e de seus momentos

conjugados,

Ĥ =

∫
d3xH

(
φ̂, π̂

)
, (2)

onde H é a densidade Hamiltoniana como função do campo φ̂ e momento conjugado π̂

. Assim, para calcular os elementos da matriz
〈
φ′
∣∣∣e−iĤ(t−t′)

∣∣∣φ〉 inserimos um conjunto

completo de estados |πi〉 do operador momento conjugado π̂, que nos da
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〈
φ′
∣∣∣e−iĤ(t−t′)

∣∣∣φ〉 =

∫
dπi
2π
〈φi |πi〉 〈πi| e−iĤδt |φi〉 . (3)

Fazendo δt → 0, podemos expandir a exponencial na expressão (3) da seguinte

forma

〈πi| e−iĤδt |φi〉 ∼ 〈πi|
(

1− iĤδt
)
|φi〉

= (1− iHiδt) 〈πi |φi〉 . (4)

Fazendo uso da relação

〈φ | π〉 = exp

[
i

∫
d3xφ (x)π (x)

]
, (5)

e inserindo o resultado acima em (3) nós encontramos a seguinte expresão para a amplitude

de transição,

〈
φ′
∣∣∣e−iĤ(t−t′)

∣∣∣φ〉 = lim
n→∞

(∫ n∏
i=1

dφi

〈
φi+1

∣∣∣e−iĤδt∣∣∣φi〉)

× e
−iδt

n∑
j=1

∫
d3x[H(πj ,φj)−πj(φj+1−φj)/δt]

. (6)

Tomando o limite em que δt→ 0, obtemos o resultado

〈
φ′
∣∣∣e−iĤ(t−t′)

∣∣∣φ〉 =∫
[dφ] [dπ] e

−i
∫ t′
t dt′′

∫
d3x

[
π(x,t′′)

∂φ(x,t′′)
∂t′′ −H(π(x,t′′),φ(x,t′′))

]
, (7)

com φ (x, t) = φ (x) e φ (x, t′) = φ′ (x), sendo estes os limites sobre a integração funcional

de [dφ]. Com este resultado, estamos aptos a determinar uma expressão para a função de

partição para bósons no ensemble canônico, via integrais funcionais,

Z = Tr exp
[
−βĤ

]
=

∫
dφ〈φ

∣∣∣e−iβĤ∣∣∣φ〉, (8)

onde β = 1
T

é o inverso da temperatura em unidades onde a constante de Boltzmann é
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igual a 1 e o traço é feito somando sobre todos auto estados de Ĥ. Notamos pela estrutura

formal da equação (8) uma forte semelhança com a transição de amplitude calculada em

(6). A conexão entre os dois pode ser feita através da continuação anaĺıtica da função de

partição para tempo imaginário via a definição

t → iτ (9)

t′ → iτ ′

e identificamos β = τ ′ − τ. Assim,

Z =

∫
[dπ]

∫
periódico

[dφ] exp

 β∫
0

dτ

∫
d3x

(
−π∂φ

dτ
− Ĥ (π, φ)

) , (10)

onde o subscrito “periódico” sobre a integração funcional [dφ] indica que estamos vin-

culando a integração sobre todas as configurações de campos em tempo imaginário onde

há periodicidade, ou seja, φ (x, 0) = φ (x, β). Esta periodicidade dos campos nos permite

deslocar o intervalo de integração em τ para [0, β] na exponencial.

Consideremos agora, a densidade Hamiltoniana da forma

Ĥ =
1

2
π2 +

1

2
(∇φ)2 +

1

2
m2φ2 + V (φ) . (11)

Inserimos (11) em (10), obtemos a expressão

Z =

∫
[dπ]

∫
periódico

[dφ] exp

 β∫
0

dτ

∫
d3x

(
−π∂φ

∂τ
− 1

2
π2 − 1

2
(∇φ)2 − 1

2
m2φ2 − V (φ)

) ,
(12)

que após efetuarmos a integração sobre os momentos conjugados π, torna-se

Z =
〈
φ
∣∣∣e−βĤ∣∣∣φ〉 = N

∫
[dφ] exp

(
−
∫ β

0

dτ

∫
d3xLE (φ)

)
, (13)

onde N é alguma constante de normalização que pode ser considerada como 1 sem perda

de generalidade e LE éa densidade de Lagrangiana euclideana, dada por
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LE (φ) =
1

2

(
∂φ

∂τ

)2

+
1

2
(∇φ)2 +

1

2
m2φ2 + V (φ) . (14)

A função de partição em (13) fica então dado por

Z (β) =

∫
[dφ] exp [−SE (β)] , (15)

onde a ação euclideana é dada por

SE (β) =

∫
T

d4xLE (φ) , (16)

com

∫
T

d4x =

∫ β

0

dτ

∫
d3x . (17)

1.1.1 O Propagador de um campo escalar em temperatura finita

Como sabemos, em mecânica quântica, part́ıculas são criadas através de uma fonte,

interagem e são posteriormente destrúıdas em uma fonte. Assim, é conveniente que pos-

samos escrever uma expressão para a função de partição na presença de fontes. Para isso,

fazemos a seguinte transformação na densidade de Lagrangiana,

L → L+ J(x)φ(x).

Em analogia direta com o caso de temperatura zero, escrevemos o gerador funcional

Z (β, J) com Z (β) = Z (β, J = 0)

Z (β, J) =

∫
[dφ] exp

−SE (β) +

∫
T

d4xJ(x)φ(x)

 . (18)

Diferenciando funcionalmente (18) obtemos o propagador em tempo imaginário e em

temperatura diferente de zero,
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1

Z (β)

δ2Z (β, J)

δJ(x1)δJ(x2)
=

1

Z (β)

∫
[dφ]φ1(x)φ2(x)e−SE(β), (19)

com φ1 = φ(x1) e φ2 = φ(x2). É fácil notar que o propagador pode ser identificado como

a média térmica do produto dos operadores de ordenação temporal:

〈
T
(
φ̂1φ̂2

) 〉
=

1

Z (β)
Tr
[
e−(βĤ)T

(
φ̂1φ̂2

)]
, (20)

onde φ̂ é o operador no quadro representação de Heisenberg:

φ̂ (−iτ1,x1) = eĤτ1φ̂ (0,x1) e−Ĥτ1 . (21)

Para tempo imaginário, o operador de ordenação temporal é definido da forma:

T
[
φ̂ (−iτ1,x1) φ̂ (−iτ2,x2)

]
= φ̂ (−iτ1,x1) φ̂ (−iτ2,x2) , τ1 > τ2,

= φ̂ (−iτ2,x2) φ̂ (−iτ1,x1) , τ2 > τ1, (22)

Considerando o caso em que τ1 > τ2 temos

Z (β) 〈T
(
φ̂1φ̂2

)
〉 =

∫
dφ〈φ

∣∣∣e−(β−τ1)Ĥ φ̂ (0,x1) e−(τ1−τ2)Ĥ φ̂ (0,x2) e−Ĥτ2
∣∣∣φ〉. (23)

Inserindo conjuntos completos nos tempos τ1 e τ2, obtemos

Z (β) 〈T
(
φ̂1φ̂2

)
〉β =

∫
dφdφ1dφ2〈φ

∣∣∣e−(β−τ1)Ĥ
∣∣∣φ1〉〈φ1

∣∣∣e−(τ1−τ2)Ĥ
∣∣∣φ2〉〈φ2

∣∣∣e−Ĥτ2∣∣∣φ〉. (24)

Se continuarmos a inserir conjuntos completos para os tempos dos estados intermediários

do mesmo modo como calculamos a integral de trajetória, poderemos assegurar a equi-

valência desta média térmica com o propagador da equação (19). Usamos então esta de-

finição com a finalidade de determinar uma expressão para a função ∆(x) que é periódica

em tempo imaginário,

∆(x) = 〈T φ̂ (−iτ,x) φ̂ (0)〉β . (25)
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Basta-nos agora utilizar a propriedade de ciclicidade do traço na equação (20) para mos-

trar a importante propriedade satisfeita pelo propagador térmico de um campo escalar,

∆(τ − β,x) = ∆(τ,x), expressão essa conhecida com a identidade de Kubo-Martin-

Schwinger (KMS).

Considerando a densidade de Lagrangiana para um campo escalar livre, dada por

L (φ) =
1

2
(∂µφ)2 +

1

2
m2φ2, (26)

neste caso, o gerador funcional torna-se

ZF (β, J) =

∫
[dφ] e

−
∫
T

d4x( 1
2

(∂µφ)2+ 1
2
m2φ2−J(x)φ(x))

=

∫
[dφ] e

−
∫
T

d4x
(

1
2
φ(x)

[
− ∂2

∂t2
− 1

2
∇2+ 1

2
m2
]
φ(x)−J(x)φ(x)

)
, (27)

onde o subscrito F indica que estamos tratando do caso com campos livres. Podemos

efetuar a integração funcional sobre φ(x) para obter

ZF (β, J) = ZF (β, J = 0) =

∫
[dφ] exp

−1

2

∫
T

d4xd4y [J(x)K (x, y) J(y)]

 , (28)

com K(x, y) satisfazendo a equação

(
− ∂2

∂t2
− 1

2
∇2 +

1

2
m2

)
K(x, y) = δ(4) (x− y) , (29)

onde x = (τ,x) e y = (τ,y). Combinando a Eq. (19), a Eq. (27) e a definição (25),

estamos aptos para declarar a equivalência entre K e ∆F (o propagador livre),

K(x, y) = ∆F (x− y), (30)

com a provisão adicional de que ∆F é periódico em tempo imaginário, com peŕıodo β, de

acordo com a relação de KMS definida pela Eq. (25).
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1.1.2 O Propagador de Matsubara

Definimos a transformada de Fourier para o propagador ∆F (x) em tempo ima-

ginário na Eq. (25) através de

∆F (iωn,k) =

β∫
0

dτeiωnτ
∫
d3xe−ik·x∆F (x), (31)

com a transformação inversa dada por

∆F (x) = T
∑
n

e−iωnτ
∫

d3x

(2π)3 e
ik·x∆F (iωn,k). (32)

Uma vez que ∆F (x) é periódico em τ , a transformada de Fourier em τ é tomada

num intervalo finito [0, β], e as frequências ωn recebem valores discretos,

ωn =
2πn

β
, (33)

sendo estas frequências conhecidas como frequências de Matsubara. Resolvendo a equação

(29) com ∆F (x− y) no lugar de K(x, y) no espaço de Fourier dá-nos obtemos:

(
ω2
n + ω2

k

)
∆F (iωn,k) = 1 , (34)

onde

ωk =
(
k2 +m2

)1/2
. (35)

Da equação (34), obtemos o propagador de Matsubara como sendo

∆F (iωn,k) =
1

(ω2
n + ω2

k)
. (36)

Uma quantidade muito útil em teoria de campos térmica, especialmente quando

desejamos efetuar a somas sobre as frequências de Matsubara, como de fato faremos

nos cálculos subsequentes, consiste na representação mista ∆F (τ,k) do propagador. Isto

requer que façamos a transformação de Fourier apenas na variável de tempo imaginário,
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o que nos da o resultado

∆F (τ,k) = T
∑
n

e−iωnτ∆F (iωn,k)

=
1

2ωk

[
(1 + nk) e

−ωkτ + nke
ωkτ
]
, (37)

onde

nk =
1

eβωk − 1
, (38)

é a função de distribuição de Bose-Einstein. O propagador de Matsubara pode ser reobtido

por se efetuar a transformação de Fourier do propagador misto com respeito a variável de

tempo de Matsubara τ :

∆F (iωn,k) =

β∫
0

dτeiωnτ∆F (τ,k) . (39)

1.2 O Campo Escalar Neutro

Nesta seção aplicaremos o formalismo apresentado na seção anterior ao campo

escalar neutro com o objetivo de calcular as correções de primeira ordem para a auto-

energia para um modelo com auto-interação na teoria λφ4. Estes cálculos nos permitirão

entender o formalismo necessário para efetuarmos mais para frente a tarefa muito mais

complicada, que consiste em calcular as correções de segunda ordem para a auto-energia

para um modelo com dois campos escalares carregados. Consideremos um campo escalar

tendo a seguinte densidade de Lagrangiana

L (φ) =
1

2
(∂µφ)2 − 1

2
m2φ2 − V (φ) , (40)

onde m é a massa da part́ıcula representada pelo campo e a interação é contida em V (φ) .

Procedendo por meio da forma Lagrangiana da integral de trajetória, nós chegamos em

ZF (β) =

∫
[dφ] exp

−∫
T

d4x

(
1

2
(∂µφ)2 +

1

2
m2φ2 + V (φ)

) , (41)
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com gerador funcional dado por

Z (β, J) =

∫
[dφ] exp

−SE (β) +

∫
T

d4xJ(x)φ(x)

 , (42)

onde a ação euclideana é dada pela Eq. (16) . Podemos agora fazer uso da estrutura

teórica que desenvolvemos para calcular as correções para a massa térmica a um laço

para um modelo de campo escalar com termo de interação λφ4.

1.2.1 Cálculo das correções a um laço

Primeiramente, relembremos que o propagador ∆F (x−y) pode ser obtido por meio

de derivadas do gerador funcional,

∆F (x− y) =
1

Z (β)

δ2Z (β, J)

δJ(x1)δJ(x2)

=
1

Z (β)

∫
[dφ]φ1(x)φ2(x)e−SE(β). (43)

Lembramos ainda que as condições de contorno exibem periodicidadade, isto é, φ (0,x) =

φ (β,x). Como nosso objetivo consiste em obter as correções quânticas para a massa

térmica a um laço, nós podemos expandir o termo de interação na exponencial até a

primeira ordem em λ, onde obtemos

e−SE(β) ∼ e−S
(F )
E (β)

1− λ

4!

β∫
0

d4zφ4(z)

 , (44)

onde e−S
(F )
E (β) é a ação euclideana livre. Calculamos agora a quantidade

I(x, y) = Z (β) ∆(1)(x− y)

=

∫
[dφ]φ(x)φ(y)e−S

(F )
E (β)

1− λ

4!

β∫
0

d4zφ4(z)

 . (45)

temos que ∆(1)(x − y) consiste na aproximação de primeira ordem para o propagador

∆(x− y). Utilizando o teorema de Wick
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〈φ(x)φ(y)φ4(z)〉 = 12〈φ(x)φ(z)〉〈φ(y)φ(z)〉〈φ2(z)〉

+ 3〈φ(x)φ(y)〉〈φ2(z)〉2, (46)

e

〈φ4(z)〉 = 3〈φ2(z)〉2, (47)

notamos que a integral I(x, y) torna-se agora

I(x, y) = Z (β)

∆(x− y)− λ

2

β∫
0

d4z∆F (x− y)∆F (z = 0)∆F (z − y)

− λ

8

β∫
0

d4z∆F (x− y)∆2
F (z = 0)

 . (48)

A função de partição completa deve também ser expandida à mesma ordem de λ,

de modo que obtemos o seguinte resultado

Z (β) =

∫
[dφ]φ(x)φ(y)e−S

(F )
E (β)

1− λ

4!

β∫
0

d4zφ4(z)

 (49)

= Z (β)

1− λ

8

β∫
0

d4z∆2
F (z = 0)

 .

Dividindo a Eq. (45) por (49) e descartando o termo de O(λ), nós encontramos o seguinte

resultado para o propagador

∆(x− y) = ∆F (x− y)− λ

2

β∫
0

d4z∆F (x− y)∆F (z = 0)∆F (z − y). (50)

Tomando a transformada de Fourier da equação (50) e fazendo uso do teorema de Con-

volução da transformada de Fourier, encontramos que
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∆(iωn,k) = ∆F (iωn,k)− λ

2
∆F (iωn,k)

(
T
∑
m

∫
d3k′

(2π)3 ∆F (iωm,k
′)

)
∆F (iωn,k). (51)

Podemos agora usar a equação (51) para obter a correção perturbativa de primeira ordem

para a auto energia, definida por

∆−1(iωn,k) = ∆−1
F (iωn,k) + Π(iωn,k). (52)

Deduzimos que para a primeira ordem de λ, a expressão para Π é independente do mo-

mento e é dada por

Π =
λT

2

∑
m

∫
d3k

(2π)3 ∆F (iωm,k). (53)

Como próximo passo, precisamos agora efetuar a soma sobre as frequências de

Matsubara ωn. Para que possamos fazê-la de um modo mais simples, faremos uso da

representação mista do propagador de Matsubara, conforme definido em (37) . Assim

temos que

Π =
λT

2

∑
m

∫
d3k

(2π)3

β∫
0

dτeiωnτ∆F (τ,k)

=
λT

2

β∫
0

dτ
∑
m

eiωnτ
∫

d3k

(2π)3 ∆F (τ,k)

=
λ

2

β∫
0

dτ
∑
p

δ (τ − pβ)

∫
d3k

(2π)3 e
iωnτ∆F (τ,k)

=
λ

2

∫
d3k

(2π)3

1

2ωk
(1 + 2nk) = Π0 + ΠT , (54)

onde Π0 é a auto-energia em T = 0 e ΠT corresponde a parte dependente da temperatura

na auto-energia. Aqui usamos a propriedade

∆F (τ − β,k) = ∆F (τ,k), (55)

ao longo do intervalo [0, β] . Como já dissemos, a auto-energia pode ser interpretada como
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uma correção para a massa que pode ser escrita do seguinte modo

m2
R = m2 + Π, (56)

onde Π = Π0 + ΠT e, m2
R correspondendo a massa efetiva em temperatura finita. A Eq.

(53) é divergente no ultravioleta. Em T = 0, o termo Π0,

Π0 =
λ

2

∫
d3k

(2π)3

1

2ωk
, (57)

é quadraticamente divergente, mas ΠT ,

ΠT =
λ

2

∫
d3k

(2π)3

nk
ωk

, (58)

é finito devido ao fator de distribuição de Bose-Einstein. Para tratar da divergência no

termo Π0, podemos introduzir um contratermo de massa na ação euclideana tal que

m2 −→ m2 + δm2, (59)

que deve cancelar todos os termos divergentes da auto-energia, isto é

δm2 = −Π0. (60)

Assim, obtemos a massa efetiva renormalizada como

m2
R = m2 + ΠT = m2 +

λ

2

∫
d3k

(2π)3

nk
ωk
. (61)

1.2.2 O Potencial Efetivo para um Campo Escalar Neutro

Nesta seção, faremos uma breve revisão do cálculo do potencial efetivo a tempe-

ratura finita. No formalismo de tempo imaginário, a única diferença formal entre teoria

de campos a temperatura zero e a temperatura finita, é a forma das funções de Green,

ou propagadores, os quais são modificados na presença de um meio térmico, como vi-

mos explicitamente nas seções acima. Os vértices a temperatura finita são exatamente os
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mesmos que em temperatura zero. Assim, dada uma teoria quântica de campos, efetua-

mos nossos cálculos de interesse termodinâmico via diagramas de Feynman. Os cálculos

diagramáticos podem ser feitos de maneira análoga aos feitos à temperatura zero. A

única diferença é que os valores de energia são quantizados e as integrais sobre energias

intermediárias tem de ser substitúıdas por somas sobre valores discretos, ou seja

∫
d4kE

(2π)4 →
1

β

∑
n

∫
d3kE

(2π)3 . (62)

Primeiramente, recordamos a expressão do potencial efetivo Euclideano para teoria

λφ4 na aproximação de um laço, a qual está deduzida em diversos livros-texto, como por

exemplo [13,14], o que nos dá o resultado básico

Veff
(
φ̄
)

=
1

2
m2φ̄2 +

λ

4!
φ̄4 + ∆Vβ, (63)

onde φ̄ éuma configuração de campo constante, φ̄ ≡ 〈φ〉, e

∆Vβ =
1

2

∫
d4kE

(2π)4 ln

(
k2
E +m2 +

λ

2
φ̄2

)
, (64)

é a correção ao ńıvel de um laço para o potencial clássico.

Fazendo uso de (62) e de

k4
E → ωn =

2πn

β
(65)

o potencial efetivo calculado até a ordem de um laço a temperatura finita torna-se

Veff
(
φ̄
)

=
1

2
m2φ̄2 +

λ

4!
φ̄4 +

1

2β

+∞∑
n=−∞

∫
d3kE

(2π)3 ln
(
ω2
n + ω2

k

)
, (66)

onde definimos ω2
k = k2

E + m2 + λ
2
φ̄2. A soma das frequências de Matsubara ωn em (66)

pode ser feita usando a identidade [2]

+∞∑
n=−∞

ln(ω2
n + ω2

k) = 2β

[
ωk
2

+
1

β
ln
(
1− e−βωk

)]
+ termos independentes de ωk (67)

o que, portanto nos da para a Eq. (63) o resultado
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Veff
(
φ̄
)

=
1

2
m2φ̄2 +

λ

4!
φ̄4 +

∫
d3kE

(2π)3

[
ωk
2

+
1

β
ln
(
1− e−βωk

)]
. (68)

A integral sobre o primeiro termo na expressão acima é a correção para o potencial efetivo

a um laço a em T = 0,

∫
d3kE

(2π)3

ωk
2

=
1

2

∫
d4kE

(2π)4 ln

(
k2
E +m2 +

λ

2
φ̄2

)
. (69)

A integral nos momentos na expressão acima diverge no ultravioleta. A eliminação/renormalização

dessa divergência aparecendo na teoria em T = 0 é padrão em teoria quântica de campos

e se dá pela introdução de contratermos na massa e constante acoplamento no potencial

original do modelo da forma usual como dada nos livros textos (ver por exemplo [13–15]).

A parte dependente da temperatura na expressão do potencial efetivo em (68) é

finita e pode ser escrita como

∫
d3kE

(2π)3

1

β
ln
(
1− e−βωk

)
=

1

2π2β4
JB
[
m
(
φ̄
)
β
]
, (70)

onde escrevemos m2
(
φ̄
)

= m2 + λ
2
φ̄2 e a função JB

[
m
(
φ̄
)
β
]

é definida como

JB [y] =

∞∫
0

dxx2 ln
(

1− e
√
x2+y2

)
. (71)

A integral acima, que é o potencial efetivo bosônico térmico, admite uma expansão em

altas temperaturas, para y � 1, a qual é dada por [2]

JB [y] = −π
4

45
+
π2

12
y2 − π

6

(
y2
)3/2 − 1

32
y4 ln

(
y4

ab

)
−2π7/2

∞∑
l=1

(−1)l
ζ (2l + 1)

(l + 1)!
Γ

(
l +

1

2

)(
y2

4π2

)l+2

, (72)

onde ab = 16π2e3/2−2γ, ln (ab) = 5.4076 e ζ(x) é a função zeta de Riemann.

Dentro da aproximação de altas temperaturas dada pela Eq. (72), a expressão do

potencial efetivo na teoria λφ4 fica (desprezando termos independentes de φ̄ e mantendo

até ordem mais baixa em (72)),
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Veff
(
φ̄
)

=
1

2
m2φ̄2 +

λ

4!
φ̄4 +

λ

48
T 2φ̄2. (73)

Da equação acima, minimizando em relação ao campo, encontramos o valor esperado do

campo como função da temperatura:

∂Veff
∂φ̄

∣∣∣
φ̄=φ̄(T )

= 0 −→ φ̄2(T ) = −6m2

λ
− T 2

4
, ou φ̄2 = 0 . (74)

Notemos que da solução dependente de temperatura, na situação clássica de quebra es-

pontânea de simetria do potencial clássico, ou seja, quando m2 = −|m2|, o resultado

acima expressa como o vácuo com simetria quebrada, φ̄ 6= 0, restaura a simetria, φ̄ = 0,

quando a temperatura aumenta, o que nos leva a obtenção de uma temperatura cŕıtica

de restauração de simetria (transição de fase) definida por

T 2
c =

24|m2|
λ

, (75)

acima da qual φ̄(T ) = 0.

1.3 Campo Escalar Carregado

Para o caso de um campo escalar carregado com simetria U(1), levando em conta

cargas de Noether conservadas devido a simetria cont́ınua, trabalhamos no ensemble Gran

Canônico, onde desejamos obter a função de partição neste ensemble. Temos que

Z = Tr exp−
[
β(H′−µiQi)

]
, (76)

onde Qi é um conjunto de operadores número conservados, com multiplicadores de La-

grange expressos pelos potenciais qúımicos µi. Podemos formular uma expressão para a

função de partição Gran Canônica no formalismo Hamiltoniano para as integrais de tra-

jetória como fizemos no caso do campo escalar neutro, desta vez fazendo a substituição

H → H′−µiQi . Uma vez que estamos considerando um campo escalar carregado, este

tem de ser necessariamente complexo. Para a teoria livre tendo a seguinte densidade de

Lagrangiana no espaço de Minkowski:
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L (φ, φ∗) = (∂µφ) (∂µφ∗)−m2φφ∗, (77)

que tem claramente uma simetria U(1),

φ→ eiαφ, (78)

levando a seguinte corrente de Noether conservada no espaço de Minkowski

jµ = φ∂µφ
∗ − φ∗∂µφ (79)

A componente temporal de jµ nos fornece a carga conservada

Q =

∫
d3xj0. (80)

Como é usual em teoria quântica de campos, nós decompomos o campo φ em sua parte

real e imaginária fazendo

φ =
φ1 + iφ2√

2
.

Aplicamos o mesmo procedimento ao seu conjugado complexo, o que nos fornece para

a densidade de Hamiltoniana em termos das componentes real e imaginária do campo e

momento conjugado,

H =
1

2
π2

1 +
1

2
π2

2 +
1

2
(∇φ1)2 +

1

2
(∇φ2)2 +

1

2
m2
(
φ2

1 + φ2
2

)
, (81)

e para a densidade de carga

Q = (φ2π1 − φ1π2). (82)

A presença da quantidade conservada Q indica a existência de um potencial associado µ.

Combinando as Eq. (81) e (82) junto com a Eq. (76) , a integral de trajetória para a

função de partição Gran Canônica toma a seguinte forma
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Z[β, µ] =

∫
[dφ1] [dφ2]

∫
[dπ1] [dπ2] exp

{∫
d4x

[
i(π1φ̇1 + π2φ̇2)

− H (φi, πi) + µ(φ1π2 − φ2π1)]} . (83)

Efetuando a integração em πi e redefinindo φi em relação as quantidades originais

φ e φ∗, nós obtemos que

Z[β, µ] =

∫
[dφ] [dφ∗] exp

{∫
d4xφ

[
(
∂

∂τ
− µ)2 +∇2 +m

2
]
φ∗
}
. (84)

Podemos notar que o efeito do potencial qúımico consiste em provocar o deslocamento

iωn → iωn + µ, que por sua vez altera o propagador de Matsubara que passa a adquirir

a seguinte forma

∆F (iωn,k) =
1

(iωn + µ)2 + ω2
k

. (85)

De modo similar, o propagador misto também tem sua forma alterada. Com potencial

qúımico diferente de zero temos

∆F (τ,k) = T
∑
n

e−iωnτ∆F (iωn,k)

=
1

2ωk

[(
1 + n−k

)
e−(ωk−µ)τ + n+

k e
(ωk+µ)τ

]
, (86)

onde

n±k =
1

eβ(ωk±µ) − 1
, (87)

é a função de distribuição de Bose-Einstein na presença de potencial qúımico. O propa-

gador de Matsubara pode ser obtido novamente ao se efetuar a transformação de Fourier

do propagador misto com respeito ao tempo euclideano τ , conforme feito em (39).

1.3.1 Potencial Efetivo para Campo Carregado

Nesta seção, nós mostramos como podemos encontrar uma expressão para o po-

tencial efetivo a um laço na presença de carga. Mostraremos que a aproximação a um laço
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é relativamente simples de se obter. Este objeto mostra-se bastante útil pois, por meio

do potencial efetivo podemos derivar todas as quantidades termodinâmicas, como energia

livre, entropia e pressão para o sistema. O ponto de partida para os nossos cálculos é a

função de partição Gran Canônica dada por

Z (β,Ω, Ji, µi) = Tr {exp [−β(H′ − µiQi)]} , (88)

onde nós escrevemos explicitamente a função de partição Gran Canônica como sendo

uma função do inverso da temperatura β, do volume do sistema Ω, das fontes externas Ji,

introduzidos para evidenciar os campos, e dos potenciais qúımicos µi. O Hamiltoniano

H′ consiste em dois pedaços: o Hamiltoniano ordinário H e as fontes acopladas a todas

os campos externos,

H′ ≡ H − Ji
βΩ

∫
d3xφi(x). (89)

O Hamiltoniano acima possui uma simetria global resultante de uma carga de Noether

conservada Qi. A inclusão de cargas conservadas nos resultados é obtida por meio da

condição de v́ınculo termodinâmica dada por

Q̄i≡ 〈Qi〉 =
1

β

∂

∂µi
lnZ. (90)

Para isso, definimos a tranformação de Legendre

Γ(φ̄i, µi) ≡ − lnZ(Ji, µi)− Jiφi ≡ W (Ji, µ)− Jiφ̄i. (91)

A vantagem desta transformação é que Γ não é mais função das fontes externas. Para

que o lado direito de (91) também não seja mais função dos Ji, requeremos que

∂W

∂Ji

∣∣∣∣
µi

= φ̄i. (92)

Aplicando isto junto com a definição de Z, dada em (88), encontramos
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∂W

∂Ji
= − 1

Z
Tr

[∫
d3xφi(x)e−β(H′−µiQi)

]
,

φ̄i ≡ Ω

∫
d3x 〈φi(x)〉Ji ,

φ̄i = 〈φi(x)〉Ji , (93)

que nos dá o valor esperado no vácuo para o campo φ na presença de fontes. Claramente,

〈φi(x)〉0 é a quantidade de interesse f́ısico, uma vez que estamos interessados em problemas

onde não há fontes externas.

Uma equação mais relevante segue da definição da transformação de Legendre. Se

variarmos ambos os lados de (91) por fazer uma pequena variação em φi, mantendo µi

fixo, definimos

δΓ =
∂W

∂Ji

∣∣∣∣
µi

∂Ji
∂φ̄i

∣∣∣∣
µi

¯δφi +
∂Ji
∂φ̄j

∣∣∣∣
µi

δφ̄iφ̄j − Jiδφ̄i. (94)

Se não houvesse carga fixa, ou equivalentemente, potencial qúımico, paraŕıamos aqui. O

ponto seria que em β e Ω fixos, gostaŕıamos que ∂Γ
∂φ̄i

fosse zero, uma vez que é igual a Ji

e, no caso de interesse Ji = 0. Entretanto, com uma carga fixa, uma pequena variação

arbitrária em Γ é

δΓ =
∂Ji
∂φ̄i

∣∣∣∣
µi

¯δφi +
∂Ji
∂µi

∣∣∣∣
φ̄i

δµi. (95)

Queremos a carga fixa, não o potencial qúımico, de modo que não é verdade que os

pontos estacionários de Γ são estados fisicamente relevantes. Por isso, fazemos mais uma

tranformação de Legendre e definimos a energia livre como

F
(
φ̄i, Q̄i

)
≡ 1

β
Γ (φ, µi) + µiQ̄i. (96)

A equação de v́ınculo (90) nos diz que F independe de µi. Além do mais, em Q̄i fixos, o

sistema estará em um estado de equiĺıbrio quando F está em seu mı́nimo.

Coletando estas várias definições acima, escrevemos o potencial efetivo em tempe-

ratura e densidade finitas como
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Veff =
F

Ω

= − 1

βΩ

(
lnZ + Jiφ̄i

)
+
µiQ̄i

Ω
. (97)

Em temperatura, volume, e cargas fixos, Veff deve ser minimizado com respeito a µi

e φ̄i. Lembramos que aqui, nós escrevemos os campos complexos em termos de suas

componentes reais da seguinte forma

φ =
φ1 + iφ2√

2
. (98)

Para que possamos encontrar o potencial efetivo para o nosso modelo, precisamos

determinar uma expressão para a ação efetiva. Partindo da função de partição

Z[Ji] =

∫ ∏
i

[dφi]
∏
i

[dπi]

× exp

{∫ β

0

dτ

∫
d3x

[
iπiφ̇i − (H′ − µiQi)

]}
, (99)

a integral funcional é realizada sobre os campos φi e os momentos conjugados πi. Como

estamos interessados em investigar o sistema em temperatura finita, a integral sobre o

tempo euclideano percorre o intervalo de 0 a β. O Hamiltoniano acima é invariante sobre

uma simetria global SO(2). Esta simetria é gerada pela integral sobre todos os espaços

da densidade de carga:

Qk ≡ φiπj − φjπi. (100)

Efetuando a integral sobre os momentos conjugados πi, obtemos

Z[Ji] = N

∫ ∏
i

[dφi] exp (−S[φi, Ji]) , (101)

onde N é uma constante e S é a ação. Expandindo a ação em torno de uma configuração

de campo constante: φi = φ̄i, temos
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S = S(0) + S(1) + S(2) + termos de ordem superior

= S0[φ̄i, Ji] +

∫
d4x

δS[φi(x)− φ̄i]
δφi(x)

∣∣∣∣
φi=φ̄i

[
φ− φ̄i(x)

]
+

1

2

∫
d4xd4y

[
φi − φ̄i(x)

] δ2S[φi(x)− φ̄i]
δφi(x)δφi(y)

∣∣∣∣
φi=φ̄i

[
φi − φ̄i(y)

]
+ .... (102)

Há duas razões para fazermos a expansão em torno de φi = φ̄i. A primeira é que, como

vimos acima, no fim dos cálculos φ̄i corresponde ao valor esperado no vácuo para os

campos φi. Os campos φi oscilarão em torno deste vácuo com amplitude proporcional a

} (quando este é restaurado nas expressões acima, lembrando que assumimos do ińıcio as

unidades naturais c = kB = } = 1) e, no limite que } é pequeno, é razoável assumir que

estas oscilações serão também pequenas. A segunda razão é que veremos que tal expansão

torna especialmente fácil inverter a Eq. (92), que determina os Ji em termos de φ̄i.

Até agora não foi necessário fazer nenhuma escolha espećıfica para o potencial.

Definimos por enquanto apenas de um modo bem geral o potencial do campo escalar

como U0 (φi), onde requer-se somente que seja função de φ2
i ou no máximo φ4

i . Fazendo o

shift φ′i = φi− φ̄i, temos que a contribuição de ordem zero para a ação calculado em φ̄i é:

S(0)(φ̄i) = S0[φ̄i, Ji] = βΩ

[
U0(φ̄i)−

1

2
µ2
i φ̄

2
i

]
+ Jiφi, (103)

e para o termo de primeira ordem temos

S(1)(φ̄i) =

∫ β

0

dτ

∫
d3xφ′(x)

[
∂U(φ)

∂φ

∣∣∣∣
φi=φ̄i

− µφ̄i +
Ji
βΩ

]
. (104)

A contribuição de segunda ordem para a ação é

S(2) = βΩUct(φ̄) +
1

2

∫
d4xd4yφ′i(x)Mijφ

′
j(y), (105)

onde

Mij =
δ2S

δφ′i(x)δφ′j(y)
. (106)

O primeiro termo do lado direito de (105) representa os contra-termos, calculados

em φi = φ̄i, inclúıdos de tal modo a cancelar as divergências ultravioletas que podem
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surgir no cálculo do potencial efetivo. Os elementos da matriz Mij correspondem as

segundas derivadas funcionais da ação na Eq. (102) com respeito a φ′i(x) e φ′i(y).

A aproximação a um laço do potencial efetivo corresponde a negligenciar todos

os termos na ação de ordem superior a S(2), isto é, todos aqueles de ordem superior ao

quadrático em φ′i (e qualquer desvio de φi = φ̄i nos contra-termos). Nesta aproximação,

W ≡ − lnZ(1) ' S(0) − ln

[∫ ∏
i

[dφ′i] exp
(
−S(1) − S(2)

)]
. (107)

Podemos escolher os Ji de tal forma que o termo linear S(1) na ação se anule. Uma vez

que fixamos Ji, temos uma expressão manejável para a função de partição em um laço,

que pode ser inserida na equação (97) para obtermos o potencial efetivo

Veff = U0(φ̄)− 1

2
µ2
i φ̄

2
i −

1

βΩ
lnZ(1), (108)

onde

Z(1) =

∫ ∏
i

[dφ′i] exp

[
1

2

∫
d4xd4yφ′i(x)Mijφ

′
j(y)

]
. (109)

Podemos ainda fazer uso da seguinte relação

Z(1) =

∫ ∏
i

[
dφ′i,n

]
exp

(
−1

2

∑
n

∫
d3xφ′i,n(x)Mijφ

′,
j,n(y)

)
=

N ′

|detM|1/2
,

onde N ′ é uma constante infinita independente de β que iremos absorver sobre

toda a normalização da integração funcional e usamos a relação detA = exp (Tr lnA)

para trazer o determinante na exponencial. Notamos que esta expressão para Z(1) é

exatamente a que teŕıamos obtido se tivéssemos iniciado nossos cálculos sem a inclusão

de qualquer termos de fontes. Expandimos sobre os campos constantes φ̄i e mantivemos

somente os termos quadráticos. O formalismo que apresentamos nesta seção tem três

propostas básicas: I) convencer-nos de que devemos minimizar a expressão completa para

o potencial efetivo com respeito a φ̄i; II) convencer-nos que 〈φi〉 = φ̄i; III) prover-nos uma

prescrição, ou pelo menos o ponto de partida para o cálculo das correções de mais alta

ordem para o potencial efetivo. No próximo caṕıtulo mostraremos uma expressão para o

potencial efetivo para o modelo de dois campos escalares complexos, que é o modelo que

estaremos trabalhando ao longo desta tese.
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2 ESTRUTURA DE FASES E POTENCIAL EFETIVO

Neste caṕıtulo nós investigamos em detalhes como a presença de carga afeta a es-

trutura de fases de uma teoria de campos interagentes. Para atingir este objetivo determi-

namos uma expressão para o potencial efetivo a um laço para o modelo considerado, uma

vez que este objeto em temperatura e densidade finita deve ser minimizado em relação ao

valor esperado do campo e do potencial qúımico. Na seção 2.1 derivamos uma expressão

exata para o potencial efetivo para o modelo de campos escalares interagentes. Na seção

2.2 mostramos uma discussão a respeito do limite de altas temperaturas e derivamos a

expressão para o potencial efetivo neste limite. Na seção 2.3 analisamos qualitativamente

como a presença de carga afeta a estrutura de fases da teoria. Os cálculos realizados neste

caṕıtulo consistem em uma extensão do que foi feito em [16]

2.1 Potencial Efetivo a um laço para Modelo de Dois Campos Escalares

Complexos Interagentes

Vamos agora fazer uso do formalismo apresentado na seção anterior para calcular

o potencial efetivo para o modelo onde dois campos escalares interagem entre si por

meio de um termo quadrático nos campos. Para este modelo, tomamos a densidade de

Lagrangiana euclideana é da seguinte forma

L (φ, φ∗, ψ, ψ∗) = (∂µφ) (∂µφ)∗ +m2
φφ

2 +
λφ
4

(φφ∗)2

+ (∂µψ) (∂µψ)∗ +m2
ψψ

2 +
λψ
4

(ψψ∗)2 + λ(φφ∗)(ψψ∗). (110)

Como passo usual para o cálculo de potencial efetivo a um laço, vamos começar por

decompor os campos φ e ψ na Eq. (110) em termos de campos de fundo (que, sem perda de

generalidade, podem ser tomados como campos reais constantes) φ0 e ψ0, respectivamente,

e flutuações φ1,2 e ψ1,2, tal que

φ =
1√
2

(φ0 + φ1 + iφ2),

ψ =
1√
2

(ψ0 + ψ1 + iψ2). (111)

Quando substitúımos (111) em (110) nós mantemos apenas os termos quadráticos nos

campos de flutuação para o cálculo do potencial efetivo a um laço para os campos de
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fundo, como descrito no Caṕıtulo anterior. Para este caso, a ação é dada por

S =

∫ β

0

dτ

∫
d3x

[
L0 + Lflut −

1

2
µ2
φ

(
φ2

0 + 2φ0φ1 + φ2
1 + φ2

2

)
− 1

2
µ2
ψ

(
ψ2

0 + 2ψ0ψ1 + ψ2
1 + ψ2

2

)
− Jφi

βΩ
φi −

Jψi
βΩ

ψi − µφQφ − µψ Qψ
]
, (112)

onde Qφ =
(
φ1π

φ
2 − π

φ
2φ1

)
e Qψ =

(
ψ1π

ψ
2 − π

ψ
2 ψ1

)
. Temos que a densidade de Lagran-

giana pode ser dividida em um termo que só depende dos campos de fundo,

L0 =
m2
φ

2
φ2

0 +
m2
ψ

2
ψ2

0 +
λφ
16
φ4

0 +
λψ
16
ψ4

0 +
λ

4
φ2

0ψ
2
0 , (113)

e num outro termo que depende quadraticamente nas flutuações em φ e ψ,

Lflut =
1

2
(∂µφ1)2 +

1

2
(∂µφ2)2 +

1

2
(∂µψ1)2 +

1

2
(∂µψ2)2

+
m2
φ

2

[
2φ0φ1 + φ2

1 + φ2
2

]
+
λφ
16

[
6φ2

0φ
2
1 + 2φ2

0φ
2
2

]
+

m2
ψ

2

[
2ψ0ψ1 + ψ2

1 + ψ2
2

]
+
λψ
16

[
6ψ2

0ψ
2
1 + 2ψ2

0ψ
2
2

]
+

λ

4

[
2ψ0φ

2
0ψ1 + φ2

0(ψ2
1 + ψ2

2) + 2φ0ψ
2
0φ1 + 4φ0ψ0φ1ψ1 + ψ2

0(φ2
1 + φ2

2)
]
. (114)

Expandindo a ação em (112) temos

S = S(0) + S(1) + S(2) + termos de ordem superior

= S0 +

∫
d4x

[
δS[φ′i(x), ψ′i(x)]

δφ′i(x)

∣∣∣∣
φi=φ̄i

φ′i(x) +
δSψ′i(x)

δψ′i(x)

∣∣∣∣
ψi=ψ̄i

[ψ′i(x)]

]

+
1

2

∫
d4xd4y

[
φ′i(x)

δ2S [φ′i(x), ψ′i(x)]

δφ′i(x)δφ′j(y)

∣∣∣∣
φi=φ̄i

φ′i(y)

+ ψ′i(x)
δ2S [φ′i(x), ψ′i(x)]

δψ′i(x)δψ′j(y)

∣∣∣∣
φi=φ̄i

ψ′i(y)

]
. (115)

Devemos relembrar que, conforme exposto no Caṕıtulo anterior, podemos escolher os

termos de fonte Jφi e Jψi de tal forma a cancelarem os termos de primeira ordem na

expansão da ação. Com estas definições, podemos usar a Eq. (108) para escrever uma
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expressão para o potencial efetivo na aproximação de um laço como sendo

Veff ≈ U(φ0, ψ0)−
µ2
φ

2
φ2

0 −
µ2
ψ

2
ψ2

0 +
µφQ̄φ

Ω
+
µψQ̄ψ

Ω
− 1

βΩ
lnZ(1)(φi, ψi) , (116)

com

Z(1)(φi, ψi) =
N ′

detM1/2
. (117)

Os elementos da matriz M em (117) são

M =


∂2 +m2

φ +
3λφφ

2
0

4
− µ2

φ iµφ∂τ λφ0ψ0 0

−iµφ∂τ ∂2 +m2
φ +

λφφ
2
0

4
− µ2

φ 0 0

λφ0ψ0 0 ∂2 +m2
ψ +

3λψψ
2
0

4
− µ2

ψ iµψ∂τ

0 0 −iµψ∂τ ∂2 +m2
ψ +

λψψ
2
0

4
− µ2

ψ

 .
(118)

Podemos ir para o espaço dos momentos para calcular o determinante da matriz em (118).

Efetuando este passo obtemos o seguinte resultado

detM =
[(
k2 + ω2

n

)
− µ2

φ + U ′′φ1
] [(

k2 + ω2
n

)
− µ2

φ + U ′′φ2
] [(

k2 + ω2
n

)
− µ2

ψ + U ′′ψ1

]
×

[(
k2 + ω2

n

)
− µ2

ψ + U ′′ψ2

]
− µ2

ψω
2
n

[(
k2 + ω2

n

)
− µ2

φ + U ′′φ1
] [(

k2 + ω2
n

)
− µ2

φ + U ′′φ2
]

− µ2
φω

2
n

[(
k2 + ω2

n

)
− µ2

ψ + U ′′ψ1

] [(
k2 + ω2

n

)
− µ2

ψ + U ′′ψ2

]
+ µ2

φµ
2
ψω

4
n

− λ2φ2
0ψ

2
0

[(
k2 + ω2

n

)
− µ2

φ + U ′′φ2
] [(

k2 + ω2
n

)
− µ2

ψ + U ′′ψ2

]
, (119)

onde ωn são as frequências de Matsubara e os termos para as derivadas dos potenciais U

tem a seguinte forma

U ′′φ1 = m2
φ +

3λφ
4
φ2

0 +
λ

2
ψ2

0

U ′′φ2 = m2
φ +

λφ
4
φ2

0 +
λ

2
ψ2

0

U ′′ψ1
= m2

ψ +
3λψ

4
ψ2

0 +
λ

2
φ2

0

U ′′ψ2
= m2

ψ +
λψ
4
ψ2

0 +
λ

2
φ2

0 (120)

Fazemos algumas manipulações na expressão da Eq. (119) para que possamos escrever o
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determinante como um polinômio das frequências de Matsubara tal que

detM=
{
ω4
n +

[
U ′′φ1 + U ′′φ2 − 2µ2

φ + 2k2 − 2λφ2
0

]
ω2
n +

[(
k2 + U ′′φ2 − µ

2
φ

) [(
k2 + U ′′φ1 − µ

2
φ

)]]}
×
{
ω4
n +

[
U ′′ψ1

+ U ′′ψ2
− 2µ2

ψ + 2k2 − 2λψ2
0

]
ω2
n +

[(
k2 + U ′′ψ2

− µ2
ψ

) (
k2 + U ′′ψ1

− µ2
ψ

)]}
− λ2φ2

0ψ
2
0

[(
k2
φ + ω2

n

)
− µ2

φ + U ′′φ2
] [(

k2
ψ + ω2

n

)
− µ2

ψ + U ′′ψ2

]
. (121)

Podemos ainda decompor os polinômios de ordem ω4
n em polinômios de ordem ω2

n. Fazendo

isto obtemos

detM = ln
[(
ω2
n + iαωn + γ

) (
ω2
n − iαωn + γ

) (
ω2
n + iνωn + ζ

) (
ω2
n − iνωn + ζ

)]
, (122)

onde

α2 = 2

[
k2 + µ2

φ +
1

2
(U ′′φ1 + U ′′φ2)− γ

]
, (123)

γ2 =
(
k2 + U ′′φ1 − µ

2
φ

) (
k2 + U ′′φ2 − µ

2
φ

)
, (124)

ν2 = 2

[
k2 + µ2

ψ +
1

2
(U ′′ψ1

+ U ′′ψ2
)− ζ

]
, (125)

ζ2 =
(
k2 + U ′′ψ1

− µ2
ψ

) (
k2 + U ′′ψ2

− µ2
ψ

)
. (126)

Após efetuarmos a soma sobre as frequências de Matsubara encontramos o seguinte

resultado para o potencial efetivo

Veff =

(
const

βΩ

)
Vtree + Vtermico + Vponto zero (127)

com a contribuição ao ńıvel de árvore (zero laço) dada por

Vtree = U(φ0, ψ0)− 1

2
µ2
φφ

2
0 −

1

2
µ2
φψ

2
0 + µφ

Q̄φ

Ω
+ Uct(φ0, ψ0), (128)

onde

U(φ0, ψ0) =
m2
φ

2
φ2

0 +
m2
ψ

2
ψ2

0 +
λφ
16
φ4

0 +
λψ
16
ψ4

0 +
λ

4
φ2

0ψ
2
0, (129)

a contribuição para a parte térmica do potencial efetivo é dada por
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Vtermico =
1

β

∫
d3k

(2π)3

{
ln
[(

1− e−βE
φ
+

)(
1− e−βE

φ
−

)]
+ ln

[(
1− e−βE

ψ
+

)(
1− e−βE

ψ
−

)]}
,

(130)

e a energia de ponto zero é

Vponto zero =

∫
d3k

(2π)3

Eφ
+(k) + Eφ

−(k) + Eψ
+ + Eψ

−

2
(131)

onde Eφ
± e Eψ

± são dados por

E±φ (k) =

√
γ +

α2

4
± α

2
,

E±ψ (k) =

√
ζ +

ν2

4
± ν

2
. (132)

Podemos ainda escrever os termos acima, usando as Eqs. (123)-(126), da forma

(E±φ (k))2 = k2 + µ2
φ +

1

2
(U ′′φ1 + U ′′φ2) (133)

±
{

2µ2
φ

[
2k2 + (U ′′φ1 + U ′′φ2)

]
+

1

4

[
U ′′φ1 − U

′′
φ2

]}1/2

,

(E±ψ (k))2 = k2 + µ2
ψ +

1

2
(U ′′ψ1

+ U ′′ψ2
) (134)

±
{

2µ2
ψ

[
2k2 + (U ′′ψ1

+ U ′′ψ2
)
]

+
1

4

[
U ′′ψ1
− U ′′ψ2

]}1/2

.

Estas energias de excitação podem ainda ser reescritas em uma forma mais conveniente

como se segue

(Eφ
±(k))2 = k2 + µ2

φ + m̃2
φ ±

{
4µ2

φ

(
k2 + m̃2

φ

)
+ m̃4

φδ
2
}1/2

, (135)

(Eψ
±(k))2 = k2 + µ2

ψ + m̃2
ψ ±

{
4µ2

ψ

(
k2 + m̃2

ψ

)
+ m̃4

ψη
2
}1/2

, (136)

onde definimos
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m̃2
φ ≡ m2

φ(1 + 2δ), (137)

m̃2
ψ ≡ m2

ψ(1 + 2η), (138)

com

δ =
λφ

4m2
φ

φ2
0 +

λ

4m2
φ

ψ2
0, (139)

η =
λψ

4m2
ψ

ψ2
0 +

λ

4m2
ψ

φ2
0. (140)

O termo dado pela Eq. (131) possui uma divergência no ultravioleta. Este infinito pode

ser regularizado se introduzimos um corte nos momentos no ultravioleta dado por Λ e

requerer que |k| < Λ. Não entraremos em detalhes sobre tais infinitos. Apenas vale

destacar que tais infinitos serão eliminados por meio dos termos em Uct(φ0, ψ0) e que os

infinitos da energia de ponto zero é independente do potencial qúımico [16]. Na próxima

seção, veremos como obter uma expressão anaĺıtica aproximada para o potencial efetivo

quando consideramos o limite de alta temperatura para as integrais na Eq. (130).

2.2 Tomando o Limite de Alta Temperatura

Na seção anterior, mostramos como calcular uma expressão para o potencial efetivo

a um laço para o modelo de dois campos escalares complexos interagentes. Um dos motivos

que torna o formalismo do potencial efetivo especialmente atraente é sua conexão com

a estrutura de fases, isto é, a estrutura que geralmente aparece em altas temperaturas

modificando os aspectos de simetria da transição de fase no modelo. Para verificarmos

esta estrutura, examinaremos o limite de alta temperatura da Eq. (127). Antes de

começarmos nossa discussão para este limite, faremos algumas observações importantes

sobre a expansão da expressão exata (127) para Veff .

Em primeiro lugar, olhemos mais atentamente para as integrais de um laço para

Vponto zero e Vtérmico. Note que a contribuição de ponto zero não tem dependência expĺıcita

da temperatura. No entanto, em alta temperatura, este termo tornar-se-á moderadamente

dependente da temperatura devido a renormalização da massa. Todavia, na aproximação

que estamos considerando, esta dependência induzida permanecerá suprimida pelas au-

tointerações. Uma vez que a outra contribuição, Vtérmico, é muito maior, a contribuição

de ponto zero não será significativa, podendo ser desprezada, como de fato faremos em

nossa discussão para este trabalho. Em um trabalho, em preparação, compararemos os
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resultados numéricos completos com o objetivo de testar a validade desta aproximação.

Em segundo lugar, consideremos Vtérmico em maiores detalhes. Note que o inte-

grando (com peso k2) anula-se nos limites em que k → ∞ e k → 0. Ele é maximizado

quando E±φ,ψ e k são ambos comparáveis a temperatura. Isto é exatamente o esperado

para as distribuições térmicas em função da temperatura: aquelas excitações com energia

f́ısica E±φ,ψ ∼ T predominam.

Finalmente, como ocorre com qualquer cálculo perturbativo, o resultado somente

é válido quando a teoria de perturbação converge. Assim sendo, devemos evitar as di-

vergências de infravermelho que contaminam a teoria próximo ao ponto cŕıtico. Isto

significa que devemos nos restringir a valores de φ0, ψ0 e T tal que

λφφ
2
0 + λψ2

0

m2
φ − µ2

φ

� 1, (141)

λψψ
2
0 + λφ2

0

m2
ψ − µ2

ψ

� 1. (142)

Porém, podemos perder este v́ınculo de convergência em temperaturas mais altas. Apenas

garantimos que os modos com k ∼ T compõem a contribuição dominante Vtérmico e por

conseguinte em Veff . Assim, em temperaturas suficientemente altas, a integral (130) não

atinge a região de infravermelho mas, ao invés disso, as regiões com maiores valores de k

com fator de convergência

λφφ
2
0 + λψ2

0

k2 +m2
φ − µ2

φ

∼ λφφ
2
0 + λψ2

0

T 2
, (143)

λψψ
2
0 + λφ2

0

k2 +m2
ψ − µ2

ψ

∼ λψψ
2
0 + λφ2

0

T 2
. (144)

Em qualquer caso, há um v́ınculo de convergência que deve ser obedecido. E, uma vez

que o obedecemos, podemos também usá-lo como um meio para simplificar as expressões

de dispersão E±φ,ψ. Definimos por conveniência as expressões

E2
φ = |k|2 + m̃2

φ, (145)

E2
ψ = |k|2 + m̃2

ψ, (146)
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com m̃2
φ e m̃2

ψ definidos nas equações (137) e (138), e expandimos em Taylor as equações

(124) e (126) em termos das pequenas quantidades λφφ
2
0/
(
E2
φ − µ2

φ

)2
e λψψ

2
0/
(
E2
ψ − µ2

ψ

)2
.

Nós obtemos

γ =
(
E2
φ − µ2

φ

)
−

λ2
φφ

4
0

32(E2
φ − µ2

φ)
, (147)

ζ =
(
E2
ψ − µ2

ψ

)
−

λ2
ψψ

4
0

32(E2
ψ − µ2

ψ)
. (148)

Colocamos (147) e (148) em (133) e (134) respectivamente nos fornece após uma expansão

adicional em Taylor das Eqs. (133) e (134)

Eφ
±(k) =

√
Eφ −

1

128

λ2
φφ

4
0

E2
φ − µ2

φ

±

√
µ2
φ +

1

128

λ2
φφ

4
0

E2
φ − µ2

φ

(149)

= Ẽφ ±∆φ

Eψ
±(k) =

√
Eψ −

1

128

λ2
ψψ

4
0

E2
ψ − µ2

ψ

±

√
µ2
ψ +

1

128

λ2
ψψ

4
0

E2
ψ − µ2

ψ

(150)

= Ẽψ ±∆ψ

Uma nova expansão em Taylor do primeiro termo no lado direito de (149) e (150) nos

fornece

Eφ
±(k) = Eφ −

1

128

λ2
φφ

4
0

E2
φ − µ2

φ

±

√
µ2
φ +

1

128

λ2
φφ

4
0

E2
φ − µ2

φ

(151)

= Ẽφ ±∆φ

Eψ
±(k) = Eψ −

1

128

λ2
ψψ

4
0

E2
ψ − µ2

ψ

±

√
µ2
ψ +

1

128

λ2
ψψ

4
0

E2
ψ − µ2

ψ

(152)

= Ẽψ ±∆ψ

onde
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Ẽφ = Eφ −
1

128

λ2
φφ

4
0

E2
φ − µ2

φ

, (153)

Ẽψ = Eψ −
1

128

λ2
ψψ

4
0

E2
ψ − µ2

ψ

, (154)

e

∆φ =

√
µ2
φ +

1

128

λ2
φφ

4
0

E2
φ − µ2

φ

, (155)

∆ψ =

√
µ2
ψ +

1

128

λ2
ψψ

4
0

E2
ψ − µ2

ψ

. (156)

Iremos considerar o regime dominado pela carga, isto é, o onde as variações para as

energias ∆φ e ∆ψ são dominadas pelos termos de potencial qúımico e a capacidade dos

modos de acomodar cargas domina suas auto-interações. Sendo assim, podemos efetuar

uma expansão em Taylor para ∆φ e ∆ψ em termos de µφ e µψ o que nos dá o seguinte

resultado

∆φ = µφ +
βλ2

φφ
4
0

128µφ(E2
φ − µ2

φ)
, (157)

∆ψ = µψ +
βλ2

ψψ
4
0

128µψ(E2
ψ − µ2

ψ)
. (158)

Com isto, as energias de excitação dadas por (133) e (134) podem ser reescritas como

(E±φ (k))2 = Ẽφ ± µφ +
βλ2

φφ
4
0

128µφ(E2
φ − µ2

φ)
, (159)

(E±ψ (k))2 = Ẽψ ± µψ +
βλ2

ψψ
4
0

128µψ(E2
ψ − µ2

ψ)
. (160)

Colocando os resultados obtidos acima em (130) e efetuando uma nova expansão em

Taylor em torno de Ẽφ − Eφ temos
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Vtermico ≡
1

β2

∫
d3k

(2π)3
ln
(
1− e−β(Eφ+µφ)

) (
1− e−β(Eφ−µφ)

)
+

1

β

∫
d3k

(2π)3
ln
(
1− e−β(Eψ+µψ)

) (
1− e−β(Eψ−µψ)

)
+

∫
d3k

(2π)3

βλ2
φφ

4
0

128µφEφ

[
1

Eφ + µφ

1

eβ(Eφ+µφ) − 1
− 1

Eφ − µφ
1

eβ(Eφ−µφ) − 1

]
+

∫
d3k

(2π)3

βλ2
ψψ

4
0

128µψEψ

[
1

Eψ + µψ

1

eβ(Eψ+µψ) − 1
− 1

Eψ − µψ
1

eβ(Eψ−µψ) − 1

]
. (161)

Os termos nas primeira e segunda linhas de (161) assemelha-se a contribuição da teoria

livre, com carga fixa, exceto pela inclusão do termo
λφ
2
φ2

0 + λ
2
ψ2

0 em
(
Eφ,ψ

)2
através de m̃2

φ

e m̃2
ψ como pode ser visto nas equações (137) e (138). A análise que faremos da expressão

em (161) segue de perto ao que foi feito em [17] em especial no que concerne ao limite

de altas temperaturas. Começamos pelos termos contidos nas duas primeiras linhas de

(161) que corresponde a teoria livre. Chamamos a esta parte livre de Vtermico de J que

definimos em termos de uma relação recursiva como vemos abaixo

J = − 4

π2β4
H5 (βm̃φ, βm̃ψ, µφ/m̃φ, µψ/m̃ψ) , (162)

onde H5 é uma das classes de função definidas como

Hl(M̄, r) =
1

Γ(l)

∫ ∞
0

xl−1dx

(x2 + m̄2)1/2

[
1

exp[(x2 + m̄2)1/2 − rm̄]− 1
+ (r → −r)

]
onde x = βk, m̄ = βm e r = µ/m. Para que calculemos a expansão em altas temperaturas

de Hl definimos mais uma classe de funções:

Gl(M̄, r) =
1

Γ(l)

∫ ∞
0

xl−1dx

[
1

exp[(x2 + m̄2)1/2 − rm̄]− 1
+ (r → −r)

]
que estão relacionadas da seguinte maneira

dGl+1

dm̄
= lrHl+1 −

m̄

l
Gl−1 +

m̄2r

l
Hl−1, (163)

dHl+1

dm̄
=

r

l
Gl−1 −

m̄

l
Hl−1. (164)

Usando estas expressões, podemos determinar a o limite de altas temperatura para a parte
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livre de Vtermico
3

J =
−π2T 4

45
+
T 2m̃2

φ

12
−
T 2µ2

φ

6
+
T (m̃2

φ − µ2
φ)3/2

6π

+
T 2m̃2

ψ

12
−
T 2µ2

ψ

6
+
T (m̃2

ψ − µ2
ψ)3/2

6π
+O (lnT ) . (165)

A única diferença de nosso resultado para aquele encontrado em [17] corresponde ao shift

m2
φ,ψ → m̃2

φ,ψ. O principal efeito é gerar a bem conhecida renormalização da massa em

alta temperatura

m2
φ → m2

φ +
λφT

2

12
− λψ2

0. (166)

m2
ψ → m2

ψ +
λψT

2

12
− λφ2

0. (167)

Assim como apontado por Weinberg [?], o aparecimento da correção de massa quadrática

negativa em alta temperatura sinaliza a quebra da teoria de perturbação. Para um laço,

a inserção de massa torna-se comparável a o termo de ńıvel de árvore [16]. Para que

possamos atingir este resultado, vamos utilizar o método proposto por Fendley [18]. Fen-

dley mantém invariável o termo de ńıvel de árvore mas soma sobre todas as inserções de

massa sobre os gráficos que contribuem para o potencial efetivo a um laço, o que é obtido

por se usar a massa renormalizada em (166) e (167) no lugar da massa em expressões

obtidas para potencial efetivo a um laço. Tecnicamente, m2
φ,ψ e m̃2

φ,ψ que aparecem em

Vponto zero e Vtermico seriam corrigidos pelo termo aditivo
λφ,ψT

2

12
. A quantidade adimensional

m2
φ,ψ permanece adimensional assim ccomo encontrado no limite de alta temperatura de

Harber e Weldon. Além do mais, todos os termos aditivos induzidos em (165) pelo shift

finalizam sendo o fator λφ,ψ menor que os termos pré-existente.

Vamos agora fazer a nossa análise para a segunda linha na expressão em (161)

para Vtermico. Para determiná-lo, devemos encontrar o limite de alta temperatura para a

integral

3 Alguns detalhes dos cálculos que levam a este limite podem ser encontrados em [17]
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I =

∫
d3k

(2π)3

βλ2
φφ

4
0

128µφEφ

[
1

Eφ + µφ

1

eβ(Eφ+µφ) − 1

− 1

Eφ − µφ
1

eβ(Eφ−µφ) − 1

]
+

1

β

∫
d3k

(2π)3
ln
(
1− e−β(Eψ+µψ)

) (
1− e−β(Eψ−µψ)

)
+

∫
d3k

(2π)3

βλ2
ψψ

4
0

128µψEψ

[
1

Eψ + µψ

1

eβ(Eψ+µψ) − 1
− 1

Eψ − µψ
1

eβ(Eψ−µψ) − 1

]
. (168)

Devido a sua dependência das variáveis β, µφ,ψ e m2
φ,ψ, I pode ser relacionado a contri-

buição térmica livre J pela relação

∂βI =
2

β
∂(m2

φ,ψ)∂(µφ,ψ)J. (169)

Fazendo uso do limite de alta temperatura de Harber e Weldon (161) obtemos então

I =
µφT

2π
√
m̃2
φ − µ2

φ

+
µψT

2π
√
m̃2
ψ − µ2

ψ

. (170)

Combinando os resultados apresentados em (165) e (170), reproduzimos o limite de alta

temperatura para para Vtermico para este regime dominado pela carga. Manteremos apenas

os termos lineares ou de ordem mais alta em T , e somente as porções dominantes de seus

coeficientes (isto é, negligenciamos as contribuições suprimidas em λφ,ψ). Em nenhum

lugar, entretanto, negligenciamos a direção µφ,ψ, φ0 e ψ0 ou a dependência em T . Obtemos

então

Vtermico =
−2π2T 4

45
+
T 2m̃2

φ

12
+
T 2m̃2

ψ

12
−
T 2µ2

φ

6
−
T (m̃2

φ − µ2
φ)3/2

6π
+

Tλ2
φφ

4
0

256π
√
m2
φ − µ2

φ

+
T 2m2

ψ

12
−
T 2µ2

ψ

6
−
T (m2

ψ − µ2
ψ)3/2

6π
+

Tλ2
ψψ

4
0

256π
√
m2
ψ − µ2

ψ

. (171)

Notemos que o comportamento ĺıder dominante de µφ,ψ, φ0 e ψ0 é todo determinado

pelos termos de ordem T 2 ou de ordem mais alta. Estes termos são inalterados do caso

livre, com a substituição de m2
φ,ψ → m̃2

φ,ψ. Para o limite de altas temperaturas, podemos

desprezar os termos com dependência linear na temperatura que aparecem em (171) o

que nos fornece como resultado
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Veff = Vtree + Vtermico

=
(m2

φ − µ2
φ)

2
φ2

0 +
λφ
16
φ4

0 +
T 2m̃2

φ

12
−
T 2µ2

φ

6

+
(m2

ψ − µ2
ψ)

2
ψ2

0 +
λψ
16
ψ4

0 +
T 2m̃2

ψ

12
−
T 2µ2

ψ

6

+
λ

4
φ2

0ψ
2
0 + µφnφ −

π2T 4

45
+ µψnψ, (172)

A estrutura de fases depende do mı́nimo do potencial efetivo. Devemos lembrar

que φ0 e ψ0 aparecem explicita e implicitamente em Veff , através de m̃2
φ,ψ, obtemos

∂Veff
∂φ0

=

[
m2
φ − µ2

φ +
λφ
6
φ2

0 −
λφT

2

18
− λ

2
ψ2

0

]
φ0, (173)

∂Veff
∂ψ0

=

[
m2
ψ − µ2

ψ +
λψ
6
ψ2

0 −
λψT

2

18
− λ

2
φ2

0

]
ψ0, (174)

onde temos os mı́nimos φ0 = 0 e ψ0 = 0 para a fase simétrica para os setores φ e ψ

respectivamente, e

φ2
0 =

4

λφ

[
µ2
φ −m2

φ −
λφT

2

18
− λψ2

0

]
, (175)

ψ2
0 =

4

λψ

[
µ2
ψ −m2

ψ −
λψT

2

18
− λφ2

0

]
, (176)

com quebra de simetria. A transição de fases ocorre quando φ2
0 e ψ2

0 tornam-se não

negativo, o que acontece em uma temperatura chamada cŕıtica definida por

(
T φc
)2

=
12
[
µ2
φ (Tc)−m2

φ − λψ2
0

]
λφ

, (177)

(
Tψc
)2

=
12
[
µ2
ψ (Tc)−m2

ψ − λφ2
0

]
λψ

. (178)

Lembremos que nφ e nψ surgem da minimização do potencial efetivo com relação

ao potencial qúımico como vemos em

nφ = µφφ
2
0 −

∂Veff
∂µφ

, (179)
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nψ = µψψ
2
0 −

∂Veff
∂µψ

, (180)

onde negligenciamos a contribuição de ponto zero. Notemos também que a dependência

de µφ,ψ do termo dominante do potencial efetivo em alta temperatura é invariante para

a teoria livre conforme nos mostra o resultado de Harber e Weldon [17]. O shift m2
φ,ψ →

m̃2
φ,ψ nos cálculos da contribução térmica não o afeta. Assim, a contribuição térmica é

simplesmente

nφ = − ∂J

∂µφ
=

∫
d3k

(2π)3

[
1

Eφ + µφ

1

eβ(Eφ+µφ) − 1
− 1

Eφ − µφ
1

eβ(Eφ−µφ) − 1

]
, (181)

nψ = − ∂J

∂µψ
=

∫
d3k

(2π)3

[
1

Eψ + µψ

1

eβ(Eψ+µψ) − 1
− 1

Eψ − µψ
1

eβ(Eψ−µψ) − 1

]
, (182)

onde J é dado pela Eq. (165). As Eqs. (181) e (182) representam as densidades de carga

para as excitações térmicas para o gás de Bose de part́ıculas e anti-part́ıculas. Vemos ainda

que as Eqs. (181) e (182) exclui as excitações de momento zero, uma vez que o integrando

tem peso zero aqui. Assim, a densidade de carga total é facilmente interpretada como a

soma de (1) as densidades de carga portadas pelos modos do banho de térmicos, e (2) a

densidade de carga portada pelos modos de Goldstone. No limite de altas temperatura,

a soma destas duas contribuições torna-se simplesmente

nφ = µφφ
2
0 +

µφT
2

3
=

6µφ
λφ

(
µ2
φ − m̄2

φ

)
, (183)

nψ = µψψ
2
0 +

µψT
2

3
=

6µψ
λψ

(
µ2
ψ − m̄2

ψ

)
, (184)

Em geral a Eq. (183) e (184) para µφ,ψ é dif́ıcil de resolver, mas ela pode ser

simplificada em dois limites: limite de baixa densidade, com λφnφ � m̄3
φ (e λψnψ � m̄3

ψ)

e o limite de alta densidade com λφnφ � m̄3
φ [17]. Para o limite de baixa densidade tanto

nφ,ψ quanto µφ,ψ são pequenos e tem um impacto mı́nimo sobre a evolução da teoria.

Aqui, tomando m̄2
φ < 0 então a teoria tem quebra de simetria em baixa temperatura na

ausência de carga e as Eq. (183) e (184) atingem o valor

µφ,ψ =
λφ,ψnφ,ψ

6
∣∣m̄2

φ,ψ

∣∣ � |m̄φ,ψ| . (185)
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Uma vez que µφ tem um pequeno efeito sobre Tc, então expandimos sobre seu valor na

ausência de µφ :

T 2
c ≡

18
∣∣m̄2

φ,ψ

∣∣
λφ,ψ

(1 + δ) , (186)

onde

δ =
µ2
φ,ψ (Tc)∣∣m̄2

φ,ψ

∣∣ , (187)

isto é, a temperatura cŕıtica atinge um valor levemente mais alto na ausência de nφ, sem

entretanto alterar qualitativamente os aspecto da simetria para o sistema.

Uma vez que estamos investigando a presença de ISB/SNR, que consistem em al-

terações drásticas no quadro de simetria da teoria, não aprofundaremos a nossa análise

para o limite de baixa densidade. Nossa análise bem como os resultados obtidos concentram-

se no limite de altas densidades conforme veremos na próxima seção.

2.3 A Estrutura de Fases do Modelo

Passamos agora a estudar a estrutura de fases do modelo e buscar a posśıvel

existência de fases de ISB e SNR.

2.3.1 Limite de Altas Densidades e Altas Temperaturas

No limite de alta densidade, ambos n0
φ e n0

φ são grandes tendo extremos efeitos

sobre a evolução da teoria. Aqui as equações (183) e (184) produzem

µφ =
λφnφ

6
∣∣m̄2

φ

∣∣ � |m̄φ| , (188)

µψ =
λψnψ

6
∣∣m̄2

ψ

∣∣ � |m̄ψ| , (189)

que tem como principal consequência elevar o valor da temperatura cŕıtica.

O limite de alta densidade domina verdadeiramente o parâmetro espacial para o
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sistema durante a expansão em alta temperatura. Isto ocorre sempre que

λφηφ � m̄3
φ/T

3, (190)

λψηψ � m̄3
ψ/T

3, (191)

onde ηφ,ψ é uma constante de proporcionalidade. O lado direito é por suposição extre-

mamente pequeno de modo que o resultado expresso pelas Eqs. (190) e (191) são via

de regra obtidos. Uma observação importante a ser feita é que estamos fazendo nossa

considerações para um quadro de expansão isentrópica o que implica que as soluções de

alta densidade para µφ,ψ tem seu impacto mais significativo. Para este quadro, o potencial

qúımico é cont́ınuo na transição de fases e definido por

µφ,ψ =

 3ηφ,ψT , para a fase simétrica(
λφ,ψηφ,ψ

2

)1/3

T, para quebra de simetria
(192)

com as densidades de carga dadas por

nφ,ψ = ηφ,ψT
3, (193)

e, neste caso Tc tem a forma

T 2
c =

12m̄2
φ

λφ
[(

162η2
φ/λφ

)
− 1
] , (194)

T 2
c =

12m̄2
ψ

λψ
[(

162η2
ψ/λψ

)
− 1
] , (195)

onde m̄2
φ = m2

φ − λψ2
0 e m̄2

ψ = m2
ψ − λφ2

0. Definimos os parâmetros

ψφ ≡
[

162η2
φ

λφ

]
. (196)
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ψψ ≡
[

162η2
ψ

λψ

]
. (197)

Podemos usar as Eqs. (175) e (176) junto com as definições (196) e (197) para escrever a

seguinte expressão para os VEVs para os campos φ0 e ψ0 respectivamente

φ2
0 =

[(
ψ

1/3
φ − 1

)
T 2 −

6m2
φ

λφ
− λψ2

0

]
, (198)

ψ2
0 =

[(
ψ

1/3
ψ − 1

)
T 2 −

6m2
ψ

λψ
− λφ2

0

]
, (199)

quando estas expressões tornam-se não negativas, ocorre a quebra de simetria. A nossa

teoria com termo de interação cruzado λφ2
0ψ

2
0 pode nos dar diferentes comportamentos

para os diversos setores dos parâmetros espaciais. Vejamos cada caso em detalhes.

2.3.2 Fases de ISB e SNR

Como sabemos, em casos onde os campos apresentam massa quadrática negativa,

o resultado padrão consiste em termos a simetria quebrada em baixas temperaturas e

posteriormente a sua restauração com o aumento da temperatura acima de um valor

cŕıtico. Todavia, conforme foi mostrado por Weinberg [5], para modelos multiescalares,

podem haver casos onde este resultado não se verifica. Isto ocorre se consideramos que a

constante de acoplamento cruzado λ recebe valores negativos e as seguintes condições de

contorno são satisfeitas

|λ| > (2/3)λφ

|λ| < (2/3)λψ (200)

Assim, segundo Weinberg, o setor ψ teria a simetria restaurada em altas temperaturas

enquanto que para o setor φ a simetria nunca é restaurada, fenômeno este conhecido como

SNR (Symmetry non-restauration, em inglês). De modo similar, quando considerado o

caso onde ambos os setores apresentavam massa quadrática positiva, ou seja, a teoria

deveria permanecer simétrica em ambos os setores. No entanto, com as condições dadas

acima, o setor φ apresentava quebra de simetria em alta temperatura, o que foi chamado

de ISB (Inverse Symmetry Breaking). Nosso objetivo aqui é avaliar se a presença de carga

induz o aparecimento de ISB/SNR afetando os posśıveis aspectos de simetria da teoria.
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Começamos nossa análise por considerar o caso em que ambos os campos tem

massa quadrática negativa. Utilizando as definições (196) e (197) bem como os resultados

em (192) escrevemos as equações para os VEVs em termos dos parâmetros ψφ,ψ conforme

vemos abaixo

φ2
0 =

λφ
λφλψ − 9λ2

[
1

3

((
ψ

1/3
φ − 1

)
T 2 + 6

m2
φ

λφ

)
− 3λ

λφ

((
ψ

1/3
ψ − 1

)
T 2 + 6

m2
ψ

λψ

)]
(201)

ψ2
0 =

λψ
λψλφ − 9λ2

[
1

3

((
ψ

1/3
ψ − 1

)
T 2 + 6

m2
ψ

λψ

)
− 3λ

λψ

((
ψ

1/3
φ − 1

)
T 2 + 6

m2
φ

λφ

)]
(202)

com ψφ,ψ definidos pelas Eqs. (196) e (197) .

Conforme podemos notar, observando as figuras 1 e 2, a prinćıpio ambos os setores

da teoria apresentam o aspecto padrão de quebra de simetria em baixas temperaturas e

uma posterior restauração da simetria com o aumento da temperatura. Mantivemos fixo

a constante de proporcionalidade ηψ (lembramos que a densidade de carga é dada por

nφ,ψ = ηφ,ψT
3) e variamos o valor do constante ηφ. Observamos que quando a atribúımos

a ηφ o valor 0.038 o setor φ da teoria apresenta SNR, isto é, a simetria quebrada em

baixas temperatura permanece quebrada mesmo quando em temperaturas mais elevadas.

Notamos ainda que para este valor de ηφ a temperatura cŕıtica para o o setor ψ atinge

valores mais elevados do que ocorreria na ausência de carga ou mesmo para pequenos

valores da densidade de carga. Podemos ainda perceber que, quando atribúımos a ηφ o

valor 0.04 nenhum dos setores terá a simetria restaurada em altas temperaturas.

φ2
0 =

λφ
λφλψ − 9λ2

[
1

3

((
ψ

1/3
φ − 1

)
T 2 − 6

m2
φ

λφ

)
(203)

− 3λ

λφ

((
ψ

1/3
ψ − 1

)
T 2 − 6

m2
ψ

λψ

)]
,

ψ2
0 =

λψ
λψλφ − 9λ2

[
1

3

((
ψ

1/3
ψ − 1

)
T 2 − 6

m2
ψ

λψ

)
(204)

− 3λ

λψ

((
ψ

1/3
φ − 1

)
T 2 − 6

m2
φ

λφ

)]
,

os resultados podem ser vistos nas figuras
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Figura 1 - Valor esperado para o campo φ em uma teoria multiescalar com carga

nψ = ηψT
3 e massa quadrática negativa para diferentes valores do parâmetro

ηφ. Os valores usados para os acoplamentos foram λφ = 0.08, λψ = 0.08 e

λ = −0.026. Consideramos ηψ = 0.01 (sendo este mantido fixo).
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Fonte: O autor, 2011.
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Figura 2 - Valor esperado para o campo ψ em uma teoria multiescalar com carga

nψ = ηψT
3 e massa quadrática negativa para diferentes valores do parâmetro

ηφ. Os valores usados para os acoplamentos foram λφ = 0.08, λψ = 0.08 e

λ = −0.026. Consideramos ηψ = 0.01 (sendo este mantido fixo).
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Fonte: O autor, 2011.



58

Figura 3 - Valor esperado para o campo φ em uma teoria multiescalar com carga

nφ = ηφT
3 e massa quadrática negativa para diferentes valores do parâmetro

ηφ. Os valores usados para os acoplamentos foram λφ = 0.08, λψ = 0.08 e

λ = −0.026. Consideramos ηψ = 0.01 (sendo este mantido fixo).
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Fonte: O autor, 2011.

Das figuras ( 3) e (4), podemos notar que, para valores de de ηφ inferiores a 0.041,

ambos os campos encontram-se na fase simétrica, como ocorreria em teorias onde efeitos

de densidade não estão sendo levados em conta. No entanto, para valores acima deste

valor cŕıtico, ambos campos apresentarão uma quebra de simetria em altas temperaturas.

Notamos também, que maiores valores de ηφ podem alterar o valor da temperatura cŕıtica

para os setores φ e ψ da teoria.

Como vimos com os resultados acima, a presença de carga pode modificar de forma

extrema o diagrama de fases de uma teoria de campo escalar. Vimos que os efeitos de

ISB/SNR são induzidos quando consideramos grandes valores para as densidades de carga.

Todavia, há uma ressalva a ser feita: todos os resultados aqui apresentados para essas fases

foram obtidos por meio da aplicação de teoria de perturbação ao ńıvel de um laço, ou seja,

são válidos apenas onde o método perturbativo converge e os termos de ordem superior nas

constantes de acoplamento são mantidos nos cálculos. Sabe-se no entanto que esses não é

o caso quando consideramos sistemas no limite de altas temperaturas, onde as correções
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Figura 4 - Valor esperado para o campo ψ em uma teoria multiescalar com carga

nψ = ηψT
3 e massa quadrática negativa para diferentes valores do parâmetro

ηφ. Os valores usados para os acoplamentos foram λφ = 0.08, λψ = 0.08 e

λ = −0.026. Consideramos ηψ = 0.01 (sendo este mantido fixo).
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de alto energia de ordem mais alta, e que corrigem no caso as massas do campo (massas

térmicas) e correções para a constante de acoplamento (o escalonamento com a energia,

no caso a temperatura) podem tornar-se significativas. Para investigarmos o surgimento

de ISB/SNR de forma consistente e estabelecer a existência desses fenômenos, torna-se

necessário, portanto, a utilização de métodos não-perturbativos. Como já discutido na

introdução no primeiro Caṕıtulo, nesse trabalho faremos uso do método da TPO, que será

definido no próximo Caṕıtulo.
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3 TEORIA DE PERTURBAÇÃO OTIMIZADA

3.1 Uma Breve Apresentação

A quebra da expansão perturbativa em teoria quântica de campos a temperatura

finita é um problema bem conhecido e cuja solução constitui ainda hoje matéria de muitas

discussões e estudos. Esta quebra pode ocorrer devido ao aparecimento de divergências de

infravermelho nas proximidades da temperatura cŕıtica em teoria apresentando transição

de fases de segunda ordem ou fracamente de primeira ordem, ou em teorias não massivas

como na Cromodinâmica Quântica, ou simplesmente pelo fato que a altas temperaturas

diagramas de Feynman de ordem mais alta nas constantes de acoplamento podem apre-

sentar potências mais altas na temperatura do que termos de ordem mais baixa. Nesse

casos em particular, podemos encontrar regimes de parâmetros onde os esquemas pertur-

bativos convencionais são impraticáveis em altas temperaturas, quando as potências das

constante de acoplamento são suplantadas pelas potências da temperatura.

Na tentativa de tratar deste problema, muitas técnicas de ressoma de termos da

série perturbativa tem sido utilizadas. Alguns exemplos são a ressoma de diagramas de

um laço (ressoma de diagramas daisy e super daisy ) [19], [20], método do operador com-

posto [21], o método do propagador de campo vestido [22] [23], ressoma auto consistente

modificada [24] dentre outros métodos. A maioria destes métodos tem a desvantagem

de não conseguir a auto-consistência quando os diagramas de ordem mais alta são res-

somados bem como a dificuldade para implantação da renormalização. Nós escolhemos,

para esta tese, fazer uso da Teoria de Perturbação Otimizada (TPO), também conhecida

como expansão delta linear, aplicada a uma teoria quântica de campos em temperatura e

densidade finitas e em espećıfico no modelo de dois campos em estudo nesta tese.

Como exemplos de aplicações bem sucedidas da TPO temos os trabalhos de Pinto

e Ramos [25] em que foi feito uso deste método na investigação de quebras de simetria

em temperatura finita em uma teoria de campo escalar com interação λφ4 até a segunda

ordem em TPO e em Parkin [26] onde foi considerada uma teoria de campo escalar in-

teração φ4 e potencial qúımico diferente de zero, que, como vimos no Caṕıtulos anteriores,

promove um deslocamento na componente de energia do propagador de Matsubara e como

consequência, tornam os cálculos dos diagramas de Feynman da teoria consideravelmente

mais complicados de se calcular, mas que não apresentam outros problemas técnicos a

prinćıpio.

Neste Caṕıtulo mostraremos detalhadamente como a teoria de perturbação falha

em gerar uma sequência convergente de aproximantes, bem como seu mecanismo de que-

bra em altas temperaturas e em seguida, definimos o método da TPO e mostramos como

esse método pode nos fornecer uma solução satisfatória e não perturbativa para esses
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problemas. O presente Caṕıtulo está dividido da seguinte maneira: na Seção 3.2 mos-

tramos brevemente como ocorre a quebra da teoria de perturbação para uma teoria de

campos com termo de auto-interação φ4 no caso geral a temperatura zero. Na Seção

3.3 explicamos como ocorre a quebra da teoria de perturbação no caso de temperatura

finita. Na Seção 3.4 apresentamos um sumário sobre a TPO. Finalmente, na Seção 3.5

mostraremos como podemos utilizar a TPO como solução destes problemas por encontrar

uma sequência convergente de aproximantes.

3.2 Quebra da Teoria de Perturbação em Teoria Quântica de Campos

Nesta Seção apresentamos os cálculos realizados para um modelo de teoria quântica

de campos com auto interação λφ4, mostrando como a teoria de perturbação falha em

fornecer uma sequência convergente de aproximantes. O material desta seção segue de

perto o trabalho de Pernice e Oleaga [27].

Consideremos uma teoria de campo escalar com termo de auto interação quártica

tendo a seguinte função de partição

Z (g) =
1

Z0

∫
[dφ] e−S[φ], (205)

com

S [φ] =

∫
ddx

[
1

2
(∂µφ)2 +

1

2
m2φ2 +

λ

4!
φ4

]
. (206)

Podemos construir uma prova bastante simples para a divergência das séries perturbativas

por argumentar que se tais séries convergirem para o resultado exato, a expansão da função

de partição, por exemplo, seria anaĺıtica em λ para λ = 0. Entretanto, isto não pode ser

verdade pois se permitirmos que R(λ) < 0 então a integral funcional em (205) diverge.

Sendo assim, a conclusão óbvia que podemos chegar é que o método perturbativo irá

divergir. O objetivo principal desta seção consiste em identificar o mecanismo para esta

quebra e fornecer alguma justificativa e motivação para a TPO em teorias de campos e

mostrando como esta constitui, de fato, em um método eficiente para gerar sequências

convergentes que se aproximam da resposta correta.

Começaremos por gerar as séries perturbativas para a função de partição (205) que

podem ser feitas do seguinte modo:
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Z (g) =
1

Z0

∫
[dφ] e−

∫
ddx( 1

2
(∂µφ)2+ 1

2
m2φ2)−

∫
ddx λ

4!
φ4

=

∫
[dφ]

∞∑
n=0

(−1)n

n!

(
λ

4!

∫
ddxφ4

)n
e−

∫
ddx( 1

2
(∂µφ)2+ 1

2
m2φ2)

=
∞∑
n=0

∫
[dφ]

(−1)n

n!

(
λ

4!

∫
ddxφ4

)n
e−

∫
ddx( 1

2
(∂µφ)2+ 1

2
m2φ2). (207)

Uma vez que para grandes valores de n os coeficientes em (207) exibem um comportamento

fatorial, as séries perturbativas serão divergentes para qualquer λ 6= 0 pois a integral

funcional em (207) é perfeitamente bem definida para R (λ) > 0, indicando que algum

passo usado na geração das séries perturbativas deve estar equivocado. Como temos

que o integrando é anaĺıtico em λ, podemos legitimamente expandi-lo em série de Taylor.

Desta forma conclúımos que o primeiro passo usado para construir séries perturbativas é

perfeitamente aceitável. Isto nos leva a concluir que o segundo passo, que consiste na

troca da posição entre a soma e a integral, é que deve estar equivocado. Para analisarmos o

por quê de ser esta troca inválida neste caso, usamos o teorema de convergência dominada

de Lebesgue, conforme é declarado abaixo:

Seja fN uma sequência de funções integráveis que converge pontualmente à função

f

fN → f quando N →∞, (208)

e é limitada em valor absoluto por uma função integrável positiva h (dominada):

|fN | ≤ h, N ∈ N. (209)

Então é verdade que

lim
N→∞

∫
fN =

∫
lim
N→∞

fN =

∫
f. (210)

Vamos agora constatar que podemos aplicar o teorema de Lebesgue para o caso da integral

funcional. Escrevemos

fN [φ (x)] =
1

Z0

∞∑
n=0

(−1)n

n!

(
λ

4!

∫
ddxφ4

)n
exp

[
−
∫
ddx

(
1

2
(∂µφ)2 +

1

2
m2φ2

)]
, (211)



64

convergindo neste exemplo para o valor exato

fN [φ (x)] =
1

Z0

∫
[dφ] exp

[
−
∫
ddx

(
1

2
(∂µφ)2 +

1

2
m2φ2 +

∫
ddx

λ

4!
φ4

)]
. (212)

Para efetuarmos nossa análise da expansão perturbativa, consideremos em mais detalhes

os termos da expansão

cn [φ (x)] =
1

Z0

(−1)n

n!
exp

[
−
∫
ddx

(
1

2
(∂µφ)2 +

1

2
m2φ2

)]
+ n ln

(
λ

4!

∫
ddxφ4

)
. (213)

Estamos interessados em encontrar o valor máximo para cn [φ (x)] e por fazer isso de-

monstrar que há uma região espacial do campo em que não se pode aplicar o teorema de

Lebesgue.

Se escrevemos

cn [φ (x)] =
1

Z0

(−1)n

n!
e−Seff [φ], (214)

com

Seff [φ] =

∫
ddx

[
1

2
(∂µφ)2 +

1

2
m2φ2 − n ln

(
λ

4!
φ4

)]
, (215)

então a configuração do campo φ que minimiza a ação efetiva (maximizando cn [φ (x)]) é

governada pela seguinte equação:

−∇2φ+m2φ− 4n∫
ddxφ4

φ3 = 0. (216)

Fazendo a mudança de variável

φ (x) = m

(∫
ddxφ4

4n

)1/2

φ (mx)

= md/2−1

(
4n∫

ddxϕ4 (u)

)1/2

ϕ (u) , (217)

o campo transformado satisfaz a equação
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−∇2ϕ (u) + ϕ (u)− ϕ3 (u) = 0, u = mx. (218)

Vamos denotar as soluções que maximizam cn [φ (x)] por φmax. Agora se consideramos a

condição que φmax minimiza a ação, então dada uma constante arbitrária α, Seff [αφmax]

será minimizada em α = 1. Agora

Seff [αφmax] = α2

∫
ddx

[
1

2
(∂µφmax)2 +

1

2
m2φ2

max

]
− n ln

(
λα4

4!

∫
ddxφ4

)
, (219)

então

∂Seff [φ]

∂α
=

∫
ddx

[
(∂µφmax)2 +m2φ2

max

]
− 4n

α
. (220)

A Eq. (219) conduz a condição

∫
ddx (∂µφmax)2 +m2

∫
ddxφ2

max − 4n = 0. (221)

É também o caso que Seff [αφmax] será minimizado em α = 1. Se fizermos αx→ x então

Seff [αφmax] = α2−d
∫
ddx

1

2
(∂µφmax)2 +

1

αd

∫
ddx

1

2
m2φ2

max − n ln

(
λ

4!αd

∫
ddxφ4

max

)
,

(222)

de modo que

∂Seff [αφmax]

∂α
= (2− d)α1−d

∫
ddx

1

2
(∂µφmax)2 − d

αd+1

∫
ddx

1

2
m2φ2

max −
nd

α
. (223)

Deduzimos de (222) que

(2− d)

d

∫
ddx (∂µφmax)2 −m2

∫
ddxφ2

max − αn. (224)

Resolvendo as Eq. (220) e (224)
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∫
ddx (∂µφmax)2 = nd, (225)

m2

∫
ddxφ2

max = n (4− d) . (226)

Podemos usar estas duas equações ou, ao invés disso, usamos apenas a equação (220),

para obter

∫
ddx

[
(∂µφmax)2 +m2φ2

max

]
= 2n. (227)

Agora ϕmax (u) (relacionado a φmax por meio da Eq.(217)) é uma quantidade adimensional

e dada que sua correspondência com φmax tem uma ação finita, temos que

A ≡ 1

4

∫
dduφ4

max, (228)

é um número finito e estritamente positivo. Com A conforme definido acima e usando a

Eq. (217), temos que

φmax (x) = md/2−1
(n
A

)1/2

ϕmax (u) . (229)

Assim, |ϕmax| ∼
√
n, desde que a equação para o qual ϕmax é uma solução, a saber a Eq.

(216), é independente de n. Dáı então, combinando as Eqs. (227) e (229) junto com a

definição (228), nós temos

Seff [φmax] = 2n− n ln

(
λmd−4

A
n2

)
, (230)

do qual podemos ver que

cn [φmax] ∼ 1

Z0

(−1)n

2π
(n− 1)! ln

(
λmd−4

A

)n
. (231)

Podemos observar que os coeficientes cn [φmax] exibem um padrão de comportamento de

crescimento dependente de um fatorial.
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Agora, vamos derivar a aproximação gaussiana de cn [φ] sobre φmax. Para que

possamos fazer isto, vamos primeiramente efetuar a seguinte mudança de variáveis

φ (x) = md/2−1ϕq (mx) , (232)

de modo que a ação efetiva torna-se (com u ≡ mx)

Seff [φmax] =
1

2

∫
ddu

[
φq (u)

[
−∇2 + 1

]
φq (u)

]
− n ln

(
λmd−4

4

∫
dduφ4

q (u)

)
. (233)

Com a mudança de variável descrita em (232), fazemos a definição

φmax (x) = md/2−1ϕqmax (u) , (234)

e efetuando a expansão em Taylor da ação efetiva em torno de ϕqmax (u) :

Seff [φq] = Seff [φqmax] +

∫
ddu1φq (u1)

δSeff [φq]

δφq (u1)

∣∣∣∣
φq=φqmax

+
1

2

∫
ddu1d

du2φq (u1)φq (u2)
δ2Seff [φq]

δφq (u1) δφq (u2)

∣∣∣∣
φq=φqmax

. (235)

Agora,

δSeff [φq]

δφq (u1)
=
[
−∇2

u1
+ 1
]
φq (u1)− 4n∫

dduφ4
q (u1)

3φ2
q (u1) δ (u1 − u2) , (236)

e

δ2Seff [φq]

δφq (u1) δφq (u2)
=

[
−∇2

u1
+ 1
]
φq (u1)− 4n∫

dduφ4
q (u1)

3φ2
q (u1) δ (u1 − u2)

+
16n(∫

dduφ4
q (u1)

)2φ
3
q (u1)φ3

q (u2) . (237)

Por construção

δSeff [φq]

δφq (u1)
= 0. (238)
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Para calcular a Eq. (237) em φq = φqmax, nós usamos a definição (228) e a Eq. (229)

para deduzir que

φqmax (x) =
(n
A

)1/2

φmax (u) , (239)

∫
dduφ4

q (u) =
4n2

A
, (240)

e assim

δ2Seff [φq]

δφq (u1) δφq (u2)

∣∣∣∣
φq=φqmax

=
[
−∇2

u1
+ 1− 3ϕ2

max

]
δ (u1 − u2)φq (u1)

+
1

A
ϕ3

max (u1)ϕ3
max (u2) . (241)

Desta forma, a aproximação gaussiana para cn [φ] em torno de φmax é dada por

cn [φmax] ∼ 1

Z0

(−1)n

2π
(n− 1)! ln

(
λmd−4

A

)n
× exp

(
−1

2

∫
ddu1d

du2φq (u1)
[
−∇2

u1
+ 1− 3ϕ2

max (u1)
]
δ (u1 − u2)φq (u2)

)
× exp

(
−1

2

∫
ddu1d

du2φq (u1)

[
1

A
ϕ3

max (u1)ϕ3
max (u2)

]
φq (u2)

)
. (242)

Esta aproximação torna-se exata no limite em que n→∞.

Podemos notar claramente com o que foi apresentado acima como a expansão em

Taylor da f [φ (x)] em potências da constante de acoplamento λ falhará em convergir de

maneira dominada. A expansão fN [φ (x)] consiste do termo de ordem zero (uma gaussiana

pura) acrescido de picos sucessivos. Enquanto que a largura destes picos permanecem

constantes, a sua altura absoluta cresce fatorialmente com a ordem da expansão (com a

posição do pico aumentando de forma proporcional a raiz quadrada da ordem). Até um

certo valor cŕıtico x = xc,N (com xc,N < xmax =
√

2n), o cancelamento entre os picos

sucessivos é praticamente exato e fN [φ (x)] aproxima-se do integrando interagente com

um alto grau de precisão. Todavia, além deste valor cŕıtico, começa a emergir um pico

final e este não é cancelado por nenhum outro posteriormente e, a medida que N torna-se

cada vez maior, este permanece praticamente não cancelado pelos picos prévios. Para

estes valores de x, o supremo da diferença entre a expansão de Taylor e o integrando

exato é da ordem da altura do último pico e, como tal, cresce fatorialmente com N . Além
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do mais, a largura deste aproxima-se de uma constante finita e diferente de zero quando

N →∞ de forma que há uma região para o qual

|fN | ∼ O ((n− 1)!) . (243)

Está claro para nós que não irá convergir para o valor real de fN [φ (x)] de uma maneira

dominada, pois qualquer função positiva h(x) com a propriedade

|fN | ≤ h(x) ∀N, (244)

não é integrável, uma vez que tal função deve conter um pico e desta forma cobrirá uma

área cujo crescimento é fatorial com a ordem.

Assim sendo, conclúımos que a aproximação gaussiana para cN [φ (x)] (dada pela

Eq. (242)) consiste em uma medida finita e independente de N e nós conclúımos que o

desvio de fN [φ (x)] com relação a f [φ (x)] é da ordem de (n− 1)! nesta região.

3.3 Quebra da Teoria de Perturbação em Altas Temperaturas

Nesta seção, discutiremos brevemente como o método perturbativo quebra quando

consideramos que o sistema está em um limite de temperatura muito alta. No Caṕıtulo

anterior calculamos a aproximação de um laço para o potencial efetivo do modelo de dois

campos escalares complexos interagentes e afirmamos que esta aproximação somente era

válida no limite em que a teoria de perturbação converge. Vejamos como esta palavra de

caultela é justificável.

Para que possamos ver se a série perturbativa é bem comportada, precisamos

considerar os termos de ordem mais alta na expansão. Vamos considerar por exemplo a

massa térmica mβ. Para ordem de um laço, a contribuição para massa térmica é dada

pelo diagrama de ordem λ,

����
(245)

que nos fornece como contribuição térmica para massa o resultado

δmβ =
λT 2

24
. (246)
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Na ordem de dois laços, a massa térmica recebe a contribuição devida a dois diferentes

diagramas, mostrados na figura abaixo,

��������
+ ����

(247)

O resultado em altas temperaturas para os dois diagramas em (247) é dado por

δm
(2)
β = − λ

2T 3

384m
. (248)

Comparando este resultado de segunda ordem com a contribuição de primeira ordem para

massa térmica, conclúımos que para a aproximação de primeira ordem ser confiável em

temperatura finita devemos ter

(
λ2T 3

384m

)
/

(
λT 2

24

)
=

λT

16πm
� 1,

além do requerimento usual para expansão perturbativa, λ � 1. Está claro deste resul-

tado que em temperaturas suficientemente altas, para valores fixos de m e λ a aproximação

perturbativa quebra. Um outro problema sério relacionado ao resultado (248) consiste

na singularidade no infravermelho que surge quando m→ 0. Esta singularidade é devido

apenas a topologia do diagrama de primeira ordem dado por (245). Embora divergências

no infravermelho sejam inerentes a quase todas as teorias de perturbação, quer em tempe-

ratura zero, quer em temperatura finita, temos boas razões para nos preocuparmos espe-

cialmente com esta. Em primeiro lugar, a contribuição dada por (248), entra como uma

correção para massa térmica, e além disso, participa na solução do polo do propagador,

que é por suposição, uma quantidade f́ısica. Em segundo lugar, em temperatura zero,

um famoso teorema como como é o caso do teorema de Kinoshita-Lee-Nauenberg [28]

demonstra que as singularidades que aparecem em estágios intermediários cancelam-se

nos resultados f́ısicos finais. Entretanto, um argumento crucial da versão do teorema de

Kinoshita-Lee-Nauenberg é a restrição do deslocamento da massa em todas as ordens que

é a única quantidade considerada aqui. E, finalmente, este deslocamento de massa entrará

em quantidades f́ısicas fazendo o papel de um cut-off cinemático e aparecerá, por exem-

plo, na taxa de produção de part́ıculas leves fracamente acopladas em um banho térmico.

O que, então pode ser feito com relação a esta divergência de infravermelho ? Como ela

não pode ser cancelada, então pode-se usar um regulador de infravermelho. De fato, um

regulador óbvio é a própria massa térmica obtida em primeira ordem δmβ. Neste caso, o
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comportamento resultante é

δ2m
(2)
β = O

(
λ
√
λT 2

)
. (249)

Isto é, o resultado é ainda aceitável perturbativamente uma vez que ele é menor que a

correção anterior. Infelizmente, este argumento não sobrevive para correções de ordem

mais alta. Assim sendo, mesmo atribuindo um número arbitrário de diagramas de um

laço, como o da Eq. (245), às linhas do propagador, obtemos sempre a mesma correção

δ2m
(2)
β = O

(
λ
√
λT 2

)
. Um número infinito de diagramas contribuem para a mesma

ordem na constante de acoplamento. Isto nos mostra claramente a quebra da teoria de

perturbação em temperatura finita. Por outro lado, este subconjunto infinito da maioria

dos diagramas infravermelho pode ser ressomado. Isto não é mais do que uma expansão

em Taylor cujo termo de contribuição de um laço pode ser expresso como

∞∑
N=0

m2N
β

N !

(
∂

∂m2

)N ∞∫
m

kdω
1

eβω − 1

∣∣∣∣
m=0

=

∞∫
mβ

kdω
1

eβω − 1
, (250)

que é equivalente a substituir m2 por m2 → m2 + δm2 no termo de um laço. A integral

em (250) é perfeitamente bem definida para qualquer valor da constante de acoplamento.

Visto desta perspectiva, as divergências de infravermelho surgem de uma expansão equivo-

cada de
√
λ em torno de zero. Esta discussão simplificada pode claramente ser estendida

para teorias mais complicadas, por exemplo para o modelo padrão, onde o problema de

divergências de infravermelho é evidente em altas temperatura, quando as massa dos bo-

sons de calibre mW (φc) e mZ (φc) anulam-se e esquemas de ressoma de contribuições em

ordem de laço mais altas, ou métodos não-perturbativos devem ser usados para se estudar

os detalhes das transições de fase. Vejamos agora como o método não perturbativo da

TPO pode ser útil para a solução destes problemas apresentados.

3.4 Teoria de Perturbação Otimizada

Suponhamos que desejamos calcular alguma quantidade como, por exemplo, o

valor esperado no vácuo para uma teoria de campo escalar descrita por uma densidade de

Lagrangiana L, em algum sistema cuja dinâmica seja governada por uma dada ação S.

A aplicação padrão da TPO para uma teoria descrita por esta densidade de Lagrangiana

inicia-se com uma interpolação definida por
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Lδ = (1− δ)L0 (η) + δL = L0 (η) + δ ( L − L0 (η)) , (251)

onde L0 (η) é a densidade de Lagrangiana de uma teoria solúvel que pode conter um

parâmetro de massa arbitrário (η). A densidade de Lagrangiana Lδ interpola entre a

parte solúvel quadrática L0 (η) (quando δ = 0) e a original L (quando δ = 1 ). De modo

similar, a ação ordinária é substitúıda por uma ação δ modificada da forma

Sδ := S0 + δ (S − S0) , (252)

onde S0 ≡ S0 (η) é alguma ação solúvel que dependa de algum parâmetro variacional

artificial η (cuja generalização para um conjunto de parâmetros variacionais {ηi}, seja

óbvia). A escolha para a forma de S0 não é prescrita a priori pela TPO mas, em geral,

uma ação conveniente possa ser inferida do contexto, embora não signifique que seja

a única possibilidade. É aconselhável que S0 reflita pelo menos alguma das simetrias

pertencentes a ação original. Nota-se que a ação δ modificada interpola entre S0 e S a

medida que

Sδ=1 = S, Sδ=0 = S0. (253)

Devemos ressaltar aqui o fato de que a presença do parâmetro δ tem como única finalidade

nos permitir a expansão consistente de todas as quantidades desejadas até uma certa

ordem de δ. No fim dos cálculos atribúımos a δ o valor 1. O ponto realmente crucial neste

método está na dependência de S0 sobre o parâmetro variacional η.

Para ilustrar como isto ocorre, vamos supor que desejamos calcular uma certa quan-

tidade PN até uma dada ordem N em δ (onde o subscrito se refere a ordem da expansão) e

então tomamos δ = 1 . Truncar nesta ordem significa PN que retém alguma dependência

sobre o parâmetro não-f́ısico. Consequentemente, precisamos de algum critério bem defi-

nido para selecionar os valores mais convenientes do parâmetro variacional. Enfatizamos

que este critério deve ser um procedimento bastante geral e que, desta forma, não dependa

do modelo em consideração.

Um critério bastante comum e que tem sido usado com sucesso já há algum tempo

é o chamado prinćıpio de sensitividade mı́nima (PSM) [29], originalmente discutido com

referência a ambiguidades em esquemas de renormalização, onde η é escolhido como sendo

estacionário no ponto onde a expansão é truncada, onde a dependência é mı́nima, isto é,

onde impomos que
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∂PN
∂η

∣∣∣∣
η=η̄

= 0 (254)

onde a motivação para a aplicação deste critério reside no fato que enquanto que alguma

solução truncada depende de η, pelo menos localmente, PN é independente de η.

É crucial notar que este procedimento deve ser aplicado numa dada ordem N na

expansão, de modo que η adquire alguma dependência dos parâmetros do modelo, em

particular, das constantes de acoplamento. É por meio da fixação de η, pelo critério

variacional apropriado, que correções não perturbativas são geradas. Por outro lado, se

η fosse fixado independentemente da ordem de N na expansão, então a TPO teria um

raio de convergência igual a zero, do mesmo modo que teoria de perturbação ordinária.

É esta caracteŕıstica da dependência da ordem na TPO que nos permite conseguir uma

sequência convergente de aproximantes em ńıtido contraste com as séries assintoticamente

divergentes obtidas por meio da teoria de perturbação convencional.

3.5 Indo além de Teoria de Perturbação - Uso da TPO

Vimos na seção 3.2 que a falha na expansão em Taylor do integrando em con-

vergir para o integrando exato de maneira dominada, o que torna inválido em teoria de

perturbação a troca entre a soma e a integral. Uma solução para este problema seria

multiplicar o integrando por alguma função caracteŕıstica que modificará o integrando

perturbativo na região onde ele é fortemente desviado do integrando exato, sem contudo

provocar nenhuma altera ção significativa na região onde há uma correspondência bem

próxima entre os dois. Claramente este procedimento é dependente da ordem, uma vez

que nesta região espacial do campo para o qual há divergência entre fN [φ (x)] e f [φ (x)]

depende da ordem da expansão. Foi sugerido em [27] que um candidato apropriado para

o papel de função caracteŕıstica é

W (M,u) = e−Mu

M∑
n=0

(Mu)n

n!
, (255)

onde M é um inteiro positivo. A função W (M,u) pode ser generalizada para W (M,u, i)

onde

W (M,u, i) = e−Mu

M−i∑
n=0

(Mu)n

M !
, (256)
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e i é um inteiro fixado. Encontramos esta generalização no contexto da discussão envol-

vendo a TPO. Por enquanto, focalizamos nossa atenção sobre a escolha da definição (255)

e seu uso para construir séries convergentes.

A razão para a escolha de (255) como representação para função caracteŕıstica é

que se u é substitúıdo por uma forma quadrática positiva definida da forma 〈φ |D|φ〉/CN ,

onde D é algum operador de derivada segunda de nossa escolha, então a modificação

resultante do integrando perturbativo,

cn [φmax] = cn [φmax]× lim
M→∞

W (M, 〈φ |D|φ〉/CN)

=
1

Z0

(−1)n

2π
lim
M→∞

e−S0 (Sint)
nW (M, 〈φ |D|φ〉/CN) , (257)

produz uma série de gaussianas multiplicada por monômios, permitindo-nos usar a técnica

dos diagramas de Feynmann para integrá -las. A quantidade CN é uma constante que

depende de N (ordem da expansão) para excluir a região no espaço de fases onde o inte-

grando perturbativo não exibe convergência dominada. Dessa forma, a integral funcional

tem um corte na região para o qual 〈φ |D|φ〉 > CN e o comportamento fatorial dos coe-

ficientes perturbativos é atenuado. Com esta modificação o tipo de integral funcional a

ser calculado tem a forma

[dφ] exp

{
−
∫
ddx

[
1

2
(∂µφ)2 +

1

2
m2φ2 + (φDφ) /CN

]}
×
(∫

ddx
λ

4!
φ4

)n(∫
ddxφDφ

)m
. (258)

Devemos também notar que a construção de uma série convergente não conflita

com o fato da função Z(λ) não ser anaĺıtica em λ = 0. Precisamos ter em mente que, em

primeiro lugar, não se requer que a sequência de funções anaĺıticas convirjam para uma

função anaĺıtica e, em segundo lugar, a constante CN , que fixamos ordem a ordem, pode

ter alguma dependência impĺıcita sobre λ, que é o caso da TPO.

Examinemos agora o mecanismo pelo qual a TPO produz séries convergentes. To-

memos como exemplo o oscilador quântico anarmônico (cuja propriedade de convegência

foi examinada em [30]), caso em que a ação é substitúıda pela ação δ -modificada

Sδ =

∫
dt

[
1

2

d2φ

dt2
+

1

2

(
m2 +

g

2m
α
)
φ2 +

δλ

4!

(
φ4 − α

m
φ2
)]

(259)

onde α para nós constitui apenas um parâmetro não-f́ısico que será fixado por meio do

critério PSM.
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Suponhamos que desejamos calcular a função de partição para esta teoria até a

ordem N . Expandimos a parte interagente da aç ão em potências de δ (e ao final tomamos

δ = 1), obtemos:

ZN (m,λ, α) =
1

Z0

∫
[dφ]

{
−
∫
dt

[
1

2

d2φ

dt2
+

1

2

(
m2 +

λ

12m
α

)
φ2

]}
×

N∑
n=0

(−1)n

n!

δ

4!

(
λ

∫
dtφ4 − λα

24m

∫
dtφ2

)n
(260)

Expandimos o binômio por fazer uso da seguinte identidade

N∑
n=0

(−1)n

n!
(a− b)n =

N∑
n=0

N∑
i=0

(−1)i

i!

1

(n− i)!
aib(n−i)

=
N∑
i=0

N∑
n=i

(−1)i

i!

1

(n− i)!
aib(n−i)

=
N∑
i=0

(−1)i
ai

i!

N−i∑
k=0

bk

k!
. (261)

Com esta definição podemos reescrever a Eq. (260) como

ZN (m,λ, α) =
1

Z0

[dφ] exp

{
−
∫
dt

[
1

2

d2φ

dt2
+

1

2

(
m2 +

λ

22m
α

)
φ2

]}
×

N∑
i=0

(−1)i

i!

(
λ

4!

∫
dtφ4

)i [N−i∑
k=0

1

k!

(
λα

24m

∫
dtφ2

)k]
. (262)

Uma inspeção minunciosa da Eq. (262) nos mostra que na TPO cada integrando pertur-

bativo é modificado de acordo com (mudando o ı́ndice i→ n)

cTPOn [φ (x)] =
1

Z0

(−1)n

n!
lim
M→∞

e−S0 (Sint)
nW (M, 〈φ |D|φ〉/CN) , (263)

com u substitúıdo pela forma quadrática
(
λ/24m

∫
dtφ2

)
/CN onde CN=N/α, o que está

em ńıtido contraste com a nossa tentativa de modificar a teoria de perturbação onde

escolhemos modificar cada um dos coeficientes cn [φ (x)] pela mesma função W (M,u), e

então tomar o limite M →∞. Se nós escolhemos para a quantidade não-f́ısica α a escala

em que α ' N2/3 (foi rigorosamente provado em [30] que esta escala gera uma sequência

convergente na TPO), então nós estamos modificando cada um dos coeficientes cn [φ (x)]

pela função que se aproxima da função θ (como a ordem de N da expansão tende ao
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infinito) na região espacial do campo para o qual

λ

24m

∫
dtφ2 ≤ N1/2. (264)

Podemos ver que a TPO (por conferir um mecanismo ativo [30], como oposto ao

método sugerido inicialmente que é chamado de passivo pois cada integrando perturbativo

é multiplicado pela mesma função caracteŕıstica) é uma melhoria sobre o método passivo

uma vez que gera uma sequência que converge mais rapidamente para a resposta correta.

Para vermos isto, notemos que para grandes valores de N os primeiros poucos termos da

TPO (que é o caso para i � N) são multiplicados essencialmente pela mesma função e

temos, em essência, um método passivo para ordens baixas. Por outro lado, para ordens

mais altas (i . N) a função W (M,u, i) aproxima para uma função θ mais rapidamente.

Isto pode ser comprovado se olharmos brevemente uma das caracteŕısticas da função

W (M,u, i). Quando temos que u > 1 então

W (M,u, i) < u−ieN [lnu−(u−1)]. (265)

Notamos em (265) a presença do termo u−i multiplicando a quantidade exponencial. Tal

termo claramente será mais significativo para valores de i mais próximos de N , conduzindo

a uma forte convergência. Portanto, podemos perceber o modo como a TPO provê uma

sequência convergente para a teoria λφ4. Vemos que ela gera um regulador (cut off ) nas

á reas espaciais do campo para os quais a expansão perturbativa ordiná ria não exibe

convergência dominada e ainda nos fornece um mecanismo de convergência mais eficiente

que o método passivo delineado na seção 3.2.
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4 APLICAÇÃO DA TPO PARA O MODELO DE DOIS CAMPOS

ESCALARES COMPLEXOS INTERAGENTES

Neste caṕıtulo, estenderemos o método da TPO para tratar o problema da estru-

tura de fases no modelo de dois campos escalares complexos interagentes, introduzido no

Caṕıtulo 3. Faremos uso da expansão até a segunda ordem na TPO e calcularemos de

maneira sistemática todos os diagramas que contribuem para a auto-energia incluindo os

resultados para a temperatura cŕıtica bem como seu comportamento. O estudo da massa

térmica até a segunda ordem usando a TPO nos auxiliará no estudo das fases no modelo,

acessando ao mesmo tempo o regime não-perturbativo do modelo. A justificativa para

calcularmos a massa térmica e não o potencial efetivo, como fizemos no Caṕıtulo 3, é que,

para O (δ2), o cálculo do potencial efetivo implicaria no cálculo de funcões de vácuo até

ordem de três laços, o que se tornaria extremamente complicado os cálculos em tempe-

ratura e potenciais qúımicos finitos. Em todos os momentos estaremos trabalhando com

o limite de altas temperatura, isto é, no regime onde a temperatura é muito maior que

os parâmetros de massa apropriados da teoria. Com estas correções geradas pela massas

térmicas para os campos, estaremos aptos para investigar o aparecimento de ISB/SNR

para um modelo multiescalar em temperatura e potenciais qúımicos finitos.

4.1 Correções para Massa Térmica na TPO

Vamos agora mostrar como podemos obter as correções para massa térmica até a

segunda ordem na TPO para o modelo multiescalar considerado no caṕıtulo 3. Lembramos

que a densidade de Lagrangiana para este modelo é

L (φ, φ∗, ψ, ψ∗) = (∂µφ) (∂µφ)∗ +m2
φφ

2 +
λφ
4

(φφ∗)2

+ (∂µψ) (∂µψ)∗ +m2
ψψ

2 +
λψ
4

(ψψ∗)2 + λ(φφ∗)(ψψ∗). (266)

Para o modelo interpolado, a ação δ-modificada, de acordo com a prescrição dada pela

Eq. (252), é dada então por

Sδ (β, µφ, µψ) = SδF (β, µφ, µψ) + SδI (β, µφ, µψ) + Sδct (β, µφ, µψ) , (267)

com
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SδF (β, µφ, µψ) =

∫
T

d4xφ∗

[
−
(
∂

∂τ
− µφ

)2

+∇2 + Ω2
φ

]
φ

+

∫
T

d4xψ∗

[
−
(
∂

∂τ
− µψ

)2

+∇2 + Ω2
ψ

]
ψ, (268)

SδI (β, µφ, µψ) =

∫
T

d4x

[
δλφ
4

(φ∗φ)2 − δη2
φφ
∗φ

]

+

∫
T

d4x

[
δλψ
4

(ψ∗ψ)2 − δη2
ψψ
∗ψ

]

+

∫
T

d4x [δλ (φ∗φ) (ψ∗ψ)] , (269)

e ação de contratermos de renormalização definida por

Sδct (β, µφ, µψ) =

∫
T

d4x

{
Aδφφ

∗

[
−
(
∂

∂τ
− µφ

)2

+∇2

]
φ+Bδ

φΩ2
φφ
∗φ

}

+

∫
T

d4x

{
Aδψψ

∗

[
−
(
∂

∂τ
− µψ

)2

+∇2

]
ψ +Bδ

ψΩ2
ψψ
∗ψ

}

+

∫
T

d4x

[
Cδ
φ

δλφ
4

(φ∗φ)2 − δBδ
φη

2
φφ
∗φ

]

+

∫
T

d4x

[
Cδ
ψ

δλψ
4

(ψ∗ψ)2 − δBδ
ψη

2
ψψ
∗ψ

]

+

∫
T

d4x [Cδλ (φ∗φ) (ψ∗ψ)] . (270)

Nas equações acima introduzimos o parâmetro Ωi, com i = φ, ψ, dado em termos dos

parâmetros variacionais ηi por Ω2
i = m2

i + η2
i . A notação

∫
T
d4x indica que as integrais

são feitas no espaço de Minkowski, a temperatura finita.

Em seguida vamos efetuar os nossos cálculos para a massa térmica até a O (δ2).

Posteriormente, usaremos a regularização dimensional para renormalizar a teoria. Como

já discutido no Caṕıtulo 4, os parâmetros ηi tornam-se funções dos parâmetros originais do

modelo, incluindo as constantes de acoplamento após a condição variacional apropriada,

que nos nossos cálculos, é aplicada diretamente sobre as massas térmicas, procedimento

esse também adotado em [8, 25]. Como já discutido no Caṕıtulo anterior, é dessa forma,
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pela aplicação de um principio variacional sobre as quantidades f́ısicas sendo calculadas,

que o comportamento não perturbativo surge na TPO. Como também discutido nas Refs.

[8,25], uma vez que a aplicação do principio variacional gera também parâmetros da TPO

dependentes da temperatura, o processo de renormalização deve ser realizado antes da

aplicação do mesmo, tal que a renormalização acaba se tornando idêntica a realizada na

teoria normal em T = 0. O procedimento de renormalização que utilizamos segue de

perto ao usado em [25] e é baseado em [31]. Os detalhes do processo de renormalização

podem ser vistos no Apêndice 2.

Como ińıcio de nossos cálculos, definimos as regras de Feynmann no espaço das

frequências na presença de carga, que segue diretamente das expressões em (268) e (269):

1. A cada linha de propagador é atribúıdo um fator

∆j (iωn,k) =
[
− (iωn + µj)

2 + ω2
j,k

]−1
, (271)

onde i = φ, ψ, ωn = 2πn/β e ωj,k =
√

k2 + Ω2
j e a seta segue na direção do fluxo do

momento;

2. Atribúımos um fator −δλj a cada vertex de auto interação, e um fator −δλ para os

vértices de acoplamento mútuo entre φ e ψ;

3. Atribúımos um fator −δη2
i a cada inserção (interação) gerada pela TPO;

4. Integramos sobre toda linha externa com peso T
∑

n

∫
d3k/ (2π)3;

5. Deve haver conservação de carga em cada vertex, isto é o número de setas entrando

em um vértex deve ser igual oa número das que saem;

6. Atribui-se o fator de simetria apropriado a cada diagrama.

Agora nós estamos aptos para estimar as correções para as massas térmica para os

campos φ e ψ, via suas correções de auto energia, geradas dentro do método da TPO,

M2
i (T, µi, µj) = Ω2

i − µ2
i + Π

(δn)
i (iωn,p) , (272)

com as correções de auto energia para os campos, Π
(δn)
i (iωn,p), calculados até ordem

O(δn) em TPO e definidos na casca de massa (on-shell), ou seja para iωn = Ωi − µi;

p = 0. A escolha do quadrimomento será discutida mais a frente, quando calcularemos

os diagramas de dois laços que carregam momento externo.
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Figura 5 - Diagramas referentes as contribuições para as auto energias dos campos até

segunda ordem na TPO. Linhas cheias nos laços (loops) se referem ao

propagador de um campo i, enquanto que linhas pontilhadas ao propagador

de um outro campo j (i, j = φ, ψ). Os pontos cheios são inserções de δη2
i e os

pontos cruzados referem-se a correções de renormalização de massa (se estão

sobre um propagador) ou de renormalização de constante de acoplamento (se

estão num vértice).

X X

X X

+ ++ +

+ +

+ +

+ +

+ +
++

Fonte: O autor, 2011.

Todos os diagramas de Feynman que contribuem para Π
(δ2)
i (iωn,p) até segunda

ordem na TPO estão representados na Figura 5. Nos cálculos seguintes vamos estar nos

referenciando sempre aos diagramas ali representados.

4.1.1 Massa Térmica em Primeira Ordem

Vamos iniciar nossos cálculos com a determinação das massas térmicas em ordem

mais baixa na TPO, ordem δ. Nessa ordem, as contribuições relevantes são, que corres-

pondem aos três primeiros diagramas mostrados na Figura 5. Seguindo a ordem dos

termos mostrados na Figura 5, temos que
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Π
(δ1)
i,1 = δη2

i , (273)

Π
(δ1)
i,2 = δλiT

∑
n

∫
d3k

(2π)3 ∆i (iωn,k) , (274)

e

Π
(δ1)
i,3 = δλ

∑
n

∫
d3k

(2π)3 ∆j (iωn,k) . (275)

A soma nas frequência de Matsubara nas Eqs. (274) e (275) pode ser tratada de

uma forma eficiente e concisa por fazermos uso da representação mista do propagador de

Matsubara em temperatura e potencial qúımico finitos, dada pela Eq. (86), obtida no

Caṕıtulo 2, que ao tomar avariável τ = 0, nos da os resultados para (274) e (275),

Π
(δ1)
i,2 = δλi

∫
d3k

(2π)3

1

2ωki

[
1 + n+

i,k + n−i,k
]
, (276)

e analogamente para a Eq. (275). A integração sobre os momentos na Eq. (276) pode ser

realizada separadamente sobre o termo que independe da temperatura,

X0 =

∫
d3k

(2π)3

1

2ωi,k
, (277)

e o termo dependente da temperatura:

XT =

∫
d3k

(2π)3

1

2ωki

[
n+
i,k + n−i,k

]
. (278)

A integração no momento no termo independente da temperatura, X0, pode ser

realizada usando a técnica de regularização dimensional [13–15], para obter

X0 =
Ω2
i

16π2

[
−1

ε
+ ln

(
Ω2
i

4πM2

)
+ γ − 1 +O(ε)

]
, (279)

onde M é a escala de massa introduzida pela regularização dimensional e ε é o parâmetro
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em que a divergência ultravioleta é expressa (para ε→ 0).

O termo de temperatura finita é obtido ao se definir em (278) x = βk, yi = βΩi e

ri = µi/Ωi, tal que a integral em momento pode ser expressa na forma

XT =
T 2

π2
he (yi, ri) , (280)

onde

he (yi, ri) = h (yi, ri) + h (yi,−ri) , (281)

e

h (yi, ri) =
1

Γ (3)

∞∫
0

dx
x2√
x2 + y2

 1

exp
(√

x2
i + y2

i − riyi
)
− 1

 . (282)

Em seguida podemos usar a expressão para a expansão em alta temperatura (para yi � 1)

para a Eq. (281), mantendo ri fixo, dada por [32]:

he (yi, ri) =
π2

12
− πyi

4

√
1− r2

i −
y2
i

8

[
ln
( yi

4π

)
+ γ − 1

2
+ r2

i

]
+ · · ·

Juntando os resultados acima para os termos de T = 0 e T 6= 0, os diagramas em

primeira ordem na TPO nos forneceram o seguinte resultado

Π
(δ1)
i = δη2

i

+
δλiΩ

2
i

16π2

[
1

ε
+ ln

(
Ω2
i

4πM2

)
+ γ − 1

]
+
δλiT

2

π2
he (yi, ri)

+
δλΩ2

j

16π2

[
1

ε
+ ln

(
Ω2
j

4πM2

)
+ γ − 1

]
+
δλT 2

π2
he (yj, rj) , (283)

o que nos leva ao resultado para a massa térmica em primeira ordem na TPO,
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M2
i,δ1(T, µi, µj, ηi, ηj) = Ω2

i − µ2
i − δη2

i

+ δλi

[
1

16π2ε
+Xi(T )

]
+ δλ

[
1

16π2ε
+Xj(T )

]
, (284)

onde definimos

Xi(T ) =
T 2

12
− TΩi

4π

√
1− r2

i +
Ω2
i

16π2

[
L(T )− 2r2

i

]
, (285)

e por conveniência para representar os resultados em segunda ordem na TPO que reali-

zaremos em seguida, definimos também as funções:

L(T ) =

[
ln

(
4πT 2

M2

)
− γ
]
, (286)

Yi(T ) =
T

8πΩi

1√
1− r2

i

− 1

16π2
L(T ), (287)

Zi(0) =
1

2

[
ln

(
Ω2
i

4πM2

)
+ γ

]2

+
π2

12
, (288)

Wi(0) =
1

2

[
ln

(
Ω2
i

4πM2

)
+ γ − 1

]2

+
1

2
+
π2

12
. (289)

Finalmente notamos que as divergências em 1/ε aparecendo em (284) podem ser

canceladas se definimos um contratermo de renormalização de massa, dado por

Π
(δ1)
div = − δ

16π2ε

(
λiΩ

2
i + λΩ2

j

)
. (290)

Esse contratermo de renormalização de massa pode ainda ser interpretado como um vértice

de interação sendo adicionado na ação original e vai contribuir em ordens superiores na

expansão na TPO, em particular em nosso cálculo em segunda ordem a ser realizado

abaixo. A representação diagramática desse contratermo de massa está mostrada na
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Figura 6 - Diagramas contribuindo para o contratermo de renormalização de massa em

primeira ordem na TPO.

+ X
Fonte: O autor, 2011.

Figura 6.

4.1.2 Massa Térmica em Segunda Ordem na TPO

Para a ordem O (δ2), temos contribuições para a auto energia dos campos vindo

tanto de diagramas independentes do momento e também dos diagramas nãao triviais do

tipo “sol nascente” (settingsun), dependentes do momento externo, representados pelos

dois últimos diagramas mostrados na Figura 5.

Vamos primeiramente considerar os diagramas independentes do momento, que em

O (δ2) podem ter um ou dois laços. Nesta ordem, a contribuição a um laço independente

do momento são representados pelos diagramas 4 a 9 mostrados na Figura 5. Usando

as definições (285)-(289, apresentamos abaixo os resultados para esses diagramas. O

primeiros dois desses diagramas são dados explicitamente por

Πi,4 = δ2λiη
2
i

(
1

16π2ε
+ Yi(T )

)
, (291)
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e analogamente,

Πi,5 = δ2λη2
j

(
1

16π2ε
+ Yj(T )

)
. (292)

Em seguida temos as contribuições vindo dos contratermos de massa tanto para o campo

φ como para ψ (na nossa notação, podendo ser termos do tipo ”i”ou ”j”, para representar

φ ou ψ). Essas contribuição são dadas explicitamente por

Π
(δ2)
i,6 = − δ

2λi
16π2

[
λiΩ

2
i + λΩ2

j

]
×

[
1

16π2ε2
+ Yi(T )

1

ε
+
Zi(0)

16π2

]
, (293)

e

Π
(δ2)
i,7 = − δ2λ

16π2

[
λjΩ

2
j + λΩ2

i

]
×

[
1

16π2ε2
+ Yj(T )

1

ε
+
Zj(0)

16π2

]
. (294)

Notamos também que para a renormalização necessitamos além dos contratermos de

massa, contratermos de renormalização de vértice, conforme descrito em detalhes nas

referências [8]. A representação desses contratermos de renormalização de vértice e os

diagramas que geram eles, são mostrados na Figura 7.

A contribuição de renormalização de vértice dado pelos termos mostrados na Figura

7 gera os seguintes contratermos de vértice:

Ci =
δ2

32π2ε

(
5λ2

i + 4λ2
)
, (295)

para os dois primeiros diagramas mostrados na Figura 7, e

C =
δ2λ2

8π2ε
+

δ2λ

16π2ε
(λi + λj) , (296)

para os três últimos diagramas mostrados na Figura 7. Desses contratermos de vértice

podemos gerar o oitavo e nono diagramas mostrados na Figura 5. Esses diagramas são

dados por
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Figura 7 - Diagramas contribuindo para o contratermo de renormarmalização de vértice.

Note que essas contribuições são de segunda ordem na TPO.

X

X

+

++

Fonte: O autor, 2011.
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Π
(δ2)
i,8 = −1

2

δ2

16π2

(
5λ2

i + 4λ2
)

×
{

Ω2
i

16π2ε2
−Xi(T )

1

ε
+

Ω2
i

(16π2)
Wi(0)

}
, (297)

e

Π
(δ2)
i,9 = − δ2

16π2

[
2λ2 + λ (λi + λj)

]
×

{
Ω2
j

16π2ε2
−Xj(T )

1

ε
+

Ω2
j

16π2
Wj(0)

}
. (298)

Chegamos agora nas contribuição de dois laços, independente do momento externo,

que é dada pelos décimo, décimo primeiro, décimo segundo e décimo terceiro diagramas

(double-scoops) mostrados na Figura 5. Esses diagramas são dados por

Π
(δ2)
i,10 = − δ

2λ2
i

16π2

{
− Ω2

i

16π2ε2
+

1

ε

[
Xi(T )− Ω2

iYi(T )
]}

− δ2λ2
i

{
Xi(T )Yi(T )− Ω2

i

(16π2)2
[Zi(0) +Wi(0)]

}
, (299)

Π
(δ2)
i,11 = −δ

2λiλ

16π2

{
−

Ω2
j

16π2ε2
+

1

ε

[
Xj(T )− Ω2

jYi(T )
]}

− δ2λiλ

{
Xj(T )Yi(T )−

Ω2
j

(16π2)2
[Zi(0) +Wj(0)]

}
, (300)

Π
(δ2)
i,12 = − δ

2λ2

16π2

{
− Ω2

i

16π2ε2
+

1

ε

[
Xi(T )− Ω2

iYj(T )
]}

− δ2λ2

{
Xi(T )Yj(T )− Ω2

i

(16π2)2
[Zj(0) +Wi(0)]

}
, (301)

Π
(δ2)
i,13 = −δ

2λjλ

16π2

{
−

Ω2
j

16π2ε2
+

1

ε

[
Xj(T )− Ω2

jYj(T )
]}

− δ2λjλ

{
Xj(T )Yj(T )−

Ω2
j

(16π2)2
[Zj(0) +Wj(0)]

}
. (302)

Finalmente chegamos nos diagramas mais complicados, de dois laços e dependentes
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de momento externa, dados pelos dois últimos diagramas mostrados na Figura 5. O

primeiro desses diagramas foi calculado em detalhes na Ref. [26] e aqui damos então

somente o resultado final encontrado pelos autores dessa referência:

Π
(δ2)
i,14 =

δ2λ2
iΩ

2
i

(16π2)2 ε2
+

δ2λ2
iΩ

2
i

(16π2)2 ε
− δ2λ2

i p
2

(16π2)2 2ε

− 3δ2λ2
i

16π2ε

{
T 2

12
− TΩi

4π

√
1− r2

i +
Ω2
i

32π2

[
ln

(
4πT 2

M2

)
− γ − 2r2

i

]}
+

3δ2λ2
iΩ

2
i

2 (16π2)2

[
ln2

(
Ω2
i

4πM2

)
+

(
2γ − 17

6

)
ln

(
Ω2
i

4πM2

)
+ 1.9785

]
− 3δ2λ2

i

16π2

[
− ln

(
Ω2
i

4πM2

)
+ 2− γ

]
×

{
T 2

12
− TΩi

4π

√
1− r2

i −
Ω2
i

16π2

[
ln

(
4πT 2

M2

)
− 1

2
+ γ + r2

i

]}
+

δ2λ2
iT

2

128π2

[
ln

(
Ω2
i

T 2

)
+ 5.0669 +

3

2
ln
(
1− r2

i

)
− 2r2

i

π2
(2 ln 2− 1)

+
1

π2
ln2

(
1 + ri
1− ri

)
ln 2

]
. (303)

O último diagrama mostrado na Figura 5 é similar ao diagrama de cima, com

a exceção de possuir um dos propagadores internos com termo de massa (e potencial

qúımico) diferente dos demais dois propagadores internos. O resultado desse diagrama,

não encontrado na literatura, foi completamente calculado nesta tese e o resultado que

encontramos é
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Π
(δ2)
i,15 =

δ2λ2Ω2
j

(4π)4

{
1

ε2

(
1 +

n2

2

)
+

1

ε

(
1 +

n2

2

)[
3− 2γ − 2 ln

(
Ω2
j

4πM2

)]
− p2

Ω2
jε

+
n2

ε
ln
(
n2
)}

− δ2λ2T 2

(4π)2

[
1

ε
[h (yi, ri) + 2h (yj, rj)]

+ h(yi,±ri)
[
ln

(
Ω2
j

4πM2

)
+ 2 + γE

]
+ 2h(yj,±rj)

[
ln

(
Ω2
i

4πM2

)
+ 2 + γE

]]
+

δ2λ2Ω2
j

2 (4π)4

(
1 +

n2

2

)[
7 +

π2

6
+ 6γ + 2γ2 − 2 (3− 2γ)

× ln

(
Ω2
j

4πM2

)
+ 2 ln2

(
Ω2
j

4πM2

)]
−

δ2λ2Ω2
j

2 (4π)4

[
1 +

11

8
n2 −

(
1 +

n2

2

)
ln
(
n2
)
− 1

2
n2 ln2

(
n2
)

+
(1− n2)

2

n2

(
Li2
(
1− n2

)
− π2

6

)]

− δ2λ2Ω2
i

2 (4π)4

[
3− 2γ − 2 ln

(
Ω2
j

4πM2

)(
1

4
+ ln

(
n2
))

T 2

64π2

[
2 ln

(
ΩiΩj

T

)
− ln

Ω2
iΩ

2
j

T 2
+

1

2
ln
(
1− r2

i

)
+ ln

(
1− r2

j

)
− 1

2π2

[
ln

(
1 + ri
1− ri

)
ln

(
1 + rj
1− rj

)]
ln 2

− 1

π2
rirj (2 ln 2− 1) + 5.0669

]
, (304)

onde n = Ωi/Ωj.

Com os resultados acima, temos que a massa efetiva, em segunda ordem na TPO,

para os campos pode ser escrita como

M2
i (T, µi, µj, ηi, ηj) = Ω2

i − µ2
iΠ

(δ1)
i,1 + Π

(δ1)
i,2 + Π

(δ1)
i,3 + Π

(δ2)
i,4 + Π

(δ2)
i,5 + Π

(δ2)
i,6

+ Π
(δ2)
i,7 + Π

(δ2)
i,8 + Π

(δ2)
i,9 + Π

(δ2)
i,10 + Π

(δ2)
i,11 + Π

(δ2)
i,12 + Π

(δ2)
i,13

+ Π
(δ2)
i,14 + Π

(δ2)
i,15 . (305)

4.2 Resultados

Passamos agora para o estudo das diferentes fases do modelo e o processo de

otimização que fixa os valores dos parâmetros da OPT, ηφ e ηψ, na expressão para a

massa efetiva dada pela Eq. (305).
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Uma vez que obtivemos as massas efetivaMφ(T, µφ, µψ, ηφ, ηψ) eMψ(T, µφ, µψ, ηφ, ηψ),

estamos agora em posição de aplicar o procedimento de otimização e então obter os valo-

res otimizados de ηφ e ηψ. Antes de fazermos isso, alguns detalhes técnicos concernentes

ao procedimento de otimização devem ser esclarecidos. Primeiro, lembremos que nosso

procedimento de interpolação foi efetuado de uma forma bem geral por atribuirmos di-

ferentes parâmetros de interpolação para cada campo. Embora geral, este procedimento

produz dois parâmetros arbitrários que precisam ser fixados por meio do procedimento de

otimização, o que obviamente complica o procedimento de obtenção desses termos, pois

temos de procurar extremos no espaço ηφ, ηψ. Algumas vezes estes extremos apresentam-

se como pontos de sela, que são dif́ıceis de se detectar numericamente. Neste caso nós

testamos dois dos mais usados procedimentos de otimização, o PSM e FAC. No PSM

procuramos por extremos das massa efetiva,

∂M2
φ

∂ηφ

∣∣∣
η̄φφ ,η̄

φ
ψ

= 0 ,

∂M2
φ

∂ηψ

∣∣∣
η̄φφ ,η̄

φ
ψ

= 0 , (306)

para obter os valores otimizados η̄φφ, η̄
φ
ψ para Mφ, e analogamente para Mψ, para obter os

valores otimizados η̄ψφ , η̄
ψ
ψ . No procedimento FAC procuramos por valores de η̄φ, η̄ψ tais

que os termos na ordem δ2 para as massas dos campos, ∆δ2Mi, satisfazem

∆δ2M
2
φ

∣∣∣
η̄φφ ,η̄

φ
ψ

= 0 , (307)

∆δ2M
2
ψ

∣∣∣
η̄ψφ ,η̄

ψ
ψ

= 0 , (308)

com os valores otimizados obtidos por se escolher valores mı́nimos para η̄i, que são soluções

para as Eqs. (307) e (308), consistentes com a aproximação de alta temperatura, ou seja,

η̄i < T , dados os valores de temperatura e potenciais qúımicos.

O segundo ponto a ser discutido diz respeito a quantidade que nós escolhemos

otimizar, de acordo com os procedimentos dados pelos critério PSM ou FAC, isto é Eqs.

(306) e (307), respectivamente, para o campo φ e equivalentemente para o campo ψ, de

modo a obter os valores de η̄i. Por olhar atentamente nossa equações, podemos facilmente

ver que, exceto para o caso onde µφ = µψ, m2
φ = m2

ψ e λφ = λψ, os procedimentos va-

riacionais PSM/FAC aplicados separadamente para M2
φ e M2

ψ, na mesma temperatura,

pode gerar diferentes valores para o mesmo η̄i. Uma forma de evitar isto seria calcular

e otimizar uma quantidade mais compreensiva, como o potencial efetivo. De fato, este

procedimento foi utilizado em outras aplicações da TPO, [ver por exemplo. Refs. [33–35]].
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Entretanto, no presente trabalho não tentamos calcular o potencial efetivo pois, como já

explicado no ińıcio deste Caṕıtulo, em O(δ2), implicaria no cálculo de funções de vácuo

de três laços, o que se tornaria extremamente complicado em temperatura e potencial

qúımico finitos. Seguimos aqui a prescrição original dada em [29] onde é sugerido que a

otimização deve ser aplicada para cada quantidade f́ısica diferente, de modo que ηi pode

ser ajustado para a escala de energia relevante. A validade de tal procedimento pode

ser julgada por se comparar nossos resultados obtidos dentro das duas otimizações usa-

das aqui, PSM e FAC, mas é também confirmado por resultados anteriores considerando

ISB/SNR obtidos em [8], onde a otimização (PSM) foi aplicada para as massas dos cam-

pos (neste caso somente efeitos de temperatura foram estudados naquela referência), com

resultados consistentes com aqueles obtidos por meio de técnicas de grupo de renorma-

lização [7] [36], que suportam então a validade do procedimento lá adotado. Da mesma

forma podemos supor a validade do estudo feito aqui.

Finalmente, como discutido em [8], podemos facilmente ver que aplicando o PSM a

M2
i na primeira ordem em δ, obtemos valores para η̄i que não dependem dos acoplamen-

tos e que, portanto, não fornecem resultados verdadeiramente não-perturbativos nessa

ordem da TPO. Ainda que este não seja o caso para o procedimento FAC, uma vez que

queremos comparar ambos os procedimentos, então investigaremos apenas os resultados

generalizados na ordem de δ2, ou seja, segunda ordem na TPO.

Nós trabalhamos em unidades de escala arbitrária M introduzida pela regula-

rização dimensional, e extremizamos quantidade adimensional M2
i /M

2. Para investigar o

aparecimento de quebra inversa de simetria em altas temperaturas devemos nos assegurar

que as simetrias estejam já restauradas em T = 0. Isto é conseguido por considerarmos

m2
i > 0 e por se observar as condições de potencial limitado quando são escolhidos valores

para λ com sinal negativo.

Nossa estratégia de otimização numérica é a seguinte. Para os potenciais qúımico

µφ e µψ, e temperatura abaixo do valor predito pela aproximação de um laço, identificamos

as soluções no espaço ηφ, ηψ, em ambos os procedimentos PSM and FAC. As massa

nas posições extremas no caso do PSM, ou soluções no caso de FAC, são encontradas

como sendo consistentemente positivas e as soluções como únicas (e consistentes com a

aproximação de altas temperaturas, no sentido de que η̄φ,ψ < T ). O extremo é então

seguido a medida que a temperatura aumenta com os potenciais qúımicos mantidos fixos.

Quando uma das massas torna-se negativa, o valor de Tc é obtido e os valores de η̄φ, η̄ψ

são registrados. Posteriormente nós estudamos como os resultados são obtidos quando o

potencial qúımico também varia.

Na Tabela I nós apresentamos alguns dos resultados obtidos para alguns valores

representativos dos parâmetros. Em todos os casos m2
φ/M

2 = m2
ψ/M

2 = 1.0. Logo

acima da temperatura cŕıtica apresentada nas duas primeira fileiras, a massa térmica M2
φ

é negativa, enquanto que M2
ψ é positiva.
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Figura 8 - A temperatura critica Tc/mφ para ISB na direção de φ, como função do

potencial qúımico µ (= µφ = µψ) para os seguintes valores de parâmetros:

m2
φ,ψ/µ

2 = 1.0, λφ = 0.012, λψ = 0.4 e λ = −0.03. A linha cheia é o resultado

obtido na aproximação perturbativa a um laço, a linha tracejada corresponde

aos resultados obtidos pelo procedimento PSM e a linha pontilhada são os

resultados obtidos pelo procedimento FAC.

Fonte: O autor, 2011.

Notamos dos resultados da Tab. 2 e Fig. 8, que os valores para temperatura

cŕıtica (neste caso representando a temperatura cŕıtica para ISB na direção de φ) em

ambos os procedimentos, o PSM e o FAC, definidos pelas Eqs. (306) e (307) para φ

(e equivalentemente para ψ) são bem consistentes, produzindo resultados que diferem

por não mais do que 0.5%. Note também que os resultados são sempre maiores que

as predições obtidas pela simples estimativa perturbativa na aproximação de um laço,

definidas por

M2
i(one−loop) ' m2

i − µ2
i +

T 2

12
(λi + λ) , i = φ, ψ . (309)

Estes resultados são também consistentes com os obtidos na Ref. [8] para o caso sem po-

tencial qúımico. A medida que aumentamos o potencial qúımico, nós também observamos
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Tabela 1 - Resultados para a temperatura cŕıtica para ISB obtida na aproximação

perturbativa em um laço, na TPO com otimização via PSM e otimização via FAC,

respectivamente.

λφ λψ λ µφ/M µψ/M T 1−loop
c /mφ TPSM

c /mφ TFAC
c /mφ

0.012 0.4 - 0.03 0 0 25.1899 29.2342 29.2348
0.012 0.4 - 0.03 0.66 0.66 19.3976 21.9733 21.9742
0.009 0.1 - 0.01 0 0 109.5445 197.0635 197.8150
0.009 0.1 - 0.01 0.66 0.66 82.2970 148.3020 148.9304

Fonte: O autor, 2011.

Tabela 2 - Resultados para a temperatura critica para ISB obtida na aproximação

perturbativa em um laço, na TPO com otimização via PSM e otimização via FAC,

respectivamente.

λφ λψ λ µφ/M µψ/M T 1−loop
c /mφ TPSM

c /mφ TFAC
c /mφ

0.012 0.4 - 0.03 0 0 25.1899 29.2342 29.2348
0.012 0.4 - 0.03 0.66 0.66 19.3976 21.9733 21.9742
0.009 0.1 - 0.01 0 0 109.5445 197.0635 197.8150
0.009 0.1 - 0.01 0.66 0.66 82.2970 148.3020 148.9304

Fonte: O autor, 2011.

da Tab. (2) e Fig. 8 que a temperatura cŕıtica para ISB tende a diminuir.

Nas Figs. 9 e 10, mostramos como as massa quadráticas efetivas variam com a

temperatura na aproximação de um laço bem como nos procedimentos PSM e FAC, para

o caso dos parâmetros dados pela terceira entrada na Tab.2. Nas Figs 11 e 12, nós

mostramos o mesmo nos valores extremos para o potencial qúımico µφ = µψ = 0.99.

Nós observamos dos resultados mostrados nas Figs. 9 e 11 que mais uma vez os

dois procedimentos de otimização, PSM e FAC, produzem resultados consistentes, com

curvas bem próximas até para valores bem altos para a temperatura, onde começa a haver

um pequeno desvio mais viśıvel entre os dois resultados. Notamos também que os resul-

tados perturbativos de um laço são bastante distantes dos resultados não perturbativos

gerados pela TPO. Os resultados vistos nas Figs. 10 e 12 por outro lado mostram que

a massa efetiva para ψ não é muito diferente entre o resultados perturbativos de um laço

e os obtidos com a TPO via PSM e via FAC, com os obtidos via FAC mais próximos dos

resultados perturbativos que os via PSM. Nós esperamos que a medida que valores mais

altos para as constantes de acoplamento sejam considerados, os resultados obtidos com a
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Figura 9 - A massa quadrática efetiva para φ, M2
φ/m

2
φ, como uma função da

temperatura, para µφ = µψ = 0, m2
φ,ψ/µ

2 = 1.0, λφ = 0.009, λψ = 0.1 e

λ = −0.01. A linha cheia é o resultado obtido na aproximação perturbativa a

um laço, a linha tracejada corresponde aos resultados obtidos pelo

procedimento PSM e a linha pontilhada são os resultados obtidos pelo

procedimento FAC.

Fonte: O autor, 2011.
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Figura 10 - O mesmo que na figura 9, mas para a massa quadratica efetiva térmica para

o campo ψ, M2
ψ/m

2
ψ.

Fonte: O autor, 2011.
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Figura 11 - A massa quadrática efetiva para φ, M2
φ/m

2
φ, como função da temperatura,

para µφ/M = µψ/M = 0.99, m2
φ,ψ/M

2 = 1.0, λφ = 0.009, λψ = 0.1 and

λ = −0.01. A linha cheia é o resultado obtido na aproximação perturbativa a

um laço, a linha tracejada corresponde aos resultados obtidos pelo

procedimento PSM e a linha pontilhada são os resultados obtidos pelo

procedimento FAC.

Fonte: O autor, 2011.
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Figura 12 - O mesmo que na figura 9, mas para a massa quadrática efetiva para ψ,

M2
ψ/m

2
ψ.

Fonte: O autor, 2011.
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TPO devam cada vez mais se distanciar dos resultados perturbativos. Com relação aos

resultados para a massa efetiva térmica para φ no maior valor tomado para os potenciais

qúımicos, µφ/M = µψ/M = 0.99, é observado da Fig. 11 que a temperatura cŕıtica

para ISB fosse próxima de zero de acordo com a Eq. (309), mas efeitos não perturbativos

levam a um valor muito maior para Tc, a qual, para os parâmetros usados na Fig. 11 é

dado por Tc ' 28.34mφ.
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CONCLUSÃO

No decorrer deste trabalho, procuramos investigar a existência de ISB/SNR para

um modelo de dois campos esclares complexos interagente, levando-se em conta efeitos

de temepratura e densidade finitas. Para isso, num primeira etapa, encontramos uma

expressão para aproximação do potencial efetivo a um laço e, por meio deste potencial

efetivo, encontramos a estrutura de fases para nosso modelo. Mostramos, que a pre-

sença de densidade pode alterar drasticamente os aspectos de simetria para uma teoria

multiescalar, havendo valores desta densidade onde teŕıamos uma quebra de simetria em

altas temperaturas (ISB), bem como, para determinados valores da densidade, a simetria

quebrada em baixas temperaturas jamais era restaurada (SNR).

Mostramos também que, em especial em teorias de campos em altas temperaturas,

que há uma necessidade de utilização de métodos não perturbativos para que possamos

encontrar resultados confiáveis. Isto ocorre pois, em altas temperaturas aexpansão per-

turbativa pode quebrar para regime de parâmetros onde a potência das constantes de

acoplamento são suplantadas pelas potências da temperatura, havendo a necessidade de

se considerar os termos de ordem mais alta na expansão. Mostramos ainda, em detalhes,

o mecanismo de quebra para teoria de perturbação na aproximação gaussiana e, também

como ocorre essa quebra em altas temperaturas. Nós escolhemos utilizar como método

não perturbativo a Teoria de Perturbação Otimizada (TPO), junto com o critério de sen-

sitividade mı́nima (PSM) e FAC, para obter informações não perturbativas e, mostramos

como a TPO pode ser aplicada em uma teoria λφ4, ilustrando a sua superioridade em

realaço a teoria de perturbação.

Finalmente, uma vez que hav́ıamos desenvolvido toda a estrutura matemática ne-

cessária, consideramos o caso de um modelo de dois campos escalares complexos com auto

interação e termo de interação quadrática entre os campos, levando-se em conta efeitos

de temperatura e, com um potencial qúımico finito onde, como já dissemos, a expansão

perturbativa não consiste em uma ferramenta apropria para fornecer uma descrição satis-

fatória para este modelo e, por este motivo, utilizamos a TPO para acessar aos regimes

não perturbativos da teoria. Calculamos a massa térmica no limite de altas temperaturas

até a segunda ordem na expansão, usando esta quantidade para descrever sua variação

com relação a temperatura, encontrar a temperatura cŕıtica e como esta pode ser alterada

devido ao potencial qúımico. Encontramos, que, para os dois setores da teoria, φ e ψ,

os valores para temperatura cŕıtica (neste caso representando a temperatura cŕıtica para

ISB na direção de φ) em ambos os procedimentos, o PSM e o FAC, para φ (e equivalente-

mente para ψ) são bem consistentes, produzindo resultados bem próximos. Note também

que os resultados são sempre maiores que as predições obtidas pela simples estimativa

perturbativa na aproximação de um laço. Estes resultados são também consistentes com
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os obtidos na Ref. [8] para o caso sem potencial qúımico. A medida que aumentamos o

potencial qúımico, nós também observamos que a temperatura cŕıtica para ISB tende a di-

minuir. Os procedimentos de otimização, PSM e FAC, produzem resultados consistentes,

com curvas bem próximas até para valores bem altos para a temperatura, onde começa a

haver um pequeno desvio mais viśıvel entre os dois resultados. Notamos também que os

resultados perturbativos de um laço são bastante distantes dos resultados não perturbati-

vos gerados pela TPO. Mostramos ainda, que a massa efetiva para ψ não é muito diferente

entre o resultados perturbativos de um laço e os obtidos com a TPO via PSM e via FAC,

com os obtidos via FAC mais próximos dos resultados perturbativos que os via PSM. Nós

esperamos que a medida que valores mais altos para as constantes de acoplamento sejam

considerados, os resultados obtidos com a TPO devam cada vez mais se distanciar dos

resultados perturbativos. Com relação aos resultados para a massa efetiva térmica para φ

no maior valor tomado para os potenciais qúımicos, esperava-se que a temperatura cŕıtica

para ISB fosse próxima de zero, mas efeitos não perturbativos levam a um valor muito

maior para Tc.
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