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RESUMO

LIBOTTE, G. B. Otimizag¢do multi-objetivo de sistemas de engenharia na presenca de
incerteza. 2020. 218 f. Tese (Doutorado em Modelagem Computacional) — Instituto
Politécnico, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Nova Friburgo, 2020.

Modelos matematicos sdo capazes de simular diversos eventos, sob diferentes condi-
coes, possibilitando obter um panorama antecipado do sistema a ser implementado na pra-
tica, com desperdicio reduzido de recursos e em menor tempo. Na otimizacao de projetos,
estes modelos desempenham papel fundamental, pois permitem que sejam obtidos pardme-
tros e atributos capazes de potencializar o desempenho do produto, propiciando a reducdo
de custos e de tempo de operagdo. Estas possibilidades estdo sujeitas a diversos fatores, den-
tre eles a modelagem computacional mais precisa possivel das caracteristicas inerentes ao
sistema. Em geral, modelos computacionais capazes de descrever fendmenos fisicos com
precisdo satisfatéria consideram possiveis incertezas em suas formulacdes matematicas. A
inclusdo de incertezas ao modelo computacional também afeta a viabilidade dos resultados
e sua implementacgdo pratica. Neste trabalho, sdo consideradas duas abordagens distintas
capazes de quantificar incertezas durante a otimizacdo de modelos matematicos: na pri-
meira, a otimizacao robusta, é avaliada a sensibilidade das variaveis de decisdo em relacdo
a perturbacgdes ocasionadas por fatores externos. Solucdes robustas representam a reducdo
da possibilidade de desvio em relacio a eventuais alteracées no sistema. O propdsito da se-
gunda abordagem, a otimizacio baseada em confiabilidade, ¢ mensurar a probabilidade de
falha do sistema e obter parametros para o modelo capazes de assegurar um nivel de con-
fiabilidade estabelecido. Neste contexto, o objetivo fundamental ¢ formular um problema
de otimizacdo multi-objetivo capaz de considerar a otimizagdo robusta e a otimizagdo ba-
seada em confiabilidade em conjunto, para obtencdo de solu¢des minimamente sensiveis a
perturbacdes externas e que satisfacam niveis de confiabilidade prescritos. Neste trabalho,
também € proposto um algoritmo para andlise de confiabilidade inversa, apropriado para
ser empregado durante o procedimento de otimizacio baseada em confiabilidade. O algo-
ritmo adota um conceito de cdlculo de tamanho de passo de segunda ordem adaptativo, que
possibilita notavel reducio do uso de recursos computacionais para obtencdo de solucoes
confidveis.

Palavras-chave: Otimizacao multi-objetivo. Otimizagdo robusta. Otimiza¢do baseada em
confiabilidade. Andlise de confiabilidade inversa.



ABSTRACT

LIBOTTE, G. B. Multi-objective optimization of engineering systems in the presence of
uncertainty. 2020. 218 f. Tese (Doutorado em Modelagem Computacional) — Instituto
Politécnico, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Nova Friburgo, 2020.

Mathematical models are applied to simulate various events under different conditi-
ons, enabling an early overview of the system to be implemented in practice, with reduced
waste of resources and in less time. In project optimization, these models play a fundamen-
tal role, as they allow obtaining parameters and attributes capable of enhancing product
performance, reducing costs and operating time. These possibilities are subject to several
factors, including a most accurate computational modeling of the inherent characteristics
of the system. In general, computational models capable of describing physical phenomena
with satisfactory accuracy consider possible uncertainties in their mathematical formulati-
ons. The inclusion of uncertainties in the computational model also affects the feasibility
of the results and their practical implementation. In this work, two different approaches
capable of quantifying uncertainties during the optimization of mathematical models are
considered: in the first, robust optimization, the sensitivity of decision variables in relation
to perturbations caused by external factors is assessed. Robust solutions reduce the pos-
sibility of deviation from possible system changes. The purpose of the second approach,
reliability-based optimization, is to measure the probability of failure of a system and to
obtain model parameters that can ensure an established level of reliability. In this context,
the fundamental objective is to formulate a multi-objective optimization problem capable
of considering together robust optimization and reliability-based optimization, to obtain
solutions that are least sensitive to external noise and that satisfy prescribed reliability le-
vels. In this work, it is also proposed an algorithm for inverse reliability analysis, suitable
to be employed during the reliability-based optimization procedure. The algorithm adopts
an adaptive second order step length calculation concept, which enables a remarkable re-
duction in the use of computational resources to obtain reliable solutions.

Keywords: Multi-objective optimization. Robust optimization. Reliability-based
optimization. Inverse reliability analysis.



LISTA DE FIGURAS

Figural - Exemplo de variacdo geométrica no encaixede pegas. . . . ... .. .. 19
Figura2 - Relacdo entre o espago das varidveis de decisdo e o espaco objetivo em

um problema de otimizagdo. . . . ... ... ... ... 0oL 28
Figura3 - Exemplo de otimizacdo multi-objetivo de um problema genérico, que

relaciona custo de mao de obra e matéria-prima. . . . . ... ... ... 30
Figura4 - Tipos de conjuntos de Pareto, dependendo da finalidade de cada um dos

objetivos. . . . . . L L 32
Figura5 - Valores 6timos locais de Pareto, no interior de B (f (x*), §). . ... .. 33
Figura6 - Exemplos de funcdes-objetivoconvexas. . . . . . . ... ... ... ... 34
Figura7 - Exemplo da relacdo de convergéncia e diversidade de solu¢des em um

problemade min f; (x)emin f,(x). . . . . .. ... ... L. 35
Figura8 - Aplicacdo do Método da Soma Ponderada sob a perspectiva de dois tipos

de problemas distintos. . . . . ... ... oo ool 39
Figura9 - Aplicacdo do Método da Negociacdo para diferentes valoresdee. . . . . 40

Figura 10 - Método de Otimizacdo de Compromisso aplicado a um problema gené-
rico, com diferentes valores do parametrop. . .. ... ... ... ... 42

Figura 11 - Esquema geométrico do procedimento de aglomeracdo de solucdes para

problema com dois objetivos. . . . . .. ... Lo 51
Figura 12 - Funcionamento do processo evolutivo do NSGA-II. . . . .. ... ... 53
Figura 13 - Fluxograma do processo iterativo simplificado do SA-MODE. . . . . . . 58
Figura 14 - Distribuicdo de amostras aleatérias na vizinhanca dos pontos minimos

do problema,comd =0,1. . .. ... ... ... ... ... ... 77
Figura 15 - Nocdo fundamental da avaliagdoderiscos. . . .. ... ... ... ... 81

Figura 16 - Esquema genérico do cédlculo da probabilidade de sucesso através da in-

tegracao da funcdo densidade de probabilidadeem g(X) > 0. . . . . . . 84
Figura 17 - Esquema conceitual do Método de Amostragem de Importancia de Har-

bitz. . . . e 88
Figura 18 - Transformacdo da varidvel aleatéria X para o espago normal padrdo U. 95
Figura 19 - Obtencdo do ponto mais provavel de falha (u*) no FORM. . . . . .. .. 97
Figura 20 - Fluxograma do Método de Hasofer-Lind-Rackwitz-Fiessler. . . . . . . . 102
Figura 21 - Erros relacionados as aproximacdes de primeira e segunda ordens. . . . 105

Figura 22 - Procedimento de rotacdo dos eixos no SORM, para um problema no plano.107

Figura 23 - Fungdo ndo-decrescente do indice de probabilidade generalizado 3, (y) =
—D T (F (1) o o o 110

Figura 24 - Busca pelo ponto mais provavel de falha na abordagem PMA. . . . . . . 111



Figura 25 - Fluxograma do Método HMYV, destacando as principais etapas do AMV

eCMV. & . e e 114
Figura 26 - Comportamento do método SLA no problema fornecido pela Eq. (70).

Nesta simulacdo, B, = 2,5.. . . . . . o v v i e e 120
Figura 27 - Obtencdo do minimizador de uma fun¢doconvexa. . . ... ... ... 123

Figura 28 - Extensdo do limite superior () para o intervalo de busca, quando a
aproximagcdo polinomial de segunda ordem € ndo-convexa. . . ... .. 124

Figura 29 - Fluxograma do Método de Tamanho de Passo de Segunda Ordem Adap-

tativo. . . . e e e e e e e 127
Figura 30 - Comportamento do método ASOSL no problema dado pela Eq. (70). . . 129
Figura 31 - Histdrico de iteracdes do método ASOSL na solucdo do problema G, (U),

comb, =1.. ... ... 132
Figura 32 - Iteracdes de SLA e ASOSL na resolucdo do problema G; (U). . . . . .. 134

Figura 33 - Esquema de sistema de vibragdo dinamico com dois graus de liberdade. 137
Figura 34 - Valor da funcdo de desempenho em cada iteracio k para cada método. . 139
Figura 35 - Resultados obtidos pelo LDMV para diferentes combinacdes dos para-
metros de controlep €& .
Figura 36 - Relacdo entre resultados obtidos e quantidade de avaliagdes da funcdo
de desempenho do método DCC para diferentes valores do pardmetro c__ .141
Figura 37 - Resultados obtidos pelo ASOSL para diferentes combinacgdes dos para-
metros de controle a, e sy, com 5, = 1. . ... ... L. 142
Figura 38 - Fluxograma da metodologia geral para incorporacdo de robustez e con-
fiabilidade em problemas de otimizacdo multiobjetivo. . . . . . . . . .. 148
Figura 39 - Solucdes do problema da Eq. (88) para diferentes niveis de robustez das
varidveisde projeto. . . . . ... L 150

Figura 40 - Otimizacdo baseada em confiabilidade do problema dado pela Eq. (89),

Figura41l - Conjuntos de valores 6timos obtidos para diferentes niveis de robustez,
no problemadadopelaEq.(91). . ... ... ... ... ... .. ... 153
Figura 42 - Rede de trocadores de calor com trés estagios. . . .. ... ... .. .. 154
Figura 43 - Soluc¢des do problema de otimizacao multi-objetivo de uma rede de tro-
cadores de calor com incertezas, definido pela Eq. (96), para diferentes
niveisderobustez. . . . . . ... ... Lo oo Lo L 158
Figura 44 - Esquema do projeto de rede dereatores. . . . . . . ... ... .. .... 160
Figura 45 - Conjuntos de resultados 6timos obtidos pelo MODE para o problema
dado pela Eq. (100), e pela DE para um problema mono-objetivo equi-
valente, variando-se o indice de confiabilidade a cada execucdo. . ... 163



Figura46 - Conjunto de resultados do problema de otimizacdo multi-objetivo de
uma rede de reatores com incertezas, dado pela Eq. (101), para diferentes
niveisderobustez. . . . . . ... ..o Lo o oL 164
Figura47 - Conjunto de resultados do problema de otimizacdo multi-objetivo de
uma rede de reatores com incertezas, dado pela Eq. (101), utilizando
as técnicas de Diferenca Normalizada e de Penalizacdo, com niveis de
robustezem 5% € 10%. . . . . . . ... ..o e 167
Figura48 - Conjunto de resultados do problema de otimizacdo multi-objetivo da
mistura de catalisadores com incertezas, dado pela Eq. (104), para di-
ferentes niveisderobustez. . . . . . . ... ... oo o oL 170
Figura 49 - Perfis de controle obtidos para dois niveis de robustez distintos, quando
LR L0, e 171
Figura 50 - Conjunto de resultados do primeiro estudo de caso do problema dado
pela Eq. (113), para diferentes niveis de robustez. . . . . . . .. .. ... 180
Figura 51 - Conjunto de resultados do segundo estudo de caso do problema dado
pela Eq. (113), para diferentes niveis de robustez. . . . . . . .. .. ... 181
Figura 52 - Relacdo entre a funcdo densidade de probabilidade e a funcado de distri-
buicdo acumuladaassociada. . . . . ... ... ..o 206
Figura 53 - Mapeamento de experimento estocastico com varidvel aleatéria bidimen-
sional. . ... L 209
Figura 54 - Area sob a superficie da fun¢io densidade de probabilidade conjunta e
arepresentacdo da respectiva probabilidade P[X < x, Y < y]na funcdo
de distribui¢do acumuladaconjunta. . . . . ... ... ... ... 210
Figura 55 - Funclo densidade de probabilidade e fun¢do de distribuicdo acumulada
de uma variével aleatéria X com distribui¢do normal. . . . .. ... .. 215
Figura 56 - Fungéo densidade de probabilidade da distribuicdo log-normal, com u =
0,5 e diferentes valores para Oee oo e e 218



LISTA DE TABELAS

Tabelal - Andlise de robustez das solucdes x = —1 e x = 1 do problema dado pela

Eq. (29) utilizando diferentes métodos. . . . . ... ... ... ... .. 78
Tabela2 - Resultados do processo iterativo do método HMV para a funcio de de-

sempenho fornecida pela Eq.(70). . . . . . ... ... ... ... . ... 118
Tabela 3 - Resultados obtidos no problema definido pela Eq. (68), com a fun¢ao de

desempenho G, (U) derivado da Eq. (81), para diferentes técnicas. . . . 130
Tabela4 - Resultados obtidos no problema definido pela Eq. (68), com a func¢do de

desempenho G, (U) derivado da Eq. (82), para diferentes técnicas. . . . 131
Tabela 5 - Resultados obtidos no problema definido pela Eq. (68), com a fun¢ao de

desempenho G, (U) derivado da Eq. (83), para diferentes técnicas. . . . 133
Tabela6 - Convergéncia do ASOSL para diferentes valores de §,, com o, = 10™* e

Sp = 0,5 o e e e e e 135
Tabela 7 - Propriedades estatisticas das varidveis aleatdrias do problema de vibra-

cdo com dois graus de liberdade. . . . . . . ... ... oL 137

Tabela8 - Resultados estatisticos referentes ao custo computacional e a sensibi-
lidade dos pardmetros de controle relacionados aos métodos ASOSL,
LDMV e DCC, no problema do sistema dindmico com dois graus de li-
berdade. . . . . ... ... 142
Tabela9 - Propriedades estatisticas das varidveis aleatorias do problema da rede de
trocadoresdecalor. . . ... ... ... L o 156
Tabela 10 - Resultados 6timos do problema de rede de trocadores de calor, conside-
rando diferentes niveis de compromisso entre os objetivos. . . . . . . . 159
Tabela 11 - Solucdes 6timas do problema de projeto de rede de reatores, com a indi-
cacdo do tipo de solucdo 6tima (local ou global) de cada ponto. . . . . . 161
Tabela 12 - Propriedades estatisticas das varidveis aleatorias do problema da rede de
TEALOTES. . . . . v i i e e e e e e e e e e e e e 162
Tabela 13 - Medidas de qualidade da curva ajustada em relacdo a capacidade de es-
timacdo dos valores 6timos computados para cada nivel de robustez na
Fig. 46. . . o o 165
Tabela 14 - Valores das propriedades fisicas para ambos os estudos de caso do pro-
blema de custo de operacdo de um trocador de calor de casco e tubo. . . 178



Algoritmo
Algoritmo
Algoritmo

LISTA DE ALGORITMOS

1 - Ordenamento das frentes de Pareto ndo-dominadas. . .. ... . ..

2 - Distancia de aglomeracao de solucoes
3 - Laco de repeticao principal do NSGA-



AFOSM

ASOSL

AMV
CMV
CSTR
DE
FOSM
FORM
GA
HL-RF
HMV
IRA
MODE
MVFOSM

PMA

RIA

SLA

SA-MODE

SORM

LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

Advanced First-order Second-moment (Primeira Ordem Segundo Momento
Avancado)

Adaptive Second Order Step Length (Tamanho de Passo de Segunda Ordem
Auto-adaptativo)

Advanced Mean-Value (Valor Médio Avangado)

Conjugate Mean Value (Valor Médio Conjugado)

Continuous Stirred Tank Reactor (Reator Tanque Agitado Continuo)
Differential Evolution (Evoluc¢ado Diferencial)

First-order Second-moment (Primeira Ordem Segundo Momento)

First Order Reliability Method (Método de Confiabilidade de Primeira Ordem)
Genetic Algorithm (Algoritmo Genético)

Hasofer-Lind-Rackwitz-Fiessler

Hybrid Mean Value (Valor Médio Hibrido)

Inverse Reliability Analysis (Andlise de Confiabilidade Inversa)
Multi-objective Differential Evolution (Evolucao Diferencial Multi-objetivo)
Mean Value First-order Second-moment (Primeira Ordem Segundo Momento
de Valores Médios)

Performance Measure Approach (Abordagem de Medida de Desempenho)
Reliability Index Approach (Abordagem de Indice de Confiabilidade)

Step Length Adjustment Method (Método de Ajuste de Comprimento de
Passo)

Self-adaptive Multi-objective Optimization Differential Evolution (Evoluc¢do
Diferencial Auto-adaptativa para Otimizagao Multi-objetivo)

Second Order Reliability Method (Método de Confiabilidade de Segunda
Ordem)



LISTA DE SIMBOLOS

Simbolos Romanos

d Direcdo de busca

& Medida de erro

[y Funcao densidade de probabilidade da variavel aleatoria X
F, Funcéo de distribui¢do acumulada da variavel aleatoria X
F Funcao-objetivo modificada

g Funcdo de desempenho no espaco das variaveis de decisdo
G Funcao de desempenho no espaco normal padrdo

LN Distribuicao Log-normal

N Distribuicdo Normal

Ds Probabilidade de falha

u* Ponto mais provavel de falha

Letras Gregas

Indice de confiabilidade
Nivel de ruido

S O ™

=

Extensdo do tamanho de passo

Limiar de robustez

Média de uma varidvel aleatdria

Funcao densidade de probabilidade da distribuicio normal padrio
Funcao de distribuicdo acumulada da distribuicdo normal padrao

Desvio-padrio de uma variavel aleatoria

N a8 e xRS

Tamanho de passo



1.1
1.1.1

2.1
2.1.1
2.1.2
2.1.3
2.2
221
2.2.2
2.3
2.3.1
2.3.2
24
24.1
24.1.1
24.1.2
24.1.3
2.4.2
2421
2.4.2.2

3.1

3.2

3.3
3.3.1
3.3.1.1
3.3.1.2
3.3.1.3
3.3.14
3.3.1.5

4.1
4.1.1

SUMARIO

INTRODUCAO . . . ... . it e e e
CONCEITOS FUNDAMENTAIS DE OTIMIZACAO . .. ........
Formulacao do Problema de Otimizacao Multi-objetivo . . . . . . . .
Otimode Pareto . . . . . . . . v vt

METODOLOGIAS DE OTIMIZACAO MULTI-OBJETIVO . . ... ..
Métodos a Posteriori . . . . . . . . . . . i i i e
Métododa Soma Ponderada . . . . .. . .. ... ... ...

Métododa Negociacdo . . . . . . . . . . . i e

Método de Otimizacdo de Compromisso . . . . . . . . .. ... .. ....

Métodosa Priori . . . . . . . . . . . .. .
Método de Otimizagdo Hierdrquica . . . . ... .. ... ... ... ....

Método da ProgramacdodeMetas . . . . . . .. .. ... ...

Métodos Progressivos . . . . . . .. ... ... L
Métodode Fandel . . . . ... ... ... ... ...

Método STEP . . . . . . . e e

Métodos Baseados em Metaheuristicas . . . . . . . ... ... .....

Algoritmo Genético de Ordenamento Ndo-dominado . .. ... ... ...

Construcio de Frentes de Pareto Ordenadas . . . . . ... ... ......
Célculo das Distancias de Aglomeragdo . . . . .. ... ... ........
Procedimento Principal . . . . . . . .. ... ... .. o
Evolucdo Diferencial Auto-adaptativa para Otimizacdo Multi-objetivo . . .

Fundamentacdo do Algoritmo . . . . . .. ... ... ... ... ...
Auto-adaptacdo dos Parametros de Controle Evolutivos . . . . . . ... ..
OTIMIZACAO BASEADAEMROBUSTEZ . .. .............
Métodode Taguchi . . . ... ... ... ... ... ....... . ....
Método de Superficie de Resposta para Analise de Robustez . . . . .
Otimizacao Robusta e Algoritmos Genéticos . . . . . .. ... ... ..
Técnicas de Andlise de Robustez com Abordagem Genética . . . . . . . ..

Aspectos Essenciais do Teorema Fundamental dos Algoritmos Genéticos .
Média Efetiva . . . . . . ...
Diferenca Normalizada . . . . .. .. ... ... ... ... ... .....
Técnica de Andlise de Robustez com Penalizacdo. . . . . .. ... ... ..
Um Primeiro Exemplo . . . . .. .. ... ... .. ... ... .. ...
OTIMIZACAO BASEADA EM CONFIABILIDADE . .. ........
Nocoes de Analise de Confiabilidade . . ... ... .. ... ......

Nocdo Preliminar de Métodos Probabilisticos . . . . . ... ... ... ...




4.1.2
4.2
4.2.1
4.2.1.1
4.2.2
4.2.2.1
4.2.2.2
4.2.2.3
4.2.3

5.1
5.1.1
5.1.2
5.1.2.1
5.1.2.2
5.1.2.3
51.24
5.1.2.5
5.1.2.6

5.2
5.3
5.3.1

6.1
6.2
6.3

6.4
6.4.1
6.4.2
6.4.2.1
6.4.2.2
6.4.2.3
6.4.3
6.4.4
6.4.4.1

Conceitos Fundamentais . . . . ... ... ... .. ... ... .. .....
Métodos de Andlise de Confiabilidade . . . . . . .. ... .. ... ...
MétodoLocal . . ... .. ... . ... e
Método de Superficiede Resposta . . . . . ... .. ... ... ... ..

Métodos de Amostragem . . . . . ... ... e

Método de Simulacdode MonteCarlo . . . . .. ... ... ... ......
Amostragem de Importancia . . . . ... ..o oL oL
Amostragem por Hipercubo Latino . . .. ... ... ... ... ......
MétodosGlobais . . . . . . .. . ... ...
METODOS DE CONFIABILIDADE DE PRIMEIRA E SEGUNDA OR-
DENS . . e e e e e
Método de Confiabilidade de Primeira Ordem . . . . . . .. ... ...
Mean Value First-order Second-moment . . . . . ... ... .........

Advanced First-order Second Moment . . . . . . . . . . ...

Transformacdo de Varidveis . . . . ... ... .. ... ... .. ......
Simplificacdo do Integrando e dos Limites de Integracdo . . ... ... ..
Obtencdo do Ponto Mais Provavelde Falha . . . . . ... .. ... .....
Algoritmo do Métodode Rackwitz . . . . ... ... ... ... ... ...,
Descricdo do Método de Hasofer-Lind-Rackwitz-Fiessler . . ... ... ..
Aplicacdo do FORM em Varidveis Aleatorias com Outros Tipos de Distri-
buico . . . ...
Método de Confiabilidade de Segunda Ordem . . . . . . ... ... ..
Anadlise de Confiabilidade Inversa . . . . . . ... ... .........
Visdo Geral de Métodos para Andlise de Confiabilidade Inversa . . . . . .
METODO DE TAMANHO DE PASSO DE SEGUNDA ORDEM ADAP-

Motivacao . . . . . . . . . . . . . e e
Calculo do Tamanho de PassoOtimo . . . . ... ............
Algoritmo do Método de Tamanho de Passo de Segunda Ordem Adap-
tativo . . .. L. L L
Resultados . . . . ... ... ... . ... ...
Uma Primeira Comparacdo Entre SLAe ASOSL . . . .. ... ... ....

Andlise Comparativade Desempenho . . . . . . ... ... ... ... ...

Problema 1—Funcdo Convexa . . . . . . . . . . ... ... ..
Problema 2—Func@o Concava . . . . . . . .. .. ... ... ...
Problema 3-Funcdo Altamente Ndo-linear . . ... ... ..........
Andlise de Sensibilidade do ASOSL . . . . . ... ... ... ... ... .

Problema de Engenharia . . . ... ... ... .. ... . ... ... . ...

Sistema Dindmico com Dois Graus de Liberdade . . . . . ... ... .. ..



6.4.4.2
6.4.4.3

7.1

7.2
7.2.1
7.3
7.3.1
7.3.2
7.3.2.1
7.3.2.2
7.3.2.3
7.3.2.4

Comparacio de Custo Computacional . . . . . .. ... ... ... ..... 138

Anadlise de Sensibilidade dos Parametros de Controle . . .. .. ... ... 138
OTIMIZACAO MULTI-OBJETIVO BASEADA EM ROBUSTEZ E CON-

FIABILIDADE . . . . . . . e e e 144
Definicido do Problema de Otimizacdo com Incertezas . . . . . . . .. 144
Avaliacao de Incertezas na Otimizacao Multi-objetivo . . . . . . . . . 145
Custo Computacional . . . . . . .. ... ... 147
Avaliacao da FormulacaoProposta . . . . . . . ... ... ........ 147
Problema Matemadtico de Benchmark . . . ... ... .. ... ....... 149
Problemas de Engenharia Quimica . . ... ... ... ........... 154
Projeto de Rede de Trocadoresde Calor . . . . . ... .. ... ....... 154
Projeto de Redede Reatores . . . ... ... ... ... ............ 159
Problema de Mistura de Catalisadores . . . . . . ... .. ... ....... 166
Custo Anualizado Total de um Trocador de Calor de Casco e Tubo . . . . . 171
CONCLUSOES E SUGESTOES DE TRABALHOS FUTUROS . . . .. 182
REFERENCIAS . . ... .. ... ... 185
APENDICE A - Técnica de Backtracking . . ... ... ... ....... 202

APENDICE B - Fundamentos da Teoria de Probabilidades . . ... ... 203



18

INTRODUCAO

De forma crescente, a produ¢do de novas tecnologias e criagdo de solugdes de enge-
nharia tém sido influenciadas pelas simulacées computacionais. A formulacdo matematica
de problemas fisicos ¢ essencial ao desenvolvimento teérico de modelos computacionais,
uma vez que possibilita a andlise de diversos fatores que podem influenciar no resultado
final do produto, antes da sua efetiva producio e implantacdo. Através desses modelos, as
simulacdes computacionais sdo capazes de reproduzir diversas combinagdes de situacoes,
sob condicdes e fatores especificos, propiciando uma andlise prévia de possiveis adversida-
des e reduzindo o tempo necessario para o projeto. Na formulacdo matematica, considera-se
uma série de modelos e calculos aproximados, devido a inviabilidade de se computar ina-
meros problemas de interesse cientifico com relativa exatiddo, fornecendo uma maneira de
se processar os dados que sdo adequados para o uso de técnicas de otimizacao.

A otimizacgdo de projetos tornou-se uma ferramenta fundamental em diversos se-
tores e desenvolvimento de produtos, através da tentativa constante de potencializar o de-
sempenho de determinado sistema ou produto, visando a reducao de custos. Para que isso
ocorra, os modelos matematicos devem ser coerentes com a realidade, descrevendo com
exatiddo suficiente as caracteristicas fisicas do problema. Resultados adequados também
dependem da formulacdo apropriada dos problemas de otimiza¢do, que podem ter grande
influéncia na tomada de decisdes. Através da obtencdo de resultados 6timos, que sejam
fundamentalmente coerentes, torna-se possivel aumentar o desempenho de sistemas e pro-
cedimentos, favoraveis a reducao de custos.

Na pratica, diversos valores considerados em modelos matematicos estdo sujeitos a
variagoes e incertezas. Além das possiveis inconsisténcias existentes durante a modelagem
computacional, o resultado do problema de otimizacdo sofre alteracdo por conta do des-
cuido em se desconsiderar o real efeito de determinados parametros, a fim de se reduzir o
esforco computacional através da atribuicdo de valores deterministicos (JURECKA, 2007).
Sempre que o modelo envolve pardmetros estocasticos, e mesmo se as variagdes sao peque-
nas, podem originar grandes flutuacdes nos resultados 6timos. Além disso, a variabilidade
relacionada as tolerancias de fabricacdo e imprecisdo geométrica podem afetar o projeto na
pratica (CURSI; SAMPAIO, 2015). A Fig. 1 ilustra um exemplo de variacdo geométrica de
pecas.

A incorporacdo das incertezas deve ser levada em conta no processo de modelagem
matematica de produtos ou processos, com o objetivo de se obter soluc¢des vidveis, nas quais
sejam considerados eventuais erros e variagdes nas condi¢des de operagdo. Uma abordagem
habitual consiste na aplicacdo de fatores de seguranca, através da utilizacao de coeficientes
multiplicativos capazes de modificar o resultado do problema de otimizagdo, com a finali-
dade de satisfazer as restri¢cdes especificas do problema. Contudo, como apontado por Cursi
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Figura 1 - Exemplo de variagdo geométrica no encaixe de pecas.

Legenda: Em geral, é improvavel que se alcance a precisdo especificada na
fabricacdo de pecas. As incertezas podem ser ocasionadas pela
tolerancia da fabricacio, limitacido de equipamentos ou
imprecisdo. E imprescindivel que tais parAmetros sejam
considerados durante projetos em que os resultados possam
sofrer variacoes desse tipo.

Fonte: O autor, 2018

e Sampaio (2015), esta técnica é limitada em relagdo a sua generalizacdo, uma vez que os
coeficientes sdo especificos de situagdes particulares, além do fato de que os valores sdo ge-
rados empiricamente, fazendo com que sua determinacdo seja pouco confidvel quando a
quantidade de dados € insuficiente.

Uma maneira consistente de se considerar as incertezas inerentes a um dado modelo
matematico € através da otimizagdo robusta. De maneira geral, a robustez pode ser compre-
endida como o estado onde o desempenho do processo ou tecnologia sdo pouco sensiveis a
fatores externos, que podem causar variabilidade nos valores dos pardmetros e, consequen-
temente, no resultado final. Nesse sentido, a engenharia robusta concentra-se na reducdo
efetiva de custos através da escolha seletiva dos pardmetros ideias, a fim de maximizar a
confiabilidade do projeto. Portanto, na otimizacado robusta de projeto, o foco principal ¢ a
minimizacdo dos efeitos de variagdes e incertezas no desempenho do produto, enquanto o
seu rendimento é otimizado (TAGUCHI et al., 1999).

Por outro lado, as incertezas relativas ao projeto podem ser mensuradas através da
estimativa da probabilidade de falha de um dado processo. Diferentemente da otimizacdo
robusta, em que o foco é a minimizacdo da sensibilidade relacionada as perturbacdes que
atuam no sistema, a otimizacao de projetos baseada em confiabilidade ¢ uma abordagem
que leva em conta a estimativa da probabilidade de falha em um sistema de engenharia,
através de uma metodologia que considera tais incertezas com base em modelos probabi-
listicos, a fim de garantir a satisfacdo das restricdes probabilisticas nos niveis desejados e
obter o melhor compromisso entre custo e seguranca (KESHTEGAR et al., 2018).
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Como ambas as abordagens se concentram nas incertezas das variaveis de projeto e
de outros parimetros, revela-se uma tendéncia coerente de se aplicar as técnicas de robus-
tez e confiabilidade em conjunto para problemas de otimizacdo de modelos matematicos.
Naturalmente, a aplicacdo de todos esses métodos de otimizacdo em projetos de engenharia
requer mais esforcos computacionais se comparados aos modelos puramente deterministi-
cos. Contudo, o aumento do custo computacional € motivado pela necessidade de produzir
aproximacoes de alta fidelidade ao verdadeiro comportamento fisico do modelo, através da
obtencao de resultados vidveis no que tange a utilizacdo das solucdes 6timas obtidas em
condicdes reais de funcionamento e sem a necessidade de eliminacio da fonte de variabili-
dade.

Grande parte das aplicacdes no campo da otimizagdo est4 relacionada a problemas
de objetivo unico. Apesar disso, a maioria dos problemas reais estdo sujeitos a multiplos
objetivos, que podem estar relacionados entre si, como aponta Babu et al. (2005). A mode-
lagem de problemas complexos utilizando apenas um objetivo pode ser uma tarefa imprati-
cavel, fazendo com que sejam introduzidos eventuais erros ao modelo proposto, quando se
assume determinadas simplificagdes para atender aos requisitos da modelagem. Em con-
trapartida, no contexto dos problemas de otimiza¢do multi-objetivo, os modelos possuem
um grau de liberdade adicional em relacido aqueles de objetivo tnico, de tal forma que ndo
h4 uma solucdo unica para o problema a ser resolvido, mas um conjunto de solucdes, co-
nhecidas como solucdes 6timas de Pareto (COLLETTE; SIARRY, 2004). Essa flexibilidade
faz com que a etapa de modelagem matematica possa ser desempenhada com maior rigor
em relacdo a descricdo do problema fisico.

Naturalmente, a robustez é conflitante com o desempenho do sistema, visto que o
nivel de exigéncia relacionada ao grau de sensibilidade as perturbagdes externas esta dire-
tamente ligado a deterioracdo das solucdes 6timas em relagdo ao caso deterministico. Por-
tanto, os algoritmos de otimizacdo ndo devem apenas encontrar as solucdes que maximi-
zam o desempenho, mas também garantir robustez suficiente (GASPAR-CUNHA; COVAS,
2008). Como a robustez e o desempenho sdo frequentemente conflitantes, eles podem ser
abordados como um problema de otimiza¢do multi-objetivo, tal que a solu¢do 6tima deve
ser escolhida entre aquelas obtidas no conjunto 6timo de Pareto, de forma a balancear a
relagdo estabelecida entre desempenho e robustez (JIN; SENDHOFF, 2003 apud GASPAR-
CUNHA; COVAS, 2008).

Além da presenca de multiplos objetivos conflitantes entre si, certos problemas de
engenharia, quando formulados como problemas de otimizagdo, apresentam espacos de
busca extensivamente grandes e altamente complexos. Especificamente no contexto dos
problemas multi-objetivo, as solucdes 6timas de Pareto dominam coletivamente qualquer
outra solucdo vidvel no espacgo objetivo. Em outras palavras, considera-se que o conjunto
obtido ¢ melhor do que quaisquer outras solucdes vidveis (MIETTINEN, 1998; COELLO
COELLO et al., 2007). Nesse sentido, os algoritmos evoluciondrios provaram-se ser 6timas
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ferramentas para a resolucao de problemas deste tipo, com grande quantidade de aplicacoes
conhecidas na literatura, uma vez que possuem diversas caracteristicas que sao desejaveis
para evitar os obstaculos que tais aplicacdes podem produzir, como ampla capacidade ex-
ploratéria do dominio considerado e diversidade da populagdo, embora possuam simples
mecanismos de funcionamento em relacdo as técnicas de otimizacao cléssicas (ZITZLER et
al., 2004).

Embora as abordagens relacionadas a robustez e confiabilidade j4 tenham sido em-
pregadas em diversas aplicacdes na literatura, a incorpora¢do de ambas em conjunto ainda
¢ algo a ser explorado, tendo em vista sua grande aplicabilidade e pequena quantidade de
publicacdes relacionadas ao assunto. Nesta tese, o tema em questdo é abordado profunda-
mente, através do emprego das técnicas na solugdo de problemas de engenharia, estudo das
suas particularidades e procedimentos para aprimoramento das metodologias.

Os objetivos especificos desta tese sdo: (i) propor um algoritmo de andlise de confi-
abilidade inversa, baseado no steepest descent e com tamanho de passo adaptativo, empre-
gando informacdes implicitas sobre derivadas de segunda ordem, mas sem a necessidade de
calcular explicitamente a matriz Hessiana e; (ii) apresentar uma formulacao multi-objetivo
para problemas de otimizacao levando em conta a robustez e a confiabilidade do conjunto
de solucdes e empregar o método proposto de andlise de confiabilidade inversa na solucdo
de problemas de benchmark e de engenharia para validacdo das propostas.

A organizacio deste trabalho estd definida como apresentado a seguir. No Cap. 1,
¢ definido um problema de otimiza¢do multi-objetivo e as caracteristicas de um 6timo de
Pareto. No capitulo seguinte, sdo apresentadas metodologias de otimiza¢do multi-objetivo.
As metodologias deterministicas sdo divididas em trés segmentos, que enquadram os méto-
dos a priori, a posteriori e progressivos. Neste mesmo capitulos, também sdo apresentados
os métodos baseados em metaheuristicas.

No Cap. 3, é apresentada a primeira das duas abordagens relacionadas com a avalia-
cdo de incertezas em problemas de otimizacdo: analise de robustez. As diferentes maneiras
de avaliacio da sensibilidade das varidveis de projeto sdo apresentadas de forma progres-
siva em relacdo a evolucdo conceitual, desde o Método de Taguchi até as técnicas de andlise
de robustez com abordagem genética. Também € realizada uma revisdo bibliografica que
embasa o progresso das técnicas e mostra diversas aplicagdes relacionadas.

A otimizacdo baseada em confiabilidade € analisada no Cap. 4. Inicialmente sdo
apresentados os fundamentos de andlise de confiabilidade, que englobam as nocdes funda-
mentais acerca de varidveis aleatorias, medidas de dispersdo e distribui¢des de probabili-
dade. Em seguida, sdo mostradas as no¢des de métodos probabilisticos capazes de aproxi-
mar a probabilidade de falha de um dado sistema. No mesmo capitulo, é feita uma revisao
a respeito de métodos de andlise de confiabilidade, a qual contempla alguns métodos de
carater local, global e de amostragem.

No capitulo seguinte, sdo abordados detalhadamente os métodos locais de confiabi-
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lidade de primeira e segunda ordens. Apresenta-se todos os procedimentos necessarios para
aproximacdo do cdlculo da probabilidade de falha e alguns algoritmos capazes de realizar
essa estimativa. Também sdo discutidas maneiras de realizar a estimativa da probabilidade
de falha, utilizando métodos locais, quando as varidveis aleatérias apresentam outros tipos
de distribuicdo, sendo a distribuicdo normal. Por fim, este capitulo estende-se a apresen-
tacdo da abordagem inversa para andlise de confiabilidade, também incluindo uma visdo
geral de alguns métodos neste contexto.

O Cap. 6 é dedicado a proposta de um método de anélise de confiabilidade inversa,
baseado no cdlculo adaptativo de tamanho de passo de segunda ordem. Inicialmente, sdo
apresentadas as motivagdes que embasam a elaboracdo desta nova metodologia e, em se-
guida, ¢ desenvolvida a ideia para o célculo do tamanho de passo do algoritmo e proposto
o0 Método de Tamanho de Passo de Segunda Ordem Adaptativo. A efetividade da técnica ¢
avaliada resolvendo-se alguns problemas de benchmark e um problema de engenharia da
literatura. Todos os resultados sdo comparados com técnica de andlise de confiabilidade
recentes, no que diz respeito ao comportamento dos métodos, custo computacional e sen-
sibilidade de seus parametros de controle.

No Cap. 7, é proposta uma formulacdo para problemas de otimiza¢do multi-objetivo
capaz de considerar robustez e confiabilidade em conjunto. Neste contexto, é apresentado
um esquema pratico que detalha um procedimento para acoplamento da andlise de incer-
tezas durante o processo de otimizagdo. A formulacdo proposta e o algoritmo para andlise
de confiabilidade inversa, estabelecido no capitulo anterior, sio empregados na solugdo de
diversos problemas de engenharia, a fim de verificar as particularidades dos resultados ob-
tidos.

Comentarios Preliminares Sobre Notacao e Formatacao

« Vetores e matrizes sdo escritos em negrito;

« Indices de vetores e matrizes sdo representados por elementos subscritos ou entre

parénteses, precedendo o simbolo ao qual se refere;

« Elementos subscritos e sobrescritos precedendo simbolos matematicos, quando repre-
sentados em fonte romana (ndo italicos), denotam um identificador complementar ao
simbolo;

« Numerais e demais elementos sobrescritos, no formato matematico (em italico), po-
dem representar o expoente de determinado simbolo ou um identificador. Nestes ca-
sos, o significado é explicitado no texto;

« Elementos definidos no texto sdo mostrados em italico ao serem introduzidos;
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Tracos horizontais duplos sdo usados para especificar uma faixa de valores e tracos
triplos representam um separador textual;
Termos em outras linguas sdo escritos em italico;
Apenas as equacoes referenciadas no texto sio numeradas;
Equacdes destacadas seguem a pontuacao do texto;

Unidades de medida sdo escritas em fonte romana.
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1 CONCEITOS FUNDAMENTAIS DE OTIMIZACAO

A otimizacdo pode ser definida como a ciéncia de se determinar as melhores solucdes
para certos problemas frequentemente modelados a partir da andlise do comportamento
fisico de algum sistema observado na engenharia. Esta drea de pesquisa envolve o estudo de
critérios de otimalidade para problemas diversos, a determinacdo de métodos algoritmicos
de solucdo, o estudo da estrutura de tais métodos e a experimenta¢cdo computacional, com
técnicas tanto em condicOes simuladas quanto relacionadas a problemas reais.

Existe uma gama extremamente diversificada de aplicagdes praticas nesse ramo de
pesquisa. Antes da década de 40, relativamente pouco se sabia sobre métodos para otimiza-
cdo numérica de funcdes de vdrias varidveis. Nao ha duvida, entretanto, que o advento do
computador foi primordial no desenvolvimento de técnicas de otimizacao e, de fato, em toda
aandlise numérica. A aplicabilidade dos métodos de otimizacao € generalizada, alcancando
quase todas as atividades em que a informacao numérica é processada, como a ciéncia, en-
genharia, matematica, economia, comércio e diversas outras (FLETCHER, 2013).

Para aplicar as técnicas numéricas da teoria de otimizacao a problemas de engenha-
ria, em geral € necessario selecionar as variaveis do sistema que serdo usadas para carac-
terizar ou identificar candidatos a solugdo e definir um modelo que expressara a maneira
pela qual essas varidveis estao relacionadas. Em relaclo a primeira exigéncia, busca-se um
conjunto de parametros de entrada capazes de caracterizar completamente o problema, do
ponto de vista do projeto. Esses parametros, também chamados de varidveis, sao considera-
dos importantes, do ponto de vista do modelo computacional, se a variacao de seus valores
afeta significativamente a medida de desempenho do problema. Deve-se ter em mente que
a complexidade de um problema de otimizacao cresce exponencialmente com o niumero de
varidveis, portanto avaliar quais delas sdo realmente essenciais no modelo e adotar o me-
nor numero possivel de variaveis pode viabilizar a otimizacdo do problema (CAVAZZUTI,
2013).

Uma vez definidas as variaveis de projeto, o proximo passo na formulacio do pro-
blema ¢ construir o modelo que descreve a maneira como as varidveis estdo relacionadas
e podem influenciam os valores que sdo calculados. Na prética, a maioria dos estudos de
otimizacdo sio realizados com a ajuda de modelos, que constituem uma representacdo ma-
tematica simplificada do sistema real analisado. Em muitos casos, os modelos sdo uma
alternativa para a realizacdo de estudos e testes, uma vez que a utilizacio do sistema real
nessas tarefas pode ter um custo muito alto ou representar algum risco de operagdo, além
da possibilidade de demandar um tempo invidvel. Portanto, os modelos sio normalmente
usados no projeto de engenharia porque oferecem uma maneira mais eficiente de estudar
os efeitos das mudancas das varidveis de projeto que podem afetar o desempenho de tal
sistema (RAVINDRAN et al., 2006).
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Em alguns problemas de otimizacao, as varidveis s6 fazem sentido se assumirem va-
lores inteiros. Essa classe de problemas ¢ chamada de programacao inteira. O processo de
obtencao de solugdes 6timas de problemas desse tipo é conhecido como otimizag¢do discreta,
a qual faz referéncia as possiveis solugdes contidas em um conjunto finito de nameros. Para
contornar essa condi¢do, muitas técnicas propdem a resolucao dos problemas, simulando a
possibilidade de as varidveis serem capazes de assumir valores reais e, entdo, aproximando
os resultados para o numero inteiro mais proximo da solucio obtida. Em contraste, a oti-
mizacdo continua tem como objetivo obter solugdes em um conjunto infinito de elementos.
Nesse tipo de problema, a possivel existéncia de suavidade das funcées torna possivel usar
informacdes do objetivo e das restricdes do problema em um determinado ponto, para de-
duzir informacdes sobre o seu comportamento em outros pontos da vizinhanga.

Além dessa especificacdo, os problemas de otimizacdo continua também podem ser
classificados de acordo com a natureza da funcdo-objetivo (linear, ndo-linear, convexa e ou-
tras), o namero de variaveis, a suavidade das funcdes (diferenciaveis ou nio), entre outras.
Outro aspecto muito importante ¢ a existéncia de restricdes no modelo. Na maioria das
vezes, a sua presenca pode afetar a solucido 6tima do problema. No caso mais simples, as
restricoes sdo obtidas definindo-se limites superiores e inferiores para cada variavel ou, em
casos mais complexos, podem ser estabelecidas usando-se equacgdes ou inequacdes. Uma
estratégia muito utilizada para o tratamento de restricdes explicitas é a aplicacdo de técnicas
de penalizacio, as quais penalizam os valores das variaveis que ndo satisfazem as condicoes
impostas pelas restricoes.

No caso dos procedimentos de otimizacao, a busca por solucoes pode ser feita de ma-
neira local ou global. No primeiro caso, o objetivo é a obtencao de um ponto em que o valor
da funcao-objetivo seja menor do que em todos os outros pontos vidveis em sua vizinhanca.
Isso ndo significa que estd sendo obtida a melhor solugdo possivel, ou seja, a solugdo global,
a qual pode ser mais complexa de ser computada, uma vez que todas as possiveis solucoes
do dominio devem ser consideradas, a fim de garantir que o resultado obtido se trata do
ponto extremo. Uma classe de problemas muito estudados sdo os convexos, em que uma de
suas principais caracteristicas € o fato de que todas as solu¢des locais também sdo solugoes
globais (NOCEDAL; WRIGHT, 2006).

Modelos matematicos também podem estar sujeitos a avaliacdo de diversos objeti-
vos, para a obtencdo de uma resposta adequada. Problemas desse tipo sdo inseridos em um
ramo da ciéncia muito explorado, chamado de otimiza¢do multi-objetivo. Ndo é s6 em re-
lacdo ao numero de objetivos que essa classe de problemas se diferencia da otimizacao de
um unico objetivo. No caso das solucdes relativas aos problemas de objetivo tnico, a inten-
¢do ¢ calcular uma unica solucio que otimize a fungdo-objetivo como um todo. A mesma
afirmacdo néo € valida para os problemas de otimizacdo multi-objetivo. O aspecto confli-
tante dos objetivos insere diversas nuances ao tratamento desse tipo de modelo. A seguir, o
problema geral de otimizacdo multi-objetivo serd formulado e, adicionalmente, serdo apre-
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sentadas suas principais caracteristicas, a fim de fornecer sustentacdo para o restante do
desenvolvimento desta tese.

Antes de expor os aspectos dos problemas de otimizacdo multi-objetivo, porém, é
imprescindivel que se destaque uma propriedade muito importante acerca dos métodos de
otimizacdo. Inevitavelmente, surge o questionamento a respeito da existéncia do melhor
método a ser aplicado para resolver um problema de otimizagdo ordinario. Pensar em um
método universal demandaria certo esforco para comprovar a sua capacidade de resolver
qualquer problema de um certo tipo, sob quaisquer condi¢des (como, por exemplo, infi-
nitas possibilidades quanto as estimativas iniciais) e, principalmente, assegurar que o seu
rendimento e eficdcia sejam superiores a qualquer outra técnica da mesma espécie. A res-
peito desse tema, Wolpert e Macready (1997) enunciaram os Teoremas No Free Lunch para
otimizacao.

Esses teoremas estabelecem que, se um algoritmo tem um bom desempenho em uma
determinada classe de problemas, entao, necessariamente, o seu desempenho é degradado
no conjunto de todos os problemas restantes. Tais teoremas resultam em uma interpretacao
geométrica do que significa um algoritmo ser adequado para um problema de otimizacao.
Em particular, se um algoritmo tem um desempenho melhor do que uma pesquisa aleato-
ria em alguma classe de problemas, entdo deve ter um desempenho pior do que a pesquisa
aleatoria nos problemas restantes. Assim, as comparacdes que relatam o desempenho de
um algoritmo especifico com uma configuracio de parametros dada em alguns problemas
selecionados sdo de utilidade limitada. Embora tais resultados indiquem o comportamento
em uma estreita faixa de problemas considerados, deve-se ter muito cuidado ao tentar ge-
neralizar esses resultados para outros problemas.

1.1 Formulacio do Problema de Otimizacao Multi-objetivo

Seja P C IR" o hiperparalelepipedo em R" formado por restri¢oes inferiores e supe-
riores aos valores de x € R", tal que x = (x (1), ..., x(n))T. Portanto, X,y < X < Xgp,
onde estas desigualdades sdo entendidas coordenada a coordenada, isto &, x;,; (i) < x (i) <
Xeup (i), paratodoi =1, ..., n. Por suavez, assuma que f, a chamada fung¢do multi-objetivo,
¢ um funcdo vetorial com valores em IR" e definida em P, isto ¢, f : P ¢ R" — IR", com
m > 2,onde f = (fy, ..., fm)T € o vetor de objetivose f; : P -» R,parak =1, ..., m.

Sera definido mais adiante o problema de otimiza¢do multi-objetivo envolvendo a
funcdo f. Para ja, o enfoque serd restrito a problemas de minimizacdo. O dominio P da
funcdo f é também chamado de espaco das varidaveis de decisdo. Por sua vez, o vetor x € P ¢
denominado vetor de decisdo e suas entradas sdo chamadas de varidveis de decisdo. Algumas
vezes no decorrer do texto, o vetor x serd chamado de solucdo considerando que, ainda que
ndo resolva nenhum problema especifico, € entre os elementos ou pontos do espaco das
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variaveis de decisdo que eventualmente se encontrara a solucao do problema de otimizacao
multi-objetivo.

Além disso, normalmente, as solugdes tém que satisfazer restricdes adicionais, que
escritas na forma vetorial, se expressam como g(x) < 0e h(x) = 0,ondeg : P - R’ e
h: P— R% ouseja, g;(x) <0,parai =1, ..., p,e h;(x) =0, para j =1, .., g. O con-
junto das solucdes que satisfazem tais restricoes, denotado por Q, € chamado de conjunto
vidvel ou espaco de busca, e seus pontos sio denominados como solugbes vidveis. Observa-
se, novamente, que os elementos de Q sdo apenas candidatos a solucdo do problema de
otimizacao multi-objetivo.

Um outro conjunto relevante na questao de otimizacdo multi-objetivo que sequer €
mencionado, por desnecessario, na otimizag¢ao classica (com uma tinica funcdo-objetivo), é
aimagem da funcdo multi-objetivo quando considerado o espaco vidvel, chamado de espaco
objetivo e definido como V = Im (f|,) = {y = f(x) ¢ R", Vx € Q}. Conhecidas estas
defini¢des, um problema de otimiza¢do multi-objetivo é definido como

min f (x) = (f (%), o, fm @)
Sujeitoa g; (x) <0

; €]
Xinf <x< xsup
parai=1, .., pej=1, .., q. AFig. 2 apresenta essa formulacio de maneira ilustrativa,

com o conjunto 6timo de Pareto representado pela curva em negrito, que serd detalhado a
seguir.

Por conta do conflito existente entre os objetivos, ndo existe um tnico ponto capaz de
otimizar todas as fun¢des simultaneamente. Em vez disso, as melhores solucdes que podem
ser obtidas sio denominadas solucdes 6timas de Pareto (as quais formam a curva de Pareto).
Como os pontos pertencentes a solucdo 6tima de Pareto dominam coletivamente qualquer
outro ponto viadvel no espaco de busca, todas essas solucdes sdo consideradas melhores do
que quaisquer outras, como sera definido a seguir (DEB; GUPTA, 2006).

Portanto, a otimiza¢do multi-objetivo consiste em encontrar um conjunto de pontos
que represente o melhor equilibrio em relacdo a tarefa de minimizar todos os objetivos si-
multaneamente, isto é, uma cole¢do de solucdes que relacionem os objetivos, os quais sdo
conflitantes entre si, na maioria dos casos. De acordo com Babu et al. (2005), isso significa
que a melhoria de um objetivo pode levar a deterioracdo de outro e vice versa. Esse fato
levanta a questio sobre como os diferentes objetivos devem ser combinados para produzir
uma solugdo viavel e também a demanda de procurar uma solucao final—em um sentido a
ser descrito mais a frente—para o problema a ser resolvido (p6s-processamento do conjunto
de pontos obtido). A seguir, serdo apresentados os detalhes relacionados ao conjunto 6timo
de Pareto e as defini¢des relacionadas a essa teoria.
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Figura 2 - Relacdo entre o espaco das varidveis de decisdo e o espaco objetivo em um
problema de otimizacdo, onde a funcdo multi-objetivo f : P C R’ - R”.
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Legenda: No espaco das variaveis de decisdo, o cubo ilustra os limites inferior (x;,¢) e
superior (xsup) do vetor de decisdo. No espaco objetivo, é possivel ver as
solucdes correspondentes aquelas que aparecem no interior do cubo e que
compdem a curva de Pareto, representada pelo segmento em negrito.

Fonte: O autor, 2019.

1.1.1 Otimo de Pareto

O conceito de otimalidade de Pareto faz referéncia a Vilfredo Pareto (1848-1923), um
economista e sociologo franco-italiano, que estabeleceu esse conceito no campo da econo-
mia, baseado em uma multiplicidade de objetivos, isto €, no permanente conflito de interes-
ses e antagonismos na vida social. Esse campo especial de otimizacdo também ¢ chamado
de otimizacgdo de Pareto (ESCHENAUER et al., 1990). A teoria desenvolvida foi estendida
para diversas outras areas além da economia, em virtude da expressa ocorréncia de con-
flitos de grandezas, evidentes em varios processos naturais e tecnologicos. O conceito de
otimalidade de Pareto serd desenvolvido a seguir, em forma de exemplo, antes que sejam
apresentadas as definicdes matematicas.

Para isso, considere um problema classico da engenharia, onde deseja-se otimizar a
relacdo entre os custos de mao de obra e de matéria-prima utilizada em uma construcao.
Claramente, trata-se de um problema contendo dois objetivos que devem ser resolvidos si-
multaneamente, a fim de se obter o menor custo de mao de obra possivel, desempenhando
a menor aplicacdo de matéria-prima praticivel. Nesse contexto, as fun¢des-objetivo que
descrevem os custos ndo sdo importantes. Apenas assuma que o valor da mao de obra é
calculado por f; (x) e a funcdo que determina a quantidade de recursos empregados no
processo é representada por f, (x).
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A solucdo ideal desse problema seria a obtencdo de uma solucao viavel com custo
nulo, tanto de mao de obra quanto de matéria-prima. Contudo, espera-se que o modelo
matemadtico utilizado para computar essas grandezas conte com restricdes relacionadas as
variaveis de decisdo, de forma que o vetor de decisdo assuma valores dentro de uma faixa que
seja possivel contabilizar resultados diferentes dessa solucio impraticavel. Apesar disso,
conhecer a solucdo ideal significa compreender o caso ideal, que dispde de valores de f
mais proximos da origem quanto for possivel, no espaco objetivo.

Conceitualmente, o problema apresenta uma dependéncia explicita entre os objeti-
vos. Independentemente dos aspectos particulares do modelo, esse tipo de aplicacdo, em
geral, requer maior custo de mdo de obra quando sdo utilizados determinados materiais.
Como exemplo, assuma um vetor de decisdo x composto por entradas que representem o
custo de mdo de obra exigido por funcionarios com diferentes qualificacdes e a quantidade
de matéria-prima de diferentes tipos utilizada no servico. Nesse exemplo, o manuseio de
um determinado material requer o empenho de um ou mais funciondrios com certo grau
de qualificacdo e os diferentes tipos de matéria-prima tém valores distintos. Portanto, o pro-
blema apresenta um conflito entre os objetivos, uma vez que a utilizacio de certos materiais
(e a quantidade necessaria) afeta o valor da mao de obra empregada.

A Fig. 3 apresenta um conjunto de possiveis valores 6timos para o problema pro-
posto. Os pontos ilustrados pelos circulos preenchidos sio chamados de valores dominantes
e compdem a curva de Pareto, isto €, sdo os valores 6timos do problema de otimizagdo que
relaciona custo de mdo de obra e de matéria-prima. Esses resultados sio caracterizados por
ndo haver nenhum outro que apresente valores melhores. Portanto, qualquer outra solucdo
que seja obtida no conjunto vidvel é chamada de solu¢do dominada. Esse conjunto, cujos
valores correspondentes no espaco objetivo sdo complementares a curva de Pareto, é repre-
sentado pelos pontos ndo preenchidos na Fig. 3. A seguir, esses conceitos serdo definidos
matematicamente.

Antes, entretanto, ¢ conveniente analisar os aspectos do conjunto 6timo de solucdes.
O conflito entre os objetivos na otimizacdo multi-objetivo revela uma caracteristica funda-
mental e diferente da otimizacdo mono-objetivo, que diz respeito a tomada de decisdes.
Todos os valores 6timos que compdem o conjunto 6timo de Pareto podem ser escolhidos,
pois demonstram compromisso vidvel entre os objetivos. Entretanto, ndo ha um critério
absoluto para se definir qual € o resultado ideal, dentre os que estdo contidos no conjunto
otimo. Ao invés disso, os interesses especificos (condicio adicional) da aplicagdo devem ser
primordiais para se adotar um resultado. Na realidade, a solu¢do que serd tomada como
ideal depende de interesses particulares.

Em geral, os valores 6timos diferenciam-se em relacdo ao nivel de compromisso com
cada objetivo. Na Fig. 3, é possivel notar que s e s* sio pontos minimos que apresentam
compromissos extremos e distintos, uma vez que o primeiro prioriza o custo de mao de
obra e a segunda privilegia o custo de matéria-prima. Por sua vez, a solugdo s> mostra
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Figura 3 - Exemplo de otimizacdo multi-objetivo de um problema
genérico, que relaciona custo de méo de obra e

matéria-prima.
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Fonte: O autor, 2019.

um compromisso intermedidrio. Isso ndo significa que esse balanco represente a melhor
opcdo. Na realidade, essa decisdo estd vinculada a outros critérios inerentes a interesses
particulares. Portanto, a subjetividade faz parte do processo de otimiza¢do multi-objetivo,
na etapa de pés-processamento das solugdes.

Todos esses conceitos sdo definidos rigorosamente e serdo apresentados a seguir. Ini-
cialmente, considere a no¢do de dominancia. Esse conceito tem a finalidade de classificar
as solucoes, definindo uma maneira de compara-las no contexto das fun¢des multi-objetivo.
Uma solucdo € dita dominante em relacdo a outra, se ndo for pior em nenhum dos objetivos
e se for estritamente melhor em pelo menos um dos objetivos. Como o conceito de domi-
nancia proporciona uma maneira de comparar solu¢des com multiplos objetivos, a maioria
dos métodos de otimiza¢do multi-objetivo faz uso desse conceito para procurar por solugoes

nao-dominadas.

Definicdo 1.1.1. Uma solugio x! é dita dominante em relacio a outra solugio x?, repre-
sentado por x! < x2, se ambas as condicoes abaixo forem satisfeitas:

1. A solugdo x! ndo ¢ pior do que x? em todos os objetivos, isto &, f, (x!) < f, (x?), para
todok =1, ..., m.

2. A solucdo x! ¢é estritamente melhor do que x? em, pelo menos, um objetivo, ou seja,
fr(x!) < fi (x?) para algum k € {1, ..., m}.

Se alguma dessas condicdes € violada, diz-se que a solugio x' ndo domina a solugio
x2. Como exemplo, pode-se reavaliar as solugdes referentes ao problema da Fig. 3. Para isto,
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considere o conjunto de solugdes 6timas x', tal que os seus respectivos valores 6timos sio
denotados por s' = f (x'). Tomando como base a solugdo x?, correspondente a0 minimo
s? e comparando-a com a solu¢do dominada x4 relacionada ao valor s9, pode-se constatar
que, de fato, x> ndo ¢ pior do que x® em todos os objetivos, o que satisfaz a primeira condi¢io
da defini¢do. Além disso, x? é estritamente melhor do que x¢ em, pelo menos, um objetivo,
assegurando que a segunda condicdo seja satisfeita e, consequentemente, a definicdo de
dominancia como um todo. O mesmo ndo ocorre se dois pontos presentes no conjunto
6timo de Pareto forem analisados. Note que a comparagio entre x* e qualquer uma das duas
solucoes relativas aos valores na vizinhanga de s* viola o primeiro critério de dominéncia.
Portanto, nao sdo dominantes entre si e fazem parte do conjunto étimo.

Existem trés possibilidades resultantes da verificacdo de dominéncia entre duas so-
lugoes: (i) a solugio x' pode dominar x?; (ii) a solucdo x! pode ser dominada por x?; (iii)
pode ndo haver relagdo de dominancia entre x! e x>. Além disso, a rela¢io de dominancia
ndo é uma relacdo de equivaléncia, uma vez que nao satisfaz as trés propriedades previstas,
como detalhado abaixo (CORMEN et al., 1990 apud DEB, 2001):

+ Reflexividade: a segunda condicdo da Def. 1.1.1 impede que a relagdo de dominancia
seja reflexiva, visto que qualquer solucdo x' nunca é dominada por ela mesma;

« Simetria: a relacdo de dominancia ndo é simétrica, uma vez que x* < x? ndo implica
que x? < x!. De fato, se x! domina x?, entdo x> ndo domina x!, o que impede que a
relacdo de dominancia atenda as condicdes da propriedade de simetria;

« Transitividade: ¢é verdade que se x! < x? e x> < x3, entdo x! < x3. Portanto, a
dominancia ¢ uma relagdo transitiva.

H4 outra propriedade interessante que a relacdo de dominancia possui. Se a solucdo
x! ndo dominar a solucdo x?, isso ndo implica que x* domine x!. Uma vez conhecido o
conceito de dominancia, fica clara a definicdo do conjunto 6timo de Pareto.

Definicao 1.1.2.Um vetor vidvel x* € Q é dito ser um minimizador de Pareto (ou otimizador
de Pareto) se ndo existir um outro vetor vidvel x € Q, tal que f; (x) < f} (x*) para todo
k=1, .., me fi, (x) < fi (x*) para algum indice k € {1, ..., m}.

Definicdo 1.1.3. Um vetor de objetivos 2" € V ¢ dito ser um minimo de Pareto (ou 6timo
de Pareto) se ndo existir um outro vetor de objetivos z € V tal que z; < z! para todo k =
1, ..., mez <z paraalgum indice k € {1, ..., m}. Equivalentemente, z* ¢ um minimo

de Pareto se o vetor vidvel correspondente for um minimizador de Pareto.

Geralmente, hd um numero infinito de valores 6timos de Pareto, os quais consti-
tuem o chamado conjunto de Pareto ou frente de Pareto, isto €, a curva formada pela juncdo
dos valores 6timos do problema de otimiza¢do multi-objetivo. Esse conjunto pode ser ndo-
conexo, ou seja, as solucdes podem estar dispostas sobre um segmento que ndo apresenta
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continuidade. Os diferentes tipos de conjuntos de Pareto, em um problema de dois objeti-
vos, podem ser vistos na Fig. 4. As solu¢oes apresentadas dependem da finalidade de cada
objetivo. Como mencionado anteriormente, o enfoque sera restrito aos problemas de mini-
mizacdo. Apesar disso, o principio da dualidade, no contexto dos problemas de otimizacao,
define que um problema de minimizacao pode ser convertido em um de maximizacao bas-
tando que a minimizacao seja realizada sobre o objetivo com valor negativo, como apontado
por Deb (2001). Um exemplo de conjunto ndo-conexo pode ser visto na Fig. 4b.

Figura 4 - Tipos de conjuntos de Pareto, dependendo da finalidade de cada um dos objetivos.

f2 (w) A f2 (m) A

fi (=) f1(x)
(2) min f (x) e min f, (x). (b) min f; (x) e max f, (x).
fa () fa (z) 4

fi (@) fi (@)
(c) max f; (x) e min f, (x). (d) max f; (x) e max f, (x).

Fonte: Adaptado de Deb (2001).

O conceito de otimalidade apresentado na Def. 1.1.2 diz respeito aos 6timos de Pa-
reto globais. Contudo, possiveis restri¢cdes presentes no espago de busca podem limitar o
conjunto de solucdes viaveis. Nesse caso, os resultados obtidos podem se tratar de solugoes
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otimas locais, caracterizando o conjunto de minimizadores locais de Pareto, como definido

abaixo.

Definicao 1.1.4. Um vetor de solucdo viavel x* é dito ser um minimizador local de Pareto
se existe um 6 > 0, com 0 € IR, tal que nfo exista um vetor x que domine x*, com x tal
que f(x) e R"nB(f(x*), &), onde B(f (x*), &) representa uma bola aberta, de raio § e
centrada em f (x*),isto é, B(f(x*), &) ={y e R" | ||y — f (x")|| < 6}

Na préatica, somente solucdes 6timas locais de Pareto sao obtidas computacional-
mente, a menos que algum requisito adicional, como convexidade, seja cumprido. A Fig. 5
ilustra o conjunto de valores 6timos locais, no interior da bola aberta dada por B (f (x*), 9).
Nesse exemplo, fica claro que o conjunto 6timo local de Pareto ndo é um subconjunto do
conjunto dos valores 6timos globais. Este fato ocorre, exatamente, pois o exemplo ilustrado
ndo corresponde a um problema de otimizacao multi-objetivo convexo.

Figura 5 - Conjunto de valores 6timos locais de Pareto, no
interior de B (f (x*), 9).
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Fonte: O autor, 2019.

A convexidade de um problema de otimiza¢do multi-objetivo € uma propriedade
muito importante, pois ela garante que, uma vez computados os minimizadores de Pareto,
o conjunto de solugdes 6timas obtido corresponde ao conjunto 6timo global de Pareto (MI-
ETTINEN, 1998). Além disso, existem muitos algoritmos capazes de lidar bem com proble-
mas convexos na otimiza¢ao multi-objetivo, mas enfrentam dificuldades na resolucio dos
problemas nao-convexos, como podera ser visto no Cap. 2. Por isso, € importante que se

conheca as definicdes relacionadas a convexidade, apresentadas a seguir.

Defini¢do 1.1.5. Uma func¢io f, : R" — IR ¢ dita convexa se, para todo x!, x* € R", é
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valido que f} (Bx! + (1 — B)x?) < Bfy (x') + (1 = B) fi (x?), para todo 0 < B < 1.

Definicdo 1.1.6. Um conjunto S C R" ¢ dito convexo se x!, x?> € S implica que fx! +
(1-pB)x? e S,paratodo0 < B < 1.

Em outras palavras, um conjunto S é convexo se, dados dois pontos distintos neste
conjunto, o segmento que os liga também est4 no conjunto S (COLLETTE; STARRY, 2004).
Por sua vez, um problema de otimizacdo multi-objetivo é convexo se todas as funcdes-
objetivo e a regido viavel forem convexas (MIETTINEN, 1998). A Fig. 6 mostra dois casos

distintos de fun¢ées convexas.

Figura 6 - Exemplos de funcoes-objetivo convexas.
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(a) Iustragio da definicao de fun¢io convexa com (b) Conjunto convexo.
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Fonte: O autor, 2019.

Na presenca de multiplas solucdes 6timas de Pareto, € dificil eleger um resultado em
relacdo aos demais, sem qualquer informacio adicional sobre o problema. Na auséncia de
tais informacgdes, todas as solucoes 6timas de Pareto sdo igualmente importantes. Portanto,
¢ essencial encontrar tantas solucdes 6timas de Pareto quanto possivel. Essa necessidade
engloba duas exigéncias fundamentais no processo de otimiza¢do multi-objetivo: (i) en-
contrar um conjunto de valores 6timos o mais proximo possivel da fronteira de Pareto; (ii)
encontrar um conjunto de valores 6timos tdo diversificadas quanto possivel.

O primeiro requisito é obrigatério em qualquer tarefa de otimizagdo. Por outro lado,
a exigéncia de diversidade de resultados € totalmente especifica para otimizacdo multi-
objetivo. Além de serem suficientemente proximas da curva de Pareto, as solugdes também
devem estar esparsamente dispostas na frente de Pareto, como mostra o exemplo da Fig. 7.
Somente com um conjunto diversificado de solugdes, pode-se ter a certeza da qualidade dos
valores 6timos computados, possibilitando a escolha adequada de uma solucio na etapa de
poOs-processamento dos resultados.
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Figura 7 - Exemplo da relacio de convergéncia e diversidade de solucdes em um problema de

min f; (x) e min f, (x).
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Pareto, mas com diversidade insatisfatoria. adequada, mas afastados da frente de Pareto.

Fonte: O autor, 2019.

Em vista destes conceitos, no proximo capitulo € feito uma revisdo dos principais
métodos capazes de obter solu¢des de problemas de otimizacdo multi-objetivo. Os aspectos
gerais de cada um deles serdo apresentados, possibilitando a avaliacido dos seus pontos po-
sitivos e negativos. De antemao, € possivel antecipar que os métodos serdo subdivididos em
duas grandes vertentes: deterministicos e evolucionarios. Naqueles da primeira categoria,
¢ praticamente unanime a utilizacdo do conceito de escalarizacdo do problema, discutida
no referido capitulo. Essa pratica, uma vez que resolve problemas isolados, ndo propicia
a diversidade de solucdes. Por outro lado, o emprego de populacdes de individuos, que as
técnicas evoluciondrias utilizam, possibilitam a ocorréncia de resultados 6timos diversifi-
cados, uma vez que as solucdes podem ser comparadas entre si.
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2 METODOLOGIAS DE OTIMIZACAO MULTI-OBJETIVO

A obtencdo de valores 6timos de Pareto desempenha um papel crucial na otimizacao
multi-objetivo e, matematicamente, o problema ¢é considerado resolvido quando o conjunto
otimo de Pareto é encontrado, como visto no Cap. 1. Contudo, € essencial que no processo
de otimizacdo o conjunto 6timo de Pareto seja inico. Portanto, o ordenamento das solugoes
otimas de Pareto possibilita a correta tomada de decisdes, de maneira coerente, uma vez que
as solucodes calculadas durante o processo de otimizagdo sdo, teoricamente, as melhores
possiveis. Nesse contexto, sdo apresentados os métodos de otimiza¢do multi-objetivo, que
tém a capacidade de obter o conjunto 6timo de Pareto.

Dentre as abordagens cléassicas, uma estratégia muito utilizada € a chamada escala-
rizagdo do problema, que significa converter um problema de otimizac¢do multi-objetivo em
um unico—ou em uma familia de problemas de objetivo tinico. Essa abordagem permite a
aplica¢do das técnicas e conceitos de otimizacdo mono-objetivo na obtencdo de uma familia
de solugdes do problema multi-objetivo original. Contudo, devido a dependéncia em certos
parametros, o uso desta estratégia pode ser limitado (MIETTINEN, 1998).

Naturalmente, com o advento das técnicas evolucionérias de otimizacgdo, diversas
estratégias para resolucdo de problemas multi-objetivo foram desenvolvidas. Em vista das
limitacdes pertinentes as técnicas classicas de otimiza¢gdo multi-objetivo, uma das grandes
vantagens dos métodos evoluciondrios € a utilizacdo de uma populagdo de solugdes a cada
iteracdo. Esse recurso, por si so, confere a esta classe de métodos uma enorme vantagem na
solucdo de problemas de otimizacao de objetivos multiplos. Tal aspecto propicia o aumento
da diversidade de solucdes, o que concede ao algoritmo a capacidade de ndo demandar que
o problema de otimizacao multi-objetivo seja convertido em um problema equivalente, no
contexto mono-objetivo. Consequentemente, os resultados também ndo estardo condicio-
nados a escolha de parametros responsaveis pela transformacio do problema (DEB, 2001).

Em relacio a classificacdo dos métodos classicos, existem algumas tendéncias na
literatura, que levam em conta critérios distintos. Evidentemente, nio existe uma classifi-
cacdo absoluta, uma vez que um dado método pode se encaixar em mais de uma categoria,
dependendo da interpretacdo. Uma das categoriza¢des mais utilizadas, veja-se Fonseca e
Fleming (1995), Zitzler (1999), van Veldhuizen e Lamont (2000), e Collette e Siarry (2004),
considera trés géneros de métodos distintos: a priori, a posteriori e progressivos. Sintetica-
mente, eles diferem uns dos outros no que diz respeito ao instante da realizacido do proce-
dimento de escolha das melhores solugdes (comumente conhecido, nessa drea de pesquisa,
como trade-off ). Nesta divisdo, ndo estdo incluidos os métodos de otimizacdo multi-objetivo
que utilizam metaheuristicas.

A seguir, serdo apresentados varios métodos classicos, considerando as trés classes
mencionadas anteriormente, para otimiza¢do multi-objetivo. Além disso, também serdo
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mostrados dois métodos que utilizam a abordagem de metaheuristicas. Deve-se ter em
mente que a quantidade de métodos existentes € muito grande. A proposta dessa revisdo
nao é cobrir todos os métodos presentes na literatura, mas introduzir vérias filosofias e for-
mas de abordar a solu¢do de problemas de otimizacdo multi-objetivo, com o intuito de expor
a diversidade de maneiras que um problema desse tipo pode ser resolvido.

2.1 Métodos a Posteriori

2.1.1 Meétodo da Soma Ponderada

O Método da Soma Ponderada (Weighted Sum Method), cujos trabalhos pioneiros
sdo os de Gass e Saaty (1955) e Zadeh (1963), dentre os registros da literatura a que se tem
acesso, € o mais simples e provavelmente o mais utilizado, dentre os métodos classicos.
Como o nome sugere, a proposta do método € escalarizar um conjunto de objetivos em um
unico, pré-multiplicando cada um desses objetivos por um peso fornecido, minimizando
a soma ponderada dos objetivos. Através desse procedimento, o problema de otimizacdo
multi-objetivo € convertido em um problema mono-objetivo, para o qual existe uma vasta
gama de métodos para resolucdo (MIETTINEN, 1998; DEB, 2001).

Matematicamente, o funcionamento do método é como segue: considere os coefici-
entes de ponderacdo w; € IR, tal que w; > O paratodoi =1, ..., k, sendo k o ntimero total
de objetivos do problema original. Em geral, supde-se que os pesos estejam normalizados,
isto ¢

Dw =1. (2)

Sob estas condicdes, define-se um novo problema de otimizacao, escalarizado a partir do

problema de otimizacdo multi-objetivo original, da forma min f (x), com
xeQ

k
foo) =2 wifi(x) . 3

Nesta formulacdo, os pesos nao refletem a relativa importancia das funcées-objetivo
(COELLO COELLO, 1999 apud LOBATO; STEFFEN JR, 2017). Caso haja necessidade de se
ponderar cada objetivo, através de um critério arbitrario, € possivel estabelecer seus niveis de
influéncia através de um procedimento de normalizagdo de fungdes. Para tanto, considera-
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se a seguinte modificacdo na Eq. (3):

k
fx)= Z wici fi (x) ,

onde ¢; sdo constantes que normalizam as fun¢des a serem otimizadas. Dentre algumas
possibilidades, esses parametros podem assumir os valores ¢; = 1/, tal que f;*' denota
o valor 6timo da funcio f; (x) minimizada individualmente, na presenca de todas as restri-
coes originais (OSYCZKA, 1984).

Embora a ideia seja simples, ela introduz uma questdo nao tao trivial: quais valores
dos pesos devem ser usados? Obviamente, ndo h4 uma resposta unica para essa pergunta.
Para efeitos de argumentacdo, considera-se o caso em que a funcio-objetivo é composta
por dois objetivos, isto é, m = 2. Neste caso, a tarefa é encontrar uma linha de contorno
com o valor minimo da funcdo. Isso acontece com a reta que € tangencial ao espacgo obje-
tivo e também estd no canto inferior esquerdo desse espago, como pode ser visto na Fig. 8.
Se um vetor de peso diferente for usado, a inclinacido da reta de contorno seria diferente
e o procedimento acima, em geral, resultaria em uma solucio 6tima diferente. Para um
problema de otimizacdo multi-objetivo, varias solucdes 6timas de Pareto podem ser encon-
tradas resolvendo-se o problema correspondente com multiplos vetores de peso positivo,
progressivamente, cada vez encontrando uma solucdo 6tima de Pareto (DEB, 2001).

Portanto, a solucao geral do Método da Soma Ponderada ¢ sempre uma solucao 6tima
de Pareto se os coeficientes de ponderacdo sio todos positivos e se a solugdo € unica, sem
qualquer imposicdo adicional. Embora essa afirmacdo tenha garantia matematica (mais
detalhes podem ser vistos em Miettinen (1998)), ha uma grande desvantagem, baseada no
fato de que o método ndo é capaz de obter todas as solugdes 6timas de Pareto para problemas
ndo-convexos, dependendo do método de otimizacdo utilizado. Essa afirmacio fica clara
através da andlise da Fig. 8. Seja Z o espaco objetivo, definido na Secdo 1.1. No primeiro
caso, onde aborda-se um problema convexo, é facil perceber que, através da variacdo de
w, € w,, a reta tangente, representada pela linha tracejada, sofrerd uma variacdo na sua
inclinacao, tornando capaz a obtencao de todas as solu¢des que compdem o conjunto 6timo
de Pareto (ilustrado pelo segmento em negrito), através da solu¢do de multiplos problemas
de minimizacdo independentes.

Em contrapartida, a Fig. 8b apresenta um caso em que a solu¢do do método ndo
€ Unica, contrariando uma das condi¢des necessarias para se obter o conjunto 6timo de
Pareto. Além disso, mesmo com a variacdo dos coeficientes de ponderacdo, algumas so-
lugdes na regido nao-convexa do conjunto 6timo podem ndo ser alcancadas. Uma andlise
mais aprofundada dessas adversidades pode ser encontrada em Das e Dennis (1997). Adi-
cionalmente, Deb (2001) e Collette e Siarry (2004) apresentam exemplos com resultados

numéricos que ilustram com clareza cada um desses casos.
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Figura 8 - Aplicacdo do Método da Soma Ponderada sob a perspectiva de dois tipos de
problemas distintos.
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(a) Problema convexo. (b) Problema ndo-convexo.

Fonte: Adaptado de Miettinen (1998).

2.1.2 Método da Negociagdo

A fim de atenuar as dificuldades impostas pelo Método da Soma Ponderada, na tarefa
de escolher valores para os pesos que melhor resultem em retas tangentes capazes de ob-
ter pontos minimos em problemas ndo-convexos, Haimes et al. (1971) sugeriram o Método
da Negociagdo (e-Constraint Method). A sua concepg¢do € baseada em um conceito muito
utilizado na 4rea de otimizacdo, onde todos os objetivos de interesse, exceto um, sdo trans-
formados em restri¢des do problema, e o objetivo mais importante € otimizado com relacdo
as restricdes impostas. Também denominado de Método e-Restrito, a técnica estabelece que
se deve definir um limite superior ¢;, para cada uma das fung¢des a serem otimizadas e que
serdo convertidas em restricoes do problema, exceto aquela que seré, efetivamente, tomada
como a func¢do objetivo do problema de otimizacao.

Usando esta estratégia, o problema original € convertido em um problema de oti-
mizacdo mono-objetivo, tornando capaz a aplicacdo de uma técnica de minimizacio de
objetivo tnico. Em termos praticos, seja f (x) = f » (x), a abordagem ¢ definida como

min f (x)
Sujeitoa f; (x) <¢; ,

talque j = 1, ..., ke j # p, sendo k o numero total de objetivos do problema original.
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Basicamente, o conjunto 6timo de Pareto é obtido através da resolucdo reiterada do pro-
blema modificado, variando-se os valores de cada um dos limites superiores das restricoes
a cada execucdo. Dessa forma, é garantida a obtencdo das solugdes 6timas de Pareto para
problemas ndo-convexos, desde que as solucdes que constituem o conjunto sejam unicas.

Portanto, uma das vantagens do método € a capacidade de obtencio de diferentes
solucdes 6timas de Pareto, usando valores de ¢ distintos. Em termos de necessidade de
definicdo de parametros, o algoritmo se assemelha ao Método da Soma Ponderada, uma
vez que a localizacio da solu¢do 6tima depende de cada limite superior estipulado para os
objetivos tomados como restricdes. Essa dependéncia fica clara ao se analisar a Fig. 9, em
que diferentes limites superiores sdo fixados para a fun¢do-objetivo f,, enquanto f; deve
ser minimizado, e o conjunto 6timo de Pareto € ilustrado pelo segmento em negrito.

Figura 9 - Aplicacdo do Método da Negociagao

para diferentes valores de €.

Fonte: Adaptado de Miettinen (1998).

Analisando cada uma das restricoes, percebe-se que ¢! foi escolhida de maneira ina-
dequada, uma vez que a func¢do foi limitada fora do intervalo em que se encontram as solu-
coes Otimas, fazendo com que o procedimento de otimizacdo correspondente nao obtenha a
solucdo esperada. Por sua vez, as restricoes € e ¢* no representam restrigdes efetivas para o
conjunto de solu¢des 6timas. Com isso, as solucdes obtidas sdo unicas, mas correspondem
aos pontos extremos z° e z*, respectivamente. Por fim, a restricdo €? delimita o conjunto
otimo de Pareto, fazendo com que o procedimento de otimizagdo produza a solugdo que
é relativa ao ponto z2. Em vista disso, é notoria a possibilidade de esforco computacional
desperdicado em circunstincias onde o método de otimizac¢ao seja executado de forma que
os limites superiores definidos ndo produzam solucées vidveis.
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2.1.3 M¢étodo de Otimizacdo de Compromisso

O Método de Otimizagdo de Compromisso (Method of Weighted Metrics) apresenta
uma abordagem alternativa ao Método de Soma Ponderada dos objetivos, apresentado na
Secdo 2.1.1, em relacdo ao recurso de se combinar multiplos objetivos em um unico para
tratar de problemas de otimizag¢do multi-objetivo. Considere os coeficientes de ponderacio
w; > 0,parai =1, ..., k, sendo k a quantidade total de objetivos presentes no problema
de otimizagdo. Nessa abordagem, a necessidade de normalizacdo dos coeficientes também
se faz necessdria, como mostrado na Eq. (2). Existem duas variantes bem difundidas do
Método de Otimizacdo de Compromisso, que se diferenciam entre si quanto as métricas
usadas na sua idealiza¢do. Na primeira delas, o problema L, ponderado ¢ definido como

min f (x), tal que
xeQ

1/p

o (4)

k

Feoy =2 w|fi(o) -z

i=1

onde o parAmetro p pode assumir qualquer valor, com p > 1.
Quando o valor de p torna-se muito grande, o problema L, ponderado € reduzido ao
problema de minimizacdo do desvio maximo. Nessa variante, conhecida como problema

de Tchebycheff ponderado, utiliza-se a métrica L, para derivar a formulacdo em que

.....

a qual foi enunciada por Bowman (1976). Por outro lado, quando p = 1, o problema reduz-
se aquele do Método da Soma Ponderada, exceto pela constante z*, que pode ser obtida
através da otimizacdo independente de cada fun¢do-objetivo. Ainda, no caso em que p = 2,
tem-se o Método de Minimos Quadrados (MIETTINEN, 1998).

A Fig. 10 apresenta um esquema conceitual de aplicacdo do método, em um pro-
blema genérico, considerando dois casos, a saber, quando p = 2 e p — co. Como pode ser
percebido na Fig. 10a, a solu¢do s* do conjunto 6timo de Pareto, novamente representado
pelo segmento em negrito, ndo pode ser obtida, uma vez que o método ¢ limitado quanto ao
calculo de solucdes em regides ndo-convexas, quando escolhe-se um valor de p reduzido.
Por sua vez, a medida que o valor do parametro p aumenta, a estratégia torna-se capaz de
alcancar regides nao-convexas, uma vez que o problema € convertido no célculo do desvio
méximo, como pode ser visto na Fig. 10b. Contudo, a desvantagem dessa escolha é que o
problema se torna nio-diferencidvel (PARDALOS et al., 2017).
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Figura 10 - Método de Otimizagdo de Compromisso aplicado a um problema genérico, com
diferentes valores do pardmetro p.
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(@p=2. (b) p — .
Fonte: Adaptado de Deb (2001).

2.2 Meétodos a Priori

2.2.1 Método de Otimizagdo Hierdrquica

A ideia do Método de Otimizacdo Hierarquica (Lexicographic Ordering Method) é
simples e intuitiva, uma vez que consiste na organizacio das funcdes-objetivo em ordem de
importancia, as quais sdo otimizadas sequencialmente, iniciando por aquela tomada como
mais relevante (COELLO COELLO, 2000). Assuma que os indicesi = 1, ..., k indicam a
ordem de relevancia das fungdes-objetivo. Portanto, o primeiro problema mono-objetivo,
equivalente & minimizacdo da funcdo mais importante, é definido como x* = arg min f (x),

xXeQ
onde f (x) = f; (x).

Uma vez tendo calculado o ponto de minimo ou minimizador de f,, com valor mi-
nimo denotado por f; = f; (x*), o proximo passo do método diz respeito a obtenc¢do da
solucdo referente ao segundo objetivo mais importante, tendo como restricdo do novo pro-
blema mono-objetivo o valor de f*. Portanto, seja f (x) = f, (x), o novo problema ¢ defi-
nido como

min f (x)

Sujeito a f, (x) = f} .

Esse procedimento iterativo € repetido até que sejam resolvidos os k problemas de mini-
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mizacao, considerando k — 1 restricOes relativas as solucoes obtidas previamente. Entdo, a
solucdo obtida na ultima etapa € tomada como o resultado 6timo do problema de otimizacdo
multi-objetivo original.

Incontestavelmente, esta técnica € uma das mais simples para a resolu¢do de proble-
mas desse tipo. No dmbito computacional, o procedimento de ordenamento de objetivos
¢ muito simples de ser implementado e as solu¢des sdo obtidas gradualmente. Contudo,
esse método tem uma desvantagem evidente: a escolha da sequéncia de objetivos pode ser
uma tarefa arbitraria. Além disso, duas execucodes distintas do Método de Otimizacio Hi-
erdrquico com sequéncias distintas de func6es-objetivo ndo necessariamente produzem a
mesma solugao, visto que os problemas subsequentes terdo restricoes distintas em cada exe-
cucdo (COLLETTE; SIARRY, 2004).

2.2.2 Método da Programacdo de Metas

Como o préprio nome sugere, o conceito principal do Método da Programacdo de
Metas (Goal Programming Method) é encontrar solugdes que alcancem um alvo pré-definido
para uma ou mais funcées-objetivo. Se nao forem obtidas solu¢des que atinjam essas metas
em todos os objetivos, a tarefa passa a ser encontrar solucées que minimizem os desvios dos
alvos (DEB, 2001). As nocdes de programacao de metas foram originalmente introduzidas
por Charnes et al. (1955), mas o termo “programacio de metas” foi inserido por Charnes e
Cooper (1961). Trata-se de um dos primeiros métodos expressamente criados para otimiza-
¢ao multi-objetivo.

O compromisso do Método da Programacdo de Metas ¢ minimizar os desvios positivo
(8;) e negativo (&) da funcao-objetivo, com respeito as metas impostas para cada um dos
objetivos, definidas da forma f; (x) < z; (no caso de problemas de minimizagao), parai =
1, ..., k,tal que k € a quantidade total de objetivos do problema de otimiza¢do. As variaveis
de desvio podem ter sinais positivos ou negativos, dependendo do problema, de forma que
satisfacam §; = z; — f; (x). Entdo, as metas podem ser representadas, em relacdo a ambos
os desvios, como f; (x) + 87 — 8 = z;. Tem-se, assim, um problema de otimizagdo multi-
objetivo no qual pode-se minimizar as varidveis de desvio (MIETTINEN, 1998).

Considerando esses conceitos, na estratégia classica para otimizacdo de problemas
multi-objetivo utilizando a no¢do de programacdo de metas, também chamada de abor-
dagem ponderada, deve-se minimizar a soma dos desvios ponderados. Matematicamente,
essa formulacdo ¢ definida através da incorporacdo dos desvios positivo e negativo a Eq. (4),
com p = 1. Para isso, considere o desvio positivo como 8 = max (0, f;(x)— z;). Analo-
gamente, o desvio negativo pode ser representado como 6; = max (0, z; — f; (x)). Neste
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caso, a funcdo a ser minimizada é dada por

k
f@) =Y w s +w/ s
i=1

e o Problema de Programacdo de Metas Ponderado ¢ definido da forma

min f (x)

Sujeitoa f; (x)+ 7 — 6 = z; .

paratodoi = 1, ..., k. Aqui, sdo atribuidos pesos diferentes para cada um dos desvios,
denotados como w~ e w*, mantendo-se a correspondéncia de sinais. Assim como nos de-
mais métodos, essa estratégia pode apresentar dificuldades na obtencao de solugdes 6timas
localizadas nas concavidades de problemas ndo-convexos. Para uma andlise mais apurada
e exemplos numéricos, consulte as obras de Miettinen (1998), Coello Coello (2000) e Deb
(2001).

2.3 Métodos Progressivos

2.3.1 Método de Fandel

Como visto anteriormente, uma das limitacées do Método da Soma Ponderada referia-
se a escolha adequada dos valores dos pesos utilizados na ponderacdo de cada objetivo. Vi-
sando a necessidade de uma escolha mais pragmatica, o Método de Fandel (Fandel Method)
foi idealizado com o objetivo de auxiliar nessa tarefa. Neste contexto, considere a formu-
lagdo fundamental do Método da Soma Ponderada, representada pela Eq. (3), assim como
as condigdes estabelecidas na Secdo 2.1.1. Diferentemente da proposta original, quando a
variacdo dos valores de w permitiam a obtencdo gradativa das solu¢des que constituiam o
conjunto 6timo de Pareto, no Método de Fandel pressupde-se que os coeficientes de ponde-
racio sejam desconhecidos. A partir desse fato, a estratégia descrita abaixo obtém possiveis
valores mais adequados para os pesos do que aqueles tomados arbitrariamente (ESCHE-
NAUER et al., 1990; COLLETTE; SIARRY, 2004).

Inicialmente, computa-se o minimizador referente a cada objetivo independente-
mente (considerando as possiveis restricdes do problema original), os quais sdo representa-
dos por %, parai =1, ..., k, tal que k representa o nimero total de objetivos do problema
de otimizacao. Esses resultados devem ser arranjados em uma estrutura, chamada de vetor
de funcdes-objetivo ideal e denotado por f = ( fi, s f «)- Neste caso, fi=f (fcl> Em
seguida, ¢ possivel definir uma matriz quadrada B, de ordem k, composta pelo cruzamento
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de cada &' com os objetivos do problema. Portanto,

BE) ) ()

B= fl(fci> fl_(fci) fk<j2;i) ) (5)

) ) i

Através dessa disposic¢ao, fica claro que o vetor de funcdes-objetivo ideal compde a diagonal

principal da matriz B.
Imediatamente, calcula-se o vetor de médias dos objetivos (f ), considerando todas
as solucdes individualmente computadas, por meio de

1 k
f;n = EZBLJ' )
i=1

para j =1, ..., k. Entdo pode ser definido um novo conjunto de problemas de otimizacao
mono-objetivo, que assume a forma

L _ Jargminfi (o)
X = ’ (6)
Sujeito a f; (x) < f"

parai =1, ..., k. Em seguida, constréi-se uma nova matriz, agora denotada como B mas
andloga aquela da Eq. (5), isto é, composta pela combinacio de cada objetivo com X', os
quais sdo obtidos pela solugdo dos k problemas de otimizacido independentes da Eq. (6).
Entdo, define-se um hiperplano dado por Ba = ¢, onde a,c € R" sdo as incognitas do
sistema de equacodes. Neste caso, o vetor ¢ = (¢, ..., cl)T e a deve ser normalizado, o que
garante que o sistema a ser resolvido ndo tenha nenhum grau de liberdade, como apontado
por Eschenauer et al. (1990).

O objetivo é encontrar um valor para ¢, tal que o hiperplano Ba = ¢ seja tangencial
ao espaco de valores da funcdo-objetivo. Este problema de otimizacio linear leva a uma
solucdo em que o vetor a corresponde aos valores desejados dos coeficientes de ponderacdo
w para o Método da Soma Ponderada, que pode ser aplicado em seguida, possibilitando
a escalarizacdo do problema de otimizagdo multi-objetivo. De maneira geral, a principal
desvantagem deste método, que é comum a muitos métodos progressivos, € a capacidade
de se obter apenas uma solucio a cada execu¢do (COLLETTE; SIARRY, 2004).
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2.3.2 Método STEP

O Método STEP, originalmente projetado por Benayoun et al. (1971) para a maximi-
zacdo de problemas de otimizacao multi-objetivo lineares, pode ser estendido para proble-
mas nao-lineares. Inicialmente, admite-se o seguinte problema:

min o
Sujeito a w (f (x) — j))T <a
Jx) <y,

onde a € IR, y equivale ao vetor que contém os limites superiores utilizados para restringir
o espaco de busca e w s20 0s pesos.

Com esta formulacdo, a determinacio dos pesos € novamente necessaria para a re-
solucdo do problema proposto. Para realizar essa tarefa, inicialmente é preciso calcular a
matriz B, assim como na Eq. (5), por meio do mesmo procedimento descrito na se¢do cor-
respondente. Apesar disso, no Método STEP os coeficientes de ponderacdo sdo computados
respeitando uma relacio que leva em conta os valores extremos dos resultados relacionados
as solucdes dos problemas de otimizacio de forma independente, isto é,

w, = ——, (7)

tal que

ma B} =B,
T o
parai = 1, ..., kej =1, .., k. Nessa metodologia, os valores dos pesos sdo todos

positivos e tém que ser normalizados, como nos demais métodos que contam com técnica
de ponderagdo (COLLETTE; SIARRY, 2004).

Através dessa forma de célculo e atribuicdo de pesos, 0 método tende a definir pon-
deracdes mais elevadas as funcgdes-objetivo que apresentem maiores diferencas entre os va-
lores minimo e maximo das linhas de B. Apés a definicdo dos pesos, é calculada a solucio
inicial (f) do problema utilizando o Método da Soma Ponderada. Esse resultado é com-
parado ao vetor de fun¢oes-objetivo ideal, semelhante aquele definido na Secdo 2.3.1. Se a
comparacao ndo for satisfatéria em relacio a algum dos valores, € possivel relaxar a restricao

correspondente, fazendo

yi=[i+Af,
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paraum dado j € {1, ..., k},onde Af ; € um incremento arbitrario. Portanto, seja fx) =
w(fx)— j))T. O problema final a ser resolvido, apds os ajustes das restricoes, ¢ definido
como

min f (x)

Sujeitoa f(x) <Yy,

cujos pesos sdo calculados pela Eq. (7).

Apesar de ser notdvel a forma de célculo dos pesos, sem que haja a necessidade de
escolhas arbitrarias, o método apresenta um grande limitante em relacao a sua aplicagdo em
alguns tipos de problemas: as funcdes-objetivo ndo podem resultar em zero, pois esse fato
ocasionaria uma singularidade na Eq. (8). Além disso, o método também carece de uma
estratégia de obtencdo de solucdes simultineas, sendo que cada valor 6timo do conjunto
de Pareto deve ser computado individualmente, como no Método de Fandel, apresentado
anteriormente (COLLETTE; SIARRY, 2004).

2.4 Métodos Baseados em Metaheuristicas

Como pode ser visto na breve descricao de cada um dos métodos classicos apresenta-
dos até aqui, a proposta de se converter o problema de otimizacdo multi-objetivo em um pro-
blema mono-objetivo foi sempre a base para a elaboracio de diferentes estratégias. Esse pro-
cesso de escalarizacao resulta em um conjunto de problemas de objetivo unico, que podem
ser resolvidos através de métodos de otimizacdo utilizados para esse propoésito, os quais exis-
tem em profusdo na literatura (uma boa referéncia é a obra de Bazaraa et al. (2006)). Nesses
casos, espera-se que a solugdo 6tima obtida seja um ponto pertencente ao conjunto 6timo
de Pareto. Com isso, teoricamente o conjunto 6timo de Pareto completo é obtido através
da solucdo reiterada de problemas mono-objetivo, com a variacdo do pardmetro utilizado
na escalarizacdo do problema. Isso significa que, para a obtencdo de n solucoes distintas,
€ necessario que o procedimento de conversao do problema multi-objetivo e otimizacao do
esquema mono-objetivo correspondente seja realizado, pelo menos, n vezes.

Apesar disso, ainda existe o fato de que algumas metodologias tém limita¢des quanto
ao calculo de solugdes 6timas localizadas em regides ndo-convexas da curva de Pareto, den-
tre as quais pode-se citar o Método da Soma Ponderada, o Método da Negociagdo e o Método
de Otimizacdo de Compromisso, sendo que neste ultimo a limitacdo decorre da escolha do
parametro p. Nestas circunstancias, ndo importa o valor dos pardmetros utilizados no pro-
cesso de escalarizacdo, pois os métodos nunca conseguirdo alcancar essas regides e obter
todas as solucdes do conjunto 6timo de Pareto, independentemente da quantidade de exe-
cucoes.
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Ainda no que diz respeito as limitagdes dos métodos classicos, alguns também ne-
cessitam de certo conhecimento prévio do comportamento da fun¢do-objetivo que auxilie
na tomada de decisdes quanto a escolha de parametros. Tendo como exemplo o Método da
Negociagdo, a escolha de um conjunto de valores para ¢, dentro de um intervalo predefinido
e com elementos igualmente espacados entre si, ndo garante a obtencao de todas as solu-
coes de um dado problema, uma vez que os valores podem estar limitando uma regido da
funcao-objetivo na qual ndo ha solucdes 6timas. Ademais, um vetor de pardmetros unifor-
memente espacados ndo garante a obten¢do de solucdes 6timas com disposicao semelhante,
em virtude da ndo-linearidade de alguns problemas.

Apesar dessas deficiéncias, é evidente que os métodos classicos de otimizagdo multi-
objetivo tém diversas vantagens. Possivelmente, a maior delas é em relacdo aos teoremas
que garantem a convergéncia de vdrias destas metodologias, sob condicdes especificas. Por
mais que ndo tenham sido discutidos nesta tese, por conta do escopo que se destina esta
revisdo, a concepcio da maioria dos métodos descritos neste capitulo € fundamentada por
tais teoremas. Em vista dessas caracteristicas, esses métodos sdo altamente dependentes
das técnicas escolhidas para resolver os problemas de otimizagdo mono-objetivo associados
e computar as verdadeiras solucdes 6timas de Pareto (DEB, 2001).

Nesse contexto, uma das tarefas essenciais de uma técnica de otimizacdo para pro-
blemas multi-objetivo é a capacidade de obtencdo de tantas solucdes 6timas quanto for pos-
sivel, as quais devem compor uma discretizacdo do conjunto 6timo de Pareto, através de
uma unica execucdo do algoritmo. Outra tarefa fundamental, em vista dos métodos classi-
cos, € buscar solucgdes 6timas de Pareto com uma boa diversidade de valores das funcoes-
objetivo. Essas duas caracteristicas—quantidade e diversidade—compdem necessidades
cruciais para métodos de otimizacdo multi-objetivo e sdo a base para elaboracdo de uma
classe muito importante: os métodos de otimizacdo baseados em metaheuristicas.

As metaheuristicas sdo uma classe de algoritmos caracterizados pela auto-adaptacio
e utilizados para encontrar solugdes de problemas através de técnicas que mimetizem os
processos inteligentes e comportamentos observados na natureza. Entre todos os paradig-
mas computacionais inspirados na natureza, a computagdo evolutiva € o mais influente.
Trata-se de uma abstracdo computacional para obter as melhores solucdes possiveis em um
enorme espaco de solugdo baseado no principio de sobrevivéncia do individuo mais apto.
Algoritmos evolutivos sdo uma classe de técnicas efetivas de otimizacao global para muitos
problemas complexos de engenharia (DU; SWAMY, 2016; SIARRY, 2016; LOBATO; STEF-
FEN JR, 2017). A seguir sdo apresentadas duas metaheuristicas para otimizacao de proble-
mas multi-objetivo, baseados nos conceitos da computacdo evolutiva. Métodos deste tipo
serdo empregados na resolucdo de problemas de otimiza¢ao multi-objetivo com incerteza.
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2.4.1 Algoritmo Genético de Ordenamento Nao-dominado

Assim como na maioria dos métodos de mesmo género, o processo evolutivo do Al-
goritmo Genético de Ordenamento Nao-dominado (NSGA-II) é baseado no conceito de do-
minancia, abordado no Cap. 1. Na maioria dos aspectos, este algoritmo ndo tem muita
semelhanca com o NSGA original, proposto por Srinivas e Deb (1994), mas os autores uti-
lizaram o nome NSGA-II para destacar sua génese e conceituagao (DEB, 2001). A técnica
foi proposta por Deb et al. (2000) e, mais tarde, o seu prestigio foi consolidado por Deb
et al. (2002). A evolucdo da técnica se deu, principalmente, motivada por dois aspectos
fundamentais, presentes no algoritmo predecessor: alta complexidade computacional no
procedimento de ordenamento ndo-dominado e falta de elitismo. Este segundo aspecto diz
respeito a evolucdo dos individuos mais aptos da populacdo. O elitismo ¢é introduzido no
algoritmo, de maneira sumaria, comparando-se os descendentes com as solucdes utilizadas
para originar tais individuos e mantendo as melhores solucdes, com mais capacidade de se
desenvolverem no decorrer das geracoes.

Haja vista as limitagdes ja apontadas anteriormente, em relacdo ao NSGA original,
uma outra deficiéncia dessa técnica era a necessidade de defini¢cdo do parametro de com-
partilhamento og,,.., Uma vez que o algoritmo utilizava a abordagem de funcio de compar-
tilhamento (para mais detalhes, consulte Srinivas e Deb (1994)). No método NSGA-II, o
algoritmo ndo requer nenhuma defini¢do de pardmetros desse tipo, uma vez que faz uso da
abordagem de comparagdo da multiddo (com traducdo livre, a partir do termo crowded-
comparison approach) para definir a diversidade da populacdo. Em suma, o algoritmo
NSGA-II é composto por dois procedimentos principais, que se alternam durante o pro-
cesso de otimizacdo. Ambos sio detalhados a seguir.

2.4.1.1 Construcao de Frentes de Pareto Ordenadas

Inicialmente, o algoritmo realiza o processo de ordenamento das frentes de Pareto
ndo-dominadas, comecando pelo cédlculo de duas grandezas importantes, a saber, o conta-
dor de dominéncia, denotado por n,, que representa a quantidade de solugdes que dominam
uma soluc¢do p, e o conjunto de solugdes S, que sdo dominadas por p. Na segunda parte
do processo de ordenamento, o método realiza a tentativa de desassociar do conjunto de
solucdes dominantes, aquelas que fardo parte da segunda frente de Pareto. Para isso, toma-

se iterativamente cada solucdo p com contador de dominaincia n, = 0 e, para cada um

2
desses pontos, uma solugdo g contida no conjunto S, € visitada, sendo que n,, € subtraido
de uma unidade. Dessa forma, caso haja algum membro de S, no qual o contador de do-
minancia seja igual a zero, naturalmente essa solucdo pertence a segunda frente de Pareto

ndo-dominada e, portanto, esse ponto ¢ inserido no conjunto Q. Entdo, esse processo itera-
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tivo é efetuado até que todas as frentes sejam devidamente identificadas. O Alg. 1 mostra

uma possibilidade de implementacio para a técnica descrita.

Algoritmo 1 - Ordenamento das frentes de Pareto ndo-dominadas.

FUNGCAO NONDOMINATEDSORT (P)
paracadap € P
S, <0
n, <0
paracadaqg € P
sep <q
S, < S,Uq {Adiciona q ao conjunto de solucoes dominadas por p.}
senio
n, < n,+1 {Incrementa o contador de domindncia de p.}
fim se
fim para cada
sen, =0 {p pertence a primeira frente.}
Drank < 1
FQ)<FQUp
fim se
fim para cada
i<1
enquanto ¥ (i) # ¢
Q<40 {Armazena os membros da proxima frente.}
paracada p € ¥ (i)
paracadag €S,
ng«<ng—1
sen, =0 {q pertence a préxima frente.}
Qrank < i+1
Q< Qug
fim se
fim para cada
fim para cada
i<—i+1
F@{)«<Q
fim enquanto
retornar &
FiMm FUNCAO

2.4.1.2 Célculo das Distancias de Aglomeracao

Na etapa seguinte do algoritmo, onde avalia-se as distancias de aglomeracao dos in-
dividuos, o objetivo é preservar a diversidade da populacdo. Na computacio evolutiva, o
conceito de diversidade da populacdo é de suma importancia pois, uma populacio de indi-
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viduos com razoével grau de diversidade tende a gerar descendentes com maior aptiddo a se
desenvolverem ao longo do tempo. No ambito das metaheuristicas e, mais especificamente,
no sentido computacional, essa compreensao da diversidade e manutencao de uma espécie
pode ser conceitualmente convertida na possibilidade de aumento das chances de obtencado
de solucdes 6timas de um problema de otimizagdo, através da expansdo da capacidade de
exploracdo do dominio viavel.

Para apresentar esse conceito, primeiro é preciso conhecer a definicdo de estimacdo
da densidade da populacdo ao redor de uma solucdo. Para calcular essa grandeza, deve-se
computar a distincia média de dois pontos em ambos os lados de uma dada solucio, ao
longo de cada um dos objetivos. Essa quantidade serve como uma estimativa do perimetro
do cuboide formado usando os vizinhos mais proximos como vértices. Na Fig. 11, essa me-
dida em relagdo a j-ésima solucdo, situada na frente de Pareto cujos pontos estdo marcados
com circulos sélidos, ¢ o comprimento médio lateral do cuboide (mostrado com uma caixa
tracejada).

Figura 11 - Esquema geométrico do procedimento de
aglomeracio de solucdes para problema com dois

objetivos.
fg (113)1\
0
o
© O
o
Cubdide
- - n O
Jg—1 I
| | j +1
L - - - —_ — . 1
o
—>
fi(z)

Legenda: Pontos marcados em circulos preenchidos sdo
solucdes da mesma frente ndo-dominada.
Fonte: Adaptado de Deb et al. (2002).

Sob a condicdo de ordenamento dos individuos da populacdo em ordem crescente,
relativamente ao valor da funcdo-objetivo, o computo da distdncia de aglomeracéo se re-
fere a diferenca normalizada absoluta dos valores das funcoes de duas solucdes adjacentes.
Esse célculo € relativo a todos os objetivos do problema. O valor global da distancia de aglo-
meracdo ¢ calculado como a soma dos valores de distdncia individuais correspondentes a
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cada objetivo, de tal forma que cada um deles deve ser normalizado antes de se calcular o
valor final. Uma solu¢do com um valor menor dessa medida de distancia €, de certo modo,
mais rodeada por outras solucdes. O procedimento computacional para o célculo da dis-
tancia de aglomeracdo, através da abordagem de comparacdo da multidao, ¢ mostrado no
Alg. 2. No pseudocddigo apresentado, S refere-se as solucdes da geragao corrente e a medida
calculada pelo método € armazenada no vetor 8. Para cada fun¢do-objetivo, as solugdes ex-
tremas (aquelas com o menor e maior valores) sdo atribuidas um valor de distancia infinito.
Além disso, o termo S (i, j) refere-se ao valor do i-ésimo objetivo com respeito ao j-ésimo

individuo.
Algoritmo 2 - Distancia de aglomeracdo de solugoes.

PROCEDIMENTO CROWDINGDISTANCE (8)

ng < size (8) {Numero de solucdes.}

S; <@ {Vetor de distdncias.}

paraidelaték {Para cada um dos k objetivos.}
8§ « sort (S8, f;) {Ordenamento em relacdo ao valor dos objetivos.}
Sa(1) « o

Sd(ns)(_ o
para jde2atén,—1
: N, SG j+D) =830 j-1)
Sa(J) < Sa(j) +

fmax _ fmin
i i
fim para cada
fim para cada
FIM PROCEDIMENTO

2.4.1.3 Procedimento Principal

No procedimento principal da metaheuristica, deve-se criar uma populacdo P, que
servird como parametro de entrada do algoritmo, além do niumero maximo de geracdes,
simbolizado por g,,... A populagdo inicial é utilizada para gerar uma populac¢do de descen-
dentes, denotada por Q, a qual serd combinada com a populacio originéria, gerando um
novo conjunto, representado por R, com dimensdo 2N. O préximo passo € a realizacdo do
ordenamento dessa nova estrutura, através da funcio NONDOMINATEDSORT, como descrito
no Alg. 1. Como todos os individuos estdo inseridos no conjunto R, garante-se o elitismo
da técnica. Em seguida, verifica-se a quantidade de individuos situados em cada uma das
frentes, representadas por & (i). Se o tamanho de F (1) for menor que N, definitivamente
escolhe-se todos os membros do conjunto F (1) para a nova populacdo, representada por
P,.,. Os membros restantes da nova popula¢io sdo escolhidos de frentes ndo-dominadas
subsequentes na ordem de sua classificagdo. Assim, as solucdes do conjunto F (2) sio es-
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colhidas a seguir, seguidas pelas solu¢des do conjunto F (3) e assim por diante.

A fim de que a nova populacio tenha exatamente N membros, os individuos da ul-
tima frente ordenada de ¥ sdo escolhidos para compor a populagdo da geracio seguinte,
por meio dos critérios definidos no processo de ordenamento, com base no operador <,,.
Chamado de operador de comparacao da multiddo, as solugdes sdo ordenadas com base na
seguinte regra: entre duas solucoes com diferentes graus de posicionamento (rank), deve-se
dar preferéncia a solucio com a classificacdo mais baixa. Caso contrario, se ambas as solu-
coes pertencerem a mesma frente, entdo deve-se selecionar a solug@o que esta localizada em
uma regido menos populosa, cuja indicacgdo € obtida pela execucdo do procedimento CROW-
DINGDISTANCE, mostrado no Alg. 2. Entdo, os individuos selecionados passam a proxima
geracdo, se juntando aqueles que ja compdem P,,,. O procedimento principal do NSGA-II
estd descrito no Alg. 3 e a Fig. 12 apresenta um esquema da evolucio das frentes de Pareto,
que reforca a compreensao do método.

Figura 12 - Funcionamento do processo evolutivo do NSGA-II.

Ordenamento das frentes de  Distancia de aglomeragao
Pareto nao-dominadas de solucoes

_— _—

<+<— Rejeitados

w
N
§

Ry

Fonte: Adaptado de Deb et al. (2002).

Os individuos descendentes daqueles escolhidos para compor a nova geracio sao
modificados, por meio de operadores genéticos, representados no Alg. 3 pela funcdo MA-
KENEWPOP. Nessa sub-rotina, estio compreendidas trés abordagens muito utilizadas nos
algoritmos evolutivos, conhecidas como mutacdo, cruzamento e sele¢cdo, para modificacdo
de individuos através de conceitos genéticos. No método NSGA-II, utiliza-se os conceitos de
mutacao bit-a-bit e cruzamento de ponto Unico para gerar descendentes a partir dos mem-
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Algoritmo 3 - Laco de repeticdo principal do NSGA-II.

PROCEDIMENTO NSGAII (P, gax)
paragdelatég, ..
R, « P,UQ, {Combinagdo entre genitores e descendentes.}

Pg+1<_ﬂ

F « NONDOMINATEDSORT (R,)

i« 1

enquanto size (P,,) + size (¥ (i)) <N
CROWDINGDISTANCE (& (i))

Peyy < Pey UF ()

il<i+1
fim enquanto
sort (F (i), <,) {Composicdo em ordem decrescente.}
para j de 1 até N — size (P,,,)
Pyuy < Py UF (i, J)
fim para
Qg1 — MAKENEWPOP (P,,,) {Execucdo dos operadores genéticos.}
fim para
FIM PROCEDIMENTO

bros mais aptos da geracdo anterior. Os melhores descendentes permanecem na populacdo
e sdo submetidos ao procedimento descrito anteriormente, por meio da selecdo binéria pela
técnica de “torneio”. Essas rotinas ndo sdo descritas aqui, por se tratar de estratégias muito
difundidas no meio das metaheuristicas e amplamente utilizadas em grande parte dos mé-
todos dessa classe. Entretanto, os seus detalhes podem ser vistos em Deb e Agrawal (1995)
e Beyer e Deb (2001).

Na técnica anterior, 0 NSGA, a ordem de complexidade do algoritmo, relatada pelos
autores, era de O (kN 3), sendo k o numero de objetivos e N a quantidade de individuos da
populacdo. Isto o torna computacionalmente custoso para grandes tamanhos populacio-
nais. Essa alta complexidade surge devido a necessidade de processamento envolvida no
procedimento de ordenamento das frentes de Pareto ndo-dominadas, em todas as geragoes.
Por sua vez, no NSGA-II, esse mesmo procedimento foi reduzido, em relagdo a ordem de
complexidade, para O (k (2N )2). Além disso, os autores mostram que o processo de cilculo
da distancia de aglomeracdo das solucdes tem complexidade de O (k (2N) log, 2N )) e 0 or-
denamento utilizando o operador <,, tem ordem de complexidade de O (2N log, 2N )), no
pior caso. Portanto, a complexidade geral do NSGA-1I é de O (kN?).

Uma das desvantagens do método, apontada por Deb (2001), diz respeito a utilizacio
da abordagem de compara¢do da multiddo. Mesmo que essa técnica tenha incorporado
vantagens importantes ao método, em relacdo ao NSGA, a sua utilizacio faz com que o
algoritmo perca a propriedade de convergéncia. Isso se d4 pois, nas ultimas geracoes, o
método pode ser capaz de substituir membros da primeira frente ndo-dominada de Pareto,
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por individuos dominados, fazendo com que a solucido se deteriore.

2.4.2 Evolucdo Diferencial Auto-adaptativa para Otimizacdo Multi-objetivo

Diversas técnicas de otimizagdo existentes na literatura consideram valores constan-
tes para alguns de seus parametros de controle durante o processo evolutivo. Naturalmente,
o comportamento dos individuos em um meio tende a ser adaptativo, em relagcdo as neces-
sidades impostas para sobrevivéncia. Além disso, esse comportamento pode ser diferente
com o decorrer das geragdes, evidenciando a tentativa de aumento da taxa de manutencao
e evolucdo da populacio. Evidentemente, essa ideia deve se estender as metaheuristicas, de
maneira a prover mais flexibilidade e aumento de desempenho na solu¢do de problemas de
otimizacdo cada vez mais complexos.

Dentre as diversas metaheuristicas sugeridas para solucdo de problemas de otimiza-
cdo, a Evolucdo Diferencial (DE) é, provavelmente, uma das mais conceituadas. Proposta
por Storn e Price (1997), a técnica foi originalmente elaborada para a solugdo de problemas
mono-objetivo. Com o passar dos anos, a literatura especializada pdde presenciar uma pro-
fusdo de aplicacdes da técnica em problemas dos mais variados tipos. Naturalmente, com
a notoria potencialidade da técnica, foram propostas diversas variantes da DE, tanto com o
intuito de torné-la adaptativa em relacdo aos seus parametros de controle, quanto motiva-
das pela necessidade de estender a sua formulagdo ao contexto dos problemas de otimizacao
multi-objetivo.

Foi realizada por Lobato e Steffen Jr (2017) uma revisdo bibliografica a respeito das
técnicas de otimizacdo multi-objetivo, baseadas nos conceitos da DE. Na mesma obra, os
autores propuseram uma técnica de otimizacao considerando parametros auto-adaptativos,
intitulada Evolucdo Diferencial Auto-adaptativa para Otimizacao Multi-objetivo (SA-MODE).
O algoritmo foi proposto, a fim de estender as funcionalidades da DE candnica, objetivando
a solugdo de problemas de otimizacdo multi-objetivo através da incorporacao de trés ope-
radores ao algoritmo original, os quais sd3o: os mecanismos de classificacdo hierarquica, o
calculo da distancia de aglomeracdo e a exploragdo dos candidatos potenciais a solucio da

vizinhanca.

2.4.2.1 Fundamentagdo do Algoritmo

A metaheuristica tem como base o procedimento de obtencdo das curvas de Pareto
realizado pelo algoritmo MODE, proposto pelos mesmos autores, mas sem o emprego de
técnicas de variacdo de parametros. A estrutura fundamental do MODE € composta pelos
procedimentos computacionais descritos a seguir. Inicialmente, uma populacio de N indi-
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viduos ¢ gerada aleatoriamente no dominio de busca vidvel. Dessas solucdes iniciais, sdo
eliminadas aquelas dominadas, ordenando a populacdo em F, frentes ndo-dominadas de
Pareto, através da técnica mostrada no Alg. 1. Apo6s esse procedimento de ordenamento, sdo
selecionadas trés solugdes ao acaso. Desse conjunto de individuos, gera-se um descendente
que ird compor a populacdo. Reiteradamente, esse processo de selecdo de trés solugoes e
geracdo de uma nova é executado até que sejam produzidos N novos pontos.

De posse da nova populacdo, o MODE emprega a Estratégia de Evolucdo da Vizi-
nhanca (HU et al., 2005 apud LOBATO; STEFFEN JR, 2017). O propésito desta pratica é
criar vizinhos ao redor de cada uma das 2N potenciais solucdes, com a expectativa de que
pequenas perturbacdes nestes candidatos possam produzir vizinhos mais aptos, que sejam
dominantes em relacdo aqueles da populacio original. O esquema de geracdo de novos

pontos segue a relagdo

_ JNE) 1 @
X(x)-(x—sz,x+§Dk ,

onde
k
Dig) = § (Lsup - Linf) .

Nessa estratégia, k representa a frente de Pareto correspondente, R ¢ o numero de pseudo-
frentes definidas pelo usudrio, Lg,, € L;,; simbolizam os limites superior e inferior de busca
das variaveis, respectivamente. Portanto, Df{g) € R", sendo n a dimensio do problema, e
varia de acordo com a geracdo g, uma vez que sio obtidas diferentes frentes de Pareto—em
quantidade de conjuntos e em nimero de individuos—a cada itera¢cdo do algoritmo.

O numero de individuos em cada pseudo-frente de Pareto pode ser definido propor-
cionalmente a

N = MMi—1 »

comk =2, ..., R, tal que n;, denota o numero de individuos presentes na k-ésima frente de
Pareto e o pardmetro de reducdo r € IR, com 0 < r < 1. A cada geracao, o valor de 7, pode
ser estimado, considerando uma popula¢do de N individuos, através de

= Feeq -
Me =T &k

Como r < 1, o numero de individuos na primeira pseudo-frente de Pareto é o maior. Por-
tanto, cada pseudo-frente subsequente tem um numero de candidatos exponencialmente
menor. Com isso, um valor pequeno atribuido a r resulta em mais potenciais solucdes na
primeira pseudo-frente e, por conseguinte, enfatiza a pesquisa local. Por outro lado, to-
mar um valor de r superior resulta em mais candidatos na ultima pseudo-frente e, assim,
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tendencia a uma busca global (HU et al., 2005 apud LOBATO; STEFFEN JR, 2017).

Os vizinhos gerados, que compdem um conjunto a parte da populacao atual da gera-
cdo, sdo classificados de acordo com o critério de dominancia. Os individuos da populacdo
de vizinhos, classificados como ndo-dominados, sdo agrupados aos demais para compor
a populacdo geral. Esse novo conjunto de potenciais solucdes €, novamente, submetido
ao mesmo procedimento de classificacdo, mencionado anteriormente. Se a quantidade de
pontos que satisfazem tais critérios for maior do que o nimero méaximo de individuos que
devem compor a populacdo, sendo tal pardmetro definido pelo usuério, o conjunto é trun-
cado conforme a técnica de distancia de aglomeracao de solucdes, similar ao que é realizado
no método NSGA-II, detalhada no Alg. 2. De maneira geral, a metaheuristica MODE realiza
a obtencdo da curva de Pareto através da execucdo reiterada do procedimento descrito. Os
detalhes do algoritmo MODE e resultados comparativos podem ser vistos em Lobato e Stef-
fen Jr (2011). O fluxograma conceitual do método é apresentado na Fig. 13, com os passos
principais da metaheuristica.

2.4.2.2 Auto-adaptacdo dos Parametros de Controle Evolutivos

Como dito anteriormente, o algoritmo SA-MODE tem como base o processo evo-
lutivo idealizado na metaheuristica MODE, mas conta com o atributo de adaptacdo dos
parametros oriundos da DE. Especificamente, a cada geracdo da técnica, sdo atualizados
os parametros de tamanho da populacgdo (N), fator de amplificacdo (F) e probabilidade de
cruzamento (CR). A atualizacdo desses valores ocorre de maneira dinamica, através de ope-
radores capazes de avaliar a variacio da populagdo e quantificar o processo de convergéncia
do algoritmo. Essa caracteristica tende a propiciar aceleracdo de convergéncia (e evitar con-
vergéncia prematura), fazendo com que o método alterne entre um comportamento mais
exploratorio ou com tendéncia de refinamento de solucdes, de acordo com a evolucao dos
individuos.

No contexto dos algoritmos de otimizagdo evolutivos, pode ser benéfico ampliar o
tamanho da populagdo nas primeiras geragdes, quando a diversidade de individuos ¢ ele-
vada, e reduzi-la quando a populacdo se torna homogénea. No método SA-MODE, o ta-
manho da populacdo ¢ atualizado de acordo com a técnica proposta por Cavalini Jr et al.
(2016), inicialmente idealizada para o contexto da otimiza¢cdo mono-objetivo. Nessa estra-
tégia, a atualizagc@o ocorre com base no parametro de taxa de convergéncia, calculado por
A= f™/f"Y, onde o numerador e denominador dessa razao significam a média e o pior valor
da funcao-objetivo, respectivamente. Através da avaliacio deste paradmetro, € possivel men-
surar a homogeneidade da populacio durante o processo evolutivo, uma vez que, conforme
A — 1, presume-se que a homogeneidade da populacgdo esteja aumentando.

A fim de expandir o conceito do parametro de homogeneidade para os problemas
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Figura 13 - Fluxograma do processo iterativo simplificado do SA-MODE.
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Fonte: Adaptado de Lobato e Steffen Jr (2017).

multi-objetivo, considere um problema de minimizar dois objetivos simultaneamente. Neste
caso, o valor do parametro € obtido pelo calculo aproximado da area sob a curva discreti-
zada, composta pelos valores da populacdo no espaco objetivo em uma dada geracdo. No
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inicio do processo evolutivo, a tendéncia € que o valor da area seja elevado. Com o decorrer
das iteracoes, as solugdes Otimas calculadas, e avaliadas por cada um dos objetivos, devem
se posicionar sobre a curva de Pareto. Levando em conta a propriedade de que as solugoes
devem ser dominantes ao fim de g geracdes, a drea abaixo da curva € a menor possivel desde
aquela correspondente a populacao inicial. Portanto, o comportamento esperado € que, no
decorrer das geracgoes, a rea calculada aproxime-se de um limiar, & medida que o processo
iterativo se aproxima do fim, com decaimento proporcional a distdncia dos objetivos em
relacdo a curva de Pareto.

Desta forma, a estimativa do fator de homogeneidade que considera a 4rea abaixo
da curva descrita pelas solugdes segue a relacao

A®
8 =
A ! " . ,
v 2 1A
j=g-M-1)

onde g representa a geracdo atual, A simboliza o valor aproximado da &4rea sob a curva
correspondente a g, e M ¢é o valor médio das dreas computadas nas ultimas geracoes. Por
meio desta estratégia, torna-se possivel estabelecer o numero de individuos que irdo compor
a populacdo, a cada geragdo. O célculo dessa grandeza ¢ através de

N® = int (A®N i + (1 = A®) Ny - 9)

Os termos N,;, € N, representam o minimo e maximo valores que o tamanho da popu-
lacdo pode assumir, respectivamente. Por sua vez, o operador int aproxima o valor do seu
argumento para o numero inteiro mais proximo.

No caso da atualizagdo do fator de amplificacdo e da taxa de cruzamento, o procedi-
mento adotado também foi estudado por Cavalini Jr et al. (2016) no contexto mono-objetivo
e adaptado para este método. De acordo com Zaharie (2003), a qual foi a idealizadora da
estratégia, como os operadores de mutagdo e cruzamento atuam independentemente em
todos as componentes de um vetor que representa um individuo da populacdo, € suficiente
restringir a andlise a uma populacdo composta por escalares, isto é, x = (x;, ..., xN)T. Sob
esta circunstancia, a diversidade da populagdo pode ser computada por meio de

2

N
X;
Var (x) = xTx — —
=25
Ap0s a aplicacdo dos operadores de mutacdo e cruzamento em x, o valor esperado
da variancia da populacdo ¢ dado por
2CR CR?

E(Var(x)) = (1 + 2F?CR — S T) Var (x) . (10)
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Esse resultado é apresentado em forma de teorema por Zaharie (2003) e fundamentado
nas devidas demonstracées. No mesmo trabalho, a autora conclui que a convergéncia pre-
matura da DE pode ser prevenida se os operadores de mutacdo e cruzamento provocarem
aumento na variancia populacional. A informacio acerca da tendéncia da variancia popu-

lacional pode ser obtida através de

Var (x@+D)

Var (x®) (n

onde g denota a geracdo da populagdo correspondente.

Portanto, se a razao da variancia das populacdes de duas geracdes subsequentes re-
sultarem ¢ > 1, as situacdes de convergéncia prematura podem ser evitadas. Por outro lado,
se ¢ < 1, a convergéncia do método tende a ser acelerada. Através de experimentos numé-
ricos, foi constatado pela autora que o processo de selecdo, usualmente, diminui a variancia
da populacio. Considerando esse fato, a escolha de parametros que garantam que a Eq. (11)
assumira valores positivos ¢ uma condicao suficiente para prevenir a reducio acentuada da
diversidade da populacdo e, consequentemente, a convergéncia prematura do método.

Considere o célculo do ponto critico

2CR CR?

1+2FCR———+—=0. 12

Como dito anteriormente, o lado direito da Eq. (10) resulta da aplicacdo dos operadores
genéticos sobre a populacdo x. Através da insercdo de uma constante de proporcionalidade,
denotada por c, a fim de definir uma relacdo entre ambos os lados desta igualdade, € possivel
estabelecer que
Var (x(&+D) 13)

c=g———

¥ Var (x®)
Em vista disso, se a Eq. (12) for resolvida em relacio a F com o lado direito igual a constante
definida pela Eq. (13), pode-se obter um valor que propicie a convergéncia de maneira nao
prematura do método, por meio da imposi¢do de ¢ > 1. Para que isso ocorra,

P \/7\/ 2cR Y20 (14)

Foin > seY<0

ondeY = N(c—1)+ CR(2 — CR) e F,,;, representa o valor minimo que o fator de amplifi-
cacdo pode assumir.

Uma condicdo suficiente para o aumento da variancia da populacdo por meio da
mutaco é através da escolha de F > 1/1/N. Portanto, é razoavel tomar o limite inferior



61

Foin = \/1/_N . Por sua vez, o limite superior do fator de amplificacdo pode ser escolhido
conforme sugestdo proposta por Storn e Price (1997), onde F,,,, = 2. No que diz respeito ao
parametro da probabilidade de cruzamento, 0 mesmo procedimento deve ser adotado, mas
resolvendo-se a Eq. (12) em relagdo a CR, com o lado direito igual a c. Assim, obtém-se a
solucdo

1—F2N+\/(F2N—1)2—N(1—c), sec>0
CR = , (15)

CR.in » sec<0

com CR_;, € (0,01, 1).

Resgatando o principio desta construcdo, o procedimento estd condicionado aos pro-
blemas de otimizacdo mono-objetivo. A fim de que esta ideia seja convertida e aplicada no
contexto multi-objetivo, deve-se admitir uma condi¢@o simples: no desenvolvimento apre-
sentado, a populacio x deve ser entendida como o vetor de objetivos, calculados a cada gera-
cdo. Essa hipotese ¢ razoavel, devido a necessidade de se garantir a diversidade de solugdes
no espaco de objetivos. Portanto, a cada geracdo o numero de individuos da populacdo deve
ser atualizado respeitando a relacdo definida pela Eq. (9) e, consequentemente, o fator de
amplificacio da etapa de mutagdo e o pardmetro de probabilidade de cruzamento devem
ser escolhidos de acordo com as Egs. (14) e (15), respectivamente.

No fluxograma do método SA-MODE, ilustrado na Fig. 13, o critério de parada do
algoritmo foi definido de maneira genérica. De fato, existem algumas possibilidades quanto
a adoc¢do de critérios de parada para algoritmos evoluciondrios no contexto multi-objetivo.
Dentre os mais utilizados, estd o numero méaximo de geracdes, que pode ser aplicado a
técnica sem qualquer restricdo. Além disso, a linha tracejada e o quadro arredondado do
processo de atualizacdo dindmica dos parametros da DE representam um processo opcio-
nal. Isso significa que, caso se opte por ndo efetuar esta sub-rotina, o algoritmo reduz-se a
metodologia MODE, apresentada anteriormente.
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3 OTIMIZACAO BASEADA EM ROBUSTEZ

3.1 Método de Taguchi

De acordo com extensa pesquisa realizada por Park et al. (2006), o pioneiro no es-
tudo da robustez de projetos foi Genechi Taguchi, introduzindo os conceitos relacionados
ao assunto através do estabelecimento do conhecido método de Taguchi (TAGUCHI, 1986).
Engenheiro e estatistico, Taguchi teve notoria atuacdo no desenvolvimento de metodologias
para aplicacdo de conceitos estatisticos no aprimoramento de processos de producdo e da
qualidade de produtos industrializados. O método de Taguchi contribuiu muito para a me-
lhoria da qualidade de vérios projetos em empresas renomadas, como AT&T, Ford e Xerox,
e o seu legado permanece até os dias atuais, servindo como base para diversas pesquisas e
aplicacoes.

No método de Taguchi, considera-se as variacdes de desempenho devido a fatores
externos de ruido sobre as varidveis de controle do projeto. As variacdes ndo podem ser
controladas, mas podem ser conhecidas pelo projetista e descritas por fun¢des de densi-
dade de probabilidade. No contexto do método de Taguchi, o controle da qualidade esta
relacionado as perdas decorrentes de variacdo excessiva no desempenho funcional. A con-
sisténcia ¢ alcancada quando o desempenho estd proximo da meta com menor variacio
(ROY, 1990). Portanto, existem dois objetivos na execu¢do de um projeto robusto: minimi-
zar a variabilidade produzida pelos fatores de ruido e tornar o valor médio das variaveis de
controle proximo do valor alvo preestabelecido (PARK et al., 2006).

Para tornar os produtos e processos insensiveis a influéncia de ruidos, Taguchi in-
corpora uma maneira formal de incluir tais fatores no projeto, através da abordagem de
planejamento de experimento (YATES, 1964; BOX, 1980). As func¢des-objetivo devem le-
var em conta dois tipos de parametros de entrada, a saber, os parametros de controle (x) e
fatores de ruido (¢), que representam a fonte de variacdo no sistema, no processo de ava-
liacdo do nivel de variagcdo das varidveis de controle. Nesta abordagem, os pardmetros de
controle (denominado array interno) sio sistematicamente modificados. Para cada um dos
valores de x, o fator de ruido também varia (array externo), gerando assim um array cru-
zado através da combinacdo dos valores de ambos (BEYER; SENDHOFF, 2007; JURECKA,
2007).

Utilizando este procedimento de amostragem, Taguchi propds uma relacio de sinal-
ruido, que permite mensurar o desvio do objetivo avaliado em relacao as metas estipuladas
para a variacdo de desempenho do sistema. A avaliacdo sistemadtica, através da abordagem
de planejamento de experimento, permite a determinacdo de um indice, de tal forma que
quanto maior for o seu valor, menor serd a variacao do produto em torno do valor definido
como meta (ROY, 1990). Seja x o numero de observacdes e y o objetivo definido como meta.
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O desvio médio, com valor fixado para um dado parametro de controle, é calculado através
de

D@ &)= 20 -9 .

Pela variacdo de x, obtém-se um conjunto de dados que descrevem o desvio quadréatico
médio para cada valor do array interno. Entdo, a relacdo sinal-ruido € calculada com

R (x, §) = —10log,, (D (x.£)) (16)

que deve ser maximizada em relacdo a x e € utilizada na escala logaritmica por conveniéncia
da linearidade e influéncia da possivel utilizacdo de elevada quantidade de dados. Mais
detalhes podem ser encontrados em Taguchi (1987).

Dentre diversas aplicacdes existentes na literatura, pode-se destacar o trabalho de
Park et al. (1994), que adotaram a metodologia proposta por Taguchi em um projeto estru-
tural, durante a etapa de pos-processamento de otimizacio do projeto. Mais tarde, Hwang
et al. (2001) também apresentaram um estudo da otimizacao robusta de um espelho retro-
visor de automdvel para reducio de vibragdo. Por sua vez, Ku et al. (1998) propuseram uma
forma modificada de relagdo sinal-ruido, de tal forma a estender o procedimento para pro-
blemas de otimizacdo com restricdes e na presenca de fungdes de objetivo unico e multiplo.
De forma abrangente, Taguchi et al. (1999) descreveram diversos estudos de caso de sucesso,
nos quais as aplicacoes estdo relacionadas a problemas relatados por grandes empresas de
diferentes ramos da industria.

Do ponto de vista da eficiéncia de otimizagdo, a abordagem de Taguchi apresenta
custo computacional elevado, que depende da quantidade de elementos que constituem o
array cruzado, composto pela combinacio dos pardmetros de controle e fatores de ruido. Se
considerarmos um array n-dimensional, serdo necessarios, pelo menos, dois pontos por di-
mensdo, o que significa que serdo realizadas 2" avalia¢oes. Contudo, se forem consideradas
todas as possiveis combinacdes entre x e £, a relacdo sinal-ruido da Eq. (16) necessitara de
x2" avaliacOes para ser estimada (BEYER; SENDHOFF, 2007; TROSSET, 1996). As vanta-
gens e desvantagens da metodologia proposta por Genechi Taguchi foram sintetizadas por
Lochner (1991).

3.2 Meétodo de Superficie de Resposta para Anélise de Robustez
Em muitos casos, 0 modelo matematico do sistema também ndo permite o desaco-

plamento dos fatores de controle que afetam a média e a varidncia na estimacdo da relacdo

sinal-ruido, fazendo com que as varidveis de controle e parametros de ruido sejam dificil-
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mente identificados. Compreender e modelar o sistema envolve entender quais varidveis
impactam a média do sistema e quais impactam a variancia do sistema (algumas varidveis
afetam ambos). Nas pesquisas de Box et al. (1988) e Nair e Pregibon (1988), sdo discutidas
metodologias que permitem determinar os fatores que podem afetar as medidas estatisticas
de um sistema. Em vista dos modelos mateméticos cada vez mais complexos, naturalmente
sdo propostos métodos mais eficazes, capazes de estimar resultados 6timos robustos, com
custo computacional mais baixo. Neste contexto, o conceito da metodologia de superficie de
resposta envolve a experimentacdo sequencial, a fim de construir um modelo apropriado,
que permita compreender o sistema de engenharia a ser modelado (BOX; WILSON, 1951
apud ROBINSON et al., 2003).

Baseado nesta concepcdo, Vining e Myers (1990) propuseram uma abordagem de
superficie de resposta a modelos robustos, ampliando os conceitos de resposta dupla esta-
belecidos por Myers e Carter (1973). O problema de resposta dupla envolve a determinacao
do conjunto de variaveis de controle x* que otimiza uma resposta primaria y,, a qual esta
sujeitaa y, = 6, onde 6 é algum valor aceitdvel para a resposta secunddria. Para tal, suponha
o modelo quadratico que da origem a uma funcdo de resposta primadria, da forma

$p(x)=by+x"b+x"Bx,

onde x € um vetor de variaveis independentes e y,, € a resposta primdria estimada, calculada
através de dados obtidos experimentalmente, desconsiderando-se as provaveis restricoes
do problema. Por sua vez, os elementos de b e B representam os estimadores de minimos
quadrados.

A resposta secundadria (y,) pode ser obtida através do mesmo experimento, com o
uso de regressdo linear multipla e levando-se em conta as restri¢des do problema, como por

exemplo os limites de custo do projeto. A funcdo de resposta secundaria ¢ definida por
P (x) =cy+x"c+x"Cx,

de tal forma que os seus parametros sdo analogos ao modelo de resposta primdaria. Co-
nhecendo os modelos ajustados de resposta, Myers e Carter (1973) propuseram a utilizacao
de multiplicadores de Lagrange para encontrar os valores de x que otimizam y,, sujeito a
Vs =06.

Portanto, tomando 1, como o multiplicador de Lagrange associado as restricoes de
¥, e considerando uma restri¢do adicional, definida como x"x < p?, tal que p representa o
raio da hiperesfera que limita as varidveis de controle, o problema de otimizacado ¢ definido

como

L(x’ e’ P)zyp—/le(f’s—e)—/lp(xTx—P) ’
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com A, denotando o multiplicado de Lagrange associado a restri¢do adicional. A obteng¢ao
das solugdes 6timas para x decorrem de dL/dx = 0, para uma combinacdo de valores arbi-
trarios de A4 € 1,,, de tal maneira que x estard definido em um lugar geométrico determinado
pelo raio p.

Diversas formulacdes, baseadas nos conceitos de superficie de resposta a modelos
robustos, foram sugeridas na sequéncia, a fim de aperfeicoar as ideias apresentadas. O uso
de programacio ndo-linear para obtencdo de 6timos robustos foi sugerido por Castillo e
Montgomery (1993), propondo a utilizagdo de um algoritmo de gradiente reduzido genera-
lizado para resolver problemas que continham restri¢ées de desigualdade. Mais tarde, os
conceitos foram expandidos por Myers e Montgomery (1995).

No mesmo contexto, 0 método Simplex (NELDER; MEAD, 1965) foi empregado por
Copeland e Nelson (1996), a fim de realizar a otimizacao direta dos objetivos do problema.
Em outra ocasido, Lin e Tu (1995) indicaram que a abordagem de Vining e Myers (1990)
nem sempre garante solucoes 6timas globais devido as limitacdes da otimizacao no caso de
problemas que contém restrices de igualdade, e sugeriram o uso do critério de erro qua-
dratico médio para otimizacio simultanea da média e variancia dos modelos de superficie
de resposta. Posteriormente, Kim e Lin (1998) também propuseram uma nova formulacio
de programacdo matemadtica para o problema de dupla resposta, baseada na metodologia
de otimizacao fuzzy.

Na tentativa de tornar a metodologia mais generalista, Castillo et al. (1997) fornece-
ram uma implementacdo de um algoritmo para otimizacao global do problema de resposta
dupla. Este método de otimizacdo é o mais completo, de acordo com Ankenman e Dean
(2003), pois garante a obten¢ao do 6timo global (apesar de alguns “casos degenerados”, des-
critos pelos autores). Contudo, os demais métodos podem ter desempenhos satisfatorios,
na maioria dos problemas, além da possibilidade de serem mais simples quanto a imple-
mentacdo computacional.

A literatura apresenta inestimavel quantidade de aplicacdes distintas, que utilizam
a abordagem de superficie de resposta. Nota-se uma extensa diversidade, haja vista a apli-
cabilidade da metodologia, dentre as quais pode-se citar: sistema de irrigacdo movido a
energia solar (CHEN et al., 1996), otimizacdo robusta de torque no projeto de motor (GAO
et al., 2002), motor supercondutor de alta temperatura (KIM et al., 2002), gestdo de inven-
tario (DELLINO et al., 2010), otimizacdo de um processo de destilacio extrativa (BIGLARI
et al., 2010), remocao fotocatalitica de poluentes ambientais utilizando nanocatalisadores
(KHATAEE et al., 2011) e tratamento de 4guas residuais de reciclagem de papel (BIRJANDI
et al., 2013).

Uma breve pesquisa € capaz de revelar a abrangéncia do assunto e a profusio de
aplicagdes dos métodos e suas variantes, em problemas dos mais variados setores. Em vista
da grande quantidade de publicag¢des, Hill e Hunter (1966) apresentaram uma extensa pes-
quisa bibliografica acerca das aplica¢des da metodologia de superficie de resposta, especi-
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almente aquelas relativas a engenharia quimica, a qual concentrava a grande maioria do
emprego da técnica até aquele momento. Com a crescente evolu¢do das técnicas e propos-
tas de métodos mais eficazes, além da continua aplicacdo dos conceitos da metodologia de
superficie de resposta em areas mais diversificadas, Myers et al. (1989) apresentaram uma
sintese dos desenvolvimentos mais significativos do periodo em que a sua pesquisa abrange.
Mais recentemente, o assunto foi novamente revisado através dos trabalhos publicados por
Robinson et al. (2003) e Myers et al. (2004).

Apesar da grande variedade de aplicacoes e diversidade de técnicas que foram pro-
postas para aperfeicoar os conceitos propostos por Myers e Carter (1973), a estratégia apre-
senta limitagdes evidentes. No caso de ajustes a modelos quadraticos, a determinacio dos
parametros requer n?* avaliacoes da fun¢io, um valor elevado quando consideradas simula-
cdes complexas, o que pode impactar excessivamente o custo computacional, mesmo que
sejam utilizadas técnicas sofisticadas de amostragem, como hipercubo latino e planeja-
mento fatorial fracionédrio. Ademais, as incertezas inerentes aos dados utilizados nos ajus-
tes dos parametros do modelo estdo relacionadas a um problema particular de robustez
(BEYER; SENDHOFF, 2007).

3.3 Otimizacido Robusta e Algoritmos Genéticos

Em muitos problemas préticos, as fungdes-objetivo sdo perturbadas por ruidos ale-
atdrios, e algoritmos genéticos (GA) (GOLDBERG, 1989a) tém sido amplamente propostos
como uma ferramenta de otimizacdo eficaz para lidar com problemas deste tipo. Algu-
mas das abordagens mais recentes acerca de otimizacao robusta surgiram paralelamente
ao avanco das técnicas relacionadas aos algoritmos genéticos. Como se sabe, o conceito da
otimizacado evoluciondria € inspirado na teoria da selecdo natural de Charles Darwin. Dessa
forma, os algoritmos projetados de acordo com esse paradigma devem obedecer a proprie-
dades similares. Dentre os conceitos admitidos pela teoria, espera-se que individuos com
maior capacidade de suportar alteracées no meio em que estdo dispostos, sejam capazes de
evoluir e gerar descendentes, em detrimento aqueles mais sensiveis a tais variagdes. Concei-
tualmente, essa nocao é¢ empregada nos algoritmos genéticos e foi estendida para a avaliacdo
de problemas sob efeito de ruido.

Sob esta perspectiva, pode-se afirmar que as caracteristicas fenotipicas de um indi-
viduo, determinadas pelo c6digo genético nos cromossomos que, por sua vez, estdo sujeitos
a mutagdes causadas por fatores externos, podem ser determinantes na sua sobrevivéncia
e capacidade de reproducio de novos individuos. Portanto, aqueles menos sensiveis a tais
perturbacdes, isto é, que possuem caracteristicas fenotipicas favoraveis ao desenvolvimento,
sdo ditos robustos e tendem a gerar descendentes igualmente propicios a evolugao (TSUT-
SUI et al., 1996; TSUTSUI; GHOSH, 1997; BRANKE, 1998; BRANKE, 2000).
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No ambito da computacdo, tais aspectos estdo associados as solucdes de um pro-
blema e sua relacdo com a fun¢do-objetivo. Espera-se que ndo apenas a solu¢ao do problema
seja de boa qualidade, mas também os individuos na sua vizinhanca. Matematicamente,
esse fato deve ser interpretado de tal forma que, solucdes capazes de sofrer perturbacdes
arbitrarias sem variacdo excessiva do valor da funcdo-objetivo tendem a ser solugdes ro-
bustas. A principio, para a avaliacdo de problemas de otimizacdo com a presenca de ruidos,
considerava-se um ruido aditivo com distribuicdo normal (HAMMEL; BACK, 1994), tal que
a funcdo-objetivo f : M CIR" - Re

F(xX)=f(x)+3,

onde § € R é uma variavel aleatoria, com § ~ N (0, oﬁ) e M € o espaco de busca.

Grande parte das pesquisas relacionadas a esta abordagem foram motivadas pelos es-
tudos realizados por Holland (1973) e Jong (1975). A capacidade de resolucdo de problemas
de otimizacdo com a presenca de ruido foi explorada por Fitzpatrick e Grefenstette (1988),
que analisaram o esfor¢o despendido na avaliacdo de cada estrutura, em relagdo ao namero
total de estruturas, durante uma determinada iteracdo do algoritmo genético, constatando
a possibilidade de resultados mais eficientes a partir de avaliacdes menos precisas. Posteri-
ormente, Aizawa e Wah (1994) desenvolveram novos métodos para ajustar pardmetros de
configuracdo de algoritmos genéticos que operam em ambientes com ruido, e Back e Ham-
mel (1994) demonstraram que perturbacdes aos valores da funcao-objetivo ndo influenciam
o desempenho das estratégias evoluciondrias, desde que o nivel de ruido seja pequeno em
comparacio com o valor da funcao.

Dentre as pesquisas que consideram as incertezas do sistema como perturbacoes
aplicadas diretamente ao valor da fun¢do-objetivo, também pode-se destacar o trabalho de
Hammel e Bick (1994), que discutiram a influéncia de alguns parametros no processo de
convergéncia das estratégias evoluciondrias e alternativas para melhoria das propriedades
de convergéncia em problemas desse tipo. Mais tarde, pdde-se perceber que a avaliacdo do
efeito do ruido sendo adicionado a saida do sistema ndo se tratava da maneira mais ade-
quada de representar as modificacdes das quais o cddigo genético estaria sujeito, e que de-
terminavam o feno6tipo de um dado individuo, uma vez que a perturbacdo deveria ocorrer
durante a transformacdo do gendtipo. Portanto, Tsutsui et al. (1996) propuseram um es-
quema de busca por solugdes robustas, de forma que o ruido fosse adicionado as variaveis
de decisdo, que representam o feno6tipo na metafora biolégica. Para emular esse tipo de
caracteristica genética, seja x € IR" o vetor das variaveis de decisio e § € R" o vetor de

ruidos, as solucdes robustas podem ser avaliadas como
F(x,d)=f(x+9). 17)

Nota-se que a adicdo de ruido, neste caso, pode ter semelhanca com o operador ge-
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nético de mutacdo dos algoritmos evoluciondrios. Contudo, a proposta ndo ¢ exatamente
a mesma, uma vez que a adi¢do de ruido ndo afeta os individuos da populac¢do, fazendo
com que as perturbacdes da Eq. (17) sejam efetivas apenas na etapa de selecdo (TSUTSUI
et al., 1996; TSUTSUI; GHOSH, 1997). Através desta abordagem, também se torna possivel
quantificar o ruido relacionado a cada uma das varidveis de decisdo, tornando o modelo
matemadtico mais flexivel e capaz de descrever o problema fisico com maior exatidao.

Na ocasido, Tsutsui et al. (1996) também apresentaram um novo método computa-
cional, que estende a aplicagc@o dos algoritmos genéticos a dominios que exigem deteccdo
de solucdes robustas. Os autores utilizaram a abordagem da Eq. (17) para demonstrar a
sensibilidade das solucdes através de testes empiricos. Mais tarde, Tsutsui e Ghosh (1997)
consolidaram a pesquisa prévia, demonstrando a efetividade da técnica na obtencao de mul-
tiplas solugdes robustas. A solucdo de problemas multimodais também foi objeto de estudo
de Branke (1998), que sugeriu modificacdes ao GA e comparou os resultados com o algo-
ritmo candnico. Em vista desses resultados, posteriormente Branke (2000) examinou uma
série de estratégias adicionais para tornar a busca por solucdes robustas mais eficiente e
para compreender a influéncia de diferentes parametros nos algoritmos evolucionarios.

Pouco havia sido explorado, até entdo, em termos de solucdes robustas relacionadas
a problemas multi-objetivo. Em uma das primeiras pesquisas que considerou essa possibi-
lidade, as técnicas existentes para a exploracdo do espago de busca com base no critério de
dominancia de Pareto foram estendidas para o caso em que um ou mais objetivos de uma
funcdo estdo sujeitos a incertezas (TEICH, 2001 apud DEB; GUPTA, 2005). Seguindo essa
tendéncia, o procedimento probabilistico de classificacdo de solugdes mais promissoras de
algoritmos evolucionéarios foi reformulado, a fim de considerar incertezas e problemas que
contém ruidos (HUGHES, 2001 apud DEB; GUPTA, 2005). Com esses avancos, o conflito
de escolhas entre desempenho e robustez foi identificado na forma da frente de Pareto e
foram sugeridos dois métodos para estimativa de robustez no contexto multi-objetivo (JIN;
SENDHOFF, 2003 apud DEB; GUPTA, 2005).

Apesar de tudo, nenhum desses estudos considerou a sensibilidade das variaveis en-
volvidas no projeto, devido a incertezas em um cendrio multi-objetivo, como apontam Deb
e Gupta (2005). Motivados por esse indicio, os mesmos autores ampliaram as abordagens
apresentadas por Tsutsui e Ghosh (1997) e Branke (1998), visando o cdlculo de solucdes ro-
bustas no contexto multi-objetivo e, em uma pesquisa seguinte, também realizada por Deb
e Gupta (2006), os conceitos definidos anteriormente passaram a englobar os problemas de
otimizacdo com restri¢oes e foram aplicados na solu¢do de um problema de soldagem de

viga.
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3.3.1 Técnicas de Andlise de Robustez com Abordagem Genética

Nesta se¢do, o objetivo € dispor detalhes pertinentes a aplicacdo das metodologias de
avaliacdo de robustez em problemas de otimizacao multi-objetivo, com foco na abordagem
apresentada na Eq. (17). Vale ressaltar que existe uma gama de possibilidades no que diz
respeito a metodologias de avaliacdo de robustez, de tal forma que as incertezas na compu-
tacdo evoluciondria também abrangem diversas categorias. Na pesquisa realizada por Jin e
Branke (2005), onde as incertezas foram categorizadas em quatro grandes grupos, os autores
apresentam uma visdo geral das aplicagdes relacionadas a robustez, até aquele momento,
sob uma perspectiva unificada. Nesta tese, a intencdo é detalhar apenas as metodologias

relacionadas as aplicacdes apresentadas aqui.

3.3.1.1 Aspectos Essenciais do Teorema Fundamental dos Algoritmos Genéticos

Antes de apresentar os métodos para a andlise de robustez, é preciso abordar alguns
detalhes acerca dos algoritmos genéticos e introduzir o Teorema Fundamental dos Algo-
ritmos Genéticos, que serve como base para as metodologias que serdo mostradas a seguir.
A teoria foi formulada por Holland (1975) e difundida por Goldberg (1989a), e tem como
objetivo formalizar o funcionamento dos algoritmos genéticos de maneira genérica. De
forma resumida, a teoria indica o seguinte: inicialmente, considere um esquema, estru-
turado como uma sequéncia de zeros, uns e/ou asteriscos, sendo este tltimo chamado de
meta-simbolo, uma vez que pode assumir qualquer um dos dois demais valores possiveis.
A sequéncia 10*¥0*11 representa um conjunto com quatro cromossomos distintos (também
denominados como individuos da populacdo), correspondentes a troca de asteriscos por
Zeros ou uns.

Também pode ser interessante conhecer o nimero de esquemas distintos que um de-
terminado cromossomo pode representar, uma vez que podem ser recombinados. Uma vez
considerado um alfabeto bindrio, cada cromossomo dado por uma sequéncia com k entra-
das ou genes pode representar 2* esquemas distintos e, portanto, uma populacdo contendo n
membros corresponde a n2* esquemas diferentes. Se tomarmos um cromossomo especifico
do exemplo anterior, como 1010011, sera possivel produzir 27 = 128 combinacdes distintas
de cromossomos. Obviamente, em uma populacio de n individuos, pode haver cromosso-
mos semelhantes, que ndo necessitam ser processados tantas quanto forem as vezes da sua
ocorréncia.

O GA utiliza trés operadores genéticos—mutacao, crossover e selecio—na popula-
cdo, a fim de obter solucdes 6timas. Para examinar o efeito destes trés operadores, é neces-
sario quantificar a no¢ao do fato de que alguns esquemas podem ser mais especificos do que
outros. Para esta tarefa, dois conceitos sdo essenciais: a ordem dos esquemas e o compri-
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mento definidor. O primeiro, denotado por o (H), exprime a quantidade de uns e zeros no
esquema H, isto &, o total de posicoes fixas. J4 o comprimento definidor, que é representado
por v (H), corresponde a distancia entre as posicdes do primeiro e ultimo genes especificos
do cromossomo, ou seja, a distancia entre zeros e uns que ocupam as posi¢des mais ao ex-
tremo. Como exemplo, pode-se verificar que 0 (011*1**) =4 e v (011*1**x) =5—-1 =4,
A considerar estes elementos, a intencdo € avaliar o efeito dos operadores genéticos
sobre a populacdo no decorrer das geragdes. Especificamente, com o objetivo de esclare-
cer o efeito do operador de selecdo nos esquemas, considere o valor médio de adaptacio
dos cromossomos (valor da funcio-objetivo) representados por um esquema H, denotado
por f (H) e calculado através da média aritmética da adaptacdo dos cromossomos que o
constituem. Além disso, seja f (A (t)) o valor da adaptagdo média de toda a populagio A
no instante ¢. Portanto, espera-se haver m (H, t + 1) representantes do esquema H na po-
pulacdo A (¢ + 1), cujo valor ¢ estimado pelo niimero inteiro mais préximo resultante de

f(H)
FA@®W)’

tal que m (H, t) define o numero de esquemas na geracdo atual. Em outras palavras, um

mH, t+1)=m(H, t) (18)

esquema arbitrario desenvolve-se proporcionalmente em relacio a taxa que associa a adap-
tacdo média dos seus cromossomos com a adaptacido da populagdo como um todo.

Por sua vez, no caso do crossover, ¢ essencial que seja considerada a destruicdo de
determinados esquemas, pela acdo do operador. Para efetivar esta andlise, considere um
exemplo que envolva dois cromossomos selecionados para cruzamento, formados pelas se-
quencias 101011 e 010101. Pressupondo que o ponto de corte do cruzamento, escolhido
aleatoriamente, seja s = 2, as novas sequéncias, resultantes da operagdo de crossover, sdo
111011 e 000101. E fato que os cromossomos obtidos podem ser oriundos de diversas pos-
sibilidades de esquema, dentre as quais, cabe tomar 1110** e 0*0*x01 como suposicoes,
respectivamente. Admitindo que, em um dado problema de otimizacdo, o nivel de adapta-
cdo do esquema 0*0*01 seja superior ao de 1110**, mesmo assim pode haver a ocorréncia
de destruicdo do esquema mais apropriado para evolucio.

Este fato ocorre em virtude da influéncia do comprimento definidor de cada es-
quema, que vale v (1x0*01) = 5 no primeiro caso, ao passo de que v (1110%*) = 3. Através
deste exemplo, verifica-se que apenas cortes em posicoes extremamente propicias evitariam
a destruicdo do candidato mais favoravel a evolugdo, como por exemplo um corte em s = 1,
dependendo do problema avaliado. De forma mais geral, é possivel estimar um limite infe-
rior da probabilidade de sobrevivéncia apds o cruzamento. Para tanto, considere p, como
a probabilidade de ocorréncia de cruzamento. A probabilidade minima de sobrevivéncia é
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calculada através da expressao

v(H)

pscz(l_pc)m’

(19)
onde k € o numero de genes.

Por fim, a agdo do operador de mutacéo € avaliada partindo da premissa de que um
esquema H sobrevive e avanca para a proxima geragcdo, uma vez que nenhum de seus genes
¢ afetado pelo operador, que realiza uma alteracdo unica em algum dos genes do esquema
(através da alterndncia do respectivo valor absoluto), com probabilidade p,,,. Uma vez que a
mutacdo é independente para cada uma das posicdes fixas do esquema, pode-se considerar
que a sobrevivéncia ocorre quando p,,, = (1 — pm)O(H). Para valores reduzidos da probabi-
lidade de ocorréncia da mutacio (p,, < 1), a chance de sobrevivéncia ao operador pode ser

aproximada pela expressao

psmzl_O(H)pm' (20)

Esta aproximacio é baseada no fato de que a mutacdo causa um salto (aleatério) na lo-
calizacdo das solucoes geradas e, portanto, valores elevados podem reduzir a capacidade
de exploracdo do GA, tornando praticamente aleatéria a busca pelo 6timo (GOLDBERG,
1989b).

De maneira geral, a evolucdo de um dado esquema no decorrer das geracées de um
GA deve satisfazer trés principios fundamentais: o esquema deve ter adaptacdo média su-
perior a adaptacdo média da populagdo, com comprimento definidor curto e ordem dos
esquemas reduzida. Em decorréncia destes fatos, foi enunciado o Teorema Fundamental
dos Algoritmos Genéticos, que é capaz de estimar o numero de representantes de um dado
esquema que estardo presentes na populacdo em um instante ¢t + 1, relacionando os efeitos
dos operadores de mutacio, crossover e selecio. Combinando as Egs. (18)-(20), o nimero
de representantes do esquema H na geracdo t + 1 € estimado como

mH, t+1)>m(H, I)%(l—pcz(fl)—o(ﬂ)pm) . (21)

Em suma, a concep¢ao do teorema abrange conceitos relativamente simples, mas de
grande valia para a teoria dos algoritmos genéticos e diversas técnicas evoluciondrias que
sdo derivadas desta formulagdo. O desenvolvimento mais detalhado, além de exemplos nu-
méricos e aplicagdes podem ser vistas na obra de Goldberg (1989a). A seguir, sdo apresenta-
dos alguns métodos para andlise de robustez, com ideias derivadas, direta e indiretamente,
da teoria apresentada nesta secdo.
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3.3.1.2 Média Efetiva

Como citado anteriormente, Tsutsui e Ghosh (1997) apresentaram uma técnica que
ampliou a aplicacdo do GA para problemas que requerem identificacido de solucdes robus-
tas, com ruidos sendo adicionados aos valores dos pardmetros fenotipicos enquanto se ava-
lia o valor funcional dos individuos. A proposta é derivada do Teorema Fundamental dos
Algoritmos Genéticos, apresentado anteriormente e sintetizado pela Eq. (21). Seja X um
vetor de decisdo com distribuicio normal. Analisando o valor da adaptacio média f (A (t))
de toda a populagdo, quando o seu tamanho N — oo, a fitness média dos individuos de A,
em um instante ¢, é dada por

N f (xi)
—N s

i=1

a®= [ f@pe naxs @)
onde p (x, t) representa a distribuicdo de probabilidade de X na populacdo. De maneira
andloga, o valor da adaptacdo média dos representantes do esquema H na populacio A (t)
¢ calculado por

£ (H) = f F)p(x H, 1)dx, 23)

tal que p (x, H, t) fornece a distribuicio de probabilidade de X no esquema H de uma
populagdo (TSUTSUI; GHOSH, 1997).

No caso da abordagem robusta, considere que o nivel de adaptacdo ¢ avaliado através
de f (x + 6), onde & representa o vetor de incertezas associadas a cada valor de X, também
com distribui¢do normal. Neste caso, o Teorema Fundamental dos Algoritmos Genéticos,
representado pela Eq. (21), toma a forma

H H
mH, t+1)>m(H, I)M(l —pcv( ) —o(H)pm) ,

fr(A@®) k-1
onde f, (H) e f, (A(t)) denotam o valor da adaptacio média dos cromossomos de um es-
quema H e da populacgdo A (), no contexto do problema de robustez, respectivamente. As-
suma que X e ¢ sdo mutuamente independentes, com q (&) sendo a funcdo densidade de

probabilidade do ruido é. Nestas circunstancias, a adaptacdo média da popula¢do no con-
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texto de robustez ¢ dada por

[

f-(A@®) =f f(x+38)p(x, 1)q(6)dddx

f

= f F(x)p(x, t)dx (24)

; f (xi + 5i>
—

f f(x+5)q(5)d5]p(x, t)dx

~
~

i=1
Por sua vez, o valor da adaptacdo média dos cromossomos que representam o es-
quema H, ainda no contexto do problema de robustez, é representado por

£ (H) = f F(x)p(x, H, t)dx. 25)

Portanto, se forem comparadas as expressdes que descrevem a adaptacdo média dos indi-
viduos da populacdo na versdo canodnica do GA, definida pela Eq. (22), e a expressdo da
adaptacdo média da populagdo no contexto de robustez, representada pela Eq. (24), nota-se
que F (x) corresponde a f (x). Também ¢ possivel inferir sobre a equivaléncia dos mesmos
termos, se tomarmos a expressdo que representa a adaptacdo média dos representantes de
um dado esquema H, mostrada na Eq. (23), em comparacdo com aquela que descreve a
adaptacdo média dos representantes de um esquema no problema de robustez, definida
pela Eq. (25). A partir desta constatacdo, Tsutsui e Ghosh (1997) concluiram que, quando
a quantidade de individuos N — o0, o numero médio de representantes de cada esquema
no problema de robustez depende de F (x) ao invés de f (x).

Portanto, a formulacio capaz de avaliar a robustez em um problema de otimizacao,
no qual F (x) é equivalente a f (x) avaliada em x+ &, recebe 0 nome de média efetiva. Sendo
assim, a definicdo do problema de otimizacdo robusta, referente a abordagem apresentada
na Eq. (17), é dada por

F(x)=f f(x+8)q(s)ds.

Em razdo da simetria inerente a funcido densidade de probabilidade, a mesma anélise rea-
lizada anteriormente vale quando q (6) = q (—9) na Eq. (24).

Na tentativa de ampliar o conceito de média efetiva para o contexto dos problemas
de otimizagdo multi-objetivo, Deb e Gupta (2005) definiram as solugdes multi-objetivo ro-
bustas de tipo I, como segue: uma solucio x* ¢ chamada de solucdo multi-objetivo robusta
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de tipo I, se for um conjunto 6timo de Pareto para o problema de otimizacdo multi-objetivo:

arg min Feif (x) = (fiEff (x), .., fAF (x))T

Sujeitoa x € Q

definido com respeito a vizinhanga &, tal que f l.eff (x) ¢ dada por

1
@ =t [ Ao, 26)
|B5 (%) |
YEBs(x)
comi =1, ..., m. Nesta formulacdo, B; (x) denota a vizinhanca § do candidato a solucio

x € R" e |Bs (x) | representa o hipervolume da vizinhanca.

Analisando a Eq. (26), fica claro que se trata da integracio analitica da funcdo-objetivo
com o maximo possivel de perturbacdo nas varidveis. Essa equacao € aplicavel aos proble-
mas com solu¢do conhecida da integral no espaco de busca. Para problemas nos quais o
espaco de busca é mais complexo, a Eq. (26) pode ser aproximada pelo valor médio atingido
pela func¢do-objetivo, em virtude da complexidade da avaliagdo da integral, além do custo
computacional elevado. Nesse sentido, a aproximacado pode ser calculada por

TR RS WACHR
j=1

com M representando o numero finito de pontos distribuidos ao redor de x. Conside-
rando o vetor de incertezas & associadas as varidveis de decisdo x, as solu¢des distribuidas
aleatoriamente—ou respeitando algum esquema estruturado—devem estar dispostas de tal
formaquey € [x —dx, x+dx]|,com, € R ,parak =1, ..., n.

3.3.1.3 Diferenca Normalizada

Fundamentada na estratégia de avaliacdo de robustez através do célculo de média
efetiva, Deb e Gupta (2005) propuseram outra formulacio para o célculo da robustez, por
meio de uma abordagem mais pragmatica, que considera a diferenca normalizada entre
os valores das funcdes original F (x) e perturbada ¥ (x), de forma a estabelecer um limiar
capaz de quantificar as alteracoes causadas pelos ruidos no problema deterministico. Desta
maneira, uma solugdo € considerada robusta se tal diferenca normalizada satisfaz uma meta
de robustez preestabelecida.

Matematicamente, uma solucdo x* é chamada de solucdo multi-objetivo robusta de
tipo II se for um conjunto 6timo de solucdes de Pareto para o problema de otimizacao multi-
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objetivo:

argmin F(x) = (f; (%), ) fm x)"
IIF (x) = F (x)|| <

|F ()| B
xeQ

Sujeito a

Neste caso, a funcio perturbada ¥ (x) pode ser tomada como a média efetiva, calculada
através da Eq. (26), ou selecionando-se o pior valor dentre as M amostras avaliadas na vi-
zinhanca ¢ do vetor x. Além disso, o parametro 7 de controle da robustez ¢ diretamente
proporcional ao nivel de robustez desejado, uma vez que quanto maior for o valor definido
para o limiar 7, a frente de Pareto correspondente estara cada vez mais afastada do conjunto
otimo relacionado ao problema sem ruido. Obviamente, o problema original ¢ recuperado
quando se define n = 0, uma vez que essa condi¢do s6 é satisfeita quando a funcdo pertur-
bada € igual a original.

3.3.1.4 Técnica de Andlise de Robustez com Penalizacdo

Uma das abordagens mais recentes que se tem conhecimento, para avaliacdo de ro-
bustez em problemas de otimizacao, foi proposta por Mirjalili e Lewis (2016). Similarmente
a formulacdo apresentada na Eq. (17), o objetivo é analisar a robustez através da avaliacao
da vizinhanca de uma dada solugdo. Para desempenhar esta tarefa, os autores propuseram
uma abordagem de penalizacio da funcdo-objetivo, que prevé uma adicio ao seu valor que
seja proporcional ao nivel de flutuacio dos individuos na vizinhanc¢a de um ponto arbitra-
rio. Dessa forma, a avaliacio da robustez de um dado problema de otimizacao através da

abordagem de penalizacio ¢ da forma
F(x)=f(x)+P(x) . (27)

Em contraste com a otimizacdo robusta apresentada na Eq. (17), nesse caso a funcao-
objetivo permanece intacta e o seu valor aumenta com base na robustez dos candidatos a
solucdo avaliados. No mesmo trabalho, os autores propuseram uma série de problemas
de benchmark para andlise de eficiéncia de algoritmos na otimizagdo robusta e aplicaram a
abordagem de penalizacio, obtendo resultados satisfatorios. A seguir, a funcdo de penaliza-
cdo da Eq. (27) é detalhada, e também sdo mostradas mais informagoes acerca da aplicacio
da técnica de avaliagc@o de robustez através da penalizacio da funcdo-objetivo.

Nesta técnica, a funcdo-objetivo é penalizada de acordo com o grau de robustez dos
individuos localizados na vizinhanca de um candidato a solugdo arbitrario. Com isso, o pro-

blema de otimizagdo robusta, que assume um novo formato definido pela Eq. (27), apés a
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adicao do termo de penalizacdo ao problema deterministico, tende a propiciar valores mais
elevados, que sdo proporcionais ao nivel de flutuacdo das amostras aleatorias. Uma vez que
o grau de robustez é calculado em relacdo a um dado ponto no dominio do problema, Mir-
jalili e Lewis (2016) propuseram uma funcio de penalizagio que calcula a diferenca média
entre um candidato a solucdo e os individuos distribuidos na sua vizinhanca. Portanto, o
problema deterministico é penalizado de acordo com

1 Z . ,
LS 1F @) - £ ()
, j=1
P(x') = , , (28)
f ()
parai =1, ..., k,onde M representa o nimero de amostras aleatorias e x/ denota a j-ésima

amostra localizada na vizinhanca do candidato a solucdo x'. Originalmente a técnica foi
proposta no contexto mono-objetivo e Libotte et al. (2019a) constataram que a formulacdo

pode ser facilmente estendida ao contexto multi-objetivo.

3.3.1.5 Um Primeiro Exemplo

Para consolidar o conceito de otimizacdo robusta, tome como exemplo o problema

e minimizacdo unidimensional sem restricoes, definido como x* = argmin F (x), onde
d d 1 t definid * F d

(x+1)2—1, se —2<x<0
F(x) = . (29)

—cx 2781 se0<x <2

Para valores negativos no dominio do problema, a pardbola atinge o ponto minimo quando
x = —1, tal que F (—1) = —1. Por sua vez, o parametro c permite deslocar o ponto minimo
da segunda parte da fun¢do em relacio ao eixo das abscissas, definindo o seu alcance ex-
tremo. Para ilustrar a no¢do de robustez, é conveniente definir ¢ = 1,3 e, portanto, para
valores positivos de x, a fun¢do assume o valor minimo quando x = 1, de tal forma que
F(Q)=—c.

A fim de avaliar os efeito da analise de robustez, sdo distribuidas 50 amostras aleato-
rias ao redor dos dois pontos minimos do problema (indicados anteriormente), no intervalo
[x —dx, x + dx], sendo x cada uma das solucdes analisadas, e considerando uma margem
de 10% de incertezas em relacdo as solucées 6timas, ou seja, fazendo 6 = 0,1. A Fig. 14
mostra o comportamento da funcido que descreve o problema, além das vizinhancas das
solucdes, nas quais as amostras aleatdrias sdo distribuidas.

Analisando o comportamento da funcio, é possivel perceber que as amostras distri-
buidas ao redor de x = 1 sdo mais abrangentes do que aquelas localizadas na vizinhanca
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Figura 14 - Distribuicdo de amostras aleatdrias na vizinhanca dos pontos

minimos do problema, com § = 0,1.
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Fonte: O autor, 2018

do ponto minimo da pardbola, que por sua vez estio dispostas de forma menos dispersa,
mesmo que o nivel de incerteza empregado em ambos os processos de perturbacdo seja
o mesmo. Esta situacdo se da pelo fato de que o minimo global da funcio apresenta um
comportamento muito sensivel a qualquer perturbacio externa, fazendo com que o valor
da funcio sofra alteragdes relevantes sob qualquer ligeiro deslocamento dentro do intervalo
considerado na distribuicdo das amostras. Por sua vez, o ponto minimo da pardbola é bem
menos sensivel as perturbacgdes, haja vista a diferenca no valor da funcao, avaliada nos pon-
tos extremos do intervalo em que as amostras aleatorias sdo distribuidas, em comparacdo

ao ponto minimo do problema sem ruido.
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Considerando as trés técnicas de andlise de robustez apresentadas anteriormente, a
Tabela 1 mostra o efeito de cada uma destas abordagens, em diferentes niveis de ruido, para
cada um dos minimizadores do problema dado pela Eq. (29). Para a técnica de Diferenca
Normalizada, a funclo perturbada ¥ ¢ adotada como o pior valor objetivo dentre todas as
amostras avaliadas. Note que, quando o nivel de ruido € elevado, o minimizador local x =
—1 passa a ser o minimizador global, uma vez que a funcio F apresenta alta sensibilidade
em x = 1, o minimizador global do problema deterministico.

Tabela 1 - Andlise de robustez das solucées x = —1 e x = 1 do problema dado pela Eq. (29)
utilizando diferentes métodos.

x=-1 x=1
Robustez Média Dif. o Média Dif. o
Penalizacdo Penalizacdo
Efetiva  Norm. Efetiva  Norm.
0% —1,0000 -—1,0000 —1,0000 —1,3000 -—1,3000 —1,3000
5% —0,9992 —1,0000  —0,9992 -1,1353 -0,9852  —1,1733
10% —0,9967 —1,0000 —0,9967 —0,9979 —-0,7467 —1,0676
15% —0,9925 —-1,0000  —0,9925 —0,8826 —0,5659  —0,9789
20% —0,9867 —1,0000 —0,9867 —0,7855 —0,4289 —0,9042

Fonte: O autor, 2019.

Em geral, pontos extremos mais sensiveis a perturbacdes tendem a ter um desloca-
mento mais acentuado apoés a penalizacdo, uma vez que o seu cilculo considera a diferenca
média entre diversos os pontos da sua vizinhanca. Dependendo do comportamento da fun-
cdo e do nivel de ruido determinado, o ponto 6timo do problema deterministico pode deixar
de ser a solucdo do problema de minimiza¢do, uma vez que a obten¢do da solucdo robusta
pode significar a rentncia do 6timo global do problema deterministico, em favor de uma

solucdo menos sensivel as perturbacoes.
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4 OTIMIZACAO BASEADA EM CONFIABILIDADE

Incertezas estdo presentes nas observagdes da maioria dos fendmenos que ocorrem
na natureza, o que significa que ndo podem ser previstos com exatidio. Comumente, obser-
vacOes reiteradas de fendmenos fisicos geram maultiplas respostas, sendo que informacdes
que se caracterizam relevantes podem ser obtidas pela diferenca na frequéncia de ocorrén-
cia entre elas. Tal falta de padrdo de ocorréncia é designada como incerteza, aleatoriedade
ou estocasticidade. Em geral, todos os pardmetros de um projeto de engenharia que apre-
sentem algum grau de incerteza devem ser considerados como varidveis ou aleatorios.

A tarefa primdria do planejamento e projeto de um sistema diz respeito a garantia
de desempenho satisfatério. Do ponto de vista das incertezas de um problema, nao se pode
garantir que o desempenho serd adequado. Ao invés disso, a garantia s6 pode ser atribuida
em termos da probabilidade de sucesso relacionada a satisfacdo de algum critério de de-
sempenho. Na terminologia de engenharia, essa garantia probabilistica de desempenho é
chamada de confiabilidade.

Existem abordagens tradicionais para o tratamento de falhas em sistemas, que sim-
plificam o problema por meio da consideragdo dos parametros de incerteza através da abor-
dagem dos fatores de seguranca. Essa técnica baseia-se em experimentos empiricos e, por-
tanto, ndo tém garantias quanto a seguranca ou rendimento satisfatério, uma vez que ndo
fornece informacdes no que se refere a influéncia da variacdo de parametros no sistema.
Portanto, o projeto confidvel de um sistema de engenharia dindmico através da utilizacio
da abordagem de fatores de seguranca empiricos pode resultar em comportamentos ines-
perados e dificuldades de variacdo dos parametros que governam o mesmo.

De maneira ampla, as fontes ndo-cognitivas de incerteza podem ser classificadas em
trés tipos. Na primeira delas, atribui-se as incertezas as observacdes fisicas. Isso significa
que as incertezas sdo decorrentes das diferencas de resultados coletados durante diversos
experimentos, as quais sdo provocadas pelas flutuacdes no ambiente, imprecisdo de instru-
mentos, inexatiddo nos procedimentos, entre outras ocorréncias. Em resumo, dados estatis-
ticos sdo obtidos através da coleta de uma quantidade consideravel de resultados amostrais,
0s quais estdo sujeitos a variagdes diversas.

Entretanto, a quantidade de experimentos pode estar sujeita a limitacdes relaciona-
das a disponibilidade de recursos, como tempo, capital e fatores humanos. Essas restri¢oes
levam a segunda fonte de incertezas. Por exemplo, limitacdo na quantidade de dados para
andlise, pode resultar em informacdes imprecisas quanto a variabilidade dos pardmetros
observados. Esta incerteza de valores, provocada pela escassez de dados, é conhecida como
incerteza estatistica.

O terceiro tipo de fonte ndo-cognitiva de incertezas se refere aquelas relacionadas
a modelagem do problema. Modelos computacionais retratam representacoes aproxima-
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das do comportamento de um dado fendmeno ou sistema, capturando suas caracteristicas
essenciais através da idealizacdo por meio de relagdes matematicas e procedimentos numé-
ricos. Durante a modelagem, mesmo algumas caracteristicas infimas do sistema ao serem
desconsideradas, por imprudéncia ou de maneira arbitraria, podem acarretar diferencas
substanciais entre as predicdes computacionais e o comportamento real do fendmeno ob-
servado (HALDAR; MAHADEVAN, 2000).

No processo de quantificacio de incertezas decorrentes de fontes ndo-cognitivas, os
dados coletados fazem parte do espaco amostral ou dominio amostral. Uma representacio
bastante comum da aleatoriedade pode ser dada através da funcio densidade de probabili-
dade, a qual é estimada por meio das estatisticas calculadas utilizando os dados amostrais
coletados. Com essa ferramenta, € possivel estimar o risco de falha de um dado produto ou
sistema, para critérios de avaliacdo especificos. Esses conceitos serdo detalhados nas secoes
subsequentes e fundamentados nas defini¢cdes apresentadas no Apéndice B.

4.1 Nocoes de Analise de Confiabilidade

4.1.1 Nocao Preliminar de Métodos Probabilisticos

A metodologia de interferéncia carga-resisténcia € uma das estratégias mais antigas
para a andlise de confiabilidade estrutural. Embora existam métodos mais poderosos, isto €,
com maior capacidade de generalizagdo e obten¢do de resultados mais precisos, essa ¢ uma
das ideias mais populares, por conta da sua simplicidade, como sera visto mais adiante.
Apesar disto, uma grande desvantagem ¢ a necessidade de que carga e resisténcia sejam
estatisticamente independentes, o que pode nao ser valido para alguns problemas. Con-
tudo, se essa suposicdo puder ser justificada, a confiabilidade pode ser calculada de forma
relativamente rapida através da definicao de fatores de seguranca relacionados aos eventos
aleatdrios avaliados.

O seu nome parece implicar que a confiabilidade é calculada a partir das distribui-
coes de carga e resisténcia, o que, em certo sentido, ¢ um equivoco, pois ela é aplicavel auma
classe mais extensa de problemas. O termo “carga” deve ser considerado em um sentido
mais amplo, como qualquer carga aplicada ou quantidade de resposta induzida pela carga
que tenha o potencial de causar falha. Por sua vez, o termo “resisténcia” pode ser compreen-
dido como a capacidade do componente ou sistema em suportar uma certa carga aplicada.
No contexto da metodologia de interferéncia carga-resisténcia, supde-se que ocorre uma
falha se a carga exceder a resisténcia, isto €, a probabilidade de falha, ou falta de confiabili-
dade, € a probabilidade de que a carga seja maior do que a resisténcia (SUNDARARAJAN;
WITT, 1995).

A seguir, é ilustrado um caso simples de avaliacio de confiabilidade em um contexto
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de anélise estrutural, que considera duas varidveis, a saber, a carga imposta sobre uma es-
trutura, a qual serd denotada por S, e a sua capacidade de resisténcia, representada por R.
Em esséncia, ambas as varidveis tém carater aleatério e sdo caracterizadas por suas médias,
M, € i, desvios-padrio, o2 e o2, e as funcdes densidade de probabilidade correspondentes,
as quais sdo representada como f(s) e f, (r). A Fig. 15 mostra uma representacao grafica
destas informacdes, exibindo as func¢des densidade de probabilidade de ambas as varidveis

aleatérias no mesmo conjunto de eixos.

Figura 15 - Noc¢ao fundamental da avaliacdo de riscos.
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Fonte: Adaptado de Haldar e Mahadevan (2000).

Ainda em relacdo a Fig. 15, também estdo identificados os valores nominais (deter-
ministicos) dos coeficientes de confiabilidade relacionados a abordagem baseada em fatores
de seguranga, representados por S, e R . Nesta abordagem, a confiabilidade do projeto ¢
assegurada, simplesmente, se a condicao R, > S, for satisfeita, como indicado anterior-
mente. Obviamente, 0 mesmo conceito pode ser aplicado em outras dreas da engenharia,
substituindo a concepc¢do de carga e resisténcia pelas formulagdes relacionadas a area de
interesse.

Em geral, a resisténcia nominal € um valor conservador, ou seja, adota-se R igual
a k, vezes o desvio-padréo da varidvel aleatdria correspondente, abaixo da média. Por sua
vez, S, também ¢ adotado de forma cautelosa, analogamente ao que ¢ estabelecido para a
resisténcia, fazendo S, = u_ + k_o_. Portanto, o conservadorismo almejado para o projeto,
sob a forma de fatores de seguranca nominais, depende de diversos fatores associados as
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incertezas dos dados relativos as varidveis aleatorias de carga e resisténcia. Entdo, os fa-
tores de seguranca nominais podem deixar de transmitir a margem real de seguranca em
um projeto de engenharia, caso as observagdes dos eventos aleatdrios nao produzam dados
suficientemente consistentes. Obviamente, a decisdo sobre os fatores de seguranca ¢ influ-
enciada por argumentos econémicos e, por conta da subjetividade ligada ao procedimento,
a capacidade de generalizacio torna-se limitada (HALDAR; MAHADEVAN, 2000).

O proposito de abordagens deste tipo pode ser justificado pela anélise da regido de-
marcada entre a intersecdo das curvas que descrevem o comportamento das fun¢des den-
sidade de probabilidade de R e S, na Fig. 15, a qual denota a ocorréncia de falha. De fato,
a posicdo das curvas depende do valor das respectivas médias e desvios-padrido. Através
do afastamento dos valores médios, a area referente a intersecio entre essas curvas dimi-
nui (caso os valores dos desvios-padrdo sejam mantidos constantes) e, consequentemente,
a probabilidade de falha é reduzida. Outro fator que contribui para essa transicao relativa é
o nivel de dispersdo dos dados em relagdo a média, uma vez que a reducao do desvio-padrdo
das variaveis aleatdrias também pode favorecer a reducdo da drea de intersecdo. Apesar da
area representada pela intersecdo das curvas ndo representar, efetivamente, a probabilidade
de falha, ela é qualitativamente proporcional (SUNDARARAJAN; WITT, 1995).

Portanto, o conhecimento de algumas caracteristicas da andlise de confiabilidade
através da abordagem de fatores de seguranca traz a tona algumas consideragdes importan-
tes: claramente, esta metodologia tem a desvantagem de, potencialmente, levar a projetos
excessivamente conservadores, uma vez que os resultados sdo derivados de céalculos que
consideram problemas com caracteristicas especificas. Este fato faz com que outra limi-
tacdo seja evidente, no que diz respeito a generalizacio da técnica. Além disto, fatores de
seguranca definidos de forma demasiadamente cautelosa podem acarretar o aumento do
custo do projeto. Em vista desses fatos, se faz necessario o desenvolvimento de técnicas de
andlise de confiabilidade que contribuam com a redu¢do do empirismo, a0 mesmo tempo
que fornecam recursos para obtenc¢do de resultados consistentes e de maneira mais genera-

lizada possivel.

4.1.2 Conceitos Fundamentais

A estratégia de andlise de confiabilidade probabilistica nio enfrenta a limitacdo so-
bre a influéncia na variacdo dos diferentes pardmetros de um sistema, adversamente ao que
ocorre com a abordagem que considera os fatores de seguranca, uma vez que sdo empiricos
e, portanto, a experiéncia obtida por meio de observacdes € usada como base para mensurar
a probabilidade de falha. Neste tipo de andlise, a incerteza envolvida em varios pardmetros
¢ modelada usando diferentes funcdes densidade de probabilidade e o projeto € executado
para um nivel de confiabilidade especificado (VERMA et al., 2010). O primeiro passo na
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avaliacdo da confiabilidade (ou probabilidade de falha) de um sistema ou produto é a defi-
nicdo acerca do critério de desempenho proprio.

Quando o estado de um sistema excede um limite especifico e o seu desempenho é
prejudicado, fazendo com que um procedimento previsto ndo possa ser executado e, con-
sequentemente, deixe de gerar o resultado esperado, tal limiar ¢ chamado de estado limite.
Tracando um paralelo com a andlise estrutural, abordada anteriormente, o estado limite
indicaria a margem de seguranca entre a resisténcia e a carga das estruturas. Para uma de-
finicdo matemadtica, considere que X = (X, ..., X,) é um conjunto de n variaveis aleatorias
continuas. A relacdo funcional, exercida entre essas varidveis, é realizada por meio de uma
funcgdo de desempenho, representada como Y = g (X).

A fronteira entre as regides segura e de falha, que representa o estado no qual um
sistema nao pode mais cumprir a funcdo para a qual é projetado, é chamada de funcdo de
estado limite, representada por Y = 0. Neste caso, o critério de falha é definido em relacdo
a inequacdo g (X) < 0. Portanto, o termo fundamental da andlise de confiabilidade, que

representa a probabilidade de falha de um dado evento aleatorio, é definido como

P =Plg(X) <0] = f £ dx, (30)

8(x)<0

onde f_(x) representa a fun¢do densidade de probabilidade conjunta e a integragdo € reali-
zada sobre a regido de falha. A probabilidade de sucesso, denotada por R, equivale ao valor

complementar de py, isto é,

R=1-p;=P[g(X)>0] = f [y (x)dx.

8(x)>0

A Fig. 16 ilustra o volume da fun¢do densidade de probabilidade, cuja superficie ¢ limitada
pela funcdo de estado limite.

Existem varias dificuldades envolvidas na resolugdo da integral definida na Eq. (30).
Inicialmente, deve-se considerar a possibilidade de que o nimero de varidveis aleatorias
em aplicacOes praticas seja geralmente alto, envolvendo a necessidade de integracdo mul-
tidimensional. Além disso, g (X) pode ser uma funcdo nao-linear e, portanto, o limite de
integracdo também pode ser ndo-linear. Esses fatores tornam a avaliacdo da func¢do de de-
sempenho computacionalmente cara, além do fato de que raramente ha uma solucdo de
forma fechada para a integracdo de probabilidade, como ressaltado por Haldar e Mahade-
van (2000).

Devido ao esforco computacional excessivo requerido para se obter a solugdo da
Eq. (30), um tratamento possivel é usar aproximacoes analiticas de tais integrais, que sdo
mais simples de se calcular. Nos ultimos anos, diversos métodos tém sido propostos, vi-

sando a obtencdo da probabilidade de falha de sistemas através de uma metodologia mais
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Figura 16 - Esquema genérico do célculo da probabilidade de sucesso através da

integracdo da funcdo densidade de probabilidade em g (X) > 0.

Fonte: O autor, 2018.

eficiente, do ponto de vista computacional. A seguir € feita uma revisao dos principais mé-

todos de andlise de confiabilidade da literatura.

4.2 Meétodos de Analise de Confiabilidade

Nesta se¢do, sdo apresentados os aspectos gerais dos principais métodos capazes de
realizar a estimativa da probabilidade de falha de sistemas, considerando possiveis incerte-
zas no modelo matematico. Baseado na classificacdo proposta por Bichon et al. (2007), os
métodos de andlise de confiabilidade foram agrupados em trés categorias distintas: métodos
locais (EL HAMI et al., 2017a), métodos de amostragem (EL HAMI et al., 2017b) e méto-
dos globais (EL HAMI et al., 2017c). Os métodos de confiabilidade de primeira e segunda
ordens (conhecidos na literatura como FORM e SORM, em referéncia aos respectivos acro-
nimos em inglés), que se encaixam na categoria de métodos locais, serdo abordados mais
detalhadamente a frente, uma vez que serdo essenciais no desenvolvimento desta tese.

E importante salientar que, além dos métodos abordados nesta secdo, existem diver-
sos outros que, grosso modo, se tratam de modificacdes daqueles destacados neste trabalho.
Na maior parte dos casos, essas modificagdes visam melhorar o desempenho no cémputo

dos resultados, aumentando a capacidade de obtencdo de solucdes, através do menor custo
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computacional praticivel. Evidentemente, apenas as estratégias principais de cada catego-
ria sdo descritas, de maneira concisa, uma vez que o proposito desta revisao € exibir os tipos
distintos de metodologias para andlise de confiabilidade, suas principais caracteristicas e
vantagens.

4.2.1 Método Local
4.2.1.1 Método de Superficie de Resposta

Em diversas aplicacOes praticas, € possivel que ndo se conheca a forma explicita da
funcdo de desempenho. Como alternativa a isto, o seu comportamento pode ser ajustado,
através da utilizacdo de dados experimentais, por meio de uma funcio polinomial, cuja
simplicidade de manipulacdo e avaliacdo sdo vantagens relevantes. Em geral, métodos de
superficie de resposta trata-se de ferramentas estatisticas e matematicas utilizadas na ex-
ploracdo de relagdes entre varidveis independentes e variiveis de resposta (MYERS et al.,
2016).

O conceito principal na abordagem dos métodos de superficie de resposta aplicados
aos problemas de confiabilidade € o ajuste de pontos discretos que aproximem a func¢do de
estado limite na vizinhanca do ponto mais provavel de falha (TAN et al., 2013). A preci-
sdo dos resultados depende muito da precisdo com que as caracteristicas da funcao de es-
tado limite original sdo aproximadas. Os coeficientes indeterminados do polindmio podem
ser estimados pelo Método de Minimos Quadrados. Em geral, um polindmio de grau dois
¢ suficiente para aproximar solugdes, uma vez que polindmios de ordem superior podem
conduzir a um problema mal-condicionado (MELCHERS, 1999 apud YANG et al., 2015).

A forma mais comum da fungao de superficie de resposta, representada por um po-
lindbmio quadratico sem termos cruzados, ¢ definida como

n n
g(x)= a+ZbJ-xj +chsz. ,
j=1

j=1

onde x ; representa a j-ésima variavel aleatéria,com j = 1, ..., n,tal que n é o numero total
de variaveis do problema, e os termos a, b; e ¢; correspondem as constantes do polindmio a
serem estimadas. Uma vez que a fun¢do de superficie de resposta tenha sido aproximada,
poderia ser calculada a integral da Eq. (30), o que no entanto nio € muito eficiente.
Alternativamente, pode-se utilizar um método de anélise de confiabilidade para o
calculo da probabilidade de falha (como por exemplo o FORM, que serd visto na se¢do sobre
métodos de confiabilidade de primeira e segunda ordens, o qual se baseia no cédlculo do
indice de confiabilidade). O uso de interpolacdo utilizando as informagoes referentes as
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amostras empregadas na obtencdo do polindmio que melhor ajusta a superficie de resposta
pode ser usada para aperfeicoar a capacidade de predi¢cdo do indice de confiabilidade, como
proposto por Bucher e Bourgund (1990) e aplicado por Tan et al. (2013).

4.2.2 Métodos de Amostragem

4.2.2.1 Método de Simulacao de Monte Carlo

Em geral, métodos de amostragem sdo empregados em casos onde deseja-se obter o
resultado de uma classe de problemas com solucdo analitica restrita, quando ndo se pode
aplicar métodos diretos. Além disso, por conta dos requisitos menos rigorosos, no que diz
respeito a sua aplicabilidade em problemas com propriedades complexas, e a caracteristica
de serem facilmente utilizados, o seu uso também torna-se vidvel na obtencdo de solucdes
para funcdes do tipo “caixa-preta”, quando nio se tem informacdes relevantes do compor-
tamento do problema (BJERAGER, 1991).

O método elementar de simulacdo de Monte Carlo, conhecido como método baseado
no indicador zero-um, fundamenta-se na implementacido de uma func¢do indicadora. Seja
x € IR" o vetor de variaveis de decisdo e g : IR" — IR a funcdo de desempenho. A funcio
indicadora bindria, representada por J, (x), € definida como

1, seg(x)<0

I, (x) = (31)

0, seg(x)>0

Portanto, a integral que estima a probabilidade de falha de um evento, dada pela Eq. (30),
pode ser aproximada utilizando a abordagem de Monte Carlo através de

[eo]

Py = f fo (0 dx ~ f 7,(0) /. (x)dx, (32)

g(Xx)<o0 —00

onde f_ (x) representa a funcdo densidade de probabilidade.
Realizando N simulacées sobre o vetor X, a probabilidade de falha p; equivale a
meédia dos valores da amostra, isto é,

N
A 1 i Nf
szﬁégg(x())=ﬁ, (33)

sendo N a quantidade total de amostras testadas nas quais 7, (V) = 1. Levando em conta
avariancia amostral Var [p¢] = pr (1 — pr) /N, amedida da taxa de convergéncia do método
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de Monte Carlo pode ser obtida através do coeficiente de variacdo dado por

V Var [p] 1—p;
CVI[p]l= ~—— =/~ , (34)
L] E [ D] Npy
tal que E[p;] = ps representa o estimador ndo-viesado da probabilidade de falha. De
acordo com El Hami et al. (2017b), para CV [p¢] = 0,1 e probabilidade de falha fixada em
pr = 107, sdo necessarias, aproximadamente, N = 10™*? amostras para uma estimativa

de probabilidade de falha eficiente.

4.2.2.2 Amostragem de Importancia

A ideia fundamental da amostragem de importancia gira em torno de concentrar
a distribuicdo dos pontos amostrais na regido de maior importancia, isto é, na area que
apresenta a maior contribuicdo efetiva para o calculo da probabilidade de falha, ao invés de
propagar as amostras por todo o dominio vidvel de possiveis valores das variéveis de projeto.
Um método capaz de alcangar este proposito foi elaborado por Harbitz (1986). O esquema
conceitual do funcionamento do método € apresentado na Fig. 17.

Uma vez que ndo ocorre falha na regido interna da hiperesfera de raio 8, sugere-se
uma eficiente reducdo na variancia dos dados quando realizada a amostragem apenas na
regido externa a esta hiperesfera. A pratica dessa formulacdo exige que uma nova funcio
densidade de probabilidade seja escolhida, de forma que as amostras s6 sejam avaliadas
na regido de interesse. Nesse contexto, seja fX (x) a funcdo densidade de probabilidade da
varidvel aleatdria X, definida no espago amostral de interesse, isto é, na regido externa a
hiperesfera de raio 8. Considerando a Eq. (32), a probabilidade de falha pode ser estimada

pelo Método de Amostragem de Importancia através da modificagdo estabelecida como

f ]| .
Dr = / lﬂg(X)fX(x)]fX(x)dx.

8Xx)=<o0

Portanto, de maneira anéaloga a Eq. (33), obtém-se a probabilidade de falha através
da amostragem na regido de interesse por

N ®
.1 o Ix ()
br = 2,9 (x") T
N3 Iy (x®)
com N sendo a quantidade de simulagdes realizadas. Obviamente, a precisdo do método
¢ diretamente dependente da escolha de fX (x). Em vista dessa necessidade, diversos au-

tores propuseram maneiras sistematicas de se realizar tal escolha, dentre as quais pode-se
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Figura 17 - Esquema conceitual do Método de Amostragem de
Importancia de Harbitz.

I:' Dominio amostral

A Xé

—

Dominio seguro

g (X I) >0 Dominio de falha

g(X') <0

N
>

Xi

Superficie de estado limite
g(X')=0

Fonte: Adaptado de Haldar e Mahadevan (2000).

destacar os trabalhos de Karamchandani et al. (1989) e Melchers (1989).

4.2.2.3 Amostragem por Hipercubo Latino

O método de Amostragem por Hipercubo Latino é sugerido como uma ferramenta
alternativa para melhorar a eficiéncia de diferentes Métodos de Amostragem de Importan-
cia. Assim como a maioria dos métodos deste tipo, a precisdo desejada para os resultados ¢
absolutamente dependente da quantidade de simulagdes. A abordagem utiliza um esquema
de amostragem estratificada (de maneira que as amostras sio divididas em subgrupos) para
melhorar a cobertura do espago amostral (OLSSON et al., 2003).

A amostragem estratificada realizada pelo método de Hipercubo Latino fornece a
garantia de que todas as 4reas do espaco do projeto estdo representadas. O espaco amostral
¢ dividido em m regides mutuamente exclusivas, denotadas por R,, e amostras aleatorias
de cada regido sdo tomadas com base na distribuicdo atribuida a cada varidvel de entrada
(ZENTNER, 2006 apud ROSHANIAN; EBRAHIMI, 2013). Portanto, a equacio para calcu-
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lar a confiabilidade é

J i=1

m N;
A 13
b= [ PIR] L35, ()
j=1

Nessa estimativa, P [R j] representa a probabilidade calculada na regido R;, N; € o numero
de amostras distribuidas em uma dada regido j e J, (x) € a funcdo indicadora, como definida
na Eq. (31).

4.2.3 Métodos Globais

Os métodos de analise de confiabilidade locais sio amplamente utilizados por conta
da sua eficiéncia e moderado custo computacional. Contudo, podem nio ser tdo eficazes
em casos onde a funcdo a ser aproximada ndo ¢ suficientemente suave na vizinhanca do
ponto mais provavel de falha, ou em casos onde o problema de otimizacdo assume diver-
sas solucdes 6timas (problemas multimodais). Além do que, os resultados obtidos podem
ndo ser tao precisos, uma vez que as aproximacoes da funcio de estado limite apresentam
erros associados ao truncamento da série de Taylor, especialmente quando tais fungdes pos-
suem alto grau de ndo-linearidade. Finalmente, em aplicacdes de engenharia, as fun¢oes
de desempenho sio frequentemente caracterizadas por funcdes de resposta implicitas, que
podem ter custo computacional elevado para avaliagao.

Neste cendrio, uma alternativa que possibilita contornar essas adversidades € a uti-
lizacdo dos métodos de amostragem, que ndo apresentam limitacdes quanto a disposicao
e comportamento da fun¢do de estado limite, tampouco a convergéncia para o ponto mais
provavel de falha. A principal limitacdo desse tipo de método é que, usualmente, necessita-
se de uma grande quantidade de avaliacdes da func¢do, a fim de que seja realizada uma es-
timativa apropriada, o que pode tornar o procedimento impraticavel (no sentido do tempo
necessario), caso o problema a ser resolvido apresente custo elevado de avaliacdo, como
por exemplo quando se obtém os dados amostrais através de métodos de elementos finitos.
Portanto, é necessario um método de andlise de confiabilidade que seja eficiente quando
aplicado a funcdes de desempenho dispendiosas e preciso para uma funcio de resposta de
qualquer forma arbitraria (EL HAMI et al., 2017c).

Considerando essas necessidades, surge uma classe de métodos, denominados glo-
bais, que buscam englobar os conceitos essenciais dos métodos locais e de amostragem,
com a finalidade de evitar os problemas enfrentados pelas técnicas de ambos os tipos. Duas
abordagens tipicas deste tipo de método sdo o Efficient Global Reliability Analysis (EGRA)
(BICHON et al., 2008) e o Active Learning Reliability Method Combining Kriging and Monte
Carlo Simulation (AK-MCS) (ECHARD et al., 2011). Essencialmente, em ambas as técnicas,
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¢ utilizada a metodologia de kriging para construir um metamodelo que melhor aproxime
a funcdo de estado limite original. Em seguida, esse modelo aproximado ¢ utilizado para
calcular a probabilidade de falha através de uma técnica de amostragem. A descri¢do deta-
lhada de ambos pode ser vista nos trabalhos de referéncia e em El Hami et al. (2017c).
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5 METODOS DE CONFIABILIDADE DE PRIMEIRA E SEGUNDA ORDENS

Neste capitulo, sdo apresentados os métodos de confiabilidade de primeira e segunda
ordens, capazes de estimar o indice de confiabilidade de um dado problema. Em seguida, a
abordagem de andlise de confiabilidade inversa é apresentada, a qual destina-se a obter um
resultado que satisfaca os niveis de confiabilidade desejados, diferentemente das demais
estratégias que sdo apresentadas, as quais representam abordagens diretas. Apesar destas
distingdes, todas compartilham de conceitos em comum, que sdo detalhados a seguir.

5.1 Meétodo de Confiabilidade de Primeira Ordem

A classe de Método de Confiabilidade de Primeira Ordem (FORM) sdo baseados na
utilizacdo do primeiro e segundo momentos das varidveis aleatorias, ou seja, os valores da
tendéncia central e da dispersao, para o calculo da confiabilidade. Nessa classe, tem-se os
métodos conhecidos como Mean Value First-order Second-moment (MVFOSM) e Advanced
First-order Second-moment (AFOSM), que sdo os precursores das técnicas de anélise de con-
fiabilidade de primeira ordem. E comum ver o método AFOSM ser referido na literatura
simplesmente como FORM. Na realidade, qualquer método que aproxime a funcdo de es-
tado limite pela expansio de Taylor até o termo de primeira ordem pode ser referido como
FORM. Apesar disso, o constante uso do termo para se referir ao método AFOSM fez com
que se criasse um legado. (CHOI et al., 2007).

5.1.1 Mean Value First-order Second-moment

Considere uma situagcdo em que as tnicas informagdes disponiveis sobre as variaveis
aleatorias sdo seus primeiros e segundos momentos, ou seja, € possivel calcular as médias,
desvios-padrao e coeficientes de correlacido. Sob essas circunstincias, o método MVFOSM
foi originalmente formulado, por Cornell (1969), cujo nome também € referido como First-
order Second-moment (FOSM) na literatura. A sua idealizagio tem como base a abordagem
de interferéncia carga-resisténcia, apresentada na Se¢do 4.1.1. Considere a fun¢do de de-
sempenho definida por Q = g(R, S) = R — S. Assumindo que as varidveis aleatorias
continuas R e S sdo estatisticamente independentes e possuem distribui¢cdo normal, entdo
Q também apresenta distribui¢cdo normal.

Nesse caso, a ocorréncia de falhas se d4 quando a carga ¢ menor do que a resisténcia,
istoé, R < SouQ < 0. O objetivo do método € obter uma estimativa para a probabilidade de
falha, isto €, a probabilidade de Q < 0, o que equivale a p; = P[Q < 0]. Recorrendo a trans-
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formacdo Z = (Q - ,uQ) / o,,onde i, eo, sdoamédia e desvio-padrao de Q, a probabilidade
de ocorréncia de falha pode ser calculada por

U
pr=,(0) = (——Q) , (35)
UQ
onde ®_(z) simboliza a funcdo de distribui¢do acumulada da distribui¢do normal padrdo
(HALDAR; MAHADEVAN, 1995).
Como R e S sdo variaveis aleatdrias estatisticamente independentes, é possivel afir-

mar! que My, = M, — Mg €0, = 4 /o2 + o2. Com isso, a Eq. (35) pode ser reescrita, na forma
pr =@, (=), com

gote_ MK

g , )
Q ). 2
o + O.S

A razdo definida por 8 é conhecida como indice de Cornell. Multiplicando ambos os lados de
B por o, fica claro que esse indice pode ser interpretado como o numero de desvios-padrao,
desde a media 1, até a regido de falha. Quanto mais desvios-padrdo o dominio de falha
estiver longe da média, mais segura serd a aplicacdo. Em outras palavras, quanto maior o
indice de Cornell, menor € a probabilidade de falha. Por outro lado, valores pequenos desse
indice indicam que o dominio da falha estd mais proximo da média, o que implica uma
maior probabilidade de falha.

A generalizacdo dessa ideia ¢ efetuada por meio da aproximacao da fun¢do de estado
limite por expansdo em série de Taylor ao redor da média, como mostrado por Choi et al.
(2007). Nesse contexto, considere a representacdo de uma funcdo de desempenho genera-
lizada, na forma Q = g (X). A expansdo em série de Taylor, em torno da média y_, tem a
forma

(e, 155 T (e ) )

onde Ky, representa a média davariavel aleatéria X;, parai = 1, ..., n,eu = (,qu, s ,an>.
Se a série for truncada apds a expansao do termo linear e a expressdo correspondente for
substituida na Eq. (118), obtém-se uma aproximacao para u o queresultaem p, ~ g (,uX).
No caso da aproximacdo relacionada a variancia, deve-se considerar a relacdo dada
por aé =E [(g X)) - ,uQ>2], que decorre imediatamente da Eq. (119). Novamente, substi-

tuindo g (X) pela aproximacao linear dada pela série de Taylor truncada e, apds algumas

1 A demonstracio destes resultados pode ser consultada em Meyer (1987, pp. 152, 160)
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manipulagdes algébricas, obtém-se

o 3% Cov (X, X)) ,

ro 2 og(u,)og(u,)
O'é ~ Zl -

j=1

onde Cov (X;, X;) representa a covariancia de X; e X, detalhada na Eq. (122). No caso de
variaveis aleatérias ndo-correlacionadas, entdo a variancia resulta em

O indice de Cornell s6 apresenta acuracia toleravel quando as varidveis aleatdrias
que descrevem a funcdo de desempenho tém distribuicdo normal (THOFT-CRISTENSEN;
BAKER, 1982). Além disso, a avaliacdo da confiabilidade linearizando a funcdo de estado
limite ao redor dos valores médios leva a estimativas erroneas para funcoes de desempenho
com alta grau de ndo-linearidade, ou no caso de coeficientes de variacdo elevados. O mé-
todo MVFOSM falha em ser invariante a diferentes formula¢cdes matematicamente equiva-
lentes do mesmo problema. Esta ¢ uma adversidade ndo apenas para formas nio-lineares
de g (X), mas também para certas formulacdes lineares. Esse problema é consequéncia,
possivelmente, do fato de que o MVFOSM ndo utiliza informagdes acerca da distribuicdo
de probabilidade das varidveis aleatorias, quando disponivel, diferentemente do que ocorre
com o0 método que serd apresentado a seguir.

5.1.2 Advanced First-order Second Moment

Na Sec¢do 4.1.2, foram evidenciadas as dificuldades de se computar o resultado da in-
tegral mostrada na Eq. (30), a qual equivale a probabilidade de falha de um evento aleatdrio,
em termos da funcio de desempenho g (X). Nesse sentido, 0 método AFOSM foi proposto,
com a intenc¢do pontual de simplificar o computo dessa integral e obter o valor da proba-
bilidade de falha através de um procedimento menos complexo, superando as dificuldades
relacionadas a esse célculo.

Na tentativa de simplificar o computo da estimativa da probabilidade de falha e tam-
bém evitar as limitacoes presentes no método MVFOSM, apresentadas anteriormente, Ha-
sofer e Lind (1974) idealizaram o AFOSM. Os autores propuseram um mapeamento linear
das varidveis aleatorias com distribuicdo normal em um conjunto de varidveis normalizadas
e independentes. O método segue trés etapas fundamentais: (i) transformacao da variavel
aleatoria X de seu espaco original em um problema equivalente no espaco normal padrdo
U, (ii) simplificagdo do integrando f_ (x) e dos limites de integracao da Eq. (30) e (iii) esti-

mativa da probabilidade de falha correspondente a funcdo de estado limite aproximada no
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espaco U (BJERAGER, 1991). Seguindo a tendéncia da literatura, desse ponto em diante a

metodologia a ser apresentada serd designada como FORM.

5.1.2.1 Transformacdo de Varidveis

Na primeira etapa do algoritmo, o procedimento de transformar as varidveis aleato-
rias do problema original em um novo problema similar, com varidveis no espago normal
padrio (espaco U), sem qualquer perda de precisdo, ocorre através da chamada transforma-
¢do de Rosenblatt (ROSENBLATT, 1952). Seja F, (x) a funcdo de distribui¢do acumulada

da variavel aleatoria X, entdo a transformacdo € expressa por
u=o"(F_(x)), (36)

onde @ representa a funcdo de distribuicdo acumulada da distribuicdo normal padrdo. Trans-
formacdes deste tipo sdo sempre possiveis para variaveis aleatérias continuas. Na verdade,
o numero de transformacdes possiveis € infinito, como apontado por Bjerager (1991). Uma
transformacdo particularmente simples pode ser usada quando as variaveis aleatorias sdo
mutuamente independentes. Remetendo a Se¢do B.5.1, cada varidvel pode ser transfor-
mada, considerando X ~ NV (i, o), por meio de

-1 x_MX
o )

Portanto, uma possivel transformagéo € estabelecida pela relagdo x = u_ + o u. A Fig. 18

ilustra essa transformac¢do, mostrando ambas as funcdes de distribuicio acumulada no mesmo
conjunto de eixos.

Com base na transformacdo da Eq. (37), a média da variavel aleatoria original X ¢
mapeada na origem do espaco normal padrdo U. Além disso, a fun¢do de estado limite ori-
ginal g (X) = 0 ¢ mapeada para o espaco U, passando a ser representada por G (U) = 0.
Ap0s esta transformacio, a probabilidade de falha mostrada na Eq. (30) passa a ser calcu-

lada, de forma equivalente, através da expressao

pr = P[G(U) < 0] = f & (u)du (38)

G(U)<0

onde ¢ (u) denota a funclo densidade de probabilidade conjunta da distribuicdo normal
padrdo. E importante notar que a transformacdo conserva a probabilidade e, portanto, este
procedimento nao insere qualquer tipo de erro adicional ao célculo da probabilidade de
falha.
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Figura 18 - Transformacao da variavel aleatdria X para o espaco normal padrio
U.

Fx (z), ®(u)t

0
Fonte: Adaptado de Bjerager (1991).

5.1.2.2 Simplificacdo do Integrando e dos Limites de Integragdo

Como todas as variaveis aleatorias sdo independentes, o produto das funcdes densi-
dade de probabilidade individuais corresponde a funcdo densidade de probabilidade con-

junta (DU, 2005). Com base nessa afirmacao,

p =] Z=exp(-5ut) (9)
i=1 T
e calcular a probabilidade de falha, por meio da integracdo da Eq. (38), é equivalente a obter
a integral
1 lwe 5
Ds = —exp(—> Zui du . (40)
V27 i=1
G(U)<0

Ap0s as transformacdes, a formulagdo matemadtica da funcido de desempenho sofre varia-
coes. Naturalmente, a sua representacio passa a ser feita por G (U), representando a funcdo
de desempenho apo6s a transformacdo de varidveis para o espaco normal padrao.

Na segunda etapa do FORM, os limites de integracdo também devem ser simplifica-
dos, complementarmente as mudancas realizadas no integrando da expressdo responsavel
pelo célculo da probabilidade de falha. Como ja foi mencionado, a denomina¢do do FORM
¢ justificada pelo fato de que a funcio de desempenho é simplificada através de série de

Taylor de primeira ordem, isto é, G (u) ~ L (), onde a aproximacao linear é dada por

oG (u*)
Uu:

> (w; —ur) . (41)

Lu)=Gu)+)
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Por meio dessa formulacio, manifesta-se uma questdo importante: ao redor de que ponto
a série de Taylor deve ser expandida, isto €, qual é o valor 6timo para u*?

Diferentemente da transformacao realizada no primeiro passo do método, a aproxi-
macao da funcdo de desempenho incorpora determinados erros ao cdlculo da probabilidade
de falha. Truncar a série de Taylor apds a expansdo do termo linear pode representar uma
diferenca significativa na estimativa dessa probabilidade. Em contrapartida, a utilizacdo de
aproximacdes de ordem superior pode refletir no aumento do custo computacional, mesmo
que isso signifique a obtencdo de resultados mais consistentes. Em vista deste cenario, o mé-
todo FORM tem o objetivo de simplificar os cdlculos, propiciando um balanco entre custo
computacional e precisdo. No caso de uma aproximacao linear, a minimizacao da perda de
precisio ocorre quando a expansdo da série de Taylor € realizada ao redor do ponto que pos-
sui a maior densidade de probabilidade, ou seja, o valor maximo do integrando na Eq. (40).
O ponto que apresenta o valor maximo da funcio densidade de probabilidade, sobre a fun-
cdo de estado limite, € chamado de ponto mais provdvel de falha e representado como

argmax ¢ (u)
ut = u , (42)

Sujeitoa G (u) =0

com ¢ (u) dado pela Eq. (39).
Assim, o problema de se obter o ponto mais provavel de falha da Eq. (42) € equiva-
lente a minimizar o somatdrio do argumento da fun¢do exponencial, cujo problema equi-

valente pode ser reescrito como

argmin D (u)
u' = u , (43)

Sujeitoa G (u) =0

onde D (u) = ||lu||. Na literatura, esta abordagem é conhecida como RIA (Reliability In-
dex Approach) (NIKOLAIDIS; BURDISSO, 1988). Portanto, o uso do FORM (e também do
SORM, como serd visto na Secdo 5.2) essencialmente substitui uma integracdo multidimen-
sional por um problema de otimizagdo matemadtica para encontrar o ponto mais provavel
de falha. Como o valor da fun¢do densidade de probabilidade ¢ (u) diminui rapidamente
a medida que u se afasta da origem, é natural que a principal contribuicio na integral da
Eq. (40) seja de valores proximos a origem (BJERAGER, 1991). A menor distancia, da ori-
gem até o ponto mais provavel de falha, representada por § = ||u*||, é conhecida como

indice de confiabilidade. A Fig. 19 mostra um esquema desta simplificacio.
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Figura 19 - Obtenc¢ao do ponto mais provavel de falha (u*) no FORM.

arg max ¢ (u)
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Fonte: O autor, 2019.

5.1.2.3 Obtencio do Ponto Mais Provavel de Falha

O problema de otimizacdo apresentado na Eq. (43) foi resolvido, de forma genérica,
por Shinozuka (1983). Para a obtenc¢ado dos resultados, foi aplicado o método dos multipli-
cados de Lagrange, que permite encontrar pontos extremos de funcoes, sujeitas a restricoes.
Os resultados sdo calculados por meio da constru¢do de uma func¢ao auxiliar A (u, 1), que

tem a forma
Au, ))=Vu'u+1G (u) ,

tal que A representa o multiplicador de Lagrange. Se D (u°) representa um ponto de ma-
ximo para o problema original, entdo existe um multiplicador de Lagrange, tal que (u°, 1°)
¢ um ponto estaciondrio para a funcdo A (u, 1), isto é, existe um ponto para o qual as deri-
vadas parciais de A (u, 4) sdo iguais a zero.

Portanto, procedendo com dA (u, 1) /ou = 0 e dA(u, 1) /oA = 0, obtém-se um
sistema com n + 1 equagoes e n + 1 incégnitas, da forma

"
D (u)
G(u)=0

+A VG|, =0
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Observe que a segunda equacdo deste sistema corresponde a restricao do problema de oti-
mizacdo original, mostrado na Eq. (43). Entdo, para se obter o valor do multiplicador de
Lagrange, note que

u=-1D(u) VG|, . (44)
Multiplicando ambos os lados da Eq. (44) por u”, tem-se
u'u =-u"Du) VG|, ,
cujo lado esquerdo pode ser representado como u'u = (D (u))z, resultando em
D(u) = -Au' VG|, . (45)
Tomando u® na Eq. (44) e substituindo o termo resultante na Eq. (45), obtém-se
T
D(u) = -4 (—w(u)(vc;|u) )vc|u : (46)

Nestas condigdes, é conveniente dividir a Eq. (46) por D (u) e, através do agrupamento dos

termos semelhantes, o problema reduz-se a
T
1=22(VG|,) VG|, ,

de onde o multiplicador de Lagrange pode ser obtido, o qual resulta em
1= = (47)

Jve e,

De posse do resultado do multiplicador de Lagrange, € possivel obter uma expressao

para o indice de confiabilidade. Quando 4 assume o valor dado pela Eq. (47), a restricdo
do problema definido pela Eq. (43) é satisfeita e, portanto, D (u) = D (u*). Com isso, se a
solucdo obtida para o multiplicador de Lagrange, expressa pela Eq. (47), for substituida no
termo correspondente da Eq. (45), tem-se que

(@) VG,
=E
V(val,.)' val,

Analogamente, a solucio pode ser expressa em termos de u*. Para tanto, basta substituir o

B
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valor de A na Eq. (44), obtendo
3 D (u*) VG|,
- .
V(val,.) val,

Como foi mostrado na Secdo 5.1.1, a probabilidade de falha pode ser estimada atra-

*

(48)

vés de p;y = ®(—p). De acordo com a Eq. (48), o ponto mais provavel de falha pode ser

representado como u* = —fa, com as direcdes de busca dadas por
VG
a= VOl : (49)
VG

Neste caso, a dire¢do do gradiente é perpendicular a aproximacao linear da funcdo de estado
limite no ponto mais provavel de falha. Analisando os resultados obtidos, fica claro que
a construcdo dos termos resultantes evidencia a possibilidade de computo dos resultados

através de uma estratégia de recorréncia.

5.1.2.4 Algoritmo do Método de Rackwitz

A metodologia para obtencdo do ponto mais provavel de falha baseia-se no pro-
cedimento iterativo de construcdes sucessivas de aproximagdes lineares da funcio de es-
tado limite. Uma das primeiras técnicas de recorréncia com este objetivo foi proposta por
Rackwitz (1976). Ela baseia-se na estimativa sucessiva de dire¢des de busca, para cada novo
indice de confiabilidade calculado. A fim de oferecer uma visao mais ampla sobre o assunto,
0s passos principais desta rotina estao listados abaixo (RACKWITZ, 1976 apud HALDAR;
MAHADEVAN, 1995):

1. Defina uma estimativa inicial x©' para o ponto mais provével de falha e proceda com
a transformacio da Eq. (37). Através de u® calcule B e defina k = 1;

2. Calcule o gradiente da fun¢@o de desempenho no espaco normal padrio, avaliado em
u(k);

3. Calcule a dire¢do de busca a'® para a estimativa u®¥), como mostrado na Eq. (49);
4. Obtenha um novo ponto x*) em termos de B®, através de x* = u— a®g B®;

5. Substitua a expressdo de x(, obtida no passo anterior, na funcio de estado limite
original g (x) = 0 e resolva para S,

6. Utilizando o valor do indice de confiabilidade computado no passo anterior, calcule
uma nova estimativa para o ponto mais provével de falha, com u*+9 = —g®)g®;



100

7. Faca k = k + 1 e repita os passos 2-6 até que o algoritmo convirja.

Pela andlise do procedimento apresentado, fica claro que o Método de Rackwitz re-
quer o cédlculo da raiz de g (x) = 0 a cada iteracdo k (observe o quinto passo do algoritmo
apresentado acima). A incorporacdo de dois problemas de otimizacdo, com resultados de-
pendentes entre si, pode significar um aumento expressivo na quantidade de operacdes
totais do método, cuja andlise depende de diversos fatores, como a técnica adotada para
obtencdo de raizes, os parametros de controle escolhidos, a necessidade adicional de cal-
culo de derivadas e o comportamento da fun¢do de desempenho envolvida no problema.
Em vista desta adversidade, Rackwitz e Fiessler (1978) propuseram um novo método para
o célculo da probabilidade de falha, conhecido como Método de Hasofer-Lind-Rackwitz-
Fiessler (HL-RF), por se tratar de uma extensdo dos conceitos estabelecidos por Hasofer e
Lind (1974).

5.1.2.5 Descricdo do Método de Hasofer-Lind-Rackwitz-Fiessler

A ideia fundamental do Método de Hasofer-Lind-Rackwitz-Fiessler baseia-se na ob-
tencdo de aproximacdes sucessivas da fun¢do de estado limite, por meio de série de Taylor
expandida até o termo de primeira ordem. Na notacao vetorial, a relacdo de recorréncia que

aproxima a funcdo de estado limite através de uma reta é dada por
G (u* ) = G (u®) + (VG| ) (u®+) — u®) . (50)

Se, para um dado k, o ponto u*+Y satisfaz a restricdo do problema apresentado na Eq. (43),
isso significa que G (u*+V) = 0.
Dividindo a Eq. (50) por || VG|, || e introduzindo a direcao de busca, definida na

Eq. (49), o termo recorrente da aproximacdo linear assume a forma

G (u®)

" 7 4 (a®) () — ) =0,
VG|l (a®) ( )

tal que, com a expansdo dos termos apropriados, a igualdade pode ser reescrita como

G (u®)

AT (a®) u®D — (q) y® = o
[Van) (@) v - (@) wb =0,

o que equivale a fazer

G (u®)

u+ g0 = (g g0 - 2" 7
( ) () VGl

(51)
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Quando k — oo, espera-se que D (u*+V) = B represente o indice de confiabili-
dade que satisfaz G (u**V) = 0. Assim como no método de Rackwitz, vale a relagdo de
recorréncia dada por u**V = —gMa® e, consequentemente, pode-se tomar a igualdade
e = — (u("“))T a®. Substituindo o indice de confiabilidade no termo correspondente da
Eq. (51), chega-se a

G (u®)

T
B = — (u®) q® 4 2
VG|l

Portanto, através desta igualdade torna-se capaz de calcular o indice de confiabilidade ite-
rativamente. No inicio do processo, o algoritmo exige a entrada de uma estimativa inicial
u©®. Haja vista que, na primeira etapa do FORM, a média da variavel aleatoria original X
é mapeada na origem do espaco normal padrdo U, é conveniente escolher u® = 0, o que
equivale a tomar x© = K. . Mais detalhes podem ser vistos em Lemaire et al. (2010).

Além disso, existem trés possibilidades distintas, relacionadas aos critérios de pa-
rada do algoritmo: a norma euclidiana da diferenca entre duas estimativas do ponto mais
provavel de falha sucessivas, ou de dois vetores gradiente, além da diferenca absoluta entre
duas estimativas sucessivas para o indice de confiabilidade. O algoritmo termina o pro-
cesso iterativo quando um desses critérios ¢ menor do que um numero ¢ suficientemente
pequeno. A Fig. 20 mostra o fluxograma de uma possivel implementacdo para o Método de
Hasofer-Lind-Rackwitz-Fiessler.

Ao fim do processo iterativo, é obtido o indice de confiabilidade—e consequente-
mente o ponto mais provavel de falha—que, para a obtencdo da probabilidade de falha,
deve-se computar p; = ® (—f). Analisando o processo iterativo, é possivel observar que a
operacdo dominante, no que diz respeito a complexidade do algoritmo, € o calculo do ve-
tor gradiente. Apesar disso, esta rotina ainda apresenta desempenho superior ao algoritmo
proposto por Rackwitz (1976), apresentado anteriormente, uma vez que o processo iterativo
¢ livre do célculo de raizes.

Dependendo do comportamento da funcdo de desempenho do problema, estimar a
probabilidade de falha com o FORM pode resultar em valores nio tdo precisos. Por razdes
obvias, substituir a avaliagdo de uma funcio de desempenho altamente ndo-linear por uma
aproximacao linear pode ser determinante para uma estimativa excessivamente conserva-
dora ou audaciosa da probabilidade de falha. Nesses casos, considerar a utilizacdo de um
método de segunda ordem, como serd descrito mais a frente, pode ser uma alternativa apro-
priada. Outra deficiéncia do método proposto por Hasofer e Lind (1974) é a necessidade de
que todas as varidveis aleatdrias devem ter distribuicdo normal. Desconsiderar esse fato e
aplicar o método para varidveis aleatérias com outros tipos de distribuicdo também pode
ocasionar erros significativos. Portanto, antes de apresentar o método de aproximacao de
segunda ordem, ¢é preciso detalhar algumas alternativas para evitar erros causados por essa
particularidade, que serdo apresentados a seguir.
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Figura 20 - Fluxograma do Método de Hasofer-Lind-Rackwitz-Fiessler.
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Fonte: O autor, 2019.

5.1.2.6 Aplicacdo do FORM em Variaveis Aleatdrias com Outros Tipos de Distribuicao

Em muitos problemas de engenharia, o modelo adequado pode ser composto por
variaveis aleatorias que, por vezes, ndo apresentam distribuicdo normal. Em uma situa-
cdo onde, pelo menos, uma das varidveis aleatdrias apresente esta caracteristica, torna-se
necessario transforma-las em variaveis com distribuicdo normal equivalente, no caso em
que essas informacdes sejam aplicadas na estimativa da probabilidade de falha de um sis-
tema utilizando o FORM. Em geral, uma transformacéo exata, do tipo z = ®~! (Fy (x)),
onde ®~! representa a funcdo inversa da func¢io de distribui¢io acumulada da distribuicio
normal padrdo e Fy (x) denota a funcdo de distribuicdo acumulada de uma distribuicdo
arbitraria, pode significar dificuldades computacionais proibitivas.

Em vista desta limitacdo, Rackwitz e Fiessler (1978) propuseram uma alternativa
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para substituir varidveis aleatorias, que sigam uma distribuicdo qualquer, por uma distri-
buicdo normal. Como uma variavel aleatéria com distribuicdo normal pode ser descrita,
de maneira Unica, utilizando apenas as suas informacdes sobre a média e desvio-padrdo, a
substituicdo proposta € baseada na condicdo de que as fun¢ées densidade de probabilidade e
funcoes de distribuicdo acumulada da varidvel real e daquela com distribuicdo normal equi-
valente devem ser iguais, mas apenas em alguns pontos de interesse x;, talque i = 1, ..., Kk,
onde k representa o nimero de variaveis aleatorias com distribuicdo diferente da distribui-
¢do normal.

Em um primeiro caso, essa condi¢do corresponde a escolher ,ug e 02 de tal forma

que

* _ N
@ (#) =F, (x) . (52)
onde ® simboliza a funcio de distribuicdo acumulada da distribuicio normal padrio, o
sobrescrito “N” denota que a média e desvio-padriao correspondentes sdo relacionados a
varidvel aleatoria com distribui¢do normal, e F, representa a fun¢ao de distribuigdo acu-
mulada da varidvel aleatéria X. Assim, a Eq. (52) representa a igualdade das funcoes de
distribuicdo acumulada no ponto de interesse x;. Considerando a propriedade da Eq. (116)

e aplicando o operador diferencial em ambos os lados da Eq. (52), tem-se que

X[ = Ky,
GiNgb( ol l) =7 (x7) - (53)

i

ondege f (xl*) representam a fun¢do densidade de probabilidade da distribuicdo normal
padrdo equivalente e da distribuicao original, respectivamente.

Considerando a transformagdo mostrada na Eq. (36) e realizando as operacoes ade-
quadas na Eq. (53), a fim de que seja explicitado o termo ag, o desvio-padrdo da distribuicdo

equivalente pode ser calculado como

L 8@ (R, ()
T &9

Por sua vez, se o termo da média for explicitado na Eq. (52), tem-se que
N=x—@(F_(x))oN (55)
luxi i X; i X; °?

a qual depende do valor de o¥.
Portanto, tendo determinado a média e o desvio-padrao da distribui¢do normal equi-
valente através das Egs. (55) e (54), respectivamente, pode-se calcular o indice de confiabi-

lidade por meio da metodologia apresentada na Secao 5.1.2, para variaveis aleatorias com
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distribuicao diferente da distribuicdo normal. No caso do algoritmo mostrado na Fig. 20,
por exemplo, o valor obtido para cada u;, calculado durante o processo iterativo, ¢ utilizado
para recuperar o valor da sua variavel original, através de x; = K, + 0, u; e em seguida, a
meédia e desvio-padrio correspondentes, com distribuicio normal, podem ser obtidos pelas
Egs. (55) e (54), respectivamente.

5.2 Método de Confiabilidade de Segunda Ordem

O primeiro estudo envolvendo aproximagdes de segunda ordem foi realizado por Fi-
essler et al. (1979), onde alguns resultados da teoria estatistica de formas quadraticas de va-
ridveis com distribuicdo normal foram usados para calcular estimativas melhoradas da pro-
babilidade de falha. Apesar disso, a autoria do Método de Confiabilidade de Segunda Ordem
(SORM) pode ser atribuida a Karl Breitung, que estabeleceu os conceitos da aproximacao
de segunda ordem através da realizacdo de uma série de estudos relacionados (BREITUNG,
1984; BREITUNG; HOHENBICHLER, 1989; BREITUNG, 1989). A seguir, 0o método SORM
¢ descrito e, em seguida, sdo apresentadas as etapas principais para implementagdo do seu
algoritmo.

A Fig. 21 ilustra a motivacdo de se estabelecer uma aproximacdo quadratica para o
calculo de probabilidades de falha. A drea sombreada representa a regido de falha, corres-
pondente a integral na Eq. (40). De fato, tanto a funcdo de estado limite original quanto
ambas as aproximacdes apresentam o mesmo ponto de maximo para u*. Apesar disso, ob-
serve as reas tracejada e pontilhada, que representam as regides de falha complementares
a drea delimitada por G (u) = 0, determinadas pelas aproximagoes de primeira e segunda
ordens, respectivamente. Essas duas 4reas podem ser compreendidas, em analogia, como
o erro cometido no cédlculo da probabilidade de falha, realizado utilizando cada um desses
tipos de aproximacgdo. Note que o FORM ignora a curvatura da fun¢do de estado limite, o
que acarreta um erro de aproximag¢do mais acentuado.

Portanto, a curvatura da funcio de estado limite, a qual é aproximada ao redor do
ponto mais provavel de falha, € determinante para a obtencio de solucées mais acuradas.
Nesse sentido, considere a aproximacdo da func¢do de estado limite por meio da série de

Taylor de segunda ordem, definida como

= 0G (u¥) 3%G (u*
Q(u) =G ")+ Z aiu ; Z Z ” éu ) (u, u)(u; — up). (56)
i=1 l i=1 j=1

Como a curvatura esté relacionada as derivadas de segunda ordem, € coerente truncar a
série de Taylor apos a expansdo dos termos quadraticos. Neste caso, u também sofrerd a
transformacdo de varidveis para o espago normal padrdo, apresentada na Secdo 5.1.
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Figura 21 - Erros relacionados as aproximagoes de primeira e
segunda ordens.
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Regiao de falha
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Fonte: O autor, 2019.

Inicialmente, considere a aproximacio de primeira ordem, dada na Eq. (41). Pela
definicdo do problema de obtencao do ponto mais provavel de falha, sabe-se que G (u*) = 0
(ver Eq. (43)). Por sua vez, o indice de confiabilidade pode ser expresso por = a'u*,
com a sendo a dire¢cdo de busca, no sentido oposto ao que ¢ definido na Eq. (49). Portanto,
a linearizacdo da funcio de desempenho através da aproximagdo por série de Taylor, em
notacao vetorial, pode ser representada por

L(u)=||VG

(B—au) .

u*
Considerando esta representacdo da aproximacao de primeira ordem da funcio de desem-
penho ao redor do ponto mais provavel de falha, a Eq. (56) pode ser reescrita, também de
forma vetorial, como

1 T
———— (u—u*) VG| (u—-u")|, (57)
2|IVG|,.|l l“

Q(u) = [| VG|l (5 —a'u+
onde V2G|u* representa a matriz Hessiana.

Para que a Eq. (57) possa ser simplificada, o sistema de coordenadas deve ser rotado,
de forma que uma das componentes passe pela origem e pelo ponto mais provavel de fa-
lha, isto é, uma das componentes deve coincidir com o vetor a. Habitualmente, a ultima

componente € selecionada para este proposito. Portanto, considere a rotacdo do sistema de

coordenadas, dada por y = Ru, onde y sdo as coordenadas de u no sistema de coordenadas
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resultante da transformacdo e R ¢ uma matriz quadrada ortonormal, cuja n-ésima linha ¢
constituida pelo vetor a® (DER KIUREGHIAN, 2004).

De acordo com Haldar e Mahadevan (2000), esta matriz de transformacdo pode
ser obtida através do conhecido processo de Gram-Schmidt. Em linhas gerais, primeiro

constréi-se uma matriz P, cujas n — 1 primeiras linhas formam a base canodnica e a ultima

o vetor a’,
| 1 0 O 0 |
e
(41 Gy Q3 e Ay
As linhas de P sdo denotadas por p,, ..., p,. O objetivo é converté-la em uma matriz R,
com linhas representadas por r,, ..., r,, ortogonais entre si e em relacdo ao vetor a. Com

isso, pode-se estabelecer que as n-ésimas linhas de R e P devem ser iguais, isto €, r, = p_

e,parak =n—1, ..., 1, as demais linhas de R sdo computadas por
n T
_ FiPy
Yk = Py — Z Tt
j=k+1 FjT;

Como R tem a necessidade de ser ortonormal, deve-se normalizar cada uma das linhas apos
a construgdo da matriz.

Do procedimento de rotacio, sabe-se que u = R'y, por conta da propriedade que
garante que, em relacdo as matrizes de rotacdo, R'R = I, sendo que I representa a ma-
triz identidade. Portanto, substituindo esta relacdo na Eq. (57) e definindo que Q(y) =

Q (RT y) / ” VG|gry||, a aproximacao quadratica da funcao de desempenho toma a forma

o) =g-d" (RTy) + W (RTy - RTy*>T VG, (RTy - RTy*) , (59)
RTy*

A Eq. (59) ainda pode ser simplificada, tomando-se a matriz

RVG|,. R
A= ———— (60)
| VGlgry

e recorrendo ao fato de que y, = a’ (RTy), uma vez que a n-ésima coordenada de y cor-
responde a direcdo de busca do ponto mais provavel de falha. Portanto, a aproximacao da
funcdo de desempenho da Eq. (59) pode ser reescrita como

0 =~y +5W-yVAG-¥). (61)
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A referida rotacgdo, representada pela transformacdo y = Ru, posiciona o ponto mais
provavel de falha sobre a n-ésima coordenada de y, fazendo com que y* = (0, ..., ), como
pode ser visto na Fig. 22. Além disso, ela também garante que a ultima linha e coluna da
matriz A contenha apenas zeros. Note que, como y* € composto apenas por zeros, exceto
na sua ultima coordenada, as operagdes que envolvem os seus elementos ndo tém qualquer
contribuicdo para o cdlculo da aproximag¢do, uma vez que a matriz A contém apenas zeros
na ultima linha e coluna. Portanto, o seu uso na Eq. (62) pode ser omitido sem qualquer
perda (DER KIUREGHIAN, 2004).

Figura 22 - Procedimento de rotacdo dos eixos no SORM, para um
problema no plano.

AU
* Y1
| G(u)<0
K G(u)>0 .

Yy = (0, B)
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Il G(u)=0

TN Uy

Fonte: O autor, 2019.

Considerando estes fatos, pode-se definir uma nova matriz A, composta pelas n — 1
primeiras linhas e colunas de A e um novo vetor ¥, também formado pelos n — 1 primeiros
elementos de y, fazendo com que a Eq. (61) possa ser reescrita como

0(y)=f =y, +57AF. (62)

Por fim, considere uma nova rotacdo dos eixos, ao redor de y,, definida pela trans-
formacdo v = Py, onde P é uma matriz ortonormal, com dimensdo (n — 1) X (n — 1). Nova-
mente, pode-se afirmar que § = P'v, o que possibilita escrever y'A.y = v"PA_P"v. Com
isso, se as colunas de P' forem uma base ortonormal de autovalores da matriz A, a expres-
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sio PA.P" diagonaliza A,. Segundo Der Kiureghian (2004), a Eq. (62) pode ser reescrita
como

n—1
Q (PTv, yn) =B—-y,+ % ; KU? (63)

onde x; representa os n — 1 autovalores de A.. A solucio da equacdo Q = O representa
um hiperparaboldéide cujas curvaturas principais sdo dadas pelos autovalores de A.. Estes
valores, portanto, sdo aplicados na solucdo obtida por Breitung (1984), que determina uma
forma simples de se computar a aproximacao de segunda ordem, considerando a curvatura
da funcdo de desempenho ao redor do ponto mais provavel de falha, através de

prrepa+sn™ . (64)

Em vista da metodologia apresentada, fica claro que o SORM ndo é caracterizado
por um procedimento iterativo, diferentemente do FORM. Ao invés disto, o SORM pode
ser visto como um método corretor, relacionado a estimativa do indice de confiabilidade
B, calculado previamente por qualquer outro método de analise de confiabilidade. Obvia-
mente, o custo de se computar a matriz de derivadas de segunda ordem ¢ muito maior do
que o computo do vetor gradiente no FORM. Por outro lado, é natural que o maior esforco
computacional seja revertido em aproximacdes mais precisas no SORM.

Para que o método SORM possa ser mais bem compreendido, serdo sintetizadas
abaixo as suas etapas principais, a partir da obtencdo de uma estimativa para o ponto mais
provavel de falha:

1. A partir da matriz P, dada pela Eq. (58), construir a matriz ortonormal R, com a sua
ultima linha igual ao vetor de direcdo de busca a';

2. Calcular a matriz Hessiana VG, cujas derivadas de segunda ordem devem ser avali-
adas no ponto mais provavel de falha;

3. Definir a matriz A, como na Eq. (60), e remover sua tltima linha e coluna, formando
a matriz A.;

4. Calcular os autovalores x; da matriz A, parai =1, ..., h —1;

5. Obter a probabilidade de falha através da Eq. (64), fazendo uso das curvaturas princi-
pais x; e do indice de confiabilidade 3 conhecido.

E fato que os métodos FORM e SORM apresentam uma coisa em comum: ambos sao
abordagens diretas, isto é, através de uma estimativa inicial do ponto mais provavel de falha
obtém-se um indice de confiabilidade (e, consequentemente, a probabilidade de falha). Em
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certos casos, pode ser interessante percorrer o caminho inverso, isto é, definir o nivel de
confiabilidade exigido para um dado projeto e, a partir desta informacao, obter o ponto de
projeto que satisfaca tais exigéncias. Mais ainda, pode ser util definir uma faixa de indices
de confiabilidade e obter um conjunto de solucdes para os diferentes niveis de satisfacdo da
probabilidade de falha. Formulacdes deste tipo sdo conhecidas como andlises inversas e a

sua construcdo serd apresentada a seguir.

5.3 Analise de Confiabilidade Inversa

Uma das primeiras abordagens presentes na literatura, que considera uma estratégia
inversa relacionada ao célculo da probabilidade de falha, é o trabalho de Der Kiureghian et
al. (1994), que propuseram um método para determinacido de parametros desconhecidos
das func¢des de desempenho, durante o procedimento de obtencdo de um dado indice de
confiabilidade especifico. Apesar disso, a estratégia de analise de confiabilidade inversa sé
foi estabelecida, de fato, com o estudo de Tu et al. (1999), que desenvolveram a abordagem
PMA (Performance Measure Approach). A diferenca fundamental entre as estratégias RIA
e PMA ¢ a forma com a qual o ponto mais provavel de falha é calculado.

Considere o caso em que a regido de falha, no problema de andlise de confiabili-
dade, € delimitada por g (X) < y, com uma func¢do g (X) altamente nio-linear. Neste caso,
F_ (y) =P[g(X) < y],onde F, representa a fungdo de distribuicdo acumulada. Um indice
de probabilidade generalizado 3, € uma fungdo nédo-crescente de y (observe a Fig. 23), tal

que

F, (1) =@ (=) , (65)

onde @ representa a funcdo de distribuicdo acumulada da distribui¢do normal padriao. No
caso especifico em que a regido de falha ¢ determinada por g(X) < 0, a Eq. (65) toma a
forma

F (0)<®(=h) , (66)

onde S, € um escalar que representa o indice de confiabilidade alvo.
A expressdo da Eq. (66) pode assumir duas formas distintas, levando em conta as
devidas transformacdes inversas, dadas por

B =—-0"'(F_(0) > B (672)
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Figura 23 - Funcdo ndo-decrescente do indice de probabilidade generalizado
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Fonte: O autor, 2019.

y*=F ' (®(-)) >0, (67b)

onde 8 é o indice de confiabilidade e y* ¢ chamada de medida de desempenho probabilistico
alvo. Note que a Eq. (67a) é a forma compacta de

B = —cb-l(f £ (x)dx) :
gX)<0

cuja aproximacdo pode ser calculada utilizando a abordagem de indice de confiabilidade
(RIA), pelo problema definido na Eq. (43), apds realizadas as devidas transformacdes da
variavel aleatéria X para o espaco normal padrdao U.

Por sua vez, a abordagem inversa definida pela Eq. (67b) pode ser compreendida
como a determina¢do quanto a um dado vetor de varidveis de projeto de satisfazer a restricao
probabilistica para uma determinada probabilidade de falha alvo, uma vez que F_' (p;) > 0,
onde p; = @ (—f,) = F,_ (0) € o limite de probabilidade de falha prescrito. Neste caso, dado
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um vetor de varidveis de projeto x, a restricdo probabilistica € satisfeita quando y* > 0, onde

y*=F1 ( f f, () dx) :
gX)<y*

Portanto, na abordagem de medida de desempenho (PMA), o valor da funcido de desem-
penho G (U) deve ser minimizado, enquanto a distancia entre a origem do espaco normal
padrdo e o raio § permanece constante, isto €,

argmin G (u)

Sujeito a ||u|| =

Na abordagem inversa, o ponto mais provavel de falha u* é o ponto tangente do
circulo de raio 8, centrado na origem do espaco normal padrdo U, em relacdo a funcdo
de estado limite G (U) = 0, como pode ser visto na Fig. 24. Sob um outro ponto de vista, 0
problema pode ser interpretado como encontrar o valor minimo de G (U) sobre o perimetro
do circulo de raio 8, fazendo com que o problema, de fato, resuma-se a calcular a direcio
otima de busca a, isto é, o vetor gradiente que aponte para o ponto mais provavel de falha
que satisfaz o indice de confiabilidade f3.

Figura 24 - Esquema de busca do ponto mais provavel de falha na

abordagem PMA.
uz24 G(u)=0
. a=_ VGl
AN | VG|,
\\\ G('U/) <0
G(u) >0 u” = fa
8=

Fonte: O autor, 2019.

Melchers e Beck (2018) apontam algumas diferencas relevantes entre as abordagens
direta e inversa: em geral, € mais facil obter solu¢des de problemas de otimizacdo com fun-
cOes mais complexas e sujeitas a restricdes mais simples do que no cenério oposto. Portanto,
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a abordagem PMA tende a ser mais eficiente e convergir mais rapido do que a RIA uma vez
que, na primeira, apenas o vetor de direcdo precisa ser determinado, visto que o indice de
confiabilidade € constante, o que ¢ uma vantagem no tratamento da restricdo do problema
de minimizacdo para obtencdo do ponto mais provavel de falha. A PMA pode, também,
lidar com uma variedade de distribuicdes de probabilidade sem aumento significativo do
custo computacional (YOUN et al., 2003 apud MELCHERS; BECK, 2018).

5.3.1 Visdo Geral de Métodos para Andlise de Confiabilidade Inversa

Naturalmente, com a consolidacdo desta formulacao, diversos métodos foram pro-
postos, visando a solucdo do problema definido na Eq. (68). Uma das primeiras propostas,
que ganhou destaque por sua eficiéncia e simplicidade, foi 0 AMV (Advanced Mean Value),
sugerida por Wu et al. (1990) e Wu (1994). O método foi originalmente proposto como uma
técnica computacionalmente eficiente para gerar a funcdo de distribuicdo acumulada de
uma funcdo resposta, utilizando uma correcio simples para compensar os erros introduzi-
dos pela aproximacao da série de Taylor utilizada. Mais tarde, o método foi adaptado para
ser aplicado na andlise de confiabilidade.

Todos os conceitos apresentados na Secdo 5.1.2 também sdo validos para a anélise de
confiabilidade inversa. Portanto, inicialmente é preciso realizar a transformacio das varia-
veis aleatorias do problema para o espago normal padrio. A cada iteracdo do método AMYV,
€ preciso obter a direcdo do gradiente normalizado, como na Eq. (49), e uma estimativa do
ponto mais provavel de falha na iteracio k + 1 € calculada por meio de

VGlyuw

(k+1) _— 6
u =p—.
I VGl

(69)
Como p; € constante no decorrer das iteragoes, assume-se que uma aproximacao do vetor
de variaveis de projeto que satisfaz o indice de confiabilidade alvo € suficientemente precisa
quando £ = ||u(k) — u(k‘l)“ < ¢. Alternativamente, pode-se adotar o mesmo critério de
parada, mas considerando o valor de dois vetores gradiente, obtidos consecutivamente.

O método AMV pode apresentar instabilidade e ineficiéncia para fun¢des de desem-
penho ndo-convexas, devido ao uso de informagdes do gradiente, levando a uma conver-
géncia lenta ou podendo até mesmo nio convergir, como apontam Youn et al. (2003). Esta
dificuldade numeérica pode ser resolvida empregando-se um método de busca alternativo,
chamado de CMV (Conjugate Mean Value), que atualiza a direcdo de busca através do uso
combinado do valor do gradiente de trés iteragdes sucessivas. O método CMV modifica a
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direcdo de busca da Eq. (69), fazendo

a(k) + a(k_l) + a(k_z)
||a<k> + ak-D 4 qlk-2)

u(k+1) — . ,

onde a® equivale a Eq. (49), com o gradiente sendo avaliado na aproximagio u®. Pode-

se observar que a direcdo obtida pelo gradiente conjugado é uma soma ponderada de trés
direcoes calculadas em sequéncia. Esta maneira de atualizar a direcdo de busca melhora a
taxa de convergéncia e a estabilidade em relagdo aquela do método AMV para funcdes de
desempenho ndo-convexas.

Apesar disso, os mesmos autores mostram que o calculo da direcdo de busca pelo
gradiente conjugado afeta o desempenho do método CMV nos casos em que a funcdo de
desempenho é convexa, fazendo com que a vantagem de se definir uma nova maneira de
busca para fun¢des ndo convexas privasse o funcionamento ja estabelecido no método AMV
para funcdes convexas. Visando o balanco entre as melhores caracteristicas de ambos, Youn
et al. (2003) idealizaram o método HMV (Hybrid Mean Value). A proposta é que o método
determine, a principio, o tipo da fun¢do de desempenho (concava ou convexa) na vizinhanga
de u®, com base no valor do gradiente das trés iteracdes mais recentes e, entdo, selecione
um dos dois algoritmos, AMV ou CMYV, para o cdlculo da nova estimativa do ponto mais
provavel de falha.

Para a verificacdo do tipo da fungdo de desempenho no ponto avaliado, considere
que 7 = (a® — g®-D)" (D — a®-2). Seja, também, sign a fungo sinal binria. Com
isso, foi proposto um critério que define que se sign (®) > 0, a funcdo ¢ convexa no ponto
avaliado e, portanto, a aproximacdo u**? deve ser obtida por meio do método AMV. Caso
contrario, a funcdo é concava no ponto avaliado e um novo ponto € calculado utilizando
o método CMV. Obviamente, esta verificacdo s6 vale quando k > 2 e, para as primeiras
aproximacoes, deve-se aplicar o método AMV.

O algoritmo interrompe o processo iterativo quando o critério de parada definido
por max (| U+ — ﬁt| , AG, (u*D) | AG, (u**D)) < ¢ ésatisfeito, levando em conta que
B+ = ”u("“)” é o indice de confiabilidade da iteracdo corrente, 3, representa o indice
de confiabilidade alvo (aquele que deseja-se alcangar ao fim das iteracdes), AG, (u**D)
e AG (u(k“)) sdo as diferencas relativa e absoluta do valor da funcdo de desempenho,
avaliadas em duas estimativas sucessivas do ponto mais provavel de falha, respectivamente,
e ¢ ¢ um limiar suficientemente pequeno. A Fig. 25 esquematiza o procedimento descrito
para o Método HMYV, destacando as etapas principais dos Métodos AMV e CMV.

Com o crescimento de aplicacoes que consideravam a analise de confiabilidade no
processo de otimizac¢do, a complexidade dos problemas estudados colocaram a prova os mé-
todos existentes. Neste cendrio, diversos métodos foram propostos, principalmente visando
o aumento da capacidade de convergéncia e reducdo do custo computacional. A seguir, sdo
citadas as principais caracteristicas dos métodos em destaque na literatura. Um dos primei-
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Figura 25 - Fluxograma do Método HMV, destacando as principais etapas do AMV e CMV.
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ros métodos sugeridos, visando evitar as dificuldades enfrentadas no método HMYV, foi o
Enhanced Hybrid Mean Value Method (YOUN et al., 2005a; YOUN et al., 2005b). O método
de anélise de probabilidade adaptativa proposto aproxima o ponto mais provavel de falha,
e entdo refina adaptativamente este resultado, usando o método de minimos quadrados.

Mais tarde, foram propostos uma profusido de métodos que levam em conta os con-
ceitos da teoria do caos. A aplicacdo desses conceitos foi motivada por fendmenos de falha
de convergéncia ocasionados por oscilacdo periddica e bifurcagdes em alguns problemas
ndo-lineares. Inicialmente, Yang (2010) propds o Chaos Control Method, baseado no prin-
cipio do controle do caos. Fundado nesta ideia, Meng et al. (2015) idealizaram uma técnica
empregando o método AMV de forma adaptativa e em conjunto com os conceitos de caos,
chamado de Hybrid Modified Chaos Control Method. Utilizando ideias relativamente seme-
lhantes, Li et al. (2015) propuseram o Adaptive Modified Chaos Control Method.

Seguindo por outra linha, Yi e Zhu (2016) criaram o Step Length Adjustment Method,
baseado no ajuste do comprimento do passo para controlar a convergéncia da sequéncia de
aproximagdes do problema de obtencido do ponto mais provavel de falha, visando aumen-
tar a capacidade de convergéncia do método AMYV, mas preservando as suas caracteristicas,
principalmente relacionadas ao baixo custo computacional. Por sua vez, no Relaxed Mean
Value Method, elaborado por Keshtegar e Lee (2016), um fator de relaxacdo é adaptativa-
mente implementado ao método AMV. Novamente em relagdo aos métodos baseados na
teoria de caos, Keshtegar et al. (2017) relataram que as propostas existentes até aquele mo-
mento eram ineficiente para algumas funcdes de desempenho nédo-lineares. Entdo, os au-
tores sugeriram um método, intitulado Self-adaptive Modified Chaos Control Method, com
base em um fator de controle dinAmico para melhorar a eficiéncia do Hybrid Modified Chaos
Control Method.

O funcionamento do Hybrid Self-adjusted Mean Value Method baseia-se em uma mo-
dificacdo do AMV, levando em conta um tamanho de passo auto-adaptativo, isto é, o tama-
nho do passo para a andlise de confiabilidade ¢ ajustado dinamicamente, com base em uma
funcdo poténcia. A adaptacdo do tamanho de passo funciona em conjunto com uma condi-
cdo suficiente de descida (KESHTEGAR; HAO, 2017). De forma similar, Keshtegar (2017)
elaborou o Modified Mean Value Method, em que o AMV é alterado, de tal forma que o ponto
mais provavel de falha é adaptativamente aproximado utilizando uma direcio de busca com
base em dois valores anteriores da fun¢do de desempenho, além do emprego da ideia de va-
riacdo do tamanho de passo. Retomando a ideia de aplicacido do conceito de caos, Hao et al.
(2017) elaboraram o Enhanced Chaos Control Method, que verifica e atualiza um fator de
controle do algoritmo pelo critério de Wolfe-Powell, a fim de identificar e evitar oscilagdes
periddicas.

Mais tarde, foi criado o Enriched Self-adjusted Mean Value Method, onde uma nova
metodologia foi aplicada para ajustar a dire¢do de busca, com o intuito de controlar a insta-
bilidade e limitar o tamanho do passo para restricées probabilisticas altamente ndo-lineares
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em problemas de andlise de confiabilidade inversa (KESHTEGAR; HAO, 2018b). Com o
mesmo proposito, Keshtegar et al. (2018) estabeleceram o Self-adaptive Conjugate Gradi-
ent Method, visando melhorar a eficiéncia da busca do ponto mais provéavel de falha, com
base em um fator escalar conjugado adaptativo para problemas concavos e convexos alta-
mente ndo-lineares. Com este objetivo, a direcdo de busca conjugada ¢ calculada de forma
adaptativa, usando o valor médio da funcdo de desempenho anterior, com um fator escalar
conjugado limitado.

Ainda visando aperfeigoar o desempenho dos métodos com controle cadtico, Kesh-
tegar e Chakraborty (2018) propuseram uma melhoria ao Chaos Control Method, com o
intuito de favorecer o seu rendimento em problemas de andlise de confiabilidade inversa
mais complexos, cuja proposta foi identificada como Dynamical Accelerated Mean Value-
based Chaos Control Method. Nesta técnica, um fator de controle do caos ¢ ajustado dina-
micamente e o tamanho do passo adaptéavel € calculado usando uma condicao suficiente
de descida. Por outro lado, a utilizacdo dos conceitos de descida rapida (em inglés, steepest
descent) deram origem aos métodos Hybrid Descent Mean Value Method e Limited Descent-
based Mean Value Method, propostos por Keshtegar e Hao (2018a) e Yaseen e Keshtegar
(2018), respectivamente. Ambos se tratam de um aprimoramento do método AMV, modi-
ficando a direcdo de busca do ponto mais provavel de falha. A diferenca é que, no segundo,
o tamanho do passo € limitado, favorecendo a sua convergéncia.

Mais recentemente, Meng e Keshtegar (2019) elaboraram o Adaptive-conjugate Method,
onde o vetor de restri¢des probabilisticas € computado adaptativamente usando o gradiente
conjugado, com um fator escalar conjugado dindmico. Apesar de todas estas propostas,
as técnicas de andlise de confiabilidade, baseadas na abordagem PMA, permanecem em
constante evolucdo, tendo em vista a diversidade de problemas de otimizacdo, dos quais
passou-se a considerar possiveis incertezas. Nesse contexto, o préximo capitulo é destinado
a proposta de uma nova técnica de andlise de confiabilidade inversa, visando a reducio da
quantidade de operacoes necessarias a cada iteracao, até a obtencio do ponto mais provavel
de falha que satisfaga os niveis de confiabilidade estipulados para as restricées probabilisti-
cas. O método € apresentado detalhadamente e, em seguida, sdo resolvidos alguns proble-
mas de benchmark e um problema de engenharia. Os resultados obtidos com a metodologia
proposta sdo comparados com outras técnicas que tém a mesma finalidade.
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6 METODO DE TAMANHO DE PASSO DE SEGUNDA ORDEM ADAPTATIVO

6.1 Motivacao

Devido a simplicidade e relativa eficiéncia, o método AMV e suas variantes dire-
tas (CMV e HMV) sdo comumente usados para obter o ponto de mais provavel falha na
andlise de confiabilidade inversa. No entanto, 0 AMV sofre dificuldades de convergéncia
quando sdo necessarias funcoes de desempenho concavas. Embora o CMV e o HMV funci-
onem satisfatoriamente em algumas fun¢des de desempenho convexas e concavas, quando
as funcdes sdo fortemente ndo-lineares, o processo iterativo pode produzir aproximagoes os-
cilatérias. Para demonstrar esse comportamento, é aplicado o método HMV (que nao sera
descrito aqui, para mais detalhes consulte Youn et al. (2003)) na funcio de desempenho

g(Xy, X,) =X +2X;-20, (70)

com X; ~ NV (10, 52) eX, ~N (12, 5%) mutuamente independentes, quando o indice de
confiabilidade alvo é definido como S, = 2,5.

A Tabela 2 mostra alguns valores da sequéncia de aproximacdes de u® para o ponto
mais provavel de falha, obtidas na direcdo a®, cujo erro estimado é

W = [|ut® — ut-)| (71)

para cada uma das k iteracoes. Nestes resultados, G (u) representa a funcdo de desempenho,
apo6s a transformacdo das varidveis. O valor 6timo conhecido ¢ G (u*) = 50,3098, com
u* = (—1,5207, —1,9843).

A partir de k = 24, as aproximacoes oscilam indefinidamente, com periodo igual a
dois, e ficam presas em um “loop infinito”. Embora o método HMV tente diminuir o com-
portamento oscilatério, combinando vetores de gradiente de trés iteragdes consecutivas, a
convergéncia nio ocorre devido a curvatura excessiva da funcdo de desempenho concava.
Para contornar esse comportamento oscilatorio, pode-se usar mais informacdes sobre a ndo-
linearidade da funcdo desempenho, adotando segundas derivadas para acelerar a conver-
géncia. Libotte et al. (2019¢) modificaram a dire¢do da busca do método AMV usando a
matriz Hessiana da funcdo de desempenho. No entanto, observou-se que a reducdo do nu-
mero de iteragdes ¢ compensada pelo aumento no ntimero de avaliacdes da funcdo de de-
sempenho (necessarias para calcular as derivadas de segunda ordem). Além disso, embora
as vezes a amplitude das oscilagdes diminua, elas nem sempre sdo evitadas.

Yi e Zhu (2016) propuseram um método, com base no steepest descent, denominado
Step Length Adjustment Method (SLA), a fim de evitar esses problemas e preservar a simpli-
cidade do método AMV. A cada iteracdo, o método calcula um novo ponto em duas etapas,
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movendo-se na dire¢do oposta do gradiente, com

k
u; +1) = u(k) - l(k) VGlu(k) (723)
(k+1)
(k+1) _ 1
u - ﬁt (k+1) ’ (72b)
ul™|

onde a segunda etapa garante que o indice de confiabilidade seja (3;, € o tamanho do passo
A® ¢ discutido a seguir.

Tabela 2 - Resultados do processo iterativo do método HMV para a funcdo de
desempenho fornecida pela Eq. (70).

k al al” ul® ul? G (u®) W

0 — — 0,0000 0,0000 51452 —

1 -0,2780 -0,9606 —0,6949 —2,4015 1793,3772 49658,6228
2 —1,0000 0,0000 —=2,5000 0,0000 41491,0630 39697,6858
3 -0,5447 -0,8386 —1,3618 —2,0966 94,3073 41396,7557
4 -0,8525 -0,5228 -—2,1312 -1,3070 1764,2909 1669,9836
5 -0,4027 -0,9153 -1,0067 —2,2883 588,5586 1175,7323
6 -0,8523 -0,5230 -2,1309 -1,3075 1761,1695 1172,6109
7 —-0,4461 -0,8950 -1,1152 -—2,2375 363,8911 1397,2785
8§ -0,8916 —-0,4528 —2,2290 -1,1320 3212,8618 2848,9707
24 -0,8901 -0,4558 —2,2252 -—-1,1394 3137,7987 2761,0616
25 -0,4431 -0,8965 -—1,1079 -—-2,2411 376,7371 2761,0616
26 -0,8901 -0,4558 —2,2252 -—1,1394 3137,7987 2761,0616

27

—0,4431

—0,8965

—1,1079

—2,2411

376,7371

2761,0616

Fonte: O autor, 2019.

Na concepcdo original do steepest descent, o tamanho de passo 6timo ¢ calculado a
cada iteracdo, usando um procedimento de busca linear. No entanto, o SLA adota uma es-
tratégia diferente, em favor do desempenho: 1 é mantido constante ou diminui de acordo
com o seguinte critério. Define-se os parametros A,,,, > 4, > 0, limitando os valores de
A%, ec_ . > 1, um fator de ajuste. Inicialmente, A¥ = A, e de acordo com cada nova
estimativa, se E® > k- onde £® ¢ dado pela Eq. (71), o tamanho do passo é reduzido
através de A&*) = AW /¢ | sempre que A**D > 1,;,. Caso contrario, o tamanho do passo
ndo muda, A&+tD = A®, Pode acontecer que A% seja constante durante todo o processo
iterativo.

Nos problemas de benchmark considerados por Yi e Zhu (2016) usando o SLA, a
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técnica de ajuste do tamanho do passo sempre foi mais eficiente em comparagdo com outras
abordagens, principalmente no nimero necessario de avaliacdes da fun¢do de desempenho
(critério adotado pelos autores para analise de custo computacional). No entanto, supor
que a sequéncia de erros esteja diminuindo estritamente, o que manteria o tamanho de
passo constante, pode ser excessivamente otimista. Portanto, em geral, o tamanho do passo
seria reduzido e pode se tornar muito pequeno, diminuindo a capacidade de convergéncia.
Nesse sentido, existem dois aspectos a serem considerados. Primeiro, o critério de ajuste
do tamanho do passo nio leva significativamente em conta o erro de uma determinada
iteracdo. Segundo, ele também nao usa o valor da funcio de desempenho. Ao aumentar o
tamanho do passo, pode-se diminuir o erro. Particularmente no caso de funcdes altamente
ndo-lineares, avaliar o tamanho do passo a cada iteragdo, utilizando uma boa estratégia,
pode acelerar a convergéncia do método.

Considere novamente o problema definido pela Eq. (68), para g dado pela Eq. (70).
Seguindo as recomendacdes de Yie Zhu (2016), o SLA é executado com 4,,,,, = 0,1, A, = O,
e o coeficiente de ajuste é tomado como Cyn = 2,5 Além disso, o critério de parada ¢ de-
finido como £® < 1073, e a estimativa inicial u® = (0, 0). A Fig. 26a mostra a relacio
entre o tamanho de passo e o erro em cada iteracdo k, até a convergéncia. E possivel sub-
dividir a sequéncia em quatro grupos, delimitados por linhas verticais na Fig. 26a. Para
os trés primeiros grupos, portanto, para a maioria das iteracdes, existe uma relacio direta
entre o tamanho do passo e o erro. Nesse caso, fica claro que manter o tamanho do passo
constante por varios passos iterativos ndo é uma pratica benéfica, pois o erro permanece
praticamente inalterado, evidenciando a dificuldade de explorar o dominio e obter o ponto
minimo. Supde-se que este fendmeno ocorre porque o critério de ajuste do tamanho do
passo ndo permite que o seu valor aumente, independentemente dos valores da funcdo de
desempenho na direcao da busca.

Mesmo que a sequéncia u®® apresente um comportamento agudo em zigue-zague
(veja a Fig. 26b), usual nos métodos do tipo steepest descent, ha apenas uma pequena varia-
cdo de erro entre os valores pertencentes a cada subgrupo analisado (veja a Fig. 26a). Ndo se
pode concluir que o comportamento em zigue-zague do método SLA se deve a manutencio
de um tamanho de passo constante, sempre que a condi¢io E® < £*-D for atendida.

A estratégia adotada para o ajuste do tamanho do passo no método SLA ¢ fortemente
motivada pela reducdo do custo computacional. Em geral, calcular um tamanho de passo
ideal em cada iteracio representa um custo computacional adicional. Apesar disso, o cal-
culo de um tamanho de passo aprimorado em cada iteracio (permitindo que seja maior ou
menor que o da iteracdo anterior) pode levar a uma convergéncia mais acelerada para o
ponto mais provavel de falha.

O objetivo é propor um método para andlise de confiabilidade inversa, capaz de apro-
ximar o ponto mais provavel de falha usando um tamanho de passo adaptavel de segunda
ordem, seguindo a estratégia apresentada por Andrei (2004) em outro contexto, conforme



Figura 26 - Comportamento do método SLA no problema fornecido pela
Eq. (70). Nesta simulacdo, 8; = 2,5.
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(a) Relacdo entre erro £K) e tamanho de passo A%) para cada iteracdo k. As
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(b) Comportamento em zigue-zague da sequéncia u®) (pouco mais de
um quarto da hiperesfera (um circulo) é representado na figura, com
a linha tracejada).

Fonte: O autor, 2019.
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discutido na préxima seco. Os resultados obtidos para problemas de benchmark e de en-

genharia sdo comparados com outras técnicas recentes.

6.2 Calculo do Tamanho de Passo Otimo

Considere o célculo do minimizador u* € R" de G (u), onde G : R" — R é uma
funcdo de desempenho continua e duplamente diferenciavel, sem restri¢cdes, construindo
uma sequéncia minimizadora u®, por uma modificacio do método steepest descent, em que
as dire¢des de busca sdo dadas pelo gradiente na aproximacao atual, d® = (VG|u(k,)T, ea

relacdo de recorréncia
uk+) = y® _ 7o g® (73)

define a sequéncia que, espera-se, aproxima u* quando k — oo (veja a Fig. 27a). Nesta rela-
cdo, 7™ representa o tamanho do passo na k-ésima iteracdo e é definido por um problema
de minimizacao restrito (em vez do problema irrestrito que o steepest descent normalmente
adota)

™ = argmin G (u(k) - td(k)) , (74)

0<t<i®

com f® definido como segue.

Inicialmente, f© = 1. Dada uma estimativa inicial u®, a Eq. (73) permite calcular
u®. Utiliza-se aproximacdes de segunda ordem de G, (t) = G (u(k) — td(k)), a restricdo de
G para a busca linear, a fim de definir f®. Considerando a formula de Taylor em torno de
t =0, tem-se que

G () =G (u®) —t (d(k>>T a® 4 %tz (d(k))T (V2G|Zz) a®

com z, € [u(k), u® — td(k)]. Estas aproximacdes sdo utilizadas de duas maneiras, cons-

truindo um polindmio de segundo grau aproximando
(N o (0T 40 Lo 0\ (o @)
r©=06u®)-t(a?) a+52(a%) (vio|,,)d", (75)
e uma aproximacdo de G,_, (t*=9) = G (u®), dada por
0 ~r (3 (k=D _ k=1 (g&D\" gk 1o g1y ( g0e-DY" (k=1)
G (u®) ~ G (utV) =760 (d*7V) @ 4 2 (240) (a“7Y) (V6| )d V. (76)

onde, em cada caso, substitui-se g, por uma extremidade diferente.
Uma possibilidade de estabelecer o tamanho do passo seria encontrar o minimizador
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de I' (t), definido pela Eq. (75), que é dado por
( d(k))T a®

Fo) = = .
(d(k)) (V2G|u<k)) d®

(77)

Se G é convexa, o intervalo [0, f (k)] seria uma escolha razoavel para o algoritmo de busca
linear encontrar um minimo local de G ao redor de u®, restrito pela reta u® — td®, como
é explicado brevemente na Fig. 27b. No entanto, o célculo de ® envolve derivadas de
segunda ordem e, em vez disso, uma aproximacao mais rapida é usada.

Note que I® ¢ o inverso do quociente de Rayleigh, avaliado na direcdo da busca d(k),
que ¢é, portanto, um valor entre o inverso do menor e maior autovalores da matriz Hessi-

ana simétrica VZG.u Em particular, ¢ homogéneo de grau zero em d®. Seguindo Andrei

(k)*
(2004), para evitar o calculo da Hessiana de G, aproxima-se  ® avaliando o inverso do quo-
ciente de Rayleigh de V°G|

e, além disso, usando a Eq. (76) para aproximar VZG|u(k) como

na direcdo de busca anterior (mantendo a homogeneidade)

(d““U)T d*v (e’ (d(k—l))T g*v

F) ~ :
(d(k—l))T (V2G| 0)d*™ 2 (G (u®) — G (ul=D) + rl-1) (d(k—l))T d(k—l))

Finalmente, define-se £ ¥’ como um meta-modelo para  ®’ usando o lado direito da equacio
anterior,

(z6-DY’ (d<k—1>)T g%

FR) = ,
2 (G (u(k)) -G (u(k—l)) + 7l=1) (d(k—l))T d(k—l))

(78)

para ser usado na definicdo de 7® na Eq. (74).
Quando G é convexa, o grafico de G estd acima da linha tangente (veja a Fig. 27b).
Em particular,

G (u®) > G (uhD) — - (gD gD

Neste caso, o denominador da Eq. (78) é positivo e, portanto, {¥) ¢ positivo. Por outro
lado, se G é ndo-convexa, o valor de {® pode ser negativo, enquanto {® na Eq. (77) é o

maximizador de T' (), ndo seu minimizador (veja a Fig. 28). No entanto, como g, (0) =
T

- (d(k)) d® <o (a menos que seja atingido um ponto critico, caso em que seria igual a

zero), pelo menos para um 7 positivo e suficientemente pequeno na Eq. (73), G, () de-

Ccresce.
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Figura 27 - Obtencdo do minimizador de uma funcio convexa.

(a) Buscando o minimizador ao longo de uma direcéo de

busca d(k).

GA

G (uh)) —i® (d<k>)T g |

S 4

(k+1) b

(b) Quando G é convexa, e procura-se o ponto minimo ao longo de uma direcdo de
busca, tipicamente proximo a u®) a funcio G altera o seu comportamento
rapidamente, G¢, comparado com sua aproximacado polinomial de segunda ordem,
T, ou lentamente, G5. No primeiro caso, o minimizador a est4 no intervalo de busca
[u(k), v(k”)], com v+ = y®) _ FlO4K) No segundo caso, 0 minimizador local b
possivelmente ndo esté no intervalo [u®), vk+D], e ndo pode ser alcancado em um
passo. No entanto, por conta da convexidade, G (u®) > G (v*+D), entdo um ponto

com menor valor do que G (u®), possivelmente v +1), ser4 obtido, e o algoritmo
avanca em dire¢do ao minimo.

Fonte: O autor, 2019.

Um possivel limite superior (f®) para o intervalo de busca, no caso de uma funcio
ndo-convexa, pode ser obtido considerando uma modificacio da fun¢do G ao longo da di-
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Figura 28 - Extensdo do limite superior (f®)) para o intervalo de busca, quando a aproximagio
polinomial de segunda ordem ¢ ndo-convexa. Neste caso, v = y*—1D — Fle—ngk=1 ¢
o minimizador de T" é representado por c, fora do intervalo de busca.

Fonte: O autor, 2019.

recdo da busca, mantendo algumas de suas caracteristicas, mas transformando-a em uma
funcio convexa. Seja A (t) a modificacdo proposta. Considera-se um polindomio de segundo

2 k=) o A/ k=1\" JGk-1)
grau, A (t) = p;+p,t+pst?, talque A (0) = G (u*D) e A’ (0) = — (d ) d"“" . Portanto,
T
A() = G (D) — (a*V) a1+ py?
A fim de definir ps, considera-se a condi¢do de que A (7D + n*=D) = G (u®), portanto

G (u(k)) -G (u(k—l)) + (T(k—l) + n(k—l)) (d(k—l))T d*

b3 = 2 )
(z(k=1) 4 pk-1))

onde n*~Y ¢ uma extensio do intervalo de busca, necessaria para A ser convexa (o que ¢
garantido por p; > 0). Escolhendo n*~V, tal que p; = 0, mas adicionando ainda uma
pequena quantidade representada por §,, tem-se que

G () = G () ¢ (¢ ) a*

( d(k—l))T g% o

7D = - (79)

Assim como quando G € convexa, o tamanho do passo pode ser estabelecido calcu-
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lando o minimizador de A (t), que é dado por

T
(cD 4 77(k-l))2 ( d(k—l)) g*"
Fk) =

- . (80)
2 (G (u®) — G (uD) + (£0= 4 pk-D) (d(k"l)> d““”)

com 7*~V dado pela Eq. (79). Esta definicdo é valida quando  ® na Eq. (78) ¢ negativo. Em

particular,
G (u(k)) >G (u(k—l)) _ (T(k—l) + n(k—l)) (d(k—l))T d<k—1)

e a extensdo do intervalo de busca forca a convexidade da aproximacao dada por A (¢).

6.3 Algoritmo do Método de Tamanho de Passo de Segunda Ordem Adaptativo

Nesta secdo, o Método de Tamanho de Passo de Segunda Ordem Adaptativo (ASOSL,
do inglés Adaptive Second Order Step Length) é proposto para analise de confiabilidade in-
versa. Ele é baseado na abordagem PMA, definida pela Eq. (68). Fundamentalmente, o al-
goritmo ¢ uma modificacdo do steepest descent. A proposta é que o tamanho do passo possa
ser aumentado ou diminuido iterativamente, de acordo com o problema que est4 sendo re-
solvido. De fato, o método pode ser escrito como na Eq. (72), com o tamanho do passo,
indicado aqui como ¥, sendo calculado a cada iteracdo, por um procedimento de busca
linear. Usa-se a estratégia de calculo do tamanho de passo, proposta por Andrei (2004) no
contexto da otimizacao geral sem restricoes, para acelerar a convergéncia da busca linear.

Para descrever o método ASOSL, sejaG : IR" — IR uma fungio de desempenho con-
tinua e duplamente diferenciavel apés a transformacio das varidveis aleatdrias envolvidas
no problema para o espago normal padrao. Considere, a principio, uma estimativa inicial do
ponto mais provével de falha u® € R", calcule G (u®) e o vetor gradiente d” = VG| .
Entdo, o cilculo da proxima estimativa u") para o ponto mais provavel de falha depende
do tamanho de passo 7, dado pela Eq. (74) com {® = 1, que pode ser obtido por um
procedimento de busca linear. Neste caso, € utilizada a técnica de backtracking, descrita no
Apéndice A.

Usando esses valores, torna-se possivel calcular ug) = u® — 104, No entanto,
dado um indice de confiabilidade alvo, denotado como S3,, deve ser assegurado que Hu(k)H =
B, para cada iteracdo k > 0. Portanto, a nova aproximacdo para o ponto mais provavel
de falha é calculada normalizando-se u(fl), tal que u®V = B, (uil) / uﬁl) ‘) Isso faz com
que u® pertenca a hiperesfera do raio §,. Imediatamente, é possivel calcular G (uV) e
dV = VG|,o». Em seguida, calcula-se o limite superior para o intervalo da busca linear

do tamanho de passo, através dos conceitos mostrados na Secdo 6.2, que usa dois pontos
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consecutivos. Escolha &, e avance com o processo iterativo descrito a seguir. Para k > 1,
compute £®) usando a Eq. (78). Se o valor calculado for negativo, realize a sua extensdo,
que ¢ feita calculando uma nova estimativa para f ®, usando a Eq. (80), onde =V é obtido
pela Eq. (79). Desta forma, ¢ garantido que £ ® > 0 e este valor pode ser usado para calcular
o tamanho de passo 6timo, 7®), obtido resolvendo-se o problema de busca linear fornecido
pela Eq. (74), utilizando a técnica de backtracking.

O préximo passo do processo iterativo € o cilculo de

u§k+1) — u® _ 700 d(k) ’

e entdo a nova estimativa do ponto mais provavel de falha é obtida pela normalizacdo u(TkH),

resultando em

(k+1)

u
k+t) — p T
u P (k+1)
u‘l.'

)

para k > 1. O resultado obtido é utilizado para avaliar G (u®+?) e calcular d**".

Para a maioria dos problemas, o célculo de derivadas usando uma estratégia de apro-
ximacdo de diferencas finitas de dois pontos ¢ uma alternativa vidvel para o vetor gradiente.
Ele ndo afeta significativamente a determinacio dos resultados corretos e a precisdo das
derivadas, além de exigir apenas uma tnica avaliacdo da fun¢io de desempenho, além do
célculo de G (u**V). Além disso, é alcangado com baixo custo computacional. Por sua vez,
o critério de parada para o processo iterativo € o seguinte. Dado um limiar pré-estabelecido
¢ > 0, suficientemente pequeno, o procedimento ¢ interrompido quando £+Y < ¢, onde
W+ ¢ definido pela Eq. (71). A Fig. 29 mostra o fluxograma do Método de Tamanho de
Passo de Segunda Ordem Adaptativo.

6.4 Resultados

O objetivo desta se¢do € ilustrar a operacdo do método proposto e comparar seu
desempenho—principalmente em custo computacional—com outros métodos para calcu-
lar a probabilidade de falha, determinando o ponto mais provéavel de falha. Este estudo mos-
tra um aumento de desempenho na solucdo da classe de problemas considerados, quando
comparado com alguns métodos recentes, o que pode indicar um ganho computacional na
solucdo de problemas semelhantes.
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Figura 29 - Fluxograma do Método de Tamanho de Passo de Segunda Ordem Adaptativo.
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Fonte: O autor, 2019.

6.4.1 Uma Primeira Comparacio Entre SLA e ASOSL

Primeiro serd avaliado o desempenho do método ASOSL, com relacdo ao compor-

tamento do erro £®, o tamanho do passo 7 e a sequéncia até o ponto mais provavel de
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falha, para o problema definido na Eq. (68), com a funcio de desempenho especificada pela
Eq. (70). O desempenho do SLA neste problema, conforme discutido na Se¢do 6.1, foi a
motivacdo para desenvolver o ASOSL.

Em todas as simulacdes apresentadas nesta secio, o0 mesmo critério de parada é
usado e coincide com o adotado por Yi e Zhu (2016); o algoritmo € interrompido quando
E® < 1073. Além disso, a estimativa inicial é sempre escolhida como a origem do espaco
normal padrdo. O parametro usado na extensdo do intervalo da busca linear é 6, = 10" e
a técnica de backtracking foi executada com o, = 10™* e s, = 0,5. Apds apenas 8 iteracoes,
0 ASOSL obteve u* = (—1,5234, —1,9822), o ponto 6timo.

Comparando as Figs. 26 e 30, supde-se que o ASOSL se beneficie da estratégia de
tamanho do passo adaptével, para que o método atinja a solucdo com menos iteracdes que
o SLA. No inicio, o ASOSL adota um tamanho de passo reduzido, em comparagdo com o0s
valores usados para A no SLA. Este comportamento revela um recurso importante, que diz
respeito a ndo dependéncia de uma boa escolha para o tamanho de passo inicial no ASOSL,
em detrimento do que ocorre com o SLA. Parece claro também a capacidade do método em
aumentar o valor de 7, quando necessario, enquanto o erro continua diminuindo.

Embora a estimativa inicial do tamanho de passo no SLA tenha sido maior que a
calculada inicialmente pelo ASOSL, o tamanho de passo do SLA, 1Y), manteve-se constante
por vérias iteragoes. Isso revela que o SLA ndo reduz o tamanho de passo adequadamente.
Além disso, Yi e Zhu (2016) declarar que o menor valor que o tamanho de passo deve atingir
¢ 1 = 0,01. Nos testes realizados, esta condicdo nao foi levada em consideracdo, como
pode ser visto na Fig. 26a, para que fosse possivel analisar o comportamento dos valores
assumidos para A%, Se o tamanho de passo fosse restringido da maneira proposta pelos
autores, O SLA ndo convergiria para o problema em analise.

6.4.2 Andlise Comparativa de Desempenho

A analise de desempenho realizada por Yi e Zhu (2016) sera tomada como base, es-
pecialmente no que se refere & comparacdo dos custos computacionais. Como o método
proposto é uma modificagdo da maneira como o tamanho de passo € calculado no SLA, é
razoavel considerar esta analise. Além disso, os métodos AMV e HMV, bem como os méto-
dos Chaos Control (CC) e Modified Chaos Control (MCC) estdo incluidos na comparagao.
Os dois ultimos métodos foram projetados para evitar problemas de convergéncia enfren-
tados pelo AMV e HMV (discutido na Secdo 6.1), portanto, ¢ importante considera-los na
andlise, porque eles adotam estratégias muito diferentes daquelas propostas no SLA e no
ASOSL.



Figura 30 - Comportamento do método ASOSL no problema dado pela Eq. (70).
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Fonte: O autor, 2019.
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6.4.2.1 Problema 1—Funcdo Convexa

O primeiro problema de benchmark é definido pela funcio de desempenho convexa

g X)=10—exp(X; —7)— X, , (81)

com X;, X, ~ N (6, 0,8%) sendo duas variaveis aleatorias independentes e indice de confi-
abilidade alvo 3, = 3. A Tabela 3 apresenta u* obtido por cada método, bem como o valor da
funcio de desempenho, o nimero de iteracdes até a convergéncia (n;,,) € 0 numero de ava-
liacoes da funcdo de desempenho (n,). A técnica de backtracking no ASOSL foi executada
com a, = 10~* e s, = 0,5 em todos 0s casos.

Tabela 3 - Resultados obtidos no problema definido pela Eq. (68),
com a funcdo de desempenho G; (U) derivado da
Eq. (81), para diferentes técnicas. O SLA € executado com
Amax =10ecg, = 2,5. O ASOSL € executado com

8, = 107",

u* G (u") Niter n,

AMV (2,898, 0,775)  —0,3579 8 25
HMV (2,898, 0,777) —-0,3579 24 73
CC (2,894, 0,786) —0,3553 87 262
MCC (2,895, 0,785)  —0,3579 74 223
SLA (2,898, 0,776)  —0,3579 11 34
ASOSL (2,898, 0,775) —0,3579 8 35

Fonte: O autor, 2019.

Nenhum método teve dificuldade em obter a solugdo correta. Observe que o AMV se
beneficia do carater convexo da funcdo de desempenho, apresentando o menor valor para
n,, enquanto ASOSL e SLA tiveram custos computacionais praticamente iguais. Isso de-
monstra que o procedimento de busca linear proposto para o cilculo do tamanho de passo
otimo nao torna o método mais lento. Além disso, pode-se observar uma reducdo no nu-
mero de iteracdes realizadas, o que também interfere no custo computacional, uma vez que
as demais operacoes realizadas durante o processo iterativo também consomem recursos
computacionais. Nesse caso, portanto, o procedimento de busca linear afeta o nimero de
avaliacoes da fun¢do de desempenho em cada iteracio, enquanto o ponto mais provavel de
falha é obtido com menos iteracdes, em comparacdo com o SLA. Essa diferenca se torna

mais acentuada a medida que a complexidade do problema aumenta, como € visto nos pro-
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ximos exemplos.

6.4.2.2 Problema 2—Funcio Concava

Agora considere a funcio de desempenho concava
2, (X) = 0,3X2X, — X, + 08X, + 1, (82)

onde X; ~ N (1,2, 0,42%) e X, ~ N (1, 0,42?) sdo varidveis aleatorias independentes e
B: = 6. Os resultados sdo relatados na Tabela 4. Como esperado, o método AMV nédo
converge e, portanto, confirma-se que, de fato, seu bom desempenho ¢ limitado a fun¢des
convexas. Observe, no entanto, que o conhecimento prévio deste recurso pode ndo ser uma
tarefa trivial em certos problemas.

Tabela 4 - Resultados obtidos no problema definido pela Eq. (68),
com a funcdo de desempenho G, (U) derivado da
Eq. (82), para diferentes técnicas. O SLA é executado com
Amax = 10ecg, =2,5. O ASOSL ¢ executado com 6, = 1.

u* G (u") Mier n,

AMV — — — —
HMV (—3,104, 5,135) —2,2293 52 157
ccC (—3,105, 5,126) —2,2259 67 202
MCC (—3,106, 5,133) —2,2293 28 85
SLA (=3,105, 5,134)  —2,2293 27 82
ASOSL (—3,109, 5,132) —2,2293 7 36

Fonte: O autor, 2019.

Embora o método HMV possa manipular funcdes concavas, ele converge lentamente.
O mesmo ocorre com CC e MCC. Mesmo o MCC, que tende a melhorar o desempenho do
CC, ainda apresenta um desempenho ruim. Em relacio ao SLA, Yi e Zhu (2016) apontam
que o método converge, para este problema em particular, mais rapidamente se 4, = 5
¢ escolhido e mantido constante durante as iteracoes (isto é, escolhendo Cyy = 1), dife-
rentemente do que eles propuseram no algoritmo. Embora esta escolha represente uma
vantagem, do ponto de vista do esforco computacional, a decisdo sobre quando priorizar a
estratégia de ajuste do tamanho do passo no SLA ou qual valor definir para A pode ser
uma tarefa nio trivial e afeta o desempenho do método.

O numero de iteragdes do ASOSL ¢ muito menor do que de todos os outros métodos.
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Isso se deve principalmente a estratégia de calcular um tamanho de passo 6timo. Ao evitar
o comportamento oscilatorio, o processo iterativo € acelerado. A Fig. 31 mostra a sequéncia
u® calculada pelo ASOSL que, com apenas trés iteracoes, ja estd muito proximo de u*. As
demais iteragcdes refinam a solu¢do e ndo podem ser distinguidas devido a escala da imagem
na Fig. 31.

Figura 31 - Historico de iteragdes do método ASOSL na solugdo do

problema G, (U), com &, = 1.

U2

uy

Fonte: O autor, 2019.

6.4.2.3 Problema 3-Func¢do Altamente Nao-linear

Agora considere o problema dado por
g (X) = 4—(X; + 0,25 + (X, +0,25) + (X, +0,25)" — X, , (83)

onde X; e X, sdo varidveis aleatorias independentes que seguem a distribui¢do normal pa-
drdo. O indice de confiabilidade alvo é definido em 3, = 3. A Tabela 5 apresenta os re-
sultados obtidos. E indicado por um traco quando o método ndo converge. Observe que
os métodos que nao usam o controle de tamanho do passo ndo convergem para a solucao
correta ou exibem comportamento oscilatorio.
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Tabela 5 - Resultados obtidos no problema definido pela Eq. (68),
com a funcdo de desempenho G5 (U) derivado da
Eq. (83), para diferentes técnicas. O SLA ¢é executado com
Amax = 10ecg, = 2,5. O ASOSL € executado com &, = 1.

u* G (u") Miter n,

AMV — — — —
HMV — — — —
ccC — — — —
MCC — — — —
SLA (—1,357, 2,676) 0,2441 99 298
ASOSL (—1,350, 2,679) 0,2440 7 33

Fonte: O autor, 2019.

Embora o SLA e o ASOSL convirjam para resultados muito proximos, o SLA leva
muito mais iteracdes para convergir. O método mostra um comportamento oscilatorio, que
¢ mantido durante vérias iteracdes, antes que um valor diferente para 1% seja calculado.
Esse comportamento ¢ mostrado na Fig. 32a. Durante quase metade das iteracdes, a apro-
ximacdo ao ponto mais provavel de falha permanece oscilando perto de dois valores diferen-
tes, até que o método atinja uma regido na qual a sequéncia evolua constantemente para a
solucdo do problema. No entanto, mesmo apoés o término das oscilagdes, o SLA exige varias
iteracoes até que a solugdo seja refinada. Mesmo quando u(® estd na vizinhanca da solugdo,
o critério para calcular o tamanho do passo ¢ determinante para que o ponto resultante da
iteracdo atual apresente pouca diferenca em relacdo ao obtido na anterior, fazendo com que
o algoritmo demore mais para convergir. Este fato também corrobora a afirmacdo de que a
falta de uma estratégia para aumentar o tamanho do passo no SLA pode ser determinante
para a lenta convergéncia do método. Por outro lado, o ASOSL nao oscila nem refina a so-
lucdo lentamente, convergindo muito rapidamente para a solu¢do, como pode ser visto na
Fig. 32b.

6.4.3 Analise de Sensibilidade do ASOSL

E importante avaliar o comportamento do ASOSL em relacdo a variacio do parAme-
tro 5,) usado na extensdo do intervalo da busca linear. Além disso, a analise de sensibilidade
do ASOSL com relagdo aos pardmetros de controle oy, € s, para o procedimento de back-
tracking, é fornecido no contexto de um problema de engenharia. Por enquanto, considere

novamente o problema definido pela Eq. (68), com a funcio performance dada pela Eq. (83).
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Figura 32 - Historico de iteracdes de SLA e ASOSL na resolugdo do problema
G5 (U).
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(a) O SLA ¢ executado com Ay, = 10€ ¢y, = 2,5.
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(b) O ASOSL ¢ executado com 6, = 1.
Fonte: O autor, 2019.
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A escolha de §, refere-se a corregdo de ¢ (), calculado na Eq. (80). Portanto, se o
algoritmo realizar muitas corre¢des durante as iteragdes, o valor de &, pode ter uma grande
influéncia no desempenho, mesmo considerando que as escolhas subsequentes do tamanho
6timo do passo dependem dos valores de u® calculados anteriormente. Nesse sentido, é
importante avaliar o numero de corre¢des necessarias na Eq. (78), quando {® < 0, e qual é
o efeito no custo computacional. Os resultados sdo mostrados na Tabela 6.

Tabela 6 - Convergéncia do ASOSL para diferentes valores de §,, com o, = 1074

e sy, =0,5.

s, u* GU*) Ny n, T f <0
0,0001 (—1,351, 2,679) 0,2440 7 45  0,8590 1
0,0005 (—1,352, 2,678) 0,2440 8 47  0,6385 1
0,0010 (—1,352, 2,678) 0,2440 8 46  0,6388 1
0,0050 (—1,348, 2,680) 0,2440 7 40 0,6216 1
0,0100 (—1,348, 2,680) 0,2440 7 39 10,6242 1
0,0500 (—1,350, 2,679) 0,2440 7 36 0,9184 1
0,1000 (—1,345, 2,682) 0,2441 9 43  0,5127 1
0,5000 (—1,350, 2,679) 0,2440 6 30 0,7530 1
1,0000 (—1,350, 2,679) 0,2440 7 33  0,8944 1

Fonte: O autor, 2019.

Além disso, o valor médio do tamanho do passo, representado por 7, € 0 numero de
corregdes, indicadas como i ® < 0, sdo reportados. Primeiro, observe que em todos os casos,
o ASOSL converge para a solucdo correta. Este fato revela que o método ndo apresenta
sensibilidade a escolha deste pardmetro, o que pode ser uma vantagem na resolucio de
problemas mais complexos.

Observa-se que o numero de avaliacdes da fungdo de desempenho varia, mesmo
quando o método realiza o mesmo numero de iteracées. Entretanto, a convergéncia do
algoritmo ndo € influenciada e, mesmo com um possivel aumento de n,, O ASOSL ainda
tem um desempenho muito melhor que o SLA neste problema, pois, como pode ser visto
na Tabela 5, ny,, = 99 e n, = 298 para o SLA. No caso do tamanho meédio do passo, ndo
existe uma relagdo simples com §,. Mesmo assim, T sempre permaneceu em uma faixa re-
lativamente estreita em todos os casos analisados neste problema, o que confirma a baixa
sensibilidade do método na escolha deste parametro.
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6.4.4 Problema de Engenharia

Nesta se¢do, o desempenho do ASOSL é comparado a outras técnicas concorrentes
em um problema de engenharia (um sistema dindmico com dois graus de liberdade) exi-
bindo maior complexidade do que as fun¢des de desempenho anteriores. Além do método
SLA, sdo consideradas técnicas mais recentes nesta analise, a saber, o método SMV e sua
variante hibrida, conhecida como HSMV, desenvolvidas por Keshtegar e Hao (2017), bem
como os métodos LDMV e DCC, propostos por Yaseen e Keshtegar (2018) e Keshtegar e
Chakraborty (2018), respectivamente. Por razdes de concisdo, os métodos ndo sdo detalha-
dos neste trabalho, mas apenas o esboco de seus principais atributos.

Os métodos SMV, HSMV, LDMV e DCC, bem como varios outros na literatura, cal-

culam o ponto mais provavel de falha através da relacio de recorréncia dada por

20D = 0 4 40 (u;k) _ u(k)) , (84)

)
p

u+V_ geralmente calculado pelo AMV. Entdo, it

esta relacionado a um valor estimado de

(+1) ¢ normalizado para a hiperesfera de

onde 1® ¢é o tamanho do passo iterativo e u

raio 3, resultando na aproximacdo u**V. Os métodos diferem em como o tamanho do
passo A% ¢ calculado.

A seguir, € realizada uma analise acerca do desempenho dos métodos em relacdo a
convergéncia das solugdes obtidas, os custos computacionais e da sensibilidade nos para-
metros de controle. Usa-se 0 mesmo critério de parada de antes: os processos iterativos sdo
interrompidos quando £*+Y < 1073, Além disso, a estimativa inicial é u© = 0 para todos

OS Casos.

6.4.4.1 Sistema Dindmico com Dois Graus de Liberdade

Considere um sistema dinamico com dois graus de liberdade, representado esque-
maticamente na Fig. 33, discutido por Igusa e Der Kiureghian (1985). O sistema possui
subsistemas primdrio e secundério acoplados e € definido pelas massas (m, e my), rigidez
da mola (k, e k), taxas de amortecimento (£, e &) e deslocamento do oscilador em relagao
a base (x, e x,), onde os subscritos se referem ao sistema primario e secundario.

A funcdo de desempenho ¢ avaliada com base na capacidade da mola do sistema
secundario (F;), considerando seu deslocamento relativo quadrado médio, cuja expressao,
obtida por Igusa e Der Kiureghian (1985), ¢

g(X)=F8_3kS

7TSO ( gags (’gpwg + gswg’) C()p)
4§Sw5 gpgs (4§§ + 92) + mrgg 4§awg ’
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Figura 33 - Esquema de sistema de vibracdo dindmico com dois
graus de liberdade.

.42,
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Fonte: Adaptado de Igusa e Der Kiureghian (1985).

comX = (mp, mg, kp, k., é'p, &, F,, So). Todas as variaveis aleatdrias deste problema
tém distribui¢des log-normal, com médias e desvios-padrdo listados na Tabela 7. A massa
relativa m, = mg/m, e o pardmetro £, = (§p + &) /2 representa o amortecimento médio.
S, representa a intensidade do ruido brancoe 6 = (cop — w,) /w, é um parametro de ajuste,

com w, = (w, + w,) /2 denotando a frequéncia média, com w, = \/k,/m, e w, = \k,/m;.

Tabela 7 - Propriedades estatisticas das varidveis aleatérias do problema de vibracdo com
dois graus de liberdade.

Variavel aleatoria m my k, k, & & F, S,

p

Média 1 0,01 1 0,01 0,05 0,02 15 100

Desvio-padrao 01 0,001 0,2 0002 0,02 001 1,5 10

Fonte: Reproduzido de Kiureghian e de Stefano (1991, p. 2918).

Este ¢ um bom estudo de caso, pois sua funcdo de desempenho é altamente nio-
linear e suas variaveis tém diferentes ordens de magnitude. O indice de confiabilidade alvo
¢ B, = 1,75, o mesmo usado por Yaseen e Keshtegar (2018). Esse problema também foi
analisado por Keshtegar e Hao (2017) e Keshtegar e Chakraborty (2018) no contexto da
andlise de confiabilidade inversa. Embora todos esses trés estudos tenham apresentado
0,001 como o desvio-padrao da rigidez da mola no sistema secundério, acredita-se que o
valor correto, coerente com os resultados relatados, € 0,002, que ¢ o valor adotado nos testes
realizados (veja a Tabela 7) e € 0 mesmo que em Kiureghian e de Stefano (1991).
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6.4.4.2 Comparacao de Custo Computacional

Inicialmente, considera-se uma execucdo tipica de cada um dos métodos, a fim de
verificar possiveis problemas, como a ocorréncia de oscilacdes ou a obtencao de solucdes
ndo ideais. Paraisso, todos os métodos sdo executados nas mesmas condicoes, considerando
as seguintes opgoes para os parametros de controle especificos de cada um: no ASOSL, &, =
1 e os demais parAmetros sdo mantidos como nos testes anteriores (a, = 107™* e s, = 0,5),
bem como para o SLA, que foi executado com 4,,,, = 10 ec,, = 2,5. No caso dos métodos
SMV e HSMV, que tém parametros em comum, o coeficiente de ajuste do tamanho do passo
foi escolhido como C = 0,95 e o fator de poténcia como P = 1,25. Por outro lado, os
=08ed _ =0,96,
respectivamente. Finalmente, o tinico pardmetro do DCC, o fator de escala adaptativo, foi

fatores limitantes e adaptativos do LDMV foram definidos como p

LDMV LDMV

escolhido como ¢ . = 0,5. Todas as escolhas seguem as sugestdes dos autores para cada
uma destas técnicas.

A Fig. 34 mostra o comportamento das sequéncias aproximando-se do ponto mais
provavel de falha calculado por cada método. Para o indice de confiabilidade estabelecido,
G (u*) =~ 0,875. A maioria das técnicas convergiu com poucas iteracoes, exceto o SLA, que
exigiu 55 passos até que o resultado 6timo fosse obtido (apesar disso, apenas as 20 primeiras
iteracoes sdo mostradas). Como esperado, nenhuma técnica analisada apresentou compor-
tamento oscilatorio.

O método SMV ndo alcancou a solucao correta do problema, uma vez que o valor
obtido foi G (u, ) = 1,0943. Mesmo usando sua variante hibrida, a sequéncia de aproxi-
macdes mostrou-se promissora nas primeiras iteracoes, mas o resultado final também nao

*

HSMV) = 1,1056. Pelo menos no problema analisado, o uso da vari-

foi alcangado, pois G (u
ante hibrida do SMV ndo se justifica, pois 0 aumento no numero de itera¢des nao levou a
melhores resultados.

Por outro lado, os métodos LDMV e DCC mostraram-se eficientes para solucionar
esse problema, juntamente com o ASOSL, obtendo os resultados esperados com poucas
iteracoes e avaliacoes da funcdo de desempenho, especialmente o LDMV que foi o melhor
em ambos os aspectos. Apesar disso, os resultados correspondem ao comportamento dos
métodos apenas para os parametros utilizados nesta execucdo e, portanto, € razoavel que
a sensibilidade dos algoritmos, relacionada a variacao de seus pardmetros de controle, seja

analisada, o que ¢ feito a seguir.

6.4.4.3 Analise de Sensibilidade dos Parametros de Controle

Primeiro, considere o método LDMV. O pardmetro p representa o valor minimo

LDMV

que o tamanho do passo pode assumir em uma determinada iteragcdo k e & ¢ o fator

LDMV
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Figura 34 - Valor da funcio de desempenho em cada iteracdo k para cada
método. Na caixa inserida, o numero de avaliacdes da funcio
de desempenho (n G) até que a convergéncia € indicada,
juntamente com a sigla de cada método.
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Fonte: O autor, 2019.

de amplificacdo do tamanho do passo. De acordo com Yaseen e Keshtegar (2018), deve-se
>0e09 < 6LDMV
de tais parametros e a funcdo de desempenho foi avaliada em cada ponto resultante, como

escolher p < 1. O método foi executado para diferentes combinacdes

LDMV
pode ser visto na Fig. 35.

Observe que a superficie tem quatro vales. Neste problema, o LDMV obtém o otimi-
zador do problema de confiabilidade somente se for executadocom p e escolhido
como uma combinacdo de valores localizados no vale 2, indicado na Fig. 35. Obviamente, a
ocorréncia deste fato é garantida apenas se houver algum conhecimento prévio do compor-
tamento da fun¢do de desempenho. Apesar disso, a regido cujas escolhas sdo eficazes para
obter o ponto 6timo é muito limitada. Portanto, fica claro que o LDMV € muito sensivel a
escolha dos parametros, afetando o desempenho do algoritmo.

Por sua vez, o método DCC é um dos mais consistentes, dentre as técnicas que uti-
lizam a Eq. (84). Seu pardmetro de controle, o fator adaptativo c___, € usado para a deter-
minacdo do tamanho do passo iterativo e deve satisfazer 0 < ¢ . < 1, como apontado
por Keshtegar e Chakraborty (2018). A Fig. 36 apresenta a convergéncia do algoritmo, bem
como o namero de avaliagdes da fun¢do de desempenho até a convergéncia, para diferentes
valoresdec_.
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Figura 35 - Resultados obtidos pelo LDMV para diferentes combinagdes dos
parametros de controlep €&
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Fonte: O autor, 2019.

Na maior parte do intervalo em que c¢__. pode ser especificado, especialmente para
valores que fornecem os melhores resultados em relagdo a funcao de desempenho, n au-
menta severamente e apresenta instabilidade, conforme mostrado na Fig. 36. Neste pro-
blema, observa-se que a escolha de valores proximos ao limite superior em que c___ € defi-
nido, representa menos chance de convergéncia prematura, mas reflete na estabilidade do
numero de avaliacdes da funcdo de desempenho, mesmo quando o fator adaptativo sofre
apenas pequenas variagoes.

Para realizar uma andlise equivalente a apresentada para os outros métodos, pri-
meiro considere a variagdo de §, no ASOSL. Os parametros relacionados & busca linear,
e s, sdo mantidos constante, com os mesmos valores usados nos testes anteriores (ver a
Se¢do 6.4.2). Fazendo §, variar no intervalo 10~® < &, < 1, produzindo uma sequéncia de
100 valores igualmente espacados, o método proposto foi executado considerando cada um
destes valores. Em média, o valor da funcdo de desempenho foi 0,8831, com um desvio-
padrio aproximadamente igual a 2,2316 X 107'°, o que significa que o método convergiu
praticamente para a mesma solucdo em todas as 100 execu¢des. Em relacdo ao nimero de
avaliacoes da funcido desempenho, o método realizou, em média, 102,08 avaliagdes, com
desvio-padrdo igual a 10,8.

Mesmo que as escolhas de o, = 10™* e s, = 0,5 provaram-se ser eficientes nos testes
anteriores, é importante que o desempenho do método seja avaliado quando estes pardme-
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Figura 36 - Relacdo entre resultados obtidos e quantidade de avaliacGes da
funcdo de desempenho do método DCC para diferentes valores do

parametro Coec*
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Fonte: O autor, 2019.

tros sdo modificados. A Fig. 37 apresenta os resultados obtidos para diferentes combinacoes
de o, e s, no ASOSL, com 10~* < o, <1071, 0,1 < 5, < 0,9, mantendo &, = 1.

Observe que o0 método ndo mostra grandes variacdes em relacdo aos valores calcu-
lados para a funcdo de desempenho, que estido entre 0,8709 e 0,9051, particularmente em
comparacio com os alcancados pelo LDMV, que variam entre 0,8705 e 1,6355, como mos-
trado na Fig. 35. Além disso, a média e o desvio-padrio do conjunto de valores de G (u*)
usando o LDMYV sio 1,13 e 0,1858, respectivamente, enquanto para o ASOSL sdo 0,88 e
0,0079. No caso do DCC, o conjunto de valores obtidos para G (u*) variam entre 0,8705 e
1,0666, com média e desvio-padrdo iguais a 0,91 e 0,0545, respectivamente, cujos valores se
referem a Fig. 36.

Quanto a taxa de convergéncia dos métodos, o ASOSL obteve G (u*) < 0,875 em
59,66% do numero total de execucoes com diferentes combinacgoes de parametros, enquanto
o LDMV alcancgou esse resultado em apenas 1,43% dos casos e, em relagdo ao DCC, esse va-
lor ¢ igual a 34%. Considerando esses resultados em conjunto, fica claro que os valores 6ti-
mos computados da funcio de desempenho usando ASOSL apresentam dependéncia mais
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Figura 37 - Resultados obtidos pelo ASOSL para diferentes combinacdes dos

parametros de controle ay, € s, com &, = 1.
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Fonte: O autor, 2019.

Tabela 8 - Resultados estatisticos referentes ao custo computacional e a sensibilidade dos
parametros de controle relacionados aos métodos ASOSL, LDMV e DCC, no problema
do sistema dindmico com dois graus de liberdade.

G (u) n,
Método Parametros - - - -
Intervalo Média Desvio-padrdao Conv. (%) Média Desvio-padrao

1078 <, < 107!

ASOSL 0,1<5,<0,9 (0,8709, 0,9051) 0,88 0,0079 59,66 151,56 88,71

6,=1

0’5 S ‘OLDMV -

LDMV (0,8705, 1,6355) 1,13 0,1858 1,43 77,18 9,62
09<8, <1

DCC 0<c, <1 (0,8705, 1,0666) 0,91 0,0545 34 145,62 98,95

Fonte: O autor, 2019.

fraca dos parametros escolhidos, no problema de engenharia analisado.

No caso do numero de avaliacdes da funcido de desempenho, o ASOSL executa 151,56
avaliacoes em média de G (u) até a convergéncia (para os resultados apresentados na Fig. 37),
com desvio-padrdo igual a 88,71, enquanto o DCC realizou 145,62 avalia¢des da fun¢do de
desempenho, em média, com desvio-padrao igual a 98,95 (para os resultados mostrados na
Fig. 36). Por sua vez, o LDMV obteve, levando em consideracio as execu¢des mostradas na
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Fig. 35, os valores 77,18 e 9,62 para média e desvio-padrao relacionados ao nimero de ava-
liagoes da funcdo de desempenho, respectivamente. A Tabela 8 resume todos os resultados
obtidos usando os métodos ASOSL, LDMV e DCC.
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7 OTIMIZACAO MULTI-OBJETIVO BASEADA EM ROBUSTEZ E
CONFIABILIDADE

Neste capitulo, é proposta uma formulagdo para problemas de otimizagdo multi-
objetivo considerando robustez e confiabilidade, e descrita a estrutura para acoplamento
da avaliacdo da sensibilidade do vetor de varidveis de decisdo e das restricées probabilisti-
cas no procedimento de otimizacdo. A formulacio proposta é analisada através da solucdo
de um problema de benchmark e, em seguida, sao resolvidos alguns problemas de engenha-
ria, a fim de validé-la e verificar a influéncia de cada tipo de incerteza no resultado 6timo
do problema de otimizacdo multi-objetivo.

7.1 Definicao do Problema de Otimizacdo com Incertezas

Considere o problema de otimiza¢do multi-objetivo, mostrado na Eq. (1), como base
da definicdo de um novo problema do mesmo género. A proposta é que a formulagdo do
novo problema, inicialmente deterministica, isto €, sem que sejam consideradas as varia-
coes estocdasticas do modelo, passe a considerar tais caracteristicas através da avaliacdo de
incertezas por meio de dois aspectos: robustez e confiabilidade.

No contexto analisado, um modelo matemaético é descrito por variaveis independen-
tes deterministicas e estocdsticas, que compdem o conjunto das varidveis de projeto. O pri-
meiro tipo, as varidveis deterministicas, sdo denotadas por d e delimitadas por d;y < d <
d,,,- Por sua vez, as varidveis estocésticas sdo representadas por X e definidas no intervalo
Xinr £ X < X,,- Essencialmente, a formulacdo proposta diferencia-se da deterministica
quanto a avaliagdo das incertezas em torno das varidveis de projeto.

Como apresentado no Cap. 3, a otimizacdo robusta diz respeito a obten¢do de so-
lucbes 6timas, mas considerando a influéncia da sensibilidade das variaveis de decisdo no
valor da funcdo-objetivo. Seja & o vetor de incertezas associadas a cada componente de d. A
sensibilidade das varidveis de decisdo devem ser avaliadas tanto na funcdo-objetivo, quanto
nas restricoes de igualdade e desigualdade.

Por sua vez, considerar as incertezas do modelo no sentido da sua confiabilidade cor-
responde a transformar as restri¢cées de desigualdade do problema em restri¢des probabilis-
ticas e, consequentemente, obter o conjunto de solugdes vidveis do problema de otimizacao
multi-objetivo nestas condicoes significa que tais solucdes satisfazem a um nivel de confia-
bilidade prescrito, caracterizado através de uma probabilidade de falha, como abordado na
Secdo 4.1.2. Na formulacgdo proposta, a probabilidade de falha ¢ determinada por ® (—p,),
onde ® ¢ a func¢do de distribuicdo acumulada da distribui¢cdo normal padrio e B, representa
o indice de confiabilidade alvo.
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SejaFd, X, o) =(f,d, X, &), ..., fn(d, X, 5))T. A definicdo do problema de
otimizacao multi-objetivo baseado em robustez e confiabilidade é dada por

argmin F(d, X, 9)

d X
max gf
Sujeitoa P[g;(d, X, §) <0] <D (-p) (85)
h;d, X, 8)=0
dinf < d < dsup
;Binf < 6 < 6sup
ondei=1, .., pej =1, .., q, tal que p e g representam a quantidade de restricdes de

desigualdade e igualdade, respectivamente. A seguir, € proposta uma metodologia genérica
que demonstra como avaliar a influéncia do vetor de incertezas no valor dos objetivos, assim

como a manipulacdo das restri¢coes probabilisticas durante o procedimento de otimizagao.

7.2 Avaliacao de Incertezas na Otimizacao Multi-objetivo

Esta secdo destina-se a detalhar um esquema acerca da estruturagdo de um procedi-
mento de otimiza¢do capaz de obter o conjunto 6timo de Pareto da Eq. (85). O procedimento
descrito considera o uso de métodos de otimizacdo multi-objetivo baseados em metaheu-
risticas. Primeiramente, considere uma populacgao inicial dada por PO = (Pgo), PS’))T,
onde P(fo) = (dgo), d;o), 5(0)), parat¢ =1, ..., v. Neste caso, a populacdo € representada
por uma matriz v X (n + 1), sendo que a ultima coluna de P é formada por candidatos a
indice de confiabilidade, o qual deve ser maximizado.

A cada iteracdo k do método de otimizacdo, deve-se gerar um conjunto R® com
H vetores de numeros aleatérios, cada um deles com n + 1 componentes. Estes numeros
aleatorios devem ser uniformemente distribuidos no intervalo (0, 1). O conjunto RY ¢ ne-
cessdrio para a avaliacdo da robustez dos candidatos a solu¢do. E importante que o mesmo
conjunto de numeros aleatorios seja usado para avaliar todos os v candidatos a solucao pre-
sentes na populacdo, em uma dada iteragao.

A cada avaliacdo da funcio-objetivo, primeiro € preciso levar em conta a andlise
de robustez. Para exemplificar, considere a técnica de Média Efetiva, apresentada na Se-
¢do 3.3.1.2. Cada uma das linhas da matriz R™ deve ser utilizada para gerar amostras ale-
atorias ao redor de um dado candidato Pi,k) . As amostras, denotadas por R(k), cuja matriz
também tem dimensido H X (n + 1), assim como R(k), devem estar dispostas no intervalo

dado por J = [Pi,k) - 5P§,k), Pl(f,k) + 5P§,k)], onde & ¢ o vetor de incertezas associadas as varia-

veis dgk), s dflk), dado por § = (6,, ..., §,, 0). A ultima coordenada de & assegura que a
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analise de robustez ndo envolverd o indice de confiabilidade. Cada uma das linhas da matriz
e k k .

de amostras aleatorias sao dadas por R; ) = Tint +R§. ) (Jsup - ﬂinf), paraj =1, .., H,onde

os subscritos “inf” e “sup” representam os limites inferior e superior do intervalo, respec-

tivamente. Portanto, uma nova funcao, responsavel por quantificar a robustez, é definida

como
1 H
F(d, X, 8) = 7 ) F, (R, X, 6) , (86)
j=1
paray =1, ..., m.

Para cada uma das amostras avaliadas na Eq. (86) pela andlise de robustez, é preciso
verificar se as restri¢des probabilisticas sdo satisfeitas. Essa verificacdo é realizada utili-
zando um método de andlise de confiabilidade inversa. Desta forma, pode-se determinar se
uma amostra, originada da perturba¢do de um candidato a solugdo, satisfaz a restri¢do pro-
babilistica para um determinado indice de confiabilidade alvo, dado por ngz ;- Para cada
restricdo probabilistica do problema de otimizacdo, deve-se executar a técnica de andlise de
confiabilidade inversa independentemente. Neste caso, considere uma estimativa inicial
u©® para as varidveis aleatérias do problema, apés a sua transformacio para o espaco nor-
mal padrio U, levando em conta a sua média e desvio-padrdo. O resultado da execucio do
método de analise de confiabilidade inversa € representado por G/, isto €, o valor resultante
da funcdo de desempenho, parai =1, ..., p.

Quando um dado vetor de varidveis de projeto atende as condi¢des de uma restri¢do
probabilistica, o resultado obtido pelo método de analise de confiabilidade inversa satisfaz
G > 0. Uma nova funcdo-objetivo F, que considera as restri¢coes probabilisticas do pro-

eff

blema, para a penalizacao da funcdo-objetivo robusta F~ ', € definida como

p
F,(d, X, 8)=FS(d, X, §)+¥) max (-G}, 0) , (87)

i=1

paray = 1, ..., m, onde ¥ € o termo de penalizacdo, geralmente adotado como um va-
lor suficientemente grande para os casos em que F é minimizada, e Fj,’ff ¢ definida pela
Eq. (86). Cada vetor de amostras Rg.k) deve ser avaliado pela Eq. (87). Por meio desta téc-
nica de penalizacdo, quando todas as restricées probabilisticas sdo satisfeitas, tem-se que
Fd, X, §)=F"d, X, é).

A Eq. (87) representa uma generalizacdo da funcio capaz de avaliar robustez e confi-
abilidade do problema de otimizagao multi-objetivo definido pela Eq. (85). O procedimento
descrito ¢ executado durante a aplicacdo dos operadores genéticos do método de otimiza-
cdo multi-objetivo. Entdo, candidatos a solucdo (ou mesmo amostras aleatdrias geradas na
vizinhanca destes candidatos) que sio penalizados, tendem a ndo prosseguir para as gera-
coes seguintes. Note que, na formulagdo proposta na Eq. (87), a funcdo & é composta pela
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soma das contribuicdes da andlise de robustez e da otimizacgio baseada em confiabilidade.
Isso deixa claro que, ao final do procedimento de otimizacdo, o conjunto de pontos obti-
dos no espago objetivo é composto por individuos pouco sensiveis a perturbagdes externas
(robustos) e que satisfazem as restricoes probabilisticas do sistema, isto é, que estdo dentro
dos niveis de confiabilidade almejados. A Fig. 38 apresenta um fluxograma com as etapas
principais da metodologia proposta.

7.2.1 Custo Computacional

Um ponto muito importante a se destacar ¢ o custo computacional para obtencdo
de solucdes robustas e confidveis. Admita um custo mensurado pelo numero de avalia-
coes da funcao-objetivo e das fungdes de desempenho. Pela formulacdo sugerida, gera-se H
amostras aleatorias na vizinhanc¢a de NP individuos da populac¢do por G,,,, geracoes da me-
taheuristica. Todas as restri¢des probabilisticas sdo resolvidas para cada uma destas amos-
tras e as potenciais solu¢des que satisfazem tais restricdes sdo empregadas na avaliacio da
funcdo-objetivo. Assim, inicialmente considere C,, o custo de se computar o conjunto de
solucdes otimas de um problema de otimizacido multi-objetivo deterministico (sem consi-
derar incertezas). Este custo pode ser representado por C,,, &% G,,.x X NP X C,, onde C, é um
custo varidvel, que depende da estratégia evolutiva adotada na metaheuristica. Por sua vez,
admita que n, € o custo necessario para se computar uma restricdo probabilistica. Aproxi-
madamente, um conjunto 6timo de Pareto para um problema com incertezas € calculado,
por meio da formulagéo proposta, com custo dado por C,, X H X p X nn,, onde p € o nimero
de restri¢cdes probabilisticas.

Portanto, note que a obtencao de solugdes levando em conta as incertezas do modelo,
em geral, estd associada ao emprego de mais recursos computacionais do que no processo
de obtencdo de solucdes deterministicas, como esperado. Comparado ao custo de se obter
as solugdes deterministicas (Cy,), o computo de resultados robustos e confiaveis é, apro-
ximadamente, H X p X n_, maior. Naturalmente, essa grandeza € variavel, uma vez que
n, representa um custo que nao € constante, isto é, o numero de avaliacdes de uma dada
funcio de desempenho depende de diversos fatores, como o método de andlise de confiabi-
lidade inversa utilizado e o seu critério de parada. Tal variacdo depende, ainda, do fator C,,

relacionado a metaheuristica.

7.3 Avaliacao da Formulacao Proposta

A seguir, a formulacdo proposta para obtencdo de solugdes robustas e confidveis em
problemas de otimiza¢do multi-objetivo ¢ avaliada. Inicialmente é resolvido um problema

de benchmark cléassico da literatura, a fim de fornecer uma visdo geral do comportamento
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Figura 38 - Fluxograma da metodologia geral para incorporacio de robustez e confiabilidade em
problemas de otimiza¢do multiobjetivo.
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Fonte: O autor, 2019
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dos resultados obtidos. Em seguida, sdo resolvidos alguns problemas de engenharia qui-
mica. Em todos os casos, o método de andlise de confiabilidade inversa, empregado na
solucdo das restricdes probabilisticas, ¢ 0o Método de Tamanho de Passo de Segunda Ordem
Adaptativo, proposto no Cap. 6.

7.3.1 Problema Matematico de Benchmark

Inicialmente, considere o problema de otimiza¢ao mono-objetivo restrito, dado por

argmin f (d)
d

. °d,
Sujeitoa g, (d) = 20 -1>0
_(dy+dy =5 (dy—d,—12) , (88)
g (d) = 20 + 50 -1>0
80
d)=——  —1>0
8@ d? +8d, + 5

0<d,, d, <10

onde f (d) = d, +d,. A suasolucio pode ser obtida utilizando um método numérico de oti-
mizacdo capaz de considerar restri¢oes de desigualdade, ou através de uma metaheuristica
associada a uma técnica que considere tais restricoes durante o procedimento de otimiza-
cdo. Para o segundo caso, o método da Evolugdo Diferencial (STORN; PRICE, 1997) pode
ser empregado, onde a funcao-objetivo € penalizada caso alguma das restri¢des seja violada.
Nestas condicdes, a execu¢do da DE por 100 geracoes, com NP = 50 individuos, fator de
amplificacdo F = 0,5 e probabilidade de cruzamento CR = 0,8 obtém o minimizador do
problema dado pela Eq. (88), d* = (3,113885, 2,062648), onde f (d") = 5,176532.

Agora, admita o mesmo problema, mas no contexto da andlise de robustez. Mais
especificamente, considere a técnica de Média Efetiva, apresentada na Se¢do 3.3.1.2. A so-
lucdo do problema sob anélise, para diferentes niveis de robustez, isto é, para diferentes
valores de §, pode exprimir o comportamento do conjunto de solucdes em relacdo a regido
vidvel do problema e, mais ainda, em comparacio a sua solucdo deterministica. Nestas
circunstancias, a DE é executada novamente, a fim de obter resultados independentes de
problemas para cada nivel de robustez, utilizando os mesmos valores de pardmetros do caso
anterior. No caso da técnica de Média Efetiva, sdo usadas H = 50 amostras aleatorias, dis-
tribuidas ao redor de cada candidato a solucao, geradas pela estratégia de Hipercubo Latino.
Os resultados para niveis de sensibilidade das varidveis de projeto variando entre 0% e 10%
sdo mostrados na Fig. 39.

Analisando os resultados obtidos, primeiro note que a solu¢do deterministica, repre-
sentada pelo circulo na Fig. 39 e obtida quando §, = 0, para k = 1, 2, estd localizada em
um extremo da regido vidvel, delimitada pelas restricdes g; e g,. O aumento do valor de
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Figura 39 - Solucdes do problema da Eq. (88) para diferentes niveis de robustez
das variaveis de projeto.
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Fonte: O autor, 2019

significa que a metaheuristica tende a renunciar de pontos 6timos cuja sensibilidade é ele-
vada, isto €, pontos nos quais qualquer ligeira perturbacdo no vetor de varidveis de projeto
tende a produzir significativa diferenca no valor da funcao-objetivo. Em geral, solucdes de-
terministicas tendem a ser sensiveis. Portanto, o aumento do parametro de ruido 6 consiste
em abdicar do minimizador com melhor valor da funcio-objetivo, em favor da obtencdo de
uma solucido mais robusta. Este comportamento confirma-se na Fig. 39, onde as solucdes
computadas mostram um aumento gradual da distancia em relacdo ao otimizador determi-

nistico, o mais sensivel, haja vista que uma ligeira perturbacao é capaz de mové-lo para fora
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da regido viavel.

Por sua vez, considere as incertezas do problema do ponto de vista da analise de
confiabilidade. Um problema de otimiza¢ao baseada em confiabilidade pode ser formulado
de diversas formas, a depender do modelo matematico e dos interesses inerentes ao projeto.
No caso do problema estudado, uma possivel formulacao, proposta por Tu (1999) e utilizada
em diversos trabalhos na literatura, ¢ dada por

argmin f (d)
d

Sujeitoa P[g,(d, X) < 0] < ®(—F) (89)
0<d, d, <10

onde i = 1, 2, 3. Neste problema, X € um conjunto de variaveis aleatorias independentes
com distribuicdo normal, onde u = (d;, d,) e o, = (0,3, 0,3), e o indice de confiabilidade
alvo é B, = 3. As funcdes que aparecem nas restricdes do problema sio

2

d X XX,
gl( ’ )_ 20

_1 (90a)

X +X,-5" (G -X-12)

1 (90b)

80

R — (90¢)
X;+8X,+5

g (d, X)

Para a solu¢@o do problema definido pelas Egs. (89)-(90), novamente é empregado
o método DE, tendo sido utilizados os mesmos paridmetros de controle dos casos anterio-
res (os problemas deterministicos e com andlise de robustez). As restri¢oes probabilisticas
sdo resolvidas com o método ASOSL, onde 5,7 = 1 e os parAmetros de busca local utilizando
backtracking sdo c;, = 10~*e s, = 0,5. A solugio do problema quando 8, = 3 equivale a con-
fiabilidade de 99,86%, aproximadamente. A Fig. 40 mostra o resultado obtido na otimizacdo
baseada em confiabilidade. O valor 6timo alcangado para a média das variaveis aleatérias
éd = (3,440563, 3,279963). O circulo tracejado, mostrado na Fig. 40, representa a regido
confidvel, delimitada pelo indice de confiabilidade no espacgo X.

Os pontos g, para i = 1, 2, 3, representam os valores das restri¢des probabilisticas,
avaliadas no ponto mais provavel de falha, obtidos durante as respectivas execucdes do mé-
todo ASOSL. Note que apenas as restri¢oes g; e g, estdo ativas, com g; (2,6435, 2,8619) ~ 0
e g,(3,6709, 2,4099) =~ 0. No caso da terceira restricdo, g5 (4,0275, 3,9623) ~ 0,5118, e por-
tanto g; > 0, o que significa que todas as restri¢coes probabilisticas sdo satisfeitas. Nesta
andlise, fica claro que as solucdes confidveis sempre estdo dispostas no centro do circulo
(para problemas no plano) de raio f3;, os quais tendem a se afastar cada vez mais do mi-
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Figura 40 - Otimizacdo baseada em confiabilidade do problema dado pela
Eq. (89), para 8, = 3.
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nimizador deterministico, & medida que eleva-se o valor de f3;, fornecendo solu¢des mais
confidveis, mas com o prejuizo do aumento do valor 6timo, assim como na otimizagao ro-
busta.

Finalmente, considere a formulagdo do problema multi-objetivo, como proposto na
Eq. (85), levando em conta as incertezas pela analise de robustez e otimizagdo baseada em
confiabilidade. Neste cendrio, a proposta é que o problema seja formulado como

argmin f(d, 9)

d
max S,
Sujeitoa P[g;(d, X, §) <0] <P (=B’ (91)
0<d,, d, L£10
1<B. <3

ondei =1, 2, 3 easexpressdes das restricoes sdo dadas pelas Egs. (90a)-(90c). Assim como
no caso anterior, X € um conjunto de varidveis aleatorias independentes com distribuicdo
normal, onde u_ = (d;, dy)ec, = (0,3, 0,3). O intervalo no qual o indice de confiabilidade
¢ definido equivale a confiabilidade entre ® (1) ~ 0,8413 e ® (3) ~ 0,9987.
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Para obtencao do conjunto de solucdes deste problema ¢ empregado o algoritmo
MODE, apresentado na Secdo 2.4.2, com fator de amplificacdo F = 0,5, probabilidade de
cruzamento CR = 0,8, parametro de reducdo r = 0,9 e numero de pseudo-frentes R = 10. O
algoritmo € executado por 500 geracdes para cada nivel de robustez &, com NP = 50 indivi-
duos. No caso das restricdes probabilisticas, ¢ empregado o método ASOSL com os mesmos
parametros do caso anterior, quando foi avaliado o problema de otimizacdo mono-objetivo
baseado em confiabilidade. As aproximacdes computadas para as frentes de Pareto, com

diferentes niveis de robustez, sio mostradas na Fig. 41.

Figura 41 - Conjuntos de valores 6timos obtidos para diferentes niveis de

robustez, no problema dado pela Eq. (91).
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Analisando os perfis obtidos, fica clara a contribui¢do particular de ambas as abor-
dagens de incerteza: maximizar a confiabilidade, em termos de 3, representa um aumento,
ndo necessariamente linear (como sera visto mais a frente), do valor 6timo de f, & medida
que o indice de confiabilidade também aumenta. No caso da andlise de robustez, o perfil é
deslocado como um todo, também acometendo f, em relacdo as curvas de Pareto obtidas
quando ¢ ¢ menor. Estes resultados vao ao encontro daqueles obtidos nas Figs. 39 e 40,
quando os resultados calculados mostram afastamento gradual em relacdo ao minimizador
deterministico, mas por razdes distintas. Estes fatos, atrelados aos interesses econdémicos
do projeto, sdo primordiais na escolha da solucdo a ser implementada na pratica.
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7.3.2 Problemas de Engenharia Quimica

7.3.2.1 Projeto de Rede de Trocadores de Calor

Em um projeto de uma rede contendo trés trocadores de calor posicionados em série,
como mostra a Fig. 42, sdo conhecidas as constantes que representam as temperaturas do
fluido quente que entra nos trocadores de calor, ¢, t,; € t5;, assim como os coeficientes
gerais de transferéncia de calor, U,, U, e U;. Um fluido, com um dado fluxo volumétrico W
e calor especifico C),, € aquecido da temperatura T, até T, pela passagem através dos trés
trocadores de calor. T, é a temperatura inicial do fluido sendo aquecido, T; é a temperatura
do fluido em cada estdgio de aquecimento e ¢;, € a temperatura do fluido quente que sai dos
trocadores de calor, parai = 1,2,3. Em cada trocador de calor (compreendido como um
estagio do processo), a corrente fria é aquecida por um fluido quente com a mesma vazao
W e calor especifico C, (AVRIEL; WILLIAMS, 1971). No contexto da otimiza¢do mono-
objetivo, sem considerar incertezas, este problema foi estudado por Adjiman et al. (1998),
Andrei (2013) e outros.

Figura 42 - Rede de trocadores de calor com trés est4gios.

t11 = 300 °F tog = 400 °F t31 = 600 °F
T 15
TO =100 °F ——» Al > AQ » A3 — Tg =500 °F
t12 tao t32

Fonte: Adaptado de Avriel e Williams (1971).

A taxa de calor transferida para o fluido frio é menor ou igual a taxa de calor cedida
pela corrente quente. Existem trés balancos de calor que expressam este fato, dados por
WC,(T; —T;_;) S WC, (t; —t), parai = 1,2, 3. Equivalentemente, estes balan¢os podem
ser descritos como

Ti+tp<tyhy+Ti,;. (92)

De maneira similar, as inequacdes das transferéncias de calor em relacio a cada estagio da
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rede sdo dadas por
WC, (T —=Ti) SUA; (t, = Tiny) (93)

onde os coeficientes gerais de transferéncia de calor U = (120, 80, 40) Btu/ (ft*>h°F) e
WC, =10° Btu/ (h°F).

Considerando as restricdes dadas pelas Egs. (92) e (93), o objetivo é minimizar a rea
total dos trocadores de calor, dada por Ay (A, A,, A;) = A;+A,+A;. Portanto, o problema
de otimizac¢do deterministico da rede de trocadores de calor é formulado como

arg min AT (Al’ A27 A3)

Ay, Az, Az
. . 1
Sujeito a m(T1+t12)—1§0
1
4-#.O(T‘Z"'1’22_7"1)_1SO
1
m(’%z—Tz)—lSO
10° 107
A, (100 —t —T, ——<0
1 ( 12)+120 1120 —

A, (T, — ty) — 1250T, + 12507, < 0
A5 (T, — t3;) — 2500T, + 1250000 < 0
100 < A, < 10000

1000 < A,, A, < 10000

10 < Ty, Ty, tia byyy tzy < 1000

A area total minima é A (579,31, 1359,97, 5109,97) ~ 7049,25 ft?, obtida com os para-
metros (Ty, T,, ti5, ty, t3) = (182,02, 295,6, 217,98, 286,42, 395,60) (ADJIMAN et al.,
1998).

Originalmente, o problema tem oito varidveis de decisdo. Entretanto, Angira e Babu
(2002) mostram que as restricoes de desigualdade, referentes a Eq. (92), podem ser subs-
tituidas por restricoes de igualdade, sem prejuizo ao modelo. Reescrevendo os termos das
temperaturas do fluido quente que entra nos trocadores de calor, t,;, ,; € t5;, em termos das
temperaturas T, e T,, e substituindo as expressoes resultantes nas restricdes definidas pela
Eq. (93), o problema passa a ter cinco variaveis de decisdo, a saber, a area dos trocadores
de calor que compdem a rede, A,, A, e A;, além das temperaturas T, e T,. Entdo, as novas
restricdes do problema sao as seguintes:

10° 107

—T, — ——<
g T1 — 3004, 0 (94a)

ATy + 120 —

T,A, — 400A, — 1250 (T, — T,) < 0 (94b)



156

1250000 — 25007, — 100A; < 0. (94¢)

Para a otimizagdo baseada em confiabilidade, Lobato et al. (2019) sugerem que as
incertezas sejam associadas aos termos constantes das inequacdes, de forma que sejam ma-
nipulados como varidveis aleatdrias. As inequacdes do problema deterministico da rede
de trocadores de calor, cujas restricdes equivalentes as do modelo original sdo dada pela
Eq. (94), podem ser transformadas em restricoes probabilisticas. Neste contexto, seja d =
(A, A,, A;, Ty, T,) o vetor de variaveis de decisdo deterministicas e X = (X, ..., Xg) 0
vetor de variaveis aleatorias. Para um dado indice de confiabilidade alvo $;, o modelo de
rede de trocadores de calor considerando a confiabilidade das solucdes pode ser modelado
como

argmin Ar(d,, d,, d3)
dy, dy, ds
max S,
Sujeitoa P[g;(d, X) <0] <D (-pH)

100 < d; < 10000 ’
1000 < d,, d; < 10000
10 < d,, d5 <1000
0,1<pB, <3

parai =1, 2, 3, onde as funcdes de desempenho sdo dadas pelas seguintes expressoes:

g (d, X)=dd, + X1d, — Xd; — X5
& (d, X) =dsd, — X,d, — X5(dy — ds)
g (d, X) =X —X,ds — Xed; .

Neste modelo, X é um vetor de varidveis aleatorias independentes, que seguem a distribui-
¢do normal, cujas médias e desvios-padrdo sdo listados na Tabela 9.

Tabela 9 - Propriedades estatisticas das varidveis aleatdrias do problema da rede de
trocadores de calor.

X, X, X5 X, X X, X, Xg
2 2
Média S%.O 300 50?? 00 400 1250 1250000 2500 100
. 125 12500 125
Desvio-padrao = 15 —= 20 =N 62500 125 5

Fonte: O autor, 2019.
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No caso da andlise de robustez, as incertezas sao consideradas, neste problema, como
variacoes geométricas referentes as areas dos trocadores de calor (A4,, A, e A;) e diferencas
relacionadas as temperaturas aferidas durante a passagem do fluido entre os trocadores de
calor (T, e T,). Assim, o vetor de incertezas § determina a faixa de variagdo permissivel de
cada uma das componentes do vetor d. Portanto, o problema de otimiza¢cao multi-objetivo
do projeto de rede de trocadores de calor considerando robustez e confiabilidade pode ser
formulado como

argmin Ar(d, 9)
d

max f3,
Sujeitoa P[g;(d, X, §) <0] < d(-B,)
100 < d; < 10000 : (96)

1000 < d,, d; < 10000
10 < d,, ds < 1000
01<p,<3

Para a solucdo deste problema é empregado o algoritmo MODE, apresentado na Se-
cdo 2.4.2, com fator de amplificacdo F = 0,5, probabilidade de cruzamento CR = 0,8,
parametro de reducdo r = 0,9 e nimero de pseudo-frentes R = 10. O algoritmo é execu-
tado por 500 geragdes, com NP = 50 individuos. No caso do método ASOSL, as execucgdes
sdo realizadas com §, = 1, além de o, = 10™* e 5, = 0,5 para a etapa de busca local utili-
zando backtracking. Na Fig. 43 sdo mostradas as solucdes obtidas, considerando-se diferen-
tes niveis de robustez, os quais sdo calculados pela estratégia de Média Efetiva, mostrada na
Secdo 3.3.1.2. Sdo empregadas H = 50 amostras aleatdrias, geradas pela estratégia de Hi-
percubo Latino. Por sua vez, a variacdo de §3; no intervalo adotado garante resultados cuja
confiabilidade variam entre & (0,1) ~ 0,5398 e ® (3) ~ 0,9987.

Inicialmente, pode-se notar que o resultado do problema deterministico, obtido no
caso em que § = 0, equivale ao mais baixo nivel de confiabilidade avaliado, na formulacio
proposta. Em geral, problemas deste tipo exprimem a é4rea total do trocador de calor como
uma funcio do seu custo de desenvolvimento e operacio. Sendo assim, valores 6timos cuja
confiabilidade é maximizada tendem a apresentar maior custo (como consequéncia do ine-
vitavel aumento da area total da rede de trocadores de calor), em detrimento ao resultado
deterministico. Por sua vez, quando se eleva o nivel de robustez desejado para os resultados,
através do aumento de J, o conjunto de solu¢des dominantes é deslocado, manifestando au-
mento ainda mais acentuado em relacao a area total.

O perfil aproximadamente linear obtido para cada conjunto de solu¢des dominan-
tes, no intervalo em que S, é avaliado, pode ser decorrente do comportamento linear do

problema, tanto em relacdo a funcao-objetivo quanto as restricdes probabilisticas. Entre-



158

Figura 43 - Solug¢des do problema de otimizacdo multi-objetivo de uma rede de
trocadores de calor com incertezas, definido pela Eq. (96), para

diferentes niveis de robustez.
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tanto, o conjunto de solu¢des nunca se cruza. Este fato corrobora a solidez da formulacdo
do problema, assim como os métodos numéricos utilizados para obtencdo dos resultados,
uma vez que conjuntos de solucdes com diferentes niveis de robustez nao devem ter pre-
dominio entre si, fazendo com que a escolha do otimizador a ser implementado na pratica
seja determinada considerando-se niveis de robustez e confiabilidade independentes.

A anélise dos valores 6timos mostrados na Fig. 43 pode ser complementada com os
resultados listados na Tabela 10, onde sdo mostrados os valores das variaveis de decisido
referentes a trés minimizadores distintos, para cada valor de §. Os valores escolhidos sdo
pertinentes a solucdes caracterizadas pelo compromisso extremo em relagcdo a cada um dos
objetivos, isto €, as solucdes em que a area total ¢ minima ou o indice de confiabilidade é
méximo, além da solucdo com compromisso intermedidrio em relagdo a ambos.

Nota-se que, para um dado nivel de robustez, ndo é possivel verificar qualquer re-
lacdo linear ébvia no que diz respeito ao aumento da area total da rede de trocadores de
calor, em detrimento ao aumento praticamente linear observado na Fig. 43. O mesmo vale
para as temperaturas T, e T,. Por outro lado, analisando cada um dos minimizadores da
Tabela 10, fica claro que a maior contribuicdo para o aquecimento do fluido até 500 °F é
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dada no terceiro estagio, o que justifica os valores de A; em todos os resultados reportados,

maiores do que os demais trocadores de calor da mesma rede.

Tabela 10 - Resultados 6timos do problema de rede de trocadores de calor,
considerando diferentes niveis de compromisso entre os
objetivos. Para cada conjunto de resultados, os valores sdo

dispostos em relacdo a d = (A;, A,, Asz, Ty, TZ)T.

Robuste Compromisso  Compromisso  Compromisso
Z
Extremo (A;) Intermediario Extremo (3,)
725,64 ft? 595,07 ft? 551,11 ft?
1270,47 ft? 1260,02 ft? 1279,83 ft?
§=0,0 5229,70 ft2 6986,06 ft2 8822,1 ft2
190,93 °F 169,00 °F 153,48 °F
295,11 °F 269,24 °F 246,37 °F
467,30 ft? 431,84 ft? 368,17 ft?
1482,09 ft2 1380,90 ft2 1497,34 ft2
6 = 0,05 6323,53 ft? 8065,84 ft? 9948,55 ft?
155,83 °F 146,84 °F 129,49 °F
270,75 °F 247,02 °F 227,35 °F
141,83 ft? 464,59 ft? 458,75 ft?
1643,37 ft? 1756,62 ft? 3178,67 ft?
6=0,1 7461,87 ft? 8857,41 ft? 9989,32 ft?
113,95 °F 135,72 °F 113,86 °F
242,45 °F 244,91 °F 246,04 °F

Fonte: O autor, 2019.

7.3.2.2 Projeto de Rede de Reatores

O problema do projeto de rede de reatores envolve dois reatores tanque agitado con-
tinuo, também chamados de CSTR (continuous stirred tank reactor), onde ocorre a reacio
A — B — C, sendo A, B e C as componentes do sistema. Em ambas as reacées, assume-
se uma cinética de primeira ordem e os reatores sao considerados perfeitamente agitados,
sem variacdo do volume reacional. O objetivo € projetar o sistema de modo que a con-
centracdo de B na corrente de saida do segundo reator (c, ) seja maximizada, e o custo do
investimento nio exceda um dado limite superior (SMITH, 1996). Na Fig. 44, a estrutura
essencial do projeto de rede de reatores € ilustrada.

Sejam V', e V, os tempos de residéncia para o primeiro e segundo reatores, respectiva-

mente. Considere, também, k; = 0,09755988 s!, k, = 0,09658428 s™1, k; = 0,0391908 s~*
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Figura 44 - Esquema do projeto de rede de reatores.

Cro = 1,0 mol/1
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Fonte: Adaptado de Smith (1996).

e k, = 0,03527172 s~! as constantes das taxas de reagdo, cuja relacdo esta estabelecida na
Fig. 44. Neste modelo, supde-se que o custo de capital de um reator seja proporcional a
raiz quadrada de seu tempo de residéncia. O problema de projeto de rede de reatores, cujo

propésito € maximizar f (CBZ) = c,,, € formulado como

argmax f (c )

CBZ

Sujeitoa ¢, —c, +kic, V; =0

CAZ - CAl + kZCAZVZ = 0

¢, tc,—c, tkic, V=0 . (97)
c,—¢, tc,—c +koe V,=0

Vi +4V, <4

0<c¢,c,c,c, <1

0<V,, V,<16

Este modelo foi proposto por Manousiouthakis e Sourlas (1992) e, no contexto da oti-
mizacdo mono-objetivo, também foi estudado por Ryoo e Sahinidis (1995), Angira e Babu
(2002), Kheawhom (2010), Sharma et al. (2013) e Dong et al. (2014). Todos os autores rela-
tam um ponto em comum: o problema ¢é considerado dificil pois possui dois 6timos locais
muito préximos ao 6timo global, como pode ser visto na Tabela 11. Note que as duas so-
lugdes locais utilizam apenas um dos dois reatores (V; e V, alternam-se com valores nulos
em ambos os 6timos locais), enquanto a solucgio global utiliza ambos. Além disso, o pro-
blema contém um conjunto de restricdes ndo-convexas, que podem ser um complicador
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para alguns métodos de otimizacdo.

Tabela 11 - Solugdes 6timas do problema de projeto de rede de reatores, com a indicagdo do tipo

de solucdo 6tima (local ou global) de cada ponto.

¢, (mol/l) ¢  (mol/l) c, (mol/l) c, (mol/l) Vi(s) V,(s) f Tipo

0,390 0,390 0,375 0,375 16 0 0,375 Local
1 0,393 0 0,388 0 16 0,388 Local
0,771 0,517 0,204 0,389 3,037 5,096 0,389 Global

Fonte: Adaptado de Ryoo e Sahinidis (1995).

No cendrio da otimizacao com incertezas, mais especificamente na otimizacao base-
ada em confiabilidade, Lobato et al. (2019) propuseram que potenciais incertezas poderiam
ser associadas as constantes k; a k,, uma vez que sdo estimadas usando a dependéncia de
temperatura de Arrhenius, cujo procedimento esta sujeito a variagdes e incertezas. Os auto-
res sugerem uma simplificacio para o problema definido na Eq. (97), através da eliminacdo
das restri¢oes de igualdade. Inicialmente, o termo c_, € explicitado na ultima restri¢do de
igualdade da Eq. (97). Em seguida, as demais restricoes de igualdade sdo escritas apenas em
fungdo dec, ec,,. As expressoes resultantes sdo substituidas nos termos correspondentes,
do lado direito da equagdo de ¢, . Com isso, a fung¢do-objetivo pode ser escrita como

X2d2 (del (1 - dl) - (del +X3 (1 - dl)) (d2 - dl))
(X1d, + X5 (1 = dy)) (Xpd, + X, (d, — dy))

fd, X)= (98)
Desta forma, o problema passa a ter uma Unica restricdo de desigualdade que, em geral, é
mais fécil de ser manipulada, e a fun¢do-objetivo passa a ser definida por duas variaveis de
decisdo, c, ec,,.

No caso da restricdo de desigualdade da Eq. (97), a simplificacdo proposta por Lo-
bato et al. (2019) segue o mesmo procedimento adotado anteriormente. Explicitando V; e
V, nas duas primeiras restricoes de igualdade, torna-se possivel escrever a restricdo de de-
sigualdade também em funcdo de ¢, e c,,. Assim, a restri¢do de desigualdade equivalente
¢ dada por

1_d1 dl_dz_ 0’ (99)
del dez

onde d ¢ o vetor de varidveis de decisdo deterministicas, dado por d = (Cm’ c,,), € o vetor

X = (X;, X,, X5, X,) € um conjunto de varidveis aleatérias independentes, com distribui-

cdo normal. O problema de otimizacao multi-objetivo da rede de reatores, considerando a
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confiabilidade do sistema, é definido como

argmax F = (f(d, X), )
d

Sujeitoa P[g;(d, X) <0] < ®(-p,)
10°<dy, d, <1
0,1<B, <5

(100)

em que o objetivo f (d, X) é definido pela Eq. (98) e g; (d, X) é dado pelo lado esquerdo da
Eq. (99). As médias e desvios-padrao de X sdo mostrados na Tabela 12.

Tabela 12 - Propriedades estatisticas das varidveis aleatorias do problema da rede
de reatores.

X, X, X, X,

Média 0,09755988 0,09658428 0,0391908 0,03527172
Desvio-padrdo 0,01463398 0,01448764 0,00587862 0,00529076

Fonte: Reproduzido de Lobato et al. (2019).

O problema analisado é resolvido através de duas abordagens distintas. Na primeira,
o problema da Eq. (100) é otimizado utilizando o MODE. Assim como nos problemas an-
teriores, é adotado fator de amplificacdo F = 0,5, probabilidade de cruzamento CR = 0,8,
parametro de reducio r = 0,9 e numero de pseudo-frentes R = 10. O algoritmo também ¢é
executado por 500 geracdes, com NP = 50 individuos. Na segunda abordagem, o problema
da Eq. (100) é convertido em um problema mono-objetivo, cujo tinico objetivo é dado por
f(d, X). Assim, sdo realizadas 50 execucdes independentes do algoritmo DE, variando-se
o indice de confiabilidade, o qual é definido por elementos igualmente espacados no inter-
valo 0,1 < 3, < 5. Em cada uma das execucdes, adota-se NP = 50 individuos, fator de
amplificacdo F = 0,5 e probabilidade de cruzamento CR = 0,8 para a DE, com nimero
méaximo de geracdes igual a 100. Em ambas as abordagens, as restri¢des probabilisticas sdo
resolvidas com o método ASOSL, onde §, = 1, o, = 10~* e 5, = 0,5. A Fig. 45 apresenta o
conjunto de resultados obtidos por ambos 0os métodos no mesmo conjunto de eixos.

Sob esta perspectiva, fica clara a relevancia de se modelar o problema de otimizagdo
baseada em confiabilidade em um contexto multi-objetivo: no intervalo analisado para o
indice de confiabilidade, a DE obtém diversas solu¢des dominadas, como mostra a Fig. 45,
pois critérios de dominancia no sdo levados em conta durante o seu procedimento de otimi-
zacdo (isso vale para a maioria das metaheuristicas no cenario mono-objetivo). Isso ocorre
pois as execucdes do algoritmo sdo independentes. Portanto, a DE ndo € capaz de avaliar
se o indice de confiabilidade é adequado, mas apenas maximizar o valor do objetivo, para
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Figura 45 - Conjuntos de resultados 6timos obtidos pelo MODE para o problema
dado pela Eq. (100), e pela DE para um problema mono-objetivo
equivalente, variando-se o indice de confiabilidade a cada execucéao.
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um dado S, fixado. Todas as solucdes obtidas pela DE quando 3, < 1,8, aproximadamente,
possuem outra com objetivo praticamente equivalente, mas com indice de confiabilidade
superior.

Por sua vez, a formulagdo multi-objetivo, como mostrada na Eq. (100), propicia que a
metaheuristica obtenha um conjunto de resultados que seja composto apenas por solugdes
dominantes, mesmo que o intervalo adotado para f3;, neste caso, possa produzir candida-
tos a solucdo cuja confiabilidade € inadequada. Naturalmente, este contraponto também se
reflete no custo computacional de se obter um conjunto de solugdes através de cada uma
das abordagens. O problema mono-objetivo deve ser resolvido tantas vezes quanto forem a
quantidade de solucdes desejadas, enquanto a abordagem com multiplos objetivos fornece
um conjunto de solu¢des dominantes com uma unica execugdo. Evidentemente, quantifi-
car o custo computacional com exatiddo depende da estratégia evolutiva adotada por cada
técnica.

Agora, considere o problema dado pela Eq. (100) e a incorporacdo da anélise de ro-

bustez. A formulacdo do problema de otimizacdo multi-objetivo de um projeto de rede de
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reatores, considerando robustez e confiabilidade, é dada por

argmax F =(f(d, X, &), B,
d

Sujeitoa P[g,(d, X, §) <0] < ®(-B)
107° <d,, d, <1
0,1<B <5

(101)

Neste caso, propde-se avaliar a robustez do problema analisando a influéncia da sensibili-
dade das correntes ¢, e ¢, na fungdo-objetivo. Para esta tarefa, ¢ empregada a técnica de
Média Efetiva, com H = 50 amostras, cujas incertezas sdo estabelecidas em 5% e 10%. A
Fig. 46 mostra os perfis obtidos para ambos os valores de §, além do caso em que ndo se
considera a sensibilidade do vetor d, isto €, quando § = 0. Novamente, os resultados fo-
ram obtidos com os algoritmos MODE e ASOSL, utilizando os mesmos pardmetros do caso
anterior.

Figura 46 - Conjunto de resultados do problema de otimizacdo multi-objetivo de
uma rede de reatores com incertezas, dado pela Eq. (101), para

diferentes niveis de robustez.
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Assim como nos casos anteriores, nota-se um deslocamento dos perfis a medida que
o valor de § ¢ aumentado. Contudo, diferentemente dos demais problemas analisados, este
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modelo apresenta duas particularidades. Primeiro, considere um conjunto de curvas hipo-
téticas que melhor aproxime os resultados computados, para cada §. Em cada uma delas,
nota-se uma atenuacao do grau de curvatura, que coincide com o aumento do nivel de sen-
sibilidade. Naturalmente, para um dado indice de confiabilidade, isso se reflete em uma
reducdo nao-linear do valor do objetivo. Como exemplo, escolha 8, = 3. O declinio do va-
lor de f € mais acentuado entre os valores calculados quando § = 0 e § = 0,05 do que para
8 =0,05ed =0,1. Evidentemente, este fato deve ser levado em conta durante a escolha do
resultado a ser implementado.

A segunda particularidade diz respeito a influéncia do grau de robustez na confia-
bilidade dos resultados. O aumento de J tende a fornecer valores de objetivo com , mais
baixo. Contudo, este aumento também pode limitar o nivel maximo possivel de confia-
bilidade dos resultados. Este fato fica claro para o conjunto de valores 6timos calculados
quando 6 = 0,1, onde o resultado cuja confiabilidade é maximizada tem (5, = 4,749. Neste
caso, pode-se dizer que robustez e confiabilidade, em termos de & e f3;, respectivamente,
também sdo conflitantes entre si.

Outra questdo importante, concernente aos resultados da Fig. 46 e também obser-
vado em outros casos, como na Fig. 43, diz respeito a “suavidade” dos conjuntos de resul-
tados que, neste caso, refere-se a condicao dos valores 6timos estarem dispostos sobre uma
curva continua hipotética, e ndo a caracteristica de existéncia de derivadas. Esta peculiari-
dade pode ser mais explorada com o ajuste dos conjuntos de resultados, obtidos para cada
valor de &, por um polinémio de grau dois. Assim, € possivel quantificar os desvios de cada
um dos valores 6timos em relacdo a curva ajustada e estimar o erro cometido e a dispersdo
do conjunto de pontos. A Tabela 13 apresenta a soma dos quadrados dos residuos (SQR), os
coeficientes de determinacdo simples (R?) e ajustado (R2), e a raiz do erro médio quadrético
(RMS) (para mais detalhes, veja Gujarati e Porter (2008)) das curvas ajustadas em relacdo
aos resultados computados para cada nivel de robustez.

Tabela 13 - Medidas de qualidade da curva ajustada em relaclo a
capacidade de estimacao dos valores 6timos

computados para cada nivel de robustez na Fig. 46.

SQR R R RMS
§=0  9,483%x10™5 09991 09991 1,452x 1073
§=005 2,851x10™* 0,9969 0,9968 2,463 1073
§=0,1 3,828%x1073 0,9604 09596 8,93 %1073

Fonte: O autor, 2019.

Analisando as estatisticas dos ajustes, de fato h4a uma tendéncia de aumento da dis-

persdo do conjunto de pontos quando o valor de § ¢ aumentado. Essa predisposicao pode ser
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decorrente da aleatoriedade inserida pela analise de robustez, através da técnica de Média
Efetiva. O aumento de ¢ reflete na extensio do intervalo, na vizinhanca de um candidato a
solucdo, onde as amostras aleatorias sdo geradas. Portanto, o valor médio do objetivo, cal-
culado por este conjunto de amostras aleatdrias, influencia na dispersdo dos elementos que
compdem o perfil obtido pela metaheuristica. E possivel que este efeito possa ser atenuado
por meio do aumento da quantidade de amostras H. Entretanto, esta alternativa acarreta o
aumento exponencial do custo computacional para obtencio dos resultados. Por sua vez,
¢ improvavel que este comportamento seja causado pela convergéncia prematura do mé-
todo, uma vez que cada conjunto de resultados é produto da execucdo do método por 500
geracoes.

Em vista desse cendrio, é pertinente obter os resultados do problema da Eq. (101),
utilizando as demais abordagens de andlise de robustez mostradas no Cap. 3, a fim de ve-
rificar o seu comportamento em relacdo aos resultados da Fig. 46. A Fig. 47 apresenta os
conjuntos de valores 6timos, obtidos com as técnicas de Diferenca Normalizada e de Pena-
lizagdo, apresentadas nas Secdes 3.3.1.3 e 3.3.1.4, respectivamente, para niveis de robustez
definidos em 5% e 10%, além do conjunto 6timo do problema onde nao € considerada a an4-
lise de robustez. Em todas as execucdes, os resultados foram computados com os métodos
MODE e ASOSL, utilizando os mesmos valores para pardmetros de controle adotados na
obtencao dos resultados da Fig. 46.

Inicialmente, nota-se que ambas as abordagens nao sdo capazes de alcancar indices
de confiabilidade préximos a 3, = 5 quando se define o nivel de robustez em 10%, assim
como ocorre na estratégia de Média Efetiva. Comparando ambas, fica claro que a técnica de
Penalizacdo apresenta resultados mais conservadores, promovendo penalizacdo mais acen-
tuada, frente ao aumento dos niveis de robustez, em relacdo as demais técnicas. Por sua vez,
a técnica de Diferenca Normalizada apresenta resultados muito préximos aqueles alcanca-
dos utilizando a Média Efetiva. Em relacdo a dispersdo dos resultados, fica claro que nao se
trata de uma particularidade da técnica de Média Efetiva, uma vez que esta caracteristica
estd presente em todos os perfis da Fig. 47.

7.3.2.3 Problema de Mistura de Catalisadores

Neste problema classico, o controle da mistura ideal de dois catalisadores ao longo do
comprimento de um reator tubular deve ser determinado. O problema envolve as reacoes

ki, ka ks
Sy —— S —S;,

onde k, e k, sdo as constantes da taxa de reacido das duas primeiras reacdes, em um reator
em que o catalisador consiste inteiramente da substancia que catalisa as reacOes reversiveis
S, «— S,, e k; é a constante da taxa de reacdo S, — S;. O modelo, originalmente formu-



Figura 47 - Conjunto de resultados do problema de otimizacdo multi-objetivo de

f(d, X)

uma rede de reatores com incertezas, dado pela Eq. (101), utilizando

as técnicas de Diferenca Normalizada e de Penalizacdo, com niveis

de robustez em 5% e 10%.
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lado por Gunn e Thomas (1965), tem como finalidade maximizar a producdo de S;. Ambos

os catalisadores ativam as trés reacdes, mas as taxas de ativacio sdo variadas para cada par

de reacdo e agentes catalisadores. Portanto, diferentes politicas de mistura de catalisadores

levardo a uma ampla variedade de composicoes de produtos.

O modelo do problema de mistura de catalisadores é definido como

arg max

Sujeito a

0
DO o0y, 0~y 1)
D20 = 0,0 -10,0) - A - )3, ()

»0)=1,»0)=0, =1
0<v<l

(102)

onde y,; e y, sdo, respectivamente, as fragcdes molares das substancias S; e S,, a funcdo-
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objetivo

f@O=1=y()—», () (103)

e t representa o tempo de permanéncia das substancias no reator, a partir do instante de
entrada, até o tempo final ;. A fracdo de mistura do catalisador, dada por v, é a porcdo do
catalisador formada pela substancia que catalisa a reacdo S; «— S,, a qual pode variar ao
longo da posic¢do axial do reator, e deve ser determinada pelo otimizador (DADEBO; MCAU-
LEY, 1995; LOBATO et al., 2019). No contexto da otimizacdo mono-objetivo, este problema
também foi estudado por Vassiliadis (1996), Tanartkit e Biegler (1997), Bell e Sargent (2000),
Irizarry (2005), Liu et al. (2013) e Liu et al. (2015).

A solucido deste problema ¢ obtida discretizando o elemento de controle (v) para
transformar o problema original com flutuagdo do indice diferencial em um problema de
otimizacdo ndo-linear, com indice diferencial constante (igual a 1). Com este propdsito, o
tempo ¢ discretizado e, para cada subintervalo dado por (¢;, f;,;), uma fracdo de mistura do
catalisador € aproximada, passando a ser representada por v;, parak =0, ..., n,—1,onden,
representa o numero de subintervalos de tempo. Portanto, d = (vo, ey Up 1y by ens tnt_l)
€ o vetor de varidveis deterministicas que deve ser calculado pelo otimizador.

Especificamente para o caso em que n, = 3, o algoritmo de otimizacio deve deter-
minar os elementos de controle v,, para k = 0, 1, 2, além dos instantes de tempo interme-
diarios, t, e t,, uma vez que t, = 0 e {; = t; = 1 sdo conhecidos. Utilizando o algoritmo
DE (STORN; PRICE, 1997), com NP = 50 individuos na populacgdo, fator de amplificacio
F = 0,5 e probabilidade de cruzamento CR = 0,8, sdo obtidos, apds 100 geracdes, os se-
guintes resultados: v, = 1 parat < 0,1338, v; = 0,2248 para 0,1338 < t < 0,7237ev, =0
para 0,7237 < t < t;. Nestas condicdes, o valor 6timo da funcdo-objetivo ¢ f = 0,048065.
Este resultado concorda com aqueles obtidos por Gunn e Thomas (1965), Vassiliadis (1996)
e Lobato et al. (2011).

No contexto de incertezas, Lobato et al. (2019) sugerem que o problema multi-objetivo
pode ser formulado considerando possiveis desvios em termos dos elementos de controle
discretizados. Neste caso, seja X = (X,, X;, X,) um conjunto de varidveis aleatorias in-
dependentes, onde X ~ N (,uX, af{). Para este problema, o desvio-padrdo de X ¢é definido
em relacdo ao coeficiente de varia¢do, o = 0,1u_, onde u_representa a média da varidvel
aleatoria. No caso da anélise de robustez, § representa o vetor de ruidos, relacionados aos
elementos de controle v;, para k = 0, 1, 2. Desta maneira, o vetor de varidveis determi-
nisticas passa a ser composto apenas pelos instantes de tempo, isto é, d = (¢, t,). Seja
F=(f(d, u, &), B.), o problema definido na Eq. (102), mas formulado como problema
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de otimizacdo multi-objetivo com incertezas, € definido como

argmax F
d, uy

dy, (t

sujeitoa 1 = X 10y, (0, 1)
dy, ()

c21t =X () —10y, (1) — A —=X) ¥, (1)

»1(0)=1,0)=0 (104)
0<d, <0,5
0,5<d, <1
P[g (X, 6) 0] <P (-p)
O<u, =<1
01<pB, <5

onde g; (X, 6) = X;parai =1, 2, 3.

O conjunto de solucdes 6timas deste problema € obtido através das etapas descritas
a seguir. Inicialmente, a metaheuristica gera uma populacio inicial de potenciais otimiza-
dores. A cada avaliacdo da funcao-objetivo, primeiro o vetor de varidveis de decisio ¢é per-
turbado, a fim de que a sua robustez seja avaliada. Para este problema, a perturbacio ocorre
apenas nas coordenadas referentes aos elementos de controle discretizados (neste contexto,
o tempo e o indice de confiabilidade nao sdo passiveis de perturbagdo). Apos a perturba-
¢do, cada individuo da populagdo da origem a H novos candidatos a solug¢do, localizados na
vizinhanca do vetor perturbado, os quais devem ser avaliados pela fun¢do-objetivo.

No procedimento de avaliacdo da funcdo-objetivo, primeiro sdo analisadas as restri-
coes do problema. No caso das restricdes probabilisticas, um método de andlise de confi-
abilidade inversa fornece os valores 6timos dos elementos de controle, assim como os res-
pectivos valores da funcdo de desempenho, de acordo com a distribuicio de probabilidades
das variaveis aleatorias. Estes dados, assim como os instantes de tempo discretizados, sdo
usados para obter as solucoes de ambas as equacdes diferenciais. Ento, as fracdes molares
y:1 (t) e ¥, (t) sdo utilizadas para avaliacdo do objetivo dado pela Eq. (103).

O método MODE ¢ empregado para obtencdo do conjunto de solucdes deste pro-
blema, as restricoes probabilisticas sdo avaliadas com o ASOSL e a anélise de robustez ¢
realizada pela estratégia de Média Efetiva, todos utilizando os mesmos valores de paradme-
tros adotados nos problemas anteriores. A Fig. 48 apresenta os conjuntos de resultados
otimos, calculados para § = 0,15 e 6 = 0,2, além do caso onde ndo se considera a robustez
das variaveis de projeto.

Diferentemente das demais anélises, neste caso sdo adotados valores elevados para
os niveis de robustez. Estas escolhas sio motivadas, puramente, por questdes didaticas,
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Figura 48 - Conjunto de resultados do problema de otimizacdo multi-objetivo da
mistura de catalisadores com incertezas, dado pela Eq. (104), para
diferentes niveis de robustez.
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Fonte: O autor, 2019

uma vez que possibilitam verificar o comportamento dos perfis obtidos, frente ao conjunto
de resultados em que ndo sio consideradas perturbacdes externas. Em geral, problemas de
engenharia s3o analisados levando em conta niveis de ruido inferiores. Contudo, quando
este problema de otimizacao ¢ avaliado para valores de § mais préximos a zero, a curva de
Pareto associada fica praticamente sobreposta aquela em que 6 = 0.

Este comportamento pode ser compreendido pela analise da Fig. 49, onde sdo mos-
trados os perfis de controle do problema dado pela Eq. (104) quando § = 0e § = 0,2, com
indices de confiabilidade aproximadamente iguais (8, ~ 1,6). No caso em que 6 = 0, tem-
se x, = 0,9984 para ¢t < 0,1669, x; = 0,2695 para 0,1669 < ¢t < 0,7341 e x, = 0,0004 para
0,7341 < t < t;. Quando § = 0,2, os resultados obtidos sdo x, = 0,9982 para t < 0,1728,
x; = 0,2601 para 0,1728 < t < 0,7242 e x, = 0,0002 para 0,7242 < t < t;. Para estas
varidveis de decisdo, os respectivos objetivos valem f = 0,0476 e f = 0,0474.

Em ambos os casos, tem-se que x, ~ 1 e x, & 0. Assim, o valor do objetivo ¢é pra-
ticamente determinado por x,; e pelos tempos de ocorréncia, t; e t,. Com isso, um desvio
consideravel do parametro de controle x;, em relacdo aos casosem que § = 0e § = 0,2,
poderia representar grande diferenca entre seus objetivos, haja vista que os tempos ¢, e ¢,
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Figura 49 - Perfis de controle obtidos para dois niveis de robustez distintos,
quando S; ~ 1,6.
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Fonte: O autor, 2019

também sdo muito préximos, em ambos os casos. Contudo, note que os perfis de controle
obtidos nos casos analisados na Fig. 49 sdo muito semelhantes. Inclusive, os resultados
obtidos assemelham-se, até mesmo, a solucio do problema deterministico, mostrada ante-
riormente. Isso significa que o problema, formulado como apresentado na Eq. (104), possui
solucdes em regides pouco sensiveis a perturbacdes externas, o que justifica a ligeira dife-
renca das curvas de Pareto obtidas na Fig. 48, mesmo com excessiva variacdo do nivel de
robustez.

7.3.2.4 Custo Anualizado Total de um Trocador de Calor de Casco e Tubo

Os trocadores de calor de casco e tubo consistem em um conjunto de tubos redondos
montados em um invélucro cilindrico. Um fluido escoa dentro dos tubos e o outro através
e junto com os tubos, de modo a fornecer ou absorver o calor necessario do fluido sendo
aquecido ou resfriado, respectivamente. A ampla aplicabilidade deste tipo de trocador de
calor € devido a sua eficicia e capacidade de operar sob uma ampla gama de pressoes, vazao
e temperaturas do fluido. Além disso, sio menos suscetiveis a queda de pressdo, em com-
paracdo com outros tipos de trocador de calor. Por outro lado, a expansdo térmica dos tubos
pode ser problematica, se o fluido estiver a uma temperatura mais alta. Estas estruturas sdo
geralmente usadas nas industrias de geracdo de energia, refrigeracao, refinarias e petroqui-
mica, induastrias de aquecimento e ar condicionado, e industrias farmacéuticas (PATEL et
al., 2019).

O projeto de um trocador de calor ¢ um processo gradual, em que uma configura-

cao geométrica de referéncia do equipamento € escolhida primeiro e um valor permitido de
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queda de pressdo € fixo. Em seguida, os valores das varidveis de projeto sdo definidos com
base nas especificacdes de projeto e na suposicdo de varios parametros mecanicos e termodi-
namicos, a fim de obter um coeficiente de transferéncia de calor satisfatorio. Estas escolhas
sdo verificadas com base em procedimentos iterativos que envolvem muitas tentativas até
que um projeto razoavel seja obtido e atenda as especificagdes com um compromisso satis-
fatorio entre quedas de pressio e desempenho de troca térmica. Este tipo de abordagem,
baseada em tentativa e erro, consome tempo e pode nao levar a projetos econémicos, pois
nenhum critério de custo € explicitamente levado em conta. Em particular, a minimizacao
de gastos relacionados a energia € critica, na Optica financeira e de conservagdo de recur-
sos. Considerando a importancia funcional, um projeto de custo minimo €, portanto, um
objetivo importante (CAPUTO et al., 2008).

Devido a transferéncia de calor desejada no trocador de calor ocorrer na superficie
do tubo, a escolha das variaveis geométricas do tubo é importante do ponto de vista do de-
sempenho térmico. O tamanho do tubo é especificado pelo didmetro externo e espessura
da parede. Tubos de menor didmetro produzem coeficientes de transferéncia de calor mais
altos e, portanto, resultam em um trocador de calor compacto. No entanto, tubos de didme-
tro maior sdo mais faceis de limpar, mais resistentes e necessarios quando a pressao lateral
permitida no tubo é pequena. Para uma determinada area de superficie, um trocador mais
econdmico é possivel com um didmetro pequeno do casco e tubos longos, consistentes com
0 espaco e a disponibilidade das instalacdes de manuseio. O numero de tubos depende da
vazdo do fluido e da queda de pressio disponivel (ASADI et al., 2014).

A seguir, ¢ apresentado o modelo capaz de estimar o custo de operacdo de um tro-
cador de calor de casco e tubo. O modelo é baseado nas especificagdes de construgdo e
capacidade de operacao do trocador de calor. Primeiro, considere a modelagem do trocador
de calor do lado do tubo. A velocidade do fluido que passa através dos tubos (v,), necessaria
para o célculo do coeficiente de transferéncia de calor, depende do nimero de tubos (N,) e
da quantidade de passes de tubos (Np), e é calculada como (KERN, 1950)

m; [Ny
v, = —_— , (105)
" Ap (N t)
onde m, € a taxa de fluxo de massa, p, € a densidade do fluido e a area da secdo transversal
do tubo é dada por
— T 2

com d; sendo o didmetro interno do tubo. Neste modelo, assume-se que d; = 0,8d,, onde
d, € o didmetro externo do tubo. Para N, passes de tubos, o numero de tubos pode ser
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aproximado por

D\
N, =C (_S> , (106)
d,
o qual depende do didmetro interno do casco (D), do didmetro externo do tubo (d,) e de
duas constantes, C e n,, cujos valores variam conforme o nimero de passes e o arranjo dos
tubos. A descricdo detalhada de ambas as constantes é mostrada em Sinnott (1993).
Utilizando o valor da velocidade do fluido que passa através dos tubos, calculada na
Eq. (105), torna-se possivel obter o numero de Reynolds, dado por
_ pLd;

Re, = ,
My

onde y, representa a viscosidade dindmica do fluido. Por sua vez, considerando o calor
especifico (Cpt) e a condutividade térmica (k,), numero de Prandtl é calculado por
M Clo

Pri=——.

t kt
Ambos os valores obtidos para Re, e Pr, sio empregados no calculo do coeficiente de transfe-
réncia de calor. Aproximacdes suficientemente precisas deste coeficiente sdo determinadas
por faixas de valor, que dependem do niimero de Reynolds, dadas por (KERN, 1950; LEE et
al., 2005)

( d 1,33
. 0,0677 (RetPrtf)
113,657 + , se Re, < 2300
d, d, 0,3
1+ 0,1Pr,(Re,—
+ 0,1Pr, ( e 7 )
h = . % (Re, — 1000) Pr, 4\ 0%
Et (1 + f) , se 2300 < Re, < 10000
14127/ L (ﬁptf - 1)
8
k ,U 0,14
0,027d—tRe?’8 /Pr, <Et) , se Re, > 10000
0 t

\

Adicionalmente, o calculo de h, depende do valor do comprimento dos tubos (L), da visco-
sidade na parede do tubo, dada por u,; = 0,75u,, e do fator de fric¢ao de Darcy (HEWITT,
2008), obtido por

fo=(1,821og,,Re, — 1,64) .

Agora, considere a modelagem do trocador de calor do lado do casco. A velocidade
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do fluxo, neste caso, depende da taxa de fluxo de massa (m;), da densidade do fluido (p,) e
¢ dada por (KERN, 1950)

obtida levando-se em consideracio a area da secdo transversal normal a direcdo do fluxo,

d,
A,=DB(1- )
onde B € o espacamento de defletores e P, = 1,25d,,, definida como a distancia entre dia-
metros de tubos adjacentes.
Em relacio ao casco, o numero de Reynolds ¢ dado por

— psvsDe — msDe

Re ,
T M MsAs

(107)

onde u, € a viscosidade dinamica e D, é o diAmetro hidraulico externo do casco, cujo va-
lor depende do tipo de arranjo dos tubos. Das diversas formas que podem ser adotadas,
destacam-se os arranjos quadrado e triangular. Nestas condi¢oes, o didmetro hidraulico ¢
dado por (KERN, 1950; SINNOTT, 1993)

( 2 (T 2
! <Pt ( 4 do)) , arranjo quadrado
d,
e 4(0.43P? —0,5(Zd2))
4 , arranjo triangular
0,57td,

Por sua vez, o numero de Prandtl € calculado por

_ /"sts

Pr, o
S

(108)

onde Cy, € o calor especifico e k € a condutividade térmica.

Analogamente ao efetuado para o lado do casco, os numeros de Reynolds e Prandtl,
dados pelas Egs. (107) e (108), também sido empregados no calculo do coeficiente de trans-
feréncia de calor do lado do caso (KERN, 1950), obtido por

k 0,14
hy = 0,36 Re®*prl/? (ﬁ) .

D, s
Neste caso, u, = 0,75u, e representa a viscosidade da parede do casco. Ap6s calcular os
coeficientes de transferéncia de calor no lado casco e do tubo, o coeficiente geral de transfe-

réncia de calor é determinado levando em consideracdo a resisténcia a incrustacio nos dois
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lados. As resisténcias de incrustacao sio atribuidas a partir dos dados da literatura, corres-
pondentes a tipos de fluidos e temperaturas de operagdo. Portanto, considere as constantes
Ry, e Ry, que representam o fator de incrustacio dos lados do tubo e do casco, respectiva-
mente. O coeficiente geral de transferéncia de calor é dado por (KERN, 1950; SINNOTT,
1993)

1
1 d, 1)\
— +R Z2I\(R —_

m fs+<di)<“+ht>

Considerando o fluxo cruzado entre dois defletores adjacentes, a diferenca de tem-

peratura média logaritmica ¢ determinada como

— (Thi - Tco) - (Tho - Tci)

M 1 (Thi - Tco )
n J——
Tho - Tci

AT

Este termo refere-se a diferenca de temperatura média logaritmica, que representa o perfil
de temperaturas ao longo do interior de um tubo, com temperatura da superficie constante.
Dependendo da configuracio do fluxo e do tipo de invélucro, um fator de correcio é introdu-
zido para calcular a 4rea de superficie do trocador de calor, requerido quando ha multiplos

passes, dado por

R>+1
R2-1"

F =

onde R € o coeficiente de correcio de temperatura, definido como

Ty — Ty
To—T,'’

ci

R=
co
em que T e Ty, referem-se as temperaturas de entrada dos fluidos frio e quente, respecti-
vamente, e T, e T}, referem-se as temperaturas de saida dos mesmos fluidos.

Por fim, para transferéncia de calor sensivel, a taxa de transferéncia de calor é dada
por

Q = mscps (Thi - Tho) = mtcpt (Tco - Tci) ’

a area da superficie do trocador de calor € calculada por

Q

A= AT F
LM

(109)

e, portanto, o comprimento dos tubos pode ser estimado, baseado na 4rea de superficie do
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trocador de calor, calculada na Eq. (109), através de

L= A .
md,N,

A queda de pressdo em um trocador de calor ¢ a pressdo estatica do fluido que pode
ser gasta para conduzir o fluido através do trocador. Do ponto de vista fisico e econdmico,
existe uma estreita relacdo entre o coeficiente de transferéncia de calor e a queda de pres-
sdo em todos os trocadores de calor. Para um trocador de calor com capacidade de calor
constante, o aumento na velocidade do fluxo causa uma melhoria no coeficiente de trans-
feréncia de calor, o que resulta em um projeto compacto do trocador e em um menor custo
de investimento. Por outro lado, o aumento da velocidade do fluxo causa maior queda de
pressdo nos trocadores de calor, o que resulta em um custo adicional de operacdo. Devido
a este fato, ao projetar uma troca de calor, a queda de pressdo deve ser considerada com a
transferéncia de calor e uma solucio ideal para o sistema deve ser encontrada, a fim de al-
cancar o custo total minimo, que inclui investimentos e custos operacionais (PATEL; RAO,
2010).

A queda de pressdo do lado do tubo para o trocador de calor € calculada como os
resultados combinados da queda de pressao distribuida ao longo do comprimento do tubo

e das perdas de pressdo concentradas nos bicos de entrada e saida. Assim,

2
_ Py

L
AP, 2<Eﬂ+py%, (110)

onde p é uma constante empirica. Similarmente, a queda de pressdo no lado do casco é
calculada como

s () 8)B)

Neste caso, o fator de atrito é calculado por f, = 1,44Re; ", valido quando Re, < 40000
(PETERS et al., 2003).

O custo total (C) de operacdo de um trocador de calor de casco e tubo envolve os cus-
tos de investimento (Cj,), energético (C,,) e operacional total descontado (Cy) (SINNOTT,
1993; TAAL et al., 2003). O investimento de capital é calculado em fung¢ao da area de super-
ficie do trocador de calor, isto €, C;,, = a; + a,A%. Para um trocador de calor fabricado com
aco inoxidavel no casco e nos tubos, a, = 8000, a, = 259,2 e a; = 0,91. O custo operacional
total descontado, relacionado a energia de bombeamento para superar as perdas por atrito
por n, anos, é calculado por

Ny C
0

Cd: )
k=1 (1+7r)
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onde r ¢ a porcentagem da taxa de desconto (taxa de juros), considerando que o valor fu-
turo do fluxo de caixa liquido em um dado ano é calculado por C, = PC.,H, onde C,, =
0,00012 $/kW h, o numero de horas de operacdo por ano é H = 7000 h e o poder de bom-
beamento ¢ obtido com

P = ! (ﬂAP +%AP)
Eeff Pt ‘ Ps °)

onde E; representa a eficiéncia de bombeamento, em termos percentuais. Portanto, a es-

timativa do custo total de um trocador de calor de casco e tubo é dada por
Cr=Cy+Cy. (111)

O problema de otimiza¢do deterministico do custo de operacdo de um trocador de
calor de casco e tubo, cujas varidveis sdo o didmetro interno do casco (D), o didmetro ex-
terno do tubo (d,) e o espagcamento de defletores (B), é dado por

argmax Cr (D, d,, B)

Dy, d,, B
Sujeitoa 0,1 <D;<1,5 , (112)
0,015 < d, < 0,051
0,05 <B<0,5

cujo objetivo Cy € definido pela Eq. (111). Sdo analisados dois estudos de caso: no primeiro,
retirado de Sinnott (1993), considera-se um trocador de calor de metanol e dgua salobra,
com carga térmica Q = 4,34 MW. No segundo estudo de caso, apresentado por Kern (1950),
o trocador de calor é composto por querosene e petréleo bruto, com carga térmica Q =
1,44 MW. Para ambos os casos, é adotado p = 4 para a constante empirica relacionada
a Eq. (110), assim como realizado por Kern (1950). As propriedades fisicas para ambos os
estudos de caso sdo apresentadas na Tabela 14.

Com base na literatura, no primeiro estudo de caso ¢ adotada uma configuracio de
tubos com arranjo triangular, contendo N,, = 2 passes de tubos. Nestas condi¢oes, 0 nimero
de tubos, aproximado pela Eq. (106), é calculado com C = 0,249 e n; = 2,207. Por sua vez, o
arranjo quadratico € adotado no segundo estudo de caso, contendo N, = 4 passes de tubos,
onde C = 0,158 e n; = 2,263. Nestas condic¢des, varios autores resolveram o problema dado
pela Eq. (112) utilizando diversas técnicas, dentre os quais pode-se destacar Caputo et al.
(2008), Patel e Rao (2010), Hadidi e Nazari (2013), Hadidi et al. (2013), Asadi et al. (2014),
Mohanty (2016) e Libotte et al. (2019b). Os melhores resultados reportados para o custo
total, que se tem acesso, sdo C; = $ 45782 e C; = $ 19433, para o primeiro e segundo
estudos de caso, respectivamente.

Nenhum dos estudos citados anteriormente considera possiveis incertezas no mo-
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Tabela 14 - Valores das propriedades fisicas para ambos os estudos de caso do problema de
custo de operagdo de um trocador de calor de casco e tubo.

Estudo de Caso 1 Estudo de Caso 2
Casco Tubo Casco Tubo
Metanol Agua Salobra Querosene Petro6leo Bruto

m (kg/s) 27,8 68,9 5,52 18,8
T, (°C) 95,0 25,0 199,0 37,8
T,(°C) 40,0 40,0 93,3 76,7
p (kg/m?) 750,0 995,0 850,0 995,0
C, (kI/kgK) 2,84 4,2 2,47 2,05
u(Pas) 0,00034 0,0008 0,0004 0,00358
Uy (Pas) 0,00038 0,00052 0,00036 0,00213
k (W/mXK) 0,19 0,59 0,13 0,13
R; (m?K/W)  0,00033 0,0002 0,00061 0,00061

Fonte: Reproduzido de Asadi et al. (2014).

delo definido pela Eq. (112). A seguir, é proposta uma formulacdo para o problema do custo
de operagdo de um trocador de calor de casco e tubo, que leva em conta a robustez e confiabi-
lidade de solucdes. Nesta formulacao, as varidveis do problema sdo tratadas como variaveis
aleatorias, isto €, X = (D, d,, B) ¢ um conjunto de varidveis aleatérias independentes, que
seguem a distribui¢do normal, com desvio-padrdo o, = 0,25u_, onde u_representa a me-
dia. Seja F = (Cr (u,, &), B.), onde o custo total de operacdo ¢é definido pela Eq. (111), e &
¢ o vetor de ruido. O problema de otimizacdo multi-objetivo com incertezas ¢ dado por

argmax F
My

Sujeitoa P[g; (X, 6) <0] <D (-p)
01<u, <15 ’ (113)
0,015 < u, <0,051
0,05 < i, <0,5
1<B,<3

ondei = 1, .., 6. As restricoes de desigualdade sdo dadas por g, (X, §) = 0,1 — X,

g2 (.X, 5) = Xl - 1,5, g3 (X, 6) = 0,015 _X2, g4 (X, 5) = X2 - 0,051, gs (X, 5) = 0,05 _X3
eg6 (X, 5) == X3 - 0,5.
Considere o primeiro estudo de caso, quando se dispde de metanol e 4gua salobra dos

lados do casco e do tubo, respectivamente, de um trocador de calor. Assim como nos casos
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anteriores, o algoritmo MODE, em conjunto com o ASOSL, ¢ empregado na solugdo deste
problema, utilizando o mesmo conjunto de pardmetros de controle ja citados. A Fig. 50a
mostra os conjuntos de solucdes 6timas, obtidas para trés diferentes niveis de robustez, em
termos dos valores de §. Novamente, as curvas de Pareto revelam que as solucdes domi-
nantes ndo alcancam o limite superior do indice de confiabilidade e ficam cada vez mais
limitadas a isto, 8 medida que um nivel de robustez mais elevado € exigido.

Este modelo também apresenta uma particularidade frente aos demais: quando § =
0, a curva de Pareto é ndo-conexa. A descontinuidade ocorre quando 3, ~ 2, o que equivale
a probabilidade de falha p; ~ 2,28%. Nesta regido, os valores 6timos apresentam diferenca
de custo total de, aproximadamente, $ 1580. Naturalmente, esta caracteristica representa
um fator essencial na escolha da soluc¢do 6tima, uma vez que resultados com 3, > 2 podem
significar aumento expressivo de Cr, sem que a confiabilidade do modelo seja igualmente
elevada. A Fig. 50b apresenta a relacio entre a probabilidade de falha p;, em termos percen-
tuais, e o custo total do sistema. Note que o aumento mais expressivo de C; ocorre quando
a probabilidade de falha tende a zero, concordando com o comportamento da fungdo de
distribuicdo acumulada da distribui¢ao normal.

Agora, considere o segundo estudo de caso, para um trocador de calor com quero-
sene e petroleo bruto. A Fig. 51a apresenta as curvas de Pareto obtidas para o problema da
Eq. (113), considerando trés casos relacionados a robustez, em termos do vetor de incer-
tezas §. Nesta configuracao, os conjuntos de valores 6timos apresentam descontinuidades
ainda mais acentuadas do que no caso anterior, como pode ser visto comparando-se 0s per-
fis mostrados nas Figs. 50a e 51a. Para determinados niveis de confiabilidade, as curvas
apresentam aumento contundente em relacdo ao custo total do trocador de calor. Note,
ainda, que o aumento do nivel de robustez faz com esta transicdo ocorra para valores do
indice de confiabilidade cada vez menores, de forma que priorizar solu¢ées com margem
de incerteza muito reduzida pode significar um aumento dos custos muito relevante, até
mesmo inviabilizando o projeto.

A Fig. 51b mostra a probabilidade de falha do sistema, isto €, a probabilidade de se
obter uma solucao cujo valor de pelo menos uma das varidveis de decisdo nio esteja dentro
dos limites de viabilidade do modelo fisico, em relacdo ao custo total. Pode-se destacar
duas faixas de custo: na primeira, quando C; < 20350 aproximadamente, as varidveis de
decisdo apresentam baixa sensibilidade, de forma que é possivel obter solu¢des com custos
semelhantes, mesmo com o aumento do nivel de robustez, estendendo moderadamente
a probabilidade de falha (que passa de 0,91% para 3,49%, na faixa de robustez avaliada).
A segunda faixa de custos, que se referem aqueles quando C; > 20350, o seu aumento
ocorre subitamente, para ligeiras mudancas no vetor de variaveis de projeto, evidenciando
a sensibilidade das varidveis nesta regido.



Figura 50 - Conjunto de resultados do primeiro estudo de caso do problema

dado pela Eq. (113), para diferentes niveis de robustez.
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Fonte: O autor, 2019.
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Figura 51 - Conjunto de resultados do segundo estudo de caso do problema dado
pela Eq. (113), para diferentes niveis de robustez.
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CONCLUSOES E SUGESTOES DE TRABALHOS FUTUROS

No método proposto para andlise de confiabilidade inversa, os testes apresentados
deixam claro que assumir um passo constante, como na estratégia adotada pelo SLA, em
favor da reducdo do custo computacional, ndo se traduz necessariamente em uma reducdo
no numero de iteracdes, tampouco no numero de avaliacées da funcio de desempenho. A
técnica de obtencdo do ponto mais provavel de falha proposto no ASOSL para anélise de
confiabilidade inversa, por outro lado, apresenta uma melhora no desempenho computaci-
onal em relacdo ao SLA, uma vez que a estratégia utilizada para estimar o limite superior
do intervalo na busca linear, que fornece uma estimativa inicial para o procedimento de
backtracking, diminui consideravelmente o nimero de operacdes necessarias para se obter
o tamanho de passo 6timo.

Observa-se que nos métodos em que o tamanho do passo € calculado usando o valor
de aproximacoes subsequentes ao ponto mais provavel de falha, o comportamento oscila-
tério tende a ocorrer com mais frequéncia, principalmente se o método demonstrar sensi-
bilidade a determinados pardmetros. Vdrias escolhas podem produzir valores praticamente
constantes para o tamanho de passo durante as iteracées, diminuindo a convergéncia em
direcdo ao ponto 6timo. O ASOSL néo apresenta, em nenhum dos testes realizados, a ocor-
réncia de comportamento oscilatério. Este fato também se deve ao calculo do tamanho de
passo 6timo a cada iteracao.

Nos testes realizados, o ASOSL esteve entre as metodologias que apresentam menor
sensibilidade a escolha dos parametros de controle. Essa ¢ uma grande vantagem nos ca-
sos em que o método deve ser aplicado a problemas sem conhecimento prévio. Mesmo com
poucas opcdes de parametros, o processo iterativo converge para pontos proximos a solucao
otima e, em termos gerais, representa a maior taxa de convergéncia entre as técnicas compa-
radas na anélise proposta. Pode-se concluir que o ASOSL ¢ uma boa alternativa para andlise
de confiabilidade inversa, principalmente devido as caracteristicas de obter iterativamente o
tamanho de passo 6timo, com possibilidade de aumentar e reduzir seu comprimento, baixo
custo computacional, fraca sensibilidade a escolha dos parametros de controle e capacidade
de evitar comportamentos oscilatorios.

Por sua vez, a formulacdo proposta neste trabalho, acerca de problemas de otimi-
zacdo multi-objetivo considerando a robustez e confiabilidade dos resultados, revela uma
maneira consistente de se considerar incertezas durante o procedimento de otimizacio de
modelos computacionais. Fica clara a contribuicdo de cada uma destas abordagens nos re-
sultados obtidos, o que torna capaz compreender a dindmica e finalidade de ambas, e mode-
lar o problema de acordo com as necessidades do projeto. A formula¢do também apresenta
versatilidade, uma vez que permite considerar incertezas de diferentes tipos em quaisquer
das varidveis de decisdo e restricoes de desigualdade do problema, proporcionando autono-
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mia necessaria para formular o problema que atenda a necessidades especificas.

Apesar de confiabilidade e robustez mostrarem-se conflitantes entre si, em termos
de f3; e 8, a andlise do problema bidimensional, tratando o indice de confiabilidade como
um dos objetivos e fixando um vetor de ruidos, propicia um diagnostico mais claro dos
perfis obtidos. Isto faz com que a escolha do minimizador a ser implementado na pratica
seja facilitada, uma vez que a inserciao de um terceiro objetivo na formula¢do do problema
significaria a obtencdo de um conjunto de solucgdes, no espago objetivo, representado por
uma superficie. Tal escolha também ¢é motivada por outro fator importante: naturalmente,
computar uma superficie de solu¢des dominantes no espaco requer mais recursos compu-
tacionais do que para uma curva no plano, quando mantidos os mesmos critérios de refina-
mento, além do fato de que isso ndo representa uma vantagem, do ponto de vista da andlise
dos resultados.

Em todos os problemas estudados, foi observada certa dispersao dos valores 6timos
quando os niveis de ruido das varidveis de decisdo sio elevados. Esta tendéncia ndo esta
ligada, exatamente, ao método de andlise de robustez empregado, tampouco a formulacdo
do problema, mas a estratégia utilizada para avaliar a sensibilidade de um dado candidato
a solucdo, levando em conta um conjunto de amostras aleatorias dispostas ao seu redor. A
metaheuristica avalia a dominancia de cada individuo da populacio, a fim de definir quais
avancam para geragdes subsequentes, considerando a contribuicio média destes conjuntos
de amostras aleatorias. Consequentemente, a sensibilidade da fun¢do-objetivo em um dado
ponto afeta os operadores genéticos do algoritmo de otimizacao, fazendo com que os perfis
obtidos apresentem tal dispersao.

De forma geral, os resultados sdo capazes de manifestar a importancia de se consi-
derar incertezas durante o procedimento de otimizacdo. Nota-se que solucdes robustas e
confidveis tendem a se afastar dos valores 6timos deterministicos, o que evidencia o fato
de que minimizadores deterministicos dificilmente podem ser implementados na pratica,
tendo em vista que a chance de ocorréncia de falhas ndo pode ser negligenciada. Usual-
mente, priorizar solucées robustas e confidveis introduz uma questio importante no pos-
processamento dos resultados, que diz respeito a escolha da melhor solucio a ser utilizada,
do ponto de vista econdmico. O equilibrio entre o interesse financeiro e a seguranca do
sistema ¢ determinante para esta escolha.

Tendo em vista o aumento do custo computacional necessario para se calcular solu-
coes por meio da formulacio proposta, é imprescindivel que, futuramente, sejam propostas
metodologias capazes de reduzir o custo computacional necessario para o computo de pro-
blemas de otimiza¢do multi-objetivo com incerteza. Uma possibilidade para efetivar esta
reducdo é simples: considere a modificacdo da funcao-objetivo, dada pela Eq. (87). A pena-
lizacdo de um dado candidato a solucao depende da violacao de, pelo menos, uma restricao.
Isto significa que para p > 2, onde p é o numero de restricées probabilisticas, quando uma
destas restricdes nao € satisfeita, as demais nao precisam ser verificadas. Isso pode significar
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uma redugdo de até (p — 1) X n_ avaliacdes da func¢do de desempenho, para cada amostra
aleatéria. Em vista do custo computacional total, essa redu¢do pode representar um ganho
consideravel de tempo, principalmente para problemas que tém muitas restricées probabi-
listicas.

Ainda acerca da questio do custo computacional, futuramente pretende-se propor
uma nova técnica de andlise de confiabilidade inversa, baseada no método do gradiente
conjugado. Assim, seria possivel obter um ganho ainda maior do que o que foi obtido pelo
método ASOSL, pela reducdo do custo de se avaliar se um dado vetor de projeto satisfaz as
restricoes probabilisticas. Outra proposta ¢ realizar um estudo acerca da quantidade 6tima
de amostras aleatérias que devem ser geradas ao redor de um candidato a solu¢do, a fim
de se obter um valor 6timo que pondere a reducio do custo computacional (em termos do
valor de H) e a reduc¢do da dispersdo do conjunto de valores 6timos no espaco objetivo.
Uma terceira possibilidade, mais voltada a otimizacao robusta, diz respeito a aplicacio de
metamodelos, que podem ser capazes de reduzir o custo de se avaliar a sensibilidade das
variaveis de controle.
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APENDICE A - Técnica de Backtracking

Na otimizacao sem restricoes, a busca linear por backtracking ¢ um método unidi-
mensional para escolher, de forma adaptativa, o tamanho do passo. Ele determina a quanti-
dade méaxima a ser movida ao longo de uma determinada dire¢do de busca. Dado um ponto
u® e uma diregdo de busca d(k), o procedimento de backtracking reduz iterativamente o ta-
manho do passo ¢, comecando de £ ¥, até que seja assegurada a condicio de descida sufici-
ente (para mais detalhes, consulte Nocedal e Wright (2006)), de acordo com o procedimento
dado por:

1. escolha um coeficiente de deslocamento ¢, > 0, um fator de contracio s, € (0, 1) e
definat =f®;

T
2. enquanto G (u(k) - td(k)> > G (u®) — ayt (d(k)) d®, facat = s,t;

3. definat® = ¢,
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APENDICE B - Fundamentos da Teoria de Probabilidades

B.1 Variaveis Aleatdrias e Medidas de Dispersao

Um valor varidvel que denota o resultado de uma dada experiéncia aleatoria é cha-
mado de varidvel aleatéria, ou também de varidvel estocastica. Uma variavel aleatoria, em
geral, assume valores distintos em diferentes execucdes de um experimento estocdstico,
uma vez que o seu valor depende de fatores que, em geral, ndo podem ser previstos (AG-
GARWAL, 1993). Mais precisamente, Meyer (1987) apresenta a definicdo abaixo.

Definicdo 2.1.1.Seja £ um experimento e § um espago amostral associado ao experimento,
isto é, o conjunto de todos os potenciais resultados do experimento. Uma fun¢do X que

associe a cada elemento s € $ um ntimero real, X (s), ¢ denominada varidvel aleatéria.

Entre as varidveis aleatorias, h4 duas categorias mais comumente utilizadas, as varia-
veis aleatdrias discretas e continuas. Se os elementos do espaco de amostra forem infinitos
em numero e o espaco de amostra for continuo, a variavel aleatoria definida em tal espaco é
conhecida como uma varidvel aleatéria continua, que se caracteriza pela existéncia de uma
funcdo densidade de probabilidade (VERMA et al., 2010). Esta categoria de varidveis aleato-
rias ¢ a utilizada nesta tese e, portanto, serd apresentada mais detalhadamente no decorrer
deste capitulo.

Existem algumas maneiras de se quantificar a localizacdo e a dispersdo de um con-
junto de dados observados. Essas medidas podem proporcionar uma visdo mais favoravel
de um conjunto de valores amostrais. Suponha que X é uma variavel aleatéria e n amostras
de X, denotadas por Xx;, estdo disponiveis. A média amostral de X, que de certa forma inclui

a tendéncia principal dos dados, denotada por X, é calculada através de

n
-1
X = —le' .
n:
i=1

A varidncia amostral de X, que reflete a dispersdo dos dados em torno da média
amostral, denotada como Var [X], ¢ uma média do desvio quadratico das amostras alea-
térias em relacdo a sua média amostral. Portanto, a varidncia de uma variavel aleatéria X

pode ser calculada por meio de
Var[X] = % > - %)° (114)

Um fato importante sobre a varidncia amostral é que o seu resultado ndo € expresso na
mesma unidade dos dados amostrais e de sua média. Essa diferenca pode ser evitada,
calculando-se a raiz quadrada da varidncia amostral. Esta medida, conhecida como desvio-
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padrdo e denotada por ¢, € calculada por

o, =VVar[X]. (115)

Como a média e o desvio-padrdo amostrais sdo expressos na mesma unidade, um
termo ndo-dimensional pode ser introduzido, através do calculo da razdo entre ambos. Essa
medida € chamada de coeficiente de variagdo e € calculada através de

CV[X] =

><||><q

O seu resultado exprime a extensdo da variabilidade dos dados em relacdo a média. Para
uma varidvel deterministica, o coeficiente de variacdo é sempre igual a zero. No caso de
varidveis aleatdrias, valores reduzidos de CV [X] caracterizam uma varidvel com pequena
quantidade de incerteza relacionada (HALDAR; MAHADEVAN, 2000).

B.2 Variaveis Aleatorias Continuas

Suponha que exista um grande numero de observagdes ou registros de dados relacio-
nados a uma dada experiéncia aleatéria. Através desses dados, € possivel elaborar um histo-
grama, que consiste em dividir o intervalo no qual os dados estdo contidos em subintervalos
de tamanhos aproximadamente semelhantes e, em seguida, construindo um retangulo so-
bre cada intervalo, com uma 4rea proporcional ao numero de observacoes relacionadas a
cada um dos subintervalos. Se as dreas retangulares forem normalizadas para que a soma
total de suas 4reas seja unitdria, o histograma representaria a distribuicao de probabilidade
do espaco amostral. Assim, a probabilidade de uma amostra escolhida aleatoriamente ser
atribuida a um determinado subintervalo pode ser calculada somando-se a area total dentro
desse intervalo.

H4 um numero infinito de valores que uma variavel aleatéria continua pode tomar
dentro de um intervalo. Como indicado por Choi et al. (2007), é possivel notar que se o
histograma fosse construido com um ntimero muito grande de observagoes e os intervalos se
tornassem infinitesimalmente pequenos, a medida que o namero de observacdes crescesse,
a distribuicdo de probabilidade se tornaria uma curva continua. A funcdo matematica que
descreve a distribuicdo sobre o espaco amostral de uma varidvel aleatdria continua X, é
chamada de func¢do de densidade de probabilidade.

Definicdo 2.2.2. Diz-se que X é uma variavel aleatoria continua, se existir uma funcao
[, (x), denominada fung¢do densidade de probabilidade de X, que satisfaga as seguintes con-
dicoes:

1. Afuncéo f (x) > 0, para todo x.
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2. Alintegral [/ f (x)dx =1.

3. Para quaisquer valores de a, b € (—o0, ™), tem-se que a probabilidade da variavel

b
aleatoria X assumir um valor entre a e b é dada por P[a < X < b] = [ f (x)dx.
a

Quando X € uma variavel aleatéria continua, a probabilidade de ocorréncia de qual-
quer valor € nula, isto é, P[X = x] = 0. A funcio densidade de probabilidade ndo fornece
informacdes diretas sobre a probabilidade da variavel aleatoria X assumir um determinado
valor. Isto claro, ndo significa que o evento [X = x| seja impossivel. Uma maneira alter-
nativa de se descrever a distribuicdo de probabilidade de variaveis aleatorias continuas €
através do cédlculo da funcido de distribuicdo acumulada, como definida abaixo.

Definicdo 2.2.3. Seja X uma varidvel aleatoria continua. A funcdo F, (x), chamada de
fungdo de distribui¢do acumulada da varidvel aleatoria X, € definida por F, (x) = P[X < x].
Assim, se f (x) denota a funcdo densidade de probabilidade da variavel aleatoria X, entdo

F,(x) = ffx 6)do .

Obviamente, a funcio densidade de probabilidade equivale a primeira derivada da
funcdo de distribuicdo acumulada, uma vez que, pelo Teorema Fundamental do Célculo
(AGGARWAL, 1993)

dr_ (x) B (116)
MR

Além desta caracteristica, € importante observar algumas propriedades relevantes de fun-
coes de distribuicdo acumulada (HALDAR; MAHADEVAN, 2000):

« Tem-se que lim F_(x) =0e lim F_(x) = 1.
X—>00 X—>00
+ A funcio de distribuicdo acumulada é sempre maior ou igual a zero e apresenta um
comportamento ndo-decrescente, ou seja, se X; < X,, entdo F (x;) < F, (X;).

A relaclo entre a funclo densidade de probabilidade e a funcao de distribui¢cdo acumulada

¢ mostrada conceitualmente na Fig. 52.
B.3 Definicdes Gerais para Descricdo de Incertezas
Conhecidas as representacdes analiticas capazes de descrever a probabilidade de

uma varidvel aleatdria tomar um dado valor, torna-se possivel especificar as medidas de po-
sicdo e de dispersdo populacional, apresentadas no caso amostral na Se¢do B.1, em termos
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Figura 52 - Relacgdo entre a funcdo densidade de probabilidade e a

funcdo de distribuicdo acumulada associada.

A

fx (o)

0

Fonte: O autor, 2019.

das func¢oes densidade de probabilidade. A média ou esperanca de uma varidvel aleatoria
estd relacionada a “tendéncia central” (ou localizacdo) desta variavel, isto €, pode ser com-
preendida como a média ponderada dos valores que X pode assumir, com pesos fornecidos
pela funcao densidade de probabilidade. Esta interpretacdo é garantida pela segunda con-
dicdo da Def. 2.2.2. Portanto, a média ou valor esperado de uma variavel aleatéria continua
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X, em relacdo a funcdo densidade de probabilidade, denotada como f (x), € definida por

(o)

E[X]= ffo (x)dx . (117)

—0

Neste contexto, o valor esperado também pode ser denotado como x  (CHOI et al., 2007).
Como j4 foi definido, uma variavel aleatéria X mapeia o espago amostral § no con-

junto dos numeros reais, isto ¢, X : S — IR. Qualquer funcio de uma variavel aleatéria

também representa uma varidvel aleatdria. Portanto, seja g (x) uma funcao arbitraria de x.

Pode-se verificar que o valor esperado de g (X) ¢ dado por

oo

Elg ()] = f g(x) f. (x)dx. (118)

—o0

Por sua vez, a varidncia de uma variavel aleatéria continua é definida de forma si-
milar a varidncia amostral, apresentada na Eq. (114). O somatoério da referida equacgdo ¢
transformado na integracdo da varidvel aleatoria. Portanto, a variancia correspondente a X,
denotada como Var [X], é definida como

o0

Var [X] = f (x —E[X])’ f, (x)dx. (119)

—0o0

Se os termos polinomiais forem expandidos, a Eq. (119) assume a forma

Var[X]:fxzfx(x)dx—ZE[X]/xfx(x)dx+(E[X])2/fx(x)dx.

Atravésda Eq. (117) e da segunda condic@o imposta pela Def. 2.2.2, fica claro que a expressio
que define a varidncia de uma variavel aleatdria reduz-se a

Var [X] = E [X?] - (E[X])* . (120)

Neste caso, o desvio-padrio € definido analogamente a Eq. (115), isto &,

o, =VVar[X]. (121)
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B.4 Variaveis Aleatdorias Multiplas

De um ponto de vista pratico, pode ser necessario considerar mais de uma variavel
aleatdria na formulacdo de determinado problema. H4 casos em que existe o interesse em
se observar dois ou mais eventos simultaneamente. Alguns exemplos deste caso sdo menci-
onados por Meyer (1987), como o experimento que relaciona dureza e tensio de ruptura de
uma peca manufaturada, o estudo referente a estatura e peso de uma populacio e o histérico
de ocorréncia do volume de chuva e da temperatura de uma certa regiao.

Nestas e em diversas outras observacdes de experimentos estocasticos deste tipo, os
espacos amostrais podem ser constituidos de maneira independente. Contudo, quando os
eventos sdo relacionados, essa conduta pode causar a perda de informacdes estatisticas re-
levantes. Por esse motivo, é prudente que os dados sejam extraidos de forma conjunta. A
partir disso, se faz necessario ampliar a discussdo acerca das variaveis aleatdrias continuas
para o contexto multivaridvel. Por uma questio de simplicidade, essas ideias serdo apre-
sentadas para o caso de duas varidveis aleatdrias, uma vez que a extensdo da maioria dos
conceitos e defini¢ées ocorre de maneira natural. Inicialmente, considere as definicées re-
lacionadas as variaveis aleatorias bidimensionais, apresentada abaixo.

Definicao 2.4.4. Sejam & um experimento estocastico e § um espago amostral associado a
E.Sejam X = X (s) e Y = Y (s) duas fungdes, cada uma associando um numero real a cada
resultado s € 8. Denomina-se (X, Y) uma varidvel aleatoria bidimensional.

A Fig. 53 ilustra o conceito de varidvel aleatdria bidimensional. Analogamente ao
caso unidimensional, é possivel definir-se varidveis aleatérias bidimensionais continuas, as
quais dependem da existéncia de uma funcdo densidade de probabilidade, que € utilizada
para o calculo da probabilidade envolvendo (X, Y).

Definicao 2.4.5. Seja (X, Y) uma varidvel aleatéria continua tomando todos os valores em
alguma regido R do plano euclidiano. Uma funcdo densidade de probabilidade conjunta

[y (¢, ¥) € uma funcdo que satisfaz as seguintes condicoes:
1. Afuncdo f,  (x, y) >0, paratodo (x, y) € R.

2. Alintegral ff f _(x, y)dxdy = 1.
v x,

A intuicdo por tras da funcdo densidade de probabilidade conjunta é semelhante
aquela relacionada a uma variavel aleatdria unidimensional. Uma probabilidade conjunta
representa a chance de dois ou mais eventos aleatorios ocorrerem simultaneamente. Como
jé foi abordado anteriormente, a drea abaixo da curva que descreve a distribuicio sobre o
espaco amostral de uma varidvel aleatoria continua unidimensional, calculada dentro de
um intervalo especificado, representa a probabilidade dessa varidvel aleatoria assumir um

determinado valor arbitrario. A curva que representa a funcdo densidade de probabilidade
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Figura 53 - Mapeamento de experimento estocastico com varidvel

aleatoria bidimensional.

Fonte: Adaptado de Meyer (1987).

no caso de uma variavel aleatéria unidimensional passa a ser uma superficie no caso bidi-
mensional. Em contextos mais amplos, essa representacio passa a ser uma hipersuperficie

e a generalizacdo dos conceitos ¢ imediata.

Definicao 2.4.6. A variavel aleatdria (X, Y) serd uma varidvel aleatéria bidimensional con-
tinua se existir uma funcao densidade de probabilidade, f, , : R’ > IR, dado um evento
aleatorio A ¢ R®, talque P[A] = JJ [, (x, y)dxdy.

W

Dessa definicdo, segue o conceito da funcio de distribuicio acumulada conjunta (MEYER,
1987). A Fig. 54 apresenta uma representacio conceitual da relacio entre funcées densidade

de probabilidade e funcées de distribuicdo acumulada conjuntas.

Definicao 2.4.7. Seja (X, Y) uma variavel aleatoria continua bidimensional. A funcdo de
distribuicdo acumulada conjunta F,  (x, y)dessavaridvel aleatoria ¢ dadapor F, (x, y) =
P[X <x, Y <y], tal que, se f,  (x, y) representa a funcdo densidade de probabilidade
conjunta da varidvel aleatéria (X, Y), entdo

x Yy

F ., (x, )= f fyy 6, T)dEdT .

—00 —00

Assim como as propriedades apresentadas na Secdo B.2, as funcdes conjuntas tam-
bém possuem caracteristicas similares (HALDAR; MAHADEVAN, 2000):
« Tem-se que lim F_ (x, y)=0elim F__ (x, y) =F, (). De forma anéloga para y,
X—>—00 ’ X—00 ’
yl_i)r_rL F  (x,y)=0¢e )!1—{120 F ,(x,y) = F, (x). Além disso, x}i_r)r_loo F ., (x,y)=0e

lim F__(x, y)=1.
,y—00 ’

X
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Figura 54 - Area sob a superficie da fun¢io densidade de probabilidade conjunta e a representacio
da respectiva probabilidade P [X < x, Y < y] na funcdo de distribuicdo acumulada
conjunta.

/w/yfx,y (0, T)dodr

—00 — 00

fX,Y (.I‘, y)

(a) Funcio densidade de probabilidade relativa a uma varidvel aleatoria
bidimensional.

(b) Funcio de distribuicdo acumulada para o espaco amostral de uma variavel aleatdria
bidimensional.

Fonte: O autor, 2019.
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« A funcdo de distribuicdo acumulada conjunta sempre assume valor maior ou igual a

zero e exibe comportamento ndo-decrescente.

Em determinadas aplicagdes praticas, pode ser conveniente utilizar informacées acerca
da dependéncia e independéncia entre varidveis aleatdrias para extrair tantas informacoes
do espaco amostral quanto for possivel. No caso de variaveis aleatérias multidimensionais,
¢ preciso determinar uma maneira de medir o nivel de interferéncia entre elas, isto €, es-
tabelecer um parametro capaz de avaliar o grau de associacdo entre as varidveis aleatorias.
Isso pode ser feito por meio da andlise da covariancia e correlacio.

A covaridncia de uma variavel aleatéria bidimensional (X, Y), a qual é denotada por
Cov [X, Y], indica o nivel de relaclo linear entre os seus componentes. Esse conceito, que
¢ analogo a variancia de uma variavel aleatéria unidimensional (mostrada na Eq. (119)), é
definida, para uma variavel aleatéria bidimensional, por

Cov[X, Y] =E[X —E[X])(Y —E[Y])] , (122)

ou seja, a covariancia representa o valor esperado do produto entre as diferencas de cada
uma das componentes da varidvel aleatoria e sua respectiva média.

Se X e Y forem estatisticamente independentes, isto €, se o conhecimento do resul-
tado de X ndo afetar a distribuicdode Y, o cdlculo da covarianciaird resultarem Cov [X, Y] =
0, o que significa que os dados nédo tém relacio linear entre si. Os valores calculados pela
Eq. (122) tém unidade de medida igual ao quadrado da unidade do valor esperado. A ob-
tencdo de resultados adimensionais € realizada por meio do computo do coeficiente de cor-
relagdo, representado por p e calculado como

Cov [X, Y]
px,y =T S5

UX UY
onde o, e o, representam o desvio-padrdo de cada componente da variavel aleatdria bidi-
mensional, como mostrado na Eq. (121).

Os valores do coeficiente de correlacdo variam entre —1 < p < 1. Em um espago
amostral tipico, dificilmente o coeficiente de correlagdo assumird os valores extremos desse
intervalo, uma vez que essa ocorréncia s6 se d4 quando uma reta passa por todos os pontos
do dominio amostral, com o sinal do resultado dependente da inclinagdo da reta. No caso
em que p, € proximo de zero, as componentes X e Y da variavel aleatoria tém pouco re-
lacdo linear entre si e, portanto, sio chamadas de nao-correlacionadas, como apontado por
Haldar e Mahadevan (2000).
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B.5 Distribuicoes de Probabilidade

Uma distribuicdo de probabilidade ¢ uma funcdo matematica que fornece as chan-
ces de ocorréncia de diferentes resultados possiveis em um experimento estocastico ou, em
outras palavras, descreve o comportamento aleatério de um conjunto de dados, cujos re-
sultados dependem do acaso. O processo de se definir uma distribuicdo de probabilidade
parauma variavel aleatoria continua esta diretamente relacionado a avaliagdo da sua funcao
densidade de probabilidade. Contudo, ¢ invidvel que esse desenvolvimento ocorra através
da avaliacdo dos infinitos pontos para os quais a funcdo densidade de probabilidade esta
definida. Em vista dessa necessidade, sdo definidas algumas func¢des de distribuicao de re-
feréncia (O’HAGAN, 1988).

A selecdo de uma funcdo de distribuicdo adequada € uma parte essencial da obten-
cdo de caracteristicas probabilisticas de um sistema na presenca de incertezas. A escolha
de um determinado tipo de distribuicdo depende, dentre outros fatores, da natureza do pro-
blema, das suposicoes associadas a distribuicio (formato e comportamento) e da conveni-
éncia e simplicidade proporcionada pela distribuicdo em céalculos subsequentes (CHOI et
al., 2007). Existem algumas distribuices de probabilidade mais difundidas, como a nor-
mal, log-normal, uniforme, exponencial, gama, beta e Weibull. A seguir, as duas primeiras
da lista serdo detalhadas, uma vez que descrevem o comportamento aleatério da maioria

das varidveis com incerteza que serdo abordadas nessa tese.

B.5.1 Distribuicio Normal

A distribuicdo normal € uma das mais comumente utilizadas em problemas de enge-
nharia. Essa distribuicdo geralmente ocorre em aplicagdes praticas, por conta do seu papel
no teorema central do limite, que afirma que a soma de variaveis aleatorias de distribuicio
arbitraria segue assintoticamente uma distribuicdo normal quando o tamanho da amostra
se torna suficientemente grande (KARR, 1993). A func¢ao densidade de probabilidade da
distribuicao normal é definida a seguir.

Definicao 2.5.8. A varidvel aleatéria X, que tome todos os valores reais —oco < x < oo, tem
uma distribuicdo normal (ou distribuicdo Gaussiana) se a sua fun¢do densidade de proba-
bilidade for da forma

fX(x)=\/i exp —%(x_llx) : (123)

27wX

onde u_, o> 0sdo os pardmetros de posi¢do e dispersao da variavel aleatoria.

Considerando a Def. 2.2.3, a funcdo de distribuicdo acumulada correspondente a
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distribuicao normal ¢ dada por

o 2
1 1(X— M
F (x)= /exp ——( X) dx .
) V2o, 2\ o,

Para investigar o comportamento da distribuicdo normal em relacdo as medidas de posicao

e dispersdo probabilisticas, primeiro considere a Eq. (117) e, portanto, calcular o valor es-
perado de uma variavel aleatéria X com distribuicdo normal significa obter o resultado de

()

2
x—
X ex _L Hx dx . (124)
p 2 o]

—0

E[X]=
27TO'X

Fazendo a transformacao linear estabelecida por Z = (X — ,uX) /o, e observando que dx =

o, dz, a expressdo anterior toma a forma

[eo]

E[X] = L (o,z+u,)e?/?dz
2

—o0

[} oo

1 1
=0, — | ze@Pdz+pu,— [ e¥/?dz.
27 27

Nessa soma de integrais, o termo da esquerda possui integrando g (z) que satisfaz a propri-

edade g(z) = —g(—z), isto é, g (z) € uma funcdo impar e o cdlculo da sua integral resulta

em zero. A segunda integral é igual a um, pois representa a area total abaixo da curva que

descreve a funcdo densidade de probabilidade, como estabelecida na segunda propriedade

da Def. 2.2.2, sem considerar o termo u_. Portanto, a Eq. (124) equivale a E [X] = u_.
Agora, considere

oo

2
x_
fxzexp —%( G#X) dx .

—00

E[X?] = =
71'O'X

Por meio da mesma transformacdes realizada no caso anterior, a expressdo de E [X 2] assume
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a forma

E[Xx?] = \/% / (0.2 +,MX)2 e %/ dz
7r

(]

1 1 1
= — / a}z(zze‘zz/2 dz +2u o0 — f ze % /2 dz + 1 o722 dg .
\ 27 \ 27 \/E

—00

Nesse caso, para calcular a primeira integral, € possivel proceder com a técnica de integracdo
por partes, por meio das escolhas de u = z e dv = ze 2"/ dz. Dessa forma, o seu resultado
(cujo desenvolvimento ndo serd detalhado aqui) serd igual a um. No caso da resolucdo da
segunda e terceira integrais desse somatorio, pode-se notar que os seus resultados ja foram
encontrados durante a andlise de E [X], realizada anteriormente. Utilizando os mesmos
argumentos ja citados, essas integrais valem zero e um, respectivamente.

Logo, E [X?] = 02 + u?. Recuperando a formulagdo da variancia, apresentada na
Eq. (120), e comparando-a com os resultados obtidos nessa analise, € possivel concluir que
var[X] = E[X?] — (E[X])’ = o2 + u2 — u? = o2. Deste modo, verifica-se que os dois
pardmetros, u e af(, que caracterizam a distribuicdo normal, sdo a média e a variancia da
variavel aleatéria X, respectivamente (MEYER, 1987).

Portanto, diz-se que uma varidvel aleatdria X tem distribuicdo normal, denotada
comoX ~ N (u,, 02), com média u_ € IR, tal que —oco < u_ < oo, e varidncia o> € R},
se a sua densidade de probabilidades for dada pela Eq. (123). Em virtude da dependéncia
de x ocorrer apenas no termo (x — ,L(X)Z da distribuicao, fica evidente que a disposi¢do da
funcdo densidade de probabilidade se d4 de forma simétrica em relacdo a média da variavel
aleatoria.

A interpretacao geométrica do parametro o tem relacdo com a mudanca de concavi-
dade do grafico de f_ (x). Como a curva que descreve a funcao € centradaem x = yu_, se 0
seu comportamento for avaliado na vizinhanca dessa regido, € possivel notar que os valores
da funcio so decrescentes e a curva apresenta concavidade para baixo. Quando x — o0,
[, (x) — Oassintoticamente e o seu gréafico apresenta mudanca na concavidade. Esses pon-
tos de inflexdo, que podem ser obtidos por meio da resolucdo de d*f (x) /dx* = 0, ocorrem
quando x = u_+ o . A Fig. 55 mostra quatro casos de fungoes densidade de probabilidade
de uma variavel aleatéria X com distribuicdo normal, centrada em u_ = 0 e com diferentes
valores de o, seguida das respectivas curvas que descrevem o comportamento da funcao
de distribuicdo acumulada associada.

A distribuicdo Gaussiana pode ser normalizada através da transformacao da variavel
Z=(X- ,uX) /o, utilizada anteriormente. Assumindo uma nova varidvel normal padrao
Z,com média igual a zero e desvio-padrdo igual a um, a funcio densidade de probabilidade
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Figura 55 - Funcdo densidade de probabilidade e funcio de distribuicdo
acumulada de uma variavel aleatéria X com distribuicdo normal.
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(b) funcdo de distribuicdo acumulada para X ~ N (u,, 02).

Fonte: O autor, 2019.
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da Eq. (123) assume a forma

1 1

¢, (z) = —=exp (—522> . (125)
\ 27

Naturalmente, a fun¢do de distribuicdo acumulada também esté sujeita a transformacgdo na

variavel aleatdria, passando a ser representada como

z

® (2)= —— | exp (—192) da .
27 2

—00

Especificamente nesse caso em que Z ~ N (0, 1), é dito que Z possui distribuicdo
normal padrdo. Se ® (z) = p, € conhecida, isto €, a probabilidade p, da variavel aleato-
ria assumir um valor tal que Z < z € dada, € possivel recuperar o valor de z, por meio de
z= CI)Z‘1 (p,), cuja funcdo é conhecida como funcio inversa da funcdo de distribui¢do acu-
mulada da distribuicdo normal padrdo e niao pode ser expressa utilizando funcées elemen-
tares (CHOI et al., 2007). Em virtude da simetria da distribuicio normal padrio, é valido
que®, (-z)=1-®,(z) =p,e—z=2;' (p) =—P,' (1 - p,).

B.5.2 Distribui¢cdo Log-normal

Por conta de determinados aspectos fisicos em problemas de engenharia, algumas
varidveis aleatdrias ndo podem assumir valores negativos. Em situacgdes deste tipo, consi-
derar o logaritmo natural das variaveis aleatdrias pode ser uma alternativa para a elimina-
cdo da possibilidade dessas varidveis assumirem valores menores ou iguais a zero. Quando
Y = InX, avaridvel aleatoria X ¢ dita seguir a distribuicdo log-normal se Y segue a distri-
buicdo normal (KECECIOGLU, 1991). Portanto, diz-se que uma variavel aleatéria X tem
distribuicdo log-normalseIn X ~ N (,uX, of{) ou, por conveniéncia, esta representacao tam-
bém pode ser dada por X ~ LN (/,(X, o? ) Note que, nesta notagdo, 4_e o> nio representam
a média e variancia de X, respectivamente, mas de In X.

Sejam ¢_(x) e @ (x) a fungdo densidade de probabilidade e a funcao de distribui-
cdo acumulada de uma variavel aleatéria X, respectivamente, com X ~ LN (0, 1). Pela
Def. 2.2.3, pode-se inferir que ® (x) = P[InX < Inx]. Consequentemente, é possivel ob-
ter a funcdo densidade de probabilidade da distribuicdo log-normal, por meio de

Inx —
[ (x)= %@X (u) ,

o
X

tomando como base a propriedade mostrada na Eq. (116) e considerando a transformacio
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de x, que assegura que 4, = 0 e 0, = 1. Resolvendo a derivada, obtém-se

Inx — Inx —
fm=9, (nxa—“) » (r”;—”‘) ,

X X

que ¢é equivalente a

g, g,X

Inx—p \ 1
e ()
Substituindo a fun¢do densidade de probabilidade da distribuicdo normal padrao, apresen-
tada na Eq. (125), e respeitando a transformacéo da variavel, a forma final da fun¢ao densi-
dade de probabilidade da distribuicdo log-normal é

2
1 1 (Inx—pu,
fi ()= ———exp[—5 (G—)
\/27wxx

X

De fato, os dois parametros da distribuicao log-normal podem ser obtidos utilizando
as informacoes da média e desvio-padrdo de uma varidvel aleatéria com distribuicio nor-
mal. Tais expressoes sdo provenientes dos conceitos apresentados na Se¢do B.3, que defi-
nem a média e o desvio-padrdo de uma variavel aleatdria continua em termos gerais. Para
isto, considere uma outra variavel aleatoria Y ~ V" (u_, ¢2). Pelas medidas de localizagdo
e dispersdo computadas para Y, Haldar e Mahadevan (2000) mostram que os pardmetros
da média e desvio-padrio de X, que tem distribuicdo log-normal, seguem a relagdo

o 2
o =.|In[1+ (—Y> (126)
Y
e
1 2
M, =Inu — 50 - 127)

Apesar de apresentar algumas similaridades com a distribuicdo normal, também
existem diferencas relevantes entre ambas as distribuicdes. Inicialmente, € 6bvio que a
funcdo densidade de probabilidade da distribui¢do log-normal s¢ vale quando x > 0. Além
disso, 0 seu comportamento ndo apresenta simetria em torno da média, como pode ser visto
na Fig. 56, que mostra o comportamento da fun¢do densidade de probabilidade de uma va-
ridvel aleatéria X com distribui¢do log-normal, com u_ = 0,5 e diferentes valores para a
variancia.

Os procedimentos utilizados para o cdlculo da probabilidade de ocorréncia de um

evento onde a varidvel aleatoria tem distribuicdo normal padrdo sdo similares aos aplicados
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Figura 56 - Funcdo densidade de probabilidade da distribuicdo log-normal, com
u, = 0,5 e diferentes valores para g .
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Fonte: O autor, 2019.

para se obter as solucdes quando as varidveis tém distribuicdo log-normal, com exce¢do da
necessidade de realizar a devida transformacao na variavel independente. De maneira si-
milar & transformagdo realizada anteriormente, seja Z = (InX — ,uX) /0. A probabilidade
de uma varidvel aleatdria com distribuicdo log-normal assumir um valor entre dois limites,
denotados por a e b, é calculada por

$a
Pla<X <b]= 1 exp(—lzz)dz,
27 2
&1

talque$, = (lna—u, ) /o e, = (Inb—pu ) /o, . Novamente, considerando @ _(x)como
a funcdo de distribuicdo acumulada da distribuicdo normal padrdo, a probabilidade ante-
rior pode ser expressa como P[a <X <b] =& ({,)—® (¢;) (HALDAR; MAHADEVAN,
2000).
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