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RESUMO

ZANARDI, Joao Paulo K. Precondicionadores Baseados na Aproximacao da Inversa,
2014. 51 f. Dissertacao (Mestrado em Engenharia Mecanica) - Faculdade de Engenharia,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro (UERJ), Rio de Janeiro.

Neste trabalho de dissertacao apresentaremos uma classe de precondicionadores
baseados na aproximacao esparsa da inversa da matriz de coeficientes, para a resolucao
de sistemas lineares esparsos de grandes portes através de métodos iterativos, mais especi-
ficamente métodos de Krylov. Para que um método de Krylov seja efeciente é extrema-
mente necessario o uso de precondicionadores. No contexto atual, onde computadores de
arquitetura hibrida sao cada vez mais comuns temos uma demanda cada vez maior por
precondicionadores paralelizaveis. Os métodos de inversa aproximada que serao descritos
possuem aplicacao paralela, pois s6 dependem de uma operacao de produto matriz-vetor,
que é altamente paralelizavel. Além disso, alguns dos métodos também podem ser con-
struidos em paralelo. A ideia principal é apresentar uma alternativa aos tradicionais
precondicionadores que utilizam aproximacoes dos fatores LU, que apesar de robustos sao

de dificil paralelizagao.

Palavras-chave: Sistemas lineares. Métodos Iterativos. Precondicionadores. Inversa A-

proximada.



ABSTRACT

ZANARDI, Joao Paulo K. Preconditioners Based on Sparse Approximate Inverse, 2014.
51 f. Dissertagdo (Mestrado em Engenharia Mecanica) - Faculdade de Engenharia,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro (UERJ), Rio de Janeiro.

In this thesis we will present a class of preconditioners based on the sparse ap-
proximation of the inverse of the coefficient matrix, for the solution of large sparse linear
systems by iterative methods, Krylov methods in special. In order to make an efficient
Krylovs method solver it is extremely necessary the use of a good preconditioner. In
the actual scenario, where hybrid architectures machines are more and more common we
have an increasing on the demand of highly parallel preconditioners. The sparse approxi-
mate inverse methods that will be decribed have parallel application, since its application
needs only sparse matrix-vector multiplication operations, which is a highly parallelizable
kernel. Futhermore, some methods can also be constructed in parallel. The main ideia
of this thesis is to present an alternative to the traditionals preconditioners based on
sparse approximation of the LU factors, which are very robust but their parallelization

are nontrivial.

Keywords: Linear Systems. Iterative Methods. Preconditioners. Approximate Inverse.
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INTRODUCAO

Um dos mais importantes problemas em computacao cientifica é resolver, de maneira

eficiente, sistemas lineares da forma

onde A é uma matriz nao singular esparsa em R"*" com n grande, z é o vetor das
incégnitas e b é um vetor em R™!. Em nosso caso, A é proveniente da discretizacao de
equagoes diferenciais parciais (EDPs).

Devido ao tamanho de A, fica inviavel resolver este sistema linear utilizando métodos dire-
tos. Entao sao usados métodos iterativos, isto é, procedimentos que geram solugoes aproxi-
madas do sistema a cada iteragao. Para que um método iterativo seja eficiente, é necessario
o uso de precondicionadores. Um precondicionador é uma matriz (no nosso caso, esparsa)
P tal que o nimero de condicionamento da matriz precondicionada AP~! ou P~'A ¢
menor que o numero de condicionamento de A ou tal que os autovalores da matriz pre-
concionada tenham uma distribuicao mais adequada, por exemplo agrupados em torno

de 1.

Observagao 1 O numero de condicionamento de uma matriz A é definido como
K(A)p = Al [IA 5,

onde ||.||, denota a norma p matricial. A taza de convergéncia de métodos iterativos estd

ligada a este nimero.

O precondicionamento pode ser feito multiplicando-se a inversa P~! de P, pela esquerda
P Az =P
se obtendo a mesma solugao do sistema original ou pela direita fazendo
AP 'y =0b, Pz =uy.

Existem diversos métodos que calculam a matriz P. Os mais utilizados em nossa

classe de problemas sao os baseados na fatoracao LU incompleta da matriz A [21]. Infeliz-
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mente este tipo de precondicionadores sao estritamente sequenciais, contrastando com o
atual cendrio de paralelismo e maquinas hibridas [20]. Neste contexto surgem os precondi-
cionadores baseados na aproximacao da inversa, isto ¢, calcula-se uma matriz esparsa M,
tal que M ~ A~! em algum sentido. Estas técnicas de calculo do precondicionador foram
bastante estudadas no fim da década de 90 e inicio da década de 2000 [2], [3], [11] e [7]
mas se mostraram ineficientes se comparados com os baseados na fatoracao LU incom-
pleta. No entanto, os precondicionadores de inversa aproximada voltaram a ser estudados
recentemente por terem aplicacao paralelizavel, pois estes utilizam operagoes de produto
matriz-vetor em sua aplicacao, diferentemente dos precondicionadores de fatoracao LU

incompleta que precisam da resolucao de sistemas triangulares.

Neste trabalho vamos apresentar uma visao geral sobre os precondicionadores que
utilizam técnicas de aproximagao da inversa. No Capitulo 1 serd feito um apanhado dos
artigos lidos, explicitando os artigos e apontando a importancia de cada um na concepgao
deste trabalho. No Capitulo 2 serao apresentadas as diferentes técnicas de aproximagcao
da inversa e seus principais métodos serao detalhados. No Céapitulo 3 serao discutidos
aspectos computacionais, também serao apresentados pseudo-cédigos dos métodos e uma
discussao sobre a implementacgao dos algoritmos. Por ultimo, no Capitulo 4 serao apresen-
tados resultados de experimentos numéricos utilizando os precondicionadores de inversa
aproximada, com intuito de comparar a inversa aproximada com outros tipos de precondi-

cionador, além de avaliar sua eficdcia em melhorar a convergéncia de métodos iterativos.



13

1 INVERSA APROXIMADA

Vamos descrever brevemente alguns artigos relevantes na literatura que foram es-
tudados durante a preparacao desta dissertagao. Em [11] os autores propuseram o Sparse
Approximate Inverse (SPAI). Apéds introduzirem o conceito de precondicionador eles des-
creveram cuidadosamente como calcular um precondicionador baseado na aproximacao da
inversa através de um padrao de esparsidade fixo ou adaptativo. As colunas do precondi-
cionador sao calculadas separadamente como solucao exata de um problema de mini-
mizacao de norma de Frobenius restrito ao padrao de esparsidade. Além disso, foram
dadas algumas sugestoes para a implementagao do algoritmo e muito dos valores padrao
que utilizamos em nossos testes foram baseados neste artigo. Um modelo de atualizagao
da fatoracao @R, utilizado no modelo adaptativo, também foi apresentado. Os autores

também apresentaram algums resultados numéricos com o SPAI.

Edmond Chow e Yousef Saad propuseram em [7] uma alternativa ao SPAI que
calcula iterativamente as colunas um precondicionador de inversa aproximada usando um
algoritmo de decrescimento do residuo, no caso o Minimal Residual (MR). Neste artigo
sao discutidos em detalhe como calcular o precondicionador, como manter a esparsidade
do mesmo, além de serem apresentadas algumas propriedades. Uma versao do MR com
auto precondicionamento também ¢é apresentada e uma discussao sobre estratégias de
dropping também ¢é feita. Por fim, sao apresentados experimentos numéricos com os pre-

condicionadores obtidos.

Em [2], é descrito o Approximate Inverse (AINV). O artigo compara técnicas
de precondicionamento implicito e explicito antes de introduzir o precondicionador. Um
processo de biconjugacao, que é usado no calculo do precondicionador, é descrito detalha-
damente, incluindo algumas caracteristicas de preenchimento que estao ligadas ao grafo da
matriz. Uma versao do AINV para blocos também ¢é descrita. Nas tltimas segoes, aspec-
tos de implementagao e experimentos numéricos sao apresentados e a estrutura dos dados
¢é detalhada. Nas ultimas secoes sao apresentados resultados de experimentos numéricos.
Os resultados, de acordo com os autores, sugerem que o AINV ¢é extremamente robusto

e comparavel a alguns precondicionadores baseados na fatoracao LU incompleta.
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O artigo [3] resume e compara as contribuigoes para inversa aproximada a partir de
1980 até o final da década de 90. Na primeira parte os autores revisam algumas técnicas
de precondicionadores baseados na aproximacao da inversa, classificando estas técnicas
em trés categorias: métodos baseados na minimizacao da norma de Frobenius, inversas
aproximadas fatorizadas e inversa aproximada dos fatores LU incompletos. Eles apresen-
tam alguns métodos (SPAI, MR, AINV, entre outros), explicam suas ideias bésicas e
apresentam pseudo codigos. Nas tltimas secoes, os autores discutem a implementacao
dos métodos e apresentam alguns experimentos niimericos com matrizes do Matrix Mar-
ket [18], usando métodos de Krylov, como por exemplo o GMRES [21]. Além disso, é

feita uma comparcao entre os métodos apresentados.

Em [6] os autores apresentam uma versao nao simétrica do Balanced Incomplete
Factorization (BIF) [5], que é um algoritmo que computa uma aproximagcao do fator de
Cholesky de uma matriz simétrica positiva definida. O artigo mostra como estender o
algoritmo para o caso geral. Além disso, sao apresentados vérios teoremas que justificam
algumas propriedades basicas do método e critérios para escolher alguns fatores escalares.
Uma boa estratégia para se preservar a esparsidade do precondicionador também ¢é pro-
posta. Resultados de experimentos numéricos comparando o algoritmo apresentado com

um precondicionador de fatoracao LU incompleta também sao apresentados.

Nos ultimos anos, precondicionadores baseados na aproximacao da inversa tém
ganho destaque devido ao ja comentado paralelismo. Como consequéncia, muitas con-
tribui¢oes podem ser encontradas na literatura, alguns exemplos recentes sao (8], [10],
[15], [16], [22] e [23]. Usando a ferramenta de busca Google Académico, se encontram cen-
tenas de artigos sobre inversa aproximada em métodos de Krylov, entre janeiro e setembro

de 2013.
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2 METODOS DE APROXIMACAO DA INVERSA

Neste capitulo vamos introduzir alguns métodos de aproximacao da inversa. E
conveniente utilizar a abordagem proposta em [3] e dividir os métodos de aproximacao da
inversa trés categorias: métodos baseados na minimizacao da norma de Frobenius, inversa
aproximada fatorada e inversa aproximada dos fatores LU incompletos. Na Secao 2.1
descreveremos a ideia de calculo do precondicionador a partir da minimizagao da norma
de Frobenius e apresentaremos os métodos SPAI e MR. Na secao 2.2 descreveremos a
inversa aproximada fatorada e os métodos AINV e NBIF. Na secao 2.3 descreveremos
como calcular a inversa aproximada dos fatores LU incompletos, mas nenhum método

sera apresentado.

2.1 Meétodos baseados na minimizacao da norma de Frobenius

Os métodos baseados na minimizacao da norma de Frobenius foram os primeiros a
serem propostos [1], e tem como ideia bésica calcular o precondicionador M ~ A~! como

solugao do seguinte problema de minimizagao:

min [AM — I|r, (2.1)

onde S é um conjunto de matrizes esparsas, I é a matriz identidade n x n e ||.||r denota

a norma de Frobenius matricial. Das propriedades da norma de Frobenius, temos que

1AM = 1|3 = Y [|Amy — ex 3. (2.2)

k=1
Aqui my e e, denotam a k-ésima coluna da matrizes M e I, respectivamente. Entao,
calcular M se resume a resolver n problemas de minimos quadrados independentes. Note
que essa formulacao evidencia que os métodos de minimizacao da norma de Frobenius,
além da aplicacao, tém também construcao paralelizavel. Os principais métodos utilizados
para computar M utilizando esta abordagem sao o SPAI [11] e o MR [7], que serao

detalhados a seguir.
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2.1.1 SPAI

O SPAI, SParse Approximate Inverse [11], resolve o problema de minimizacao de
norma de Frobenius de maneira exata restrito a um determinado padrao de esparsidade.
O padrao de esparsidade de uma matriz qualquer M é definido como um conjunto de
indices G = {(4,7) | mi; # 0}.

Para um k fixo, vamos mostrar como o SPAI resolve o problema:
min € Jk||Amk — ek|| (23)
my

Seja Ji o conjunto de indices j tal que mg(j) # 0, e denotemos my(Jy) por M.
Claramente vemos que as Unicas colunas de A que entram na definicao de m;, sao aquelas
cujos indices estao em Ji. Seja A(:, Jx) a submatriz formada por essas colunas e I o
conjunto de indices i das linhas nao nulas de A(:, Ji). Podemos nos restringir (2.3) a
matriz A = A(Ig, Jx), ao vetor de incognitas my e ao lado direito €, = e (). Entao

calcular as entradas nao nulas de my é o mesmo que resolver
min ||Amy — €. (2.4)
my

Como A é nao singular A deve ter posto completo [14] e entdo podemos fazer
. R
i=q , (2.5)

onde R é uma matriz triangular superior nao singular [9] ny X ny, com ng = |Ji|. Definindo
¢ = Q¢ temos que a soluciao de (2.4) é dada por my, = R7'¢(1 : ny) e assim temos
calculados as entradas nao nulas de my. Fazendo o procedimento para k = 1,...,n temos
o precondicionador M.

Como achar um bom padrao de esparsidade para a inversa de A é dificil, foi desenvolvido
um modelo de padrao de esparsidade adaptativo. Este modelo comega com um padrao
de esparsidade simples, geralmente diagonal, e aumenta sucessivamente este padrao para
se obter um melhor precondicionador. Para fazer esta estratégia adaptativa suponha que

tenhamos calculado my; para um determinado padrao de esparsidade inicial e considere o
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residuo

T = A(i, Jk)mk — €. (26)

Se r = 0, my, é exatamente a k-ésima coluna de A~! e nada precisa se feito. Caso r # 0
considere o conjunto L dos indices [ tais que r(l) # 0 e para cada [ defina o conjunto
I'; que consiste dos indices dos elemento nao nulos de A(l,:) que nao estdao em Jg. Os

candidatos a novos indices de J; estao contidos no conjunto

Je=J T (2.7)

leLy

Como queremos um precondicionador esparso, vamos reduzir J, aos indices que resultam
nas maiores redugoes em ||r||o. Para isto, considere para cada j € Ji o problema de
minimizagao unidimensional

min [+ i Ae; (2.8)
J

para resolver (2.8), considere a seguinte funcao de p;:
F(py) = |r + miAesllz = Irlls + 205(r, Aej) + 3] Aes 3. (2.9)

Derivando (2.9) em relagao a p; e igualando a zero temos

20| Aejl|3 + 2(r, Ae;) =0, (2.10)
entao temos como solucao
rT Ae;
Wy = — . (2.11)
T |1 Ae3

Computamos para cada j a norma euclidiana p; do novo residuo r + p;Ae; com p; dado
por (2.11): ., )

= Il = (2.12)
e deixamos em .J;, os indices que resultam nos menores valores em (2.12).
Agora definimos o conjunto de indices I, das linhas ndo nulas de A(:y Ji U jk) que nao
estdo em [, e entdo resolvemos o problema para A([; U I, Jp U jk), tendo assim uma
melhor aproximacao my, da k-ésima coluna de A~!. Este processo ¢ repetido até que a

norma do residuo seja menor que uma tolerancia prescrita ou que um maximo de entradas
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nao nulas em my, seja alcancado.
A cada vez que o padrao de esparsidade é aumentado é necessario calcular a fatoracao
QR da matriz A(I, U I, J, U J;). Este problema pode ser minimizado observando que a

fatoracao pode ser atualizada usando o fato de que

A ALy, Jy)

AL, U Iy, J, U Jy) = o (2.13)
0 A(Ly, J)
Q . ~ Q R B
= 0 Q3 A(lk, Ji) : (2.14)
IA " A 0 By
0 AL, Jy)

com

- TA(Iy, J
By = Qi A(Ii, Ji) equadB, = Gz Al Je) : (2.15)

Entao s6 precisamos computar a fatoracao QR reduzida [17] de Bs. Seja

A

entdo podemos escrever (2.13) como

B,

A

. R
@ il o & |. (2.17)
0

I|fk| Q

A([k U fk, Jp U jk) =

Este modelo adaptativo serd chamado de SPAI-A, enquanto o que usa um padrao de

esparsidade fixo serda chamado de SPAI- S.

2.1.2 MR

O MR, Minimal Residual [7], é uma alternativa que calcula o precondicionador

M resolvendo o problema

Amp=ex, k=1,...,n, (2.18)
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a partir de um chute incial M, utilizando algumas iteragoes de um método iterativo de
decrescimento de residuo. Neste caso, utilizando o Minimal Residual, porém é possivel
utilizar qualquer método de decrescimento de residuo. Para este método ser eficiente, o
método iterativo deve trabalhar no modo esparso, isto é, as colunas de M sao armazenadas
e operadas como vetores esparsos.

Os chutes iniciais mais comuns sao My = «f, onde I é a matriz identidade n x n, e

My = aA”. O fator a é escolhido como
min |7 — aAMy|)5. (2.19)
Das propriedades de norma de Frobenius temos
11 — aAMo||5 = tr[(I — aAM)" (I — aAM,)). (2.20)
Derivando (2.20) em relagao a « e igualando a 0 temos:
tr(AMo)" — 2a(tr(AMy(AMy)")) + tr(AM) = 0, (2.21)
como tr(AMy)T = tr(AM,) chegamos em
tr(AMy)

O T S (AMy(AM)T) (222)

O chute inicial My = aAT é recomendado caso A seja muito indefinida. Mesmo com o
chute inicial My = al, que é bem esparso, as colunas de M tendem a ficarem densas, para
remediar isto é aplicado o procedimento de numerical dropping, que consiste em retirar a

cada iteracao os menores elementos em maédulo.

Caso a matriz A seja muito mal condicionada, resolver (2.18) usando um método
iterativo terda os mesmos problemas de resolver o sistema original. Entretando é possivel
fazer um auto precondicionamento no MR utilizando iteracoes internas e externas, isto
é, inicia-se com um [loop (externo) e a cada iteragao deste loop é feito por completo
outro loop (interno). Calcula-se um precondicionador com algumas iteragoes internas e
precondiciona-se o sistema para a proxima iteragao externa. Vamos denotar por MR-D

o modelo tradicional e MR-DP o modelo com auto precondicionamento.
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Também foram implementados modelos do MR com padroes de esparsidade fixo
e adaptativo. Nestes modelos a esparsidade do precondicionador é baseada na posi¢ao
do elemento. No padrao fixo, que denotaremos por MR-S, sao mantidos os elementos
que estao nas posicoes nao nulas do padrao predefinido. Ja no padrao adaptativo, ao
qual denotaremos por MR~A, as melhores posicoes a serem preenchidas sao escolhidas

similarmente ao SPAI-A.

2.2 Inversa aproximada fatorada

Considere que A admite uma fatoracao
A=LDU, (2.23)

onde L é triangular inferior unitéria, D é diagonal e U é triangular superior unitaria.

Entao a inversa de A pode ser calculada como
A =UDI LT = ZDTWT, (2.24)

onde Z = U~ e W = L~ sao matrizes triangulares superiores unitarias. Os métodos
de inversa aproximada fatorada calculam matrizes esparsas Z ~ Z e W ~ W e assim

constroem o precondicionador

M=ZD'WT~ A" (2.25)

Os métodos de inversa aproximada geralmente apresentam maiores redugoes no nimero
de iteragoes dos métodos iterativos, porém diferentemente dos métodos de minimizacao
de norma de Frobenius, tém construgao sequencial. Vale ressaltar que, mesmo com Z e
W esparsos, o produto (2.25) pode ter um nimero consideravel de elementos nao nulos,
e em geral se tem precondicionadores mais densos que os calculados pela minimizac¢ao
da norma de Frobenius. Essa maior densidade contribui para a geracao de melhores
precondicionadores.

O mais conhecido método de inversa aproximada fatorada é o AINV [2]. Outro método
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estudado foi o NBIF [6]. Ambos os métodos serao descritos a seguir.

2.2.1 AINV

O AINV, Approximate INVerse [2] , calcula as aproximagoes Z e W através
de um algoritmo de biconjugagdo. Sejam {z;}!, e {w;}?, dois conjuntos de vetores
biconjugados a A, isto é

wi Az; = 0 & i # j. (2.26)

Note que de (2.23) temos que L™!AU~! = D e consequentemente L~ e U~! sdo biconju-
gados a A.

Definindo agora, as matrizes Z = (21, 22, ..., 2, € W = [wy,ws, ..., w,], entdo temos
WTAZ = D, (2.27)

onde D = diag(pi,pa,---,pn), pi = wl Az; # 0. E importante observar que a definicao

pi = wl Az; guarda trés importantes informagoes:
1. w; nao é A-conjugado a z;.

2. w; nao pertence ao nucleo de AT, pois caso w; estivesse no nicleo de AT terfamos

que e; = wl Az; = 0 o que é absurdo.
3. z; ndo pertence ao nicleo de A, pois caso contrario p; = wl Az; = 0.

Como A é uma matriz nao singular segue que as matrizes W e Z sao necessaria-
mente nao singulares e

Al = ZD 'WT = -~z 9.28
2ot -y el 229
i=1 v

Assim A~! é conhecida se temos calculados dois conjuntos de vetores biconjugados a
A. As matrizes Z e W podem ser calculadas explicitamente através de um processo de
biconjugacao aplicado a quaisquer duas matrizes nao singulares Z© W©  usualmente

© = W© = I. O processo de biconjugacao pode ser visto como um processo

escolhe-se Z
de Gram-Schmidt conjugado, isto é, ortogonalizacao dos vetores unitarios com respeito
a forma bilinear (z,y) := 7 Ay. Como nosso objetivo é encontrar um precondicionador

esparso, o processo de biconjugacao é feito de maneira incompleta retirando-se das colunas
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z; € w; os menores elementos em moédulo (numerical dropping). Caso o processo seja

efetuado sem numerical dropping chegaremos exatamente nos fatores Z = Ut e W = LT,

2.2.2 NBIF

O NBIF, Nonsymmetric Balanced Factorization [6] é uma extensao do Balanced
Improved Factorization, denotado por BIF, que aproxima o fator de Cholesky de uma ma-

triz positiva definida através da formula de Sherman-Morrison-Woodbury (ISMW) [9] [13].

Considere que A pode ser escrita como

A=Ag+)) myf (2.29)

k=1

onde Ay é nao singular e {z;}}_; e {yx}7_, sdo dois conjuntos de vetores em R”. Usando

a ISMW temos que a inversa de A é dada por
ATV = At = ATUA DLV A, (2.30)

onde Uy, e V4, tem colunas uy e vy, dadas por

vl Agtay, yTA U
Up = Tp — Z — 0 P e vy = yp — Z ZkZ0 o, (2.31)
=1 T =1 T
respectivamente, e Dy, = diag(ri,79,...,7), i = 1 + y,{Aaluk =1+ v,{Aglmk para

k=1,....n

Escolhendo por simplicidade

Ag=sl, 5s>0, op = e, yp = (a* —ab)7T,
onde a” e af denotam a k-ésima linha das matrizes A e Ay, respectivamente. Substituindo

os valores de xj e y; em (2.31) temos

k=1

k—1 Tz

i Gk k ~i
e =yk— ) 2.32
Ui € v = Y g (2.32)

v e
U = € — E

i=1 v i=1 v




e entao obtemos

At =5 - s2UD;VE
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(2.33)

Os préximos resultados vao nos permitir associar (2.33) a uma fatoracao LDU de

A.

Lema 2.2.1 Sejam ug,vy e rp os vetores computados pela ISMW para algum s > 0.

Sejam uy, vy ey os vetores computados pela ISMW para s = 1. Entao,

1

up =uy, vp =0 — (s — Dwg ery =38 1%,

onde

Prova:Por inducao.
Para k = 1, pela definicao 2.32 temos que u; = x1 = uj.

De 2.32 e 2.30 temos que

1 1

(2.34)

(2.35)

v=1y = (a —sel)T: (a —el)T—(s—l)el =y —(s—1)eg =v] — (s — Dwy.

Além disso,

r = 1+ s_lleul =1+ s_l(yf — (s — l)el)Tu’{
= 1+s ' ((y) uj — (s —1))

= s )T = s

(2.36)

Vamos supor agora, que as sentencas sao verdadeiras para ¢ = 2,...,k — 1. De

(2.35) temos (wy); = 0se i < k, e (vg); = (v}); para i < k. Entdo, de (2.32) temos

_ *
U;k — uk.
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Observe agora, que ylu; = (y;)Tu;, parai < k. De (2.32)

*\T , *
* ui *
o= - e = 3 B s 1wy
i=1 i

k—1 k—1
(. (i)' i (yi)"u;
= (yk — - v, — (S — 1) e o 4

=1 v i=1 ?
= vy — (s — Dwy. (2.37)

Por tltimo, r; = s~ 'r} segue como em 2.36.

O Lema 2.2.1, pode ser visto matricialmente como

V,=Vi—(s— )W

Ds = 3_1D17

onde U, V; e D, sao as matrizes calculadas pela ISMW para algum s > 0, Uy, V; e D,
sao as matrizes calculadas pela ISMW para s = 1 e W é a matriz cujo as colunas sao os

vetores wy, k=1...,n. definidos por (2.35).

O préximo teorema relaciona a estrutura da matriz V,; com os fatores da U; e D,

e a matriz W.

Teorema 2.2.1 Seja A™' = s7'1 — s72U,D;7'VI para algum s > 0. Entao
VIi=DU ' —sw?. (2.38)
Prova:Do Lema 2.2.1 e de (2.33) temos

s — A = s?UDVE=U (s7ID]Y (57T
= UD sV —(1—-sHw?) (2.39)

Fazendo o limite com s — oo, obtemos

At =U, DWW (2.40)
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De (2.33) e (2.40) temos que

UD'WT = s ' —U DYV

Isto é,

UD'VE =1—sU,Di'WT,

e consequentemente

VI=DU" —sW. (2.41)

O coralario que vamos enunciar abaixo, relaciona a ISMW com uma fatoragao

LDU de A.

Corolario 2.2.1 Supondo que existe a ISMW exata (2.30) para algum s e que pode ser
fatorado como A = LDU. Além disso, seja W definido como em (2.35), entao

L=wW" DU = DU, (2.42)

e ainda

D=D, eU=U"

Prova:Note que de (2.40) temos
A=Ww-"TDU™ "

Entao o resultado segue imediatamente da unicidade das fatoragoes incompletas de A e
do Teorema (2.2.1).

Pelo Corolario 2.2.1 e o Teorema 2.2.1 temos que
V,=U"D—sL"
e caso A seja simétrica positiva definida temos

V.=LD—sL7 T,
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Entao, ao calcularmos a ISMW de uma matriz SPD calculamos ao mesmo tempo os
fatores, D, L e L™!, e esta é a grande vantagem do BIF. O BIF ¢ um algoritmo que calcula
aproximacoes L~ ¢ D, dos fatores L™! ¢ D de uma fatorcio LDLT de uma matriz SPD
A. As aproximagoes sao calculadas utilizando incompletamente (2.31) para k = 1,...,n.

Ambos os fatores L~}

e D sio armazenados na matriz V; que é uma aproximacao de
Vi. A esparsidade é controlada por uma estratégia de numerical dropping acoplado, esta
estratégia proposta em [4], mostra que é justificdvel retirar as entradas l;k de uma coluna
k de L™ se

lallet LIl < e, (2.43)

onde L é uma aproximacao de L e € é uma tolerancia prescrita. O numerical dropping
acoplado se mostra robusto em retirar as entradas que contribuem pouco para a qualidade
do precondicionador. Infelizmente se A for nao simétrica esta estratégia nao pode ser
aplicada, pois nao se tem simultaneamente os fatores U, U™, Le L™. O improved balanced
factorization busca uma alternativa onde se tenha os quatro fatores e assim possamos
realizar o numerical dropping aclopado. Para se ter os quatro fatores se calcula a ISMW
de AT, e assim na estrutura da matriz V, = LD — sU! temos os fatores que faltavam.

Denotaremos este método por NBIF, onde N quer dizer nonsymmetric (nao simétrico).

2.3 Inversa aproximada dos fatores LU incompletos

Ainda existe uma terceira classe de métodos que constroem inversas aproximadas
fatoradas a partir de uma fatoracao incompleta LU de A. Primeiramente calcula-se uma
fatoracdo incompleta A ~ LU usando as técnicas usuais e depois estes fatores sio aprox-
imadamente invertidos.

Assumindo que os fatores incompletos L e U foram calculados, os fatores inversos aprox-

imados podem ser calculados resolvendo inexatamente os problemas triangulares
Le;=e;, Uyy=e;i=1,...,n. (2.44)

Este problema pode ser resolvido pelo SPAI a partir de um dado padrao de esparsidade
ou de maneira mais efetiva por substituicao para frente e para tras. Este tipo de método
nao sao utilizados pois nao apresentam nenhuma vantagem, tendo em vista que esses

métodos assumem que uma fatoragao LU incompleta tenha sido calculada. Isto implica
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que estes método sequer é aplicavel se essa fatoracao LU incompleta nao existir ou for
instavel. Além disso, esta dependéncia limita o paralelismo ja que os métodos de fatoracao

LU incompletos sao sequenciais.
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3 ASPECTOS COMPUTACIONAIS

Neste capitulo vamos falar sobre a implementacao dos algoritmos apresentados.
Serao apresentados pseudo cédigos e algumas propriedades importantes, como a complex-

idade (em serial) de alguns cédigos, também serao abordados.

Antes de falarmos dos algoritmos de caculo da inversa, vamos introduzir a rotina
auxiliar sparse-sparse, esta rotina é essencial para que alguns métodos apresentados

sejam efetivos, pois reduz o tamanho do problema.

1||function [A,b] = sparse_sparse(cols,A,b)

2||A = A(:,cols); % only the columns in cols
3|| [rows ,~] = find(A);

4| rows = unique(rows); / mnonzero rows

5//A = A(rows,:);

6||b = b(rows);

7 || end

3.1 SPAI

O SPAI-S ¢ bem simples de ser implementado e tem como parametros de entrada
apenas a matriz A e o padrao de esparsidade para o precondicionador. Infelizmente,
encontrar um bom padrao de esparsidade para a inversa de A é uma tarefa dificil e
essencial para eficiéncia do SPAI-S. Pode se usar a série de Neumann para inversa da

matriz

(I—-A)1= f: A, (3.1)

Por (3.1) vemos que existe uma relagdo entre a inversa e as poténcias de A, entdo é
justificdvel utilizar, para algum inteiro positivo I, o padrao de esparsidade de A’. Quanto
maior for [ melhor o precondicionador tende a ser, mas note que mesmo A sendo muito
esparsa suas poténcias podem ficar extremamente densas, o que nao é desejado. Além
disso, calcular tais poténcias pode ser algo inviavel dependendo do tamanho do proble-

ma. Por simplicidade utilizamos em nossos experimentos o mesmo padrao de A para o
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precondicionador.

1 || function M = spai_s(A,S)

2|ln = length(A); I = speye(n);

3|{for j = 1:n
4 ej = I(:,3); % j-th column of identtity
5 rows = find(S(:,j)); /4 indices of momnzero Tows

6 [ss_A,ss_ejl=sparse_sparse (rows,A,ej);

7 ss_mj=ss_A\ss_ej; /% solves the system

8 M(rows,j) = drop(ss_mj); 7 update the j-th column of M
9 || end

10 || end

O SPAI-A foi implementado comecando com um padrao de esparsidade diagonal.
Além disso, sao necessarios os parametros nmax, que regula o maximo de elementos nao
nulos do precondicionador M, innz, que especifica quantos elementos nao nulos serao
adicionados por iteracao e a tolerancia residual tol. Os valores utilizados em nossos
testes foram innz = 1 e tol = 0.1 e o valor nmax foi escolhido de tal forma que o

precondicionador tenha no maximo duas vezes o numero de nao zeros que a matriz A.

1||function M = spai_a(A,nmax,innz,tol)

2|ln = length(A); I = speye(n); M = I;

s3Q = [1; R = [1; % QR factors of ss_A
4| iloop = floor (nmax/innz) ; 4 inner loop stze

s||for j = 1:n

6 ej = I(:,j); rows = j; % initial sparsity pattern
7 for i=1:1iloop

8 4 calculates the residue (full mode)

9 rj = ej - A *x M(:,3); % residue

10 if (norm(rj) < tol) break; end

11

12 /4 sparsity pattern update

13 rows = row_adaptive(A,M,rows);

14 [ss_A,ss_ej] = sparse_sparse(rows,A,ej);

15
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16 [Q,R] = qr_grote(Q,R,ss_A); / QR update

17 ss_mj = R\(Q’*ss_ej); % solves the system
18 M(rows,j) = drop(ss_mj); % M update

19 end

20 || end

21 || end

Todas as variacoes do SPAI sao invariantes por permutagoes, isto €, se calcularmos
o precondicionador utilizando qualquer uma dessas variagoes para Py AP,, onde P; e P,

sdo matrizes de permutacao, encontraremos PJ M Pl como precondicionador.

3.2 MR

Assim como o SPAI-S, o MR-S tem a implementacao bem simples. Além do padrao
de esparsidade o codigo precisa de duas tolerancias toll e tol2, ambos critérios de parada
para o algoritmo, e um nimero maximo de iteracoes maxiter. Os valores utilizados foram

toll = t0l2 = 0.1 e maxiter = 30.

1||function M = mr_s(A,S,toll,tol2,maxiter)

2{ln = length(A); I = speye(n);

3||scale = trace(A)/norm (A, )~2; % min/||I-A*(alpha*I)/|]_F
4||for j = 1:n

5 ej = I(:,3);

6 rows = find(S(:,3j)); /4 indices of monzero rows
7 mj = scale * ej; 4 initial solution

8

9 % adjusts A to the sparse-sparse mode

10 [ss_A,ss_ej] = precond.sparse_sparse(jid,A,ej);
11 ss_mj = mj(rows);

12 for k=1:maxiter

13 ss_rj=ss_ej-ss_Ax*xss_mj;

14 if (norm(ss_rj) < toll) break; end

15

16 /4 steepest descent method

17 gj = ss_A’xss_rj;

18 Agj = ss_Axgj;




31

19 nrm_Agj = norm(Agj);

20 if (nrm_Agj < tol2) break; end

21 alpha = (norm(gj)/nrm_Agj)~2; J step size
22 ss_mj = ss_mj + alphaxgj;

23 end

24 M(rows,j) = ss_mj; / update M

25 || end

26 || end

Na implementacao do MR-A, o padrao de esparsidade utilizado como inicial foi
o padrao diagonal, além disso sao necessarios o critério de parada restol e o numero
maximo de iteracoes maxiter. Foram utilizados os valores, restol = 0,1 e maxiter =

30.

1||function M = mr_a(A,restol ,maxiter)

2{ln = length(A); I = eye(n);

3||scale = trace(A)/norm (A, )~2; % min [[I-A*(alpha*I)/[]_F
4|[for j = 1:n

5 ej = I(:,3);

6 mj = scale * ej; % inittal guess
7 rows=j; 4 set sparsity pattern
8 for i=1:iloop

9 % sparsity pattern update

10 rows = row_adaptive(A,M,rows);

11 [ss_A,ss_ej] = sparse_sparse(rows,A,ej);
12 ss_mj = mj;

13 for k=1l:maxiter

14 ss_rj = ss_ej - ss_A * ss_mj;

15 if (norm(ss_rj) < restol) break; end
16 /% using steepest descent method

17 gj] = ss_A’ x ss_rj;

18 Agj = ss_A *x gj;

19 nrm_Agj=norm(Agj);

20 if (nrm_Agj < 1E-8)

21 break;

22 end

23 alpha = (norm(gj)/nrm_Agj) ~2;
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24 ss_mj = ss_mj + alpha * gj;
25 end

26 M(rows,j)=ss_mj;

27 end

28 || end

29 || end

O MR-D, que utiliza numerical dropping ao invés de padrao de esparsidade, utiliza
quatro parametros de entrada: a tolerancia do processo de numerical dropping droptol,
a tolerancia da norma do residuo restol, o valor nmax que regula o maximo de elementos
nao nulos do precondicionador M e o niimero maximo de iteracoes n_inner. Em nossos
experimentos a matriz foi dividida pelo seu maior elemento em médulo e 0,01 foi usado
como droptol 0,1 foi utilzado como valor de restol. O valor de nmax_col foi escolhido
de tal forma que o precondicionador tivesse no maximo 2 vezes o nimero de nao zeros da

matriz A e 30 foi o valor escolhido para n_inner.

1||function M = mr_d(A,droptol,tol,nmax,n_inner)
2|{ln = length(A); I = eye(n);
3||scale = trace(A)/norm(A, )"2; 4 min/[I-A*(alpha*I)/|/]|_F

4| for j=1:mn

5 ej = I(:,3);

6 mj = scale * ej; / initial guess
7 for k = 1:n_inner

8 r = ej - A x mj;

9 if (norm(r)<restol) break; end
10 Ar = Ax*r;

11 alpha = (r’*Ar)/(Ar’x*Ar);

12 mj = mj + alpha * r;

13 mj = drop(mj,nmax,droptol);
14 end

15 M(:,3) = mj;

16 || end

17 || end

A versao auto precondicionada, MR-DP utliza os parametros do MR-D e mais um

parametro n_outer que regula o nimero de iteragoes externas. Nos experimentos esco-
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lhemos n_outer = 5 e os outros valores utilizados foram os mesmos do MR-D.

i || function M = mr_dp(A,droptol,tol ,nmax,n_outer ,n_inner)
2{ln = length(A); I = speye(n);
3||scale = trace(A)/norm (A, )~2; % min/||I-A*(alpha*I)/|]_F
4||for i=1:n_outer
5 for j=1:mn
6 ej = I(:,3);
7 mj = scale * ej;
8 for k = 1:n_inner
9 r=-ej - A *x mj;
10 if (norm(r) < tol) break; end
11 z = M*xr; / self-preconditioning step
12 q = Axz;
13 alpha = (r’*q)/(q’*q);
14 mj = mj+alphax*xz;
15 end
16 mj = drop(mj,nmax_col ,droptol);
17 M(:,3) = mj;
18 end
19 || end
20 || end
3.3 AINV

Em aritmética exata o processo de biconjugacao nao tem divisao por zero [2] se e
somente se A admite uma fatoracao LU, ou no nosso caso LDU, mas devido ao algoritmo
de biconjugacao no AINV ser feito de maneira incompleta é possivel haver divisao por zero
se A ndo for uma H-matriz. Uma matriz A = [a;;] é uma H-matriz se a matriz A = [a,],

onde

R —|a;j| se i # j
Qjj = )
;5 S€ 1= ]
tem autovalores com parte real positiva.

Como estamos tratando de matrizes genéricas, é feita uma andlise nas linhas 9 e 10 do
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codigo que substitui os ntimeros menores que 1078 por 1. Como parametros de entrada o
AINV tem o droptol e nmax, ambos ligados a esparsidade da matriz. O valor droptol é a
tolerancia para a retirada de elementos das colunas de Z e W, seguindo as recomendacoes
de [2], todos os elementos de A foram divididos pelo maior valor em médulo da mesma.
Assim temos |a;;| < 1 e droptol = 0,1 é um bom valor. O parametro nmax regula o
maximo de elementos nao nulos do precondicionador M. Em nossos testes escolhemos

nmax de tal forma que M tivesse no maximo o dobro de entradas nao nulas de A.

1| function [Z,D,W] = ainv(A,droptol,nmax)

2|ln = length(C);

3(|W = speye(n); Z = W;

4|[for i = 1:n

5 pCi:n)=A(:,i)’ * Z(:,i:n);

6 q(i:n)=C(:,1)’ * W(:,i:n);

7

8 /4 eliminates the possibility of division by zero
9 if (abs(p(i))<1E-8) p(i)=1; end

10 if (abs(q(i))<1E-8) q(i)=1; end

1 if (i == n) break; end

12

13 % update Z and W

14 for j = i+l:n

15 Z(:,3) = Z2(C:,3) - (p(3)/p(id))*Z(:,1);
16 W(:,3) = W(:,3) - (q(3)/qi))*w(:,1i);
17 end

18

19 4 drop

20 for j = i+l:n

21 Z(:,j) = drop(Z(:,j) ,nmax,droptol,j);
22 W(:,j) = drop(W(:,j) ,nmax,droptol,j);
23 end

24 || end

25 [|D = sparse(l:n,1:n,1./p);

26 || end
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3.4 NBIF

O NBIF foi implementado praticamente igual ao proposto em [6], a tinica diferenga
é que 14 as safdas sdo os fatores L, D e U e no nosso os fatores aproximados L™ e U~}
também sao argumentos de safda. Relembrando que o NBIF calcula os 4 fatores L, U, L=t e U~ 1.
Como entradas o NBIF precisa da matriz A, as tolerancias dropv e dropz utilizadas no
dropping, e um vetor S, cujas entradas sao maiores que zero. Este vetor S é necessario
pois o NBIF utiliza uma matriz diagonal ao invés de apenas um escalar s. Em nosso
experimentos usamos S como um vetor com todas entradas iguais a 0,5 e dropv = dropz

= 0,1.

1||function [L,D,U,W,Z] = nbif (A, S, dropv, dropz)

2ln = size(A, 1); Z = speye(n); Zt = speye(n);

3|V = tril(A’) - spdiags(S,0,n,n); / Matriz V

4|Vt = tril(A) - spdiags(S,0,n,n); / Matriz Vt

5| nrm_L = zeros(n,1); % Norms of rows of L

6| nrm_U = zeros(n,1); % Norms of rows of L of A’
7|lnrm_invL = zeros(mn,1); % Norms of rows of inv(L)
s||nrm_invU = zeros(n,1); 4 Norms of rows of 4nv(L) of A’
9(|D = zeros(mn,1); Dt = zeros(mn,1); /% Diagonal

10

11 ||for k = 1:n

12 for i = 1:(k-1) 7/ update

13 mult_invU = (A(k,:)*Z(:,1i))/(D(i)*S(i));

14 mult_invL = (AC:,k)’*xZt(:,i))/(Dt(i)*S(i));

15 mult_L = Vt(k,i)/(Dt(i)*S(i));

16 mult_U = V(k,i)/(D(i)*S(i));

17 V(1:i-1,k) = V(1:i-1,k) - mult_L*V(1:i-1,i);

18 V(i,k) = V(i,k) + S(i)*mult_invU;

19 V(kid,k) = V(kid,k) - mult_invUx*V(kid,i);

20 Ve(l:i-1,k) = Vt(1:i-1,k) - mult_U*xVt(l:i-1,i);

21 Vt(i,k) = Vt(i,k) + S(i)*mult_invL;

22 Vt (kid ,k) = Vt(kid,k) - mult_invL*Vt(kid,i);

23 Z(:,k) = Z(:,k)-(V(k,i)/(D(i)*S(i)))*Z(:,1i);

24 Zt(:,k) = Zt(:,k)-(Vt(k,1)/(Dt(i)*S(1i)))*Zt(:,1);

25 end
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27

28

29

end

D(k) = V(k,k)/S(k) + 1.0;
Dt (k) = Vt(k,k)/S(k) + 1.0;

nrm_invL (k) sqrt (1.0+norm(V(1:k-1,k)+S(k) "2))/S(k);

nrm_invU (k) sqrt (1.0+norm (Vt (1:k-1,k)+S(k) "2))/S(k);
temp = 1.0/((D(k)*S(k))"2);

tempt = 1.0/((Dt(k)*S(k))"2);

nrm_L(k+1:n) nrm_L(k+1:n)+temp*(V(k+1:n,k) . 2);

nrm_U(k+1:n)

nrm_U(k+1:n)+tempt*(Vt(k+1l:n,k)."2);
nrm_L (k)

sqrt (nrm_L (k) +1.0);

nrm_U (k)

sqrt (nrm_U(k) +1.0);

/4 standard dropping in Z and Zt
Z(1:k-1,k) = Z(1:k-1,k).*x (abs(Z(1:k-1,k)) > dropz);
Zt(1:k-1,k) = Zt(1:k-1,k).* (abs(Zt(1l:k-1,k)) > dropz);

/4 BIF dropping in V and Vt
V(1:k-1,k) = V(1:k-1,k) .*((abs(V(1:k-1,k))...
> dropv./nrm_U(1:k-1))); / L --> L~-1
V(k+1:n,k) = V(k+1l:n,k) .*((abs(V(k+1l:n,k))...
> dropv*D (k) /nrm_invU(k))); 7/ U"-1 --> U
Vt(1:k-1,k) = Vt(1:k-1,k).*x((abs(Vt(1:k-1,k))...
> dropv./nrm_L(1:k-1))); /4 U --> U"-1
Vt(k+1:n,k) = Vt(k+1:n,k).*x((abs(Vt(k+1:n,k)) ...

> dropv*D(k)/nrm_invL(k))); 7 L~-1 --> L

s Set the results

D
U
L
W

end

diag(V)+S; Dt = diag(Vt)+S;
((tril(V)+spdiags(S,0,n,n))/spdiags(D,0,n,n)) ’;
(tril (Vt)+spdiags(S,0,n,n))/spdiags(Dt,0,n,n);
(spdiags(S,0,n,n) - triu(V,+1))’;

36
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4 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Neste capitulo vamos apresentar uma série de experimentos numéricos com os
algoritmos testados. Os algoritmos SPAI-S, SPAI-A, MR-S MR-A, MR-D e MR-DP foram
implementados em MATLAB. J4 o AINV e NBIF forma implementados em linguagem C.
O algoritmo SPAI foi implementado em C por T. Huckle e pode ser encontrado em [12].
Em todos os testes o solver utilizado foi o GMRES [21]. Para efeito de comparacao
foram realizados testes sem precondicionamento e com precondicionadores baseados na
fatoracao LU incompleta que sao bastantes utilizados hoje, no caso o ILU(level) e o
ILUT com estratégia de dropping. Em nossos experimentos foram usados ILU(0) e ILUT
com thresholdigual a 0.01. O tempo de construgao e aplicacao do precondicionador nao foi
levado em consideracgao, pois os codigos estao implemnetados sequencialmente e a grande
vantagem da inversa aproximada é o paralelismo. Além disso, alguns cédigos estao em

MATLAB, que nao é a melhor linguagem em relagao a tempos de CPU.

4.1 Testes Preliminares

Os primeiros testes realizados visavam avaliar a eficacia da inversa aproximada em
reduzir o numero de iteracoes do GMRES. Os testes foram feitos utilizando-se matrizes

do Matrix Market [18], todas oriundas de simulagoes de reservatério de petréleo.

Nos testes foi utilizado precondicionamento a direita, o lado direito foi tal que o
vetor formado apenas por 1 fosse solugao exata do sistema. O critério de parada foi que
o residuo relativo fosse menor que 107% ou que um méximo de 1000 iteracoes do GMRES
fosse atingido. A Tabela 1 mostra as matrizes testadas, o tamanho n e o niimero nnz de
elementos nao nulos na mesma.

A Tabela 2 mostra o resultado dos testes realizados sem precondicionamento. Os
resultados deixam bem claro a necessidade de precondicionamento para que o GMRES seja
eficiente. A Tabela 3 e a Tabela 4 mostram os resultados utilizando os precondicionadores
padrao de fatoracao LU incompleta e utilizando os precondicionadores baseados na apro-
ximacao da inversa. O valor nnz(M)/nnz(A) denota a razao entre o nimero de nao zeros
do precondicionador e o nimero de nao zeros da matriz utilizada. Os precondicionadores

baseados na inversa aproximada mostraram-se eficientes em reduzir o nimero de iteracoes
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Tabela 1 Tamanho e niumero de elementos nao nulos das matrizes testadas.
MATRIZ n nnz(A)

ORSIRR-1 1030 6858
ORSIRR_2 886 5970
ORSREG_1 2205 14133
SHERMAN1 1000 3750
SAYLR 3 1000 3750
PORES-1 30 180

Tabela 2 Testes sem precondicionamento.
MATRIZ Iteracoes

ORSIRR 1 —
ORSIRR 2 —
ORSREG_1 259
SHERMAN1 —
SAYLR_3 —
PORES_1 27

do GMRES mas mostraram-se, no geral, inferiores ao ILU(0) e ILUT. Vale ressaltar que
os precondicionadores de inversa aproximada foram capazes de resolver o sistema para
as matrizes SAYLR_3 e PORES_1, matrizes as quais o ILU(0) e ILUT nao conseguiram ser

eficientes.

4.2 Testes com Problemas de Discretizacao

Nesta se¢cao vamos analisar o desempenho dos precondicionadores de inversa apro-
ximada em trés problemas de discretizacao. Os dois primeiros baseados na modelagem
de um fluido imcompressivel em um meio poroso tridimensional, com discretizagao de
diferengas finitas do operador diferencial V - KV, impondo condigdes de contorno de
Dirilichet. O primeiro modelo assume um campo K homogéneo e isotrépico, ja o segundo
assume um campo heterogéneo. Para o modelo heterogéneo, foi gerado um “ladrilho”
de tamanho 12 x 12 de valores para K, esse ladrilho é a realizagao de uma distribuicao
estaciondria normal logaritmica com uma fungao de covariancia Gaussiana anisotrépica
( [19], Secao 5.4). Cada camada de K foi criada por um ladrilhamento utilizando os
ladrilhos 12 x 12, com algumas reflexdes para manter a suavidade. Todas as camadas

foram feitas identicamente, resultando num campo heterogéneo e isotropico.



39

Tabela 3 Resultados com as matrizes do Matrix Market.

Iteragoes nnz(M)/nnz(A)

METODO ORSIRR.1 ORSIRR.2 ORSREG.1 ORSIRR.1 ORSIRR2 ORSREG.1
ILU(0) 48 46 49 1 1 1
ILUT 44 43 45 0.58 0.61 0.61
SPAI-S 135 138 117 1 1 1
SPAI-A 53 53 48 1.25 1.21 1.30
MR-S 479 381 185 1 1 1
MR-A — — 238 1.65 1.63 1.72
MR-D 179 244 170 0.30 0.30 0.31
MR-DP — — — 1.91 1.93 1.87
AINV 47 46 45 2.22 2.20 2.38
NBIF 46 46 44 0.97 0.99 1.01

Tabela 4 Resultados com as matrizes do Matrix Market.

Iteracoes nnz(M)/nnz(A)
METODO SHERMAN1 SAYLR.3 PORES.1 SHERMANI SAYLR.3 PORES.1
ILU(0) — — — 1 1 1
ILUT 12 — — 1.58 1.58 0.78
SPAI-S 82 — 18 1 1 1
SPAI-A 59 59 16 1.17 1.17 1.06
MR-S 221 221 17 1 1 1
MR-A 366 363 21 1.17 1.17 1.80
MR-D 243 — 7 0.45 0.45 0.33
MR-DP 134 — 7 1.36 1.36 0.73
AINV 44 490 18 2.23 1.09 2.69

NBIF 33 — 15 1.96 1.96 1.78
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Figura 1 Na esquerda, o ladrilho bésico 12 x 12 usado nos experimentos com campo
heterogéneo. Na direita a composicao de 3 x 5 ladrilhos refletidos.

Tabela 5 Tamanho da matriz A e o nimero de elementos nao nulos para todos os pro-
blemas.

TODOS OS PROBLEMAS n nnz(A)

12x2x12=123 1728 11232
36 x 36 x 36 = 363 46656 318816
48 x 48 x 48 = 483 110592 760320

O ladrilho e o ladrilhamento 3 x 5 resultantes sao mostrados na Figura 1.

O terceiro experimento é baseado na discretizagdo do operador L(u) = V.(uv) —
eAu, onde ¥ é um campo de velocidade incompressivel, relacionado com a equacao de
convecgao e difusao.

A Tabela 5 mostra o tamanho das matrizes n e o nimero de elementos nao nulos
nnz, para trés tamanhos diferentes de malhas. A Tabela 6 e a Tabela 7 mostram os
resultados para os testes com o problema homogéneo e heterogéneo, respectivamente. Os
testes foram realizados utilizando o GM RES, o lado direito foi escolhido de tal forma que
a solucao exata x* seja o vetor formado s6 por 1. O critério de parada foi que o residuo
relativo ||b — Az||/||b]| fosse inferior a 10~" ou que um méximo de 1000 iteragoes fosse
atingido. O valor iGMRES representa a razao entre o numero de iteragoes do GMRES
sem precondicionamento e o nimero de iteragoes do GM RES precondicionado. O valor
nnz(M)/nnz(A) representa a razao entre o numero de elementos nao nulos de A e M.

A Figura 2 e a Figura 3 mostram a melhoria nas iteracoes do GMRES para o
problema homegéneo e heterogéneo, respectivamente. A Tabela 8 mostra os resultados
para o problema de conveccao e difusao para € = 1072, Os parametros dos testes foram

os mesmos utilizados no problema homogéneo e heterogéneo. Ja a Figura 4 mostra a



Tabela 6 Resultados do problema Homogéneo.

iGMRES nnz(M)/nnz(A)
METODO 123 363 48 123 363 483
GMRES 1.00 1.00 1.00 0.00 0.00 0.00
ILU(0) 3.58 537 5.66 1.00 1.00 1.00
ILUT 6.14 9.47 1055 152 1.55 1.55
SPAT 2.53 335 341 2.83 286 2.86
SPAI-S 1.79 192 204 1.00 1.00 1.00
SPAI-A 215 233 239 0.92 088 0.87
MR-S 1.79 192 200 1.00 1.00 1.00
MR-A 1.65 1.81 200 1.69 1.61 1.60
MR-D 226 — — 200 — @ —
MR-DP 79 — — 200 — @ —
AINV 253 273 283 215 239 242
NBIF 253 273 283 1.08 1.12 1.13

Tabela 7 Resultados do problema Heterogéneo.

iGMRES nnz(M) /nnz(A)
METODO 12° 36 48 12° 36° 48
GMRES .00 1.00  1.00 0.0 0.00 0.00
ILU(0) 30.54 25.64 19.61 1.00 1.00 1.00
ILUT 44.11 4348 3448 145 149 1.50
SPAI 1985 17.86 13.70 2.81 2.85 2.85
SPAI-S 1281 1075 833 1.00 1.00 1.00
SPAI-A 1527 13.33 971 0.92 0.88 0.87
MR-S 11.03 971 775 1.00 1.00 1.00
MR-A 6.73 345 128 1.69 161 1.60
MR-D 1890 —  — 200 — @ —
MR-DP 1654 —  — 200 — @ —
AINV 1726 14.08 11.24 2.15 241 245
NBIF 1726 1515 11.63 1.13 121 1.22

41
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Figura 2 Melhoria no nimero de iteragcoes do GMRES para o problema Homogéneo.

melhoria nas iteracoes do GMRES para o problema de Conveccao e Difusao.

Na Figura 5, Figura 6, Figura 7 e Figura 8 sao mostrados a distribuigao de autova-
lores da matriz gerada no problema Laplaciano Homogéneo para a malha 12 x 12 x 12 sem
precondicionamento, precondicionada com o ILUT, SPAI-S e AINV, respectivamente. Por
ultimo a Figura 9 mostra a melhora no nimero de condicionamento do mesmo problema.
Note que apesar do MR-D e MR-DP terem reduzido mais o niimero de condicionamento que
outros métodos estes métodos nao foram efetivos na resolucao do sistema. Isto acontece
porque outros fatores, como por exemplo a distribuicao de autovalores, também estao

ligados a convergéncia dos métodos iterativos.
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Figura 3 Melhoria no nimero de iteracoes do GMRES para o problema Heterogéneo.

Tabela 8 Resultados do problema de Convecgao e Difusao com € = 0.

iGMRES nnz(M)/nnz(A)
METODO 123 363 48 123 363 483
GMRES 1.00  1.00 1.00 0.00 0.00 0.00
ILU(0) 10.91 13.88 13.48 1.00 1.00 1.00
ILUT 40.00 57.50 59.71 1.47 1.63 1.65
SPAT 857 958 7.08 2.76 2.84 2.84
SPAI-S 522 278 226 1.00 1.00 1.00
SPAI-A 6.00 5.07 3.32 145 1.53 1.54
MR-S 462 280 226 1.00 1.00 1.00
MR-A 429 221 178 169 1.61 1.60
MR-D 444 224  — 031 029 —
MR-DP 10.00 1150 9.72 1.88 1.87 1.87
AINV 923 473 7.60 231 241 2.40
NBIF 10.00 11.13 820 148 1.54 1.55
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Figura 4 Melhoria no nimero de iteragoes do GMRES para o problema de Convecgao e
Difusao.
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Figura 5 Distribuicao de autovalores da matriz Laplaciana Homogénea com malha 12 x
12 x 12.
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Figura 6 Distribuicao de autovalores da matriz Laplaciana Homogénea com malha 12 x
12 x 12 precondicionada com ILUT.
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Figura 7 Distribuicao de autovalores da matriz Laplaciana Homogénea com malha 12 x
12 x 12 precondicionada com SPAI-S.
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Figura 8 Distribuicao de autovalores da matriz Laplaciana Homogénea com malha 12 x
12 x 12 precondicionada com AINV.
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0 I I I I I I I I .
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None SPAIS SPAI-A MR-5 MR-DP ANV NEIF ILLYO) ILUT

Figura 9 Melhoria no nimero de condicionamento da matriz Laplaciana Homogénea com
malha 12 x 12 x 12
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CONCLUSAO

Os precondicionadores baseados na aproximacao da inversa mostraram-se aptos em
tornar o GMRES mais eficiente porém, como era esperado, se mostraram menos eficientes

em serial que os tradicionais ILU(0) e ILUT.

Dentre os métodos de minimizacao de norma de Frobenius o SPAT se destaca, com
uma boa taxa de convergéncia e total paralelismo (construgao e aplica¢ao). Entretanto
deve-se ressaltar que o SPAI-S ¢é simples de se paralelizar mas altamente dependente de
um bom padrao de esparsidade, que em geral é algo dificil de se encontrar. Ja o modelo
adaptativo SPAI-A, é capaz de capturar bem as entradas importantes da inversa mas
requer acesso a matriz toda e isso torna a paralelizacao do algoritmo nao trivial. O MR
se mostrou muito inferior ao SPAI e nao tao mais barato como era esperado. O MR
também foi o método que mais falhou na resolugao de alguns sistemas propostos, sendo

assim o pior precondicionador de todos os testados.

Os métodos de inversa aproximada fatorada apresentaram taxas de convergéncia
praticamente idénticas, com o NBIF sendo um pouco superior e mais esparso, algo jus-
tificavel pela excelente estratégia de numerical dropping do mesmo. Por outro lado, o
NBIF calcula quatro fatores que torna seu algoritmo mais complexo e caro que o do
AINYV. Estes métodos se mostraram os mais robustos de inversa aproximada, e mesmo
tendo construcao sequencial podem ser bastante aproveitados no futuro devido as arquite-
turas hibridas. Vale ressaltar que em [2], os autores afirmam que é possivel se conseguir
paralelismo no AINYV através de propriedades do grafo da matriz.

Existem muitos estudos a serem feitos na inversa aproximada e novos métodos ainda
podem surgir. Mesmo com os métodos de inversa aproximada nao consolidados, nao é
nenhum absurdo projetar que devido as arquiteturas hibridas em alguns anos os métodos

de aproximacao da inversa serao os precondicionadores mais utilizados .
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