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RESUMO

CAMARA, L. G. Transicoes de fase em sistemas de campos escalares com efeitos de
dimensao finita. 2021. 66 f. Dissertagdo (Mestrado em Fisica) — Instituto de Fisica
Armando Dias Tavares, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2021.

Neste trabalho noés discutimos os fenomenos de quebra inversa de simetria e a
nao restauracao de simetria no contexto de uma teoria escalar de multiplos campos a
temperatura e dimensao finita. Apresentamos as consequéncias que a temperatura e
uma dimensao finita tem nas propriedades criticas do sistema estudado. Além disso,
analisamos como os efeitos das corre¢oes sobre os acoplamentos impactam no modelo
estudado. Nesse estudo fazemos uso de dois tipos diferentes de condigoes de fronteira na
parte espacial finita: peridédica e Dirichlet.

Palavras-chave: Transicoes de Fase. Modelo de Campo Escalar. Dimensoes Finitas.
Teoria \¢t.



ABSTRACT

CAMARA, L. G. Phase transitions in scalar field systems with finite dimension effects.
2021. 66 f. Dissertagdo (Mestrado em Fisica) — Instituto de Fisica Armando Dias
Tavares, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2021.

In this work, we discuss the phenomena of inverse symmetry breaking and symme-
try non-restoration in the context of multi-scalar field theory at finite temperature and
finite dimension. We present the consequences that the temperature and a finite dimen-
sion have on the critical properties of the studied system. In addition, we also study how
the effects of the temperature and finite dimension corrections on the couplings impact
on the critical properties for the model. In the coupled two-scalar field theory model
studied here, we consider two different types of boundary conditions, namely, periodic
and Dirichlet, and we discuss how each one of these boundaries affect the results that we
have obtained.

Keywords: Scalar Field Model. Theory A¢*. Finite Dimension. Phase Transition.
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INTRODUCAO

As transicoes de fase, na fisica moderna, representam uma parcela significativa de
fenomenos importantes. Estas estao presentes em diversas dreas da fisica, como: cosmo-
logia, matéria condensada, fisica de particulas, fisica nuclear entre outras. Por definicao,
uma fase constitui uma parte homogénea de um sistema. Uma parte homogénea do sis-
tema é toda aquela que possui as mesmas propriedades fisico-quimicas macroscopicas,
tais como, densidade. Falando do liquido mais abundante do nosso planeta, em condigoes
ordindrias, a dgua possui trés fases: liquida, gasosa e sdlida. As transigoes de fase sao
as mudancas entre uma fase e outra. Isso ocorre quando algum parametro externo é
modificado, estes podem ser: temperatura, volume, pressao e assim por diante.

Transicoes de fase e propriedades de simetria de um sistema fisica estao intima-
mente relacionadas entre si. Por definicao, simetria é a invariancia de um sistema frente a
certas transformacoes particulares. Exemplos dessas transformagoes podem ser: rotagoes,
reflexoes, paridade, temporalidade, carga e outros semelhantes.

Matematicamente podemos definir o conjunto de operagoes de simetria e carac-
teriza-lo em termos de grupo. A representacao de um grupo é o mapeamento de cada
elemento em uma matriz (COLEMAN, 1985). Os tipos de grupos mais usados em fisica
sao os grupos de Lie, grupos matriciais continuos que unem a estrutura algébrica com a
estrutura de uma variedade diferenciavel. Esses grupos foram estudados por Sophus Lie
por volta de 1870 (NIJENHUIS et al., 1959), buscando compreender equagoes diferenciais a
partir de seus grupos de simetria (MARTIN, 2017).

O grupo de interesse desse trabalho é o grupo O(NV), cujo mapeamento se d4 em
matrizes reais ortogonais, onde N representa as dimensoes das matrizes. Toda rotacao
pode ser representada por matrizes ortogonais, o grupo O(N) diz respeito exatamente
sobre as rotagoes em N dimensoes. Ja no grupo O(N7) x O(N3) séo consideradas duas
matrizes em conjunto. Mais a frente vamos perceber que essa segunda matriz esta relaci-
onada com a adicao de um novo campo na densidade de Lagrangiana e que se transforma
independente pelo segundo grupo.

Quando ha transicoes de fase muitas das vezes ocorre a quebra de uma determinada
simetria do sistema. Seja um sistema fisico definido através da sua Hamiltoniana H que
deve ser invariante sob as transformagoes de um grupo. Se dentro deste grupo houver
um elemento distinto dessa simetria, entao, é dito que ha uma quebra de simetria nesse
sistema (COLEMAN, 1985).

Um forma menos tedrica de entender é através do exemplo do ferromagneto de
Heisenberg (CHAIKIN; LUBENSKY, 1995). Este possui uma Hamiltoniana com interacao
spin-spin dos dtomos que é invariante frente a rotagoes.

Em altas temperaturas os spins dos atomos sao aleatérios, desprezando os efeitos
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das bordas, este sistema satisfaz a simetria rotacional. Entretanto ao diminuir a tem-
peratura os spins vao se alinhando, mesmo que essa direcao seja arbitraria, essa escolha
a torna distinta das demais. Este é um exemplo de quebra de simetria. Se novamente
aumentarmos a temperatura teremos a restauracao da simetria original.

Se pegar o exemplo anterior, do ferromagneto de Heisenberg, nota-se que a medida
que a temperatura diminui o sistema fica menos simétrico. O contrario também ¢é verdade,
isto é, com um aumento de temperatura o sistema torna-se mais simétrico. Usualmente
¢ isso que se espera dos sistemas fisicos. Entretanto na natureza existem determinados
elementos e materiais capazes de fazer o oposto.

A quebra inversa de simetria, do inglés ”Inverse Symmetry Breaking” (ISB), se d4
quando o aumento da temperatura causa a diminuicao da simetria do sistema. Exemplo,
os is6topos He? e He* que passam da fase liquida para a fase cristalina com o aumento da
temperatura, em uma pressao entre 25 e 30 bar e temperatura abaixo de 1K (SCHUPPER;
SHNERB, 2005). Sal de Rochelle que apresenta uma estrutura monoclinica entre 255K
e 297K fora desta faixa as células unitarias do cristal sao ortorrombicas. Isso significa
que em 255K ha uma ISB, uma vez que a estrutura ortorrombica é mais simétrica que a
monoclinica.(TATSUMI; MATSUO; SUGA, 1978)

A nao restauragdo de simetria, do inglés ”Symmetry Non-Restoration” (SNR),
acontece quando o aumento da temperatura nao restaura a simetria original. Para mais
explicagoes, exemplos e aplicagoes veja a referéncia (BORUT, 2000).

Na tentativa de entender como sistemas de particulas elementares teriam suas
simetrias restauradas em altas temperaturas, Steven Weinberg explorou o modelo O(N,) x
O(N,) com dois campos escalares ¢ e x (WEINBERG, 1974). Usando aproximacoes a 1-
laco, ele conseguiu mostrar a possibilidade de haver ISB e SNR para valores especificos
dos acoplamentos. O que pode colocar essa ideia em xeque ¢é o fato de usar apenas
a aproximacao a l-lago, e se esses resultados deveriam persistir mesmo em altissimas
temperaturas. A fim de dar conta desse problema, diversos estudos tém sido empregados
para analisar essa questao. Os resultados no entanto permanecem altamente controversos,
seja por nao encontrar evidéncia para ISB/SNR e outros que favorecem o fenémeno,
para mais informagoes sobre esses estudos confira nas referéncias (PINTO; RAMOS, 2000;
LAISSARDIERE; MAYOU; MAGAUD, 2012; ORLOFF, 1997; HONG; KOGUT, 2001; BIMONTE;
LOZANO, 1996; GAVELA et al., 1998).

Dentro do vasto campo de estudo das transicoes de fase, existe um tentativa de
entender e investigar melhor como alguns sistemas confinados, isto é, que possui uma di-
mensao finita, afetam suas propriedades criticas. Desta forma o objetivo do presente tra-
balho é investigar como modelos de ISB/SNR sao afetados por terem uma das dimensoes
finitas. Mais especificamente falando sera tratado um sistema com uma separagao L, por
exemplo, uma material plano de espessura L, que aparece com bastante frequéncia em
estudos de matéria condensada (BRANKOV; DANCHEV; TONCHEV, 2000). Neste trabalho
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estamos interessados em estudar como tal dimensao finita pode afetar as propriedades
criticas de um sistema de campos escalares acoplados, como no caso do modelo de Wein-
berg mencionado acima.

Este trabalho é dividido em 5 capitulos. O 2° capitulo trata de uma introducao
tedrica ao ferramental que serda usado para o trabalho, fazendo uma breve apresentagao
sobre a teoria quantica de campos, sobre a teoria de campos térmicos, bem como uma
exposicao do modelo escalar que sera utilizado no estudo. No 3° capitulo apresentamos
como sao calculadas as corregoes térmicas as autoenergias da teoria estudada. No 4°
capitulo, quase que como continuagao do 3°, serao calculadas as correcoes dos acoplamen-
tos da teoria. No 5° capitulo serao apresentados os resultados obtidos. No 6° capitulos
apresentaremos um resumo decorrentes dos resultados.

Nesta dissertagao vamos estar sempre trabalhando em termos das unidades natu-
rais, tal que ¢ = h = k, = 1. Usando a assinatura diag(+1,—1,—1, —1) para a métrica

de Minkowski quando for necessario.
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1 INTRODUCAO TEORICA

1.1 Teoria Quantica de Campos

Na primeira metade do século XX duas teorias distintas surgiram e foram ganhando
forca com suas descobertas e previsoes, foram elas: mecanica quantica e relatividade
especial. A mecanica quantica na sua formulacao inicial é considerada uma teoria nao
relativistica, em outras palavras, a dinamica que esta teoria descreve nao abarca objetos
com velocidades proximas a luz. A tentativa, bem sucedida, de unificar as duas teorias
ficou conhecida como Teoria Quantica de Campos (TQC) (RYDER, 1996).

A TQC lida com sistemas de infinitos graus de liberdade. Os campos quanticos,
sao os campos classicos, como o campo eletromagnético, porém obedecendo as regras
de comutagao da mecanica quantica. As particulas, nessa teoria, sao entendidas como
excitacoes desse campo.

Embora a TQC seja uma ideia organica que une campos classicos, mecanica quantica
e relatividade, para obter resultados que descrevem o mundo real, necessita usar artefa-
tos matematicos pouco intuitivos como a renormalizacao. Mesmo com esse contraponto,
nao ha como negar que é uma das maiores conquistas cientificas, por descrever todas
as particulas subatomicas com incrivel precisao, no modelo que ficou conhecido como

”Modelo Padrao das Particulas Elementares”.

1.1.1 Teoria Escalar \¢*

Em TQC, teoria escalar A\¢* é um sistema que segue a seguinte densidade de

Lagrangiana:
1 m? A
L= 0,0)(0"9) = T8 — 5" 0

onde p = 0,1,2,3. O primeiro termo é o termo cinético, relacionado a propagacao das
particulas, o segundo diz respeito a massa, enquanto que o tltimo é interpretado como
um termo de interacoes quarticas.

A densidade Lagrangiana é invariante do tipo O(N) para quando o campo possuir
N componentes, ¢ = (¢1, ..., o). Para o caso de uma tinica componente, podemos fazer

uma rotacao de 180° em uma coordenada, chama-se isso de reflexao discreta, tal que

60— 0, @
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apoés a substituicao, obtém-se a mesma Lagragiana, sendo assim invariante frente a trans-
formagoes do tipo Z5 para o caso em que ¢ tenha apenas uma componente.

Este modelo A\¢* é particularmente importante para a Fisica de Particulas em
especial para modelar o setor de Higgs do modelo padrao de Glashow-Weinberg-Salam
(SALAM, 1968), (WEINBERG, 1967) e (GLASHOW, 1961).

1.1.2 Funcional gerador

Neste trabalho vamos usar o formalismo de Feynman de integrais de trajetéria
para a quantizagao dos campos (FEYNMAN, 1948).

Na TQC uma das pegas fundamentais é tentar encontrar a amplitude de proba-
bilidade de um sistema que esteja no vacuo em (¢ — —oo) em seu estado fundamental,
age sobre ele uma fonte externa e posteriormente volta ao seu estado fundamental em
(t = 400). Essa amplitude de probabilidade é chamada de transi¢do vacuo-vécuo, sendo
também o funcional gerador de qualquer funcao de Green. Por isso, seu papel fundamen-
tal na TQC. Sua definigao e derivacao geral encontra-se em diversos livros-textos de TQC
(ZEE, 2010), (DAS, 2006) e (BELLAC; BARTON et al., 1991), e é definido, para o caso de um

campo escalar ¢, por

Z17) = N / D ek [d(E+79) )

onde N é um termo de normalizagao, D¢ é a medida da integral funcional, J(z) é o termo
de fonte e L ¢é a densidade de Lagrangiana para bdsons escalares sem spin, cujo campo

escalar ¢ pode ser escrito como uma transformada de Fourier na forma (RYDER, 1996)

o0) = [ gt (o)™ + ()] ()

onde D ¢é a dimensao total do espaco-tempo, que nesse caso é 4.

A fungao de Green de n-pontos pode ser obtida como (RYDER, 1996)

AN
6J(x1)...00(xn) | ;g

G (1, 00) = (0T [d(1)...0(2)]|0) = (—0)"

Esta equacao também gera as correcoes a nivel quantico.
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1.1.3 Funcao de 2-pontos

A funcao de 2-pontos é definida como

AN
G? = ———— 6
(xla CCQ) 5:](1'1)(5(](]}2) o ) ( )
calculando para o caso de um campo escalar livre, cuja densidade de lagrangiana ¢ dada
por L = 3(9,0)(0"¢) — %2 , obtemos a seguinte expressao
G(2) (ZEl, Ig) == iAF([El — 1’2), (7)

note que estamos tratando da funcao de Green da equacgao de Klein-Gordon, Ag, que é

chamado de propagador livre de Feynman, pode ser entao definido como (RYDER, 1996)

d4p e—ip(arl—zz)
Arlo —m) = / (2m)* p? — m? + i€’ (8)

Este propagador no espaco de momento, considerando! p? = p2 — p?, toma a seguinte

forma

. i
A = .
#(Po, P) P p———

(9)

Vamos agora considerar no célculo da fun¢ao de Green de 2-pontos a teoria escalar
A¢*, cuja densidade de Lagrangiana é dada por (1). A fungao de Green de 2-pontos,
calculada perturbativamente em A, fica agora dado por (RYDER, 1996)

G(z) (I‘l, ZL‘Q) = iAF(J?l — [L’Q) — %AF(O) /dZAF(Z — l‘l)AF(Z’ — ZL’Q) + O()\z), (10)

onde mostramos explicitamente a corre¢ao de ordem A para o propagador livre de Feynman

(8). Essa equagao também pode ser reescrita da seguinte forma

L Aqui tomamos a métrica definida no espaco de Minkowski, cujo tensor métrico é g¢*¥

diag(1l,—1,—1,—1) e a notacio de um quadrivetor usual é dado por x = z* = (2%, 2!, 22, 23)

(t,x,y,2)
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4 —ip-(z1—2 1
G (21, 29) =~ Z/ Ly e 1+ _21AAr(0)
’ (2m)4 p? — m? + ie p? —m? + i€

d4 —ip-(x1—2x2)
i / ( P ¢ (11)

2m)1 p? — m? — LiIAAR(0) + i€’

12

que é equivalente a (10), quando expandindo até ordem .

Nas expressoes acima Ap(0) é dado por

AR(0) = / (d p 1 (12)

2m)4 p?2 — m?2 +ie

1.2 Teoria Quantica de Campos a Temperatura Finita

A TQC é uma teoria que descreve muito bem para descrever observaveis men-
suraveis em um espaco-tempo vazio, como as particulas em um acelerador de particulas.
Porém no nosso mundo sempre lidamos com grandezas que estao relacionadas a termo-
dinamica, de forma mais geral, com a Mecanica Estatistica. Devemos entao utilizar uma
teoria capaz de unir estes conceitos. Esta é chamada de Teoria Quantica de Campos
a Temperatura Finita ou Teoria de Campos Térmicos em traducao literal de ”Thermal
Field Theory” (TEFT).

O formalismo que vamos trabalhar neste trabalho comecou a ser montado do meio
para o final dos anos 1950, principalmente encabegada por Takeo Matsubara (MATSU-
BARA, 1955). No qual, a ideia é explorar a grande semelhanga que existe entre o gerador
funcional das funcoes de Green e a funcao de particao da Mecanica Estatistica, definida
com uma temperatura T = % Esta nao é a unica forma de inserir a temperatura na
TQC. Outra forma, por exemplo, é o formalismo de tempo real de Schwinger-Keldysh
(SCHWINGER, 1961), (KELDYSH, 1964).

Comparando a funcao de particao da mecanica estatistica com a amplitude de
transicao da TQC, podemos fazer uma analogia entre as expressoes e escrever a fungao
de partigdo como uma integral de trajetéria no tempo complexo (Euclidiano). Neste caso
podemos fazer uma mudanga de varidvel tal que associa-se 8 = i(t' —t) = 7/ — 7, onde
T =it é o tempo Euclidiano. A funcao de particao para campos pode entao ser escrita

da seguinte forma (BELLAC; BARTON et al., 1991).

Z(B,J)=N Do o~ SEB)+[y dr [ dx I(@)o(z) (13)

funcGes peridédicas
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onde o termo Sg é a acao em termos dos campos definidos no tempo imaginario 7. Essa
mudanca também implica um espago-tempo diferente, isto é, em vez de trabalhar no
espago-tempo de Minkowski diag(+1,—1,—1,—1), agora trabalha-se no espago-tempo
Euclidiano diag(+1,+1,+1,+1). Isto é andlogo a uma rotacao de Wick do tipo t — —ir,
realizando uma mudanca do espaco de Minkowski para o espaco Euclidiano.

A implicagao da integragao sobre o tempo imagindrio no intervalo 7 € [0, 3], é
a condi¢do que todos os campos ¢ sejam periédicos no tempo imaginério, ¢(x,7) =
o(x, 7+ ). Este requisito afirma que a periodicidade no formalismo de tempo imaginério
¢ equivalente a formular a teoria em uma topologia toroidal do tipo I'} = (S') x R3,
onde (S') é uma circunferéncia de comprimento proporcional ao inverso da temperatura.
Portanto, para a funcao de particao ser escrita em associacao com a amplitude de transicao
no formalismo funcional das integrais de trajetéria, é identificado o inverso da temperatura
b = % com o tempo-imagindrio T = it. Isto é permitido pois a varidvel temporal no
formalismo de Matsubara nao tem papel relevante para a descricao fisica do sistema, pois
estamos tratando de um sistema no equilibrio termodinamico. Assim, este formalismo de
tempo imagindrio na teoria de campos pode ser denominado como uma teoria de campos
Euclideana.

Devido ao campo agora satisfazer a condi¢ao de periodicidade ¢(x,7) = ¢(x, 7+ )
implica que sua transformada de Fourier no tempo imaginario leva a uma discretizacao
no espectro de energia, cujos valores de frequéncia, w — w,, sao chamadas de frequéncias
de Matsubara, as quais passam a assumir valores discretos dependendo da natureza dos
campos, bosonicos ou fermionicos.

Para a elucidacao destas consequéncias do formalismo de tempo-imaginario, toma-
mos como exemplo o funcional gerador das fung¢oes de Green para bésons escalares (13),

agora pode ser explicitamente escrita como,

Z[8,J] = N Depelo @ J d'=lL+Id] (14)
¢(1,x)=¢(T+8,7)

onde o fator N é uma constante de normalizacao que nao altera a termodinamica, o fator

J, como usual, representa uma fonte de campos externa, e a densidade de Lagrangiana

Euclidiana L£g. Vimos que D é a dimensao total do espago-tempo, mas que podemos

reescrever como DD = 1 + d, onde d é o nimero de dimensoes espaciais. Escrevendo a

solucdo de ¢(z) adaptada ao formalismo de tempo-imaginario, sao feitas as mudangas

dP i d? , ,
/(QWfD%B;/#,t:—W,w:zwn (15)

isto é, a integral na parte temporal do momento Euclidiano ¢é alterada por uma soma, que

serd realizada sobre as frequéncias de Matsubara w,. Logo, a expressao de ¢(z) toma a
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forma
dd
"B Z/ = [¢n(p)e’ TP 4 gt (p)eHonT P (16)

Devido a condigao de periodicidade dos campos ¢(7,x), as frequéncias de Matsubara para

o caso bosonico podem ser determinadas, isto é, da condigao

O(1,x) = o(T + 5, x) (17)

e usando a (16) obtemos que as frequéncias discretas sao

2mn

Wy =—, n=0,£1,£2,.... (18)
B
Desta forma, podemos agora obter as fungoes de Green térmicas para o campo

escalar livre, que de forma geral no formalismo de tempo-imaginario é dado por,

1 MZB, J(T,x)]
ZB16J(11,%x1) ... 0] (T, X0) |

G(Tl,...,Tn,Xl...,Xn): :O, (19)

com Z[f] é a funcao de partigdo para J — 0, isto é, Z[8] = Z[38,J = 0].

1.2.1 Mudancas na funcao de 2-pontos

A nova expressao escrita em (19) acompanha mudangas nas expressoes para a
funcao de Green de 2-pontos. De forma a sintetizar essas modificagoes, tomamos como

exemplo a equagao (11), que no formalismo de tempo imaginario torna-se

e~ twn (T1—T2)+ip-(x1—X2)

(2)
Gy (z1,72) 52/ w2+p +m?2 + AApp(0)’

(20)

onde Apg(0) é agora modificado para

Arp(0 T B Z/ )4 w2 + p2 +m?2’ (21)

Uma vez seguindo os procedimentos para a mudanca de variavel e troca da integral

pela soma das frequéncias discretas, pode-se escrever as expressoes nesse formalismo.
O propagador livre de Feynman, usando o formalismo do tempo imagindrio, é entao

simplesmente
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< 1

App(wn, P) = Zipiim? (22)

1.2.2 Extensao do formalismo de Matsubara para compactificacoes espaciais

No formalismo de Matsubara a dimensao temporal torna-se compactificada, sendo
associada ao inverso da temperatura do sistema, e consequentemente levando a uma dis-
cretizacao das coordenadas temporais dos quadrimomentos. Porém, existe sistemas onde
os efeitos da dimensao espacial finita também assume papel fundamental no estudo das
transicoes de fase, como por exemplo na dependéncia da temperatura critica com a di-
mensao espacial finita em filmes e fios supercondutores (STRONGIN et al., 1970a), e princi-
palmente no efeito Casimir, cuja origem do fenomeno deve-se exclusivamente a dimensao
finita das placas alocadas paralelamente entre si, com uma pequena separagao entre elas,
gerando uma forga atrativa entre as placas neutras (FUKUTO; YANO; PERSHAN, 2005).

Em busca de contabilizar os efeitos da dimensao espacial finita na TQC, é possivel
uma generalizagao do formalismo de Matsubara, no caso de condic¢oes de contorno periddicas,
para incluir dimensées espaciais compactificadas, ver por exemplo (KHANNA et al., 2009),
(KHANNA, 2014), no qual o espaco agora é definido numa topologia I'%s = ()¢ x RP =%,
onde D ¢é a dimensao total do espago-tempo e d. é o nimero de dimensoes compactifica-
das sobre o toroide (Sl)dC, tal que d. < D, as quais sao impostas condi¢oes de contorno
periddicas. Desta forma continuamos a descrever o sistema em equilibrio térmico porém
com efeitos das condicoes de contorno espaciais.?

Supondo nosso sistema com D—dimensoes do espaco-tempo e com um nimero de

d.— dimensoes espaciais compactificadas, portanto o momento p é dado por,

p = (po,---Pd,, PD—dc) (23)

onde p sao os momentos associados as dimensoes nao compactificadas de dimensao d —d..,
e po = 1wy, € a frequéncia de Matsubara e py, ..., pg, sa0 os momentos discretos associados
as dimensoes compactificadas. A compactificacao no tempo imaginario introduz um in-
verso da temperatura § = 1/T', enquanto que a compactificagdo de uma dire¢ao espacial
conduz a um comprimento finito L. Para ¢+ = 0 tomamos Ly = 3, para ¢ > 0 podemos

associar L; = Ly, Ly, ..., Ly,. Como vimos a condigao de contorno no tempo imaginério

2 Para o caso de condicoes de contorno que nao sdo periédicas, trataremos explicitamente mais para
frente
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Tabela 1 - Dominios e frequéncias das condicoes de contorno utilizadas no trabalho

Condicgoes de contorno | Dominio | w,
Periddico (PBC) Z 2mn/L
Dirichlet (DBC) N.g /L

Legenda: A demonstracao dos dominios e frequéncias discretas encontram-se no Apéndice A.

Fonte: O autor, 2021.

necessariamente precisa ser periodica, no caso bosonico. Entretanto, ha uma liberdade
em relacao a condicao de contorno quando compactificamos alguma dimensao espacial.
Embora haja na literatura diferentes tipos de condigoes de contorno que podem
ser impostas nos campos (ELIZALDE, 2012), nesta dissertacdo vamos nos concentrar em
duas em particular, ou seja, a condigoes de contorno periddicas, do inglés ”periodic boun-
dary condition” (PBC) e condigao de contorno de Dirichlet, do inglés ” Dirichlet boundary
condition” (DBC), que impoe a condigao ¢(x; = 0) = ¢(x; = L;) = 0. Isto porque PBC
é analoga as condigoes de contorno impostas nos campos bosonicos a temperatura finita
sendo, portanto, bastante usada em geral (MALBOUISSON et al., 2004). Enquanto que
DBC pode encontrar aplicacoes naquelas situagoes onde exige-se que o campo se anula
nos contornos. Isso fisicamente pode ser esperado, por exemplo, em sistemas de matéria
condensada que podem ser de interesse. Oportunamente, num trabalho futuro, esperamos
contrastar os resultados aqui obtidos com PBC e DBC com outros tipos de condigoes de
contorno, por exemplo Neumann (MALBOUISSON et al., 2004). A Tabela 1 sintetiza as
caracteristicas relevantes quando estas condicoes de contorno, que aqui utilizamos, sao
aplicadas nas compactificagoes de uma dimensao espacial (CAVALCANTI et al., 2019).
Quando aplicada essas condigoes de contorno a integral de momento torna-se uma
soma sobre as frequéncias. No caso PBC e DBC, temos as seguintes relacoes, respectiva-

mente

dp; 1 2mn;
¥ n; — 5 i Z, 24
/ZW%LiZ’ Wi =g S (24)

n;=—00

o0

dp; 1 TN,
= -
2m L; ; ;
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2 EFEITOS TERMICOS PARA A MASSA

Neste capitulo vamos estudar como os efeitos térmicos se manifestam quando cal-
culamos a massa efetiva para o campo, ou seja, a massa do campo livre adicionando as

corregoes perturbativas para a mesma.

2.1 Modelo O(N)

Neste secao sera tratado um modelo simples, que tem como objetivo tracar uma
linha didatica e comparativa.

A densidade de Lagrangiana do modelo O(NN) é dada por (1), no caso do campo
¢ com N componentes. A funcao de Green de 2-pontos assumindo esta densidade de
Lagrangiana é dada em termos da equagao (20), que, no espago de momentos, pode ser

reescrita como

1

G2 —
p2 + m2 + )\AFE(O)’

(26)

onde MArg(0) = X7 representa a autoenergia do campo e p é o momento no espago
Euclidiano em D dimensoes. A autoenergia vai ser uma quantidade fundamental para o
nosso estudo, uma vez que, saber a sua forma e como se comporta com a temperatura vai
nos sinalizar a ocorréncia ou nao de transicoes de fase.

Da equagao (26) podemos definir a massa efetiva do campo escalar como
Mle :m2+)\AFE(O) :mQ—i—ET, (27)

essa expressao diz em outras palavras, que a presenca de interagoes modifica a massa do
campo.
Para saber a expressao de M ff deve-se calcular X1, que é dado em ordem A, analogo

da expressao (21),

N +2 d*p 1
O (A W N R 2
r < 6 ) /(2%)4p2+m2’ (28)

onde (N +2)/6 é o fator de simetria do diagrama de 1-lago para o modelo A¢? no caso
de simetria O(N). Usando transformagao no dominio das temperaturas finitas em termos

das frequéncias de Matsubara, temos que
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N+2\ .1 dp 1
Yp=|——] 2> . 2
~(55) 32| o e 29)

Fazendo E? = p? + m? e realizando a soma sobre as frequéncias de Matsubara
(KAPUSTA; LANDSHOFF, 1989), obtemos

so= (%57) 5 s 500 s o

como a primeira integral é divergente no ultravioleta, precisamos renormaliza-la de forma

apropriada. Nesta dissertagao vamos estar trabalhando a renormalizacao com regula-
rizagdo dimensional. Ja a segunda integral é convergente no ultravioleta devido ao fator
exponencial de Bose-Einstein. Dentro do procedimento de regularizagao dimensional a
equagao (30) pode entao ser escrita da forma (PESKIN; SCHROEDER, 1995)

\(H2€73/2—d/2 d 2
ET:<N+2) (=) /dp 1 +2)\T21 / x2dx
6 2 (27T)d (pz + m2)1/2 A2 (I2 4 y2)(6 /z2+y2 . 1)
(31)

onde a dimensao espacial agora se escreve como d = 3 — 2¢, € é o termo de regularizagao
dimensional, p é um parametro arbitrario com unidade de massa utilizando o esquema
MS e também fizemos o uso da mudanca de varidvel m/T = y e p/T = x, na integral
envolvendo a dependéncia na temperatura. O resultado da integracao por regularizagao

dimensional estd exposto na seguinte expressao

N+2
O termo h(y) encontra-se logo a seguir com a sua série para y < 1, que pode ser encontrada
com mais detalhes no apéndice em (KAPUSTA; LANDSHOFF, 1989)

A(EEY32=42 (1 /2 — q/2) 1

2
> (2 maa T ATh)

. (32)

1 x2dx 1 1 1 Y 1
h(y) = =i Y ln (=) + ——}LO?’.
) 47T2/(x2+y2)(€\/x2+y2_1) 24 87ry 167r2y [ <47r> B 2 ")
(33)



23

Resolvendo a primeira parte da equagao (32) quando se faz € — 0, tem-se

N +2 Am? 1 m2
Yr=2 —~4+In— —1 INT?h 4
() s (hm ) o]

onde vg € a constante de Euler-Mascheroni.

O termo divergente é dado por

(35)

N—|—2> am? 1

by iver — 2| — )
! ( 6 32712 €

que pode ser subtraido através da introducao de contra-termos apropriados na densidade

de Lagrangiana, ou seja, redefinimos L tal que

Lr=L+ Lecr, (36)

onde Lo7 é a densidade de Lagrangiana de contra-termos dada por

1 2 A
Lor = A(9,0)" = BZ-¢" = C 56" + D, (37)

tal que podemos escrever

6 1672¢’ (38)

N +2 A
Ydiver = Bm2 — B = (
os termos restantes A, C e D subtraem corregoes divergentes para a autoenergia em ordem
superior a A, para as constantes de acoplamento e para a energia de vacuo, respectiva-
mente.

O termo de autoenergia renormalizado calculado a partir de Lg é entao

N+ 2\ [ Am? m? 0
Yr=2 ( G ) [327r2 (lnﬁ - 1) + 2T h(y)} : (39)

Se considerar a aproximacao de altas temperaturas, m/T < 1, a expressao acima
pode ser aproximada s por sua contribuicao na temperatura em ordem mais relevante,

ou seja,

N +2\ \T?
Yp~ | —m | —. 4
, ( . )12 (10)
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Desta forma a massa térmica renormalizada Mezf’ r(T) é dada pela seguinte ex-

pressao

N 42\ M2
M2, (T) =~ m? + (—+>

—_— 41
6 12 (41)
Dessa equacao podemos retirar a temperatura critica que seria a responsavel pela
transigao de fase nesse modelo, dado que o sinal de MZ; p(T') determina se estamos numa
fase simétrica, M2 n(T) > 0, ou quebrada, MZ; p(T) < 0, o comportamento de (41) vai

nos informar sobre a fase do sistema. Fagamos M, 62f7 r(T) =0, temos

2
T, = _72—7”7 (42)
(N +2)A
como obrigatoriamente A é positivo, entao para que tenhamos um resultado com uma
temperatura real, temos que estipular um valor negativo para m?. Isso é comum, dizemos
que quando m? estd com o valor negativo desde o inicio significa que o sistema j4 estd
partindo de uma simetria quebrada. O aumento da temperatura faz com que a simétria
volte a ser restaurada, neste caso quando T' > T,. Caso m? seja positivo o sistema sempre

se mantém na fase simetrica, nesse caso nao ha transicao de fase.

2.2 Modelo O(Ny) x O(N, ) sem dimensao finita

Nesta segdo vamos trabalhar com o modelo O(N,) x O(N,). Esse foi o modelo
tedrico analisado por Weinberg (WEINBERG, 1974) no estudo da possibilidade de ISB e

SNR. A densidade de Lagrangiana nesse caso é dada por

_ 1 2 1 2 2 )‘d> 4
L = 5 ((%gb) - §m¢¢ - Zﬁﬁ
1 1 A

A
2 2.2 X .4 2.2
+ 5 (0X)" = gt = X = o (43)

esse modelo ¢ composto por dois campos escalares ¢ e x, com N, e N, componentes,
respectivamente. O interessante desse modelo é que os campos podem ter uma interagao
que é mediada pelo termo 3¢?x? e respeitando a simetria O(Ny) x O(Ny). Embora Ay
e A\, estejam restritos a valores positivos para o potencial ser limitado, o mesmo nao se
pode dizer de A que pode assumir valores negativos que justificariam uma interagao do

tipo atrativa entre os campos.
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As condigoes que os acoplamentos Ay, A, e A devem satisfazer estao relacionados
com o potencial ser inferiormente limitado. Isso estd intrinsecamente ligado com o fato da
teoria ser estdvel. A relagao entre os acoplamentos pode ser encontrada em (WEINBERG,
1974) e é dada por

Aoy > 9N% 0 A >0, A >0. (44)

A obtengao da corregdo térmica para as massas € feita da mesma forma que a

explicada na secao 3.2. Para o caso de um tnico campo ¢ agora obtemos

Mg = myg + Yrg, (45)
€ para o campo x
M; =m2 + S,y (46)

Os termos de corregao ¥4 € X7, sao analégos ao que calculamos anteriomente,
porém com a adicao que corresponde a A, de interacao entre os campos. Para o campo ¢

temos explicitamente que

Ny +6 d* 1 N, A d* 1

2 (2m)* p? +m} 2 (2m)* p* +mj’

e para o campo Y, temos que

(N, + 6) / dp 1 N\ / d'p 1
Sry = . 4
X SR (2m)4 p? + m2 T i m2 (48)

Substituindo pelos resultados j& conhecidos feitos na segao 3.1, as equagoes (45) e

(46) para a massa efetiva renormalizada, tornam-se

T> [ 1 (N;+2 N;
MX(T) ~m? + — | Nz [ — A2 de i,j= 49
i+ 3 g (B2) A L onde ij=oox (19)
e consideramos mais uma vez a aproximagao de alatas temperaturas, m/T < 1.
Seguindo o mesmo procedimento da se¢ao anterior, podemos achar a temperatura

critica fazendo M?(T) = 0, assim temos
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i2\" 3

12m?
T,y = |- I (50)
¢t _ N;
\/ NL(E2) AN

A partir da equacao acima podemos perceber alguns exemplos de transigoes de
fase que podem acontecer.

Fazendo m? > 0, para que haja uma temperatura critica o denominador da equagio
(50) tem que ser negativo. Uma vez que A; > 0, portanto a unica possibilidade se encontra

no valor de A satisfazer

Ai (N;+2
— . 1
> (Y52 651)

J

Dependendo da escolha de 7, j na equagao (51) teremos uma transi¢ao de fase em
uma das direcoes ¢ ou . Ter ambas as massas positivas implica que saimos de uma fase
simétrica, entretanto com o aumento da temperatura é possivel encontrar uma tempera-
tura critica no qual a fase simétrica se torna quebrada em uma direcao, caracterizando
uma ISB.

Fazendo m? < 0 e A < 0 dependendo dos valores para os acoplamentos haverd uma
quebra de simetria na direcao de ¢, isto €, a massa ¢ deixara de ser negativa e passara a ser
positiva, enquanto que na outra direcao x a massa serd sempre negativa independente do
aumento de temperatura, configurando uma SNR. Esse fenomeno pode ocorrer, uma vez
que na equagao (50) dada uma escolha particular para os acoplamentos, tanto numerador
quanto denominador podem ser negativos.

Dependendo dos valores escolhidos para os acoplamentos, também é possivel encon-
trar essas e outras transicoes de fase. Outro exemplo, fazemos mi < 0 enquanto mi >0
em altas temperatura pode induzir a seguinte quebra O(Ny) x O(N,) — O(Ny — 1) x
O(Ny). No caso contrario mj > 0 enquanto m? < 0 induzird a quebra O(Ny) x O(N,) —
O(Ny) x O(N, — 1)

Outro caso possivel é m? < 0 e A > 0, s6 tem restauracio de simetria usual nas

duas diregoes em T' =T, 4 e T ,.

2.3 Modelo O(Ny) x O(N,) com dimensao finita

Nesta secao ndés queremos estender a analise feita anteriormente, agora conside-
rando a compactificacdo de uma das dimensoes espaciais. Em outras palavras, queremos
discutir a ISB/SNR quando hé a presenca de dimensdes finitas. Também vamos considerar

dois tipos de condic¢oes de contorno, PBC e DBC.
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2.3.1 Condicgoes de Contorno Periddicas

Considerando as equagoes (45), (46), (47) e (48) podemos escrever a massa efetiva

de uma forma mais compacta,

Ai (N;+2 dPp 1 A dPp 1

2m)P p? + m? 2m)P p? 4+ m?’

onde 7,5 = ¢, x.
Trabalhando com PBC, para cada compactificacao de dimensao, com comprimento
finito L;, nés podemos escrever a integral de momento como as equagoes (24) e (25). Para

d. < D compactificagdes, a integral de momento da equagao (52) se torna

dD—dcp 1

2 D—d.
CmPE (w4 b, 4 phg, +m?)

& (53)

1
](a) —
D—de = T L. Z/
ny n

onde p?,_, ¢ o momento Euclidiano em (D — d.)-dimensoes.
A integral de momento da equacao (53) pode ser calculada na regularizagao di-
mensional. Trabalhando com a dimenséao § = D — d,, com D = 4 — 2¢ no esquema-MS,

obtemos como resultado a equacao a seguir

2,7\ € T —v
(@ _ 1 pe (v) ( 2 2 2>
Ip_g, = Li- Ly ( e ) (4m)D=d) /2T () Yoo (wm oten, Emi) L (54
n1,..,Nd,
onde v=a— (D —d.)/2.
A soma do lado direito da equacgao acima pode ser identificada como a funcao zeta

de Epstein-Hurwitz (ELIZALDE, 2012) e pode ser expressa como

Ggi(y; aiy...,0aq,) = Z (+aini+... + azcni)ﬂ/ : (55)

onde c =my, a; =2r/L;, j=1,...d.and v =a—09/2.
Seguindo as referéncias (MALBOUISSON; MALBOUISSON; SANTANA, 2002), nés po-

demos também expressar a equagao (55) da seguinte forma
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2 /2 de/2—1 de—2
G5 (viay,...,aq,) = (2~ 2Dy — d,)2) e
2v=de/2-10(v), Ja? ... a2,

c oo dc/27l/
2men;
e () e ()

i=1 n;=1 v

de/2—v
d o 2
+ iy | K omey | 4
de/2—v v—d./2 3 ce.
(27() € 2 n2 al
ni,...,nd.=1 n + de
- a2 DY a2
1 de

onde K, (z) é a fungao de Bessel modificada de segunda ordem.

Como estamos trabalhando com temperaturas no formalismo do tempo imaginario
uma dessas compactificacoes esta associada com as frequéncias discretas de Matsubara
para bésons, isto é, w,, = 2w/L; e Ly = 1/T. Outra dessas compactificagoes esté rela-
cionada com a compactificacao de uma dimensao de comprimento L. Isso significa que
a nossa expressao acima esta com d. = 2 que sao as dimensoes compactificadas, ou seja,
uma dimensao temporal e a outra espacial compactificadas. A equacdo (54) usando as

equagoes (55) e (56), com D =4 — 2¢ ¢ a = 1, torna-se

2.7\ € (=1 2\1—¢
]él)(miaT7 L) _ (H’ € ) ( +€)(mz)

4 (47)2—e
m,T <X 1 m m; <=
i ~K (-i ) i ~ Ky (mil
* 272 zzlnl ™ +27T2L Zlnl t(miLm)
— -
+oo +oo 7’L2
2L 272
+ MEZE: 22m<m W+%L>. (57)
ni=1ns=1 —|—n2L

O primeiro termo na equagao (57) corresponde a contribuicao do vécuo a 1-lago

para a autoenergia do campo associado,

i

2,vacuum (ml) -

(M;e: ) e 1“(-1(1;))2(_”:12)16

mZ o2 m2
= —— — In{— | —1]. o8
1672e * 1672 {n <p2) ] (58)

Note que o primeiro termo, que é divergente, pode ser cancelado adicionando na densi-

dade de Lagrangiana (43) contra-termos apropriados de renormalizacao, isto é, dada a
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densidade de Lagrangiana renormalizada Lz = L 4+ Lo, onde Lo é dado pela seguinte

expressao
1 ) 1 m:
Lor = A —@cb) + A5 (0 > "o - By
>\

redefinindo a massa do campo como m7 — mj + dm; e m> — m2 4 dm3, onde os

contra-termos das massa sao, respectivamente, dados por

1 N¢ + 2
By = 9% ()\¢ 3 mi + )\Nxmi) , (60)
and

1 N, +2
By =555 <)\X ><3 m? + AN¢m§) : (61)

Desta forma a massa efetiva renormalizada a 1-lago para o campo ¢ e Yy, respecti-

vamente, sao

N (N +2\ g A
M2, (T, L) = m? + 5 ( ; ) I (M;, T, L) + §Nj12(71]){(Mj, T, L), (62)
onde
2 2
(1) L m;
IZR(mi,T, L) = 1672 |:h’l (F) — 1:|

m; T 1 m; m; <X 1
i ~K (—Z ) i ~ Ky (miL
+ 92 Zlnl 1 Tnl +27T2LnZ:1n1 1 (m;Lny)
TS N SR (Y (R -
2 ZZ 2 7o U L T2 U )
7’L1:1 n2:1 ,172 —I— n2L

2.3.2 Condicoes de Contorno de Dirichlet

No caso DBC a equagao [53] acompanha uma modificacdo que que envolve a
distancia entre as duas extremidades z, como mostram as seguintes referéncias (FOSCO;
SVAITER, 2001), (CAICEDO; SVAITER, 2004) e (SVAITER, 2004). Assim a integral torna-se

() n'rz d*p 1
Wum 19 =50 30 5o (“F) [

n=—oon’=1 B
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(64)

onde o termo seno quebra a invariancia translacional do modelo. Nesses casos é necessario
introduzir na densidade de Lagrangiana contratermos de superficie. A expressao depen-
dente de z possui singularidades em z = 0 e z = L, ou seja, nas fronteiras, que devem ser

removidas adequadamente pelos contratermos de superficie na densidade de Lagrangiana.

Ler = A l(aqu)? + A l(c‘?ux)2 - B¢%¢2 - BX%X2
- cb XZ, X' - i!¢2x2
+ 61(77)¢ (7,0) + ca(n)¢* (7, L) + e3(n)¢* (7, 0) + ca(n)¢* (7, L)
+ es(MX*(7,0) + co(m)x (7, L) + ez ()X (7, 0) + es(n)x* (7, L)
+ CQ(”)QSQ(F? O)XQ(F’ O) + 610(77)@52(7?7 L)XZ(F’ L)a (65)

onde Ay, A, By, By, Cy, C, € D sao os contratermos usuais (DIAZ; SVAITER, 2016) (FORD;
SVAITER, 1995) e ¢; parai = 1, ..., 10 s@o os contratermos de surperficies adicionais devido
as divergéncias em z (SVAITER, 2004).

Podemos calcular as contribui¢coes nao dependentes de z uma vez que os termos

singulares serao removidos, além de podemos separar essa varidvel (SVAITER, 2004 )
) (mi, T, L, 2) = 15, (ma, T, L) + 157, (mi, T, L, 2), (66)

Desta forma retomamos a resolucao da equagao [53] para o caso DBC. Vamos

repetir o procedimento da segao 3.3.1. Nés temos a equagao (55) que se modifica para

GDBC viar,ar) Z Z &+ ain? +a%l%)_y, (67)
n€Z l1ENs o
onde ar = 27T, a, =nw/Lev=a— (D —2)/2, com D =4 — 2.

Note que a equagao (67) pode ser reescrita como

2 1 v 1 —v
GSpo(viar,ar) = -3 Z (+ajn®) " + 3 Z Z (+ajn® +ail}) ", (68)
neL neZ l1€Z
o ultimo termo desta equacao tem a mesma forma da equacdo (55), enquanto que para o

primeiro termo podemos fazer uma continuagao analitica com o método da funcgao zeta,
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tal que usando o resultado (ELIZALDE, 2012)

Z(C —I—a?prﬂ) _ ﬁf(l/—l/?)cl_zy

neL ar F(U)
47TV - -V —v G v—
+ o0 aT1/2 /2 E n’" V2K, | 5(2mnc/ar). (69)

n=1

Consequentemente, na equacao (62), a funcao ]2(71])%, no caso de DBC, é modificada para

2 2

(1),DBC o my m; m; T —m;)/T
Ly ~(m;,T,L) = o3 [m(ﬁ>—1} R (1 — e m)/T)

+ 27r2 Z Kl( > 47r2LleK1 (2msLh)

; ! "
v T Z—m( +4l2L2) (70)

2 )
(L \/;—i + 41212 T

Podemos trabalhar com a aproximacao de pequenas massas comparadas com T e
1/L, isto é, m;/T < 1 e m;L. < 1. Neste caso, nés podemos diretamente expandir, por

exemplo, a equagao (68)

Z Z (m? +amn®+ail;)" = Z Z L* [(m;L)* 4+ (27TL)*n* + =177

ne€Z l1ENsg ne€Z l1ENsg
TESE SN L [@aTLyn? + 723
n€Z 11€N>o
—v (m;L)*L* [(2rTL)*n* 4+ °l7] i
+  O(miLY). (71)

Usando a identidade,

Z Z [(2nTL)*n +7r2lﬂ75: Z (7213)~ ) Z Z [(2nTL)*n +7T2l%]76,
n€Z l1ENsg l1€N>o n€Ns o l1ENsg

(72)

onde o primeiro termo é dado pela funcao zeta de Epstein usual

= 0t = (7R) T =728 (73)

n>1 l1>1

O segundo termo em (72) representa uma fungao zeta Epstein em duas dimensoes
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(ELIZALDE; ROMEO, 1989)

> L = - V2P(s—1/2
> ot = e+ () g ey

ni,ne=1

2% _sjo-1/4 —s 2+41/4 - s—1/2 —s+1/2 a2
+ mal / /a2 / / Z nq /n2 /Ks—l/2 2T a—lnlng

ni,ne=1

Na equagdo acima, nés podemos escolher a; e as podendo ser (27TL)* ou w2

Escolhendo, por exemplo, a; = 72 e ay = (27T L)?, nés temos para o ultimo termo em
(72) a expressao (onde o expoente s pode ser também v = a — (D — 2)/2 ou 1l +v =
1+ a— (D —2)/2, a partir da equagao (71)),

— oo
2n*°

—s+1/2 ll .
e (2T'L) > (g) Ky 1o (4rTLnly), (75)

n,l1=1

ou, fazendo a escolha de a; = (2T L)% e ay = 2, nés temos que

2 oy 3 () g (Znt) (76)
I(s) n s\ p )

n,l1=1

Obviamente as duas escolhas sao completamente equivalentes, entretanto, no caso onde
TL > 1/2, a primeira expressao tem uma melhor convergéncia que a segunda. En-
quanto que para T'L < 1/2 nds temos o oposto, a segunda expressao exibe uma melhor
convergencia. Dado isso, na préatica, em todos os nossos resultados numéricos, nos tra-
balhamos com uma versao interpolada dessas expressoes, favorecendo um caso ou outro
dependendo dos valores de T'L. Esta estrategia é similar ao que foi usado na referéncia
(MOGLIACCI; KOLBé; HOROWITZ, 2020).

Usando as expressoes acima, nos obtemos uma expressao para massas pequenas da

equagao (70), para o caso de T'L > 1/2, dado por

T T
PP (g, T, L) ~ ———n(2LT) — — In[(2TL)

AmL 2nL
m? T m 4
+ = {ln (;) toorr 2In [n(QzTL)]} , (77)

enquanto que para T'L < 1/2, nés temos que

T
bl C .
L (mi, T.L) =~ —5 —In(nli/(2TL))

+ ;i {m (/%L) + ﬁ +2In (n[i/(2TL)])} : (78)

(74)
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onde nas expressoes acima 7(x) é a func¢do eta de Dedekind, definida como (OGG, 1969)

n(x) _ eiwx/l? H (1 . e?winx) ) (79)
n=1

A massa efetiva renormalizada fica da seguinte forma

N [ N;+2
MEDPC(T, L) =mi + 2 (T+

A
1),DBC 1),DBC
Z b () M T D) 4 SN g T L), (80

onde a fungao IQ(}})% ¢ dada pela equagao (70), ou uma de suas aproximagoes (77) ou (78).
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3 EFEITOS TERMICOS PARA OS ACOPLAMENTOS

Neste capitulo vamos estudar como os efeitos térmicos se manifestam quando cal-
culamos as correcoes para os acoplamentos dos campos.

Os efeitos térmicos nos trés acoplamentos, derivam-se da funcao de Green de 4-
pontos, similar a equacao (5) para n = 4, tomando somente as contribuigoes relevantes
para as interagoes. Sabe-se, através da teoria de perturbagdo, que a expressao para a
funcao de Green de 4-pontos, é uma série de poténcias em A. Se fizermos a aproximacao
de A < 1 podemos considerar termos até segunda ordem em A que serao necessarios para
as corregoes nos acoplamentos.

O procedimento é similar ao encontrado na referéncia (PINTO; RAMOS; PARREIRA,
2005). A contribuigao a 1-lago para os acoplamentos efetivos podem ser expressos analo-

gamente a equacao (52), e sdo explicitamente da seguinte forma

< (No+8)A5 [ dPp 1 3N A2 [ dPp 1
Ao = Ap— 5 5 — 5 5 (81)
6 (2m) (p? +mi) 2 (2m) (p? +m?2)
- Ny +8)X2 [ dP 1 NgX2 [ dP 1
)\X:)\X_(XG)X/ZpD 2 22_32(]5 /2pD 2 212’ (82)
(2m) (p +m2) (2m)" (p +m3)
5 A_QAQ/ dPp 1 _(N¢+2))\>\¢/ dPp 1
(2m)P (p? +m3) (p* +m3) 6 (27 (p2 + m3)’
N, +2)A\ aP 1
(N +2) x/ D . (83)
6 (2m)" (p? + m?)

Em termos dos diagramas de Feynman as contribuicoes para Ag, A, e A estao

ilustradas nas Figuras 1, 2 e 3, respectivamente.

3.1 Modelo O(Ny) x O(N,) sem dimensao finita

Nesta secao vamos resolver as integrais de forma andloga ao que foi realizado nas

segoes 3.1 e 3.2. Observe que a primeira integral da equagao (83), cuja expressao é

o [ dPp 1
=3 [ o ) ) i

se diferencia das demais pelo seu denominador, vamos usar uma parametrizacao de Feyn-
mann (WEINBERG, 1995) (KANNIKE, 2007) para torna-la igual as outras. A parame-

trizacao de Feynmann pode ser explicitamente escrita da seguinte forma
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Figura 1 - Representacdo diagramatica para Ay & 1-laco

K= X O K

Legenda: A linha sélida é para o propagador de ¢. A linha traceja é para o propagador de .
Fonte: PINTO; RUDNEI; PARREIRA; 2005, . 123519-4.

Figura 2 - Representagdo diagramética para A, a l-laco

Legenda: A linha sélida é para o propagador de ¢. A linha traceja é para o propagador de .
Fonte: PINTO; RUDNEI; PARREIRA; 2005, f. 123519-4.
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Figura 3 - Representacao diagramdtica para o termo inter-acoplamento A a 1-laco

(a)
e
r
e
-
L —
=
LY
-
“
"
(b)
- %, " -
\-\\, ‘\\. - - -,
~ L s
b — ) N o "
= 5 s + ;
e # #
# # " ’ .l
- e - - -
r!' _/’-.' J_." -
——————
5

Legenda: Onde temos os processos: (a) ¢ox — ¢x, (b) ¢ — xx e (¢) xx = ¢d.
Fonte: PINTO; RUDNEI; PARREIRA; 2005, f. 123519-4.
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1 ! do
a5~ ), ni e )

substituindo pelos devidos denominadores que serao utilizados

1 1 B /1 dov
p*+mj p* +m? o [P*+mia(mf —m3)]
! do
= —— 86
J, 9

onde Q* = m? + a(mj — m?). Portanto a integral em (84) torna-se simplesmente

r= A2/ / P p? +QQ] a

esta integral é mais geral, uma vez resolvida, inclui também os resultados das outras

integrais nas equagoes (81), (82) e (83). Partindo para sua resolugdo, fagamos para

temperaturas finitas no formalismo do tempo imaginario

v [ e

onde E3 = [* + Q% Podemos escrever o denominador como uma derivada, e realizando a

soma sobre as frequéncias de Matsubara, obtemos

/ /d3p1 1 A?/ /d3p1 11
3 EQ dEQ EQ 2m)3 EQ dEQ EQ ePEa — 1 ’

(89)

a primeira integral é independente da temperatura, vamos usar o mesmo método de
regularizacao dimensional, mas agora redefinindo o acoplamento em vez da massa como
feito na secao 3.1 (com d = 3 — 2¢, A — N/( ew)3/2 /2 no esquema MS). Na segunda
integral vamos fazer as substitui¢oes de variaveis p*/T? = 22 e Q?/T? = y?. A equagio

(89) com as modificagdes proposta, fica assim

/\2(u ;W>3/2 d/2 F(% _ %l) A2 1 1 d
I:—[ 1 /0 daF( O2V3i2-d)2 +7/o da——h(y) |, (90)
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onde h(y) é a mesma expressao da equagao (33). Substituindo os valores de d e organi-

zando os termos na equagao acima, temos

A2t L(e) spNe N [t 1d
T=— do— (£) —/d——h . 91
{2\/% 0 a(47)3/2 Q " 2 Jo ay dy (y)} &
Fazendo uma expansao das fungoes que contém e, em torno de ¢ — 0 e desconsi-

derando termos de ordem O(e) e superiores. Além também de substituir a funcao h(y)

por sua série até termos de ordem y?, tem-se

)\2 1 1 H}
=" {167#/0 da [EHD (5)}

. ;_; Olda [_% I (;_%) T (’)(Q/T)H . (92)

O termo 1/e serd removido via renormalizacao. Usando a aproximagao de pequenas

massas, T > (2, os termos que contém essas expressoes podem ser desconsiderados nessa

aproximacao.
A2 T ! T
7~ 2 dm(t —/da al (93)
872 o o mi+a(mi—m2)
2 T 2nT
~ A (=) T2 , (94)
82 i Mg + My

portanto, temos finalmente que o resultado pode ser escrito da seguinte forma sé consi-

derando os termos dependetes da temperatura

o M {m (Z) + i} | (95)

% Mg + My

Fazendo my = m,,, obtemos

ne 2 (1) 0], o

82 i m;

onde 1 = ¢, x
Substituindo esse resultado nas equagoes (81), (82) e (83), podemos escrever os

acoplamentos efetivos renormalizados em termos da temperatura.
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- B (N; +8) \? T T 3N; A2 T T
Aiep (1) = At 6  8m2 i % m; * 2 8r? = i m; |’ &7)
- Ny + 2 T T N, +2 T T
’ 6 82 1 Mg 6 872 i My
T 2nT
+ QA% {m (-) - L} , (98)
8T W Mg + My
onde 7,5 = ¢, x.

Em termos de acoplamentos efetivos, temos que a condicao de estabilidade do
potencial, Ay, > 9A? pode entdo ser expressada em termos de uma razao (PINTO;
RAMOS; PARREIRA, 2005).

_ Mperr(D)Ayerr(T)
[BM(T)]*

(99)

observe que essa relacao deve ser sempre maior que 1.

3.2 Modelo O(Ny) x O(N,) com dimensao finita

3.2.1 Condigoes de contorno periodicas

Para d. < D compactificagoes, a integral de momento das equacoes (81), (82) e

(83) podem ser todas reexpressas em termos da generalizagao da equagao (53), com o = 2,

1 dP—dep 1
o 1 / , 100
A e D Dl i L a2 2)* .
n1,eNd, wn1 + + wndc + pD—dc + m;

e ao solucionar a integral de momento em (100) na regularizagdo dimensional como na

equagao (53), nds obtemos o seguinte resultado

| 267\ T(2 — §/2) 5/2-2

@  _ pre S ( 2 42 2)

]D*dc - Ll . de ( 47T ) (471')5/2 wnl + + wnde + mz’ s (101)
1

e a soma no lado direito da equacao acima pode novamente ser identificada como a funcao
zeta de Epstein-Hurwitz como nas equagoes (55) e (56), fazendo a identificacao agora que
v =2—0/2. Assim, com as mesmas duas compactifica¢oes identificadas anteriormente,

com L; =1/T e Ly = L, nés obtemos
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19 (i T.L) = (u%”)EF(e)(m?)‘e

47 (4m)2—
1 m; 1 <
+ ) E:IKO <?n1> + 12 zleO (m;Lny)
ni= ni=

1 +oo +oo TL2
+ 53 Y K <mi\/T—12 +n§L2> . (102)

ni=1ns=1

Na equagao (83) temos aquela integral que difere das demais, que pode ser expressa como

(quando my # m,)

/ dPp 1 B 1 / dPp I
@m)P (p> +m3) (p* +m3)  mi—mg ) (2m)P \pP+mg P my
1 (1) (1)
_ T L) -1 T L} 1
mi - m?p [ 2 <m¢7 ) ) 2 (mXJ 9 ) ) ( 03)

quando mg = m,,, recuperamos o resultado da equagao (102).
O primeiro termo na equagao (102) corresponde a contribuigao a 1-lago do vacuo
para os acoplamentos, cujo resultado é divergente. Dessa forma devemos renormaliza-la

apropriadamente, separando em termos divergente e convergentes.

(52 rg

1 1 m?
~ 1672 1672 = (/ﬂ) ' (104)

Mais uma vez, devemos retirar os termos divergentes advindos da contribuicao de vacuo

2
[é,\zacuum (ml)

para os acoplamentos, adicionando contra-termos a densidade Lagrangiana (59) que can-
celam adequadamente essas divergéncias. Os contratermos para as constantes de acopla-

mento, sao respectivamente, dados por

1 N, +8
— 229 2N 1
Cy 3%26( 53 +3 X>, (105)
1 N, +8
= 2 X AN, 1
CX 327T2€ ( X 3 + 3 ¢> ; ( 06)
\2 A
D = + — " [Mo(Ng 4+ 2) + A\ (N, +2)], (107)

8m2e  967m2e

Os termos Cy e C,, subtraem corregoes divergentes para a autoenergia de ordem )\i

e )\i. O termo D substrae correcoes divergentes para a autoenergia em ordem de A2, Os



acoplamentos efetivos renormalizados para PBC, sao entao

(N; + 8)\? 3N;\?

7 2
6 2(})2( iaT’L)_

- 2\
AefyR(T7 L) = A- m2 — m2 12(,11)%(m¢7 T,L)- 12(,11)%(m><7 T.L)
X ¢

(Ny + 2)>\)\¢
6 2

Niefr(T,L) = X — I (m;, T, L),

(NX + 2))\)\X ](2

R(m¢ T7 L) ( T7 L)7

onde i, j = ¢, x, também temos que

1 2
12 (mi, T, L) = ———In (22)

1672

e IQ(}})%(mi, T, L) na equagao (98) ¢ dado pela equagao (63).

3.2.2 Condigoes de contorno de Dirichlet

41

(108)

(109)

(110)

As equagbes para os acoplamentos efetivos tem a mesma forma que as equagoes

(108) e (109). Deve ser feita uma modificagao em ]2(?1)%(mi, T, L) de modo a satisfazer as

condicoes de Dirichlet. A funcao 1'22’ g bara o caso de Dirichlet é

1 m? 1 1 1
I m,, T, L) = ———In(—%) - -
2,R (my, T, L) 1672 . 2 167TLmi S8mLm;emi/T — 1
1 < m;
b K( i ) § Ko (2miLl
el 2 Fo il

+oo +00
b o2y (o v

n=11[l1=1

a qual é obtida seguindo o mesmo procedimento exposto na segao 3.3.2.

(111)

Nés podemos obter a expansdo para pequenas massas da equagao (111), para o

caso TL > 1/2, e obter
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12

,DBC 1 T T )
]é?j)%DB (m;, T, L) ) {hl (— T 21n [n(2iTL)]

i
N 1 m? w3 4m3(LT)3 ¢(3)

32w T2 | 180LT 45 2

L1 et T (1 4 4 LTn) — 1 -
N — n3 (edmLTn — 1)? ’ (112)

enquanto que para o caso T'L < 1/2, nds temos que

,DBC 1 1 T ‘
1P T, 1) = @{—m (5:7) - 127 ~ 2w o/ero) }

1
g

1 eI (TL +7n) —TL
— 4TL Z = DT : (113)

onde a expressao 7(x) aparece novamente, é a fungao eta de Dedekind, dada pela equagao
(79).

Note que na equagao (112) e (113) o somatério do ultimo termo converge rapida-
mente, devido aos fatores exponenciais.

Os acoplamentes efetivos renormalizados para DBC, sao

(N; +8)A? (o ,DBC 3N; A2 ),DBC
NHRTL) = N= ==Ly e T L) = == L7 (my, T, 1), (114)
< 1 1),DBC 1),DBC
Agﬁg(T? L) = A- 2)‘2m2 _ mi [Ié,})f (m¢7 T, L) - 12(,122 (mX= T, L)
X
(Ny + 2)A\ (Ny +2)A\, (2).0BC
e AR ; 21PN (my, T, L) — =2 200X ; X19RPPC (my, T, L), (115)

3.3 Refinamento do calculo das autoenergias

As autoenergias foram calculadas no capitulo 3. Percebe-se que as massas efeti-
vas renormalizadas também sao funcoes dos acoplamentos \’s. Porém, nas secoes foram
calculadas as correcoes aos acoplamentos. Vamos inserir essas correcoes nas massas e com-
parar com o resultado puramente perturbativo com acoplamentos nus. O que devemos
fazer agora é inserir nas expressoes das massas os respectivos acoplamentos corrigidos.

Uma aproximacao possivel, melhorando as expressoes perturbativas obtidas an-

teriormente é inserir nas expressoes das massas efetivas renormalizadas os respectivos
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Figura 4 - Corregoes na aproximagao de 1-lago e 2-lacos na aproximagéo de bolha (tadpole) para

a massa em (a) e (b) e corregdes ao vértice em (c), (e).

98

>O<>8<>OO<

Fonte: O autor, 2021.

acoplamentos corrigidos. Em outras palavras, até agora as correcoes correspondem a
aproximacao de 1-lago, como foram mencionadas nas se¢oes anteriores e que diagramati-
camente sao representadas na Figura 4.

O segundo método, que vamos chamar de nao-perturbativo, consiste do uso das
solugoes do grupo de renormalizacao a temperatura finita, do inglés ”Finite Temperature
Renormalization Group” (FTRG) para os acoplamentos e massas, que foi primeiramente
investigado por Matsumoto et al (MATSUMOTO; NAKANO; UMEZAWA, 1984). Este for-
malismo considera ”diagramas de bolhas”, onde ressomamos as corregoes a 1-lago (FU-
NAKUBO; SAKAMOTO, 1987). Diagramaticamente sao representadas na Figura 5, o que
¢ equivalente a resolver as equagoes de gap para massas e acoplamentos ressomando as
contribuigoes de ordem 1-lago.

Realizar o célculo nao-perturbativo pelo método de revestimento de bolha (ou
anel) mencionado anteriormente, considerando ambos os efeitos de temperatura e di-
mensao finita autoconsistentes usando tanto a equagao de gap para massa quanto para
os acoplamentos, que é a forma usual considerada nos estudos (ROOS, 1996; PINTO; RA-
MOS; PARREIRA, 2005; PINTO; RAMOS, 2006; PHAT et al., 2007). Neste caso, a solucao é

equivalente a resolver o sistema de equagoes acopladas a seguir

Mg /Ny +2 A
M = mi+ f ( ¢3 ) IQ(}A(MWT, L)+ §NXIQ%(MX,T, L), (116)
A, [N, +2 A
M2 = e (B2 ) 00T D) + SN T L), (117)
- N, + 8) AN 3N, A\
Ao = Ap— MIQR(M T,L)— I ) (M., T, L), (118)

6
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Figura 5 - Diagrama de bolhas do método FTRG

(a)

(b)

Legenda: Exemplos de diagramas de bolhas contribuindo para a massa (a) e para o acoplamento

(b).
Fonte: FUNAKUBO; SAKAMOTO, 1987, f. 208.

(Ny + 8)A A

_ 3NN
A = A — : XIQ(’QI)%(MX,T,L)—%Ié?;(M@T,L), (119)
_ _ Ny +2)( Ay + A\
A = a-oifn 1) - Qe DTN 1y
N, +2)(A\, + A\
(Ny +2)(AA + X)Iz(?j){(anT7L)' (120)

12

observe que a massa corrigida agora também se encontra dentro das integrais [2(}1)% e 12(72])%.

Infelizmente a teoria de perturbacao quebra em altas temperaturas e, em particular
perto de pontos criticos (BELLAC; BARTON et al., 1991) (FUNAKUBO; SAKAMOTO, 1987)
mesmo quando levado em conta a massa térmica explicitamente. Quando nao levamos
em conta a massa térmica para valores cada vez maiores de temperatura os acoplamentos
tomarao valores fora da faixa aceitavel para uma teoria estavel, enquanto que no método
nao-perturbativo isso nao ocorre, como ilustra a Figura 6, que serve como exemplo. Os

valores numéricos usados nessa figura serao explicados no préximo capitulo.



Figura 6 - Comparagao entre o método perturbativo e nao-perturbativo
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Legenda: Foi usada a equagao (108) e sua versao pela equagao de gap como a nao-pertubativa. A
linha vermelha toma valores negativos a partir de 7" = 0.0011eV, que é o momento que
a teoria de perturbacdo quebra devido a um ponto critico em L = 1660.1eV~!. Valores
numéricos para criacao do grafico Ny =1, Ny, =1, my = 10~%eV, m, = 107%eV,
Ao =8x 1071, A\, =7x 1072, A= —7.5 x 1072, u = 0.0026, L = 3000eV .

Fonte: O autor, 2021.
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4 RESULTADOS NUMERICOS

Estamos principalmente interessados em explorar os parametros possivelmente re-
levantes para sistemas em matéria condensada, onde este tipo de sistemas compactados
aparecem com mais frequéncia, por exemplo, ao estudar filmes finos com uma dada espes-
sura L, muito menor do que a largura dos planos. Esses sistemas podem, por exemplo,
descrever materiais do tipo isolante e condutor (MARINO, 2004). Note que embora a
motivacao ¢é a aplicacao das expressoes obtidas em sistemas de matéria condensada, esta-
mos ainda fazendo uso dessas expressoes obtidas no contexto relativistico. A motivacao
aqui seriam materiais que podem ser bem descritos por relagoes de dispersao relativistica.
Isso é o caso, por exemplo de sistemas envolvendo excitons magnéticos, ou materiais com
relacdo de dispersao linear (FERREIRA; CONTINENTINO; MARINO, 2004). Adicionalmente,
trabalhamos com o caso de Ny = N, = 1 por simplicidade também. O estudo com va-
lores de Ny, N, # 1 é qualitativamente equivalente com relacao a termodinamica aqui
estudada. Com isso em mente, olhamos para comprimentos de tamanho L da ordem do
milimetro e menores. Da mesma forma, exploramos temperaturas no maximo da ordem
da temperatura ambiente e menores, T' < 300K, correspondendo a cerca de T' < 0.026 eV.
Como nosso modelo com campos escalares acoplados pretende representar uma descricao
eficaz para este tipo de sistemas, também ¢é natural definir a escala de regularizagao u
como a escala ultravioleta (UV) efetiva para nosso modelo. Portanto, é natural também
definir p = 0.026 eV. A partir de agora, todos os nossos resultados numéricos assumirao
esta escala UV efetiva. Quanto aos possiveis valores para os acoplamentos, permane-
cemos em valores de acoplamentos onde acredita-se que as corregoes de ordem superior
para nosso esquema de ressoma em bolha permaneca sob controle, ou seja, o diagrama
de bolha de 1-laco e sua ressoma para as massas efetivas e os acoplamentos continuam
sendo a contribuicao dominante. Finalmente, dados os valores para a temperatura T e
o comprimento L, os valores para as massas a nivel de arvore my e m, sao escolhidos
de forma que as correcoes de bolha ainda sejam grandes o suficiente para levar a uma
possivel transicoes de fase no modelo. Isso é evidente a partir da forma das correcoes de
1-lago, nas equagoes (63) e (110) no caso de PBC, ou nas equagoes (70) e (111) no caso
de DBC, que mostram que os valores para as massas tais que m;/T > 1 e m;L > 1, as
correcoes de bolha dependentes de T' e L sao efetivamente suprimidas exponencialmente
(isto é uma reminiscéncia da supressao de Boltzmann em T pequeno e/ou L grande).

Uma vez que a regiao de interesse para o presente trabalho foi especificada, vamos

aos resultados para as quantidades relevantes.
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4.1 Resultado para o caso de um campo escalar
E ttil primeiro analisar o caso de apenas um campo, por exemplo ¢. Neste caso,

podemos resolver analiticamente para as funcoes da massa efetiva e constante de acopla-

mento. Os resultados sdo:

M2(T,L) = —m;+%N¢3+QJ§};(m¢,T,L), (121)
M(T,L) = Mg — wg%(mwm L), (122)
Minpl(T L) = —md+ 220 E2 0 (0, o T 1), (123
Aonp(TLL) = Ag— (N + 8)6A¢X¢’NPJ§?;(M¢,NP,T, L), (124)

onde NP é nao-perturbativo representa o método das ressomas. As integrais ]é}l)% e Iéi)%
sao para o caso PBC, para o caso de DBC, tornam-se Ié}% — IS}Q’DBC e 12(’21)% — Ié?})%’DBC.

Uma vez que a correcao de uma bolha I. 2(1) é positiva definida, a transicao de fase s6
pode acontecer quando ja se comega com uma fase quebrada no vacuo (ou seja, quando
T = 0). Definimos o termo quadrado de massa em nivel de arvore no potencial como
negativo.

Na figura 7 mostramos My yp (T, L) em PBC e DBC, como fungao da temperatura
para um valor de comprimento L = 2000 eV~! fixo. Observamos apenas um transicao de
fase do tipo restauracao de simetria em ambos os casos na temperatura T, = 0.0037eV
e 0.0069eV para PBC e DBC, respectivamente. O caso 3 + 1 sem compactificacao tem
temperatura critica 7. = 0.0055eV. O caso 2 + 1 sem compactificacao tem temperatura
critica T, = 0.00077eV, para mais detalhes ver Apéndice B.

Na figura 8 mostramos My(T', L) e My yp(T, L) em PBC e DBC, como funcao do
comprimento para um valor de temperatura fixo 7' = 9 x 10~*eV. Conseguimos perceber
que para o caso DBC obtemos dois comprimentos criticos L, = 1013.13eV~! e Loy =
2602.04eV~!, isso significa que temos alguns comportamentos diferentes além dos vistos
na figura 7. Antes de L., o grafico da massa por temperatura é somente positivo. Entre L
e L. o grafico da massa por temperatura apresenta um ponto critico com a temperatura
critica aumentando. Depois de L. o grafico de massa por temperatura continua da mesma
forma porém com a diferenca que a temperatura critica vai diminuindo, conforme aumenta
o valor do comprimento. Para L muito grande recuperamos o caso do modelo de um campo
escalar. Para o caso PBC obtemos apenas um ponto critico em L, = 242.89eV~!. Antes
desse ponto critico o grafico de massa por temperatura é somente positivo. Depois de L.
o grafico de massa por temperatura apresenta um ponto critico. Para L muito grande

recuperamos o resultado para o caso de um tnico campo escalar sem compactificagao.
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Figura 7 - Massa efetiva My (T, L) como fungdo da temperatura e um valor fixado de

comprimento L = 2000 eV !
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Legenda: Os parametros considerados sao Ny = 1, |my| = 107 eV, Ay = 0.8, u = 0.026 eV e
A=0.
Fonte: O autor, 2021.

Veremos com mais detalhes quando estudarmos a seguir o caso de dois campos, pois essas
mesmas caracteristicas reaparecem.

Na figura 9 mostramos os acoplamentos A\y(T, L) e Ag xp(T, L) em PBC e DBC,
como funcao da temperatura para um valor fixo de comprimento L = 2000 eV 1.

Na figura 10 mostramos os acoplamentos A\y(T, L) e Ay nyp(T, L) em PBC e DBC,
como funcao do comprimento para um valor fixo de temperatura 7' = 9 x 10~%eV.

Finalmente, na Figura 11, que é vélida somente para o caso DBC, nés mostramos o
diagrama de fase para o modelo de um campo escalar, onde é dado o comprimento critico
em fungao da temperatura critica L.(7.). As regides de quebra de simetria, (¢) # 0, e
simetria restaurada, (¢) = 0, sdo indicadas. Para completar, nés também indicamos a
regido de parametros tal que a aproximagao de pequenas massas My/T, myL < 1 nao é

mais valida.



Figura 8 - Massa efetiva My(T, L) como fungéo do comprimento e um valor fixado de

comprimento 7' = 9 x 1074 eV
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Legenda: Os parametros considerados sao Ny = 1, |my| = 1074 eV, Ay = 0.8, u = 0.026 eV e

A=0.
Fonte: O autor, 2021.
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Figura 9 - Acoplamento efetivo Ay (T, L) como fungéo da temperatura e um valor fixado de

comprimento L = 2000eV !
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Legenda: Os parametros considerados sao Ny = 1, |my| = 1074 eV, Ay = 0.8, u = 0.026 eV e

A=0.
Fonte: O autor, 2021.
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Figura 10 - Acoplamento efetivo Ay(T, L) como fungao do comprimento e um valor fixado de
temperatura 7' =9 x 1074 eV
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Legenda: Os parametros considerados sao Ny = 1, |my| = 1074 eV, Ay = 0.8, u = 0.026 eV e
A=0.
Fonte: O autor, 2021.



Figura 11 - Diagrama de fase para um campo escalar
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Legenda: Os parametros considerados sao Ny = 1, [my| = 1074 eV e Ay = 0.8.

Fonte: O autor, 2021.
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4.2 Resultado para o caso de multiplos campos escalares

Vamos agora estudar o caso de multiplos campos escalares, isto €, incluindo os
dois ¢ e x com um valor diferente de zero para o acoplamento A. O caso de interesse é
a situagao onde no vacuo tem uma simetria quebrada na direcao de ¢, mi = —|m§>|, e
tem uma simetria restaurada na direcao de y, isto é, um valor positivo para mi, com 0s
acoplamentos Ay, A, e A escolhidos de maneira apropriada para um possivel aparecimento
de ISB/SNR na diregao de ¢.

Nas Figuras 12 e 13 temos a massa efetiva calculada de modo nao-perturbativo
em funcao da temperatura para diferentes tipos de comprimentos no caso PBC e DBC,
respectivamente. A linha pontilhada indica a passagem por um comprimento critico.

Na Figura 14, tanto o modelo DBC quanto o modelo PBC iniciam com fase
simétrica, uma vez que |mé| < 0, contrariando o modelo estudado na secao 3.2 de re-
feréncia, cujo o esperado é iniciar da fase quebrada. Isto mostra os efeitos da temperatura
e comprimento finito na simetria inicial do sistema. Para PBC observa-se que no método
nao-perturbativo ha a quebra de simetria com o aumento do comprimento em L = 1550.9
eV~l. Para DBC h4 uma fase reentrante, o modelo contém uma ISB que evolui para
uma restauracao de simetria. H& duas transicoes de fase a primeira em L = 936.08 eV
(para perturbativo L = 929.145 eV) e a segunda em L = 3063.69 eV (para o perturbativo
L = 3176.5 eV).

Nosso resultado para o diagrama de fase no caso DBC, similar ao caso de um
campo, sao mostrados nas Figuras 15 e 16, temos explicitamente identificados também
as regioes para o qual o potencial se torna ilimitado, isto é, a condicao de contorno
R > 1 é explicitamente violada, com R dado pela equagao (99), com os acoplamentos
substituidos por seus efetivos, obtidos da solucao do sistema de equagoes (116) - (120) no

caso da aproximacao de pequenas massa em DBC.



Figura 12 - Massa efetiva Mi’PBC(T, L) como fungao do comprimento T para diferentes valores

de comprimento.
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Legenda: Os parametros considerados sao Ny = 1, N, =1, |my| = 107% eV, m, = 107° eV,
Ay = 0.8, Ay =0.07, A = =0.075 e = 0.026. Os valores de L estdao em eVl
Fonte: O autor, 2021.

Figura 13 - Massa efetiva M;’PBC(T7 L) como fungao do comprimento 7" para diferentes valores

de comprimento.
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Legenda: Os paradmetros considerados sao Ny = 1, N, =1, |mg| = 107* eV, m, = 107° eV,
Ay = 0.8, Ay, = 0.07, A = —0.075 e . = 0.026. Os valores de L estao em eV 1.
Fonte: O autor, 2021.



Figura 14 - Massa efetiva Mg (T, L) como funcao do comprimento L para um valor de

temperatura fixada, T =9 x 10~%eV.
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Legenda: Os parametros considerados sao Ny = 1, Ny =1, |mg| = 107* eV, m, = 107° eV,
Ao = 0.8, Ay = 0.07, A = —0.075 e y = 0.026.
Fonte: O autor, 2021.
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Figura 15 - Diagrama de fases para ¢ no ¢ — x sistema de dois campos escalares para DBC. 2°
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Legenda: Os parametros considerados sao Ny =1, Ny =1, |mg| =4 x 107° eV, m, =4 x 1075

eV, Ay = 0.8, A, = 0.07 ¢ A = —0.075.

Fonte: O autor, 2021.



Figura 16 - Diagrama de fases para x no y — ¢ sistema de dois campos escalares para DBC. 2°
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Legenda: Os parametros considerados sao Ny =1, Ny, =1, |mg| =4 x 1075 eV, m, =4 x 1075
eV, Ay = 0.8, Ay = 0.07 e A = —0.075.
Fonte: O autor, 2021.
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CONCLUSAO

O modelo escalar com simetria Zs x Z, foi investigado em termos de quebra e res-
tauracao de simetria ocorridas com os efeitos da temperatura e comprimento finito. Este
modelo é particularmente importante para sistemas em Matéria Condensada, podendo
representar sistemas como materiais filme (STRONGIN et al., 1970b) (MOROHASHI; HASUO,
1987). Além disso, esse modelo pode representar o setor de Higgs de teorias de grande
unificacao, ou em extensoes do modelo padrao de fisica de particulas com mais de um
campo escalar, sendo relevante para a Cosmologia em suas fases do Universo primordial,
usando sem compactificagao espacial, porém modelos de branas podem ser aplicadas onde
efeitos de compactificagoes sao importantes. Fizemos o uso de dois tipos de abordagem
para entender e comparar melhor os fenomenos, a primeira consiste de levar em conta
apenas o método perturbativo a 1-laco e o segundo trata-se do método nao-perturbativo
de ressomas autoconsistentes onde consideram-se ”diagramas de bolhas”no grupo de re-
normalizacao a temperatura finita.

Os efeitos da temperatura e comprimento finito impactaram diretamente no com-
portamento das massas efetivas, isto é, dada uma massa —|my|?, no modelo de campos
escalares acoplados (sem compactificacao na dimensao) é esperado que o sistema comece
na fase quebrada, entretanto como visto nesse trabalho, o efeito da temperatura e com-
pactificacao muda a fase inicial.

Um efeito particularmente interessante foram as fases reentrantes vistas no caso
DBC para massa e acoplamentos dependentes da dimensao compactificada, implicando
duas transicoes de fase, sendo uma delas ISB, um exemplo de tal comportamento foi
mostrado na Figura 14. Um exemplo desse tipo de fase reentrante ocorre no caso do mo-
delo de campos escalares acoplados nao relativisticos (PINTO; RAMOS; PARREIRA, 2005).
Esse efeito de fases reentrantes nao foram observadas para o caso PBC. Essa diferenca
que existe entre as duas condigoes de contorno, estao relacionadas com seus respectivos
acoplamentos e suas dependéncias com a temperatura e comprimento finito.

Um fator em que o modelo usando DBC ganha em relacao ao modelo usando PBC
é a facilidade no calculo dos parametros de interesse. Devido ao dominio diferente para
os dois métodos como mostrado na secao 2.2.2, em consequéncia a forma de proceder os
calculos também sao distintas. De modo que para o caso PBC nao ha como trabalhar com
aproximacoes, sendo necessario o advento de técnicas matematicas como Abel-Plana para
computar as somas infinitas e suas convergéncias numeéricas, que ajudaram, em alguns
casos, a diminuir o longo tempo de processamento computacional. No caso DBC fizemos
aproximacoes para valores de T' x L, como mostrado na secao 3.3.2, que facilitaram muito
os calculos e o tempo de processamento computacional, além de garantir a convergéncia

numeérica.
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Futuramente, esperamos explorar outras compactificacoes em mais dimensoes es-

paciais. Também pretendemos estudar outras condi¢oes de contorno.
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APENDICE A - Demonstracao do dominio e frequéncia discretas para as condig¢oes

de contorno

Seja a equacao de Klein-Gordon em uma dimensao espacial no espaco Euclidiano

(W + 53 - m2) $(z,7) = 0. (125)

Podemos fazer separacao de varidveis se consideramos uma solugao do tipo ¥ (x)&(7).

Substituindo na equacao acima, temos

r2e o?
wa—é + ga—;f — m2pE =0, (126)

dividindo por 9§, obtemos

10% 10% 9
S, -Z 7 =0, 127
£0r? + Y Ox? m (127)
como estas equacoes sao independentes, podemos separar e resolver para cada variavel
separadamente
1%,
25 128
587—2 wn’ ( )
1 0% 2 2 2
aw:wn—i—m =—k s (129)
lembrando que estamos no tempo Euclidiano, onde w? = —k? a equagao (A.5) fica da

seguinte forma

Py _

a2

— k) (130)
Cujas solugoes sao

§(r) o< e, (131)
Y(z) = Acos(kx)+ Bsin(kx). (132)

Aplicando as condigoes de contorno periddicas £(0) = £(f) para a equagao (131),

obtemos a seguinte expressao

| 2
g = 1 = 0, = 0 (133)

/8 b

observe que n podem assumir qualquer valor discreto, isto é, n € Z.
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Aplicando as condiges de contorno periddicas ¥(0) = 1(L) para a equacao (A.8),

obtemos a seguinte expressao
A = Acos(kL) + Bsen(kL) (134)

para que isso seja uma expressao valida, temos a condigao que

2mn
k— 135
- (135)

observe que n podem assumir qualquer valor discreto, isto é, n € Z.
Aplicando as condigdes de contorno de Dirichlet ¢(0) = (L) = 0 para a equagao

(A.8), a primeira parte da condigao implica que A = 0, ji a segunda temos
Bsin(kL) =0 (136)
a solucao dessa equacao implica que

_m 1
k=T (137)

note que se [ = 0 temos a solucao trivial e as solucao para [ < 0 sao as mesmas que para

[ > 0. Assumindo apenas valores discretos temos que o dominio é [ € Ny.
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APENDICE B - Expressao da massa efetiva para o caso 2 + 1 sem compactificagao

Usando o mesmo principio do capitulo 3.1, a expressao para a massa em D = 3 é

a seguinte

A [Pk 1 N )
MY (T)=m?>+ = A ]
(L) =m”+ 2 / (2m)P k2 + m? + 2 / (2m)P=1 /B2 § m2 eVF+m2/T _ 1’ (138)

onde D =3 — 2, A — X(“z—;w)?’/%D/Q no esquema M.S. Neste caso D = 3 o resultado
para a ultima integral (B.1) é analitica explicitamente. O resultado obtido para a massa

efetiva é

amo A
M*(T)=m? - "= — =Tl —e™7). 139
(1) = m? = 2 — Tl — /) (139)
Como em D = 3 o acoplamento \ tem unidade de energia, é conveniente definir A\ — \m.
Obtemos assim que a massa efetiva (sem compactificacdo espacial) a temperatura finita

em D = 3 fica dada por

M*(T) =m? - —— — “—=TIn(1 — e ™7, (140)
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