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RESUMO

CÂMARA, L. G. Transições de fase em sistemas de campos escalares com efeitos de
dimensão finita. 2021. 66 f. Dissertação (Mestrado em F́ısica) – Instituto de F́ısica
Armando Dias Tavares, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2021.

Neste trabalho nós discutimos os fenômenos de quebra inversa de simetria e a
não restauração de simetria no contexto de uma teoria escalar de múltiplos campos à
temperatura e dimensão finita. Apresentamos as consequências que a temperatura e
uma dimensão finita tem nas propriedades cŕıticas do sistema estudado. Além disso,
analisamos como os efeitos das correções sobre os acoplamentos impactam no modelo
estudado. Nesse estudo fazemos uso de dois tipos diferentes de condições de fronteira na
parte espacial finita: periódica e Dirichlet.

Palavras-chave: Transições de Fase. Modelo de Campo Escalar. Dimensões Finitas.

Teoria λφ4.



ABSTRACT

CÂMARA, L. G. Phase transitions in scalar field systems with finite dimension effects.
2021. 66 f. Dissertação (Mestrado em F́ısica) – Instituto de F́ısica Armando Dias
Tavares, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2021.

In this work, we discuss the phenomena of inverse symmetry breaking and symme-
try non-restoration in the context of multi-scalar field theory at finite temperature and
finite dimension. We present the consequences that the temperature and a finite dimen-
sion have on the critical properties of the studied system. In addition, we also study how
the effects of the temperature and finite dimension corrections on the couplings impact
on the critical properties for the model. In the coupled two-scalar field theory model
studied here, we consider two different types of boundary conditions, namely, periodic
and Dirichlet, and we discuss how each one of these boundaries affect the results that we
have obtained.

Keywords: Scalar Field Model. Theory λφ4. Finite Dimension. Phase Transition.
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1.1 Teoria Quântica de Campos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.1.1 Teoria Escalar λφ4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.1.2 Funcional gerador . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.1.3 Função de 2-pontos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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3.2.1 Condições de contorno periódicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.2.2 Condições de contorno de Dirichlet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.3 Refinamento do cálculo das autoenergias . . . . . . . . . . . . . . . 42
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REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
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INTRODUÇÃO

As transições de fase, na f́ısica moderna, representam uma parcela significativa de

fenômenos importantes. Estas estão presentes em diversas áreas da f́ısica, como: cosmo-

logia, matéria condensada, f́ısica de part́ıculas, f́ısica nuclear entre outras. Por definição,

uma fase constitui uma parte homogênea de um sistema. Uma parte homogênea do sis-

tema é toda aquela que possui as mesmas propriedades f́ısico-qúımicas macroscópicas,

tais como, densidade. Falando do ĺıquido mais abundante do nosso planeta, em condições

ordinárias, a água possui três fases: ĺıquida, gasosa e sólida. As transições de fase são

as mudanças entre uma fase e outra. Isso ocorre quando algum parâmetro externo é

modificado, estes podem ser: temperatura, volume, pressão e assim por diante.

Transições de fase e propriedades de simetria de um sistema f́ısica estão intima-

mente relacionadas entre si. Por definição, simetria é a invariância de um sistema frente a

certas transformações particulares. Exemplos dessas transformações podem ser: rotações,

reflexões, paridade, temporalidade, carga e outros semelhantes.

Matematicamente podemos definir o conjunto de operações de simetria e carac-

terizá-lo em termos de grupo. A representação de um grupo é o mapeamento de cada

elemento em uma matriz (COLEMAN, 1985). Os tipos de grupos mais usados em f́ısica

são os grupos de Lie, grupos matriciais cont́ınuos que unem a estrutura algébrica com a

estrutura de uma variedade diferenciável. Esses grupos foram estudados por Sophus Lie

por volta de 1870 (NIJENHUIS et al., 1959), buscando compreender equações diferenciais a

partir de seus grupos de simetria (MARTIN, 2017).

O grupo de interesse desse trabalho é o grupo O(N), cujo mapeamento se dá em

matrizes reais ortogonais, onde N representa as dimensões das matrizes. Toda rotação

pode ser representada por matrizes ortogonais, o grupo O(N) diz respeito exatamente

sobre as rotações em N dimensões. Já no grupo O(N1) × O(N2) são consideradas duas

matrizes em conjunto. Mais a frente vamos perceber que essa segunda matriz está relaci-

onada com a adição de um novo campo na densidade de Lagrangiana e que se transforma

independente pelo segundo grupo.

Quando há transições de fase muitas das vezes ocorre a quebra de uma determinada

simetria do sistema. Seja um sistema f́ısico definido através da sua Hamiltoniana H que

deve ser invariante sob as transformações de um grupo. Se dentro deste grupo houver

um elemento distinto dessa simetria, então, é dito que há uma quebra de simetria nesse

sistema (COLEMAN, 1985).

Um forma menos teórica de entender é através do exemplo do ferromagneto de

Heisenberg (CHAIKIN; LUBENSKY, 1995). Este possui uma Hamiltoniana com interação

spin-spin dos átomos que é invariante frente a rotações.

Em altas temperaturas os spins dos átomos são aleatórios, desprezando os efeitos
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das bordas, este sistema satisfaz a simetria rotacional. Entretanto ao diminuir a tem-

peratura os spins vão se alinhando, mesmo que essa direção seja arbitrária, essa escolha

a torna distinta das demais. Este é um exemplo de quebra de simetria. Se novamente

aumentarmos a temperatura teremos a restauração da simetria original.

Se pegar o exemplo anterior, do ferromagneto de Heisenberg, nota-se que a medida

que a temperatura diminui o sistema fica menos simétrico. O contrário também é verdade,

isto é, com um aumento de temperatura o sistema torna-se mais simétrico. Usualmente

é isso que se espera dos sistemas f́ısicos. Entretanto na natureza existem determinados

elementos e materiais capazes de fazer o oposto.

A quebra inversa de simetria, do inglês ”Inverse Symmetry Breaking”(ISB), se dá

quando o aumento da temperatura causa a diminuição da simetria do sistema. Exemplo,

os isótopos He3 e He4 que passam da fase ĺıquida para a fase cristalina com o aumento da

temperatura, em uma pressão entre 25 e 30 bar e temperatura abaixo de 1K (SCHUPPER;

SHNERB, 2005). Sal de Rochelle que apresenta uma estrutura monocĺınica entre 255K

e 297K fora desta faixa as células unitárias do cristal são ortorrômbicas. Isso significa

que em 255K há uma ISB, uma vez que a estrutura ortorrômbica é mais simétrica que a

monocĺınica.(TATSUMI; MATSUO; SUGA, 1978)

A não restauração de simetria, do inglês ”Symmetry Non-Restoration”(SNR),

acontece quando o aumento da temperatura não restaura a simetria original. Para mais

explicações, exemplos e aplicações veja a referência (BORUT, 2000).

Na tentativa de entender como sistemas de part́ıculas elementares teriam suas

simetrias restauradas em altas temperaturas, Steven Weinberg explorou o modelo O(Nφ)×
O(Nχ) com dois campos escalares φ e χ (WEINBERG, 1974). Usando aproximações à 1-

laço, ele conseguiu mostrar a possibilidade de haver ISB e SNR para valores espećıficos

dos acoplamentos. O que pode colocar essa ideia em xeque é o fato de usar apenas

a aproximação à 1-laço, e se esses resultados deveriam persistir mesmo em alt́ıssimas

temperaturas. A fim de dar conta desse problema, diversos estudos têm sido empregados

para analisar essa questão. Os resultados no entanto permanecem altamente controversos,

seja por não encontrar evidência para ISB/SNR e outros que favorecem o fenômeno,

para mais informações sobre esses estudos confira nas referências (PINTO; RAMOS, 2000;

LAISSARDIERE; MAYOU; MAGAUD, 2012; ORLOFF, 1997; HONG; KOGUT, 2001; BIMONTE;

LOZANO, 1996; GAVELA et al., 1998).

Dentro do vasto campo de estudo das transições de fase, existe um tentativa de

entender e investigar melhor como alguns sistemas confinados, isto é, que possui uma di-

mensão finita, afetam suas propriedades cŕıticas. Desta forma o objetivo do presente tra-

balho é investigar como modelos de ISB/SNR são afetados por terem uma das dimensões

finitas. Mais especificamente falando será tratado um sistema com uma separação L, por

exemplo, uma material plano de espessura L, que aparece com bastante frequência em

estudos de matéria condensada (BRANKOV; DANCHEV; TONCHEV, 2000). Neste trabalho
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estamos interessados em estudar como tal dimensão finita pode afetar as propriedades

cŕıticas de um sistema de campos escalares acoplados, como no caso do modelo de Wein-

berg mencionado acima.

Este trabalho é dividido em 5 caṕıtulos. O 2° caṕıtulo trata de uma introdução

teórica ao ferramental que será usado para o trabalho, fazendo uma breve apresentação

sobre a teoria quântica de campos, sobre a teoria de campos térmicos, bem como uma

exposição do modelo escalar que será utilizado no estudo. No 3° caṕıtulo apresentamos

como são calculadas as correções térmicas às autoenergias da teoria estudada. No 4°

caṕıtulo, quase que como continuação do 3°, serão calculadas as correções dos acoplamen-

tos da teoria. No 5° caṕıtulo serão apresentados os resultados obtidos. No 6° caṕıtulos

apresentaremos um resumo decorrentes dos resultados.

Nesta dissertação vamos estar sempre trabalhando em termos das unidades natu-

rais, tal que c = ~ = kb = 1. Usando a assinatura diag(+1,−1,−1,−1) para a métrica

de Minkowski quando for necessário.
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1 INTRODUÇÃO TEÓRICA

1.1 Teoria Quântica de Campos

Na primeira metade do século XX duas teorias distintas surgiram e foram ganhando

força com suas descobertas e previsões, foram elas: mecânica quântica e relatividade

especial. A mecânica quântica na sua formulação inicial é considerada uma teoria não

relativ́ıstica, em outras palavras, a dinâmica que esta teoria descreve não abarca objetos

com velocidades próximas a luz. A tentativa, bem sucedida, de unificar as duas teorias

ficou conhecida como Teoria Quântica de Campos (TQC) (RYDER, 1996).

A TQC lida com sistemas de infinitos graus de liberdade. Os campos quânticos,

são os campos clássicos, como o campo eletromagnético, porém obedecendo as regras

de comutação da mecânica quântica. As part́ıculas, nessa teoria, são entendidas como

excitações desse campo.

Embora a TQC seja uma ideia orgânica que une campos clássicos, mecânica quântica

e relatividade, para obter resultados que descrevem o mundo real, necessita usar artefa-

tos matemáticos pouco intuitivos como a renormalização. Mesmo com esse contraponto,

não há como negar que é uma das maiores conquistas cient́ıficas, por descrever todas

as part́ıculas subatômicas com incŕıvel precisão, no modelo que ficou conhecido como

”Modelo Padrão das Part́ıculas Elementares”.

1.1.1 Teoria Escalar λφ4

Em TQC, teoria escalar λφ4 é um sistema que segue a seguinte densidade de

Lagrangiana:

L =
1

2
(∂µφ)(∂µφ)− m2

2
φ2 − λ

4!
φ4, (1)

onde µ = 0, 1, 2, 3. O primeiro termo é o termo cinético, relacionado à propagação das

part́ıculas, o segundo diz respeito à massa, enquanto que o último é interpretado como

um termo de interações quárticas.

A densidade Lagrangiana é invariante do tipo O(N) para quando o campo possuir

N componentes, φ ≡ (φ1, ..., φN). Para o caso de uma única componente, podemos fazer

uma rotação de 180o em uma coordenada, chama-se isso de reflexão discreta, tal que

φ→ −φ, (2)
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após a substituição, obtém-se a mesma Lagragiana, sendo assim invariante frente a trans-

formações do tipo Z2 para o caso em que φ tenha apenas uma componente.

Este modelo λφ4 é particularmente importante para a F́ısica de Part́ıculas em

especial para modelar o setor de Higgs do modelo padrão de Glashow-Weinberg-Salam

(SALAM, 1968), (WEINBERG, 1967) e (GLASHOW, 1961).

1.1.2 Funcional gerador

Neste trabalho vamos usar o formalismo de Feynman de integrais de trajetória

para a quantização dos campos (FEYNMAN, 1948).

Na TQC uma das peças fundamentais é tentar encontrar a amplitude de proba-

bilidade de um sistema que esteja no vácuo em (t → −∞) em seu estado fundamental,

age sobre ele uma fonte externa e posteriormente volta ao seu estado fundamental em

(t→ +∞). Essa amplitude de probabilidade é chamada de transição vácuo-vácuo, sendo

também o funcional gerador de qualquer função de Green. Por isso, seu papel fundamen-

tal na TQC. Sua definição e derivação geral encontra-se em diversos livros-textos de TQC

(ZEE, 2010), (DAS, 2006) e (BELLAC; BARTON et al., 1991), e é definido, para o caso de um

campo escalar φ, por

Z[J ] = N

∫
Dφ e−

i
~
∫
d4x(L+Jφ), (3)

onde N é um termo de normalização, Dφ é a medida da integral funcional, J(x) é o termo

de fonte e L é a densidade de Lagrangiana para bósons escalares sem spin, cujo campo

escalar φ pode ser escrito como uma transformada de Fourier na forma (RYDER, 1996)

φ(x) =

∫
dDp

(2π)D
[
φ(p)eip·x + φ∗(p)e−ip·x

]
, (4)

onde D é a dimensão total do espaço-tempo, que nesse caso é 4.

A função de Green de n-pontos pode ser obtida como (RYDER, 1996)

G(n)(x1, ..., xn) ≡ 〈0|T [φ(x1)...φ(xn)]|0〉 = (−i)n δnZ[J ]

δJ(x1)...δJ(xn)

∣∣∣∣
J=0

. (5)

Esta equação também gera as correções a ńıvel quântico.
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1.1.3 Função de 2-pontos

A função de 2-pontos é definida como

G(2)(x1, x2) = − δ2Z[J ]

δJ(x1)δJ(x2)

∣∣∣∣
J=0

, (6)

calculando para o caso de um campo escalar livre, cuja densidade de lagrangiana é dada

por L = 1
2
(∂µφ)(∂µφ)− m2

2
φ, obtemos a seguinte expressão

G(2)(x1, x2) = i∆F (x1 − x2), (7)

note que estamos tratando da função de Green da equação de Klein-Gordon, ∆F , que é

chamado de propagador livre de Feynman, pode ser então definido como (RYDER, 1996)

∆F (x1 − x2) =

∫
d4p

(2π)4

e−ip(x1−x2)

p2 −m2 + iε
. (8)

Este propagador no espaço de momento, considerando1 p2 = p2
0 − p2, toma a seguinte

forma

∆̃F (p0,p) =
i

p2
0 − p2 −m2 + iε

. (9)

Vamos agora considerar no cálculo da função de Green de 2-pontos a teoria escalar

λφ4, cuja densidade de Lagrangiana é dada por (1). A função de Green de 2-pontos,

calculada perturbativamente em λ, fica agora dado por (RYDER, 1996)

G(2)(x1, x2) = i∆F (x1 − x2)− λ

2
∆F (0)

∫
dz∆F (z − x1)∆F (z − x2) +O(λ2), (10)

onde mostramos explicitamente a correção de ordem λ para o propagador livre de Feynman

(8). Essa equação também pode ser reescrita da seguinte forma

1 Aqui tomamos a métrica definida no espaço de Minkowski, cujo tensor métrico é gµν =
diag(1,−1,−1,−1) e a notação de um quadrivetor usual é dado por x ≡ xµ = (x0, x1, x2, x3) ≡
(t,x,y, z)
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G(2)(x1, x2) ' i

∫
d4p

(2π)4

e−ip·(x1−x2)

p2 −m2 + iε

[
1 +

1
2
iλ∆F (0)

p2 −m2 + iε

]
' i

∫
d4p

(2π)4

e−ip·(x1−x2)

p2 −m2 − 1
2
iλ∆F (0) + iε

, (11)

que é equivalente a (10), quando expandindo até ordem λ.

Nas expressões acima ∆F (0) é dado por

∆F (0) =

∫
d4p

(2π)4

1

p2 −m2 + iε
. (12)

1.2 Teoria Quântica de Campos à Temperatura Finita

A TQC é uma teoria que descreve muito bem para descrever observáveis men-

suráveis em um espaço-tempo vázio, como as part́ıculas em um acelerador de part́ıculas.

Porém no nosso mundo sempre lidamos com grandezas que estão relacionadas a termo-

dinâmica, de forma mais geral, com a Mecânica Estat́ıstica. Devemos então utilizar uma

teoria capaz de unir estes conceitos. Esta é chamada de Teoria Quântica de Campos

à Temperatura Finita ou Teoria de Campos Térmicos em tradução literal de ”Thermal

Field Theory”(TFT).

O formalismo que vamos trabalhar neste trabalho começou a ser montado do meio

para o final dos anos 1950, principalmente encabeçada por Takeo Matsubara (MATSU-

BARA, 1955). No qual, a ideia é explorar a grande semelhança que existe entre o gerador

funcional das funções de Green e a função de partição da Mecânica Estat́ıstica, definida

com uma temperatura T = 1
β
. Esta não é a única forma de inserir a temperatura na

TQC. Outra forma, por exemplo, é o formalismo de tempo real de Schwinger-Keldysh

(SCHWINGER, 1961), (KELDYSH, 1964).

Comparando a função de partição da mecânica estat́ıstica com a amplitude de

transição da TQC, podemos fazer uma analogia entre as expressões e escrever a função

de partição como uma integral de trajetória no tempo complexo (Euclidiano). Neste caso

podemos fazer uma mudança de variável tal que associa-se β = i(t′ − t) = τ ′ − τ , onde

τ = it é o tempo Euclidiano. A função de partição para campos pode então ser escrita

da seguinte forma (BELLAC; BARTON et al., 1991).

Z(β, J) = N

∫
funções periódicas

Dφ e−SE(β)+
∫ β
0 dτ

∫
d3x J(x)φ(x), (13)
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onde o termo SE é a ação em termos dos campos definidos no tempo imaginário τ . Essa

mudança também implica um espaço-tempo diferente, isto é, em vez de trabalhar no

espaço-tempo de Minkowski diag(+1,−1,−1,−1), agora trabalha-se no espaço-tempo

Euclidiano diag(+1,+1,+1,+1). Isto é análogo a uma rotação de Wick do tipo t→ −iτ ,

realizando uma mudança do espaço de Minkowski para o espaço Euclidiano.

A implicação da integração sobre o tempo imaginário no intervalo τ ∈ [0, β], é

a condição que todos os campos φ sejam periódicos no tempo imaginário, φ(x, τ) =

φ(x, τ +β). Este requisito afirma que a periodicidade no formalismo de tempo imaginário

é equivalente a formular a teoria em uma topologia toroidal do tipo Γ1
4 = (S1) × R3,

onde (S1) é uma circunferência de comprimento proporcional ao inverso da temperatura.

Portanto, para a função de partição ser escrita em associação com a amplitude de transição

no formalismo funcional das integrais de trajetória, é identificado o inverso da temperatura

β = 1
T

com o tempo-imaginário τ = it. Isto é permitido pois a variável temporal no

formalismo de Matsubara não tem papel relevante para a descrição f́ısica do sistema, pois

estamos tratando de um sistema no equiĺıbrio termodinâmico. Assim, este formalismo de

tempo imaginário na teoria de campos pode ser denominado como uma teoria de campos

Euclideana.

Devido ao campo agora satisfazer a condição de periodicidade φ(x, τ) = φ(x, τ+β)

implica que sua transformada de Fourier no tempo imaginário leva a uma discretização

no espectro de energia, cujos valores de frequência, ω → ωn, são chamadas de frequências

de Matsubara, as quais passam a assumir valores discretos dependendo da natureza dos

campos, bosônicos ou fermiônicos.

Para a elucidação destas consequências do formalismo de tempo-imaginário, toma-

mos como exemplo o funcional gerador das funções de Green para bósons escalares (13),

agora pode ser explicitamente escrita como,

Z[β, J ] = N

∫
φ(τ,x)=φ(τ+β,x)

Dφe
∫ β
0 dτ

∫
ddx[LE+Jφ], (14)

onde o fator N é uma constante de normalização que não altera a termodinâmica, o fator

J , como usual, representa uma fonte de campos externa, e a densidade de Lagrangiana

Euclidiana LE. Vimos que D é a dimensão total do espaço-tempo, mas que podemos

reescrever como D = 1 + d, onde d é o número de dimensões espaciais. Escrevendo a

solução de φ(x) adaptada ao formalismo de tempo-imaginário, são feitas as mudanças∫
dDp

(2π)D
→ i

β

∑
n

∫
ddp

(2π)d
, t = −iτ , ω = iωn (15)

isto é, a integral na parte temporal do momento Euclidiano é alterada por uma soma, que

será realizada sobre as frequências de Matsubara ωn. Logo, a expressão de φ(x) toma a
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forma

φ(x) =
i

β

∑
n

∫
ddp

(2π)d
[
φn(p)ei(ωnτ−p·x) + φ∗n(p)e−i(ωnτ−p·x)

]
. (16)

Devido a condição de periodicidade dos campos φ(τ,x), as frequências de Matsubara para

o caso bosônico podem ser determinadas, isto é, da condição

φ(τ,x) = φ(τ + β,x) (17)

e usando a (16) obtemos que as frequências discretas são

ωn =
2πn

β
, n = 0,±1,±2, . . . . (18)

Desta forma, podemos agora obter as funções de Green térmicas para o campo

escalar livre, que de forma geral no formalismo de tempo-imaginário é dado por,

G(τ1, . . . , τn,x1 . . . ,xn) =
1

Z[β]

δnZ[β, J(τ,x)]

δJ(τ1,x1) . . . δJ(τn,xn)

∣∣∣∣
J

= 0, (19)

com Z[β] é a função de partição para J → 0, isto é, Z[β] = Z[β, J = 0].

1.2.1 Mudanças na função de 2-pontos

A nova expressão escrita em (19) acompanha mudanças nas expressões para a

função de Green de 2-pontos. De forma a sintetizar essas modificações, tomamos como

exemplo a equação (11), que no formalismo de tempo imaginário torna-se

G
(2)
E (x1, x2) =

1

β

∑
n

∫
ddp

(2π)d
e−iωn(τ1−τ2)+ip·(x1−x2)

ω2
n + p2 +m2 + λ∆FE(0)

, (20)

onde ∆FE(0) é agora modificado para

∆FE(0) =
1

β

∑
n

∫
ddp

(2π)d
1

ω2
n + p2 +m2

. (21)

Uma vez seguindo os procedimentos para a mudança de variável e troca da integral

pela soma das frequências discretas, pode-se escrever as expressões nesse formalismo.

O propagador livre de Feynman, usando o formalismo do tempo imaginário, é então

simplesmente
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∆̃FE(ωn,p) =
1

ω2
n + p2 +m2

. (22)

1.2.2 Extensão do formalismo de Matsubara para compactificações espaciais

No formalismo de Matsubara a dimensão temporal torna-se compactificada, sendo

associada ao inverso da temperatura do sistema, e consequentemente levando a uma dis-

cretização das coordenadas temporais dos quadrimomentos. Porém, existe sistemas onde

os efeitos da dimensão espacial finita também assume papel fundamental no estudo das

transições de fase, como por exemplo na dependência da temperatura cŕıtica com a di-

mensão espacial finita em filmes e fios supercondutores (STRONGIN et al., 1970a), e princi-

palmente no efeito Casimir, cuja origem do fenômeno deve-se exclusivamente a dimensão

finita das placas alocadas paralelamente entre si, com uma pequena separação entre elas,

gerando uma força atrativa entre as placas neutras (FUKUTO; YANO; PERSHAN, 2005).

Em busca de contabilizar os efeitos da dimensão espacial finita na TQC, é posśıvel

uma generalização do formalismo de Matsubara, no caso de condições de contorno periódicas,

para incluir dimensões espaciais compactificadas, ver por exemplo (KHANNA et al., 2009),

(KHANNA, 2014), no qual o espaço agora é definido numa topologia ΓdcD = (S1)d×RD−dc ,

onde D é a dimensão total do espaço-tempo e dc é o número de dimensões compactifica-

das sobre o toroide (S1)dc , tal que dc ≤ D, as quais são impostas condições de contorno

periódicas. Desta forma continuamos a descrever o sistema em equiĺıbrio térmico porém

com efeitos das condições de contorno espaciais.2

Supondo nosso sistema com D−dimensões do espaço-tempo e com um número de

dc− dimensões espaciais compactificadas, portanto o momento p é dado por,

p = (p0, . . . , pdc ,pD−dc) (23)

onde p são os momentos associados as dimensões não compactificadas de dimensão d−dc,
e p0 ≡ iωn é a frequência de Matsubara e p1, ..., pdc são os momentos discretos associados

as dimensões compactificadas. A compactificação no tempo imaginário introduz um in-

verso da temperatura β = 1/T , enquanto que a compactificação de uma direção espacial

conduz a um comprimento finito L. Para i = 0 tomamos L0 ≡ β, para i > 0 podemos

associar Li ≡ L1, L2, . . . , Ldc . Como vimos a condição de contorno no tempo imaginário

2 Para o caso de condições de contorno que não são periódicas, trataremos explicitamente mais para
frente
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Tabela 1 - Domı́nios e frequências das condições de contorno utilizadas no trabalho

Condições de contorno Domı́nio ωn
Periódico (PBC) Z 2πn/L
Dirichlet (DBC) N>0 πn/L

Legenda: A demonstração dos domı́nios e frequências discretas encontram-se no Apêndice A.

Fonte: O autor, 2021.

necessariamente precisa ser periódica, no caso bosônico. Entretanto, há uma liberdade

em relação a condição de contorno quando compactificamos alguma dimensão espacial.

Embora haja na literatura diferentes tipos de condições de contorno que podem

ser impostas nos campos (ELIZALDE, 2012), nesta dissertação vamos nos concentrar em

duas em particular, ou seja, a condições de contorno periódicas, do inglês ”periodic boun-

dary condition”(PBC) e condição de contorno de Dirichlet, do inglês ”Dirichlet boundary

condition”(DBC), que impõe a condição φ(xi = 0) = φ(xi = Li) = 0. Isto porque PBC

é análoga as condições de contorno impostas nos campos bosônicos à temperatura finita

sendo, portanto, bastante usada em geral (MALBOUISSON et al., 2004). Enquanto que

DBC pode encontrar aplicações naquelas situações onde exige-se que o campo se anula

nos contornos. Isso fisicamente pode ser esperado, por exemplo, em sistemas de matéria

condensada que podem ser de interesse. Oportunamente, num trabalho futuro, esperamos

contrastar os resultados aqui obtidos com PBC e DBC com outros tipos de condições de

contorno, por exemplo Neumann (MALBOUISSON et al., 2004). A Tabela 1 sintetiza as

caracteŕısticas relevantes quando estas condições de contorno, que aqui utilizamos, são

aplicadas nas compactificações de uma dimensão espacial (CAVALCANTI et al., 2019).

Quando aplicada essas condições de contorno a integral de momento torna-se uma

soma sobre as frequências. No caso PBC e DBC, temos as seguintes relações, respectiva-

mente∫
dpi
2π
→ 1

Li

∞∑
ni=−∞

, ωni =
2πni
Li

, ni ∈ Z, (24)

∫
dpj
2π
→ 1

Lj

∞∑
lj=1

, ωni =
πni
Li

ni ∈ N>0. (25)
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2 EFEITOS TÉRMICOS PARA A MASSA

Neste caṕıtulo vamos estudar como os efeitos térmicos se manifestam quando cal-

culamos a massa efetiva para o campo, ou seja, a massa do campo livre adicionando as

correções perturbativas para a mesma.

2.1 Modelo O(N)

Neste seção será tratado um modelo simples, que tem como objetivo traçar uma

linha didática e comparativa.

A densidade de Lagrangiana do modelo O(N) é dada por (1), no caso do campo

φ com N componentes. A função de Green de 2-pontos assumindo esta densidade de

Lagrangiana é dada em termos da equação (20), que, no espaço de momentos, pode ser

reescrita como

G(2) =
1

p2 +m2 + λ∆FE(0)
, (26)

onde λ∆FE(0) ≡ ΣT representa a autoenergia do campo e p é o momento no espaço

Euclidiano em D dimensões. A autoenergia vai ser uma quantidade fundamental para o

nosso estudo, uma vez que, saber a sua forma e como se comporta com a temperatura vai

nos sinalizar a ocorrência ou não de transições de fase.

Da equação (26) podemos definir a massa efetiva do campo escalar como

M2
ef = m2 + λ∆FE(0) = m2 + ΣT , (27)

essa expressão diz em outras palavras, que a presença de interações modifica a massa do

campo.

Para saber a expressão de M2
ef deve-se calcular ΣT , que é dado em ordem λ, análogo

da expressão (21),

ΣT =

(
N + 2

6

)
λ

∫
d4p

(2π)4

1

p2 +m2
, (28)

onde (N + 2)/6 é o fator de simetria do diagrama de 1-laço para o modelo λφ4 no caso

de simetria O(N). Usando transformação no domı́nio das temperaturas finitas em termos

das frequências de Matsubara, temos que
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ΣT =

(
N + 2

6

)
λ

1

β

∑
n

∫
d3p

(2π)3

1

ω2
n + p2 +m2

. (29)

Fazendo E2 = p2 + m2 e realizando a soma sobre as frequências de Matsubara

(KAPUSTA; LANDSHOFF, 1989), obtemos

ΣT =

(
N + 2

6

)[
λ

2

∫
d3p

(2π)3

1

E
+ λ

∫
d3p

(2π)3

1

E(eβE − 1)

]
, (30)

como a primeira integral é divergente no ultravioleta, precisamos renormalizá-la de forma

apropriada. Nesta dissertação vamos estar trabalhando a renormalização com regula-

rização dimensional. Já a segunda integral é convergente no ultravioleta devido ao fator

exponencial de Bose-Einstein. Dentro do procedimento de regularização dimensional a

equação (30) pode então ser escrita da forma (PESKIN; SCHROEDER, 1995)

ΣT =

(
N + 2

6

)[
λ(µ

2eγ

4π
)3/2−d/2

2

∫
ddp

(2π)d
1

(p2 +m2)1/2
+ 2λT 2 1

4π2

∫
x2dx

(x2 + y2)(e
√
x2+y2 − 1)

]
,

(31)

onde a dimensão espacial agora se escreve como d = 3− 2ε, ε é o termo de regularização

dimensional, µ é um parâmetro arbitrário com unidade de massa utilizando o esquema

MS e também fizemos o uso da mudança de variável m/T ≡ y e p/T ≡ x, na integral

envolvendo a dependência na temperatura. O resultado da integração por regularização

dimensional está exposto na seguinte expressão

ΣT =

(
N + 2

6

)[
λ(µ

2eγ

4π
)3/2−d/2

2

Γ(1/2− d/2)

(4π)d/2Γ(1/2)

1

m(1−d)
+ 2λT 2h(y)

]
. (32)

O termo h(y) encontra-se logo a seguir com a sua série para y � 1, que pode ser encontrada

com mais detalhes no apêndice em (KAPUSTA; LANDSHOFF, 1989)

h(y) =
1

4π2

∫
x2dx

(x2 + y2)(e
√
x2+y2 − 1)

=
1

24
− 1

8π
y− 1

16π2
y2

[
ln
( y

4π

)
+ γE −

1

2

]
+O(y3).

(33)
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Resolvendo a primeira parte da equação (32) quando se faz ε→ 0, tem-se

ΣT = 2

(
N + 2

6

)[
λm2

32π2

(
−1

ε
+ ln

m2

µ2
− 1

)
+ 2λT 2h(y)

]
, (34)

onde γE é a constante de Euler-Mascheroni.

O termo divergente é dado por

Σdiver = −2

(
N + 2

6

)
λm2

32π2

1

ε
, (35)

que pode ser subtráıdo através da introdução de contra-termos apropriados na densidade

de Lagrangiana, ou seja, redefinimos L tal que

LR = L+ LCT , (36)

onde LCT é a densidade de Lagrangiana de contra-termos dada por

LCT = A1

2
(∂µφ)2 − Bm

2

2
φ2 − C λ

4!
φ4 +D, (37)

tal que podemos escrever

Σdiver = Bm2 → B =

(
N + 2

6

)
λ

16π2ε
, (38)

os termos restantes A, C e D subtraem correções divergentes para a autoenergia em ordem

superior a λ, para as constantes de acoplamento e para a energia de vácuo, respectiva-

mente.

O termo de autoenergia renormalizado calculado a partir de LR é então

ΣT = 2

(
N + 2

6

)[
λm2

32π2

(
ln
m2

µ2
− 1

)
+ 2λT 2h(y)

]
. (39)

Se considerar a aproximação de altas temperaturas, m/T � 1, a expressão acima

pode ser aproximada só por sua contribuição na temperatura em ordem mais relevante,

ou seja,

ΣT '
(
N + 2

6

)
λT 2

12
. (40)
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Desta forma a massa térmica renormalizada M2
ef,R(T ) é dada pela seguinte ex-

pressão

M2
ef,R(T ) ' m2 +

(
N + 2

6

)
λT 2

12
. (41)

Dessa equação podemos retirar a temperatura cŕıtica que seria a responsável pela

transição de fase nesse modelo, dado que o sinal de M2
ef,R(T ) determina se estamos numa

fase simétrica, M2
ef,R(T ) > 0, ou quebrada, M2

ef,R(T ) < 0, o comportamento de (41) vai

nos informar sobre a fase do sistema. Façamos M2
ef,R(T ) = 0, temos

Tc =

√
− 72m2

(N + 2)λ
, (42)

como obrigatoriamente λ é positivo, então para que tenhamos um resultado com uma

temperatura real, temos que estipular um valor negativo para m2. Isso é comum, dizemos

que quando m2 está com o valor negativo desde o ińıcio significa que o sistema já está

partindo de uma simetria quebrada. O aumento da temperatura faz com que a simétria

volte a ser restaurada, neste caso quando T ≥ Tc. Caso m2 seja positivo o sistema sempre

se mantém na fase simetrica, nesse caso não há transição de fase.

2.2 Modelo O(Nφ)×O(Nχ) sem dimensão finita

Nesta seção vamos trabalhar com o modelo O(Nφ) × O(Nχ). Esse foi o modelo

teórico analisado por Weinberg (WEINBERG, 1974) no estudo da possibilidade de ISB e

SNR. A densidade de Lagrangiana nesse caso é dada por

L =
1

2
(∂µφ)2 − 1

2
m2
φφ

2 − λφ
4!
φ4

+
1

2
(∂µχ)2 − 1

2
m2
χχ

2 − λχ
4!
χ4 − λ

4
φ2χ2 , (43)

esse modelo é composto por dois campos escalares φ e χ, com Nφ e Nχ componentes,

respectivamente. O interessante desse modelo é que os campos podem ter uma interação

que é mediada pelo termo λ
4
φ2χ2 e respeitando a simetria O(Nφ) × O(Nχ). Embora λφ

e λχ estejam restritos a valores positivos para o potencial ser limitado, o mesmo não se

pode dizer de λ que pode assumir valores negativos que justificariam uma interação do

tipo atrativa entre os campos.
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As condições que os acoplamentos λφ, λχ e λ devem satisfazer estão relacionados

com o potencial ser inferiormente limitado. Isso está intrinsecamente ligado com o fato da

teoria ser estável. A relação entre os acoplamentos pode ser encontrada em (WEINBERG,

1974) e é dada por

λφλχ > 9λ2, λφ > 0, λχ > 0. (44)

A obtenção da correção térmica para as massas é feita da mesma forma que a

explicada na seção 3.2. Para o caso de um único campo φ agora obtemos

M2
φ = m2

φ + ΣT,φ, (45)

e para o campo χ

M2
χ = m2

χ + ΣT,χ. (46)

Os termos de correção ΣT,φ e ΣT,χ são analógos ao que calculamos anteriomente,

porém com a adição que corresponde a λ, de interação entre os campos. Para o campo φ

temos explicitamente que

ΣT,φ =
(Nφ + 6)

2
λ

∫
d4p

(2π)4

1

p2 +m2
φ

+
Nχλ

2

∫
d4p

(2π)4

1

p2 +m2
φ

, (47)

e para o campo χ, temos que

ΣT,χ =
(Nχ + 6)

2
λ

∫
d4p

(2π)4

1

p2 +m2
χ

+
Nφλ

2

∫
d4p

(2π)4

1

p2 +m2
χ

. (48)

Substituindo pelos resultados já conhecidos feitos na seção 3.1, as equações (45) e

(46) para a massa efetiva renormalizada, tornam-se

M2
i (T ) ' m2

i +
T 2

12

[
λi

1

2

(
Ni + 2

3

)
+ λ

Nj

2

]
, onde i, j = φ, χ , (49)

e consideramos mais uma vez a aproximação de alatas temperaturas, m/T � 1.

Seguindo o mesmo procedimento da seção anterior, podemos achar a temperatura

cŕıtica fazendo M2
i (T ) = 0, assim temos
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Tc,i =

√
− 12m2

i

λi
1
2

(
Ni+2

3

)
+ λ

Nj
2

. (50)

A partir da equação acima podemos perceber alguns exemplos de transições de

fase que podem acontecer.

Fazendo m2
i > 0, para que haja uma temperatura cŕıtica o denominador da equação

(50) tem que ser negativo. Uma vez que λi > 0, portanto a única possibilidade se encontra

no valor de λ satisfazer

|λ| > λi
Nj

(
Ni + 2

3

)
. (51)

Dependendo da escolha de i, j na equação (51) teremos uma transição de fase em

uma das direções φ ou χ. Ter ambas as massas positivas implica que sáımos de uma fase

simétrica, entretanto com o aumento da temperatura é posśıvel encontrar uma tempera-

tura cŕıtica no qual a fase simétrica se torna quebrada em uma direção, caracterizando

uma ISB.

Fazendo m2
i < 0 e λ < 0 dependendo dos valores para os acoplamentos haverá uma

quebra de simetria na direção de φ, isto é, a massa φ deixará de ser negativa e passará a ser

positiva, enquanto que na outra direção χ a massa será sempre negativa independente do

aumento de temperatura, configurando uma SNR. Esse fenômeno pode ocorrer, uma vez

que na equação (50) dada uma escolha particular para os acoplamentos, tanto numerador

quanto denominador podem ser negativos.

Dependendo dos valores escolhidos para os acoplamentos, também é posśıvel encon-

trar essas e outras transições de fase. Outro exemplo, fazemos m2
φ < 0 enquanto m2

χ > 0

em altas temperatura pode induzir a seguinte quebra O(Nφ) × O(Nχ) → O(Nφ − 1) ×
O(Nχ). No caso contrário m2

φ > 0 enquanto m2
χ < 0 induzirá a quebra O(Nφ)×O(Nχ)→

O(Nφ)×O(Nχ − 1)

Outro caso posśıvel é m2
i < 0 e λ > 0, só tem restauração de simetria usual nas

duas direções em T = Tc,φ e Tc,χ.

2.3 Modelo O(Nφ)×O(Nχ) com dimensão finita

Nesta seção nós queremos estender a analise feita anteriormente, agora conside-

rando a compactificação de uma das dimensões espaciais. Em outras palavras, queremos

discutir a ISB/SNR quando há a presença de dimensões finitas. Também vamos considerar

dois tipos de condições de contorno, PBC e DBC.
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2.3.1 Condições de Contorno Periódicas

Considerando as equações (45), (46), (47) e (48) podemos escrever a massa efetiva

de uma forma mais compacta,

M2
i (T ) = m2

i +
λi
2

(
Ni + 2

3

)∫
dDp

(2π)D
1

p2 +m2
i

+
λ

2
Nj

∫
dDp

(2π)D
1

p2 +m2
j

, (52)

onde i, j = φ, χ.

Trabalhando com PBC, para cada compactificação de dimensão, com comprimento

finito Li, nós podemos escrever a integral de momento como as equações (24) e (25). Para

dc < D compactificações, a integral de momento da equação (52) se torna

I
(α)
D−dc =

1

L1 · · ·Ldc

∑
n1,...,ndc

∫
dD−dcp

(2π)D−dc
1(

ω2
n1

+ · · ·+ ω2
ndc

+ p2
D−dc +m2

i

)α , (53)

onde p2
D−dc é o momento Euclidiano em (D − dc)-dimensões.

A integral de momento da equação (53) pode ser calculada na regularização di-

mensional. Trabalhando com a dimensão δ ≡ D − dc, com D = 4 − 2ε no esquema-MS,

obtemos como resultado a equação a seguir

I
(α)
D−dc =

1

L1 · · ·Ldc

(
µ2eγ

4π

)ε
Γ(ν)

(4π)(D−dc)/2Γ(α)

∑
n1,...,ndc

(
ω2
n1

+ · · ·+ ω2
ndc

+m2
i

)−ν
, (54)

onde ν = α− (D − dc)/2.

A soma do lado direito da equação acima pode ser identificada como a função zeta

de Epstein-Hurwitz (ELIZALDE, 2012) e pode ser expressa como

Gc2

dc(ν; a1, . . . , adc) =
∞∑

n1,...,ndc=−∞

(
c2 + a2

1n
2
1 + . . .+ a2

dcn
2
dc

)−ν
, (55)

onde c = mi, aj = 2π/Lj, j = 1, . . . dc and ν = α− δ/2.

Seguindo as referências (MALBOUISSON; MALBOUISSON; SANTANA, 2002), nós po-

demos também expressar a equação (55) da seguinte forma
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Gc2

dc
(ν; a1, . . . , adc) =

πdc/2

2ν−dc/2−1Γ(ν)
√
a2

1 . . . a
2
dc

[
2ν−dc/2−1Γ(ν − dc/2)cdc−2ν

+
2

(2π)dc/2−ν

dc∑
i=1

+∞∑
ni=1

(
cai
ni

)dc/2−ν
Kν−dc/2

(
2πcni
ai

)

+
2dc

(2π)dc/2−ν

∞∑
n1,...,ndc=1

 c√
n2

1

a2
1

+ . . .
n2
dc

a2
dc


dc/2−ν

Kν−dc/2

(
2πc

√
n2

1

a2
1

+ . . .
n2
dc

a2
dc

) .
(56)

onde Kα(x) é a função de Bessel modificada de segunda ordem.

Como estamos trabalhando com temperaturas no formalismo do tempo imaginário

uma dessas compactificações está associada com as frequências discretas de Matsubara

para bósons, isto é, ωn1 = 2π/L1 e L1 ≡ 1/T . Outra dessas compactificações está rela-

cionada com a compactificação de uma dimensão de comprimento L. Isso significa que

a nossa expressão acima está com dc = 2 que são as dimensões compactificadas, ou seja,

uma dimensão temporal e a outra espacial compactificadas. A equação (54) usando as

equações (55) e (56), com D = 4− 2ε e α = 1, torna-se

I
(1)
2 (mi, T, L) =

(
µ2eγ

4π

)ε
Γ(−1 + ε)(m2

i )
1−ε

(4π)2−ε

+
miT

2π2

+∞∑
n1=1

1

n1

K1

(mi

T
n1

)
+

mi

2π2L

+∞∑
n1=1

1

n1

K1 (miLn1)

+
Mi

π2

+∞∑
n1=1

+∞∑
n2=1

1√
n2

1

T 2 + n2
2L

2

K1

(
Mi

√
n2

1

T 2
+ n2

2L
2

)
. (57)

O primeiro termo na equação (57) corresponde a contribuição do vácuo a 1-laço

para a autoenergia do campo associado,

I
(1)
2,vacuum(mi) =

(
µ2eγ

4π

)ε
Γ(−1 + ε)(m2

i )
1−ε

(4π)2−ε

= − m2
i

16π2ε
+

m2
i

16π2

[
ln

(
m2
i

µ2

)
− 1

]
. (58)

Note que o primeiro termo, que é divergente, pode ser cancelado adicionando na densi-

dade de Lagrangiana (43) contra-termos apropriados de renormalização, isto é, dada a
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densidade de Lagrangiana renormalizada LR = L+ LCT , onde LCT é dado pela seguinte

expressão

LCT = Aφ
1

2
(∂µφ)2 +Aχ

1

2
(∂µχ)2 − Bφ

m2
φ

2
φ2 − Bχ

m2
χ

2
χ2

− Cφ
λφ
4!
φ4 − Cχ

λχ
4!
χ4 −D λ

4!
φ2χ2, (59)

redefinindo a massa do campo como m2
φ → m2

φ + δm2
φ e m2

χ → m2
χ + δm2

χ, onde os

contra-termos das massa são, respectivamente, dados por

Bφ =
1

32π2ε

(
λφ
Nφ + 2

3
m2
φ + λNχm

2
χ

)
, (60)

and

Bχ =
1

32π2ε

(
λχ
Nχ + 2

3
m2
χ + λNφm

2
φ

)
. (61)

Desta forma a massa efetiva renormalizada à 1-laço para o campo φ e χ, respecti-

vamente, são

M2
i,ef,R(T, L) = m2

i +
λi
2

(
Ni + 2

3

)
I

(1)
2,R(Mi, T, L) +

λ

2
NjI

(1)
2,R(Mj, T, L), (62)

onde

I
(1)
2,R(mi, T, L) =

m2
i

16π2

[
ln

(
m2
i

µ2

)
− 1

]
+

miT

2π2

+∞∑
n1=1

1

n1

K1

(mi

T
n1

)
+

mi

2π2L

+∞∑
n1=1

1

n1

K1 (miLn1)

+
mi

π2

+∞∑
n1=1

+∞∑
n2=1

1√
n2

1

T 2 + n2
2L

2

K1

(
mi

√
n2

1

T 2
+ n2

2L
2

)
. (63)

2.3.2 Condições de Contorno de Dirichlet

No caso DBC a equação [53] acompanha uma modificação que que envolve a

distância entre as duas extremidades z, como mostram as seguintes referências (FOSCO;

SVAITER, 2001), (CAICEDO; SVAITER, 2004) e (SVAITER, 2004). Assim a integral torna-se

I(α)
D−dc(mi, T, L, z) =

1

βL

∞∑
n=−∞

∞∑
n′=1

sin2

(
n′πz

L

)∫
d2p

(2π)2

1

[(n
′π
L

)2 + (2nπ
β

)2 + ~p2 +m2
i ]
α
,
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(64)

onde o termo seno quebra a invariância translacional do modelo. Nesses casos é necessário

introduzir na densidade de Lagrangiana contratermos de superf́ıcie. A expressão depen-

dente de z possui singularidades em z = 0 e z = L, ou seja, nas fronteiras, que devem ser

removidas adequadamente pelos contratermos de superf́ıcie na densidade de Lagrangiana.

LCT = Aφ
1

2
(∂µφ)2 +Aχ

1

2
(∂µχ)2 − Bφ

m2
φ

2
φ2 − Bχ

m2
χ

2
χ2

− Cφ
λφ
4!
φ4 − Cχ

λχ
4!
χ4 −D λ

4!
φ2χ2

+ c1(η)φ2(~r, 0) + c2(η)φ2(~r, L) + c3(η)φ4(~r, 0) + c4(η)φ4(~r, L)

+ c5(η)χ2(~r, 0) + c6(η)χ2(~r, L) + c7(η)χ4(~r, 0) + c8(η)χ4(~r, L)

+ c9(η)φ2(~r, 0)χ2(~r, 0) + c10(η)φ2(~r, L)χ2(~r, L), (65)

onde Aφ, Aχ, Bφ, Bχ, Cφ, Cχ e D são os contratermos usuais (DIAZ; SVAITER, 2016) (FORD;

SVAITER, 1995) e ci para i = 1, ..., 10 são os contratermos de surperf́ıcies adicionais devido

as divergências em z (SVAITER, 2004).

Podemos calcular as contribuições não dependentes de z uma vez que os termos

singulares serão removidos, além de podemos separar essa variável (SVAITER, 2004)

I(α)
D−dc(mi, T, L, z) = I

(α)
D−dc(mi, T, L) + I

(α)
D−dc(mi, T, L, z), (66)

Desta forma retomamos a resolução da equação [53] para o caso DBC. Vamos

repetir o procedimento da seção 3.3.1. Nós temos a equação (55) que se modifica para

Gc2

DBC(ν; aT , aL) =
∑
n∈Z

∑
l1∈N>0

(
c2 + a2

Tn
2 + a2

Ll
2
1

)−ν
, (67)

onde aT = 2πT , aL = π/L e ν = α− (D − 2)/2, com D = 4− 2ε.

Note que a equação (67) pode ser reescrita como

Gc2

DBC(ν; aT , aL) = −1

2

∑
n∈Z

(
c2 + a2

Tn
2
)−ν

+
1

2

∑
n∈Z

∑
l1∈Z

(
c2 + a2

Tn
2 + a2

Ll
2
1

)−ν
, (68)

o último termo desta equação tem a mesma forma da equação (55), enquanto que para o

primeiro termo podemos fazer uma continuação anaĺıtica com o método da função zeta,
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tal que usando o resultado (ELIZALDE, 2012)

∑
n∈Z

(
c2 + a2

Tn
2
)−ν

=

√
π

aT

Γ(ν − 1/2)

Γ(ν)
c1−2ν

+
4πν

Γ(ν)
a
−1/2−ν
T c1/2−ν

∞∑
n=1

nν−1/2Kν−1/2(2πnc/aT ). (69)

Consequentemente, na equação (62), a função I
(1)
2,R, no caso de DBC, é modificada para

I
(1),DBC
2,R (mi, T, L) =

m2
i

16π2

[
ln

(
m2
i

µ2

)
− 1

]
+

mi

8πL
+

T

4πL
ln
(
1− e−mi)/T

)
+

miT

2π2

+∞∑
n=1

1

n
K1

(mi

T
n
)

+
mi

4π2L

+∞∑
l1=1

1

l1
K1 (2miLl1)

+
mi

π2

+∞∑
n=1

+∞∑
l1=1

1√
n2

T 2 + 4l21L
2

K1

(
mi

√
n2

T 2
+ 4l21L

2

)
. (70)

Podemos trabalhar com a aproximação de pequenas massas comparadas com T e

1/L, isto é, mi/T � 1 e miL � 1. Neste caso, nós podemos diretamente expandir, por

exemplo, a equação (68)

∑
n∈Z

∑
l1∈N>0

(
m2
i + a2

Tn
2 + a2

Ll
2
1

)−ν ≡
∑
n∈Z

∑
l1∈N>0

L2ν
[
(miL)2 + (2πTL)2n2 + π2l21

]−ν
miL�1−→

∑
n∈Z

∑
l1∈N>0

L2ν
[
(2πTL)2n2 + π2l21

]−ν
−ν (miL)2L2ν

[
(2πTL)2n2 + π2l21

]−1−ν

+ O(m4
iL

4). (71)

Usando a identidade,∑
n∈Z

∑
l1∈N>0

[
(2πTL)2n2 + π2l21

]−β
=
∑
l1∈N>0

(
π2l21

)−β
+ 2

∑
n∈N>0

∑
l1∈N>0

[
(2πTL)2n2 + π2l21

]−β
,

(72)

onde o primeiro termo é dado pela função zeta de Epstein usual

ζ(s) =
∑
n≥1

n−s =⇒
∑
l1≥1

(
π2l21

)−β
= π−2βζ(2β) (73)

O segundo termo em (72) representa uma função zeta Epstein em duas dimensões
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(ELIZALDE; ROMEO, 1989)

∞∑
n1,n2=1

(
a1n

2
1 + a2n

2
2

)−s
= −a

−s
2

2
ζ(2s) +

a−s2

2

(
πa2

a1

)1/2
Γ(s− 1/2)

Γ(s)
ζ(2s− 1)

+
2πs

Γ(s)
a
−s/2−1/4
1 a

−s/2+1/4
2

∞∑
n1,n2=1

n
s−1/2
1 n

−s+1/2
2 Ks−1/2

(
2π

√
a2

a1

n1n2

)
(74)

Na equação acima, nós podemos escolher a1 e a2 podendo ser (2πTL)2 ou π2.

Escolhendo, por exemplo, a1 = π2 e a2 = (2πTL)2, nós temos para o último termo em

(72) a expressão (onde o expoente s pode ser também ν ≡ α − (D − 2)/2 ou 1 + ν ≡
1 + α− (D − 2)/2, a partir da equação (71)),

2π−s

Γ(s)
(2TL)−s+1/2

∞∑
n,l1=1

(
l1
n

)s−1/2

Ks−1/2 (4πTLnl1) , (75)

ou, fazendo a escolha de a1 = (2πTL)2 e a2 = π2, nós temos que

2π−s

Γ(s)
(2TL)−s−1/2

∞∑
n,l1=1

(
l1
n

)−s+1/2

Ks−1/2

( π

TL
nl1

)
. (76)

Obviamente as duas escolhas são completamente equivalentes, entretanto, no caso onde

TL > 1/2, a primeira expressão tem uma melhor convergência que a segunda. En-

quanto que para TL < 1/2 nós temos o oposto, a segunda expressão exibe uma melhor

convergência. Dado isso, na prática, em todos os nossos resultados numéricos, nós tra-

balhamos com uma versão interpolada dessas expressões, favorecendo um caso ou outro

dependendo dos valores de TL. Esta estrategia é similar ao que foi usado na referência

(MOGLIACCI; KOLBé; HOROWITZ, 2020).

Usando as expressões acima, nós obtemos uma expressão para massas pequenas da

equação (70), para o caso de TL ≥ 1/2, dado por

I
(1),DBC
2,R (mi, T, L) ' − T

4πL
ln(2LT )− T

2πL
ln [η(2iTL)]

+
m2
i

8π2

{
ln

(
T

µ

)
+

π

12TL
+ 2 ln [η(2iTL)]

}
, (77)

enquanto que para TL < 1/2, nós temos que

I
(1),DBC
2,R (mi, T, L) ' − T

2πL
ln (η[i/(2TL)])

+
m2
i

8π2

{
ln

(
1

µL

)
+

π

12TL
+ 2 ln (η[i/(2TL)])

}
, (78)
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onde nas expressões acima η(x) é a função eta de Dedekind, definida como (OGG, 1969)

η(x) = eiπx/12

∞∏
n=1

(
1− e2πinx

)
. (79)

A massa efetiva renormalizada fica da seguinte forma

M2,DBC
i,ef,R (T, L) = m2

i +
λi
2

(
Ni + 2

3

)
I

(1),DBC
2,R (mi, T, L) +

λ

2
NjI

(1),DBC
2,R (mj, T, L), (80)

onde a função I
(1)
2,R é dada pela equação (70), ou uma de suas aproximações (77) ou (78).
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3 EFEITOS TÉRMICOS PARA OS ACOPLAMENTOS

Neste caṕıtulo vamos estudar como os efeitos térmicos se manifestam quando cal-

culamos as correções para os acoplamentos dos campos.

Os efeitos térmicos nos três acoplamentos, derivam-se da função de Green de 4-

pontos, similar a equação (5) para n = 4, tomando somente as contribuições relevantes

para as interações. Sabe-se, através da teoria de perturbação, que a expressão para a

função de Green de 4-pontos, é uma série de potências em λ. Se fizermos a aproximação

de λ� 1 podemos considerar termos até segunda ordem em λ que serão necessários para

as correções nos acoplamentos.

O procedimento é similar ao encontrado na referência (PINTO; RAMOS; PARREIRA,

2005). A contribuição a 1-laço para os acoplamentos efetivos podem ser expressos analo-

gamente a equação (52), e são explicitamente da seguinte forma

λ̄φ = λφ −
(Nφ + 8)λ2

φ

6

∫
dDp

(2π)D
1(

p2 +m2
φ

)2 −
3Nχλ

2

2

∫
dDp

(2π)D
1(

p2 +m2
χ

)2 , (81)

λ̄χ = λχ −
(Nχ + 8)λ2

χ

6

∫
dDp

(2π)D
1(

p2 +m2
χ

)2 −
3Nφλ

2

2

∫
dDp

(2π)D
1(

p2 +m2
φ

)2 , (82)

λ̄ = λ− 2λ2

∫
dDp

(2π)D
1(

p2 +m2
φ

) (
p2 +m2

χ

) − (Nφ + 2)λλφ
6

∫
dDp

(2π)D
1(

p2 +m2
φ

)2

− (Nχ + 2)λλχ
6

∫
dDp

(2π)D
1(

p2 +m2
χ

)2 . (83)

Em termos dos diagramas de Feynman as contribuições para λφ, λχ e λ estão

ilustradas nas Figuras 1, 2 e 3, respectivamente.

3.1 Modelo O(Nφ)×O(Nχ) sem dimensão finita

Nesta seção vamos resolver as integrais de forma análoga ao que foi realizado nas

seções 3.1 e 3.2. Observe que a primeira integral da equação (83), cuja expressão é

I = λ2

∫
dDp

(2π)D
1(

p2 +m2
φ

) (
p2 +m2

χ

) , (84)

se diferencia das demais pelo seu denominador, vamos usar uma parametrização de Feyn-

mann (WEINBERG, 1995) (KANNIKE, 2007) para torná-la igual as outras. A parame-

trização de Feynmann pode ser explicitamente escrita da seguinte forma
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Figura 1 - Representação diagramática para λφ à 1-laço

Legenda: A linha sólida é para o propagador de φ. A linha traceja é para o propagador de χ.

Fonte: PINTO; RUDNEI; PARREIRA; 2005, f. 123519-4.

Figura 2 - Representação diagramática para λχ à 1-laço

Legenda: A linha sólida é para o propagador de φ. A linha traceja é para o propagador de χ.

Fonte: PINTO; RUDNEI; PARREIRA; 2005, f. 123519-4.
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Figura 3 - Representação diagramática para o termo inter-acoplamento λ à 1-laço

Legenda: Onde temos os processos: (a) φχ→ φχ, (b) φφ→ χχ e (c) χχ→ φφ.

Fonte: PINTO; RUDNEI; PARREIRA; 2005, f. 123519-4.
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1

AB
=

∫ 1

0

dα

[Aα +B(1− α)]2
, (85)

substituindo pelos devidos denominadores que serão utilizados

1

p2 +m2
φ

1

p2 +m2
χ

=

∫ 1

0

dα

[p2 +m2
χα(m2

φ −m2
χ)]2

=

∫ 1

0

dα

[p2 + Ω2]2
, (86)

onde Ω2 = m2
χ + α(m2

φ −m2
χ). Portanto a integral em (84) torna-se simplesmente

I = λ2

∫ 1

0

dα

∫
dDp

(2π)D
1

[p2 + Ω2]2
, (87)

esta integral é mais geral, uma vez resolvida, inclui também os resultados das outras

integrais nas equações (81), (82) e (83). Partindo para sua resolução, façamos para

temperaturas finitas no formalismo do tempo imaginário

I = λ2

∫ 1

0

dα
1

β

∑
n

∫
d3l

(2π)3

1

(ω2
n + E2

Ω)
2 , (88)

onde E2
Ω = l2 + Ω2. Podemos escrever o denominador como uma derivada, e realizando a

soma sobre as frequências de Matsubara, obtemos

I =

[
−λ

2

4

∫ 1

0

dα

∫
d3p

(2π)3

1

EΩ

d

dEΩ

(
1

EΩ

)
− λ2

2

∫ 1

0

dα

∫
d3p

(2π)3

1

EΩ

d

dEΩ

(
1

EΩ

1

eβEΩ − 1

)]
,

(89)

a primeira integral é independente da temperatura, vamos usar o mesmo método de

regularização dimensional, mas agora redefinindo o acoplamento em vez da massa como

feito na seção 3.1 (com d = 3 − 2ε, λ → λ′(µ
2eγ

4π
)3/2−d/2 no esquema MS). Na segunda

integral vamos fazer as substituições de variáveis p2/T 2 ≡ x2 e Ω2/T 2 ≡ y2. A equação

(89) com as modificações proposta, fica assim

I = −

[
λ2(µ

2eγ

4π
)3/2−d/2

4

∫ 1

0

dα
Γ(3

2
− d

2
)

Γ(3
2
)(Ω2)3/2−d/2 +

λ2

2

∫ 1

0

dα
1

y

d

dy
h(y)

]
, (90)
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onde h(y) é a mesma expressão da equação (33). Substituindo os valores de d e organi-

zando os termos na equação acima, temos

I = −
[
λ2

2
√
π

∫ 1

0

dα
Γ(ε)

(4π)3/2

(µ
Ω

)ε
+
λ2

2

∫ 1

0

dα
1

y

d

dy
h(y)

]
. (91)

Fazendo uma expansão das funções que contém ε, em torno de ε → 0 e desconsi-

derando termos de ordem O(ε) e superiores. Além também de substituir a função h(y)

por sua série até termos de ordem y2, tem-se

I = −
[
λ2

16π2

∫ 1

0

dα

[
1

ε
+ ln

(µ
Ω

)]
+

λ2

8π2

∫ 1

0

dα

[
−Tπ

Ω
− ln

(
Ω

T

)
+O(Ω/T )

]]
. (92)

O termo 1/ε será removido via renormalização. Usando a aproximação de pequenas

massas, T � Ω, os termos que contém essas expressões podem ser desconsiderados nessa

aproximação.

I ' − λ2

8π2

{
ln

(
T

µ

)
−
∫ 1

0

dα
Tπ

m2
χ + α(m2

φ −m2
χ)

}
(93)

' − λ2

8π2

{
ln

(
T

µ

)
− 2πT

mφ +mχ

}
, (94)

portanto, temos finalmente que o resultado pode ser escrito da seguinte forma só consi-

derando os termos dependetes da temperatura

I ' − λ2

8π2

[
ln

(
T

µ

)
+

2πT

mφ +mχ

]
. (95)

Fazendo mφ = mχ, obtemos

Ii ' −
λ2

8π2

[
ln

(
T

µ

)
+
πT

mi

]
, (96)

onde i = φ, χ

Substituindo esse resultado nas equações (81), (82) e (83), podemos escrever os

acoplamentos efetivos renormalizados em termos da temperatura.
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λ̄i,ef,R(T ) = λi +
(Ni + 8)

6

λ2
i

8π2

[
ln

(
T

µ

)
− πT

mi

]
+

3Nj

2

λ2

8π2

[
ln

(
T

µ

)
− πT

mj

]
, (97)

λ̄ef,R(T ) = λ+
(Nφ + 2)λφ

6

λ

8π2

[
ln

(
T

µ

)
− πT

mφ

]
+

(Nχ + 2)λχ
6

λ

8π2

[
ln

(
T

µ

)
− πT

mχ

]
+ 2λ

λ

8π2

[
ln

(
T

µ

)
− 2πT

mφ +mχ

]
, (98)

onde i, j = φ, χ.

Em termos de acoplamentos efetivos, temos que a condição de estabilidade do

potencial, λφλχ > 9λ2, pode então ser expressada em termos de uma razão (PINTO;

RAMOS; PARREIRA, 2005).

RT =
λ̄φ,ef,R(T )λ̄χ,ef,R(T )[

3λ̄(T )
]2 , (99)

observe que essa relação deve ser sempre maior que 1.

3.2 Modelo O(Nφ)×O(Nχ) com dimensão finita

3.2.1 Condições de contorno periódicas

Para dc < D compactificações, a integral de momento das equações (81), (82) e

(83) podem ser todas reexpressas em termos da generalização da equação (53), com α = 2,

I
(2)
D−dc =

1

L1 · · ·Ldc

∑
n1,...,ndc

∫
dD−dcp

(2π)D−dc
1(

ω2
n1

+ · · ·+ ω2
ndc

+ p2
D−dc +m2

i

)2 , (100)

e ao solucionar a integral de momento em (100) na regularização dimensional como na

equação (53), nós obtemos o seguinte resultado

I
(2)
D−dc =

1

L1 · · ·Ldc

(
µ2eγ

4π

)ε
Γ(2− δ/2)

(4π)δ/2

∑
n1,...,ndc

(
ω2
n1

+ · · ·+ ω2
ndc

+m2
i

)δ/2−2

, (101)

e a soma no lado direito da equação acima pode novamente ser identificada como a função

zeta de Epstein-Hurwitz como nas equações (55) e (56), fazendo a identificação agora que

ν = 2 − δ/2. Assim, com as mesmas duas compactificações identificadas anteriormente,

com L1 ≡ 1/T e L2 ≡ L, nós obtemos
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I
(2)
2 (mi, T, L) =

(
µ2eγ

4π

)ε
Γ(ε)(m2

i )
−ε

(4π)2−ε

+
1

4π2

+∞∑
n1=1

K0

(mi

T
n1

)
+

1

4π2

+∞∑
n1=1

K0 (miLn1)

+
1

2π2

+∞∑
n1=1

+∞∑
n2=1

K0

(
mi

√
n2

1

T 2
+ n2

2L
2

)
. (102)

Na equação (83) temos aquela integral que difere das demais, que pode ser expressa como

(quando mφ 6= mχ)

∫
dDp

(2π)D
1(

p2 +m2
φ

) (
p2 +m2

χ

) =
1

m2
χ −m2

φ

∫
dDp

(2π)D

(
1

p2 +m2
φ

− 1

p2 +m2
χ

)
=

1

m2
χ −m2

φ

[
I

(1)
2 (mφ, T, L)− I(1)

2 (mχ, T, L)
]
, (103)

quando mφ = mχ, recuperamos o resultado da equação (102).

O primeiro termo na equação (102) corresponde a contribuição a 1-laço do vácuo

para os acoplamentos, cujo resultado é divergente. Dessa forma devemos renormalizá-la

apropriadamente, separando em termos divergente e convergentes.

I
(2)
2,vacuum(mi) =

(
µ2eγ

4π

)ε
Γ(ε)(m2

i )
−ε

(4π)2−ε

=
1

16π2ε
− 1

16π2
ln

(
m2
i

µ2

)
. (104)

Mais uma vez, devemos retirar os termos divergentes advindos da contribuição de vácuo

para os acoplamentos, adicionando contra-termos a densidade Lagrangiana (59) que can-

celam adequadamente essas divergências. Os contratermos para as constantes de acopla-

mento, são respectivamente, dados por

Cφ =
1

32π2ε

(
λ2
φ

Nφ + 8

3
+ 3λ2Nχ

)
, (105)

Cχ =
1

32π2ε

(
λ2
χ

Nχ + 8

3
+ 3λ2Nφ

)
, (106)

D =
λ2

8π2ε
+

λ

96π2ε
[λφ(Nφ + 2) + λχ(Nχ + 2)] , (107)

Os termos Cφ e Cχ subtraem correções divergentes para a autoenergia de ordem λ2
φ

e λ2
χ. O termo D substrae correções divergentes para a autoenergia em ordem de λ2. Os
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acoplamentos efetivos renormalizados para PBC, são então

λ̄i,ef,R(T, L) = λi −
(Ni + 8)λ2

i

6
I

(2)
2,R(mi, T, L)− 3Njλ

2

2
I

(2)
2,R(mj, T, L), (108)

λ̄ef,R(T, L) = λ− 2λ2

m2
χ −m2

φ

[
I

(1)
2,R(mφ, T, L)− I(1)

2,R(mχ, T, L)
]

− (Nφ + 2)λλφ
6

I
(2)
2,R(mφ, T, L)− (Nχ + 2)λλχ

6
I

(2)
2,R(mχ, T, L), (109)

onde i, j = φ, χ, também temos que

I
(2)
2,R(mi, T, L) = − 1

16π2
ln

(
m2
i

µ2

)
+

1

4π2

+∞∑
n1=1

K0

(mi

T
n1

)
+

1

4π2

+∞∑
n1=1

K0 (miLn1)

+
1

2π2

+∞∑
n1=1

+∞∑
n2=1

K0

(
mi

√
n2

1

T 2
+ n2

2L
2

)
, (110)

e I
(1)
2,R(mi, T, L) na equação (98) é dado pela equação (63).

3.2.2 Condições de contorno de Dirichlet

As equações para os acoplamentos efetivos tem a mesma forma que as equações

(108) e (109). Deve ser feita uma modificação em I
(2)
2,R(mi, T, L) de modo a satisfazer as

condições de Dirichlet. A função I2
2,R para o caso de Dirichlet é

I
(2),DBC
2,R (mi, T, L) = − 1

16π2
ln

(
m2
i

µ2

)
− 1

16πLmi

− 1

8πLmi

1

emi/T − 1

+
1

4π2

+∞∑
n=1

K0

(mi

T
n
)

+
1

4π2

+∞∑
l1=1

K0 (2miLl1)

+
1

2π2

+∞∑
n=1

+∞∑
l1=1

K0

(
mi

√
n2

T 2
+ 4l21L

2

)
, (111)

a qual é obtida seguindo o mesmo procedimento exposto na seção 3.3.2.

Nós podemos obter a expansão para pequenas massas da equação (111), para o

caso TL ≥ 1/2, e obter
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I
(2),DBC
2,R (mi, T, L) ' 1

8π2

{
ln

(
T

µ

)
− π

12TL
− 2 ln [η(2iTL)]

}
+

1

32π4

m2
i

T 2

{
π3

180LT
− 4π3(LT )3

45
− ζ(3)

2

−
∞∑
n=1

1

n3

e4πLTn (1 + 4πLTn)− 1

(e4πLTn − 1)2

}
, (112)

enquanto que para o caso TL < 1/2, nós temos que

I
(2),DBC
2,R (mi, T, L) ' 1

8π2

{
− ln

(
1

2µL

)
− π

12TL
− 2 ln (η[i/(2TL)])

}
+

1

32π4

m2
i

T 2

{
−2(TL)2ζ(3)

− 4TL
∞∑
n=1

1

n3

eπn/(LT ) (TL+ πn)− TL
(eπn/(TL) − 1)

2

}
, (113)

onde a expressão η(x) aparece novamente, é a função eta de Dedekind, dada pela equação

(79).

Note que na equação (112) e (113) o somatório do último termo converge rapida-

mente, devido aos fatores exponenciais.

Os acoplamentes efetivos renormalizados para DBC, são

λ̄DBCi,ef,R(T, L) = λi −
(Ni + 8)λ2

i

6
I

(2),DBC
2,R (mi, T, L)− 3Njλ

2

2
I

(2),DBC
2,R (mj, T, L), (114)

λ̄DBCef,R (T, L) = λ− 2λ2 1

m2
χ −m2

φ

[
I

(1),DBC
2,R (mφ, T, L)− I(1),DBC

2,R (mχ, T, L)
]

− (Nφ + 2)λλφ
6

I
(2),DBC
2,R (mφ, T, L)− (Nχ + 2)λλχ

6
I

(2),DBC
2,R (mχ, T, L), (115)

3.3 Refinamento do cálculo das autoenergias

As autoenergias foram calculadas no caṕıtulo 3. Percebe-se que as massas efeti-

vas renormalizadas também são funções dos acoplamentos λ’s. Porém, nas seções foram

calculadas as correções aos acoplamentos. Vamos inserir essas correções nas massas e com-

parar com o resultado puramente perturbativo com acoplamentos nus. O que devemos

fazer agora é inserir nas expressões das massas os respectivos acoplamentos corrigidos.

Uma aproximação posśıvel, melhorando as expressões perturbativas obtidas an-

teriormente é inserir nas expressões das massas efetivas renormalizadas os respectivos
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Figura 4 - Correções na aproximação de 1-laço e 2-laços na aproximação de bolha (tadpole) para

a massa em (a) e (b) e correções ao vértice em (c), (d) e (e).

Fonte: O autor, 2021.

acoplamentos corrigidos. Em outras palavras, até agora as correções correspondem a

aproximação de 1-laço, como foram mencionadas nas seções anteriores e que diagramati-

camente são representadas na Figura 4.

O segundo método, que vamos chamar de não-perturbativo, consiste do uso das

soluções do grupo de renormalização a temperatura finita, do inglês ”Finite Temperature

Renormalization Group”(FTRG) para os acoplamentos e massas, que foi primeiramente

investigado por Matsumoto et al (MATSUMOTO; NAKANO; UMEZAWA, 1984). Este for-

malismo considera ”diagramas de bolhas”, onde ressomamos as correções à 1-laço (FU-

NAKUBO; SAKAMOTO, 1987). Diagramaticamente são representadas na Figura 5, o que

é equivalente a resolver as equações de gap para massas e acoplamentos ressomando as

contribuições de ordem 1-laço.

Realizar o cálculo não-perturbativo pelo método de revestimento de bolha (ou

anel) mencionado anteriormente, considerando ambos os efeitos de temperatura e di-

mensão finita autoconsistentes usando tanto a equação de gap para massa quanto para

os acoplamentos, que é a forma usual considerada nos estudos (ROOS, 1996; PINTO; RA-

MOS; PARREIRA, 2005; PINTO; RAMOS, 2006; PHAT et al., 2007). Neste caso, a solução é

equivalente a resolver o sistema de equações acopladas a seguir

M2
φ = m2

φ +
λφ
2

(
Nφ + 2

3

)
I

(1)
2,R(Mφ, T, L) +

λ

2
NχI

(1)
2,R(Mχ, T, L), (116)

M2
χ = m2

χ +
λχ
2

(
Nχ + 2

3

)
I

(1)
2,R(Mχ, T, L) +

λ

2
NφI

(1)
2,R(Mφ, T, L), (117)

λ̄φ = λφ −
(Nφ + 8)λφλ̄φ

6
I

(2)
2,R(Mφ, T, L)− 3Nχλλ̄

2
I

(2)
2,R(Mχ, T, L), (118)
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Figura 5 - Diagrama de bolhas do método FTRG

Legenda: Exemplos de diagramas de bolhas contribuindo para a massa (a) e para o acoplamento

(b).

Fonte: FUNAKUBO; SAKAMOTO, 1987, f. 208.

λ̄χ = λχ −
(Nχ + 8)λχλ̄χ

6
I

(2)
2,R(Mχ, T, L)− 3Nφλλ̄

2
I

(2)
2,R(Mφ, T, L), (119)

λ̄ = λ− 2λλ̄I
(2)
2,R(Mφ,Mχ, T, L)− (Nφ + 2)(λλ̄φ + λ̄λφ)

12
I

(2)
2,R(Mφ, T, L)

− (Nχ + 2)(λλ̄χ + λ̄λχ)

12
I

(2)
2,R(Mχ, T, L). (120)

observe que a massa corrigida agora também se encontra dentro das integrais I
(1)
2,R e I

(2)
2,R.

Infelizmente a teoria de perturbação quebra em altas temperaturas e, em particular

perto de pontos cŕıticos (BELLAC; BARTON et al., 1991) (FUNAKUBO; SAKAMOTO, 1987)

mesmo quando levado em conta a massa térmica explicitamente. Quando não levamos

em conta a massa térmica para valores cada vez maiores de temperatura os acoplamentos

tomarão valores fora da faixa aceitável para uma teoria estável, enquanto que no método

não-perturbativo isso não ocorre, como ilustra a Figura 6, que serve como exemplo. Os

valores numéricos usados nessa figura serão explicados no próximo caṕıtulo.
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Figura 6 - Comparação entre o método perturbativo e não-perturbativo

Não-perturbativo

Perturbativo

0.0000 0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 0.0005

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

T(eV)

λ
ϕ

Legenda: Foi usada a equação (108) e sua versão pela equação de gap como a não-pertubativa. A

linha vermelha toma valores negativos a partir de T = 0.0011eV, que é o momento que

a teoria de perturbação quebra devido a um ponto cŕıtico em L = 1660.1eV−1. Valores

numéricos para criação do gráfico Nφ = 1, Nχ = 1, mφ = 10−4eV, mχ = 10−5eV,

λφ = 8× 10−1, λχ = 7× 10−2, λ = −7.5× 10−2, µ = 0.0026, L = 3000eV−1.

Fonte: O autor, 2021.
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4 RESULTADOS NUMÉRICOS

Estamos principalmente interessados em explorar os parâmetros possivelmente re-

levantes para sistemas em matéria condensada, onde este tipo de sistemas compactados

aparecem com mais frequência, por exemplo, ao estudar filmes finos com uma dada espes-

sura L, muito menor do que a largura dos planos. Esses sistemas podem, por exemplo,

descrever materiais do tipo isolante e condutor (MARINO, 2004). Note que embora a

motivação é a aplicação das expressões obtidas em sistemas de matéria condensada, esta-

mos ainda fazendo uso dessas expressões obtidas no contexto relativ́ıstico. A motivação

aqui seriam materiais que podem ser bem descritos por relações de dispersão relativ́ıstica.

Isso é o caso, por exemplo de sistemas envolvendo excitons magnéticos, ou materiais com

relação de dispersão linear (FERREIRA; CONTINENTINO; MARINO, 2004). Adicionalmente,

trabalhamos com o caso de Nφ = Nχ = 1 por simplicidade também. O estudo com va-

lores de Nφ, Nχ 6= 1 é qualitativamente equivalente com relação a termodinâmica aqui

estudada. Com isso em mente, olhamos para comprimentos de tamanho L da ordem do

miĺımetro e menores. Da mesma forma, exploramos temperaturas no máximo da ordem

da temperatura ambiente e menores, T . 300K, correspondendo a cerca de T . 0.026 eV.

Como nosso modelo com campos escalares acoplados pretende representar uma descrição

eficaz para este tipo de sistemas, também é natural definir a escala de regularização µ

como a escala ultravioleta (UV) efetiva para nosso modelo. Portanto, é natural também

definir µ = 0.026 eV. A partir de agora, todos os nossos resultados numéricos assumirão

esta escala UV efetiva. Quanto aos posśıveis valores para os acoplamentos, permane-

cemos em valores de acoplamentos onde acredita-se que as correções de ordem superior

para nosso esquema de ressoma em bolha permaneça sob controle, ou seja, o diagrama

de bolha de 1-laço e sua ressoma para as massas efetivas e os acoplamentos continuam

sendo a contribuição dominante. Finalmente, dados os valores para a temperatura T e

o comprimento L, os valores para as massas a ńıvel de árvore mφ e mχ são escolhidos

de forma que as correções de bolha ainda sejam grandes o suficiente para levar a uma

posśıvel transições de fase no modelo. Isso é evidente a partir da forma das correções de

1-laço, nas equações (63) e (110) no caso de PBC, ou nas equações (70) e (111) no caso

de DBC, que mostram que os valores para as massas tais que mi/T � 1 e miL � 1, as

correções de bolha dependentes de T e L são efetivamente suprimidas exponencialmente

(isto é uma reminiscência da supressão de Boltzmann em T pequeno e/ou L grande).

Uma vez que a região de interesse para o presente trabalho foi especificada, vamos

aos resultados para as quantidades relevantes.
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4.1 Resultado para o caso de um campo escalar

É útil primeiro analisar o caso de apenas um campo, por exemplo φ. Neste caso,

podemos resolver analiticamente para as funções da massa efetiva e constante de acopla-

mento. Os resultados são:

M2
φ(T, L) = −m2

φ +
λφ
2

Nφ + 2

3
I

(1)
2,R(mφ, T, L), (121)

λφ(T, L) = λφ −
(Nφ + 8)λ2

φ

6
I

(2)
2,R(Mφ,NP , T, L), (122)

M2
φ,NP (T, L) = −m2

φ +
λφ
2

Nφ + 2

3
I

(1)
2,R(Mφ,NP , T, L), (123)

λ̄φ,NP (T, L) = λφ −
(Nφ + 8)λφλ̄φ,NP

6
I

(2)
2,R(Mφ,NP , T, L), (124)

onde NP é não-perturbativo representa o método das ressomas. As integrais I
(1)
2,R e I

(2)
2,R

são para o caso PBC, para o caso de DBC, tornam-se I
(1)
2,R → I

(1),DBC
2,R e I

(2)
2,R → I

(2),DBC
2,R .

Uma vez que a correção de uma bolha I
(1)
2 é positiva definida, a transição de fase só

pode acontecer quando já se começa com uma fase quebrada no vácuo (ou seja, quando

T = 0). Definimos o termo quadrado de massa em ńıvel de árvore no potencial como

negativo.

Na figura 7 mostramos Mφ,NP (T, L) em PBC e DBC, como função da temperatura

para um valor de comprimento L = 2000 eV−1 fixo. Observamos apenas um transição de

fase do tipo restauração de simetria em ambos os casos na temperatura Tc = 0.0037eV

e 0.0069eV para PBC e DBC, respectivamente. O caso 3 + 1 sem compactificação tem

temperatura cŕıtica Tc = 0.0055eV. O caso 2 + 1 sem compactificação tem temperatura

cŕıtica Tc = 0.00077eV, para mais detalhes ver Apêndice B.

Na figura 8 mostramos Mφ(T, L) e Mφ,NP (T, L) em PBC e DBC, como função do

comprimento para um valor de temperatura fixo T = 9× 10−4eV. Conseguimos perceber

que para o caso DBC obtemos dois comprimentos cŕıticos Lc1 = 1013.13eV−1 e Lc2 =

2602.04eV−1, isso significa que temos alguns comportamentos diferentes além dos vistos

na figura 7. Antes de Lc1 o gráfico da massa por temperatura é somente positivo. Entre Lc1

e Lc2 o gráfico da massa por temperatura apresenta um ponto cŕıtico com a temperatura

cŕıtica aumentando. Depois de Lc2 o gráfico de massa por temperatura continua da mesma

forma porém com a diferença que a temperatura cŕıtica vai diminuindo, conforme aumenta

o valor do comprimento. Para Lmuito grande recuperamos o caso do modelo de um campo

escalar. Para o caso PBC obtemos apenas um ponto cŕıtico em Lc = 242.89eV−1. Antes

desse ponto cŕıtico o gráfico de massa por temperatura é somente positivo. Depois de Lc

o gráfico de massa por temperatura apresenta um ponto cŕıtico. Para L muito grande

recuperamos o resultado para o caso de um único campo escalar sem compactificação.



48

Figura 7 - Massa efetiva Mφ(T, L) como função da temperatura e um valor fixado de

comprimento L = 2000 eV−1

Legenda: Os parâmetros considerados são Nφ = 1, |mφ| = 10−4 eV, λφ = 0.8, µ = 0.026 eV e

λ = 0.

Fonte: O autor, 2021.

Veremos com mais detalhes quando estudarmos a seguir o caso de dois campos, pois essas

mesmas caracteŕısticas reaparecem.

Na figura 9 mostramos os acoplamentos λφ(T, L) e λ̄φ,NP (T, L) em PBC e DBC,

como função da temperatura para um valor fixo de comprimento L = 2000 eV−1.

Na figura 10 mostramos os acoplamentos λφ(T, L) e λ̄φ,NP (T, L) em PBC e DBC,

como função do comprimento para um valor fixo de temperatura T = 9× 10−4eV.

Finalmente, na Figura 11, que é válida somente para o caso DBC, nós mostramos o

diagrama de fase para o modelo de um campo escalar, onde é dado o comprimento cŕıtico

em função da temperatura cŕıtica Lc(Tc). As regiões de quebra de simetria, 〈φ〉 6= 0, e

simetria restaurada, 〈φ〉 = 0, são indicadas. Para completar, nós também indicamos a

região de parâmetros tal que a aproximação de pequenas massas Mφ/T,mφL < 1 não é

mais válida.
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Figura 8 - Massa efetiva Mφ(T, L) como função do comprimento e um valor fixado de

comprimento T = 9× 10−4 eV

Legenda: Os parâmetros considerados são Nφ = 1, |mφ| = 10−4 eV, λφ = 0.8, µ = 0.026 eV e

λ = 0.

Fonte: O autor, 2021.
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Figura 9 - Acoplamento efetivo λφ(T, L) como função da temperatura e um valor fixado de

comprimento L = 2000eV−1

Legenda: Os parâmetros considerados são Nφ = 1, |mφ| = 10−4 eV, λφ = 0.8, µ = 0.026 eV e

λ = 0.

Fonte: O autor, 2021.
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Figura 10 - Acoplamento efetivo λφ(T, L) como função do comprimento e um valor fixado de

temperatura T = 9× 10−4 eV

Legenda: Os parâmetros considerados são Nφ = 1, |mφ| = 10−4 eV, λφ = 0.8, µ = 0.026 eV e

λ = 0.

Fonte: O autor, 2021.
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Figura 11 - Diagrama de fase para um campo escalar
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Legenda: Os parâmetros considerados são Nφ = 1, |mφ| = 10−4 eV e λφ = 0.8.

Fonte: O autor, 2021.
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4.2 Resultado para o caso de múltiplos campos escalares

Vamos agora estudar o caso de múltiplos campos escalares, isto é, incluindo os

dois φ e χ com um valor diferente de zero para o acoplamento λ. O caso de interesse é

a situação onde no vácuo tem uma simetria quebrada na direção de φ, m2
φ = −|m2

φ|, e

tem uma simetria restaurada na direção de χ, isto é, um valor positivo para m2
χ, com os

acoplamentos λφ, λχ e λ escolhidos de maneira apropriada para um posśıvel aparecimento

de ISB/SNR na direção de φ.

Nas Figuras 12 e 13 temos a massa efetiva calculada de modo não-perturbativo

em função da temperatura para diferentes tipos de comprimentos no caso PBC e DBC,

respectivamente. A linha pontilhada indica a passagem por um comprimento cŕıtico.

Na Figura 14, tanto o modelo DBC quanto o modelo PBC iniciam com fase

simétrica, uma vez que |m2
φ| < 0, contrariando o modelo estudado na seção 3.2 de re-

ferência, cujo o esperado é iniciar da fase quebrada. Isto mostra os efeitos da temperatura

e comprimento finito na simetria inicial do sistema. Para PBC observa-se que no método

não-perturbativo há a quebra de simetria com o aumento do comprimento em L = 1550.9

eV−1. Para DBC há uma fase reentrante, o modelo contém uma ISB que evolui para

uma restauração de simetria. Há duas transições de fase a primeira em L = 936.08 eV

(para perturbativo L = 929.145 eV) e a segunda em L = 3063.69 eV (para o perturbativo

L = 3176.5 eV).

Nosso resultado para o diagrama de fase no caso DBC, similar ao caso de um

campo, são mostrados nas Figuras 15 e 16, temos explicitamente identificados também

as regiões para o qual o potencial se torna ilimitado, isto é, a condição de contorno

Reff > 1 é explicitamente violada, com Reff dado pela equação (99), com os acoplamentos

substitúıdos por seus efetivos, obtidos da solução do sistema de equações (116) - (120) no

caso da aproximação de pequenas massa em DBC.
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Figura 12 - Massa efetiva M2,PBC
φ (T, L) como função do comprimento T para diferentes valores

de comprimento.

Legenda: Os parâmetros considerados são Nφ = 1, Nχ = 1, |mφ| = 10−4 eV, mχ = 10−5 eV,

λφ = 0.8, λχ = 0.07, λ = −0.075 e µ = 0.026. Os valores de L estão em eV−1.

Fonte: O autor, 2021.

Figura 13 - Massa efetiva M2,PBC
φ (T, L) como função do comprimento T para diferentes valores

de comprimento.

Legenda: Os parâmetros considerados são Nφ = 1, Nχ = 1, |mφ| = 10−4 eV, mχ = 10−5 eV,

λφ = 0.8, λχ = 0.07, λ = −0.075 e µ = 0.026. Os valores de L estão em eV−1.

Fonte: O autor, 2021.



55

Figura 14 - Massa efetiva M2
φ(T, L) como função do comprimento L para um valor de

temperatura fixada, T = 9× 10−4eV.

Legenda: Os parâmetros considerados são Nφ = 1, Nχ = 1, |mφ| = 10−4 eV, mχ = 10−5 eV,

λφ = 0.8, λχ = 0.07, λ = −0.075 e µ = 0.026.

Fonte: O autor, 2021.
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Figura 15 - Diagrama de fases para φ no φ− χ sistema de dois campos escalares para DBC. 2o

gráfico
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Legenda: Os parâmetros considerados são Nφ = 1, Nχ = 1, |mφ| = 4× 10−5 eV, mχ = 4× 10−5

eV, λφ = 0.8, λχ = 0.07 e λ = −0.075.

Fonte: O autor, 2021.
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Figura 16 - Diagrama de fases para χ no χ− φ sistema de dois campos escalares para DBC. 2o

gráfico

Legenda: Os parâmetros considerados são Nφ = 1, Nχ = 1, |mφ| = 4× 10−5 eV, mχ = 4× 10−5

eV, λφ = 0.8, λχ = 0.07 e λ = −0.075.

Fonte: O autor, 2021.



58

CONCLUSÃO

O modelo escalar com simetria Z2×Z2 foi investigado em termos de quebra e res-

tauração de simetria ocorridas com os efeitos da temperatura e comprimento finito. Este

modelo é particularmente importante para sistemas em Matéria Condensada, podendo

representar sistemas como materiais filme (STRONGIN et al., 1970b) (MOROHASHI; HASUO,

1987). Além disso, esse modelo pode representar o setor de Higgs de teorias de grande

unificação, ou em extensões do modelo padrão de f́ısica de part́ıculas com mais de um

campo escalar, sendo relevante para a Cosmologia em suas fases do Universo primordial,

usando sem compactificação espacial, porém modelos de branas podem ser aplicadas onde

efeitos de compactificações são importantes. Fizemos o uso de dois tipos de abordagem

para entender e comparar melhor os fenômenos, a primeira consiste de levar em conta

apenas o método perturbativo à 1-laço e o segundo trata-se do método não-perturbativo

de ressomas autoconsistentes onde consideram-se ”diagramas de bolhas”no grupo de re-

normalização à temperatura finita.

Os efeitos da temperatura e comprimento finito impactaram diretamente no com-

portamento das massas efetivas, isto é, dada uma massa −|mφ|2, no modelo de campos

escalares acoplados (sem compactificação na dimensão) é esperado que o sistema comece

na fase quebrada, entretanto como visto nesse trabalho, o efeito da temperatura e com-

pactificação muda a fase inicial.

Um efeito particularmente interessante foram as fases reentrantes vistas no caso

DBC para massa e acoplamentos dependentes da dimensão compactificada, implicando

duas transições de fase, sendo uma delas ISB, um exemplo de tal comportamento foi

mostrado na Figura 14. Um exemplo desse tipo de fase reentrante ocorre no caso do mo-

delo de campos escalares acoplados não relativ́ısticos (PINTO; RAMOS; PARREIRA, 2005).

Esse efeito de fases reentrantes não foram observadas para o caso PBC. Essa diferença

que existe entre as duas condições de contorno, estão relacionadas com seus respectivos

acoplamentos e suas dependências com a temperatura e comprimento finito.

Um fator em que o modelo usando DBC ganha em relação ao modelo usando PBC

é a facilidade no cálculo dos parâmetros de interesse. Devido ao domı́nio diferente para

os dois métodos como mostrado na seção 2.2.2, em consequência a forma de proceder os

cálculos também são distintas. De modo que para o caso PBC não há como trabalhar com

aproximações, sendo necessário o advento de técnicas matemáticas como Abel-Plana para

computar as somas infinitas e suas convergências numéricas, que ajudaram, em alguns

casos, a diminuir o longo tempo de processamento computacional. No caso DBC fizemos

aproximações para valores de T ×L, como mostrado na seção 3.3.2, que facilitaram muito

os cálculos e o tempo de processamento computacional, além de garantir a convergência

numérica.
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Futuramente, esperamos explorar outras compactificações em mais dimensões es-

paciais. Também pretendemos estudar outras condições de contorno.
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APÊNDICE A – Demonstração do domı́nio e frequência discretas para as condições

de contorno

Seja a equação de Klein-Gordon em uma dimensão espacial no espaço Euclidiano(
∂2

∂τ 2
+

∂2

∂x2
−m2

)
φ(x, τ) = 0. (125)

Podemos fazer separação de variáveis se consideramos uma solução do tipo ψ(x)ξ(τ).

Substituindo na equação acima, temos

ψ
∂2ξ

∂τ 2
+ ξ

∂2ψ

∂x2
−m2ψξ = 0, (126)

dividindo por ψξ, obtemos

1

ξ

∂2ξ

∂τ 2
+

1

ψ

∂2ψ

∂x2
−m2 = 0, (127)

como estas equações são independentes, podemos separar e resolver para cada variável

separadamente

1

ξ

∂2ξ

∂τ 2
= −ω2

n, (128)

1

ψ

∂2ψ

∂x2
= ω2

n +m2 = −k2, (129)

lembrando que estamos no tempo Euclidiano, onde ω2
n = −k2

0 a equação (A.5) fica da

seguinte forma

∂2ψ

∂x2
= −k2ψ (130)

Cujas soluções são

ξ(τ) ∝ eiωnτ , (131)

ψ(x) = Acos(kx) +Bsin(kx). (132)

Aplicando as condições de contorno periódicas ξ(0) = ξ(β) para a equação (131),

obtemos a seguinte expressão

eiωnβ = 1⇐⇒ ωn =
2πn

β
, (133)

observe que n podem assumir qualquer valor discreto, isto é, n ∈ Z.
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Aplicando as condições de contorno periódicas ψ(0) = ψ(L) para a equação (A.8),

obtemos a seguinte expressão

A = Acos(kL) +Bsen(kL) (134)

para que isso seja uma expressão válida, temos a condição que

k =
2πn

L
(135)

observe que n podem assumir qualquer valor discreto, isto é, n ∈ Z.

Aplicando as condições de contorno de Dirichlet ψ(0) = ψ(L) = 0 para a equação

(A.8), a primeira parte da condição implica que A = 0, já a segunda temos

Bsin(kL) = 0 (136)

a solução dessa equação implica que

k =
πl

L
, (137)

note que se l = 0 temos a solução trivial e as solução para l < 0 são as mesmas que para

l > 0. Assumindo apenas valores discretos temos que o domı́nio é l ∈ N>0.
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APÊNDICE B – Expressão da massa efetiva para o caso 2 + 1 sem compactificação

Usando o mesmo prinćıpio do caṕıtulo 3.1, a expressão para a massa em D = 3 é

a seguinte

M2(T ) = m2 +
λ

2

∫
dDk

(2π)D
1

k2 +m2
+
λ

2

∫
dD−1k

(2π)D−1

1√
k2 +m2

1

e
√
k2+m2/T − 1

, (138)

onde D = 3 − 2ε, λ → λ′(µ
2eγ

4π
)3/2−D/2 no esquema MS. Neste caso D = 3 o resultado

para a última integral (B.1) é anaĺıtica explicitamente. O resultado obtido para a massa

efetiva é

M2(T ) = m2 − λm

8π
− λ

4π
T ln(1− e−m/T ). (139)

Como em D = 3 o acoplamento λ tem unidade de energia, é conveniente definir λ→ λ̄m.

Obtemos assim que a massa efetiva (sem compactificação espacial) à temperatura finita

em D = 3 fica dada por

M2(T ) = m2 − λ̄m2

8π
− λ̄m

4π
T ln(1− e−m/T ). (140)
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