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RESUMO

SILVA, A, M. Aplicacdo da biblioteca de miltipla precisao na investigacio de caos em
trajetdrias de particulas em torno de buracos negros. 2012. 96 f. Dissertagao (Mestrado
em Fisica) — Instituto de Fisica Armando Dias Tavares, Universidade do Estado do Rio
de Janeiro, Rio de Janeiro, 2012.

O movimento de particulas massivas imersas em um campo magnético externo a
um buraco negro pode ser determinado pelo formalismo hamiltoniano adaptado a Relati-
vidade Geral, com o tempo proprio definido como varidvel independente. Esses sistemas
dindmicos, em geral, nao sao integraveis, possibilitando o surgimento de movimentos caé-
ticos. Por isso é interessante utilizar métodos numéricos de integragao precisos e eficien-
tes para determinar as trajetorias das particulas. O presente trabalho tem como objetivo
principal desenvolver programas que sejam simultaneamente rapidos e altamente precisos,
com um nivel de acuracia adaptavel as necessidades. Por esse fim, foi implementado um
integrador de equacgoes diferenciais baseado no método de Runge-Kutta de quarta ordem,
usando C++ e a biblioteca de multipla precisao MPFR. O programa foi comparado com
implementagoes equivalentes em dupla precisao em C e em Maple, mostrando-se mais
preciso do que a primeira, e mais rapido do que a segunda. Como aplica¢do, o programa
foi usado para investigar caos em trajetérias de particulas em torno de buracos negros.

Palavras-chave: Buracos negros. Caos. Computacgao de alto desempenho. Método de

Runge-Kutta.



ABSTRACT

SILVA, A, M. Application of multiple precision libraries in chaos investigation of particle
trajectories around black holes. 2012. 96 f. Dissertacao (Mestrado em Fisica) — Instituto
de Fisica Armando Dias Tavares, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de
Janeiro, 2012.

The motion of massive particles in an external magnetic field around a black hole
can be found using the Hamiltonian formalism adapted for General Relativity, with the
particle’s proper time serving as the independent variable. The resulting dynamical sys-
tems are, in general, non-integrable, opening up the possibility of chaotic motion. It is
therefore interesting to develop and apply numerical integration methods which are both
efficient and precise for calculating the particle trajectories. The main aim of the work
presented in this dissertation is to develop programs which are both fast and highly accu-
rate, with a precision which can be adapted according to the application and needs of the
user. To this end, we have implemented a program for integrating differential equations
based on the fourth-order Runge-Kutta method, using C++ and the multiple precision
library MPFR. The program was compared with equivalent implementations in double
precision C and Maple, and showed greater accuracy than the former, while being faster
than the latter at the same level of precision. As a physical application, the program was
used to investigate chaos in particle trajectories around black holes.

Keywords: Black holes. Chaos. High-performance computing. Runge-Kutta method.
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INTRODUCAO

A teoria da Relatividade Geral (RG), formulada por Einstein, conduziu a uma
visao geométrica do espago-tempo em que a métrica, g,,, determina sua curvatura. A RG
tem como fundamento as equagdes de campo de Einstein (EINSTEIN, 1915) que podem
ser usadas para determinar a geometria do espago-tempo em torno de objetos massivos,
tais como Buracos Negros (BNs).

Os BNs sao corpos que produzem um campo gravitacional tao intenso que nada
pode escapar deles, nem mesmo a luz. No seu entorno existe uma fronteira que separa
duas regides: a regiao em que pode haver escape (regiao externa ao BN), e a regido onde
o escape nao pode ocorrer (regido interna). Esta fronteira é denominada o horizonte de
eventos. Um observador que ultrapasse o horizonte de eventos nao pode mais se comu-
nicar com a regiao externa. Os BNs contém uma singularidade escondida no interior do
horizonte de eventos. O termo “escondido” deve-se ao fato de que um observador na regiao
externa jamais receberd um sinal vindo da regidao interna e, portanto, da singularidade.
Em BNs em rotagdo e/ou com carga elétrica, pode nao haver formagao de horizonte de
eventos e a singularidade ficaria descoberta. Este fendmeno é denominado singularidade
nua (PENROSE, 1969).

Varias solugoes das equagoes de Einstein ja foram encontradas (STEPHANTI et al.,
2009). As solugoes que descrevem a geometria em torno de concentragoes de massa, por
exemplo, podem ser assintoticamente planas, ou seja, a medida que se afaste da massa,
a métrica se aproxima cada vez mais da métrica de Minkowski, 7,,, da Relatividade
Restrita. Com a inclusdo de uma constante cosmolégica (EINSTEIN, 1917), A, surgem
mais dois tipos importantes de comportamento assintotico: com A > 0 espera-se que o
espago-tempo a grandes distancias da fonte seja descrito pela métrica de de Sitter (DE
SITTER, 1917), um espago-tempo com curvatura constante e positiva; se A < 0, o analogo
com curvatura negativa, o espaco-tempo é denominado Anti de Sitter. A consideragao de
campos além do campo gravitacional (por exemplo um campo eletromagnético) abre a
possibilidade de solugbes mais gerais. Uma vez que se tenha um espago-tempo especifico é
interessante estudar como a geometria influencia o comportamento de particulas teste. No
caso de espacgos-tempo associados aos BNs, o movimento de particulas pode ser descrito
pelos formalismos lagrangiano ou hamiltoniano aplicado a RG, ou ainda diretamente pelas
equagoes geodésicas, que geram as equagoes de movimento da particula na forma de um
sistema dinamico. Porém, devido a complexidade destas equagoes, na maioria das vezes,
nao é possivel encontrar solugoes analiticas. Por isso, é necessario usar métodos numéricos
para calcular as trajetérias.

Métodos numéricos de integragao sao formas de solucao de equacgoes diferenciais

partindo-se apenas do conhecimento das condigoes de contorno do sistema, sem a ne-



14

cessidade de uma solucao geral. Diferente de métodos que fornecem solugoes analiticas,
métodos numéricos nao sao exatos: sua precisao depende do método de integracao es-
colhido e o nimero de algarismos retidos nos calculos. Hoje em dia, esses cédlculos sao
realizados quase que exclusivamente em computadores.

Devido a nao-linearidade da RG, as equagoes de Einstein podem produzir sistemas
dinmicos caéticos!. E evidente que, se a trajetéria calculada for altamente sensivel as
condicoes iniciais, ¢ extremamente importante que o método de integracao seja capaz
de resolver as equagodes com o grau de precisao adequado. Outro ponto importante a
ser levado em conta é o tempo de execucao do programa, talvez nao seja viavel utilizar
um programa que produza solugdes com alta precisao, se o tempo de execucao for muito
grande.

Um fator que afeta o tempo de execucao de um aplicativo é a linguagem em que esta
escrito. De modo geral, linguagens de computacao sao divididas em dois tipos: linguagens
interpretadas e compiladas. Processadores efetuam calculos com base em linguagem de
maquina, por isso as chamadas linguagens de alto nivel (as linguagens usadas por pro-
gramadores) precisam ser traduzidas em instrugoes para que o processador as execute.
Numa linguagem interpretada (BASIC), cada comando é traduzido e executado na hora
de “rodar” o programa. Nas linguagens compiladas (C e C++) os comandos sao traduzi-
dos uma tnica vez pelo compilador, gerando um arquivo executavel, ja em linguagem de
maquina.

Mesmo levando em conta o tempo de compilagao, aplicativos baseados em lingua-
gens compiladas quase sempre sao mais rapidos, pois as linguagens interpretadas sofrem
com a sobrecarga da tradugdo do cédigo-fonte em linguagem de maquina durante pro-
cesso de execucao. Porém linguagens compiladas geralmente sofrem com uma limitacao:
a quantidade de algarismos significativos que podem armazenar.

Para combinar as vantagens de alta precisao e rapidez na execucao, ¢ possivel
usar uma linguagem compilada, mas com extensoes que possibilitem manipular nimeros
(tanto inteiros quanto de ponto flutuante) com mais algarismos do que as especificagoes
da linguagem original permitem. C e C++ tém, nas defini¢coes das linguagens, um ob-
jeto structure - [estrutura] que permite que o usudrio construa novos tipos de varidveis
como, por exemplo, nimeros complexos. O usuério, entao, pode escrever seus proprios
procedimentos para manipular esses objetos. Pode-se definir estruturas que armazenem
inteiros com mais do que os 16 digitos usuais: usando um structure com dois inteiros,
cada um representando 16 digitos, tem-se um inteiro de 32 digitos.

Felizmente, ja existem bibliotecas de aritmética de multipla (arbitraria) precisdo.

Essas bibliotecas definem estruturas que permitem a determinagdo de niimeros inteiros

I Embora néo exista um consenso sobre a definicio matemdtica de caos, uma caracteristica comum a
sistemas cadticos é a sensibilidade com respeito as condigoes iniciais.
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e de ponto flutuante com precisdes arbitrarias, bem como uma vasta gama de opera-
¢oes e fungdes com esses numeros. Duas bibliotecas de software livre muito populares
sdo: a biblioteca GMP (GNU Multiple Precision) - [GNU Precisao Multipla], para C
e MPFR (Multiple Precision Floating-Point Reliable) - [Confidvel Miultipla Precisdo em
Ponto-Flutuante] para C e C++. MPFR tem um wrapper - [envélucro] muito ttil para
C++ e, principalmente por esse motivo, foi a biblioteca escolhida neste trabalho.

O objetivo deste trabalho, portanto, é calcular as trajetérias de particulas em torno
de alguns tipos de BNs com alta precisao. Foi implementado o método de Runge-Kutta
de quarta ordem em vérias linguagens: Maple, C padrao, C++ com MPFR (com e sem
wrapper) e foram feitos testes comparativos de eficiéncia e velocidade. Usando C++ com
MPFR e wrapper, foram inicialmente calculadas as trajetérias de particulas teste com
pequenas diferencgas nas condicoes iniciais, para as métricas de Schwarzschild e Kerr sem
nenhum campo adicional. Para essas configuragoes espera-se trajetérias bem comporta-
das, que servem para testar a estabilidade dos programas. Finalmente foi acrescentado
um campo magnético externo para o qual espera-se trajetorias cadticas, situagao em que
a computacao de alta precisao deva ser relevante.

A fim de facilitar a compreensao, o presente trabalho é dividido da seguinte forma:

No capitulo 1 sao discutidas as principais propriedades e caracteristicas das métri-
cas de Schwarzschild e Kerr associadas a BNs; os horizontes de eventos sao definidos e as
singularidades atribuidas a estas métricas estudadas. Sao apresentadas outras métricas
e discutidas algumas consequéncias do acréscimo da constante cosmologica nas equacoes
de Einstein.

O capitulo 2 trata-se da aplicagdo da mecénica classica em RG, a fim de gene-
ralizar os formalismos lagrangiano e hamiltoniano para obter as equagdes de movimento
associadas a particulas em torno de um BN.

No capitulo 3 é apresentado o formalismo de tétradas aplicado a RG. As tétradas
nulas do formalismo de Newman Penrose sao obtidas, e um dipolo magnético associado
ao disco de acrecao que orbita ao redor de um BN ¢é descrito.

No capitulo 4 sao discutidos métodos numéricos de integragdao, com énfase no
método de Runge-Kutta de quarta ordem, e a aplicagdo destes métodos a equagoes dife-
renciais de ordem arbitraria. As principais caracteristicas das linguagens de programacao
sao abordadas, bibliotecas de multipla precisao apresentadas e, ao final, estuda-se um
exemplo que demonstra a utilidade e eficiéncia da biblioteca.

O capitulo 5 apresenta os resultados da integracdo numérica das equagoes de movi-
mento de particulas livres em torno de BNs de Schwarzschild e Kerr, bem como apresenta
resultados similares para particulas carregadas movendo-se em um campo magnético ge-
rado por um dipolo magnético associado a um disco de acregao.

Por fim, no capitulo 6, sdao feitas as consideragoes finais, conclusoes e perspectivas

futuras para a aplicacao da metodologia em outros trabalhos.
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1 BURACOS NEGROS

1.1 Introducgao

Em 1915, Albert Einstein apresentou a Teoria da Relatividade Geral, que tem

como fundamento suas equacoes de campo?:
G,uu = R,LLI/ - %ng/ = 87TT,LLV7 (1)

onde G, € o tensor de Einstein, I, e R sao o tensor e escalar de Ricci respectivamente
e T, € o tensor energia-momento. Insatisfeito com a falta de uma solucao cosmolégica
estatica para suas equacgoes, em 1917, Einstein acrescentou uma constante, a constante

cosmoldgica, A, as equagdes. Assim, as equagoes tornam-se:
Gu = Ry — 3R + Mg = 87T (2)

As equagoes de campo de Einstein podem ser usadas para determinar o tensor
métrico e consequentemente o elemento de linha ds? = g,,dz*dx” ligado & geometria de
um espago-tempo. Uma solucao cosmolégica de equagao (2), hoje conhecida como o Uni-
verso Estatico de Einstein, equilibra a atragao gravitacional da matéria com a constante

cosmolégica repulsiva. Uma forma da métrica dessa solugao é:

dr?

2 2
= T

— 12 (d6? + sin® 0de*) (3)
onde C' é constante, t uma coordenada tipo tempo; r é a coordenada radial; e 6 e ¢ sdo
as coordenadas angulares.

Também em 1917, Willem de Sitter, refazendo os célculos de Einstein, encontrou

outra solucao cosmolégica das novas equagoes, cuja métrica é:

dr?

ds® = (1 — K?"z) dt? — T2

—r? <d92 + sin? 9d¢2> : (4)
onde K = A/3.

A solucao de de Sitter pode ser interpretada como um universo vazio (vacuo) em
expansao caso A > 0 ou em contracao caso A < 0. Por ser vazio, o modelo de de Sitter nao
pode descrever o universo no seu estado atual, mas pode servir em casos onde a influéncia

da matéria seja irrelevante.

2 Neste trabalho, foram usadas unidades geométricas (¢ = G' = 1), letras gregas para indices referentes
coordenadas e -2 como a assinatura da métrica.
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Com a observacao do afastamento das galdxias através do redshift - [desvio para o
vermelho| pelo astronomo americano Edwin Hubble (HUBBLE, 1929), em 1929, chegou-
se a conclusao que o universo na verdade se expandia e, por isso, a constante cosmologica
foi abandonada.

No fim dos anos 90, observagoes sugeriram que a expansao do universo na verdade
é acelerada (RIESS et al., 1998; PERMUTTER et al., 1999), e a constante cosmologica
(A > 0) ressurgiu como uma possivel explicacdo deste fato. Agora, A é normalmente
vinculada a densidade de energia do vacuo. A discussao sobre a causa da expansao
acelerada estda em aberto até hoje.

Além das solugoes cosmoldgicas, a RG também pode ser usada para obter a métrica
do espago-tempo em torno de corpos massivos. Em regides muito afastadas destes corpos
(limite assintético), a métrica tende ao pano de fundo do universo. A possibilidade mais
comum ¢ supor que esse pano de fundo seja plano e a métrica g,, — 7,,. Na presenca
da constante cosmologica, o pano de fundo nao é mais plano, mas ligado a métrica de de
Sitter, um espago-tempo com curvatura constante.

A RG prevé que qualquer objeto massivo gere efeitos de curvatura no espago-
tempo ao seu redor: quanto maior a sua massa, maiores serao esses efeitos. Porém, nao é
unicamente o valor da massa que define a formacao de um BN. Pode haver, por exemplo,
estrelas com massas muito grandes que nao formem necessariamente BNs, como também
pode haver BNs formados a partir de colisdes de particulas subatomicas.

Pode-se dizer que um BN se forma quando o horizonte de eventos (termo que serd
discutido posteriormente) se encontra além das dimensoes do corpo. Para que isso ocorra
é necessario que a concentracao de massa do objeto seja suficientemente grande. A tabela
a seguir faz uma comparacao entre o raio fisico, a massa e os possiveis horizontes de
eventos de alguns objetos da natureza® (OROSZ et al., 2011; BOWER, 2006).

Os BNs podem ser formados por estrelas que entrem em colapso gravitacional?.
A métrica que descreve o estado final do BN dependeréd dos atributos da estrela original
(massa, carga, momento angular) e do universo em que estd imerso. Corpos grandes nao
tendem a acumular cargas significativas, mas momento angular ¢ importante em evolugao
estelar. Por isso, é provavel que a maior parte dos BNs formados por estrelas colapsadas
seja determinada pela métrica de Kerr ou Kerr-de-Sitter, que descrevem objetos em rota-
¢ao. Nos BNs em rotacao acredita-se que formam os chamados discos de acrecao que sao
estruturas achatadas com simetria axial compostas de materiais difusos em movimento
orbital ao redor do BN. Este disco pode gerar um campo eletromagnético, por exemplo,

um dipolo magnético préximo ao horizonte de eventos.

3 Nao foi encontrado na literatura uma estimativa para o raio de Cygnus X-1.

4 Fenémeno que ocorre quando uma estrela deixa de realizar fusdes nucleares de seus elemento quimicos
ja esgotados, sucumbindo sobre si mesmo.
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Tabela 1 - Valores aproximados do raio, massa e horizonte de eventos de alguns objetos.

Corpo Massa (Kg) Raio (m) Horizonte de Eventos (m)

Préton 1,67 x 10727 8,70 x 10716 2,48 x 107
Terra 5,97 x 10** 6,37 x 106 8,84 x 1073
Sol 1,99 x 103 6,96 x 108 2,95 x 103
Cygnus X-1 2,95 x 103! - 4,37 x 10
Sgr A* 8,16 x 1036 < 1,61 x 10! 1,21 x 10

Fonte: O autor 2012.

Este capitulo tem como objetivo apresentar as métricas de Schwarzschild e Kerr,
discutir algumas propriedades relevantes a este trabalho e, ao final, citar algumas métricas

que descrevem outros tipos de BNs e suas caracteristicas.

1.2 Meétrica de Schwarzschild

A primeira solucao exata para as equagodes de Einstein foi encontrada pelo alemao
Karl Schwarzschild em janeiro de 1916 (SCHWARZSCHILD, 1916), periodo em que servia,
ao exército alemao na Primeira Guerra Mundial. A métrica de Schwarzschild é valida
para o espago-tempo em torno de uma massa M (massa de Schwarzschild) com simetria

esférica, estatica no vacuo. O elemento de linha desta métrica é:

-1
ds? — <1 - 2M) di? — <1 - QM) dr? — r2d2, (5)
T T

onde (t,r,0,¢) sdo as coordenadas de Schwarzschild e dQ? = df? +sin? 0d¢?. A solugao de

Schwarzschild é assintoticamente plana, ou seja, para o limite r — oo a métrica g;; — 1;;.

1.2.1 Singularidade e Horizonte de Eventos

Ao examinar a geometria vinculada a métrica de Schwarzschild, nota-se que ha,
aparentemente, duas singularidades, uma em r = 0 e outra em r = 2M. Para r = 0, as
componentes da métrica ggo e g1 tendem a infinito e a zero respectivamente; parar = 2M,
Joo € g11 tendem a zero e a infinito. Para verificar se estas singularidades sao consequéncias
da escolha das coordenadas ou se sao singularidades fisicas, é necessario utilizar um objeto

que seja independente do sistema de coordenadas (por exemplo, um escalar). Um escalar
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que pode ser formado a partir das componentes do tensor de Riemann, R, ¢ 0 escalar

de Kretschmann:

48 M*?

76

k= RasR"? = . (6)

A forma de k mostra que existe uma singularidade fisica (singularidade do espago
tempo) em r = 0. Porém, a aparente singularidade em r = 2M é devida a escolha das
coordenadas. Deduz-se, entao, que o sistema de coordenadas de Schwarzschild nao é bom
na superficie r = 2M. Contudo, essas coordenadas sdo tteis para descrever trajetorias de
particulas em regides de campo fraco, ou seja, longe da fonte.

Uma forma de mostrar o comportamento problematico associado ao sistema de
coordenadas de Schwarzschild é estudar o movimento radial (df = d¢ = 0) de um féton
perto de r = 2M. Para isso, utiliza-se geodésicas tipo luz (ds* = 0), parametrizadas por A
(pardmetro afim que serd discutido no capitulo seguinte). Com essas condi¢oes impostas

tem-se:

2M dt\? oM\t [ dr\® rdr
(=) (w) =(1-7) (Ou> == o (7)

com solugoes:
t==x(r+2Mn|r—2M]) +c, (8)

onde ¢ é a constante de integracao. O sinal positivo representa os fétons emergentes
(r — oo quando t — o0) e o sinal negativo os imergentes. A figura 1, mostra as geodésicas
emergentes e imergentes préoximas a superficie r = 2M.

Esta superficie divide o espago-tempo em duas regides. Na regiao interna (r < 2M),
os fétons imergentes inevitavelmente caem na singularidade, os fétons emergentes nao ul-
trapassam a fronteira r = 2M e os cones de luz estao virados em direcao a singularidade.
Na regido externa (r > 2M) os fétons nao cruzam a fronteira e os cones de luz ficam
mais estreitos & medida que se aproximam de r = 2M. Arthur Eddington (EDDING-
TON, 1924) e David Finkelstein (FINKELSTEIN, 1958) tentaram resolver o problema do

sistema de coordenadas definindo uma nova coordenada tipo tempo ¢, tal que:
t=t+2MIn|r —2M]|, 9)

com o sinal positivo representando as coordenadas de Eddington-Finkelstein avancadas e
o sinal negativo, as coordenadas de Eddington-Finkelstein retardadas.
A idéia deste novo sistema de coordenadas é fazer com que os fotons emergentes

(sinal positivo) e imergentes (sinal negativo) sigam retas t = +r + ¢. O espago-tempo de
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Figura 1 - Geodésicas nulas e cones de luz da solugdo de Schwarzschild: coordenadas de
Schwarzschild.

N |

*V

2M

Fonte: D’INVERNO, 1992, p. 217. Adaptado pelo autor.

Schwarzschild neste novo sistema de coordenadas é dada por:

ds? — (1 _ 2M) a2+ M g — <1 + 2M> dr? — r2d2, (10)
r r r
observando a métrica (10), nota-se que ndo ha mais singularidade em r = 2.

O sistema de coordenadas de Eddington-Finkelstein representa uma extensao ana-
litica das coordenadas de Schwarzschild pois coincidem com essas na regiao r > 2M,
todavia incorporam também um descricao continua para r < 2M. Contudo, préximo a
r = 2M, ainda existem geodésicas com comportamento anémalo (veja figuras 2 e 3).

O problema perdurou bastante tempo, até que em 1960 Martin Kruskal (KRUS-
KAL, 1960) e George Szekeres (SZEKERES, 1960) encontraram um sistema de coorde-
nadas que nao ¢é singular em r = 2M. As coordenadas de Kruskal-Szekeres {u,v} sdo

obtidas de t e r pela transformacao:

r 1/2 t
— 1 r/4M h——
u ( > e cosh -,

r>2M
1/2 t !
vo= <2§\4 — 1> "M ginh R
r \Y t
u = (1 — ) e/ *M ginh ——,
2M 4];4 r < 2M.



Figura 2 - Geodésicas e cones de luz da solugdo de Schwarzschild em coordenadas

Eddington-Finkelstein avancadas.

th

2M r

Fonte: D'INVERNO, 1992, p. 220. Adaptado pelo autor.

Figura 3 - Geodésicas e cones de luz da solugdo de Schwarzschild em coordenadas

Eddington-Finkelstein retardadas.

2M r

Fonte: D’INVERNO, 1992, p. 222. Adaptado pelo autor.
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Figura 4 - Diagrama de espago-tempo da solucao de Kruskal.

[

t = const

r = const

Fonte: SCHUTZ, 2009, p. 302. Adaptado pelo autor.

O elemento de linha do espaco-tempo de Schwarzschild, neste sistema de coordenadas é:

3M3
e—r/2M
r

ds® = (dv? — du?) — r2dQ?, (11)

com r dada implicitamente por:

<2§\4 - 1> e — 2 2, (12)

A figura 4 mostra o diagrama do espago-tempo de Schwarzschild em coordenadas
Kruskal-Szekeres.

A superficie r = 2M é representada por uma reta que forma um angulo de 45° com
os eixos coordenados u e v, a geodésica é a linha tracejada. Como os fétons (ou qualquer
outra particula) ndo podem escapar do cone de luz, que neste sistema de coordenadas
esta sempre a 45° do eixo u, uma vez ultrapassando a superficie r = 2M, ndo podem mais

voltar. Assim fica definida uma fronteira limite conhecida como o horizonte de eventos.

1.3 A Meétrica de Kerr

A métrica de Kerr descreve a geometria do espago-tempo ao redor de um corpo mas-
sivo em rotacao. Essa famosa solucao exata foi descoberta em 1963 pelo matematico neo-
zelandés Roy Kerr (KERR, 1963). O elemento de linha em coordenadas Boyer—Lindquist
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(t,r,0,0) é

2M 4M by A
d32 — (1 _ Er) dtQ + TW Sin2 dt dgb — Zdrz — Ed@z — E sin2 qubz, (13)

onde X = 1?4+ a%cos?0, A=r*>—2Mr+a®*e A= (r* +a*)? — Ad*sin? 0.

1.3.1 Propriedades da Soluc¢ao de Kerr

A métrica de Kerr depende de dois parametros: a massa M e uma constante real,
a. As componentes da métrica sao independentes das coordenadas t e ¢ e, por isso, a
solugao é dita estacionaria e axialmente simétrica. Nota-se também que a métrica nao é
invariante com respeito a mudanca ¢ — —¢, mas é invariante frente & mudanca simultanea

de coordenadas:

t— —t, o — —o. (14)
A mesma andlise se faz para a mudanca simultanea:

t — —t, a— —a, (15)

sugerindo que o parametro a esta ligado a velocidade angular do BN.
Definindo as coordenadas tipo cartesiano (CHANDRASEKHAR; CHANDRASEKHAR,

1998):
A u—+r,
z = rsinfcos¢+ asinfsin g, (16)
rsinfsin ¢ — asinf cos o,
z = rcosb,
a métrica (13) pode ser escrita como:
2M 73
ds* = (dz°)* —da® — dy* — d2* — ——— k* 17
s° = (dx”) r Yy S R (17)
onde
— (7.0 <
k= (dz”) — S [r(xdx + ydy) + a(zdy — ydx)] — ;dz, (18)
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e as variaveis u e ¢ podem ser obtidos a partir de:

r? + a?

du = dt — dr,

- a (19)
d$ = dg — dr.

Definindo R? = 22 + v + 22 = % 4 a%sin? 6 e fazendo a expansdo para r > a,
tem-se:
a’sin’f  a'sin*0

R _ 20
Tt 2r &3 + 7 (20)

mostrando que R coincide com r assintoticamente, ou seja Schwarzschild é um caso par-
ticular de Kerr para a = 0. Vé-se que no limite R — oo as componentes da métrica de
Kerr tendem as do espaco de Minkowski.

Expandindo a equagao (17), em termos de poténcias de 1/r, encontra-se:

2M AM
ds* = (1—+--->(dx0)2—|—?)a(xdy—ydﬁ)da:0+~- (21)
r r
sugerindo que o momento angular, J, seja proporcional a Ma, em torno do eixo z. Para

encontrar, definitivamente, a relacdo entre o momento angular do BN e o parametro a,
pode-se utilizar a Integral de Komar > (WALD, 1984):

1
J= ﬁ 2 dSWV“mV, (22)

onde: S? é a 2-esfera; dS,, ¢é o elemento de drea e m” é o vetor de Killing definido como

mY = (a%)y. Desenvolvendo a integral, tem-se:
J = L dS,,g"°T" ;mP = — ¢ dS,,g"°T"
167 Jsz HT T 0P 167 Jsz 17 o3
_ —Ma/%r/ 2+ a?(a® — r?) cos 20 — 6r] sin® 9d9d¢ (23)
(a2 cos 20 + a2 + 2r2)?
= Ma.

Uma outra propriedade da solucao de Kerr esta ligada a componente ggg da métrica.

Anulando essa componente, tem-se:

r? — 2Mr + a*cos® = 0, (24)

% exercicio 6, capitulo 11 do livro: “General Relativity”. Wald R. M. University of Chicago Press, 1984
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que remete as raizes:
Fer = M £ (M? — a® cos® 6)'/2. (25)

Esses dois valores de r correspondem as superficies denominadas limites estaciondrios.
Quando a = 0, rs_ e rg. coincidem com a singularidade e o horizonte de eventos de

Schwarzschild, respectivamente.

1.3.2 Singularidade e horizonte de eventos

O escalar de Kretschmann do espago-tempo de Kerr em coordenadas Boyer—Lindquist

b 48m?(r? — a® cos? 0)
- (r2 4 a? cos? 6)6

(r* + 4ar cos 0 + a® cos® 0) (r* — 4ar cos 0 + a* cos® §) (26)

Observa-se que o espago-tempo de Kerr tem uma singularidade fisica quando:
r? +a*cos®§ = 0. (27)

Aplicando a transformagao de coordenadas (16) a equacao (27), a singularidade assume

a forma:
?+y*=a®, z=0. (28)

Diferente de Schwarzschild, a singularidade do espago-tempo de Kerr é um anel
circular de raio a no plano z = 0. Analogo ao espaco-tempo de Schwarzschild, a métrica de
Kerr, em coordenadas Boyer-Lindquist, também exibe singularidades devido ao sistema

de coordenadas. Estas singularidades sao observadas quando g;; — 00, ou seja quando

A=r>—2Mr+a®>=0=r=ry =M=+ (M —a*)" (29)

Para a < M, r4 definem duas superficies que, quando a = 0, coincidem com a
singularidade e o horizonte de eventos de Schwarzschild. As superficies r = ry corres-
pondem a dois horizontes de eventos: o horizonte exterior, r,, e o interior, r_. Quando
a = M, conhecido como o caso extremo de Kerr, os horizontes coincidem em r = M.
Para os casos em que a > M nao héa formacao de horizonte de eventos, a singularidade
fica descoberta (singularidade nua) e o BN é descaracterizado.

Utilizando a transformacao de coordenadas da equacao (16) e a definigdo de R, é
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Figura 5 - Horizontes de eventos, limite estaciondrio e singularidade da solugao de Kerr.
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Horizonte de eventosr=r,
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>
y
Superficie

s Ergosfera

Eixo de simetria (8 =0)

Fonte: D’INVERNO, 1992, p. 255. Adaptado pelo autor.

possivel mostrar que os horizontes de eventos r = r4 sao elipsoides dados por:

2 2 2
YT (30)

ri + a? a?

1.3.3 Ergosfera

A regiao compreendida entre o horizonte de eventos externo 7y e o limite estaci-
onario externo r,, ¢ denominado ergosfera. Nessa regiao, o campo gravitacional do BN
arrasta tanto o espago-tempo, que os fétons (ou qualquer outra particula) sdo obrigados
a girar no mesmo sentido que o BN. Particulas que entram na ergosfera podem escapar,
extraindo energia do BN através do chamado processo Penrose.

A figura 5 mostra a singularidade e as varias superficies de um BN em rotacao:

1.4 Outras Métricas

As métricas de Schwarzschild e Kerr sdo métricas provenientes das equagoes de
campo de Einstein com constante cosmoldgica nula. Outra métrica que tem a mesma
origem é a métrica de Kerr-Newman (NEWMAN et al., 1965) que, além dos parametros

M e a da solucao de Kerr, apresenta um parametro, @), ligado a carga elétrica intrinseca
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ao BN. O elemento de linha associado a métrica de Kerr-Newman é matematicamente

igual ao elemento de linha de Kerr com o acréscimo de Q% a A, ou seja,
A=r?—2Mr+a*+ Q> (31)

Essa mudanga nao altera a natureza da singularidade, que continua sendo um anel circular,

e tampouco altera o comportamento assintotica. J& os horizontes de eventos se tornam:

re = M (M2 —a? - QY 32)
que sao definidos apenas quando M? > a? + Q2.

A solucao de Kerr-Newman nao tem sido especialmente 1til para descrever feno-
menos fisicos, pois observagoes nao tém detectado uma carga apreciavel em objetos as-
tronomicos. Um caso particular da métrica de Kerr-Newman ocorre quando a = 0: essa
métrica é conhecida como métrica de Reissner-Nordstrom (REISSENER, 1916).

A métrica mais geral associada aos BNs com parametros fisicos reais® é a solucao de
Kerr-Newman-de-Sitter (CARTER, 2009) (KNdS). Essa solugao apresenta um parametro
adicional, que pode ser interpretado como uma constante cosmolégica. O elemento de

linha em coordenadas Boyer-Lindquist é:

A, — a’sin? A 2asin? 0[(r? + a?) Ay — A, ¥
ds® = - Zdt* + ! - JB0 = A gy Z g2
A2Y A% A,
. . (33)
B 20[02 _sin?0[(r® 4 a®)?Ag — a®sin’ QAr]dng
JAV) A% ’
onde:
1
A, = <1 - 3/\7“2) (r* +a*) — 2Mr + Q?,
1
Ay = 1+ gAa2 cos? 0, (34)
1
)\ = 1 + gACLQ.

A singularidade fisica também ocorre quando ¥ = 0. Os horizontes de eventos sao

as solugoes reais positivas da equacao:
1
A, = (1 — 3Ar2) (r* +a*) —2Mr + Q* = 0. (35)

Como essa equacao ¢ de quarta ordem em r, pode haver até quatro raizes reais. Porém,

6 Também existe a solucio Kerr-NUT, mas nio ha uma interpretacio fisica para o parametro NUT que
aparece nessa métrica.
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para valores fisicos dos pardmetros existem, no maximo, trés raizes reais e positivas e
consequentemente trés horizontes de eventos (RAYAN, 2007): por exemplo quando A > 0,
N<led? +Q?< M?* < AL

Tomando como base a métrica de KNdS, é possivel relacionar uma métrica andloga
a cada espago-tempo ja vista anteriormente, acrescida da constante cosmoldgica. A mé-
trica de Kerr, por exemplo, possui a sua analoga Kerr-de-Sitter, definida pelos parametros
M, a e pela constante cosmologica, A.

Uma caracteristica importante da métrica de KNdS e todas as outras com A # 0
¢ o fato de nao serem assintoticamente planas. Pode-se ver isso contraindo as equacoes
de Einstein (2):

1
RV, — SRS, + Ad", = 81T, (36)

Para o vacuo ou para o campo eletromagnético, o trago do tensor energia-momento
— — v _ S e
1", =0e R, = ¢g"R, = R, entao:

R = 4A, (37)

mostrando que, no limite assintético, o espago-tempo KNdAS apresenta curvatura cons-
tante. Porém, a ordem de grandeza da constante cosmoldgica observada (A & 10752 m~2)

faz com que os efeitos da curvatura sejam minimos em escalas nao-cosmologicas.
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2 MECANICA APLICADA A RELATIVIDADE GERAL

2.1 Introducao

O objetivo deste trabalho é calcular trajetorias de particulas em espagos-tempos
que representam BN. As trajetérias serao as solugoes das equagoes geodésicas no espago-
tempo relacionado ao tipo de BN escolhido. Na Mecénica Analitica (LEMOS, 2007), as
equagoes de movimento de particulas na fisica newtoniana podem ser obtidas pelos forma-
lismos lagrangiano ou hamiltoniano. Neste capitulo os dois formalismos serao estendidos
para que possam ser aplicados a RG e, em particular, ao movimento de particulas em
torno de BNs.

2.2 Vinculos

Restrigoes de natureza geométricas ou cineméticas que limitam o movimento de
um sistema mecanico sao denominados vinculos. Os vinculos podem ser holénomos ou
nao-holonomos.

Se &1,&, ..., &, sdo coordenadas arbitrarias, usadas para descrever a configuragdo
de um sistema mecanico, um vinculo é chamado holénomo quando pode ser expresso por

um equacao da forma:

f(£17€27---7£n7t) =0. (38)

Um exemplo deste tipo de vinculo é:
(7 — ) = 1* =0, (39)

vinculo entre duas particulas ligadas a uma haste rigida de comprimento (.
Vinculos que nao obedecem a equagao (38) sao chamados de nao-holénomos. Por
exemplo, uma particula com vetor posi¢ao 7(z, y, z) confinada em uma caixa de dimensoes

a, b, c, sofre as restrigbes 0 < r <a, 0<y<bel<z<ec
2.3 Coordenadas Generalizadas e Lagrangiana
Em sistemas holénomos, ¢ possivel introduzir um certo nimero n de varidveis

independentes, denotadas por ¢y, ¢, ..., ¢,, denominadas coordenadas generalizadas, de

forma que a posi¢do de cada particula é determinada univocamente em cada instante
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pelos valores dos ¢,,’s. O espaco descrito pelas coordenadas generalizadas é chamado de
espaco de configuragoes do sistema. Pode-se também, introduzir as variaveis ¢y, gs, ..., ¢n,

denominadas velocidades generalizadas, onde:

dt -’

Gi(t) 1=1,2,...,n. (40)
A partir das coordenadas e velocidades generalizadas, define-se a lagrangiana que carac-

teriza o sistema com:

Llq(t),4(t),t] = Tlq(t), 4(t),t] — Vg(t), 4(t), t], (41)

onde T e V sdo as energias cinética e potencial do sistema ”.

2.4 Calculo Variacional

O Célculo das Variacoes, ou Calculo Variacional tem por finalidade encontrar os
maximos ou minimos de funcionais. Um funcional é um objeto mateméatico cujo dominio
é um espago de fungoes e contradominio é um corpo de escalares (muitas vezes os niimeros
reais). Um funcional associa um ntimero (real) a uma determinada fungao de uma classe
de funcgoes para as quais o funcional esta definido. O problema béasico do calculo das

variagoes pode ser formulado da seguinte maneira: dado o funcional
Tl = [ fly@).y @), alde, (42)

onde f[y(z),y (x), z] é uma func¢do conhecida, encontrar dentre todas as fungoes continua-
mente diferencidveis y(x) que satisfagam as condigoes de contorno y(z1) = y1 e y(z2) = v,
aquela que extremiza o funcional J.

Seja a fungdo y(x) aquela que extremiza J. Considere agora a fungio y(z):

y(x) = y(x) + en(x), (43)

onde € é uma parametro arbitraria e n é uma funcao continuamente diferencidvel com
n(z1) = ne) = 0. Esta condigao é importante para que a fungao variada y(z) também
passe pelos pontos (z1,y1) e (22,y2). Substituindo y(z) por y(z) em (42), o resultado é

uma fungao de e:

o(e) = I = [ fl5().7 () ald. (14)

7 As varidveis q(t) e ¢(t) representam o conjunto das varidveis g, (t) e ¢, (t).
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Como, por hipétese, y(z) extremiza J, a fun¢do ®(¢) deve passar por um extremo em
e = 0, pois neste caso, y(x) se torna idéntica a y(x). Logo, para que y(x) extremiza J é

necessario que:

A\ _ e (0f0y 0105,
<d6>e=o_/l”l (5?4 8€+5?7 6)€>e=0dx_0. (45)

A partir da definigdo de y(x), e lembrando que y(x) = y(x) para € = 0, é possivel

reescrever (45) como:

of o
/m <8fn+af, )dx:o. (46)

Integrando por partes o segundo termo da integral, e usando n(z;) = n(zs) = 0 tem-se:

w2 Jf 3f o2 of o2 of

5 =g / <8y)d:¢ / (ay>da: (47)
Logo:

w2 [0f  d (Of B

[ (o0 ()| me =0 (48)

Pode-se, agora, inferir uma equagdo diferencial para y(x) apelando-se para um resultado
importante.
Lema fundamental do célculo das variagdes — Se M(z),z; < x < 3, ¢ uma funcdo
continua tal que [;? M(x)n(z)dr = 0, qualquer que seja a funcao continua 7(x) com
n(x1) = n(xe) = 0, entdo M (x) = 0 para [z1, xa].

A partir deste lema pode-se concluir que uma fung¢ao y(z) que fornece um valor

extremo de (42) soluciona a equagao de Euler:

of d (of\
afm(ay)‘“' )

Definindo a variacdo de y como 0y = en, é possivel escrever a equagao (45) na

forma equivalente:

o (de\  ym[af  d (f
(5J—e<d€>e_0—/xl [ay dx<ay>]5ydx—0 (50)

Assim, a condigao necesséria para um extremo do funcional J[y], é que sua variagao
0J anule-se para dy arbitrario, exceto nas extremidades do intervalo de integragao onde
oy = 0. E importante notar que ndo ha nenhuma garantia que a curva y(x) fornega um

méximo ou minimo do funcional (apenas um valor estacionario).
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2.5 Principio de Hamilton e Equacgao de Lagrange

Dado um sistema mecanico descrito pela lagrangiana L[g;(t), ¢;(t),t], seu movi-

mento do instante ¢; para o instante t, é tal que a acao:

S[Qz] = ‘/:2 L[qi(t)7 (ji(t)a t]dt7 (51)

¢, em geral, estacionaria. Esse principio é conhecido como o Principio de Hamilton ou
Principio da Minima Ac¢ado, embora seria mais rigoroso chama-lo de Principio da Acao
Estaciondria. A aplicagdo desse principio a (51) conduz a condigao §S = 0. Comparando

a equagao (42) com a equagao (51), conclui-se:

OL d (0L

que sao as chamadas equagoes de Euler-Lagrange.

2.6 As Equagoes de Hamilton

O formalismo lagrangiano fornece um sistema de n equacoes diferenciais de se-
gunda ordem para as n coordenadas ¢i(t),qa(t),...,q,(t). O desenvolvimento do sis-
tema é representado por sua trajetéria no espaco de configuragoes. As n velocidades
G1(t), g2(t), ..., Gn(t), que formam um vetor tangente a trajetéria, sdo obtidas como as
derivadas das coordenadas. Diferentemente do formalismo lagrangiano, no formalismo
hamiltoniano, o estado do sistema ¢é descrito por um conjunto de 2n variaveis, n das quais

sao as coordenadas ¢;(t), com as demais sendo os momentos candnicos, p;(t) definido por:

oL
Pi = aiqz (53)
As coordenadas e momentos juntos formam o espaco de fases pelo qual o sistema se
desloca, com as trajetérias obtidas através da solugdo de 2n equagodes diferenciais de
primeira ordem. Estas equagoes sao as chamadas equacoes de Hamilton.

Para obter as equagoes de movimento do formalismo hamiltoniano, aplica-se nova-
mente o principio da minima agdo, adaptando a integral para as novas variaveis {q(t), p()}.

Essa mudanga requer o uso de uma transformacao de Legendre:

Hlo(t), (0,6 = 3 dips — Lla(t) (0), 1] 54
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onde Hlq(t),p(t),t] é a fungao hamiltoniana e, por suposicao, as velocidades sao expressas
por ¢;(t) = flq:(t), pi(t),t], resultante da equagao (53).

Tomando a diferencial da equagao (54) vem:

" " (OL oL oL
dH|[q(t),p(t),t] =) (dd;p; + G:dp;) — —dq; + —dg; | + —dt|,
[a(t), p(t),1] ;(qp + qidp;) [;(aqi Gt 5 q>+at ] (55)
que se reduz a:
S _ oL
dH{q(t), p(t), t] =Y (didp; — pidg;) — adt, (56)
i=1
onde se vé claramente que a funcao H = Hlq(t), p(t),t]. Entao:
" (OH 0H OH
H = L dp, i
artta0). o601 = 3= (G0 da+ 5 o) + Gl (57

e, comparando as equagoes (56) e (57), é possivel concluir que as equagoes de Hamilton

sao:
dg  OH
58

e como subproduto, dH /0t = —0L/0t.

2.7 Mecanica Analitica Aplicada a Relatividade Geral

Na aplicacao da Mecanica Analitica a RG, enfrenta-se duas dificuldades imediatas:
o espago-tempo é quadridimensional, e nao ¢ definido mais um tempo absoluto como na
fisica newtoniana. O primeiro problema é facil de contornar, simplesmente acrescentando
uma quarta variavel dependente para cada particula do sistema; para resolver a falta de
um tempo absoluto, as trajetorias sdo paramaterizadas por um parametro A\ que, mais
tarde, no caso de uma particula massiva e isolada, sera associada ao seu tempo proprio 7.

Como acontece na fisica newtoniana, as geodésicas fornecem valores estaciondrios

da integral

A2 A2 A2
S = @:/(%ﬂ%ﬂmﬂz LdA, (59)
A1

)\1 )\1

onde A é o pardmetro, ©* = dx®/d\ e L = s faz o papel de lagrangiana de uma particula

livre. A raiz quadrada do integrando torna os calculos dificeis e, por esse motivo, é mais



34

comum usar as equagoes de Euler-Lagrange para £? = g, ##&". Porém, um extremo de
;\f Ld\ talvez nao seja um extremo de )f‘f L2d)\. Contudo, escolhendo apropriadamente
o parametro A, é possivel mostrar que as duas formas sao equivalentes.

Se L # 0, ou seja, se a geodésica nao for nula, as equagoes de Euler-Lagrange sao

equivalentes a:

d (oL oL
2L Lﬂ (axa> - 095&] — 0. (60)

Por outro lado,

d (0L? oL? d (0L oL dL oL

— Sl Yo el ) ety 1
d\ (8m’°‘> ox® £ ld)\ (89’5“) 8xa] d\ Ox® (61)
Desenvolvendo o primeiro termo do lado esquerdo:

oL? ozt v .

e = I (Wx —|—x“a a) = 2Gaud", (62)
cuja derivada com respeito a A é:

d [0L* dg
“ -9 ap . TN
ax <a¢a> ( dx © T et ) (63)
Como:

dgozu aga,u dlﬂ . B

A\ 0af dax et (64)
entao:

d (0L?
) (89‘5“) =2 (gawx at + gwx“) ) (65)
Desenvolvendo o segundo termo de (61),
8£2 TN
@ - guu,axl T, (66)
e, conclui-se que:

d (0L? oL? . e

d\ <8I'a> T e 29apd” 4 (Jop,s + o — gw’a)x“.rﬂ, (67)

onde o termo entre parénteses ¢ igual a 2I',,5. Subindo o indice o do simbolo de Chistoffel,
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tem-se:
2Gw (8% + Togiti”), (68)

que tem a forma das equacoes geodésicas. E necessdrio agora, igualar o lado direito de (61)

a zero. Para isso desenvolve-se:

oL 1 ozt ot 1

- = _ oV e —— sV

P Yl (asz:a”’ M aw) TR (69)
Como L = §, entao:
dc oL s »
ax oz g Im T (70)

que serd igual a zero se § = 0.
Com a parametrizacdo A = as+0b, com a # 0, a equagdo acima é satisfeita, e como

consequeéncia desta parametrizacao:
Gup'p” =m?, (71)

onde A = 7/m, m é a massa de repouso e o momento p* é definido como:

_ da*

== (72)

I
Obs: O parametro A\ nao se aplica a geodésicas nulas pois neste caso o tempo préprio 7
¢ uma constante.

A mesma parametrizacao pode ser aplicada a lagrangiana (CARTER, 1968) dada

por:
1 e »
L= Egm,x ¥ + qA,x", (73)

onde, ¢q é a carga da particula e A, é a componente covariante do potencial-vetor, ligada
a um campo eletromagnético externo.

A hamiltoniana ‘H (MISNER; THORNE; WHEELER, 1970), poder ser obtida
a partir de (54), substituindo as velocidades generalizadas ¢; por #* e identificando o
momento canodnico p; com a componente covariante 7, dada por:

oL

T = @ = g;w:ty + quu (74)
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Entao:
1 v
H= 59“ (ﬂ—u - un)(ﬂ—V - un)a (75)

e as equagoes de Hamilton escritas em termos de z* e m, sao:

o
d\ on, (76)
dry _ _OH
a\ oxh’

As equagbes de Hamilton, neste caso, s6 se aplicam a corpos massivos isolados,
pois o tempo proprio é caracteristica de cada particula individualmente, sendo impossivel

defini-lo como parametro das equacoes de Hamilton para um conjunto de particulas.
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3 CAMPO EXTERNO

3.1 Introducao

Processos eletromagnéticos préximos a BNs em rotagao sao descritos pela combi-
nacao das equacoes de Einstein e Maxwell. Contudo, em muitas situacoes, em particular
quando o campo eletromagnético nao é tao forte a ponto de modificar significativamente
a geometria do espago-tempo, uma aproximacao linear é valida. Nesses casos, a configu-
racao pode ser descrita usando a métrica de Kerr como pano de fundo e uma pequena
perturbagao, que satisfaz as equagoes de Maxwell, no exterior. Numa série de trés arti-
gos (TEUKOLSKY, 1973; PRESS; TEUKOLSKY, 1973; TEUKOLSKY; PRESS, 1974),
Saul Teukolsky obteve equagoes desacopladas que descrevem as perturbagoes da solucao
de Kerr para campos de spin 0, i%, +1 e £2.

Um pouco mais tarde, Petterson (PETTERSON, 1975) resolveu as equagoes de
Teukolsky para o caso de um campo eletromagnético (spin £1), estacionario com simetria
axial em torno do BN, apresentando a solu¢ao numa forma multipolar. Considerando o
caso particular de um BN de Schwarzschild, Prasanna e Varma (PRASANNA; VARMA,
1977) fizeram um truncamento da solugdo para descrever um dipolo magnético, e es-
tudaram as trajetorias de particulas carregadas no plano equatorial. Mais tarde, Pras-
sana e Vishveshwara (PRASANNA; VISHVESHWARA, 1978) fizeram um tratamento
semelhante do espago-tempo de Kerr. Em 2009, Takahashi e Koyama (TAKAHASHI,
KOYAMA, 2009) generalizaram esse trabalho, permitindo movimento no plano polar.
Nesse caso, o dipolo seria gerado por um disco de acrecao préximo ao horizonte de even-
tos de um BN em rotagao.

Neste capitulo os calculos de Petterson sao revisados e alguns erros corrigidos. Para
tal, é necessario apresentar o formalismo de tétradas de Newman Penrose (NP) a fim de

usa-lo como ferramenta no desenvolvimento dos resultados encontrados por Petterson.

3.2 O Formalismo de Tétradas na Relatividade Geral

Uma tétrada é um conjunto de eixos que formam uma base {7'} do espaco de
covetores ou, equivalentemente, formam uma base {¥;} do espaco de vetores . Em geral,
os eixos dependem do ponto xz* do espago-tempo em que sdo definidos. O caso mais
comum sao as tétradas ortogonais ou lorentzianas nas quais os eixos formam um referencial

localmente inercial em cada ponto, tal que os produtos escalares entre os eixos 7; -7, = 1;;.
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De forma geral, a métrica de tétradas é:
Y+ Vi = Yij- (77)

Para prosseguir analisando as tétradas, é necessario definir um objeto que trans-
forme de um referencial de tétradas em um referencial de coordenadas, g,. Esse objeto é
chamado de vierbein - [quatro pernas|, e pode ser representado por uma matriz 4 x 4 com

16 componentes independentes, e;. Assim :

,7i = eiug}h (78)
- €Z“§u'
onde €', ¢ o inverso matricial de ¢;”, tal que:
e el =0n € el =0 (79)
Com isso, pode-se inverter (78) para obter:
gﬂ = 61#’7’5“7 (80)
P o= e
O elemento de linha pode ser reescrito como:
ds® = g, datde” = (G, - §,)dz"dz" = %jeiﬂejydx“dx” =77 @7, (81)
de onde:
glﬂ’ = /yijeiuejl/' (82)

No formalismo de tétradas existem dois tipos de indices: os referentes as tétradas e
os referentes as coordenadas. Similarmente ao que ¢é feito com os indices de coordenadas,
usa-se a métrica de tétradas ;; e o seu inverso 7 para subir e descer indices de tétrada.
Estas manipulagoes de indices sao vélidas para (componentes de) tensores de tétrada.

Obs: Daqui por diante, omitir-se-a4 as eta e os til sobre as bases de vetores e

covetores respectivamente, pois ¢ evidente quais simbolos representam esses objetos.

8 O primeiro indice do vierbein serd sempre o indice referente a tétrada, que neste trabalho sdo os indices
latinos.
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3.3 Transformacgoes de Tétradas

Todas as tétradas apresentadas neste capitulo, que incluem tétradas lorentzianas,

transformam-se de acordo com:

Vi = e = Ly, (83)

onde L7, é uma transformacdo de Lorentz. Estas transformagdes mantém as mesmas
coordenadas z*. Para tétradas ortogonais, a matriz L’ tem a forma usual da Relatividade
Restrita. Em geral, um tensor de tétrada é um objeto cujas componentes se transformam

de acordo com:

K- K rl d bee-
A m/n! .- - L QL poe Lcm/L n/Aa cd--- (84)
Deve-se lembrar que o fato de ter indices de tétrada nao garante que o objeto seja um
tensor: suas componentes devem obedecer a lei de transformagao apropriada.

3.4 Derivadas Direcional e Covariante

No formalismo de tétradas, o andlogo da derivada parcial é a derivada na direcao

de um dos eixos da tétrada, ou derivada direcional, 0;, que é definida como:
0; = vig" =el'—. (85)

Em geral as derivadas direcionais 0; ndo comutam. Define-se o comutador como:

.0e” 0 de;l 0

onde:
Nz
dk = ¢k €5 gexl,,- (87)

A derivada covariante de tétrada, V;, é completamente andloga a derivada covari-
ante de coordenadas. As derivadas parciais de coordenadas sao substituidas por derivadas
direcionais; e os simbolos de Christoffel sdo substituidos por conexoes de tétradas.

Seja ¢ um escalar. Ja& que ¢ nao depende de uma base, sua derivada covariante de

tétrada é igual a derivada direcional:

Vig = 0i¢, (88)



40

que sao as componentes de um covetor (de tétrada).
Se A’, por construgao, sdo as componentes de um vetor de tétrada entdao 9;A* e
0;A; nao sao tensores de tétrada. Porém o vetor A = Al~; é um invariante tanto com

respeito as transformagoes de tétrada quanto as transformagoes de coordenadas. Entao:
O, A = 0,(u AY) = A*0,y;, + 7u0; AR (89)

No primeiro termo, existe uma derivada direcional de um dos eixos da tétrada, cujo
resultado serd uma combinacao linear dos eixos da prépria tétrada, que pode ser escrito

como:

9iv; = Tk, (90)

com Ffl- sendo as componentes da conexdo de tétradas. Assim:

OiA = (0, A% + ATTE) = 4,(V;4P), (91)

¢ um vetor de tétrada, cujas componentes sao as derivadas covariantes:

VAR = 0;AF + ATY. (92)

De forma semelhante:

0iA = V*(0;Ax — AT) = 7F(ViA). (93)
A derivada covariante de um tensor de tétrada é dada genericamente por:

VA = 0 AN TR A 4 TL AR =T AR T AR (94)

onde os termos positivos de I' sdo associados aos indices contravariantes e os termos
negativos, associados aos indices covariantes.

Ja que os simbolos de Chistoffel e as conexdes de tétradas nao sdo tensores, nao
deve ser nenhuma surpresa que suas componentes nao sejam relacionadas por uma trans-
formacao de wvierbein. A relacdo entre eles é demostrada a partir do desenvolvimento de

0y = Ffﬁk, resultando em:

Ciji — dije = ;"¢ e, T (95)
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3.5 Tétradas de Newman-Penrose

As tétradas lorentzianas sao indicadas para aplicagoes em métricas diagonais, pois
é facil escrever a tétrada em termos das coordenadas. Porém outros tipos de tétradas
sao melhor adaptadas para descrever radiagao (eletromagnética ou gravitacional) que se
propaga em direcoes associadas as coordenadas nulas.

A métrica de uma tétrada semi-nula é:

0O 1 0
1 0
= = , 96
Yijg =7 0 1 ( )
0 0 -1

e a tétrada associada, 7, pode ser escrita em termos de uma tétrada ortogonal da seguinte

maneira;:
_ L ( + )
Yo = \/5 Yo Y1),
_ L ( )
§a! - \/§ Yo Y1), (97)
72’ == 727
Vo= 3

Obs: Nesta sec¢ao, o uso de uma linha nos indices nao significa que exista uma transfor-
macao lorentziana entre as duas tétradas. Ela é meramente usada para distinguir tétradas
de classes diferentes.

Também é possivel definir uma tétrada com respeito a métrica de tétrada:

1 0 0 0
iy 0O -1 0 0
= = 98
Yijg = 0 0 0 —1 ( )
O 0 -1 0

A tétrada associada a essa métrica pode ser construida a partir de uma tétrada lorentziana,

como:
Yoo = Yo,
Y = 71,
1 ) (99)
/ = — + 7 s
2 \/5(72 ’73)
p——
;= — —17v3).
4! \/5 V2 73
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Tais tétradas tém propriedades especiais, quando aplica-se rotagoes no plano yz e, as
vezes, sao chamadas de tétradas espinoriais.
Finalmente as tétradas nulas ou tétradas de NP combinam as propriedades de

ambas as tétradas anteriores, tendo como métrica de tétrada:

Yig =7 = (100)

o O = O

Uma notagdo comum para os elementos de uma tétrada nula é escrevé-los como

{l,n,m,m} entdo:

(1" n* mt mt) = (e, ey, ey, ey). (101)
Este sistema de tétradas satisfaz a relagdo de pseudo-ortogonalidade:

Fn, = —mtm, =1, (102)

com todos os outros produtos escalares nulos. Por isso as tétradas sao ditas nulas.
Agora, é possivel escrever a métrica g, em termos da tétrada de NP, usando as

equagoes (82) e a relagao de pseudo-ortogonalidade:
G = Luny, + Lny, — mym, — mym,,. (103)
Similarmente, para a métrica contravariante:

g =1Fn" + 1"nt — mfm” — m"mt. (104)

3.6 Tensor Eletromagnético

O campo eletromagnético no formalismo de NP é caracterizado por trés valores
complexos independentes, ¢g, ¢1 e ¢o dados por:
¢0 = F,ul/l'umuy
1
¢1 = §Fw/(luny + muml’)’ (105)

¢2 = Fpumunyu
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e, inversamente, as componentes contravariantes do tensor eletromagnético F'*¥ sao dadas

por:
F* = Re {¢0m[“n”} + ¢y (n 1 + mlrm) 4 gbgl[“m”]} , (106)

onde Re{x} representa a parte real de x e os colchetes sobrescritos denotam antissimetri-

Zagao.

No formalismo NP, as derivadas direcionais, 0;, recebem nomes especiais®:

0
D = 2
l 8xg’
0 = mt——ro,
] or (107)
J = mt—0
oxH’
0
A=
" OxH

As componentes covariantes da conexao, também conhecidas como coeficientes de

rotagdo de Ricci ou coeficientes de spin, podem ser calculadas usando a expressao:

Vijk = Vl,ewej“ e (108)

9 Seguindo a notacdo usual, A nas equacdes (110), refere-se ao operador descrito acima; e A nas demais
equacoes é a funcdo A =12 — 2rM + a?.



44

Novamente ha uma notacao especial para esses objetos:

1 - -

o = 5(7124 — Y344) = §(Vl,l,m“m — V,m,m'm"),

1 il 1%
5 = 5(7123 — Y343) = §(Vyl,m“ml’ — V,m,m"*m"),

1 1 o
7= 5(7122 — Yaa2) = §(V,,l#n“n” — V,m,m"n"),

1 1 -
€ = 5(’7121 — Y341) = i(V,,lun“l” — V,m,m"l"),
T = —Yu = —V,n,mkl",
po= —veu3 = —V,n,mtm", (109)
P = T34 = Vylum,umz/’
Kk = 731 = V,l,mtl",
v o= —Yuz = —V,n,m'm",
o = 33 = V,l,m'm"”,
A= V244 = _vunumumya
T = "z = V,l,m'n".

As equacgoes de Maxwell para o campo eletromagnético no formalismo NP sao,

entao:

(D —2p)dr — (6 + 7 — 20) o + Kihy
(0 —27)p1 — (A4 o — 27)po + 0o
(D = p+2€)¢s — (6 + 2m) 1 + Ao
(6 =7 +28)pa — (A+2u)d1 + vy

21 J),

27,
2w,
2rJ,,

(110)

onde J; sao as componentes da densidade de corrente.

3.7 O Campo Externo

Assumindo que a solugdo de Kerr descrita na equacao (13) é o pano de fundo do

espago-tempo, e que a métrica no formalismo de NP é dada segundo a equagao (104),
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uma tétrada nula [#, n*, m* e m* é:

7“2—|—a2 a
* = | —-.1,0, —
( A ) 7O7A>7

1
n* = —(r2+a2,—A,O,a>,
2%
) . (111)
mt = (iasin@,O,l,,),
V2(r + iacos §) sin 0
1 —1
nt = —ia si 6,0,1,,).
" \/ﬁ(r—iacose) ( Bk sin 0
As derivadas direcionais sdo:
0
D = —
or’
6 = p o
= — 5
) \f 5 (112)
6 = ————=—,
200
A 0O
A = =7
2% or’
e os coeficientes de spin sdo:
B 1
P T T idcost’
o = 7T_B7
_cot
g o= —Pﬁ,
(r—M)
Y= B+ oy
sin 0 (113)
T = iapQ\/E,
A
/“L - p227
tasin 6
T = — ,
V2%
€ = k=v =0=X=120

Considerando que nao hé fontes, J; = 0 e, substituindo os coeficientes de spin e

os operadores diferenciais nas equacoes de Maxwell (110), e definindo ¢; = p?®;, para
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simplificar as equagoes resultantes, tem-se:

-2 85;1 = (;ae cot? + zasm@) oo,
VLR CY I G VRN
09 P or 114
om0,
\/§ o0 — P 2
Ap? 0D, cot 0
ﬁw = (IO(%—ZGSIHQ‘i‘ P >¢2

Eliminando 0®, /00, a partir da segunda e terceira equagoes, ou eliminando 0, /0r,
a partir da primeira e terceira, é possivel mostrar que:

2
6=~ (115)

3.8 A Equacgao de Teukolsky

Estudando as perturbagoes da métrica de Kerr, Saul A. Teukolsky (TEUKOLSKY,
1973; PRESS; TEUKOLSKY, 1973; TEUKOLSKY; PRESS, 1974) mostrou que, para um
campo, ¥, de spin s, as equagoes de Newman-Penrose podem ser combinadas numa tinica

equacao-mestre, hoje conhecida como a Equacao de Teukolsky:

(r* +a*)? 2 i 6 0% N 4Mar 0* @ 1 |0
A oz T TA o100 n2d | 962

as O [spOp) 1 0 o\ a(r — M) icosf| Iy

A or (A 87“) sin 6 00 (Sm089> 28[ A +sin29 0o (116)
2 2

_QslM(TAa)

—r —iacos@] ?;tb + (% cot? 0 — s)p = 47%T,

onde s é o peso de spin, e a forma de T depende da fonte.
Considerando o caso sem fontes T' = 0, Teukolsky mostrou que a equagao é sepa-

ravel, com solugao:

U(t,r,0,¢) = e ™ Ry(r)S(0), (117)
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com Ry(r) e S(#) resolvendo respectivamente:

d d K2 — 2is(r — M)K
A"*% (ASH £0> + ( ZSX ) + diswr — )\) Ry =0,
1 d d ’
sind do (Sin 9d§> i <a2w2 cos*0 - si?z g — 2awscost (118)
2ms cos 6 9 .9
— ¢ cot“+s+A)S=0,

com K = (r* — a*)w — am, A = A + a*w? — 2maw onde A,w e m sdo as constantes de

separacao 1°.

Este trabalho trata o caso de uma perturbacao por um campo eletromagnético,
para o qual s = +1. O papel do campo perturbativo, ¥, em (117) é cumprido por ¢
ou por ¢s. Como ja foi encontrada uma relagao entre ¢y e ¢, é suficiente resolver as
equagoes em ¢p. A equagao de Teukolsky para ¢y = Ry(r)S(0) e s = +1, ja separada e

considerando o caso axissimétrico (m = 0) e estacionario (w = 0), tem a forma:

1 d [ dR, -
S (A dr) — (-1 +2)Ry = 0,
1 d dsS 1 (119)
T, (sm@cle) + {l(l +1)— e~y S = 0,

onde \=A=(—-1)(1+2).
Fazendo Ry(r) = AY2R(r) e u = (r — M)(M? — a®)7'/2, a equacdo radial se

transforma em:

d’R dR 1

As equagoes radial (120), e angular, tém a forma das equagoes associadas de Legendre,
cujas solugoes sao as fungoes associadas de Legendre de primeira ordem P}(u), Q1(u) e

Pl (cosf). Assim, ¢y tem a forma:
do =y V202 [a) B} (u) + BQ; (u)] P! (cos ), (121)
=1

onde o fator v/2 foi incluido por conveniéncia.

10 Neste caso, A ndo representa a funcio encontrada na métrica de Kerr em (13), A ndo é um coeficiente
de spin e m nao é a massa de repouso da particula
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Usando A = (u? — 1)(M? — a?), pode-se escrever as relagoes diferenciais !

dP,
W iaep ()
. dr@) (122)
) (cos -
AR p(cost),

uma relagao similar a primeira pode ser obtida para Q1(u). Assim, a expressdo final para

¢o ¢ dada por'?:

Z\fl sz( ) Bdel( )] dPi(cos 0) (123)

dr o’

onde o = iqy e f; = i3] sdo complexos.

Para obter ®;, substitui-se ¢ nas primeiras duas equagoes em (114) com 5, = 0.

Entao:
0P, dPl 1 [d?P(cosh) dP;(cos0) .. dP/(cos®)
- = - t0———— 0——=
or {p l 62 A R T o)
0®; dPl dP(cos ) d*Py(u) dP(u) dP(u)
0 b \p|2 e PR MT AT T
Com o auxilio da equacao de Legendre nos formatos:
d*P, 0 dP, 0
¢ hlcosb) + cot 6 dhi(cosf) = —Il(l+1)P(cosb),
do? do (125)
d*Py(u) dFi(u)
A 0 +2(r— M) e [(I+1)P(u),
as equagoes podem ser reescritas como:
) dP, (141 dP, 0
0% = o Hu) | UL+ )Pl(cos 0) — iasin HM ,
or dr p do (126)
0%, dPF(cosf) [I(I+1) dP(u)
/T Alu+4=3=1
integrando a primeira equacao por partes e identificando:
d [ dB(u)
I(l+1)R =— A 127
@+ = 5 (A7), (127)

1 Erro no artigo de Petterson na primeira equagio em (122).

12 Erro no artigo de Petterson na equacio (123).
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P, = q {l(ljl)Pl(u)Pl(cos 0) —iasin 0P(u) dPlsdceosﬁ) + AdPéﬁ“)Pl(cos 6)]

(128)
+ f(0).
Derivando ®; em relacao a 6:
00, dP(cosf) [I(1+1) dP,(u) ,
50— M p P(u)+ A I + f(0). (129)

Comparando com a segunda equagao em (126), nota-se que f é necessariamente
uma constante. Essa constante é identificada com um excesso de carga, ), do BN. Assim

a expressao final para ¢ é:

¢1 = p2Q + i p2 [OzlAl(T, 9) + 513[(7’, 9)], (130)
1=1

onde:

A = W+1) P(u)P,(cos8) — iasin 0P (u) dPZSgS 6) + Adiéfﬂu)ﬂ(cos 9), (131)

B, = Ll : D) Qi(u)P(cos0) — iasin 0Q;(u) il ggs %) + Ad%ﬁu) Py(cos ). (132)

3.9 Potencial-Vetor

Como o campo eletromagnético deve ser estaciondrio e axissimétrico, as componen-
tes A, e Ay do potencial-vetor devem desaparecer. Com isso, o potencial-vetor é definido

apenas pelas componentes A;(r,0) e A,(r,0), dadas por:

04 .
W — T Lir,

133
oy (133
or or

As componentes covariantes Fy, e Fy, podem ser obtidas usando a métrica g,

Ft'r - gr'r(gttFtr + gt¢>F¢T)7

(134)
Fd)r = grr(gw)Ftr + gdbed)T)'

Entdo, é suficiente encontrar F¥" e F'¢" para determinar o potencial-vetor. Para isso
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utiliza-se a equagao (106):

r? + a? iapsin 0 p*A
S 1+ /2 <¢2 - T% ;

v~ Red % e P [y D
For = Re{2¢1+\/§sin9 <¢2 7 ¢0>}-

Inserindo p, ¢g, @1 € ¢Pa, e escolhendo a parte externa do campo (a; = 0), tem-se:

P = he -

— “Qgﬁw R Q+ 3B VQ 9 B Pi(cost) — chlPlS;Se)]
i I=1
- gﬁz’ _Tz "; " BuP(cos) + DZOUD’(;;’SQ)] ,
SE = %(r2 —a*cos?0)Q + iﬁl’" l;BlPl(cos 0) — ngPl(;(;)se)]
— gﬁf :+;BQPI(COS 0) + D4dPl(;gs€)] ,
(136)
onde '3
o= B +if,
B — (r? — a;cos2 Q)Adelr(U) U+ 1)),
By = acosf [21”2 — (1 + 1)Ql(u)] ,
D, — a? sing cos 6 lAdCillf,U) B 27“(7"22—1— QQ)QI(U)] ’ .
D, — aszi]né? lTAdCiilﬁu) (% 4 a?) (r? — a;cos2 Q)Qz(u)] |
9
Dy, = Slgeéd%ﬁu) —a*sind (" = CS;OSQ 6) Qu(u).

Agora, integrando as equagoes (133), obtem-se as componentes do potencial-vetor:

13 No coeficiente D5 do artigo de Petterson, cujo equivalente é D3 neste trabalho, falta um fator de 1/%
no primeiro termo.
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—Ay(r,0) = TQ%—ilAdQl ) Pi(cos0)(rp] — acosdp;)

DR
0 dP, 0 ,
+ 28w PO (s 4| + 6
by do
Ag(r,0) = asin 05 + Z [a éd%( )Pz(cos 0)(r3 — acosfa))

. rt+a? dP(cos0) . ; sin ., dQ;(u) dP(cos )
+ siné > Q1 (u) 7 (acos@p] +rp]) — 0+ 1)61 I 70
+ ﬁ¢7

(138)

onde §; e B4 sdo constantes.

Esse resultado é a solucao multipolar para o potencial-vetor, vilido no caso de
um campo externo ao BN. Para obter as soluc¢oes internas basta fazer a transformacao
B,Qi(u) = a, P(u). Para um dipolo magnético, considera-se apenas o primeiro termo do

somatorio (I = 1). As componentes do potencial-vetor sdo, entao:

_af B 5 o L (=1
Ay(r,0) = > {[r(r M)+ (a® — Mr) cos 0]271n<r—r+>
—(T—Mcos29)}—ﬂl(;se{~~},
B sin® 0 2 2 2 2
Ap(r,0) = o {(T—M)a cos” O + r(r° + Mr + 2a°) (139)
—[r(r® = 2Ma* + a*r) + Aa? cos® H]LIH <T — L)}
2y r—Trs

a3y sin? @ cos 0

> {}’

onde v = (M? — a?)"/? e 1. sdo os horizontes de eventos.

Considerando que a métrica de Kerr é assintoticamente plana, ou seja, o dipolo
magnético descrito pela equacao (139) precisa ser idéntico a um dipolo definido na Re-
latividade Restrita quando r — oo (SENGUPTA, 1996), conclui-se que ] = 0 e que
B = $§T"2, onde os sinais de 3! representam o momento antiparalelo e paralelo ao mo-

mento angular do BN respectivamente. Assim, o resultado final para um dipolo magnético
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externo a um BN em rotagao é dado como:

A(r0) = —23;;; {[r(r — M) + (a* = Mr) cos? 9]21111 (7" - T-)

g =Ty
—(r — M cos® 9)},

. (140)
Ay(r0) — _ 3psin 0

e {(7" — M)a®cos® 0 + r(r® + Mr + 2a?)

1 —7r_
—~[r(r® — 2Ma® + a®r) + Aa® cos® 6] — In (T r )},
2y r—Try

para um dipolo antiparalelo ao eixo de rotaciao'?.

14 Para manter a notacdo utilizada nos artigos, o termo (M? — a2)1/ 2 ¢ 0 momento de dipolo magnético
sdo denominados por vy e u respectivamente. Neste caso, eles ndo representam os coeficientes de spin.
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4 METODOS NUMERICOS DE INTEGRACAO

4.1 Introdugao

Uma &rea importante na fisica contemporinea é a Fisica Computacional, area
em que se utiliza de métodos numéricos para solucionar problemas que nao podem ser
resolvidos analiticamente. A aplicacdo de métodos numéricos de integracao neste trabalho
se faz necessaria devido a complexidade das equagoes que descrevem o movimento de
particulas em torno de BNs. Evidentemente, os métodos numéricos para a resolucao
de equagoes diferenciais possuem imprecisoes que dependem de fatores como o método
escolhido, o nimero de iteragoes, o grau de complexidade das equagoes, etc.

Neste capitulo, estuda-se alguns métodos numéricos de integragao, de precisao (ou
ordem) crescente, comegando com um método de primeira ordem, o Método de Euler, e
terminando com um método de quarta ordem, o Método de Runge-Kutta. Limitagoes
computacionais desses métodos, devido as operacoes de precisao finita disponiveis nos
processadores, sao abordadas, e técnicas para contornar essas restri¢oes usando aritmética

de multipla precisao sao discutidas.

4.2 O método de Euler

O método de Euler é o método mais simples para resolver numericamente uma
equacao diferencial. Embora ele nao seja usado em trabalhos cientificos devido a sua
instabilidade, o método é didatico e serve como introducao a métodos mais avancados.

Considere a equacao diferencial:

dy

L= floy(a)) (141)

e a condi¢do de contorno y(xg) = yo. Para estimar y em outro valor de z, digamos
xr = xo+ h, onde h é o passo, pode-se usar a expansao em série de Taylor até a primeira

ordem:
y(zo +h) = y(wo) + hy'(x0) + O(h?) = yo + hf (w0, 90). (142)

Para estimar y(zq + 2h) aproveita-se o valor de y(xo + h), calculado anteriormente
e repete-se o procedimento. Assim, é possivel estimar y(xg + nh) para qualquer inteiro
positivo, n. Repare que cada ponto ¢ calculado com base no ponto anterior, que ja é uma

estimativa, o que faz com que os erros tendam a acumular. Depois de n passos o erro seréd
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aproximadamente:

nh?
e 7y”($0), (143)

no qual y”(zo) é uma estimativa da segunda derivada no intervalo de integragdo. Obvia-
mente, um valor menor de h diminui o erro por passo todavia, em compensagao, 0 nimero

15 necessarias para alcancar um ponto determinado aumenta, bem como o

de iteracoes
tempo de computacgao. Por construcao, o método de Euler reproduz a série de Taylor até
a ordem h e, por isso, é chamado de método de primeira ordem, escrito O(h). O erro

devido ao truncamento ¢ de segunda ordem, ou seja, O(h?).

4.3 Meétodo de Euler Aperfeicoado

O método de Euler utiliza o valor da derivada no inicio do intervalo A porém, em
geral, a derivada varia ao longo deste intervalo. O método Aperfeicoado usa a média
aritmética das derivadas nos extremos do intervalo para aumentar a precisdo. Assim,

substitui-se a formula y(xo + h) = yo + f(z0,y0)h por:

oo+ 1) = o+ 5 {F(o,0) + flw + hy(mo + W]} B (144

Note que f[zo + h,y(zo + h)] depende de y(zo + h), e a equagdo (144) ndo pode ser
resolvida diretamente. Para resolvé-la é necessario fazer uma primeira estimativa do valor
de y(xo + h), usando o método de Euler. A partir deste valor auxilar de y calcula-se
flzo + h,y(xo + h)]. J& que esse método leva em conta a variagdo da primeira derivada
no intervalo, espera-se que ele inclua o efeito da segunda derivada na série de Taylor e,

portanto, seja de segunda ordem, o que sera demonstrado mais a frente.
4.4 Método de Runge-Kutta de Segunda Ordem
O método de Runge-Kutta de segunda ordem usa a ideia de média ponderada dos

valores das derivadas no intervalo h para calcular os valores de y(xo + h) da seguinte

forma:

y(zo+h) =yo+ [, (145)

15 Célculo de cada valor de y(z,).
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onde f = a1k + azks, 0s pardmetros a; e ay sao os pesos, e os valores de k; e ke sdo dados
9 )

por:

kl - hf(:L‘O)yO)a

(146)
k2 = hf(xo + Oéh;yo + 6k1)7

cujos valores de a e 3 especificam um ponto intermediario dentro do intervalo . Fazendo

f(zo,y0) = fo e expandido ky em série de Taylor até o termo de primeira ordem, obtém-se:

kQ—h<fo+ h%ﬁ)Jrﬁkla‘];)). (147)

Substituindo f em (145) e lembrando que k; = hf(zo, yo), tem-se:

y(xo + h) = yo + (a1 + az) foh + (aza%ﬁ] + azﬁfoa];o> : (148)

Por outro lado, expandindo y(xy + h) em torno de zy, até segunda ordem:

y(@o +h) =yo + foh + ;f{“ (149)

Como f(z,y) = flz,y(x)], entdo:

df(z,y) _ 0f(z,y) Oy of(e,y) _ 9f(x,y) 9f(z,y)

dc Oz + dr Oy Oz + flz,y) oy (150)
e, substituindo em (149):
y(zo + h) = yzo + foh + (;fgfo + foa];J) : (151)

Comparando as equagoes (148) e (151), é possivel ver que os pardmetros obedecem as

seguintes relagoes:

1
a1 +as =1, aay = Pas = 3 (152)

Como sao quatro equagoes e trés incognitas, existe uma certa liberdade na escolha dos
parametros. Uma escolha possivel é: a; = ay = 1/2 e @« = § = 1, escolha que remete ao
método de Euler Aperfeigoado.

O método é conhecido como Runge-Kutta de segunda ordem porque o calculo de
y(zo + h) inclui termos de O(h?).
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4.5 Meétodo de Runge-Kutta de Quarta Ordem

Seguindo a mesma ideia do método de segunda ordem, o método de Runge-Kutta

de quarta ordem (INCE, 1956) calcula os valores de y(z + h) da seguinte forma:
y(wo+h) =y + 1, (153)

onde f = a1k, + asks + asks + asky, 0s parametros aq, as, az € ay sS40 0s pesos e ki, ko, k3

e k4 sao dados por:

ki = hf(xo,y0),

ke = hf(xo+ ah,yo+ Bky),

ks = hf(xzo+vh,yo+ dk1 + €ks),

ky = hf(zo+ nh,yo + pky + vko + Eks).

>

(154)

Simplificando a notacdo, adota-se 0fy/0x = 0, fy e 0fo/0y = 0, fp. Para expandir ks em

série de Taylor com duas varidveis, primeiro define-se o operador D" como:

N ) a\"
Di" = (aé)x +5foay> ‘ (155)
Entdo:
h? h3
k2:h<f0+hD1f0+Q'D%f0+3,D§’f0+-~>. (156)

Para k3, o operador DJ* é:

0 o™
D)= |yv—+ (0 — 1
logo:

0 0
’yh% + (5]{31 + 6]{?2)87?/ = hDQ

2 ) (158)
+ h% (Difo+ 5D o+ 5 Difo+ ) i
e:
ks = h(fo+hDofo+ S D3fo+ 5 D3fo+ ) -
+ hle [@,foleo + %@,foD%fo + hDs foDa(dy fo) + - - ] _



57

Para k4 o operador D' é:

m_ | 0 o1"
Dyt = [7781: +(u+V+£)foay1 , (160)
logo:
0 0 )
nh- + (uky + vky + Ehs) - = hDs + h? {v (Dy + 5 D3 fo + -+
+& [szo + %(D%fo + 2€ Oy foD1 fo) + -+ ]} '
portanto:
ky = h(f0+hD3fo+ B D2y + §D§f0+...)
+ h¥(vDyfo+EDsfo) 8, fo o)
+ b (D2 fo + EDE fo + 2€€0, foD1 fo) Dy fo
+ h*(wD fo + D2 fo)D3(0yfo) + - -+

Agora, expandindo y(zo+h) em torno de xq, e lembrando que f(z,y) = f[z, y(z)], tem-se:

y(ro+h) = yo+ foh+ %Dfo + %T(DQJCO + 0y foD fo)

W3 2 2 (163)
+ T fo+ 0y foD? fo + (0y f0)? D fo + 3D foD(0y fo)] + - - -,

onde:

[0 a\"
D :<8:1:'+f08y> . (164)

Para obter um resultado valido até quarta ordem, descarta-se os termos de ordens
superiores. Substituindo ky, ko, k3 € ky em (153) e comparando com (163), nota-se que os

parametros aq, as, as, as € o, 3,7,0,€,m, i, v, & obedecem ao sistema de equagoes:

a1 +as+az+as = 1,

as Dy fo + asDafo + asDsfo = 3D fo,

a2 D} fo + asDj fo + as D3 fo = %D2f07

a2 D} fo + asDj fo + asDify = 1D3f,
azeD1 fo + as(vD1 fo+£Dafo) = D fo,

azeD} fo + as(vD} fo + ED3 fo) = %D2f07

azeD1 foDa(8y fo) + as(vD1 fo + EDafn)D3(0yfo) = 3D foD(0yfo),

aseED fy = ino-

(165)
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O primeiro passo para simplificar esse sistema é desenvolver a segunda equacao e mostrar

que:
Qo0 + ag7y + aqn) %, (166)
asB+as(6+¢) +as(p+v+¢ = 1.
Consequentemente,
= 5,
7 = d+¢ (167)

n = pt+v+E§.

Como resultado disso, tem-se : Dy = aD; Dy = vD; D3 = nD, as oito equagdes do

sistema se tornam independentes da fungao f(zg,yo), e obtém-se o sistema:

a1+ as+az+as = 1,

a0+ azy + aqn = %7

a0’ + azy’ + asy’ = 3,
aza’® + a373 + a4773 = i, (168)

azoe + as(av +7€) = ¢,

azo’e + as(’v + 7€) = &,

azaye + ag(av +y§)n = %,

asef = i.

Como hé oito equagdes para dez parametros, ha uma certa liberdade nos valores

das constantes. Uma escolha 6bvia é exigir que o intervalo seja compartilhado de uma

forma simétrica, impondo as condigoes: a; = a4 € ay = a3, que fornece os seguintes
valores:

a1 :%, a:é, e =1, &=1,

az = %7 6 = %7 n = L,

as = %7 Y= %7 H = 17

a =g, 06 =—3 v =-1



59

Os valores de kq, ko, k3, e k4 sdo dados por:

ki = hf(xo,y0),

ky = hf(zo+ Shoyo+ k), .
ks = hf (950 + §h7y0 - %/{1 + kz) )
ke = hf(zo+h,yo+ ki — ko +ks),
e o valor de f &
= 1
f= 3 (k1 + 3ko + 3ks + ka) . (170)
Esse esquema ¢ atribuido a Kutta.
Outra escolha que pode ser feita é: o = v = 1/2, que remete a:
ay :%7 05257 62%7 5217
az = %7 ﬂ = %7 n = 17
az = %7 T = %7 no= 07
ay = %, o = 0, v = 0,
com ki, ko, k3, e ks, dados por:
kl = hf (‘r07y0)7
k2 = hf (-Z'O + %h7y0 + %kl) )
1 1 (171)
ks = hf (5150 + 5h, yo + 5k32) ;
k4 - hf(x0+h7y0+k3)7
e o valor de f é:
= 1
f= G (k1 + 2ko + 2k3 + ky) . (172)

Esse esquema ¢é atribuido a Runge.

A escolha dos valores de Runge neste trabalho foi motivada pela sua maior eficiéncia
computacional, pois além de fazer menos calculos, ela também faz operagoes matemaéti-
cas com valores na base 2, mais facilmente executado pelo computador.Evidentemente,
existem muitas outras possibilidade na escolha das constantes. Porém, nao ha nenhuma
garantia que uma determinada escolha forneca maior precisdo quando for aplicado a uma
equacao geral.

Depois de n passos o erro do método de Runge-Kutta de quarta ordem sera de,
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aproximadamente:

nh®
e ?y(5) (ﬁo), (173)

onde y®(z() é uma estimativa da quinta derivada no intervalo de integracao.

4.6 Ordem das Equacoes

Todos os métodos vistos até agora sao aplicaveis as equagoes diferenciais de pri-
meira ordem. Contudo, pode-se utiliza-los para equagoes diferenciais de ordens maiores.
Para demostrar esta afirmacao, considere a equacao diferencial de ordem n:
d™y

L f) (174)

Usando a substituicao:

;li = v(z,y),
ZZ‘Z = w(z,y),
(175)
Z;ff = 2(z,y),
TV = ),
a equagao (174) é equivalente ao conjunto de equagoes de primeira ordem:
gi = (),
ZZ = w(z,y),
(176)
= z(2,9),
;l; = flz,y).

Obviamente, aplicar esse recurso para equagoes de segunda ordem, seria fisicamente o

mais util.



61

4.7 Tipos de Linguagens e Bibliotecas de Mltipla Precisao

Métodos numéricos podem ser implementados em quase todas as linguagens de
computacao. Porém, a escolha da linguagem é de vital importancia e deve levar em conta
os objetivos da pesquisa. Este trabalho preocupa-se principalmente com dois aspectos: o
tempo de execucao e a precisao, que, por sua vez, serao dependentes do grau de comple-
xidade das equagoes a serem resolvidas.

Como foi visto na introducao deste trabalho, existem dois tipos basicos de lingua-
gem de programacao: as interpretadas e as compiladas. As linguagens interpretadas (por
exemplo BASIC e Maple) sdo mais convenientes, pois ndo requerem o passo adicional

de compilacdo e geralmente sdo mais faceis de debugar 6.

Entretanto, a execucao de
programas neste tipo de linguagem ¢ lenta, pois os calculos sao realizados juntamente
com a tradugao do cédigo-fonte em linguagem de maquina. Este fato torna ineficiente a
aplicacao de linguagens interpretadas em equagoes muito complexas ou que exijam um
numero muito grande de iteragoes.

Por isso, este trabalho concentra-se nas linguagens compiladas, em particular C e
C++ em parte, devido a sua extensibilidade, ou seja, a facilidade de criar novas estru-
turas; e em parte devido as bibliotecas disponiveis para calculos numéricos de precisoes
arbitrarias.

A desvantagem principal de C e C++ reside no nivel de precisao padrao dos niime-
ros de ponto flutuante: o tipo double usa 64 bits, dos quais 53 representam os algarismos
significativos de um nimero real, enquanto os demais sao reservados para armazenar o
sinal e o exponente. Traduzindo os 53 bits para a base decimal, fornece 2% ~ 10'6,
ou seja, 16 digitos decimais significativos. Em principio C e C++ definem o tipo long
double, porém a implementagao desse formato depende de um conjunto de fatores, como
o processador, o compilador e até o sistema operacional, sendo muitas vezes simplesmente
convertido em double. Para muitas aplicacoes a precisao oferecida por uma variavel
double ¢é razoavel. Contudo, em aplicagdes que exijam um nimero muito grande de ite-
racoes, os erros, devido ao truncamento na série de Taylor, podem se acumular, fugindo
da precisao desejada.

Uma forma de superar essa limitacao é a utilizagdo de bibliotecas de multipla
precisao, que permitem trabalhar com ntimeros com mais de 16 algarismos decimais,
criando um novo tipo de objeto no qual os niimeros sao particionados em varios blocos
de 64 bits. Novas versdes das operacoes matematicas sdo definidas. Elas manipulam

esses blocos de uma forma que os resultados dos calculos superem os 16 digitos usuais.

16 I usado em uma situacdo em que precisa-se analisar um determinado bloco de programacio ou a
execugao de um programa para localizar possiveis erros ou “bugs'de sistema e também erros de pro-
gramacao.
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Essas manipulagoes acarretam em um custo adicional no tempo de execugao do programa,
todavia, ainda assim, espera-se que a combinacao de linguagem compilada e a biblioteca
seja mais rapida do que o mesmo programa implementado numa linguagem interpretada.

Para C e C++ existem duas principais bibliotecas de miltipla precisao: GMP -
GNU Multiple Precisione GNU MPFR - Multiple Precision Floating-Point Reliable (THE. ..
2018). Contudo, a sintaxe, ou seja, a forma de escrever o cddigo-fonte, se torna bem mais
complexa do que na linguagem C/C++ padrao. Um caso ilustrativo dessa complexidade
pode ser visto, comparando a componente da métrica ¢?? = —1/%, escrita de duas formas
diferentes: em C/C++ e utilizando a biblioteca MPFR.

C/C++:
gee=-1/(v[1]1*v[1] + a*axcos(v[2])*cos(v[2]));

MPFR:

mpfr_mul (rr,v[1],v[1] ,MPFR_RNDN) ;
mpfr_mul (aa,a,a,MPFR_RNDN) ;
mpfr_cos(c,v[2] ,MPFR_RNDN) ;
mpfr_mul (cc,c,c,MPFR_RNDN) ;
mpfr_mul (aacc,aa,cc,MPFR_RNDN) ;
mpfr_add(sig,rr,aacc,MPFR_RNDN) ;
mpfr _ui_div(gee,-1,sig,MPFR_RNDN);

A grande vantagem na escolha de MPFR é a possibilidade de usar um wrap-
per (WRAPPER. .., 2012) para C++. O wrapper é um tipo de pré-compilador que traduz
a sintaxe usual de C++ para a sequéncia de instrugoes equivalente da biblioteca MPFR. A
eficiéncia do wrapper depende de sua implementacao e dificilmente gera codigo-fonte mais
rapido do que o escrito diretamente em MPFR. Mesmo assim, o tempo de execugao de
programas escritos com o auxilio do wrapper ¢ muito menor do que o tempo de execucao

dos mesmos em linguagem interpretada.
4.8 Um Exemplo Simples: o Oscilador Harmoénico
E bastante didético utilizar a equacao do oscilador harménico unidimensional para

ilustrar o uso de métodos numéricos combinados com bibliotecas de multipla precisao e

assim testar a eficiéncia do cédigo-fonte.



Tabela 2 - Oscilador harmonico com frequéncia angular igual a 1.
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Tempo Exato Dupla Precisao MPFR
0,001  0,99999950000004166667  0,999999500000041 (78560 0,99999950000004166667
0,01  0,99995000041666527778  0,99995000041666(481927 0,99995000041666527778
0,1 0,99500416527802576610  0,99500416527802 (459932 0,99500416527802576610

1 0,54030230586813971740
-0,4161468365471423870
-0,9899924966004454572

0,5403023058681(4165238

-0,98999249660044 (863485

0,54030230586813971(810
-0,41614683654714238(548

-0,6536436208636119146
0,28366218546322626447

T W N

)
)
)
) )
-0,41614683654714(196281) (548)
) -0,98999249660044545(692)
) -0,65364362086361191(716)
) (047)

(
-0,65364362086361(016413
( 0,28366218546322626(047

0,28366218546322(863325

Fonte: O autor, 2012.

Especificamente, considere a equagao:

d2
—x—i—:c:(),

— (177)

com z(0) = 1, (0) = 0, cuja solucdo analitica é x = cos(t).

Fazendo dz/dt = z(z,t), tem-se o sistema de EDOs equivalente:

dx
- — 27

dt
dz

dt

(178)

O método de Runge-Kutta de quarta ordem com passo de h = 10~* foi aplicado
para resolver esse sistema de duas diferentes formas; em linguagem C (dupla precisdo)
e utilizando a biblioteca GNU MPFR, com precisao de 128 bits (aproximadamente 38
algarismos significativos). Nesse contexto, comparando com os primeiros 20 algarismos
do valor exato tem-se:

Como o método utilizado foi o Runge-Kutta de quarta ordem, espera-se uma im-
precisio por passo da ordem de f®h° /5!, como no caso do oscilador harménico |f®)| < 1,
essa imprecisao corresponde aproximadamente a 10722, Esse valor j4 est4 além da capa-
cidade dos 16 significativos da dupla precisao, que pode ser visto em todos os valores da
terceira coluna da tabela. Com os 38 digitos de precisao usados, os valores calculados
pelo MPFR nao sofrem com o arredondamento no computador, mas o erro do método aos
poucos se acumula. A partir de t = 1, ou 10.000 passos, esse erro é apreciavel e, de fato,
corresponde a 10* x 10722 = 10718,

Na tabela seguinte, sdo comparados os tempos de execucdo do mesmo programa
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Tabela 3 - Tempo médio em segundos para calcular de 10* a 105 de iteracdes.

Iteragoes C (Dupla Precisao) MPFR  Wrapper Maple

10* 0,110 0,250 0,344 1,781
10° 0,672 1,828 2,829 16,718
108 6,360 18,031 27,812 169,590

Fonte: O autor, 2012.

(ver Apéndices) escrito em C, MPFR, MPFR com wrapper e Maple 7.

E possivel ver que, para as quatro versdes, o tempo de execucio ¢ aproximadamente
proporcional ao nimero de iteragoes, embora exista um custo adicional na inicializacao
dos programas, que é mais evidente na versao em C.

Como foi esperado, a versao interpretada em Maple é, de longe, a mais lenta,
levando mais do que seis vezes o tempo da versao com wrapper e sendo quase dez vezes
mais lenta que a versao em MPFR.

Finalmente, o uso do wrapper, embora facilite a elaboracao do cédigo-fonte, signi-
fica um aumento de aproximadamente 50% no tempo de execucao. Vale a pena ressaltar
que o sistema de equagoes do oscilador harmonico é muito simples, quando for comparado
as equagoes que descrevem as trajetérias de particulas em torno de BNs. Nesse caso, o
impacto do wrapper pode ser ainda maior. Mesmo assim, devido a complexidade das
equagoes, o uso do wrapper compensa, pois a economia de tempo no desenvolvimento do
codigo-fonte é muito grande.

Apesar de simples, esse exemplo mostra a funcionalidade da biblioteca. Nao ha
limites quanto a precisao: para aumenta-la ainda mais, basta diminuir o valor do passo.

Contudo, isso implica em mais iteragoes e, por consequéncia, mais tempo de execucao.

17 Todos os resultados computacionais deste trabalho foram obtidos utilizando-se um computador com a
seguinte configuracdo: processador Intel(R) Core(TM)2 Duo CPU T5750 @2.00GHz; 3 Gb de memodria;
emulador de Linux para Windows Cygwin e compilador g++ (GCC) 4.5.3. Onde for possivel, foi usada
uma precisao de 38 algarismos significativos.
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5 RESULTADOS

5.1 Introdugao

sistema dindmico que descreve a trajetoria de uma particula massiva em torno de
um BN de Schwarzschild ou Kerr é integravel, se existem quatro constantes de movi-
mento (CARTER, 1968). Destas, trés constantes sdo ébvias: F = p,, associada a energia
da particula e L = —p,, ligada ao seu momento angular. As constantes £ e L sao con-
sequéncias diretas de uma métrica estacionaria (estatica para o caso de Schwarzschild)
e axial respectivamente, que implica em uma hamiltoniana (75) independente de ¢ e ¢.
A terceira constante de movimento é a massa de repouso determinada pela equagao (71)
como m = (g,,p"p*)"?

como constante de Carter, dada por:

. Para uma particula livre, existe uma quarta constante, conhecida

L2

sin?f |-

Q = p; + cos? 0 [a*(m? — E?) + (179)
Com essas quatro constantes independentes, o sistema é integravel e, neste caso, as trajeto-
rias nao terao comportamento cadtico. Na presenca de um campo externo com potencial-
vetor A,, apenas trés constantes de movimento podem ser definidas: F = m, = p; + ¢A,,

= —7y = —(py + qA,) ¢ novamente, a massa m, definida anteriormente. Assim, as
trajetérias de particulas com essa configuracdo podem ter comportamentos caéticos (LI-
CHTENBERG; LIEBERMAN, 1992; KARAS; VOKROUHLICKY, 1992), pois o sistema
nao é integravel.

Para determinar numericamente as diversas trajetorias, para as quais este trabalho
foi proposto, é necessario integrar as equagoes de Hamilton descritas em (76). Para
isso, utilizou-se o método de Runge-Kutta de quarta ordem programado em C++ com
a biblioteca de multipla precisao MPFR acompanhada do wrapper. Em todos os casos
foram atribuidos os seguintes valores iniciais para as coordenadas: 1o = 10,5M, 6y = 7/2

e ¢o = 0. Devido a liberdade na escolha dos sinais, impoe-se: p, > 0 e pg < 0 8.

5.2 Particula Livre

Para integrar as orbitas de particulas livres s@o necessarias: as constantes de movi-

mento E, L, m, Q; e os valores iniciais das coordenadas rq, 8y, ¢9. E importante ressaltar

18 Todas as unidades foram adaptadas para que a hamiltoniana fosse adimensional.
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Figura 6 - Particula livre em torno de um Buraco Negro de Schwarzschild.
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Legenda: Planos equatorial (esquerda) e poloidal (direita), Q/m? = 0,25227794117647058175;
pr/m =0 e py/m = -0,50227277566723699717 (vermelho); Q/m? =
0,21657794117647058170; p,/m = 0,02 e pg/m = -0,46537935190172606292 (azul);
Q/m? = 0,029152941176470581696: p,/m = 0,05 e pg/m =
-0,17074232391668616883 (verde).
Fonte: O autor, 2012.

que os valores desses pardmetros precisam respeitar a relagao (71). A descri¢ao das traje-
toérias de particulas livres sao importantes para testar a estabilidade do método e visualizar

algumas caracteristicas das métricas tanto de Schwarzschild quanto de Kerr.

5.2.1 Buraco Negro de Schwarzschild

Nas integracoes a seguir, as constantes de movimento E e L foram fixadas em
E/m=0,97e L/m=4,2M.

Nos trés casos pode ser observada a precessao do periastro da particula. Como era
de se esperar em um sistema integravel, as trajetérias nao apresentam comportamento
cadtico. E possivel observar também que pequenas variacdes nas condicoes iniciais nao
resultaram em grandes mudangas nas o6rbitas da particula. Os graficos na figura 7 mostram

separadamente o movimento para cada conjunto de condi¢oes iniciais.



Figura 7 - Movimento de uma particula livre em torno de um BN de Schwarzschild, planos

equatorial (esquerda) e poloidal (direta).
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Tabela 4 - Condigoes iniciais para o movimento de uma particula livre, girando no mesmo
sentido de um BN de Kerr.

a/M Q/m? pr/m po/m Cor

2,3404986568166554715 0 -1,5298688364747663790  vermelho
0,3  2,3047626568166554713 0,02 -1,5181444782419937621 azul
2,1171486568166554717 0,05 -1,4550424931309241567  verde
1,8023125209240040148 0 -1,3425023355376347407 vermelho
0,6  1,7664685209240040149 0,02 -1,3290855957853143534 azul
1,5782875209240040147 0,05 -1,2562991367202335281 verde
1,1354019390581717543 0 -1,0655524102821839867 vermelho
1,0 1,0993019390581717542 0,02 -1,0484760078600615047 azul
0,90977693905817175395 0,05 -0,9538222785499255437  verde

Fonte: O autor, 2012.

5.2.2 Buraco Negro de Kerr: Particula Girando no Mesmo Sentido

No caso do BN de Kerr, além de mudar os parametros F, L e Q, existe a possi-
bilidade de variar seu momento angular por unidade de massa, a = J/M. Os graficos
da figura 8 mostram o movimento de uma particula livre nos planos equatorial e poloidal
para os momentos angulares a = 0,3M; a = 0,6M e a = M, respectivamente. O tltimo
caso corresponde ao chamado BN de Kerr extremo, com horizontes de eventos iguais a
ry =M.

Para cada valor do momento angular, a, sao tragadas trés trajetorias que corres-
pondem aos valores fixos; E/m = 0,98 e L/m = 4,2. J4, os valores Q, p, e py variam
de acordo com a tabela 4. Como a e L tém o mesmo sinal, a particula gira no mesmo
sentido do BN.

Pode-se ver nos graficos da figura 8 que a particula traca uma orbita estavel,
exibindo uma precessao de periastro que é mais acentuada para valores menores de a/M.

Uma andlise da projecao no plano poloidal mostra uma oscilacdo em torno do
plano equatorial que diminui a medida que a/M aumenta. Vale a pena destacar que, para,

condicoes iniciais equivalentes, o movimento da particula é mais amplo do que no caso de

Schwarzschild.



Figura 8 - Particula livre, girando no mesmo sentido do Buraco Negro.
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Figura 9 - Movimento de uma particula livre, girando no mesmo sentido de um Buraco Negro

de Kerr.
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Figura 10 - Movimento de uma particula livre, girando no mesmo sentido de um Buraco Negro

de Kerr.
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Figura 11 - Movimento de uma particula livre, girando no mesmo sentido de um Buraco Negro

de Kerr.
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Tabela 5 - CondigOes iniciais para o movimento de uma particula livre, girando em sentido

contrario a um BN de Kerr.

a/M Q/m? pr/m po/m Cor
3,5014926124916051021 0 -1,8712275683335806129  vermelho

0,3 3,4657566124916051020 0,02 -1,8616542677123497256 azul

3,2781426124916051023 0,05 -1,8105641696696654508 verde
4,1173041513223970512 0 -2,0291141296936446722  vermelho

0,6 4,0814601513223970517 0,02 -2,0202623966510877598 azul

3,8932791513223970512 0,05 -1,9731394150749705834  verde
4,9663603878116343578 0 -2,2285332368649192659  vermelho

1,0 4,9302603878116343580 0,02 -2,2204189667293950491 azul

4,7407353878116343575 0,05  -2,1773229865620843065 verde

Fonte: O autor, 2012.

5.2.3 Buraco Negro de Kerr: Particula Girando em Sentido Contrério

A mesma analise realizada na subse¢do anterior também foi feita para uma parti-

cula girando em sentido contrario ao BN, ou seja, quando a e L possuem sinais contra-

rios. Os valores das duas primeiras constantes de movimento para este fim foram fixos

em E/m = 0,98, L/m = —4,2 M; e a constante de Carter Q, p, e py sdo dados a partir

dos valores de a de acordo com a tabela 5.

Nos gréficos da figura 12, pode-se ver que a particula traga uma orbita estavel nos

trés casos. A precessao de periastro se acentua, conforme a/M aumenta. Analisando as

proje¢oes no plano poloidal, observa-se que o movimento nesse caso ¢ mais amplo do que

o movimento encontrado para particulas, girando no mesmo sentido do BN.



Figura 12 - Movimento de uma particula livre, girando no sentido contrario a um Buraco

Negro.
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Figura 13 - Movimento de uma particula livre girando no sentido contrario a um Buraco Negro.
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Figura 14 - Movimento de uma particula livre girando no sentido contrario a um Buraco Negro.
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Figura 15 - Movimento de uma particula livre girando no sentido contrario a um Buraco Negro.
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Legenda: Planos equatorial (esquerda) e poloidal (direta): a = M.
Fonte: O autor, 2012.
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Figura 16 - Plano equatorial do movimento de uma particula livre em torno de um Buraco

Negro de Kerr.
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Legenda: Passo fixo em h = 1072 (esquerda); passo variando entre h = 1072 e h =107
(direita), Q/m? = 2,3581353878116343575; p,./m = 0,17 e py/m =
-1,5356221500784736849.
Fonte: O autor, 2012.

Utilizando o caso de Kerr extremo, como exemplo e atribuindo condigoes inici-
ais especificas, é possivel produzir trajetérias que, aparentemente, caem no horizonte de
eventos, como acontece na figura 16. Conforme a particula se aproxima do horizonte
de eventos, as derivadas crescem e os pontos da trajetoria calculados com h fixo ficam
muito distantes uns dos outros. Uma vez que o erro por passo na integracao numérica,
depende das derivadas, esse também cresce, resultando em uma diminui¢do na precisao
do método. Uma anélise dos dados mostrou que a maior variagao ocorreu na coordenada
¢. A fim de recuperar a precisao, o programa foi modificado para trabalhar com um passo
variavel: quando a variacdo, A¢, entre dois pontos consecutivos, excede 0,01, o passo é
reduzido por um fator que visa manter o valor de A¢ menor do que 0,01. Para evitar que
h diminua indefinidamente, foi especificado um valor minimo, A, = 1079, para o passo.
Quando h atinge esse valor, a integracao para.

E evidente que ndo se pode estimar de forma segura o erro, pois nio sao conhe-
cidos os valores da derivada quinta. Porém, a imprecisao do algoritmo para h = 1076 é
e ~ 10732f0). Supondo que f® néo seja muito diferente de 1, esse erro é compativel
com os 38 algarismos utilizados no programa, mas ¢ muito além das possibilidades de um
programa escrito com dupla precisao, mostrando a utilidade da biblioteca de multipla.
E interessante observar o comportamento da particula préxima a ergosfera: em torno de
r = 2,45M o sentido de rotacao da particula, que era contrario ao BN, inverte mostrando

o efeito de arrasto do espago-tempo em torno do BN por seu momento angular.
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Figura 17 - Particula em um campo magnético externo a um Buraco Negro de Schwarzschild.
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Legenda: Planos equatorial (esquerda) e poloidal (direta): p,/m = 0,187 e
po/m = —1,1288940582394043851 (vermelho); p,/m = 0,188 ¢
pp = —1,1139717432359905867 (azul); p,/m = 0,189 e
po/m = —1,0087655776953661646 (verde).
Fonte: O autor, 2012.

5.3 Particula em um Campo Magnético Externo

Para o movimento de particulas com carga, ¢, em um campo magnético externo
ao BN, Q nao é mais uma constante, o sistema dinamico nao é integravel, e, por isso,
trajetorias cadticas podem surgir. Nesse caso, um novo parametro, g4, associado a carga
da particula e ao momento de dipolo magnético, u, do campo externo é definido como
Q4 = (¢/m)u. Em todas as trajetorias apresentadas a seguir, foi monitorado o valor da
massa de repouso, m, que serve para verificar a precisao do programa. O passo h = 0,001

foi escolhido de modo que o valor de m nao divergisse além da precisao desejada.

5.3.1 Buraco Negro de Schwarzschild

Nas integragoes a seguir, as constantes de movimento F e L; e o pardmetro Qg
foram fixados * em E/m = 0,92; L/m = —7TM e Q4 = T0M?. Estudando os graficos na
figura 18, vé-se que as particulas sempre caem no horizonte de eventos. Também observa-
se que pequenas alteragoes nas condigoes iniciais geraram diferencas significativas nas
trajetorias, sugerindo um comportamento cadtico. Repara-se em particular que, embora
o valor inicial de p, varie suavemente do primeiro ao terceiro grafico, os pontos em que a

particula atinge o horizonte de eventos sao bem afastados.

19 Para um elétron em torno dos buracos negros considerados, esse valor de @4, em unidades gaussianas,
equivale um campo magnético de 10~3 Gauss, validando sua interpretacdo como uma perturbacio.
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Figura 18 - Movimento de uma particula imersa em um campo magnético externo em torno de

um Buraco Negro de Schwarzschild.
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Legenda: Planos equatorial (esquerda) e poloidal (direita).
Fonte: O autor, 2012.
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Tabela 6 - Condigoes iniciais para o movimento de uma particula, carregada em um campo

magnético externo a um BN de Kerr.

a/M p./m po/m Cor

0 -1,4430250599261012843  vermelho
0,3 0,02 -1,4305891526132610107 azul
0,05 -1,3634409864657612686 verde

0 -2,1772958617123738356 vermelho
0,6 0,02 -2,1690489320044922696 azul
0,05 -2,1252275806204446417 verde

0 -2,7207614715396672303 vermelho
0,9 0,02 -2,7141331922023825867 azul
0,05 -2,6790656925530391809 verde

Fonte: O autor, 2012.

5.3.2 Buraco Negro de Kerr

Nas integragoes para a métrica de Kerr, também foram fixados os valores: E/m =
0,9;L/m = —7M e Qd = 7T0M?; a, p, e py foram dados conforme a tabela 6.

Nos gréficos da figura 19 observa-se que as particulas se aproximam mais do ho-
rizonte de eventos, e as trajetérias sao, aparentemente, mais cadticas para a = 0,3M.
Aumentando o valor de a, ha uma aparente diminuicdo do comportamento cadtico, pois
as trajetorias sao mais parecidas.

Embora nao exista uma definicdo padrao para caos, uma ferramenta muito utili-
zada para estudar o nivel de caos de um sistema dinamico é a chamada secao de Poin-
caré (WIGGINS, 2003), em que escolhe-se um plano (ou outra superficie) do espago de
fases e, cada vez que a particula cruzar este plano, marca-se o ponto. Nos gréaficos desta
dissertacdo foram usadas cores diferentes para distinguir os sentidos em que a particula
atravessa o plano. A medida que o nivel de caos do sistema aumenta, a distribuicao dos
pontos tende a ser menos estruturada.

Para observar este comportamento, foi definido o plano 8 = 7/2, e utilizados: o
primeiro exemplos da figura 20 (a = 0,3M); o segundo gréfico da figura 21 (a = 0,6M);
¢ a terceira ilustragao da figura 22 (a = 0,9M).
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Observando as se¢oes de Poincaré na figura 23, nota-se que o nivel de caos dos
exemplos utilizados estd ligado ao momento angular do BN. A medida que o valor de a
aumenta, diminui o nivel de caos das trajetorias. Embora possam ser feitos muitos outros
testes, por exemplo, manter fixo o valor de a, e analisar como o caos depende de E ou ()g,
fica claro que o método numérico apresentado neste trabalho funciona bem para descrever

sistemas dinamicos cadticos com precisao.
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Figura 19 - Particula em um campo magnético externo em torno de um Buraco Negro de Kerr.
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Legenda: planos equatorial (esquerda) e poloidal (direita): a = 0,3M; a = 0,6M e a = 0,9M,

respectivamente.
Fonte: O autor, 2012.
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Figura 20 - Movimento de uma particula imersa em um campo magnético externo em torno de
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Legenda: planos equatorial (esquerda) e poloidal (direita): a = 0,3M.
Fonte: O autor, 2012.
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Figura 21 - Movimento de uma particula imersa em um campo magnético externo em torno de

um Buraco Negro de Kerr.
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Legenda: planos equatorial (esquerda) e poloidal (direita): a = 0,6M.
Fonte: O autor, 2012.



86

Figura 22 - Movimento de uma particula imersa em um campo magnético externo em torno de

um Buraco Negro de Kerr.
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Legenda: planos equatorial (esquerda) e poloidal (direita): a = 0,9M.
Fonte: O autor, 2012.



Figura 23 - Secao de Poincaré
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CONCLUSAO

Sistemas dindmicos nao-lineares sao importantes em diversos ramos da Ciéncia.
Além da fisica, onde sua aplicagdo mais Obvia é na modelagem de turbuléncia, sistemas
dinamicos aparecem na Ecologia, na Economia, na Meteorologia, etc. Por sua natureza,
poucos desses sistemas possuem solugoes analiticas e, portanto, o estudo de sua evolucao
exige o uso de métodos numéricos e, inevitavelmente, a implementacao desses na forma
de aplicativos em computadores. Uma caracteristica comum a sistemas nao-lineares é
a possibilidade de comportamento cadtico ou, pelo menos, uma dependéncia sensivel as
condicoes iniciais.

Dentro da Fisica, a RG é uma area famosa pela complexidade matematica e nao-
linearidade de suas equacoes de campo, que faz dela uma fonte em potencial de sistemas
dindmicos cadticos, e um palco excelente para testar e comparar a precisao e eficiéncia de
métodos numéricos.

Um programa para investigar sistemas caodticos deve exibir duas caracteristicas
importantes: rapidez de execucdo e a possibilidade de trabalhar com um alto nivel de
precisao. A elaboracao desse tipo de programa requer ferramentas que sejam capazes de
trabalhar simultaneamente com esses dois aspectos. Nesse intuito, o presente trabalho
dedicou-se a buscar solugoes eficazes para investigar sistemas dindmicos cadticos em RG,
aplicando-as ao movimento de particulas em torno de BNs. Especificamente, foram usadas
a linguagem de programacao C+-+ que, por ser compilavel, produz um programa execu-
tavel eficiente, e a biblioteca MPFR para alcancar uma precisao arbitraria na aritmética.
Em conjunto, foi usado um wrapper para facilitar a transcricio das equagoes fisicas ao
c6digo fonte.

Foi estudado o movimento de uma particula massiva carregada em torno de BNs de
Schwarzschild e de Kerr em duas situagdes: no vacuo e com um campo magnético externo.
O primeiro caso é muito conhecido, as trajetorias sao bem comportadas, e serviu para
verificar o funcionamento dos programas, bem como avaliar sua velocidade e estabilidade.
A inclusdo de um campo magnético torna o sistema nao-integravel e abre a possibilidade
da existéncia de trajetérias cadticas. Na presenca do campo magnético, foram estudados
BNs com diversos valores de momento angular, variando as condic¢oes iniciais da particula
em cada caso.

Foi observado que pequenas alteracoes nas condi¢oes iniciais mudaram significati-
vamente as trajetorias nos casos em que o momento angular do BN era pequeno, indicando
a existéncia de caos. Para aprofundar a analise foram elaboradas se¢oes de Poincaré que
confirmaram o vinculo entre momento angular e o grau de caos.

Apesar de, neste trabalho, ser aplicado especificamente ao contexto da RG, o pro-

grama, pode ser usado para resolver qualquer equacao diferencial na qual se deseje um
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alto nivel de precisao.

Analisando os resultados encontrados no trabalho, tanto do ponto de vista da pre-
cisao quanto do ponto de vista da velocidade de execucao, as ferramentas escolhidas (mé-
todo de Runge-Kutta de quarta ordem, linguagem C++, biblioteca MPFR e wrapper), se
mostraram eficazes na resolucao das equagoes de movimento, em particular naquelas com
maior grau de complexidade, abrindo a possibilidade de estudar de forma mais confidvel
sistemas dinamicos cadticos.

Ha varias extensoes possiveis deste trabalho:

o Adaptar o programa para calcular trajetorias de particulas (massivas ou nao) em
métricas mais gerais, tais como Schwarzschild-de-Sitter ou Kerr-de-Sitter, acrescen-
tando um campo externo e analisando o efeito da constante cosmoldgica sobre o

Caos;

o Implementar métodos de Runge-Kutta de ordens superiores (por exemplo de oitava
ordem), a fim de diminuir o niimero de iteragdes e verificar se isso torna a execugao

do programa mas rapida.

o Adaptar os programas para rodar em um sistema distribuido (cluster), em que
seria possivel calcular simultaneamente trajetorias com condigoes iniciais diferentes,

quantas os processadores permitirem.
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APENDICE A — Método de Runge-Kutta de quarta ordem com a biblioteca MPFR

aplicada ao oscilador harmonico unidimensional

#include <stdio.h>
#include<time.h>
#include <mpfr.h>
#define N 2
void dif (mpfr_t x[], mpfr_t dx[]){
mpfr_set(dx[0],x[1] ,MPFR_RNDN) ;
mpfr_neg(dx[1],x[0] ,MPFR_RNDN) ; }
int main(){
mpfr_t x[N], dx[N], a[N], da[N], h, h2, h6, b;
int i, j, cont;
clock t start, end;
FILE *saida;
double elapsed, t;
start=clock();
saida=fopen("oscilador.dat","w");
mpfr_set_default_prec(128);
for (1 = 0; i < N; i++){
mpfr_inits(x[i], ali]l,dx[i],dalil, (mpfr_ptr) 0);}
mpfr_inits(h, h2, h6, b, (mpfr_ptr) 0);
mpfr_set_str(h,"0.0001",10,MPFR_RNDN) ;
mpfr_div_2ui(h2,h,1,MPFR_RNDN);
mpfr_div_ui(h6,h,6,MPFR_RNDN) ;
mpfr_set_str(x[0],"1",10,MPFR_RNDN) ;
mpfr_set_str(x[1],"0",10,MPFR_RNDN) ;
mpfr_set_str(al0],"1",10,MPFR_RNDN) ;
mpfr_set_str(al[1],"0",10,MPFR_RNDN) ;
t=0;
cont=0;
for (i = 0; i <= 100000; i++){
if (cont==10){
mpfr_out_str(saida,10,0,x[0] ,MPFR_RNDN) ;
fprintf (saida,"%6.5f\n",t);
cont=0; }
cont++;

dif(x,da);
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for ( j=0; j <N; j++){

mpfr_mul (b,h2,da[j],MPFR_RNDN) ;
mpfr_add(x[j],alj],b,MPFR_RNDN) ;
mpfr_set(dx[j],dalj],MPFR_RNDN);}
dif(x,da);

for ( j=0; j <N; j++){

mpfr_mul (b,h2,da[j],MPFR_RNDN) ;
mpfr_add(x[jl,aljl,b,MPFR_RNDN) ;
mpfr mul 2ui(b,dalj],1,MPFR_RNDN);
mpfr_add(dx[j],dx[j],b,MPFR_RNDN);}
dif (x,da);

for ( j=0; j <N; j++){
mpfr_mul(b,h,da[j],MPFR_RNDN) ;
mpfr_add(x[j],alj],b,MPFR_RNDN) ;
mpfr_mul 2ui(b,dal[j],1,MPFR_RNDN);
mpfr_add(dx[j],dx[j],b,MPFR_RNDN);}
dif (x,da);

for ( j=0; j <N; j++){
mpfr_add(dx[j],dx[j],dalj],MPFR_RNDN) ;
mpfr_mul (b,h6,dx[j],MPFR_RNDN) ;
mpfr_add(x[jl,aljl,b,MPFR_RNDN) ;
mpfr_set(alj],x[j],MPFR_RNDN);}
t+=h;}

fclose(saida);

end = clock();

elapsed =((double) (end - start))/CLOCKS_PER_SEC;
printf ("% f\n",elapsed);
return(0);}
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APENDICE B - Método de Runge-Kutta de quarta ordem com a biblioteca MPFR

acompanhado do wrapper aplicada ao oscilador harmonico unidimensional

#include <iostream>
#include <fstream>
#include <ctime>
#include <cmath>
#include "mpreal.h"
using namespace mpfr;
using namespace std;
const int N=2;
void dif(mpreal x[], mpreal dx[]){
dx[0]=x[1];
dx[1]=-x[0];}
int main(){
mpreal::set_default_prec(128);
mpreal x[N], dx[N], a[N], da[N], h, h2, h6;
int i, j, cont;
ofstream saida;
clock_t start, end;
double elapsed, t;
start=clock();
saida.open("oscilador.dat");
mpfr_set_str(h,"0.0001",10,MPFR_RNDN) ;
mpfr_set_str(x[0],"1",10,MPFR_RNDN) ;
mpfr_set_str(x[1],"0",10,MPFR_RNDN) ;
mpfr_set_str(a[0],"1",10,MPFR_RNDN) ;
mpfr_set_str(a[1],"0",10,MPFR_RNDN) ;
h6=h/6;
h2=h/2;
t=0;
cont=0;
for (i = 0; i <= 100000; i++){
if (cont==10){
saida.precision (30);
saida«x [0]««t«"\n";
cont=0; }

cont++;



dif(x,da);

for ( j=0; j <N; j++){
x[jl=aljl + h2xdalj];
dx[jl=daljl;}
dif(x,da);

for ( j=0; j <N; j++){
x[jl=alj]l + h2xdalj];
dx[j]+=2*dal[j];}
dif(x,da);

for ( j=0; j <N; j++){
x[jl=alj]l + hxda[j];
dx [jl1+=2*dalj];}

dif (x,da);

for ( j=0; j <N; j++){
dx[jl+=dalj];

x[j1= alj] + h6x*dx[j];
aljl=x[j]1;}

t+=h;}

saida.close();
end=clock();
elapsed=((double) (end - start))/CLOCKS_PER_SEC;
printf ("% f\n",elapsed);
return(0);}
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