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RESUMO

MESQUITA, A. C. Colapso gravitacional radiante com anisotropia nas pressoes e
viscosidade volumar. 2020. 81 f. Dissertagdo (Mestrado em Fisica) — Instituto de Fisica
Armando Dias Tavares, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2020.

Neste trabalho procuramos modelar uma estrela compacta radiante que sofre co-
lapso gravitacional desde uma dada configuragao inicial estatica até tornar-se um buraco
negro. A estrela é constituida por um fluido com anisotropia nas pressoes, viscosidade vo-
lumar, além do fluxo de calor radial. Foi apresentada uma solucao das equagoes de campo
de Einstein com dependéncia temporal com o intuito de estudar a evolucao dinamica de
quantidades fisicas, tais como a funcao de massa-energia, a luminosidade vista por um
observador no infinito e o fluxo de calor. Verificamos as condicoes de aceitabilidade para
a configuracao inicial estatica para obter um intervalo de razao massa-raio onde o modelo
estelar apresentado seja fisicamente razoavel. As condig¢oes de energia foram analisadas
para o caso dindmico de modo a nos certificarmos se o modelo serd composto por um
fluido fisicamente aceitavel dentro do intervalo de razao massa-raio obtido para a confi-
guracao estatica, ou se estes serao modificados ao longo do colapso.

Palavras-chave: Colapso gravitacional. Fluido anisotrépico. Fluxo de calor. Razao

massa-raio.



ABSTRACT

MESQUITA, A. C. Radiant gravitational collapse with anisotropy in pressures and bulk
viscosity. 2020. 81 f. Dissertacdo (Mestrado em Fisica) — Instituto de Fisica Armando
Dias Tavares, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2020.

In this work, we try to model a compact radiant star that undergoes gravitational
collapse from a certain initial static configuration until it becomes a black hole. The star
consists of a fluid with anisotropy in pressures, bulk viscosity, in addition to the radial heat
flow. A solution of Einstein’s field equations with temporal dependence was presented
to study the dynamic evolution of physical quantities, such as the mass-energy function,
the luminosity seen by an observer at infinity and the heat flow. We checked the accep-
tability conditions of the initial static configuration to obtain a range of mass-to-radius
ratio in which the presented star model is physically reasonable. The energy conditions
were analyzed for the dynamic case, in order to guarantee that the model is composed of
a physically acceptable fluid within the range of the mass-to-radius ratio obtained for the
static configuration or if they will be modified during the collapse.

Keywords: Gravitational collapse. Anisotropic fluid. Heat flow. Mass-to-radius ratio.
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INTRODUCAO

Para entender o destino final da evolu¢ao de uma estrela que consumiu todo seu
combustivel nuclear precisamos saber suas origens. Uma estrela surge no meio intereste-
lar através da contracao gravitacional de uma densa nuvem de gas (essas nuvens também
podem conter poeira césmica, que contem alguns minerais e fuligens), constituida princi-
palmente de hidrogénio e hélio, este ultimo em menor quantidade. O processo de contragao
cessa quando a estrela adquire, em suas camadas mais internas, temperatura suficiente
para dar inicio a queima de combustivel nuclear, onde ocorre a fusao de nicleos atomicos
mais leves para formar os mais pesados. O ciclo principal é o de fusao do hidrogénio em
hélio, que constitui o periodo mais longo da vida de uma estrela, podendo durar bilhoes
de anos dependendo da sua massa. Durante este processo a estrela entra em um estado de
equilibrio hidrostatico, em que a pressao térmica contrabalanca a atracao gravitacional.
Contudo, por mais duradouro que seja, uma hora este processo termina e a estrela nao é
mais capaz de fundir o hidrogénio, entrando em um estado de colapso até o nicleo con-
trair, sob o efeito da forga gravitacional, o suficiente para que sua temperatura atinja um
valor tal que seja possivel fundir nicleos atdmicos sucessivamente cada vez mais pesados,
gerando um novo ciclo de fusdo capaz de manter a estrela novamente estavel.

Mas o que acontece quando a estrela esgota seu combustivel nuclear nao sendo
mais capaz de produzir pressao térmica que impediria o colapso? Chandrasekhar (CHAN-
DRASEKHAR, 1931; CHANDRASEKHAR, 1931) explicou que é a pressao de um gas de
Fermi de elétrons degenerados que atua no interior da estrela impedindo o colapso. Ou
seja, os elétrons sao comprimidos a ponto de suportar a compressao, obedecendo ao prin-
cipio da exclusao de Pauli (dois férmions ndo podem ocupar o mesmo estado degenerado).
Anas brancas sao este tipo de configuragao estavel, sua massa é de aproximadamente 1M
(em que Mg é a massa do Sol), com raio tipico semelhante ao da Terra e densidades da
ordem de 10%¢ cm™3. Este sera o destino do Sol.

Além disso, Chandrasekhar estabeleceu um limite maximo de massa para uma ana
branca, que é de aproximadamente 1.4M,. Se a estrela exceder essa massa a pressao de
degenerescéncia de elétrons nao sera suficiente para suportar o efeito da gravidade e esta
continuara colapsando. Durante este colapso os elétrons se fundem com os prétons para
formar néutrons. Os néutrons sendo muito mais massivos que os elétrons, sdo capazes
de exercer uma pressao conhecida como pressao de degenerescéncia de néutrons. Neste
momento é formado um objeto extremante compacto, uma estrela de néutrons. Tais
objetos possuem um raio tipico da ordem de 10 quilometros e sua densidade é da ordem
do ntucleo atémico. Estas sao criadas como o resultado da contracgao gravitacional do

nicleo de uma estrela massiva (>8M ) no final de sua vida, desencadeando um fendémeno
chamado explosao de supernova do tipo II (LATTIMER J. M; PRAKASH, 2004). Estrelas
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de néutrons podem ser detectadas através de observacoes Opticas e de raios-X, que revelam
propriedades cruciais para o entendimento de sua estrutura e evolugao, tais como raio e
temperatura superficiais (LATTIMER, 2012). A estrutura interna de uma estrela de
néutrons depende da sua equacao de estado, ou seja, uma relagao entre densidade e
pressoes em seu interior. Porém, nao se tem conhecimento da verdadeira equacao de
estado capaz de descrever as propriedades fisicas da matéria para uma estrutura tao
densa e, do ponto de vista experimental, ainda nao é possivel produzir densidades tao
altas e o que se faz é estuda-las com base em modelos tedricos. Dessa forma, nao temos
conhecimento da verdadeira equacao de estado que descreve as propriedades fisicas da
matéria para tal estrutura e, consequentemente, s6 podemos estuda-las com base em
modelos tedricos. Também foi estabelecido um valor maximo para a massa, semelhante
ao limite de Chandrasekhar, em que a estrela de néutrons sai do equilibrio por nao suportar
a atragao gravitacional e continua a colapsar. Oppenheimer e Volkoff (OPPENHEIMER,;
VOLKOFF, 1939), utilizando a teoria da relatividade geral, estabeleceram um limite
superior de 0.7M, que ficou conhecido como limite de Tolman-Oppenheimer-Volkoff, ou
simplesmente limite de TOV. Estimativas modernas poem esse limite superior para cerca
de 2M, (CAMERON, 1959), o que parece razoavel, pois espera-se obter um limite de
massa para estrelas de néutrons maior do o permitido para anas brancas.

Alguns meses ap0s estabelecer o limite TOV, Oppenheimer e Snyder (OPPE-
NHEIMER; SNYDDER, 1939) seguiram determinando o comportamento cataclismico
para estrelas de néutrons com massas acima deste limite. O modelo consiste no colapso
gravitacional de uma distribuicdo esfericamente simétrica de matéria nao radiante, com
uma equagao de estado na forma de poeira (pressao nula) e em queda livre sob o efeito
da forga gravitacional. O elemento de linha que descreve a geometria do espago-tempo
externo a distribuicao é representado pela métrica de Schwarzschild (131). A estrela ira
contrair até que seu raio superficial se aproxime de r=2m (m é a massa do objeto cen-
tral),o raio de Schwarzschild. Quando ela ultrapassa este raio nenhum tipo de informacao
¢ transmitida para a regido exterior a r. Dessa maneira, o destino de uma estrela de
néutrons cuja massa excede o limite de TOV serda um buraco negro.

Anos depois, foi Vaidya (VAIDYA, 1951) que tornou o problema do colapso um
pouco mais realista. Ele obteve uma solugao exata para as equacoes de campo de Einstein
que descrevem o campo gravitacional exterior a uma distribuicao esfericamente simétrica,
sem rotagao e que colapsa irradiando energia para o exterior, tendo portanto um tensor
energia-momento que descreve a radiacao.

O cenario observacional tém se mostrado muito promissor em trazer-nos novas
possibilidades para o estudo desses objetos compactos. A partir da descoberta da espi-
ralizagao e coalescéncia de um sistema binario de estrelas de néutrons (GW170817), pela
Laser Interferometer Gravitational Waves Observatory (LIGO, VIRGO) (em 17 de agosto

de 2017), surgiu uma nova alternativa de acesso a equagio de estado de tais estrelas em
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altas densidades (ABBOTT, 2017b; ABBOTT, 2017a), ao menos para excluir algumas
delas. Essa nova janela de observagao astrofisica, acessada através das ondas gravitacio-
nais, tem nos trazido muitas surpresas e novos desafios. Em outro trabalho (ABBOTT,
2020), foi observado o que parece ser a coalescéncia de um sistema bindrio envolvendo um
buraco negro de cerca de 22.2 - 24.3 M, e um objeto compacto com aproximadamente
2.50 - 2.67 M), este ultimo apresentando massa muito pequena para ser um buraco negro,
porém, maior do que o esperado até agora para uma estrela de néutrons.

Nesse cenario apresentado, a teoria da gravitagao de Einstein é uma ferramenta
de extrema importéncia para o estudo do colapso gravitacional. As equagoes de Einstein,
que descrevem como o espaco-tempo se curva pela influéncia da matéria e, de maneira

reciproca, como a matéria é influenciada pela curvatura do espaco-tempo, sao definidas

como,
1

G =R, — §9uvR = kT, , (1)

sendo G, as componentes do tensor de Einstein, 7),,, o tensor energia-momento e k = 8Z4G.

A principio, consideramos G = ¢ = 1 em unidades geométricas, e recuperaremos as

unidades fisicas quando conveniente. Além disso, R,, sao as componentes do tensor
de curvatura de Ricci, dado pela contragdo do primeiro e terceiro indices do tensor de
curvatura de Riemann, e R ¢é o escalar de Ricci, dado pelo traco do tensor de Ricci. Estes
sao obtidos respectivamente por

R},Ll/ g RZ(SV = aérful —_ aVFqu —|— ngrzy - ngrz(s 3 (2)

R = RZ = gle;w ) (3)

sendo Ffw os simbolos de Christoffel definidos como

Ffw = ;Q(S)\(augw + 0vgur — 0A9W) . (4)

Outro passo que estabeleceu um marco no desenvolvimento do estudo do colapso
foi atribuido por Santos (SANTOS, 1985), que estabeleceu as corretas condiges de jungao
(que determinam o comportamento suave e continuo que deve ocorrer na superficie de
jungao entre as duas regioes do espago-tempo) para uma estrela radiante. Santos mostrou
que se tivermos uma distribuicao esfericamente simétrica livre de cisalhamento de um
fluido que colapsa sofrendo dissipacao na forma de fluxo de calor radial, a pressao radial
na superficie de descontinuidade nao pode ser zero, e sim proporcional ao fluxo de calor.

Este resultado difere do proposto por Glass (GLASS, 1981) que obteve, sob as mesmas
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condi¢oes, uma pressao radial nula na superficie de fronteira da esfera. Com o tempo,
foi possivel construir cenédrios cada vez mais realistas sobre o colapso gravitacional para
fluidos com isotropia e anisotropia nas pressoes.

Em trabalhos como (OLIVEIRA; SANTOS; KOLASSIS, 1985; HERRERA; DEN-
NAT; SANTOS, 1989) foram levados em consideragao fluxos dissipativos, como um fluxo
de calor radial emitindo radiacao para o exterior na hipétese de um fluido isotrépico. No
entanto, esses modelos consideram apenas movimentos sem cisalhamento. Porém, nao
é muito realista considerar fluxo de calor na auséncia de viscosidades, e quando elas se
fazem presentes é desejavel considerar cisalhamento no movimento do fluido. Em seguida,
Chan (CHAN, 1997) generalizou o trabalho de Oliveira et al, introduzindo cisalhamento
para verificar sua influéncia no processo de colapso. Em (CHAN, 2000) foi proposto um
modelo de uma estrela composta de fluido anisotropico em colapso radiante, com vis-
cosidade de cisalhamento, fluxo de calor radial e radiacao emitida, mas sem viscosidade
volumar. J4 em (CHAN, 2001) é considerado o mesmo modelo que o anterior, porém,
considerando presenca de viscosidade volumar no lugar da viscosidade de cisalhamento.
Com a introducao das viscosidades de cisalhamento e volumar, simultaneamente, em um
mesmo modelo (CHAN; HERRERA; SANTOS, 1994; NOGUEIRA; CHAN, 2004; VE-
NERONTI; da SILVA, 2018) torna-se ainda mais interessante o estudo de solugbes com
ambos termos de viscosidade, ja que estes podem desempenhar um importante papel no
estudo do colapso gravitacional. Além disso, em (PINHEIRO; CHAN, 2013) foi introdu-
zido campo eletromagnético e, com (PRETEL; da SILVA, 2018), o colapso foi estudado
no contexto de uma termodindmica causal.

Nosso trabalho consiste em seguir os passos de alguns autores citados anterior-
mente e investigar o que acontece ao longo do colapso e como é o comportamento temporal
de determinadas grandezas fisicas partindo-se de uma configuracao inicial estatica até a
formagao do buraco negro (o horizonte de eventos), através da introdugao de uma depen-
déncia temporal na métrica. Para isso vamos considerar uma distribuicao esfericamente
simétrica de um fluido com anisotropia nas pressoes, com fluxo de calor e viscosidades,
regida por uma equacao de estado nao local, proposta originalmente por Hérnandez e
Ntiiez (HERNANDEZ; NUNEZ, 2002).

Essa dissertacao é organizada do seguinte modo. No capitulo 2, apresentamos
uma descri¢ao da geometria do espago-tempo (caracterizado pelas métricas), e do tensor
energia-momento (que representa a distribuigdo de matéria-energia). Sao apresentadas
também as equagoes de campo da distribuicao esfericamente simétrica, fornecidas as con-
digbes de juncao e definidas algumas quantidades fisicas relevantes para o modelo. J4 no
capitulo 3, é proposta uma solugao dependente do tempo para as equagoes de campo a fim
de obter a evolugao temporal de uma dada configuracgao inicial, e reobtemos as quantida-
des fisicas relevantes dadas pela nova solu¢ao. Em seguida, no capitulo 4, estudamos uma

configuragao inicial estatica onde as equagoes de campo levam a uma equacao de estado
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nao-local para fluidos com anisotropia nas pressoes. Além disso, é derivada a equacgao de
equilibrio hidrostatico de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (T.0O.V), e definimos as condigoes
de aceitabilidade para o modelo. Finalmente, consideramos uma solu¢ao dada por um
perfil de densidade proposto por Wyman (WYMAN, 1949) que sera escrita de maneira
andloga a apresentada em Hernédndez e Nunez (HERNANDEZ; NUNEZ, 2002), e corrigi-
mos alguns resultados obtidos do ultimo. Depois, no capitulo 5, investigamos a evolucao
do colapso até a formacao do buraco negro para o modelo, explorando o comportamento
grafico de quantidades como a massa-energia encerrada na superficie da distribuicao, lumi-
nosidade para um observador no infinito, temperatura superficial efetiva, indice adiabatico
efetivo, fluxo de calor e escalar de expansao. No capitulo 6, sdo derivadas as condic¢oes
de energia para o caso dinamico e seu comportamento grafico. Finalmente, no capitulo 7

concluimos apresentando, resumidamente, os resultados obtidos e algumas observagoes.
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1 EQUACOES DE CAMPO DE EINSTEIN E CONDICOES DE JUNCAO

Este capitulo é destinado a estabelecer as métricas que descrevem a geometria
das regioes espaco-temporais consideradas, além dos tensores energia-momento para uma
descricao da distribuicdo de matéria-energia. Posteriormente, fornecemos as equacoes
de campo para a distribuicdo de matéria e rederivamos as condi¢ées de juncao de ma-
neira similar ao trabalho de (NOGUEIRA; CHAN, 2004), possibilitando obter algumas
quantidades fisicas relevantes para o problema.

Para estudar o problema do colapso gravitacional, precisamos separar o espagco-
tempo em trés regioes: a primeira consiste na regiao interior, ou seja, a distribuicao
esfericamente simétrica de matéria. A segunda, uma regido externa, que é nossa zona de
radiagdo nula emitida pela distribuicao de matéria e, finalmente, a terceira delas refere-se
a uma hipersuperficie de jungao Y que separa estas duas.

Seja g;; a métrica intrinseca a hipersuperficie 3, que leva em conta a descri¢ao em

coordenadas coméveis, do espaco-tempo interno, dada por
ds3, = g;yd€'de? = —dr* + R*(1)dQ* (5)

em que dQ2? = db? + sen®dd¢? é o elemento angular e 7 representa o tempo préprio com
& = (1,0,¢), representando as coordenadas intrinsecas a Y.

Por outro lado, o espaco-tempo interior da distribuicao de matéria, que representa
a fonte do espago-tempo exterior (curvatura e radiagdo nula), é descrito por uma métrica,
esfericamente simétrica na forma mais geral possivel, usando coordenadas comoveis, é

dado por

ds®> = g(;ﬁdxgdxé
= —A%(r,t)dt* + B*(r, t)dr?® + C*(r,t)dQ* (6)

onde x* = (x°,x1,x%,x®) = (t,7,0,¢) sdo as coordenadas do espago-tempo interior.
Vamos considerar o espago-tempo exterior descrito pela métrica de Vaidya (VAIDYA,

1953), onde o elemento de linha é uma generalizacao nao-estética do elemento de linha

de Schwarzschild, que descreve um campo de radiagdao nula ao redor de uma distribuicao

esfericamente simétrica, escrito como

dsi® = gapTdxTdx]
- (1 — Qm(“)> dv? — 2dvdr + r2d$)> (7)
r

onde x7 = (X%, x4, X3, x2) s@o as coordenadas do espago-tempo exterior e m(v) repre-

senta a energia total do fluido armazenada dentro da hipersuperficie > em funcao do
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tempo retardado v. Esta é a forma nao diagonal da métrica de Vaidya obtida através da
introducao de coordenadas nulas a métrica diagonalizada.
O tensor energia-momento para a regiao externa representando um campo de

radiacao pura é dado por

onde £ é um vetor nulo e e ¢ a densidade de energia de radiacao medida localmente por
um observador sobre .

Para o espago-tempo interno, o tensor energia-momento é representado por

Toys = (p+ Po)uqus + Prgas + (B — PL)Xo X + qaug (9)
+ qpliq — 2770aﬁ - C@(goz,b’ + UOCU/B) )

onde p é a densidade de energia do fluido, P, é a pressao radial, P, é a pressao tangencial,

X, é um quadri-vetor unitario ao longo da direcao radial, u® é a quadri-velocidade, ¢, é o

vetor fluxo de calor radial, a qual satisfaz g ,u® =0, X, X* =1, X,u* =0 e u®u, = —1.

As quantidades n > 0 e ¢ > 0 sdo, respectivamente, os coeficientes de viscosidade de

cisalhamento e viscosidade volumar. Enquanto que 0,4 € © sao, respectivamente, o tensor

de cisalhamento e o escalar de expansao. Podemos escrever as equagoes de campo para a

regiao interior como

Gag = /{:[(p + PL)uaulg + PLgag + (Pr — PL)X,}XB + daupg (10)
+ e — 2100 — (O(gap + Uaup)] .

Como estamos utilizando coordenadas comdveis, sé a componente u° da quadri-

velocidade sera diferente de zero e, portanto, teremos
50&
u® = (A710,0,0) = 2 . (11)
A
Também, como ¢, é um vetor radial, s6 teremos a componente ¢! e entdo

¢ = g6y . (12)

Além disso, X* também é um vetor radial, ou seja,

50:
X*=-1. 13
4 (13
O tensor de cisalhamento é definido como
) 1
Taf = Uasp) T Ualls) — 30(gas + Ualtis) , (14)

3
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com
oy = Unsptl” (15)
0 = ug,

= Ogu™ + T u

= Opu’ + (T + oy + Tgy + Tog)u’ (16)

onde os parénteses nos subindices em (14) significam simetrizacdo, o ponto em (15) re-
presenta 0/0t e © representa o escalar de expansao.
Usando a métrica ds*> dada por (6) podemos calcular os simbolos de Christoffel

nao nulos e o resultado é

r, = 4

Iy, = j

Fgo = ﬁ

Fg3 = igsenw
F(1)0 = ABZY
.

o= 2

ry, = _gf /

le),3 = _EZC/SQHQG

oo
I
Ql
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C/
i, = —
12 O
I3, = —senfcosf

C
s, = —
03 C

Cl
s, = =
13 C
I3, = cothf

(17)

De maneira andloga, usando a métrica ds? dada por (7), os simbolos de Christoffel

nao nulos sao

0 o m
oo = 2
I, =r
% = rsen’d
ldm m
1
Poo = =3 T —2m
m
Ftln = 2
ry, = 2m-—r
It = (2m —r)sen’d
1
F%2 - r
I3, = —senfcosf
1
F?:& - 7
I3, = —cothf (18)
Os componentes nao nulos do tensor de cisalhamento sao
2B (B C
_2 (2= 19
011 3A (B C) ) ( )
c? (B C
-~ (== 20
727734 <B C)’ (20
c*(B C
033 = —B—A <B — C) Sin20 = 033 = 0922 Sin29 . (21)
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Podemos encontrar o produto

00,5 = "M g"200 0,008

111 22 99 33 33
= ¢ g 01011+ 979 02202 + gg 033033

2 (B ¢\’
_ 3A2<B_C> . (22)

Através deste resultado podemos definir o escalar de cisalhamento como

1
o= —%\/aaﬁaaﬁ : (23)

que pode ser escrito em termos das fungoes métricas como

1 (B C
- _ Z—_ 2. 24
77734 <B c) (24)
Agora, através da métrica ds* , dada em (6) podemos encontrar a expressao para o escalar

de expansao como

@:;<g+%v. (25)

Ainda para a métrica interna ds® e o tensor energia-momento, dado em (9), as

equacgoes de Einstein ficam sob a forma

G— — _<A>2 2g+ g 2_2g5/ +<A>2+C €+2§
0w B C C C B C c\C °B
= kA%, (26)
o OOqﬁA’_(Bf_<?y20+ ¢\ ,4c
= cl\c A C A C C AC

= kB*(P, +4no — (O) , (27)

o <0>2 AT C AR AC B
2 = \B A C AB AC BC

N <C>2 _B_¢_ _AB_ AC_BC
A B C AB AC BC
= kC*(PL—2n0 —(O), (28)

Gay = Gpsen’ = kC?* (P, — 2no — (O)sen®d , (29)
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AC _BC
nTiAe BT T E (30)
onde k£ = 87 no sistema de coordenadas geométricas e, analogamente a abreviacao anterior

para a derivada temporal, a linha sobreposta representa derivada em relacao a r.

1.1 Condigoes de juncao

E preciso que haja um ajuste suave entre a solugao interna (distribuigdo de ma-
téria) e a externa (zona de radiagdo ao redor da distribuicdo) através da superficie ¥ do
corpo. Para isso, temos que resolver um problema de condi¢ao de juncao. Tal condicao
impoe continuidade da primeira e segunda formas fundamentais, sendo a primeira a mé-
trica e a segunda a curvatura extrinseca, tal como as condicoes estabelecidas por Israel
(ISRAEL, 1966). Entao, quando nos aproximamos de ¥ pelo espago-tempo interior ou

exterior devemos exigir que
(ds)s = (ds?)s = ds, (31)

onde ()yx significa o valor de () sobre ¥. Deste modo, as equagdes quando tomadas na
hipersuperficie 3 obtidas a partir dos espagos-tempo interno e externo sio ¢ = x4 (£%).
Daqui em diante usamos os indices "4'"ou -"para representar quantidades referentes ao
espaco-tempo exterior e interior, respectivamente. A curvatura extrinseca de ¥ é dada
por (P, 1949)

L x4 +a aXi Ixt

= "Ta OEIDET Mot By o 3753 ’ (32)

:l::
]

onde nF sdo os componentes do vetor normal a ¥ nas coordenadas x¢. Consequentemente,

a segunda condic¢ao de continuidade imposta sobre ¥ toma a forma
(K5 )e = (Kj)s - (33)

Para obter o vetor normal pode-se considerar fungoes dependentes da coordenada
radial, que descrevem a hipersuperficie > de uma perspectiva do espago-tempo interno e

externo. Entao, estabelecemos as expressoes

flrt)y=r—ry, (34)
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f(r,v)=r—ry, (35)

com f(r,t) sendo a fungao que define a hipersuperficie ¥ da perspectiva interna e f(r,v)
da perspectiva externa, ry, € uma constante, ja que usamos coordenadas comodveis para o
espaco-tempo interior. Quando tomamos o limite das variaveis na hipersuperficie, r = ry

e r = ry obtemos

f(r,t) = f(r,v)=0. (36)

O vetor normal a hipersuperficie pode agora ser definido como

of*
- -

T]& =a ) 37

ox“ . (37)
onde "a*'"é uma constante de normalizacdo.

O vetor com componentes
of _of(r1)

= = (0,1,0,0 38

8X3 axg ( Y Y Y ) ( )

é ortogonal a . A constante de normalizacdo a~ pode ser determinada ao encontrarmos

a norma de 7., ou seja,

e n® = 9™ nanz| = 1= a” = B(rs,t) . (39)
Portanto, temos finalmente

na = (0, B(rs;,t),0,0) = B(rs,t)d} . (40)

A primeira forma fundamental garante que a métrica dada por (6), nosso ds?,

onde dr = 0 na hipersuperficie, uma vez que r = ry, torna-se
(ds® s = —A?(rg, t)dt* + C*(rs, t)(df? + sen*0d¢?) . (41)

Se compararmos esta equacao com (5), levando em considera¢ao a condi¢ao de jungao
(31), (ds*)s = ds%, teremos
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C(rg,t) = R(7) . (43)

De forma andloga, considerando a métrica exterior dada por (7) para ds? temos

daf*  Of(r,v) drs,
= od =T b0o) (44)

Assim como em (39), a constante de normalizagdo a™ é

. 2drs, om\ 2
Inimlzlgfning*l:l:»a*:(m)+1—rg> ' (45)
Logo, n} assumird a forma

drs, 2m : drs,
t=2—= 41— —,1,0,0] . 46

Vamos escrever agora a métrica (7), ds, em r = ry:

2
m(v) _ 2dr2> dv? + r2(d6? + sin® 0dg?) . (47)
'y, dv

(dSi)E = — (1 —

Dessa maneira, a primeira forma fundamental exige que (dsi)z = ds%, onde
encontramos dessa vez
—2
( dv) dry  2m(v)

) I D 4
dr dv rs, (48)

2

De acordo com as igualdades (43) e (49) podemos obter
C(Tz, t) = I'E(U) . (50)

Precisamos agora calcular a curvatura extrinseca da hipersuperficie ¥ utilizando
as métricas dos espagos-tempo interno e externo e a equacao para K;; dada por (32) e, em
seguida, impor a segunda condicao de jungao, ou seja, a continuidade da segunda forma
fundamental, sobre ¥ dada por (33).

Podemos encontrar a curvatura extrinseca K;; de ¥ com a ajuda das métricas (5)
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e (6). Conhecendo o vetor normal (40) e os simbolos de Christoffel (17), obtemos

_ _ A
Kl].:KTT:_ lAB]E ) (51)
C'C
Kﬁ = . =
5= |G (52
Ky = Ky = Kgysin® 0, (53)
Kj;=0sci#j. (54)

Analogamente, podemos obter a curvatura extrinseca K;; de ¥ com a ajuda das métricas
(5) e (7). Conhecendo o vetor normal (46) e os simbolos de Christoffel (18), obtemos

Kfy = Kj, — l(f;) (1—2:”‘)1«“;[:12 , (56)
Ky = K}, = Kjysin®0 (57)
K5;=0sei#j. (58)

1.1.1 Funcao de massa-energia

Com os resultados encontrados para a curvatura extrinseca podemos fazer uso da

segunda condicao de continuidade dada por (33) sobre . Igualando os resultados de K,
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_l’_
e Ky, temos

(CZ;C>E: [v (1_2:”‘>r+f~rk | (59)

Reescrevendo a equagao (48), isto &,

(),

em que () representa d/dr. Manipulando esta expressdao obtemos

. —fy £ [(Fe)? 4 (1-22)) | 1)

_ 2m
rs

Logo, substituindo (61) em (59), obtemos

[(’Z}CL - {[—r £ (e (1- 2;”)) + r] r}z | (62)

Podemos utilizar a igualdade (50) em (62) para obter

5.,

ou seja,

2

! 2
<C> . (fQ L1- m) . (64)
B/ r /s

Além disso, de (50) e (42) temos
o _drz_argdt o C
T :‘I‘E—<A>Z~ (63)

Substituindo este resultado em (64) ficamos com

N 2
C C c’
{21+ (2) = [=
m {2 +<A> (B) } , (66)
b
que representa a energia total armazenada no interior da hipersuperficie. Esta expressao
¢ equivalente a dada por Cahill & McVittie (CAHILL; MCVITTIE, 1970).
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1.1.2 Condicao de jungado sobre os parametros fisicos

Aplicando novamente a segunda condicao de continuidade, dessa vez para K__ e

+
K, obtemos

(55).~

Agora serao feitas algumas transformacgoes que colocardao a equagdo acima em

S| Scc

B mf)) (67)

r2

uma forma mais ttil. Dos resultados obtidos em (50), (65) e (66), aplicando-os em (59),

teremos, apods alguns célculos

e
Uy = (B + A)E 5 (68)

' C
o—1 ~ ~
E <B +A>2 . (69)

Diferenciando a equagao (68) em relacdo a 7, temos

= |($+5 : _po o _Ac ¢ (70)
%= B A AB: T AB A3 a2 i ,
ondea%:%%:%%'
Assim, podemos reescrever os termos em (67) como
1) -- Q’+Q : —BC/+C/—AC+Q (71)
v . B B A AB2 T AB A3 A2 . ,
B '
om ¢ C 1 o oL
©)y [\B 4] e - 2

Em seguida, substituindo (71) e (72) em (67) e rearranjando os termos, obtemos

A (¢ e\ [LBC ¢ de ¢
AB\B T A)|, ~ | AB T AB A A

02 0/2
' ] ,
b))

20 T942C T 2m2C (73)
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que também pode ser escrito como

e 2BO’_20’+2A’C
2AB \ BC C AC

P

(74)

C [ 24C 2AB2C N 2B2(C N B? N B2(C? e
232 AC A3C AC 02 A 7)),

Através deste resultado, podemos observar que os termos entre parénteses do lado esquerdo

e direito sdo iguais a (30) e (27), respectivamente. Dessa maneira, obtemos
(P +4no — (O)s = (¢B)s . (75)

A expressao (75) estabelece que a pressao radial na superficie de descontinuidade
da distribuicdo de matéria ndo pode ser nula. A pressao somente sera nula se o fluxo de
calor, o coeficiente de viscosidade de cisalhamento e o coeficiente de viscosidade volumar
forem simultaneamente nulos. E interessante notar que ao fazer ambos os coeficientes
acima iguais a zero, recaimos no famoso resultado obtido por Santos (SANTOS, 1985),

mencionado no texto introdutoério.

1.1.3 Luminosidade

A luminosidade total da estrela recebida por um observador em repouso no infinito,
denotada por L, é dada por (LINDQUIST; SCHWARTZ; MISNER, 1965)

L __<dm> __[dmdt<dv>‘1
< dv E_ dt dr \dr
>

Se agora diferenciarmos parcialmente a equagao (66) em relagdo a ¢ obtemos,

(76)

lembrando que r = ry = constante,

(), = {50 (%)

_{CQ[C cs oo (2@)0_2AC‘2_<2C'>0'

L Cf2cC 240 2cC 2BO”
73 W E R E R Z R ;¥

3

5 |2 T a2cr ~ me2 T\ 20 130 c B

2BC"
25 ]} (77)
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Mas, por (30),

2C"  2A'C 2BC

G Yo + BC + kAB%q (78)

e, por (27),

20 O 24CT 1 C* 240
A2C T B2C? T ABC (% AC? T AC

k(P, + 4no — (O) . (79)

Substituindo agora (78) e (79) na equacao (77), teremos
dm 1 2 . /
2

Com o auxilio de (75) podemos escrever (80) como

(‘Z?)Z:—’; [02 (P, 4 4no — (O) <C+A§>L . (81)

Por fim, a substitui¢ao de (42), (69) e (81) em (76), nos permite obter a lumino-

sidade total recebida por um observador em repouso no infinito, ou seja,

C? (P, + 4no — (O) (C Cl>2 (82)

k
Loe =73 T8

by

1.1.4 Formagao do horizonte de eventos

Podemos determinar o instante de formacao do horizonte de eventos através do

redshift gravitacional zs,, do contorno ¥, como
vV=—=1+4 2y, (83)

que pode ser escrita na forma

U5t = L
> _1+ZE.

(84)

Quando ha a formagao do horizonte de eventos, o redshift gravitacional diverge.
Dessa forma, levando em consideragdo que o lado esquerdo das equagoes (69) e (84) sdo

iguais, obtemos

' C
<B+A>E:o. (85)
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Agora que determinamos todas as grandezas fisicas provenientes das condi¢oes de
juncgao (além do fluxo de calor, escalar de expansdo e de outras quantidades que serdo
vistas no Capitulo 5 ), o passo seguinte consiste em supor uma solu¢ado dependente do
tempo para examinar a evolucao de tais grandezas ao longo do colapso a partir de uma
configuragao inicial estatica. O modelo de colapso que serd investigado nao satisfaz a
equacao de estado em todo o tempo do processo dinamico, mas apenas no instante inicial,

ou seja, para a solugao estatica (configuracao inicial).
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2 SOLUCAO DINAMICA DAS EQUACOES DE CAMPO

Em (VENERONTI; da SILVA, 2018) foi escolhida uma métrica em que fosse possivel
estudar a evolucao do colapso gravitacional a partir de uma dada configuracao inicial, isto

é

S0

W= e T

dr® + f(t)r*dQ?* | (86)

onde ¢ é uma constante arbitraria, h(r) é uma funcdo dependente da coordenada radial
e f(t) representa uma fungao dependente do tempo que descreve a evolu¢ao temporal de
uma configuracao inicial.

Com a métrica interna escrita desta maneira, podemos observar, de acordo com

(6), que

A%(r,t) = ff(r) : (87)
B2(r,t) = }’:8 : (88)
C%(r,t) =12 f(t) . (89)

Desse modo, os escalares de cisalhamento e de expansao, (24) e (25), respectiva-

mente, se convertem em

1 (B ¢\ wP(f f\
U__3A<B_C’>__6§<f_f>_o’ e
1 (B O\ R (1) f\ 3nf

@_A<B 2(J>_§<2f+f>_ 26 f o

Assim, os componentes nao nulos do tensor de Einstein, lado esquerdo das equagoes

(26)-(30), sdo reescritos como

E(1—h—rh) 3f?
Fh2 A

Gop = (92)



31

h—rh/—1 1 f*2 f
G11:}:702+4£2J;—£f2, (93)

) W2 — hh' ifQ h .

22 =T T+4§’27_§7 ; (94)
Gz = Goypsin® 0 (95)
W
Gop =G = U (96)

Realizando a mesma substitui¢do para os componentes do tensor energia-momento,

lado direito das mesmas equagoes, temos

Ty = atp =25 (97)
Tji = BY(P, + 40 — ) = 1(P, —¢o). (98)
Ty = CX(PL — 200 — (O) = fr(PL —CO) | (99)
Ty, =T = —ABq = —ifg : (100)

Imediatamente, igualando as equagoes (92)-(94) com (97)-(99), obtemos as equa-

¢oes de campo, isto é,

1—h—rk 3 f?

rtamp (101)

8mp =

h—rW —1 h f2 hf
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W2—hh' b f* hf

Analogamente, igualando as equagoes (96) e (100), obtemos o fluxo de calor como

< h/h1/2f'

(104)

Se considerarmos f(t) = 1 e f(t) = 0, obtemos as equagoes de campo para um
fluido estatico, correspondendo as equagoes obtidas por Hernandez e Nunez (HERNAN—
DEZ; NUNEZ, 2002). Dessa forma, f(t) = 1 e f(t) = 0 representaré o instante em que o
fluido comega a colapsar, como sera visto no préximo capitulo.

Agora, considerando (87)-(89), podemos reescrever a expressao (66) para a energia

armazenada na hipersuperficie 3, como

B 7,f1/2 hr2f2
m_[ i <1+4€2f—h>L. (105)

Por conseguinte, como o escalar de cisalhamento para este modelo é nulo, a ex-

pressao (75) assume a forma
(P, —(O)z = (¢B)s . (106)

Por fim, a luminosidade vista por um observador em repouso no infinito pode ser
reescrita através da substituicao de (87)-(89) e (102) em (82), ou seja,

(h a1y M Tth) (rf+ 2£f1/2)21 . (107)
2

h
Loo = L%gf ey e

Como passo seguinte, a substituicao de (88), (102) e (104) em (106) fornece

h(?‘g) —T’Eh/(’f’g) —1 1 f2 f . 1 h,<7’2) f

— - = = . 108
r&h(rs) 4¢2 f &2 26 h(ry) f1/2 (108)
Considerando o caso estatico para esta expressao, obtém-se
h(’l“g) — Tzh/(’f’z) -1 ’ 1-— h(?“z)
= h == 1
Zh(rs) 0= ki) . (109)

Logo, substituindo de (109) em (108), temos

;12 1—h(Tz)> fo
d 4 f <2T2h(7"2) fl/Q_O’ (110)
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que representa uma equacao diferencial de segunda ordem nao linear.

Para resolver esta equacao faremos a seguinte mudanca:

f=y = f=dy, (111)

gy_1y2_§<1_h(r2)> ) -0 =

4 f 2rsh(rs) ) f17?
1y 1—"h(rg)\ 1
_ -7 _ = 0. 112
TV Ty <2r2h(r2) > fi72 (112)
Ao resolver a equagao diferencial (112), teremos
; 1 - h(TE)> 1
=26 [ ——=2) Y2 4 aftt 113
f 5( ) £ ad (113)

em que a ¢ uma constante.

Para determinar a consideramos o caso inicial estatico f — 1 e f — 0, obtendo

a:-a§<25%§?>. (114)

Portanto, podemos reescrever (113) como

f=2a(f'* = 1Y), (115)
sendo a > 0 para os valores de h(rsy) estudados aqui. Integrando a equacao acima,
encontramos
1/2 9 9
t—ﬁozf—w+fﬂﬂ+~4nﬁw4—ﬂ, (116)
a a a

com tg sendo uma constante arbitraria.

Como 0 < f <1, a equagao anterior pode ser reescrita como

2

1/2 2
:f+aﬂ“+amﬂ—fm% (117)

t

onde o deslocamento temporal t — ty — t é realizado sem perda de generalidade.

Entao, quando —oo < t < 0, conclui-se que
0<1—fY<1 = 0<f<1, (118)

onde f — 1 quando t — —o0.
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Com f dado em termos de f, resta agora obter f, possibilitando reescrever as

equacgoes de campo anteriores. Logo, temos
f = 2a <2f1/2 o 4 f3/4
1
_ 2 . /2 r1/4
= 4a <2f1/2 4f3/4> (f f )

= (L) .

(119)

Por fim, reobtemos as equagoes de campo em funcao de f da seguinte maneira:

1/2 _ r1/4
8mq = bh'/?n’ (f / ) ;
f?
Y. 1/2 _ 174\ 2
8mp = w + 3b%h <fff> ,

f O re2

h—rh’ — b <f1/2 J£'1/4>2

h
B b2 < f1/4_1> <f1/2 f1/4>
f3/4 )

" 1/2 1/4\ 2
87T(PL—C®) == h h ‘|—b2 ( f )

B b2 <f1/4 > f1/2 f1/4>
f3/4 ’

onde

b 1 —h(rs) _a
N 7”2]2(’)"2) _f ’

(120)

(121)

(122)

(123)

(124)

De maneira andloga, considerando (115), o escalar de expansao (91) pode ser

escrito como

© = 3bh'/? (fm f1/4>
7 .

(125)

Com a mesma mudanga feita na equagao acima, a energia armazenada no interior
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da hipersuperficie, expressao (105), assume a forma

m = ; [rfl/Q (1—h+ =Ry (fl/z_fm)z)] : (126)

h f

Finalmente, considerando (115) e (119), a equagao (107) para a luminosidade é

dada como

1 F1/2 _ p1/ 2 2f1/4 _1 F1/2 f1/4
e o) )

| Lt } . (127)
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3 SOLUCAO PARA ESFERAS ESTATICAS DE FLUIDO
ANISOTROPICO

O artigo (HERNANDEZ; NUNEZ, 2002) investigou se é possivel obter, pelo menos
em determinados intervalos de razao massa-raio de uma distribuicdo de matéria esferica-
mente simétrica e estatica, fluidos anisotrépicos fisicamente razoaveis satisfazendo uma
equacao de estado nao-local. Este tipo particular de equagdo de estado estabelece, até
um certo ponto, que a pressao radial é uma funcao nao apenas da distancia radial como
também da densidade de energia em toda distribuicao fechada dentro do raio considerado.
Estes fluidos estaticos que possuem esta equacao de estado particular sao naturalmente
anisotropicos, no sentido de que satisfazem, de maneira idéntica, a equacao de Tolman-
Oppenheimer-Volkoff para fluidos anisotropicos. Neste capitulo estabelecemos esta equa-
¢ao de estado nao-local para uma distribuicao estatica de matéria com simetria esférica
e determinamos a equacao de equilibrio hidrostético para fluidos anisotrépicos (equagao
T.0.V anisotrépica). Em seguida, definimos as condigoes de aceitabilidade fisica para a
distribuicao limitada de matéria e descrevemos a configuracao inicial a partir de um perfil
de densidade tomado da solu¢ao VI de Tolman (TOLMAN, 1939). Por fim, examinamos
as condigoes de aceitabilidade para esta configuracao inicial a fim de verificar o intervalo
de razao massa-raio onde o modelo ¢ fisicamente razoavel, obtendo um resultado diferente

daquele encontrado por Herndndez e Nunez.

3.1 Solucao nao-local das equagoes de campo

Quando consideramos uma distribuicao estatica e esfericamente simétrica de ma-
téria nos beneficiamos com a ocorréncia de simplificagdes nos resultados obtidos ante-

riormente. Como o conteudo estelar nao evolui no tempo, vemos que f = f = 0 e,

consequentemente, obtemos:
0=0,0=0,g=0 (128)

Esta situacao pode ser representada pelo instante inicial do caso dinamico, ou
seja, f — 1. Portanto, a métrica que descreve o espago-tempo interno (86) é reduzida a

forma

& 1
MGG

Como estamos considerando o caso estatico com simetria esférica, o tensor energia-

ds® = — dr® 4 r2df* + r? sin?(0)d¢? . (129)
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momento para esta configuracao é descrito como:

—p 0 0 0
0O P 0 0

(Ty) = : (130)
0 0 P 0
0 0 0 P

Por fim, assim como o espago-tempo interno teve sua métrica restringida, lem-
bramos que para o caso estatico a energia total é conservada e decorre que a métrica de

Vaidya deve se reduzir a forma estatica conhecida como métrica de Schwarzschild

2My

rs

ds? = — (1 ) di? + dr? + 12d6% + 1% sin?(0)d? | (131)

1

2M,
(1-22)
onde My ¢é a energia total dentro da hipersuperficie >. Esta tltima descreve um espaco-
tempo de vacuo externo a uma distribuicao esfericamente simétrica e estatica de matéria.
Como se trata de uma solu¢ao de vacuo o tensor energia-momento da regiao exterior a
fonte é essencialmente nulo.

Com base na métrica (129), as equagoes de campo (121)-(123) se reduzem da

seguinte maneira:

1—h—ri
h—rh'—1
8Py = (133)
(h/)2 _ hh”
P = 134
81 1 oh ( 3 )

Com essa métrica as equagoes de campo para um fluido anisotrépico nas pressoes
levam naturalmente a uma equacao de estado nao-local, como proposto por Hernandez,
Ntiiez e Percoco (HERNANDEZ; NUNEZ; PERCOCO, 1998).

Isso nao implica em uma equacgao de estado realista do fluido na regidao interna,
uma vez que a métrica utilizada nao ¢é geral. No entanto, a obtencao de solugoes realistas
para as equacoes de campo de Einstein nao é nada trivial, mesmo no caso estatico. Por
isso, é comum adotar-se um critério com motivagdo matematica, em detrimento de uma
motivagao fisica, seja na escolha da equacgdo de estado, da métrica ou de um perfil de
densidade. E importante, nesses casos, estar atentos para identificar as solugdes nao

fisicamente interessantes que podem surgir. No entanto, desse modo, é possivel obtermos
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uma solucao analitica exata, ainda que particular, o que facilita o exame da fisica implicita
e, consequentemente, podem nos ajudar a estabelecer algumas aproximagoes universais
(MOUSTAKIDIS, 2017).

Posto isso, a equacao de estado nao-local citada anteriormente foi usada para
modelar o interior de uma distribuicao esfericamente simétrica e estatica para diferentes
perfis de densidade (HERNANDEZ; NUNEZ, 2002). Esta pode ser escrita em termos da

pressao radial e da densidade de energia como

2 T C

P = -;; / ¢£ dr + —— 135
N 273 (135)

onde C' é uma constante de integracao arbitraria. Seu carater nao-local vem do fato de

que a pressao radial no fluido nao depende apenas da distancia radial mas também da

densidade de energia. Uma maneira mais simplificada de verificar esta expressao pode ser

vista a seguir. Derivando (135) em relagdo a r encontramos

6 /7, 2p 3C

Pl=p+— P .
r= P +r4 0 rpdr r 2mrd

(136)

A substitui¢ao de (135) em (136) fornece a forma diferencial da equagao de estado nao-

local, isto é,
p—3P.+r(p)—P)=0. (137)

Mais adiante vamos utilizar um perfil de densidade conhecido e fisicamente razoavel que
satisfaz a equacao acima.
Além disso, podemos obter uma equacgao de equilibrio hidrostatico para fluidos

anisotrépicos considerando a derivagao de (133) com relagao a r. Logo, temos

" 2 _ 1_1
%P:—h-<hm>. (138)

" r r 72

O termo entre parénteses do lado direito da equagdo acima é justamente o mesmo da
equagao (133). Assim, podemos fazer uma substitui¢ao para obter
' 16w

grpP = —— 2P . (139)
T r

Podemos agora reescrever a equagao (134) como

h, 2 h// h/ 2 1
_h//:_( ) +167TPJ_ = _7:_Q+ﬁpj_ . (140)
h r rh r
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Efetuando a substituigao de (140) em (139) ficamos com

, (W) 16
8rPl =+ ——(P.—P) . (141)

A primeira razao do lado direito de (141) pode ser manipulada, e com a ajuda de (132)
seguida de (133), obtemos

wp K
rh r h
h 1—h
- )
h/ (h/)2
= — P
ou seja,
h/ 2 h/
_(rfz = %Sﬂ(p—F PT) . (142)

Entao, a substituicao desta em (141) fornece a equagao de equilibrio hidrostatico para

fluidos anisotrépicos, ou seja,

P! /

Podemos ainda, através da igualdade acima, obter a equacao de Tolman-Oppenheimer-
Volkov (TOV) para fluidos anisotrépicos. Para isso, reescrevemos a equagao (132) na

forma

1 —(rh)

8rp = = (rh) =1-38mr’p, (144)

cuja integral fornece

rh = / dir — 8w / 72 p(T)dr . (145)
0 0

Como estamos considerando uma distribuicao esférica, onde r é a distancia ao centro, a

massa interna a posi¢ao r sera

m(r) = 4 /0 "R p(F)dF (146)

Portanto, a substituigdo dela em (145) proporciona uma expressao para h(r) na forma

h(r) =1-— , (147)
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cuja derivada é dada por
W(r)=—(m—rm). (148)

Dessa forma, podemos escrever o seguinte resultado:

/ R
-, o
Além disso, podemos reescrever (133) em termos da massa como segue:

8mr?P, = ?mn—mﬁ:$4m%1:vmhamy (150)
A substituigao de (150) em (149) produz, apés algumas manipulagoes simples,

4 __47T?“3PT—|—m (151)

2h  r(r—2m)
Finalmente, substituindo (151) em (143) obtém-se (BORDBAR; HANDI; PANAH,
2017)

47r3 P, + m] 2

Pl=—(p+P) [ +2p-py, (152)

r(r—2m)
que representa a equagao para fluidos anisotrépicos de Tolman-Oppenheimer-Volkov (TOV).

Considerando o caso isotrépico (P, = P, ), obtemos (OPPENHEIMER; VOL-
KOFF, 1939),

(153)

Pl——(p+P) l47rr3PT +m]

r(r —2m)

mostrando que o ultimo termo a direita de (152) representa a anisotropia local.

3.2 Condicoes de Aceitabilidade

As condigoes de aceitabilidade sao requisitos que as solugoes da equacao diferencial
(152) devem satisfazer para que elas representem um modelo estelar fisicamente razoavel.

Devido a forma da métrica (129), elas podem ser dadas em termos de inequagoes
que envolvem h e serdo definidas a seguir (HERNANDEZ; NUNEZ, 2002).
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3.2.1 Regularidade
Para haver regularidade no espago-tempo os elementos da métrica devem ser finitos
e nao nulos em toda configuracdo de matéria e, além disso, ndo é permitida nenhuma
mudancga de sinal. Isso implica que h > 0.

Ja a densidade de energia deve ser positiva, enquanto que o seu gradiente é es-

perado ser negativo em todo contetido estelar. Logo, de (132) e sua derivada, temos
p>0 = (hr) <1, (154)

2
p’<0:>h—1—%h”<0. (155)

3.2.2 Equilibrio Hidrostético

A existéncia dessa condicao implica na igualdade das forcas gravitacionais ex-
ternas, apontando para o centro da fonte, e das pressoes internas, que apontam para
fora.

A matéria deve ser localmente, mecanicamente estavel. Logo, a pressao radial
deve ser positiva e o gradiente de pressao deve diminuir a medida que o raio aumenta.

Entao, considerando (131), temos

P.>0 = h—rh—1>0, (156)

2
P<0 = %h”+h—rh’—120. (157)

J& a pressao tangencial também deve ser positiva. Dessa forma, nos valendo de
(132), obtemos

P, >0 = hh'—(h)*<0. (158)

No entanto, com a descoberta de que o universo se encontra em expansao acelerada,
fluidos com pressao negativa até um certo limite tornaram-se admissiveis. Dentre as varias
propostas para se explicar esta expansao acelerada, a mais aceita atualmente é aquela

que admite a existéncia da energia escura. Esta pode ser representada como um fluido
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com pressao suficientemente negativa, de modo a violar uma das condi¢des de energia
forte. Entao, relaxando as condigoes (156) e (158), o que seria admissivel para um fluido
de energia escura, apesar de haver pressao negativa em certas regioes da distribuicao
de matéria, desde que isto nao representasse violacao das demais condigoes de energia,
poderiamos construir modelos estelares constituidos parcialmente por energia escura. De
fato, no caso estatico, as equagoes de Einstein e a equacao de equilibrio relativistica de
T.0.V (152) sdo as responsaveis por garantir a estabilidade da estrela, sem imposigao da

positividade das pressoes.

3.2.3 Condicoes de Energia

Na Relatividade Geral, o tensor energia-momento é responsavel por descrever
determinadas distribui¢des de massa, momento e tensao devido a matéria, bem como os
tipos de campos nao gravitacionais (como campos escalares, poeira ou eletromagnético).
Porém, as equacoes de Einstein nao fornecem critérios sobre que tipos de matéria ou
campos sao fisicamente possiveis num modelo de espaco-tempo.

As condigoes de energia sao estes critérios. De forma grosseira, podemos dizer
que elas descrevem propriedades comuns presentes nos estados de matéria e em campos
nao gravitacionais bem estabelecidos na fisica, sendo capazes de determinar limitagoes na
arbitrariedade das equagoes de Einstein. As principais sao divididas em: fraca, forte e
dominante.

Por serem restrigoes invariantes de coordenadas no tensor energia-momento, de-
vemos construir escalares a partir de T}, que ¢ realizado através da contragao do tensor
energia-momento com vetores tipo-tempo u* (VISSER, 1996). Vamos assumir que o ten-

sor energia-momento seja dado por (130).
Condicao de Energia Fraca

O significado fisico desta condicao é que ela forca a densidade de energia local,
medida por um observador tipo-tempo, ser ndo negativa. Logo, para este observador a

densidade de energia medida deve satisfazer a condigao
Tutu” > 0. (159)
Dada em funcao da densidade e pressoes como

p>0ep+ P, >0, (160)
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isto é,
p>0, p+P.>0ep+P.>0. (161)

Condicao de Energia Dominante

Esta condigao afirma que para algum vetor tipo-tempo u*, a sua contra¢ao com o

tensor energia-momento deve satisfazer a condi¢ao
Tu'v” >0 eT,,u” nao é tipo-espaco. (162)

A quantidade T},,u” indica que o fluxo de energia é tipo-tempo ou tipo-nulo. Isso implica

que
p=0ep=>|Fl. (163)
Da segunda inequacao, obtemos

p—P.>0e,p—P >0. (164)

Ou seja, ela implica na condicao de energia fraca, com a exigéncia adicional que as pres-
soes sejam menores que a densidade de energia, assegurando que a velocidade do som no

meio nao ultrapasse a velocidade da luz no vacuo.
Condigcao de Energia Forte

E uma restri¢ao responsavel por assegurar o carater atrativo da matéria. Entao,

considerando 71" o trago do tensor energia-momento, temos

T
(TW — 29;“/) uu” >0 . (165)

Em termos da densidade e pressdes pode se resumir a
p+P,>0ep+> P >0, (166)
ou seja,

p+P. >0, p+P. . >0ep+P+2P >0. (167)
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3.3 O Perfil de Densidade

Mesmo tendo uma equacao de estado bem definida, como a informagao sobre esta
ja esta contida da métrica e, portanto, nas equacoes de campo, precisamos de mais uma
equacao para resolver o sistema de equagoes. Para isso podemos agora considerar um
perfil de densidade como o originalmente proposto por Wyman (WYMAN, 1949), como
um caso especial da solugao VI de Tolman (TOLMAN, 1939), dado por

O K(3+5Cr?)

p(r) = 87 (1+3C12)/3 (168)

onde C e K sao constantes a serem determinadas.

A substituicao de (168) em (145) e sua integragao fornece uma expressao para h(r)

como
CKr?
h(r)=1- 53027 (169)
cuja derivada primeira é
2CKr(Cr*+1)
K =~ gy T (170

Através das equagoes (133) e (134), obtemos as pressoes P, e P, , respectivamente,

como
CK 1-0r?
" 81 (143Cr2)5/3 (171)
CK [CKr?(1 +8Cr? +3C2%r%) + (1 + 3C71%)?3(1 — 4Cr? — C*r?)]
P = : (172)

8 (14 3Cr2)3/3](1 4 3Cr2)2/3 — KCr?|

Considerando (75), (128) e (171), obtemos C' = 0 ou C = =, para P,(ry) = 0.
3
O primeiro valor é descartado, pois leva a solugao trivial p = P, = P, = 0. Agora,

precisamos que a métrica interna seja ajustavel a externa, para isso fazemos

§=hirs) =1~ 2 (173)
s

Se considerarmos o resultado para h sobre a hipersuperficie X, ou seja,

423 — K

h(rs) = 42/3

(174)

Entdo, igualando (173) e (174) obtemos K = 27/3%’.
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Assim, com os valores das constantes C' e K determinados podemos obter (169)

na forma
27/3752
h=1—- ————=, 175
(1 + 302)273 (175)

onde v = TMEO ¢ a razdo massa-raio e 0 = P ¢é definido no intervalo 0 < ¢ < 1, correspon-
dendo a 0 < r < ry, respectivamente. Analogamente, podemos obter os resultados para
p, P. e P, em termos de v,  como

0l (56% + 3)

P 22 (32 + 1)5/% (176)

_ oy (1=
b= 22/37rd (362 +1)5/3 7 (177)

oy 2784621+ 867 + 36%) + (1 + 36%)%/3(1 — 467 — 6*)
223717, (1+362)8/3[(1 + 362)%/3 — 27/3~42]

Py (178)

O resultado obtido para a pressao tangencial difere do encontrado no artigo do
Hernéndez e Nunez (HERN ANDEZ; NUNEZ, 2002), devido a uma correcio no sinal no
denominador em (178). Consequentemente, veremos a seguir que ao verificar se nossa
solugao estatica atende todas as condicoes de estabilidade ja estabelecidas, obtemos um
novo intervalo de razdo massa-raio, que difere do encontrado no artigo acima, onde a
distribuicao esfericamente simétrica e estatica é constituida por um fluido fisicamente

razodvel em toda sua extensiao.

3.4 Verificando as Condigoes de Aceitabilidade

Primeiramente, podemos verificar a integridade da equacao de estado (137) con-

siderando a derivagao de p e P, acima

dp  5y02'8 46213 5(56% + 3) (179)
do — mrd(362+1)53  mrd (3624 1)8/3"7
dP, 21/3~§ 5213 5(6% —1

_ v el 5( ) (180)

Ao wrd(362+ 1) 1wl (302 +1)8/3



46

Figura 1 - Funcao h(~,9)
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Legenda: Primeira condicao de regularidade. A
funcédo h é adimensional.
Fonte: O autor, 2020.

juntamente com as equagoes (176) e (177), e considerando que r = dry. Dessa maneira,

a equacao de estado é satisfeita.

3.4.1 Condigoes de Regularidade

Quando consideramos 0=0, obtido quando r=0, e substituimos em (177) e (178)
o resultado é P,.(0) = P, (0) = W, mostrando que hé isotropia nas pressoes no centro
da distribuicdo, como era de se esperar para a ocorréncia de regularidade na origem. Além
do mais, nossa solugao deve satisfazer as condi¢oes de regularidade ja apresentadas. Na
figura 1 podemos observar que h > 0 ao longo de toda configuracao de matéria nos limites
0 < § <1 (lembrando que §=0 se =0 e =1 se r=ry). A figura 2, por sua vez, mostra que
a densidade é sempre positiva e decai do centro para a borda da distribuicao de matéria
independente do valor de 7, como esperado. Logo, todas as condi¢oes de regularidade sao

satisfeitas.
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Figura 2 - Densidade p(7, )

Legenda: Segunda condig¢ao de regularidade.
Na figura, temos pl=prg, é
adimensional.

Fonte: O autor, 2020.

3.4.2 Equilibrio hidrostatico

Contando com a observacao da figura 3, concluimos que P, > 0 para todos os
intervalos de 0, como demandado pelas condigoes. J& para a pressao tangencial podemos
estudar as figuras 4 e 5. Deles podemos verificar que existe um intervalo de ~ correspon-

dente a v < 0.170 aproximadamente, no qual P, < 0.

3.4.3 Condigoes de Energia Fraca

Como constatado nas condigoes de regularidade, observamos que p > 0. Além
disso, a condicao p + P, > 0, pode ser verificada através das figuras 2 e 3, em que ambas

sao positivas em todo contetido estelar. Falta agora verificar se p + P, > 0, onde

V21/3[12721/354(20% + 1) + (y2°/362 — 75" — 2)(36% + 1)*/?]

P p—
prEL Tr2(35% + 1)[4721/357 — (307 + 1)2/9]

(181)
Como a analise analitica do sinal resultante nessa soma nao é 6bvia, podemos fazé-la
através da figura 6 e, entdo, mesmo com o pequeno intervalo de valores negativos para

P, mostrado na figura 4, concluimos que esta também é satisfeita para 0 < § < 1.



Figura 3 - Pressao radial P.(7,0).

Legenda: Na figura, temos P,q = Prr%, é
adimensional.
Fonte: O autor, 2020.

Figura 4 - Pressdao tangencial P, (v, 9).

Legenda: Na figura, temos P, = Pﬂ’%, é
adimensional.
Fonte: O autor, 2020.

48



Figura 5 - P x~.
0.0004

0.00024

-0.0002

-0.0004 4

-0.0006

-0.0008

-0.0010-

Legenda: Limite para + imposto pela
condi¢ao P, > 0,
considerando § = 1.

Fonte: O autor, 2020.

Figura 6 - Condigado de energia p+ P; > 0

pl+Pt

Legenda: Na figura, temos
pl+ P = (p+ PL)rs.
Fonte: O autor, 2020.
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Figura 7 - Condicao de energia p — P, >0

pl-Pt

Legenda: Na figura, temos
pl— P = (p—PL)rg.
Fonte: O autor, 2020.

3.4.4 Condigoes de Energia Dominante

A condigao p— P, > 0 pode ser estudada através das equagoes (176) e (177) como

21/3,)/

— P = , 182
P e (1 + 302)2/3 (182)
que é positiva para todos os valores de . Ja em p — P, > 0 a soma

 21/3[25/3462(95% 4 116% + 2) — (80" + 967 + 1)(30% + 1)¥/7] (183)

- P
P i T2 (302 4 1)8/3[4~21/352 — (362 4 1)2/3] ,

nao mostra um comportamento evidente, mas podemos verifica-la na figura 7. Nela,
observa-se que existe um valor para a razao massa-raio em que a condicao de energia
dominante nao é satisfeita. A figura 8 representa um corte da figura anterior em § = 1

que mostra esse limite superior. Entao devemos exigir que v < 0.4091, aproximadamente.

3.4.5 Condigoes de Energia Forte

Com quase todas as condig¢oes ja satisfeitas anteriormente, nos resta apenas uma.
Considerando as equagoes (176)-(178) podemos obter o grafico para a condigao p + P, +
2P, > 0 apresentado na figura 9, que é sempre satisfeita, indicando que nosso modelo

estatico nao pode conter energia escura.



Figura 8 - (p — P ) xvy
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Legenda: Limite de « para satisfazer a
condicdo p— P, > 0.
Fonte: O autor, 2020.

Figura 9 - Condicao de energia p + P. +2P; >0

1.5

iy

pl+Pradt2Pr 1]

0.+

Legenda: Na figura, temos
pl + Praq + 2P = (p+ Pr + 2P )2,
Fonte: O autor, 2020.
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Concluimos portanto que todas as condigoes de aceitabilidade sao respeitadas
desde que a razao massa-raio esteja no intervalo 0,170 < v < 0,409, que em unidades
fisicas equivale a 2.30 x 10%°Kg/m < (7)gs < 5.51 x 102°Kg/m, onde (7)gs = % Esses va-
lores contradizem os encontrados por Hernandez, Niiiez (HERNANDEZ; NUNEZ, 2002),
devido a uma correcao no sinal da pressao tangencial, vide comentario apds a equacao
(178). Nao foram encontradas restrigdes para os valores de 6. Sendo assim, temos uma
distribuicao esfericamente simétrica constituida por matéria ordinaria bem comportada

em toda sua extensao.



53

4 EVOLUCAO DINAMICA

O presente capitulo e o subsequente contém as contribui¢oes originais da minha
dissertacao, que pretendemos submeter para publicacao tao logo a dissertacao seja de-
fendida. Mostramos resultados inéditos obtidos para a evolucao temporal das grandezas
fisicas relevantes para nosso modelo estelar.

O capitulo anterior mostrou o comportamento inicial estatico do fluido aniso-
trépico esfericamente simétrico, onde determinamos o intervalo de razao massa-raio que
satisfaz todas as condigoes de aceitabilidade que tornam nosso modelo fisicamente razoa-
vel. Agora, seguindo os procedimentos propostos em (VENERONI; da SILVA, 2018) e
(PRETEL; da SILVA, 2018), veremos o comportamento de algumas quantidades fisicas
tais como a massa-energia total, a luminosidade vista por um observador em repouso no
infinito, o fluxo de calor, escalar de expansao, a temperatura superficial efetiva e o indice
adiabatico efetivo, durante o processo colapso até o instante de formagao do buraco negro,
a partir da configuragao inicial que considera o perfil de densidade Tolman VI, vista no

capitulo anterior.

4.1 Formacao do horizonte de eventos

Para investigar se o modelo estudado tem possibilidade de formagao de um hori-

zonte de eventos, vamos considerar a equagao (85).
Substituindo (87)-(89) em (85), obtemos
c 1 rfu )
— 4+ = =14+ = =0. 184
(5+%), - (3877), .

Dessa maneira, ja determinado o valor para f , equacao (115), podemos reescrever
(184) na forma

1/2 1/4
brs( H/ - H/)

1+ 7 =0, (185)
H
onde, como antes, b = %

Assim, é facil ver que o instante da formacao do horizonte de eventos é dado por

4 4
b*rs,

fH - (b?"g + 1)4 '

(186)
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Podemos tornar esta equagao mais adequada para nosso objetivo considerando
o valor para b dado em (124) e, em seguida, o valor para h(ry) em (173) e apés alguns

calculos triviais obtemos
fa =167 . (187)

Logo, com fy e com o auxilio da equacao (114) podemos reescrever a equagao

(117) para obter o instante da formagao do horizonte de eventos, ty, da seguinte maneira:

:TE(

ty . 292 + 2y + In(1 — 27)) . (188)

4.2 Quantidades fisicas relevantes para o modelo

Podemos reescrever as equagoes (126) e (127) com o auxilio de (173), respectiva-

mente, como

/2 £1/4\2
m = yrs f1/? [1 + ] 3727 f ff ) ] , (189)
Lo = 22(f V- 1) [1 TR - f‘”“)r | (190)
1—2y

Agora, considerando (175) e (124), podemos reescrever (120) e (125), respectivamente,

como

7/3.52 71/2
_ 2y [1 = ] (8 4+ DM = )

7= e f2 (27 — 1)(362 + 1)5/3 ’ (191)
_ 6 23492 ]V (F12 =
o= or [~ sy 12

Os resultados a seguir foram obtidos com a substituicio da equagdo (187) em
(189), (191) e (192). Com tal conversao poderemos examinar o comportamento dessas no
instante da formacao do horizonte de eventos, através da andalise grafica. Isto é possivel
pois, para valores de f>fy, ou seja, para valores de f desde o inicio do colapso até
instantes antes da formacao do horizonte de eventos, temos que essas funcoes sao bem
comportadas. Para a equagao (190) essa substituigdo nao sera notével, pois Lo (f = fu) =

0, ou seja, na formacao do horizonte ndo hé deteccao de luminosidade pelo observador no
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infinito. Com isso, nossas equagoes ficam

my = 2rsvy? (193)

07/3.52 1/2
. 21/35(52 + 1) [1 - (352+Y)2/3}

= 26772 ~5 (302 +1)5/3 7 (194)
3 27352 1V
On = — - (195)
4rgy? (362 +1)%/3

Outra quantidade fisica interessante de ser estudada em uma estrela é sua tempe-
ratura efetiva. Fazendo uma analogia da nossa distribuicdo de matéria com uma estrela,
podemos considerar a aproximagao de corpo negro (corpo cuja superficie absorve toda
radiacdo térmica incidente sobre ele), satisfazendo a lei de Stefan-Boltzmann, para obter
o analogo da sua temperatura superficial. Essa lei estabelece que a energia total por
unidade de tempo por unidade de area, I (intensidade), emitida por um corpo negro em
equilibrio térmico é proporcional a quarta poténcia da sua temperatura superficial, isto

é,

I=oT*, (196)

onde T' ¢ a temperatura absoluta e o = ¢ = 5,6704 x 1078 mg‘;(4 ¢é a constante de Stefan-
51.4

Boltzmann, com w = %ﬁf; Levando em conta a simetria esférica e considerando R o

raio da superficie da estrela, podemos obter a intensidade irradiada na sua superficie em

funcao da luminosidade como

Lo

I = .
47 R?

(197)

A temperatura efetiva na superficie da estrela (Teg)s medida por um observador
em repouso no infinito é a temperatura que um corpo negro deveria ter a fim de irradiar
a mesma quantidade de energia por metro quadrado que a estrela (BOHM-VITENSE,
1989), ou seja, é obtida através da equivaléncia das equagoes (196) e (197), o que resulta

em

Lo

= (Th)s = —=5 - (198)

- 47 R? - wer R2

Considerando a igualdade (43), podemos reescrever (198) em unidades geométricas
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(G =c=1) como,

(Th)s = (MICQ)E L . (199)

Entéao, substituindo (89) e (190) na equagao acima, obtemos

o 2 e oo 2 e )
(Ti) = g U =D 1= g =) (200)

Recuperando as unidades fisicas da expressao acima, encontramos

—1/4 _ 1 1/4 9 1/2
Tog) = 1/2 fi 1 — =S V2 1 201
(1) = (1 2gen) (201)
- 1/4
onde o = % tem dimensao de temperatura. Aqui, ¢ é a velocidade da luz, h
B b

¢ a constante de Planck, kg é a constante de Boltzmann e GG é a constante gravitacional.
Considerando que nossa distribuicdo de matéria apresente raios tipicos de uma estrela de
néutrons, ou seja, levando em conta seus raios minimo e maximo, 10 e 15 quilémetros
respectivamente, podemos obter os valores de a em unidades fisicas. Entao, a = 5.2227 x
102K, para ry = 10Km e o = 2.3212 x 10*2K, para ry = 15Km.

Além disso, podemos obter também o indice adiabatico efetivo, com a ajuda de
(121) e (122), através do resultado

d(In P,) P\ (p
o= o .~ () (3) (o2
Este coeficiente é obtido quando consideramos que o fluido que compde a estrela se com-
porta (ou tem caracteristicas semelhantes) como um fluido ideal, cujo indice adiabético
¢ dado pela razao entre os calores especificos (REZZOLLA; ZANOTTI, 2013), sendo um
caso particular onde a pressao total no interior da estrela é composta apenas pela pres-
sdo do fluido (CHANDRASEKHAR, 1938). No estudo de estabilidade estelar, o indice
adiabatico traduz a rigidez da equagao de estado, para uma dada densidade de energia
e é definido para processos adiabaticos. Ele é frequentemente utilizado para a avaliacdo
da estabilidade da estrela, onde o valor 4/3 é considerado o seu limite inferior, de modo
a assegurar minimamente a estabilidade da mesma (CASALI; MENEZES; BRAZ, 2010;
MOUSTAKIDIS, 2017; ESCULPI; ALOMA, 2010). Aqui, consideramos um indice adia-
batico efetivo, uma vez que nao estamos no regime adiabatico, posto que hé transferéncia
de calor durante o colapso. Embora esta medida nao seja uma condicao suficiente para
garantir a estabilidade da estrela (PRETEL; da SILVA, 2020), esta costuma ser utilizada,
como uma primeira abordagem, e nao faremos diferente aqui, considerando-a também.

Nas figuras 16, e 17 mostramos como o indice adiabatico efetivo pode ser modificado pela
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viscosidade volumar e como se relaciona com os diferentes modelos em funcao da razao

massa-raio.

4.3 Representacao grafica

Com os resultados obtidos na tultima secao para as quantidades fisicas relevantes
e com a expressao (188), podemos realizar uma andlise gréafica dessas grandezas durante
o colapso gravitacional, com especial atencao ao instante de formacao do horizonte de
eventos.

A figura 10 mostra a relacao entre ty e v e também de t e f, baseados nas equa-
coes (188) e (117). Podemos observar na figura 10a que, conforme y aumenta temos,
consequentemente, uma diminui¢do no tempo da formacao do horizonte de eventos. Isso
significa que estrelas com razao massa-raio cada vez maior colapsam mais rapidamente.
Isso faz sentido, pois se fixarmos o raio da estrela, seria esperado que a forca gravitacional
seja maior sobre objetos cada vez mais massivos, de maneira a colapsarem mais rapida-
mente. Ja as figuras 10b e 10c, representam o tempo ¢t do menor e maior valor para 7,
respectivamente, desde o inicio do colapso, f = 1, até a formagao do buraco negro, nos
persuadindo a analisar estes graficos da direita a esquerda. Nos graficos seguintes tam-
bém serd visto o comportamento das quantidades fisicas para ambos os limites inferior e
superior de 7.

Jé& na figura 11 observamos o comportamento da massa-energia total da estrela em
relacdo a 7y e f, dada pelas expressoes (193) e (189). A figura 11a mostra todos os valores
de my, equacao (193), no instante da formacgao do horizonte de eventos. Nele percebemos
que, no fim do colapso, a massa-energia total é maior para valores de v cada vez maiores.
As figuras 11b e 11c exibem o comportamento da perda de massa m, equagao (189), sob
a forma de radiacao, para ambos os limites de v ja estabelecidos acima.

Em seguida, as imagens da figura 12 revelam a luminosidade detectada por um
observador no infinito com o auxilio da equacao (190). O observador constataria um
crescimento repentino no brilho da estrela e, em seguida, uma diminuicao abrupta da luz
até o instante da formacao do horizonte de eventos. De maneira contraditoria, o pico da
luminosidade é maior para valores intermediarios de v. Podemos observar também que
essa diminuicao repentina na luminosidade é mais acentuada para estrelas com menor
razao massa-raio.

Nas imagens da figura 13 temos o comportamento do fluxo de calor considerando
as equagoes (194) e (191). Com a figura 13a notamos que, no instante de formagao do
horizonte de eventos, gy apresenta picos cada vez menores a medida que a razao massa-
raio aumenta. Ja os graficos das figuras 13b e 13c sao inseridos para dar énfase nesse

resultado e mostrar o desenvolvimento dos respectivos valores limite de v ao longo do
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colapso considerando a expressao (191).

Enquanto isso, a figura 14 mostra os graficos do escalar de expansao obtidos
através de (195) e (192). Constata-se que, na figura 14a, Oy decresce cada vez mais
quanto menor o valor de . De maneira analoga ao fluxo de calor, as figuras 14b e 14c
foram inseridos pra dar destaque a este resultado e exibir seu desenvolvimento ao longo
do colapso considerando a equagao (192).

Na figura 15 encontramos um comportamento semelhante a luminosidade, ou
seja, a temperatura efetiva na superficie da estrela medida por um observador no infinito
aumenta repentinamente em um dado momento até um valor maximo e, posteriormente,
diminui rapidamente até tornar-se um buraco negro. Além do mais, o pico para T,
assume um valor maior para o menor 7.

Finalmente, as figuras 16 e 17 mostram a evolugao do indice adiabatico efetivo em
funcdo da razdo massa-raio e do coeficiente de viscosidade volumar, tanto na superficie,
d = 1, quanto no centro, 6 = 0, para f = 0.9999 (bem préximo do caso inicial estatico).
Embora neste trabalho ( esteja sendo considerado uma constante, rigorosamente ele nao
depende apenas do fluido que compoe a estrela, mas também de quantidades como a
pressao e temperatura, de modo a depender do processo. Por isso, estamos analisando o
comportamento de I's em funcao de ¢ e v, num instante muito préoximo do instante inicial,
em duas regioes extremas da estrela. O grafico da figura 16a revela o comportamento
do indice adiabatico efetivo para um intervalo 0 < ¢ < 100 na superficie, e notamos
um repentino declinio no indice adiabético efetivo quando ( se aproxima de zero. Essa
fronteira entre estabilidade e instabilidade é melhor observada no grafico da figura 16b,
que exibe um corte em 4/3 < 'y < 3 e 0 < ¢ < 0.03, da figura anterior. Nela, percebe-
se que no lado direito da superficie, encontramos os pontos onde a estrela é estavel,
enquanto que o lado esquerdo do mesmo temos os pontos em que a estrela ¢ instavel. Ele
indica como a estabilidade depende das combinagoes entre v e (. A figura 17 exprime o
mesmo comportamento geral para ['eg, porém, calculado no centro da estrela. A figura 17a
fornece o comportamento do indice adiabatico efetivo novamente no intervalo 0 < ¢ < 100,
que aparentemente indica instabilidade para qualquer valor do coeficiente de viscosidade
volumar. Como o intervalo para ¢ é muito grande, ndo podemos observar com atencao
se em pequenos valores deste ha estabilidade. Entao, a figura 17b, que representa um
corte da figura anterior em 0 < ¢ < 0.1, aponta que a estrela é sempre instavel para
pequenos valores de ¢ e para qualquer v do nosso intervalo. Este resultado ¢ interessante,
pois significa que para qualquer valor da viscosidade volumar o colapso da estrela é o seu
destino natural. Portanto, neste caso, a estrela nao colapsa apenas por conta da métrica

escolhida, mas também por representar uma configuracao inicial estatica, porém instavel.



Figura 10 - Figuras para o tempo
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Figura 11 - Massa-energia total
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Figura 12 - Luminosidade para um observador no infinito
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Figura 13 - Fluxo de calor radial
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Figura 14 - Escalar de expansao
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Figura 15 - Temperatura superficial efetiva
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Figura 16 - Indice adiabético efetivo na superficie da fonte
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Figura 17 - Indice adiabético efetivo no centro da fonte
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5 CONDICOES DE ENERGIA PARA O CASO DINAMICO

O fato de termos estudado as condigoes de aceitabilidade do modelo para o caso
estatico permitiu encontrar um intervalo para a razao massa-raio em que todas as condi-
¢oOes de energia fossem satisfeitas. Agora, examinaremos o caso dindmico com a intenc¢ao
de verificarmos se o modelo serd composto por um fluido fisicamente razodvel sob os mes-
mos intervalos de v, ou se estes serdo modificados durante o processo de colapso. Para
isso, iremos nos basear nos artigos de Kolassis et al (KOLASSIS; SANTOS; TSOUBELIS,
1988) e Veneroni e da Silva (VENERONI; da SILVA, 2018), generalizando as condigbes
de energia para um fluido anisotrépico com viscosidade e fluxo de calor.

Uma maneira de obtermos as condi¢oes de energia ¢ encontrando os autovalores
do tensor energia-momento, que devem ser reais. Se \g e \; denotam os autovalores que
correspondem aos autovetores tipo-tempo e tipo-espaco, respectivamente, as condi¢oes de
energia equivalem as seguintes relagoes entre os autovalores de T :

1) a condigdo de energia fraca é satisfeita para

—Ao >0 (203)

—Ao+ A >0, (204)
2) ja a condicao de energia dominante é equivalente a

—Ao 20 (205)

Ao <A < =X (206)

3) por fim, temos a condi¢ao de energia forte, em que

—Xo + Z)\ >0 (207)
(§]

—Xo+ A\ >0, (208)
onde i =1,2,3.

Como o tensor energia-momento dado em (9) ndo é diagonal, precisamos realizar
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sua diagonalizacao para obter seus autovalores que sao as raizes da equacgao
T3 — Agap| =0 . (209)

Sejam as componentes nao-nulas do tensor energia-momento da métrica interior

dados nas equagoes (26)-(30), definimos

P =P, +4no — (O, (210)
Py=P, — 20— (O, (211)
7=qB. (212)

Dessa maneira, (209) assume a forma

Ap+)\)  —ABg 0 0
_ABg  BX(P, -\ 0 0
1 (Fr=4) =0. (213)
0 0 C2(Py— ) 0
0 0 0 C?sin? (P, — \)

Podemos simplificar esta matriz para fins de calculo utilizando o teorema de

Laplace, logo teremos

A*(p+)) —ABg 0
C?sin®(P, — \)| —ABg  BX(P, — \) 0 =0, (214)
0 0 C*(Py— \)

onde o determinante desta equagao sera
(P =N (P = N[(p+AN(PL—=)N)—7]=0. (215)
Através da equacao acima, observamos que uma de suas solucoes é obtida se

(p+N(Pi=N) - =0, (216)
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ou
M4+ (p—P)AN+G —pP,=0. (217)
Com a tltima expressao obtemos as seguintes raizes:
1
1
= —i(p—Pr—élna—i-C@—i-A) (218)
e
1
)\1 = _i(p_Pl_A)
1
= —g(p—Pr—4770+C@—A) : (219)

onde A? é o discriminante da equacao, que é dado por
A= (p+ PP — 4T | (220)

em que A? > 0 fornece solucoes reais e A% < 0 produz solucoes imaginarias.
Por fim, podemos conseguir as raizes que faltam considerando novamente a equa-

¢ao (215), mas desta vez com

(Po=AN)(P,—)\) =0, (221)
adquirindo, desta vez, uma raiz dupla com

Ao=X3=P —2no —(O . (222)

Este processo concedeu-nos as raizes desejadas que, a seguir, fornecerao as condi-

¢oes de energia adequadas.

5.1 Condicoes de Energia Fraca

Considerando as inequagoes obtidas no inicio deste capitulo, nota-se que a primeira
condigao de energia fraca é obtida a partir das expressoes (203) e (218), que nos leva ao

resultado

p— P —4nc +(O+A>0. (223)
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De maneira analoga, considerando agora (204), (218) e (219), para i = 1, obtemos

A>0. (224)
Por fim, através de (204), (218) e (222), para i = 2, 3, encontramos

p— P +2P — 80 —(O+A>0. (225)

5.2 Condicgoes de Energia Dominante

Seguindo os mesmos passos descritos acima, através de (205), concluimos que a

primeira condi¢ao de energia dominante é a mesma que a obtida (223), isto é,
p—PFP —4noc +CO+A>0. (226)

Agora, considerando a equagao (206), (218) e (219), para i = 1, obtemos a seguinte

inequacao:

—(p— P, —4nc+CO+A) < —(p—P, —4noc+(O —A) (227)
< (p— P —4dnoc+C(O+A) .

Por meio desta podemos retirar outras inequacoes. Sao elas:

A>0, (228)

p—P.—4nc+(6 >0 . (229)
Do mesmo modo, considerando (206), (218) e (222), para ¢ = 2, 3, temos

—(p—P, —dno+CO+A) < 2P, — 2o — (CO) (230)
< (p— P —4noc+CO+A),

que, novamente, permite-nos extrair outras inequagoes. Entao, teremos

p—P.+2P, —8ngc —(O+A >0, (231)
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p—P.—2P +3(0+A>0. (232)

5.3 Condicoes de Energia Forte

Primeiramente, vamos verificar (207) com a substituicdo dos autovalores (218),

(219) e (222), para obter a primeira condigdo como
2P, —dng — 200 +A>0. (233)

Em seguida, podemos notar que as expressoes (204) e (208) sao iguais e obtemos

os mesmos resultados do caso da energia fraca, ou seja,

A>0 (234)

Y

p— P +2P —8nc—(O+A>0. (235)

5.4 Sumério das Condic¢oes de Energia

Com as condigoes de energia estabelecidas, vamos agora simplifica-las por meio
das notagoes abreviadas (210) e (211).
Primeiramente, as inequagoes (224), (228) e (234) sdo as mesmas e fazem parte

de todas as condicoes de energia, ou seja,
A>0. (236)

Agora, observa-se que as inequagoes (223) e (226) sdo iguais e integram as con-
digbes de energia fraca e dominante. Entao, podemos fazer uso de (210) para escrevé-las

CcOomo
p—P +A>0. (237)

Depois, (225), (231) e (235) consistem da mesma inequagio e consta em todas as

condi¢oes de energia. Entao, teremos, com a substituigao de (210) e (211), que
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A inequagao (229), que esté presente apenas na condigao de energia dominante,

pode ser escrita, com o auxilio de (210), como
p—P >0, (239)

Assim como acima, a inequagao (232) se faz presente apenas na condigao de energia

dominante. E com a devida substitui¢do de (210) e (211), obtemos

Por fim, nos resta apenas a inequagao (233), que compoe apenas a condi¢ao de

energia forte. Através de (211) ela pode ser reescrita como
2P, +A>0. (241)

Afim de simplificar a nomenclatura dos graficos a seguir, iremos redefinir estas

restri¢oes da seguinte forma:

Po=p—P +A, (242)
Pi=p—P+2P,+ A, (243)
Ps=p—P, (244)
Ps=2P,+ A | (245)
Pr=p—P —2P,+A. (246)

5.5 Representacao Grafica das Condicoes de Energia

Nao tendo conhecimento acerca dos coeficientes de viscosidade de cisalhamento e

volumar que estao presentes nas equacoes (210) e (211), bem como no lado representando



72

o tensor energia-momento nas equacoes de Einstein para a métrica interior, ds?, faz-se
necessario recorrer a parte geométrica dessas equagoes construidas ao longo deste trabalho.
Portanto, considerando (102) e (103), podemos reescrever (210) e (211), respecti-

vamente, como

L (h—=tW =1 L f* hf
P1_87T< r2f +4£2f?_£2f>’ e
1 W*—hh" h f* hf "
7 8r W+Tg2ﬁ ef) (248)

Para fazer a analise grafica iremos adotar a mesma ideia apontada na Secao 5.2,
substituindo a equacao (187) nas condigbes de energia para apontar o comportamento
dessas no instante de formacao do horizonte de eventos.

Desse modo, observa-se através das figuras 18 e 21 que as condigoes (236) e (239)
sdo satisfeitas e, por consequéncia, a restricao (237) também é, como mostra a figura
19. Analogamente, a condigao (241) é satisfeita como visto na figura 22. Sendo assim, a
unido desta com a exigéncia (239) leva a concluir que (238) é cumprida, como observamos
na Figura 20. Resta apenas verificar a restricao (240), representada na figura 23, onde
podemos ver que o limite superior para vy agora ¢ menor do que o obtido no caso estatico.

Entao, a figura 24 mostra um recorte da figura anterior em d=1 revelando o valor da
razao massa-raio a partir do qual a condigao de energia dominante (240) e violada. Logo,
para valores de v < 0.3905, aproximadamente, é que esta condi¢ao é satisfeita. Temos
agora, portanto, um novo intervalo que torna o modelo dindmico fisicamente possivel, em
que 0.170 < v < 0.390. Em unidades fisicas este intervalo equivale a 2.30 x 10*Kg/m
< <5.26 x 10%Kg/m.



Figura 18 - Condicao de energia A > 0

Legenda: Na figura, A’ = Ard. A fungdo
f é adimensional, e a funcdo A
estd em s72.

Fonte: O autor, 2020.

Figura 19 - Condicao de energia
p—Pi+A>0
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8
T

Legenda: Na figura, P3 = (p— Pp + A)ré.

A funcdo f é adimensional, e a
2

fungdo p — Py + A estd em s™°.

Fonte: O autor, 2020.
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Figura 20 - Condicao de energia
p—Pi+2P,+A>0

Legenda: Na figura,
Py=(p— P +2P,+A)rd. A
funcdo f é adimensional, e a
funcao p — Py + 2P + A esta
em s72.

Fonte: O autor, 2020.

Figura 21 - Condicao de energia
p—P >0

Legenda: Na figura, P; = (p — P1)rd. A
funcdo f é adimensional, e a
funcdo p — P estd em s72,

Fonte: O autor, 2020.



75

Figura 22 - Condicao de energia

Legenda: Na figura, Ps = (2P + A)ré.
A funcao f é adimensional, e a
funcdo 2P, + A estd em s2.

Fonte: O autor, 2020.

Figura 23 - Condicao de energia
p—P—P,+A>0

Legenda: Na figura,
Pr=(p—P —P+ Ay A
funcdo f é adimensional, e a
fungdo p — P — P + A estd em
572,

Fonte: O autor, 2020.



Figura 24 - (p — P, — Po + A)xy
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Legenda: Limite de v para satisfazer a
condigio p— P — P, + A >0. A
funcdo f é adimensional, e a
funcdo Py estd em s~ 2.

Fonte: O autor, 2020.
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CONCLUSAO

Neste trabalho foi feito um estudo do colapso gravitacional para uma distribuicao
esfericamente simétrica radiante, que sofre dissipacao na forma de fluxo de calor radial
e emite radiacdo nula na superficie. Além do fluxo de calor, consideramos a presenca
de viscosidade volumar no interior da distribuicao esfericamente simétrica do fluido, que
admitimos possuir anisotropia nas pressoes, nos permitindo escrever o tensor energia-
momento de uma forma um pouco mais geral. Este fluido obedece uma dada equacao de
estado nao local, como consequéncia da métrica escolhida.

Com a ajuda das condig¢oes de jungao pudemos obter algumas quantidades fisicas
relevantes para o modelo, tais como a funcdo de massa, a luminosidade vista por um
observador em repouso no infinito e o instante de formacao do horizonte de eventos (além
do fluxo de calor e escalar de expansao, que também foram examinados).

Em seguida, com o intuito de estudar o comportamento de tais grandezas fisi-
cas ao longo do colapso, introduzimos uma solucdo dependente do tempo na métrica do
espago-tempo interior, de modo a acompanhar o comportamento temporal destas grande-
zas desde a configuracao inicial estatica até a formacao do horizonte de eventos, quando a
distribuicao de matéria se torna um buraco negro. Como adotamos a mesma dependéncia
temporal para as componentes métricas g1, goo € ¢33, 0 escalar de cisalhamento é feito
igual a zero, e investigamos apenas o escalar de expansao. Neste modelo, nossas andlises
foram feitas em termos da func¢ao f(t), uma vez que nao foi possivel obter explicitamente
a funcao temporal presente na métrica. Porém, como a fungdo f varia entre 1 e 0 ao longo
do colapso, foi possivel examinar todas as quantidades fisicas relevantes em termos desta
funcao, onde f — 1 representa a configuracao inicial estética.

Verificamos para o caso estatico, que as equagodes de Einstein para um fluido
anisotropico nas pressoes levam naturalmente a uma equacao de estado nao local, tor-
nando possivel obtermos uma solucao analitica exata. Esta distribuicao estatica ini-
cial foi tomada da solucao VI de Tolman, onde o cumprimento das condi¢oes de acei-
tabilidade restringiu os valores da razao massa-raio, gerando um intervalo dado por
2.30 x 10%Kg/m < (7)gs < 5.51 x 102 Kg/m. Lembrando que este intervalo difere
do obtido por Herndndez & Ntfiez, uma vez que corrigimos o sinal da pressao tangencial.

Durante o processo de colapso, quando a equacao de estado nao local nao é mais
satisfeita, vimos que estrelas com maior razao massa-raio colapsam mais rapidamente.
Entao, havera uma maior perda de massa para objetos com razao massa-raio cada vez
menores, até tornarem-se um buraco negro. Essa perda de massa ocorre na forma de radi-
acao e, como observamos, o pico no fluxo de calor é maior para valores cada vez menores
da razao massa-raio, indicando uma maior perda de massa sob a forma de radiacao para

estas estrelas momentos antes de se tornarem um buraco negro. Notamos também, que



78

a luminosidade parte do zero, cresce rapidamente até atingir um pico e depois diminui
repentinamente para o valor inicial. Dessa maneira, sera detectado um brilho repentino
pelo observador, que diminuird bruscamente instantes antes da estrela se tornar um bu-
raco negro. Um comportamento analogo ao da luminosidade ¢é obtido para a temperatura
superficial efetiva.

J& o estudo feito para as condi¢oes de energia para o caso dinamico levou a uma
restricdo ainda maior para o limite superior de ~, se desejamos que a estrela satisfaca
todas as condig¢oes durante todo o processo de colapso, que se encontra agora no inter-
valo 2.30 X 10K g/m < (7)gs < 5.26 x 102 Kg/m. Portanto, agora sim, nosso modelo
leva a configuracoes que, de fato, podem descrever uma distribuicao esfericamente simé-
trica composta por um fluido fisicamente razoavel em toda sua extensdo, desde a sua
configuracio inicial estética até a formacio do horizonte de eventos. E interessante apon-
tar que tais valores de razao massa-raio diferem dos obtidos em outros trabalhos. Por
exemplo, em (VENERONTI; da SILVA, 2018) foi encontrado um intervalo muito pequeno,
5.0625 x 102K g/m < (7)gs < 5.906525 x 10* K g/m, que se aproxima muito do limite
superior obtido aqui. J4 em (PRETEL; da SILVA, 2018) foi alcangado um intervalo ainda,
maior, 0 < (7)gs < 5.2866 x 102 K g/m. Tais intervalos diferem significativamente devido
ao perfil de densidade usado por cada um. No primeiro foi adotado o perfil de Gokh-
roo & Mehra e, no segundo, foi utilizado o perfil da solugcdo IV de Tolman. Entao, o
perfil de densidade empregado tem grande influencia nos resultados obtidos, levando em
conta que foi utilizada a mesma dependéncia temporal na métrica em todos os traba-
lhos referidos acima (inclusive nesta dissertagdo). Podemos ainda apresentar esses limites
em termos do nimero de massas solares, para facilitar a comparagdo com algumas ob-
servacoes. Se considerarmos novamente que a nossa distribuicdo de matéria representa
uma estrela de néutrons, com seus valores tipicos para o raio minimo e méaximo, ou seja,
ry = 10Km e ry = 15Km, respectivamente, obtemos 1.156M, < M, < 2.75M,, para
ry = 10Km, e 1.72M, < M, < 4.13M,, para ry, = 15Km, para o objeto compacto
inicial com 0.170 < v < 0.409, enquanto que para o buraco negro formado no colapso
terfamos 0.39M; < Mpny < 2.05M (onde Mgy é a massa do buraco negro formado),
para ry, = 10Km, e 0.58 M, < Mpn < 3.07M, , para rs = 15Km considerando o inter-
valo 0.170 < v < 0.390. Embora as estimativas modernas ponham o limite superior de
TOV (estrelas de néutrons) para cerca de 2Mg, observagoes recentes (ABBOTT, 2020)
sugerem a existéncia de um objeto compacto com cerca de 2.50 —2.67M,, que poderia ser
identificado tanto com uma estrela de néutrons, de grande massa, quanto com um buraco
negro de pequena massa. Portanto, os intervalos para as massas My e Mgy obtidos aqui

corroboram para essas possibilidades.
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