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RESUMO

MENDONCA, T. S. Métodos espectrais aplicados a dinamica de defeitos topologicos e
dscilons. 2019. 110 f. Tese (Doutorado em Fisica) — Instituto de Fisica Armando Dias
Tavares, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2019.

Esse texto consiste em resolver numericamente as equagoes diferenciais nao lineares
(equacao de Klein-Gordon) que regem a dinamica dos kinks (1+1) e éscilons (3+1), através
dos métodos pseudoespectrais. Tanto os kinks como os 6scilons estao presentes em diversos
contextos da fisica, como matéria condensada, fisica de particulas, cosmologia, fibras éticas
e etc. Para resolugao dessas equacoes foi desenvolvida uma forma alternativa para uti-
lizacao dos métodos pseudoespectrais para aproveitar os recursos de multiprocessamento
através de operacgoes matriciais permitindo um grande volume de integracoes. A partir
disso, estudamos as estruturas formadas para os potenciais V,(¢) = 1/2¢?(¢ 7 1 — ¥ 1)?
e V() =1/2(1 — ¢*™)?, onde ambos se reduzem o potencial A\¢? quando p=1en = 1.

Palavras-chave: Métodos Numéricos. Relatividade Numérica. Teoria de campos. Defeitos

Topolégicos.



ABSTRACT

MENDONCA, T. S. Spectral methods applied to topological defects and oscillons. 2019.
110 f. Tese (Doutorado em Fisica) — Instituto de Fisica Armando Dias Tavares,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2019.

In this work, we solve the Klein-Gordon equation numerically using spectral methods
to describe the dynamics of kinks (1+ 1) and oscillons (3+1). We remark that kinks and
oscillons appear in distinct areas such as particle physics, condensed matter, cosmology,
optics, etc. We implemented efficient codes based on spectral methods taking advantage of
multiprocessing resources through matrices. To be more specific, we have studied the inte-
raction of the so-called two-kinks described by the potential V,(¢) = 1/2¢?(¢™? ' —¢P )2,
with p = 1,3,5,.... Also, we have studied the interaction of kinks belonging to the po-
tential V,,(¢) = 1/2(1 — ¢*™)? , n = 2, 3,4, ... These topological defects are of compactlike
kinks. In the last part of the thesis, we have considered the dynamics of oscillons; in
other words, we have integrated the Klein-Gordon equation numerically in 3+1 dimensi-
ons. We first recovered the known results of the case of the ¢* model, and in the sequence,
we explore oscillons described by the potentials cited previously.

Keywords: Numerical Methods. Numerical Relativity. Field theory. Topological defect.
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LISTA DE SIMBOLOS

Os vetores (matriz linha ou coluna) serao indicados usualmente com uma seta , ~,

acima de uma letra,
a= ap ... anN ] .

Tendo como referéncia a notagao utilizada em Boyd (2001), usaremos duas setas , ~, acima

de uma letra para indicar uma matriz,

AOO e AON

STl
I

ANO ANN

Serd funcional realizar as seguintes definigoes:

13

1. Seja g = g(y) uma fungao escalar. Usaremos “ - "para indicar a operac¢ao g (y) em

que,

AOO e AQN g(A()()) N g(A0N>

Ano ... Anxy 9(Ano) ... g(Ann)

2. Definimos o “produto termo a termo”: essa operacao é chamada no manual do
Matlab (MATHWORKS, 2019a; MATHWORKS, 2019b), como “Multiplication ti-

mes” e escrita como “.*” | em nosso caso “ .x”, e para potenciacao dos elementos da

matriz, “Element-wise power” dada por “"”, onde:
AOO e AQN BO() Ce BON AOOBOO Ce AONBON
14» *é — k e ,
ANO ANN BN[) BNN ANOBNO ANNBNN
AOO c. AON . (Aoo)n . (Ao]\[)n
ANO ANN (ANo)n (ANN)n
Caso o ponto “.”, esteja ausente em alguma operacao, elas serao realizadas de forma

convencional.
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INTRODUCAO

Em Agosto de 1834, o engenheiro, arquiteto naval e construtor de navios John
Scott Russell fez o seguinte relato (REBBI; SOLIANI, 1984, p.1):

Estava observando o movimento de um barco que era puxado velozmente
ao longo de um canal estreito por dois cavalos, quando de repente o barco
parou subitamente — mas nao a massa de dgua no canal que havia posto
em movimento; esta acumulou-se ao entorno da proa do barco num es-
tado de violenta agitacao e, posteriormente, deixando-o repentinamente
para trés, rolando para frente com grande velocidade, assumindo a forma
de uma grande elevagao, um monte de agua arredondado, suave e bem
definido, que prosseguiu seu curso ao longo do canal, aparentemente sem
mudanca de forma e variagao de velocidade. Segui a cavalo e a alcancei
ainda movimento com uma velocidade constante de oito ou nove milhas
por hora, preservando seu formato original de uns trinta pés de compri-
mento por um pé a um pé e meio de altura. Diminuia gradativamente
sua altura, depois de uma perseguicao de uma ou duas milhas,a perdi
nos meandros do canal.
Este foi o primeiro registro sobre o surgimento de uma onda solitéria (kink). No trabalho
Bullough (1988) encontramos detalhadamente os primeiros desdobramentos das desco-
bertas experimentais e tedricas da época sobre o assunto. As ondas solitarias ou “kinks”
(devido ao seu formato de dobra ou S) s@o configuragdes de campo com energia finita e
localizada, que se deslocam sem aceleracao e sem mudar a sua forma. Sao chamados de
sélitons, os kinks que recuperam sua forma apds a colisdao com seu equivalente (colisdo
kink+antikink ou séliton+antiséliton) (LEMOS, 2007). Os kinks sao tipicos fenémenos
presentes em teoria de campos nao-lineares (LEE, 1981). Apds esse periodo a “onda de
translagao” (termo utilizado por Russell para ondas solitérias) foi vista apenas como uma
curiosidade sem muitas motivagoes. A partir dos anos 60, o avanco tecnolégico possibilitou
com uso de computadores o estudo numérico de ondas nao lineares. Nos anos 80 tivemos
grandes contribuigdes com os trabalhos iniciados por Campbell et. al (GOODMAN; HA-
BERMAN, 2005) utilizando o potencial A¢*, que nao possui solucao exata para colisoes de
kinks (CAMPBELL; PEYRARD, 1986; CAMPBELL; SCHONFELD; WINGATE, 1983;
PEYRARD; CAMPBELL, 1983; CAMPBELL; PEYRARD; SODANO, 1986).

Os kinks estao presentes em diversas areas da fisica, além da motivacao inicial
originada pela mecanica dos fluidos. Uma das principais fontes de aplicacao dos kinks
¢ o desenvolvimento de fibras opticas, tendo em vista sua propriedade de se propagar
por longas distancias mantendo sua forma (TAPPERT, 1998; CUNDIFF et al., 1999;
TANG et al., 2008). Na fisica nuclear, sob determinadas condigoes, temos que os nicleos
atomicos podem apresentar comportamentos similares aos sélitons (IWATA; STEVEN-
SON;, 2019). Sélitons também estao relacionados a Biologia em relagdo a alguns movi-
mentos especificos das proteinas e do DNA(SINKALA, 2006) e de alguns estudos recentes
associando sélitons a condugao de sinais dentro dos neurénios (HEIMBURG; JACK-

SON, 2005; HEIMBURG; JACKSON, 2007; ANDERSEN; JACKSON; HEIMBURG,
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2009), além disso hé aplica¢oes em matéria condensada (ABDULLAEV, 1989), cosmolo-
gia (APOSTOLOPOULOS; SIOPSIS; TETRADIS, 2009) e etc. Estruturas esfericamente
simétricas como os 6scilons (que serao apresentados a seguir) em mais de uma dimensao
espacial sao de grande interesse em diversos contextos da fisica, como por exemplo, em
modelos inflacionarios.(GLEISER, 2007).

Dependendo da velocidade de impacto u na colisao de kinks, eles podem ficar pre-
sos formando um estado ligado denominado “éscilon”, que trata-se de uma estrutura com
densidade de energia localizada e oscilante. O artigo feito por Anninos, Oliveira e Matzner
(1991) foi uma grande contribuicdo ao estudo das fractalidades(repetigdo de comporta-
mentos obtidos ao refinar intervalos especificos da velocidade de impacto) existentes nas
colisdes de kinks em \¢?*. Essas fractalidades ocorrem abaixo da velocidade limite g,
velocidade a partir da qual todos os kinks escapam apods a colisao, e sao mediadas por
um fenémeno chamado “bounce”, que sao ricochetes dos kinks apds seu primeiro contato
e que podem resultar em escape. Anninos et.al atribuiram a ocorréncia de bounces a
transferéncia de energia dos modos internos de vibragao para os modos de translacao.

E definida uma quantidade chamada carga topoldgica (), onde para uma dimensao
espacial, @ o [lim, o ¢(2) — lim,,_ ¢(x)], sendo ¢(x) o campo escalar que descreve as
solugoes supracitadas. Se ) # 0 dizemos que a solugao representa um defeito topoldgico,
caso (Q = 0 temos um defeito nao-topolégico (RAJARAMAN, 1982). Defeitos topoldgicos
sao estaveis sob pequenas perturbagoes, diferentemente dos defeitos nao-topoldgicos, que
sao instaveis. Os kinks sao exemplos de defeitos topologicos e os oOscilons de defeitos
nao-topolégicos, mas que vivem por grandes intervalos de tempo, sendo muitas vezes
considerados “pseudoestéveis” (KAWASAKI; NAKANO; SONOMOTO, 2020). A partir
de (D + 1) dimensoes com D > 2, o teorema de Derrick (BERESTYCKI; LIONS, 1983),
demostra a impossibilidade de se obter solugoes estacionarias localizadas estaveis, porém
¢é possivel encontrar solugoes numéricas pseudoestaveis de dscilons, que vivem por longos
intervalos de tempo (COPELAND; GLEISER; MULLER, 1995).

Para resolver as equagoes que regem a dinamica dos defeitos topoldgicos e dos
Oscilons, utilizamos os métodos espectrais, que basicamente consistem em determinar os
coeficientes de uma expansao tipo série de Fourier mas podendo escolher outras fungoes
de base além de senos e cossenos. Segundo CANUTO et al. (2006) os métodos espectrais
foram utilizados para cédlculos em larga escala na dinamica de fluidos, sendo originalmente
propostos em 1944 por Blinova e implementados pela primeira vez em 1954 por Silber-
man. Praticamente abandonados até meados da década de 1960 e reavivados em 1969-70
por Orszag e Eliason, Machenhauer e Rasmussen, foram desenvolvidos para sofisticadas
aplicagoes na década de 1970, estendendo uma grande variedade problemas, sendo a prin-
cipal corrente da computacao cientifica nos anos 90. Os métodos pseudoespectrais tratam
de uma das varias classificacoes dos métodos espectrais, que se baseiam em obter os coe-

ficientes da série através da interpolagao dos chamados “pontos de colocacao”, definidos
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como 1; = cos(ir/N) com ¢ = 0..N, sendo N + 1 o nimero de coeficientes. Utilizando os
métodos pseudoespectrais em termos de matrizes, podemos fazer uso de uma eficiente fer-
ramenta de calculo chamada “Numpy”, que é um pacote para Python dedicado a operagoes
matriciais com alto desempenho e baixo custo computacional (OLIPHANT, 2007). Outro
ponto fundamental para a realizacao desse trabalho foi a escolha de fungoes de base dos po-
linémios de Chebyshev compostos com fungoes tangentes hiperbélicas Ty (arctanh(xz/Ly))
e Ty(2arctanh(r/Lg) — 1), sendo Ly uma constante positiva. Existem diversas possibili-
dades de escolha das fungoes de base, mas essa se mostrou expressivamente superior as
demais para os nossos problemas em especifico.

Esse texto tem como proposta central a apresentacao objetiva de algoritmos oti-
mizados para os métodos pseudoespectrais (coloca¢ao) através da operacao de matrizes
construidas com base espectral dos polindmios de Chebyshev nos pontos de colocagao,
sendo capaz de encontrar com rapidez a solucao aproximada de equacoes nao lineares
com excelente custo computacional, precisao e de facil adaptacao para outros problemas.
Sera direcionado a aplicacao desses algoritmos para resolucao de equacgoes referentes aos
kinks e 6scilons. Sera detalhada no Capitulo 1 a constru¢ao numérica das matrizes dos
polinomios de Chebyshev nos pontos de colocagao e que servirao genericamente para das
as aplicacoes desse texto. No Capitulo 2 exploramos as conhecidas colisoes de kinks para
o potencial A\¢*, com o intuito de validacao do cédigo e exposicao de aspectos que serao
utilizados nas secoes posteriores, como comportamentos basicos de escape de kinks e es-
tado ligado, janelas de bounces, estimativa numérica dos modos internos de vibracao e
ete. E explorada no Capitulo 3 uma nova classe de defeitos topoldgicos intitulados “2-
kinks” e de defeitos nao-topoldgicos chamados “lump” através de colisoes e perturbagoes,
obtendo como principais resultados a formacao de lumps através da colisao de 2-kinks e
a metaestabilidade a partir da perturbagdo do lump (MENDONCA; OLIVEIRA, 2015;
MENDONCA; OLIVEIRA, 2019). No Capitulo 4 estudamos colisoes de ondas solitdrias
que se “compatificam” com o aumento do parametro inteiro “n” chamados de kinks do
tipo compacto (KTC), onde temos a partir de colisdes para determinadas faixas de ve-
locidade a formacao de estruturas ligadas ressonantes que se destroem violentamente se
fragmentando em dscilons viajantes, além da existéncia de fractalidades (BAZEIA et al.,
2019). Sao investigados no Capitulo 5, os dscilons em (3+1) dimensoes, resgatando os
resultados ja conhecidos pela literatura e obtendo solugoes para os potenciais dos 2-kinks
e em especial dos KTC, onde obtemos 6scilons que vivem por intervalos de tempo indefi-
nidamente longos. E no ultimo capitulo sao apresentadas as consideragoes finais junto as

perspectivas futuras sao apresentadas.
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1 METODOS ESPECTRAIS

Métodos espectrais constituem uma classe de técnicas utilizadas em matemética
aplicada e computacao cientifica para resolver numericamente equacoes diferenciais. A
ideia consiste em escrever a solucao da equacao diferencial como uma combinagao linear
de funcgoes de base, como por exemplo a a série de Fourier, que é uma combinacao linear
de senos e cossenos, e em seguida determinar os coeficientes dessa combinacao. A solugao

aproximada ¢ dada por:

un(z) =Y ar(@), (1)

onde a, com n =0,1,2,..., N, sao os chamados coeficientes modais, N a ordem da trun-
cagem (quanto maior o valor de N mais precisa serd a solugao); e 1, (x) sdo as fungdes de
base, que sao obtidas das solugoes de equagoes diferenciais do tipo Sturm-Lioville, como
os polinomios de Legendre, Chebyshev e fungoes de Fourier.

Para a resolucao via métodos espectrais de um problema dado por:

{Hu(a:)—f:() relUC 5]%”’ 2)

Bu(y) =0 y e oU

onde H ¢é um operador diferencial, B um operador diferencial associado as condigoes
de contorno, f uma funcao das variaveis do problema, U o dominio da equacao e U
a fronteira associada ao dominio U, teremos que determinar completamente a solucao
aproximada uy(z), ou seja obter os todos os coeficientes modais a partir das condigoes
de contorno. Substituindo a solugdo aproximada uy(z) na equagao diferencial, obtemos

chamada a funcao residual,
R(ZEJCLOaal?"'?aN):HUN('r)_f' (3)

E de se esperar que a funcgao residual R(z,a;) seja pequena, e o tdo pequena que ela seja,
depende também (além do valor de V) da escolha das chamadas fungdes de teste ¢;(x).
O produto interno entre a funcao de teste e a funcao residual fornecera a partir da relagao

abaixo as condicoes para determinar os coeficientes modais a,,,
b
< R,¢; >= / w(z)R(x,ap,a1,...,an)¢"(x)de =0, i=0,1,...N; (4)

w(x) sao chamadas funcao de peso e sao definidas a partir da escolha da funcao de teste

¢i(z). Essa relagao fornece um sistema de N + 1 equagdes, cuja solugao é o valor dos
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N +1 coeficientes da expansao espectral. A eq.(4) implica que, quando N — oo, a funcédo
residual é ortogonal a todas as fungdes de teste ¢;(x) e converge para zero na média
(BOYD, 2001). Se a fungao residual converge para zero na média e uy(z) satisfaz as
condicoes de contorno, é de se esperar que esta solugao aproximada ird convergir para a

solucdo exata da eq.(2).

1.1 Aplicagao dos métodos de colocagao (Pseudoespectral)

Existem diversas classificacoes sobre os métodos espectrais em relacao a escolha
das funcoes de teste. Iremos dar atencao ao Método Espectral de Colocacao também
conhecido como Pseudoespectral (BOYD, 2001), pois foi o método utilizado na integragao
das equagoes referentes a esse trabalho. O método de colocagao consiste em utilizar deltas
de Dirac como a fungao de teste e com fungao de peso w(z) = 1. Com isso, podemos

reescrever a eq.(4) como:

< R,¢; >= R(n;,a0,a1,...,ay) =0, i=0,1,... N, (5)
sendo

n; = COS (E) , 1=0,1,.., N, (6)

os chamados Pontos de Colocacao, que sao os pontos onde a equacao residual se anula.
Prosseguindo com a discussao sobre métodos pseudoespectrais, vamos limitar sua

aplicacao a fungdes f(n) com dominio D : n = [—1,1] e posteriormente estenderemos

para dominios maiores. Sobre a escolha das fungdes de base ¥ (n), iremos nos concentrar

apenas no uso dos polinomios de Chebyshev,

Yr(n) = Tr(n), (7)

ou combinacoes dos polinomios de Chebyshev,

Ur(n) = Vr(Tr(n)), (8)

pelo fato de os polindmios de Chebyshev minimizarem o chamado “Fenomeno de Runge”
que trata-se de um inconveniente numérico que surge nas bordas do intervalo quando se
realiza uma interpolacao polinomial com o aumento da ordem de truncagem, similar ao
fenomeno de Gibbs nas séries de Fourier (BOYD, 2001).

Exemplo 1: Obter a solugao aproximada uy(n) = Z]k:V:O a1y (n) referente a funcao

f(n) = arcsin(n), com a ordem de truncagem N =5
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1. Impor que a solugao exata é igual a solugao aproximada nos pontos de colocagao 7;,

ag + ayn; + az (20 — 1) +as (40> — 3m;) + ag (8" —8n> +1)

+as (16 m‘r’ —20 771-3 + 5771’) = arcsin(n;);

2. Substituir n; = cos (%), obtendo um sistema linear de N + 1 equagoes:

Qo
Qo
Qo
)
Qo

Qo

+ai; + as + as + a4 + a5 = 9.426;

+0.8090 a; + 0.309 a2 — 0.309 as — 0.810 ay — 1.000 a5 = 5.655;
+0.3090 a; — 0.8090 ay — 0.8090 a3 4 0.3091 a4 + 1.0 a5 = 1.885;
—0.3090 a; — 0.8090 as 4+ 0.8090 a3 + 0.3091 ag — 1.0 a5 = —1.885;
—0.8090 a; + 0.309 ag + 0.309 ag — 0.810 a4 + 1.000 a5 = —5.655;
—1.0a1 +as —1.0as3 + a4 — 1.0a5 = —9.426;

3. Resolvendo o sistema linear acima obtemos os coeficientes modais

ag ~ 0;a7 = 1.316; a9 = 0.002; a3 = 0.1911; a4 = 0; a5 = 0.0634

4. Substituir os coeficientes modais calculados na funcao aproximada

uy = —0.0002256 + 1.060 7 + 0.00024 n* — 0.5036 1> + 0.00016 * + 1.014 (9)

Na Figura 1 é apresentada uma comparacao entre as fungdes eq.(9) e f = arcsin(n).

Vale lembrar que a ordem de truncagem desse procedimento é relativamente baixa e foi

utilizada exclusivamente a titulo de apresentagao; porém, existem sérias desvantagens

técnicas nessa forma de obter os coeficientes para valores grandes de N e para fungoes

mais complicadas, no que diz respeito ao custo computacional. Para contornar isso (ainda

para o exemplo proposto) iremos reescrever uy (1) = 3.y axTx(n) como um produto de

duas matrizes,

UN(n):[ao ai az agz a4 CL5]‘
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e que nos pontos de colocagao un(n;) é igual a fungdo f = arcsin(n;). Generalizando para

qualquer ordem de truncagem N,

aety(n) = f(n), (11)

com

772[770 mv], (12)

sendo @ a matriz linha (vetor) contendo os valores dos coeficientes modais,

62:[(10 aN}, (13)

To(n) a matriz coluna contendo os polinomios de Chebyshev a partir de Tp(n),
T =1{ * |, (14)

ao substituir todos os NV + 1 pontos de colocac¢do em Ty(n) obtemos a matriz T,

To(no) - To(nn)

S
Il

(15)
TN (770) N TN (77]\[) .

O indice “0”indica que a matriz armazena os valores a partir do elemento de base Ty(n).
Mais adiante a finalidade dessa notacao sera melhor justificada, pois utilizaremos com-
binagoes lineares dos polinomios de Chebyshev, como V(1) = Tyi2(n) — Tk(n), onde a

matriz associada a Tj o nos pontos de colocagao seré,

Ty (mo) .. Ta(nn)

S
Il

(16)
Tnya(mo) -+ Tny2(nn)-

Lembrando que f*(77) é o vetor contendo os valores da fungao a ser interpolada nos pontos

de colocacao n;,

F=| fow) - fow) | (17)



Desta forma, os coeficientes modais serao dados simplesmente por:

a=f(m)et"

22

(18)

Para determinar os valores numéricos de Ty utilizamos as relagoes (MASON; HANDS-

COMB, 2002)
To(m) =1 (19)
Ti(n:) =i, (20)
Tiv2(ni) = 2n; Tosa (i) — Te(ni), k=3,..Ni=0,..,N. (21)
Com isso para o caso do exemplo acima(N = 5),
(10 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 ]
1.0 0.8090 0.3090 —0.3090 —0.8090 —1.0
5 1.0 0.309 —0.8090 —0.8090 0.309 1.0
T = , (22)
1.0 —0.309 —0.8090 0.8090 0.309 —-1.0
1.0 —0.810 0.3091 0.3091 —-0.810 1.0
i 1.0 —1.000 1.0 —1.0 1.000 -1.0 ]
e sua inversa,
[ 0.1001  0.2001 0.2002 0.2001 0.1998  0.0999 |
0.2001 0.3235 0.1233 —0.1237 —0.3233 —0.1999
o 0.1999 0.1238 —0.3234 —-0.3238 0.1235 0.2001
Ty = , (23)
0.1999 —-0.1238 —-0.3234 0.3238 0.1235 —0.2001
0.2001 —-0.3235 0.1234  0.1237 —0.3233 0.1999
| 0.1000 —0.2001 0.2002 —0.2001 0.1998  —0.0999 |
com os valores de f(7]),
[(7) = [ arcsin (ny) arcsin (n;) arcsin (ny) arcsin(n3) arcsin (n4) arcsin (ns)
f(n) = [ 1.571 0.9426 0.3142 —-0.3142 —-0.9426 —-1.571 (24)
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Substituindo os valores de eq.(24) e eq.(23) na eq.(18) obtemos os coeficientes modais,

&2[0.0000 1.316 0.0000 0.1912 0.0000 0.0634] (25)
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Em geral, as operagoes matriciais sao extremamente convenientes do ponto de vista
computacional, por conta dos softwares como o Matlab e o Python utilizarem nativamente
os recursos de multiprocessamento para multiplicacao e inversao de matrizes. Para o
caso do Python, temos que o desempenho é substancialmente superior ao Matlab, porém
para um melhor entendimento do texto e por ser uma linguagem mais “intuitiva”, nesse
trabalho os algoritmos serao apresentados na sua versao para Matlab. Segue abaixo um

exemplo de um cédigo otimizado através da construcao e operacao de matrizes,

% Ordem da Truncagem
N=5;

%Pontos de Colocacao
eta=cos ((0:N)*pi/N) ;

hPrimeira coluna da Matriz-Chebyshev-Colocacao: T_O(eta)=1
T(1,1:N+1)=1;
hSegunda coluna da Matriz-Chebyshev-Colocacao: T_1(eta)=eta

T(2,1:N+1)=eta;

%Determinacao das proximas linhas de T

for i=3:N+1
T(i,1:N+1)=2xeta.*T(i-1,1:N+1)-T(i-2,1:N+1);
end

%Funcao f nos pontos de colocacao.

f=asin(eta);

a=f*xinv (T)
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Figura 1 - Gréfico da fungao f = arcsin(n)(linha continua) e a soluc¢ao aproximada eq.(9)

(circulos vermelho) para N =5

1.5

051

-0.5¢

-1.5

Fonte: O autor, 2019.

1.2 Método de colocagao (Pseudoespectral) para um dominio qualquer.

No exemplo da se¢ao anterior, ajustamos uma fungao f(n) = arcsin(n) a uma
expansao espectral cuja base era os polinomios de Chebyshev, onde ambos possuiam em
comum o dominio D(u) = D(f) : [-1,1]. Estaremos interessados em utilizar os métodos
pseudoespectrais para dominios infinitos D(f(x)) = {x C R} e seminfinitos, D(f(r)) =
{r € Ry}. Para realizar esse procedimento, serd necessario fazer uma substitui¢ao de
variaveis denominada “mapeamento”. Existem diversos tipos de mapeamentos (BOYD,

2001) onde podemos destacar:

x =Lgarctanh(n), —1<n<1l— —0<z< o (26)
L

m:i, —1<n<l——0<z< o (27)

V1—n?

L 1
r:—01(77+ ), -1<n<1—=0<r<o0; (28)

-n

1 1

r:Loarctanh(§n+§>,—1§n§1—>0<r<oo, (29)

onde Loy é chamado de constante de mapeamento, que é uma constante associada ao
espagamento dos pontos de pontos x(n;) ou r(n;), implicando diretamente a precisao sobre

a regido que se quer ajustar com o método de colocagao. Com Ly pequeno os pontos x(7;)
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ou r(n;) estardo mais concentrados na origem, ja para valores maiores de Ly os pontos
x(n;) ou r(n;) estardo mais afastados da origem, como podemos ver na Figura 2. Apds a

substituicao do mapeamento escolhido, a expansao espectral passara a ser

un(x) =Y axTi(n(x)). (30)

Exemplo: Encontrar os coeficientes da expansao espectral eq.(30) que se aproxi-

mam da funcio f(z) = e .

1. Primeiramente definimos a ordem de truncagem N = 5 e como a fungao f(x) possui
o dominio D(z) : [—o0, o0] utilizaremos o mapeamento z = Lparctanh(n) com o

parametro de mapa Ly = 1 e substituiremos na fungao,

f(n) — efarctanh(n)Q. (31)

2. Calulamos f-(77),

F(7) = [o.o 0.2826 0.9030 0.9030 0.2826 0.0] (32)

3. Substituindo a eq.(32) e eq.(23) na eq.(18) obtemos os coeficientes modais @,

52:[0.4742 0.0 —0.5146 0.0 0.04034 o.o]. (33)

4. Dispondo dos coeficientes @, podemos escrever finalmente a funcao aproximada
eq.(30),

un () = 1.029125 — 1.351813 (tanh (2))* + 0.3226880 (tanh (z))’ (34)

Reforcamos a ideia da utilizacao de ordens de truncagens baixa para uma melhor visua-
lizagao do procedimento. Obtemos, mesmo assim, para N = 5 uma solugao aproximada
7 ~ _p2 . . . J T . .
razoavel em relagdo a f(x) = e~ , vide Fig.(3). Abaixo segue um cédigo mais eficiente

para realizar a determinacao dos coeficientes:
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% Ordem da Truncagem
N=16;

/» Parametro de mapa
LO0=2;

%Pontos de Colocacao

eta=cos ((0:N)*pi/N);

%Primeira coluna da Matriz-Chebyshev-Colocacao: T_0O(eta)=1
T(1,1:N+1)=1;

hSegunda coluna da Matriz-Chebyshev-Colocacao: T_1(eta)=eta
T(2,1:N+1)=eta;

%Determinacao das proximas linhas de T

for i=3:N+1
T(i,1:N+1)=2%xeta.*T(i-1,1:N+1)-T(i-2,1:N+1);

end

hFuncao f(x)=exp(-x~2) mapeada nos pontos de colocacao.

f=exp( - LO*atanh (eta) .72 0)

a=fxinv (T)




Figura 2 - Histograma para N = 100 para o mapeamento x = Lparctanh(n) com Ly =5 e
Lo =20
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Fonte: O autor, 2019.

Figura 3 - Grafico da fungao f = e’ (linha continua) e a solugao aproximada dada pela
eq.(34) (pontos vermelhos) para N = 3,4,5,6,7e N = 8
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< < <
=06 = 0.6 =06
= < x
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0.2 0.2 0.2
0 0 0
-5 0 5 -5 0 5 -5 0
X X X

Fonte: O autor, 2019.
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Figura 4 - Gréfico da discrepancia |e=*" — u(z)| para N =16 ¢ Ly = 2 e o gréfico do

decaimento do erro com aumento de N para dois mapeamentos diferentes.
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Fonte: O autor, 2019.

A Figura 4 apresenta a discrepancia entre as solucoes u(z) e f(z) = e™* com a
ordem de truncagem N = 16 e o parametro de mapa Ly = 2, onde podemos observar que
a discrepancia méaxima é inferior & 107°. Também é apresentado na figura o decaimento
da discrepancia com o aumento da ordem de truncagem N chegando préximo ao limite
da precisao dupla a partir da ordem de truncagem N = 75 para esse mesmo mapea-
mento. Outro detalhe importante que podemos destacar na Figura 4 é que ao utilizar o
mapeamento z(n) = Lon(1 —n?)~/? a discrepancia decaiu mais lentamente do que o ma-
peamento z(n) = Loarctanh(n). Isso se deve ao comportamento da fungao a ser ajustada.
Usaremos em nossas préximas aplicagdes o mapeamento x(n) = Loarctanh(n) e suas va-
riagoes por ser mais adequado a descrigao das ondas solitarias (BOYD, 2001), como seréd
visto no capitulo seguinte. Para justificar essa decisao da escolha do mapa, na Figura 8
apresentamos o decaimento dos coeficientes modais para os mapas x(n) = Loarctanh(n)
e x(n) = Lon(1 — n?)~/2 para uma solucdo estatica de uma onda solitaria, onde o mapa

x(n) = Loarctanh(n) é expressivamente superior para nossas aplicagoes.

1.3 Resolucgao de equacgoes diferenciais ordinarias com o método

pseudoespectral.

Finalmente nos aproximamos do objetivo de utilizar os métodos pseudoespectrais

na resolucao de equacoes diferenciais. O procedimento consiste basicamente em resolver a
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equacao matricial que surge ao substituir a expansao aproximada nos pontos de colocacao

na EDO, ou seja, dada a equacao diferencial

d'u d™u

substituindo nos pontos de colocagao,

B L A L
f—f C(.d—n(],...,Oé. dnm

(36)

Como as equacoes que iremos resolver nesse trabalho nao dependem de derivadas supe-
riores a de segunda ordem e as funcgoes de base serao os polinomios de Chebyshev ou

combinagao desses polinomios, sera necessario para nossas aplicagoes, calcular pelo me-

/ . PER
nos até a segunda ordem, as derivadas d%’ e dnTQO.

Derivando as relacoes de recorréncia

eq.(21), temos que :

4T,
) =0 (37)
dT,

o = 1,

an ) (38)
dTh4 2 AT dT,

dn () = 2m (mi) + 2T g1 (i) — d—n(m) (39)

e para a segunda derivada,

d*T;
d*T,
) =0 e
d*T;, dTy, A>Ty, dT}, d*Ty,
dn2+2 (i) = 2 dn+1 (m:) + QUiW;l(m) +2 dn+1 (m:) — d_nz(??z) (42)
dT? d2~r§

Utilizando as expressoes acima, podemos calcular as matrizesd—n e g2 bara N =5:

[ 0.0 1.0 4.0 9.0 160 25.0
0.0 1.0 3236 4854 4.0 —0.01
= 00 1.0 1236 —1.854 —40 0.0
dn 0.0 1.0 —1.236 —1.854 4.0 0.0
0.0 1.0 —3.236 4.854 —4.0 -0.01

| 0.0 1.0 —4.0 9.0 —-16.0 25.0
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[ 0.0 0.0 4.0 24.0 80.0 200.0
0.0 0.0 4.0 1942 46.83 72.32
d2’t:é 0.0 0.0 4.0 7.409 —-6.851 —27.63 (44)
— = 44
drp?® 0.0 0.0 4.0 —7.409 —-6.851 27.63
0.0 0.0 4.0 —19.42 46.83 —72.32
| 0.0 0.0 40 -240 80.0 —200.0 |
Exemplo: Resolver através dos métodos pseudoespectrais a equagao com N = 5,
d’*u du 4e
an d7] + u € 1 +€2 U( ) u( ) ? ( )
cuja solucao exata é
e + ex+2 _ €2x+1 e1
erata — . 4
Heaat 14 e2 11 (46)

1. Primeiramente é necessério escolher um conjunto de base Wy (n) compativel com as
condigoes de contorno u(—1) = u(l) = 0, de preferéncia, sendo uma combinagao

dos polinomios de Chebyshev. Por exemplo:

Ui(n) = Thya(n) — Ti(n)

Como ja calculamos as matrizes T,

referente a T, 2(n) iremos calcular T3,

U (n) e suas derivadas nos pontos de colocagao \If,% e

Sl
I

1.0
0.309

—0.8094

1.0

—0.309

—0.8094 0.8084

0.309
1.0

0.309

—1.0

1.0

—0.810
—0.8084 0.3102

0.3102

—0.810

1.0

=
dt 0

dn ©

1.0
—1.000
1.0
—1.0
1.000
—1.0

dQTg
dn € dn?
dy |, dry
dn

1.0
—0.81
0.307
0.307
—0.81

1.0

d2v
d772 b

1.0
—0.303
—0.810

0.810
0.303
—-1.0

(47)

referente a Ty(n) para N = 5, agora

para construcao das funcoes de base

(48)



4.0 00 160 250 360  49.0
3236 4854 40 —0.01 —6.05 —11.2
= 1.235 —1.856 —3.998 0.008 5.999  4.31
dn | 1935 1856 3998 0008 —5999 431 |
~3.236 4.854 —4.0 —0.01 6.05 —11.2
| 40 90 160 250 360 49.0 |
[ 40 240  80.0 2000 420.0 784.0 |
40 1942 46.83 7232 702 172
P 4.0 7409 —6.851 —27.63 —10.17 45.33
AP T | 40 7400 —6.851 27.63 —1017 —45.33
4.0 —19.42 46.83 —72.32 702 —17.2
| 40 —240 80.0 2000 420.0 ~—784.0 |
Da eq.(47),
[ 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 ]
—0.691 —1.118 —1.119 —0.694 0.01  0.702
L ~1.809 —1.117 1.120 1.809 —0.003 —1.810
V=11 =
~1.809 1.117 1120 —1.809 —0.003 1.810
—0.601 1.118 —1.119 0.694 0.0l —0.702
| 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 |
[ 4.0 80 120 160 200  24.0
3236 3.854 0.76 —4.86 —100 —11.3
ab df A 1.235 —2.856 —5.233 1.864 9.998 4.31
dyp " dp o dn | 1935 —285 5233 1864 —9.998 4.31
~3.236 3.854 —0.76 —4.86 10.0 —11.3
| 40 80 120 160 —20.0 240

32

(49)

(50)
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[ 40 240 76.0  176.0 340.0 584.0
40 1942 4283 529 234 —55.7

—
-

2V 27 @2d | 40 7400 -10.85 —35.04 —3.32 T73.01

_ _ (53)
dn?  dp®  di? 4.0 —7.409 —10.85 3504 —3.32 —73.01
4.0 —19.42 4283 —529 9234 557
| 40 240 760 —176.0 340.0 —384.0
Substituindo u nos pontos de colocacao [u(n), ..., u(ny)] = i = & e U na eq.(45),
dQ\I:J d\I:f =R
o e dn2—4d’od—n+4o70\Il:K (54)

4de
14-€2

onde K é um vetor constante dado por e — nos seus respectivos pontos de colocacao

K= [ 1.4226 0.9496 0.06598 —.5619 —.8508 —.9282 |. (55)
Com isso,

2T 40 =) -
o] — —4— 4+ 4TV | = K 56
ae |G T + (56)

3 3 -1

., d>U dv =
=K — —4— + 47 . 57
a ° e i + ( )

15.406 —18.828 2.122 1.324  0.039 —0.001 |
—18.828 23.210 —-2.676 —1.658 —0.049 0.001

- = -1
20 4 = 2122  —2676 0351 0.197 0.006 —0.0
SO 4| = ,
dn dn 1324  —1.658 0197 0133 0.003 —0.0
0.039  —0.049 0.006 0.003 0.0 0
—0.0 0.0 —00 —00 —00  0.0.



34

Figura 5 - Grafico comparativo entre a solu¢ao exata eq.(46) e a solucao aproximada

0.5

0.45r

exata(n)’uaproximada(n)
S o R © & o
(6] N (6] w (8] E>N

u
o

0.05

Fonte: O autor, 2019.

Substituindo a eq.(55) e a eq.(58) na eq.(57), encontramos os coeficientes &,
a= [ —0.2035 —0.09966 —0.0284 —-0.0059 —0.0011 —0.00017 |, (59)

tendo por fim a solugao aproximada:

21% —2
43 —4n
87t — 10772 + 2
uapro:pimada(n) =qe (60)

167° —241° +8n
3215 — 561 + 2612 — 2

647" —1287° + 767° — 127 |

= —0.1508 n*>4+0.3517—0.2694 > 4+0.3528 n—0.1666 1 —0.07279 1° —0.03427 n°—0.01066 1" .

Podemos observar qualitativamente na Figura 5 que a solugao aproximada, eq.(60), é coe-

rente com a solugdo exata, eq.(46). O problema anterior possui o dominio de D(n) : [—1, 1],

e com isso nao foi necessario o uso de mapeamentos. Porém para o caso da resolugao de

uma equagao diferencial onde haja necessidade de realizar algum tipo mapeamento, tere-
dr ., d*t

mos que calcular as matrizes 7> e 7. Tendo em vista que a maior ordem das derivadas
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presentes nesse trabalho sao as derivadas de segunda ordem, iremos nos limitar apenas a

determinagao dessas duas. Derivando as relagoes de recorréncia eq.(21) em relagao a x,

%(m) = 0, (61)
Dy = L, o2
T2 = ST m) o
Derivando novamente em relagao a x,

Tom) = o (64
Ty = T, (65)
2
Doz = Lo T2+ | Pon| Tz (66)

Note que a escolha de um mapeamento especifico nao interfere nos valores da matriz T ,
. . g 27 ~ . .
mas sim nas suas derivadas j—; e ZT;' Na secao a seguir, iremos exemplificar o uso dessas

matrizes na resolucao de uma equagao diferencial parcial.

1.4 Resolugao de equagoes diferenciais parciais com o método

pseudoespectral.

Estaremos concluindo nessa se¢ao o capitulo sobre os métodos pseudoespectrais,
constituindo basicamente todos os recursos numéricos necessarios para as resolucoes das

equacoes parciais presentes nesse trabalho. As equagoes de nosso interesse possuem a
forma (LINHARES; OLIVEIRA, 2007),

Po Gy, V()

o2 96 (67)

podendo depender de uma ou mais coordenadas espaciais e uma coordenada temporal.
Como observamos até o momento, as fungoes de base sao utilizadas para a descrigao
da parte espacial da solucao, e a novidade é que os coeficientes modais deixarao de ser

constantes e serao fungoes do tempo,

ap — ai(t) . ad — at). (68)
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Com isso, a solucao aproximada para uma coordenada espacial passara a ser
N

S(x(n),t) =Y ar(t)u(z(n)) = a(t) o U(z(n)). (69)
k=0

Chamaremos de ¢ o vetor
F=|olm) .. o) | =de% (70)

Para um problema de uma dimensio espacial z, V2¢ = %. Usaremos WU(n(z)) = T(n(z))

na eq.(69) e substituimos na eq.(67),

g 0°¢  9V(9)

o2 o T ag " (71)
N - — d2’f’ av(¢)
OéOT—OéQ@—Fa—(b:O, (72)

substituindo nos pontos de colocagao, T — T,

. — 2:: (o

Get=aell - a‘gf),

. L BT V()| s

a:a(a):[ao@— 9 o7 !, (73)

Chamaremos de “vetor de evolugao temporal”a fungao 52, que fisicamente dependera do
potencial e computacionalmente dependera da escolha das funcoes de base, mapeamento
e da ordem de truncagem N. Dispondo do vetor de evolucao temporal a = 52(04) e das

condicdes iniciais @(t) e @(t), podemos obter através do método de Runge-Kutta de 4
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ordem (FORSYTHE et al., 1977) na sua forma vetorial, os coeficientes a(t),

Ly = hd(t) (74)
K, = ha(t;) (75)
Ly = hl@(t)+0.5K,] (76)
Ky = ha(a(t;) +0.5L7) (77)
Ly = hla(t;) + 0.5K,] (78)
Ky = ha(a(t;) +0.5L) (79)
Ly = hlat;) + Ks] (80)
K, = ha(a(t;) + Ls) (81)

&tis1) = é(ﬁl+2ﬁ2+2ﬁg+ﬁ4> (82)

altin) = ¢ (B +20+ 20+ 1) (83)

sendo chamado de “passo”o valor de h que é dado pelo intervalo temporal entre duas
iteragoes. Quanto menor for o valor de h, mais precisao teremos na descricao temporal
de nossa solugdo. Apds determinar um conjunto de valores para os coeficientes a(t;),

substituimos na eq.(69), determinando finalmente a solucao aproximada da nossa EDP.
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2 COLISOES DE KINKS EM \¢* VIA METODOS PSEUDOESPECTRAIS

2.1 Introducao

E definida como onda solitdria ou kink uma funcao localizada nao singular de qual-
quer equagao nao linear (ou equagoes acopladas se temos varios campos) cuja densidade

de energia, além de ser bem localizada, tem uma dependéncia da forma:

p(@,1) = p(Z — ut), (84)

onde % é um vetor velocidade de deslocamento da onda solitaria (RAJARAMAN, 1989).
Esta equacao é equivalente a ter uma solucao que viaja mantendo sua forma. Podemos
observar que qualquer solucao estatica representa uma solugao de onda solitaria para @ =
0. E também observamos que quando temos uma invariancia relativistica, uma solucao
estatica pode-se transformar numa solucao viajante para qualquer velocidade inferior a
velocidade da luz, fazendo um “boost”, ou seja, realizando uma transformacao para um
sistema de referéncia em movimento. Sao chamados de sélitons os tipos de ondas solitarias
que conseguem se recompor apés colidirem entre si (LEMOS | 2003). Os estudos numéricos
sobre kinks em A¢? j4 nao sao novidade, porém é interessante estabelecer essa sequéncia,
para pontuar aspectos basicos que serao fundamentais para a compreensao de potenciais
mais sofisticados, mas que carregam em sua esséncia grandes similaridades. Além disso,

iremos validar a eficacia do método, obtendo resultados presentes na literatura.

2.2 Obtencao de solucoes estaticas do tipo kink em \¢*

Para o estudo dos kinks nesse capitulo utilizaremos o potencial A¢* sendo (RAJA-
RAMAN;, 1982):

V(g)= 1(1- 87, (%)

A equacao de movimento pode ser obtida a partir de uma densidade de lagrangiana
utilizando-se o principio variacional, onde para um campo escalar ¢(x,t), essa densidade

de lagrangiana ¢é dada por:

Llat) = 5 (g—f)Q -3 (%)2 _V(9). (86)
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A nao-linearidade do problema esta contida no potencial V(¢). Considerando sem perda
de generalidade que V(¢) é sempre positivo e igual a zero nos seus minimos e que essa den-
sidade de lagrangiana é um invariante de Lorentz, temos a seguinte equagao de movimento
a partir do principio variacional de Euler-Lagrange:

¢ P OV

o2 9z 0o (87)

Analisando essa densidade de lagrangiana L(z,t), podemos ver que a energia é uma

quantidade conservada e a mesma é dada por:

> 1 /06\> 1 [0¢\°
E(¢) = /OO d |3 (E) +3 (%) + V()] - (88)
Os minimos de V' (¢) s@o suas raizes e ocorrem em M pontos, M > 1. Ou seja:
V(p=g")=0 para i=1.M. (89)

Com isso, a energia ¢ nula nos pontos onde o campo ¢é constante e igual a ¢ = ¢'.

Interessados em obter solucoes estaticas, temos que 88_15 = 0 e assim eq.(87) passa a ser:

o? ov
_9225 = —(z,1). (90)
ox 0¢
impondo a condicao de se ter uma solucao com energia finita a fim de obter ondas so-
litarias é necessario que ¢ — ¢' e que % (%) = (0 para x — *+oo. Desta maneira, as

solugoes sao trajetérias que ligam minimos de potencial. Por isso, geralmente, elas tém
forma de S e sao chamadas de kinks. para o qual estamos interessados em obter solucoes
temporais aproximadas. Precisaremos encontrar os coeficientes iniciais @(0), @(0) e o
vetor de evolugao @(@). Para obter o dado inical do campo, substitufmos na eq.(87) a

solucdo estética ¢g(z),

Lo d do d [d d deo\*
%o —i—%(@bo) =0.. @ d (ﬂ) = _V(¢0) % (ﬁ) = V(¢o)

 da? v do \ dr do dx
S~~~ —_——
b AG02))

depo
V2V’

Como estamos interessados em solucoes de ondas solitarias viajantes e nossa teoria é

(91)

SLrx—x9 ==

invariante sob transformacoes de Lorentz, podemos fazer x + zy — ””if;\/%;‘t, sendo u a

velocidade de translacao da onda,

T &+ 1o F ut dog
+— = —. 92
V1 —u? V2V (92)
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Figura 6 - Perfil inicial campo e densidade de energia do kink e do antikink com xg =0 e

u=0.1
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Fonte: O autor, 2019.

Ao substituir o potencial da eq.(85) na eq.(92), com algumas manipulagdes algébricas

obtemos a solucao viajante do kink (solu¢do com sinal de +) e do antikink (solu¢ao com

sinal de —).
. B T+ xg F ut
com densidade de energia,
1 /dop\? 1 [do\?
t) = - | —+— = = 4
e = 5(52) +3 (%) +ve (04)
lu*—3 [ x+xz

Na Figura 6, temos o perfil do campo e da densidade de energia do kink e do antikink para

posigao xg = 0 e u = 0.1. Dispondo de eq.(93), temos que o dado inicial que representa a

colisao de um kink com um antikink serd (ANNINOS; OLIVEIRA; MATZNER, 1991):

¢K+f(($70) =-—1+ ¢K($70) - ¢]‘((IL’,O). (96)

Na Figura 7 temos o perfil inicial do campo e da densidade referente a colisao kink-+antikink.
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Figura 7 - Perfil inicial campo e densidade de energia da colisao kink + antikink com zg =5 e
u=0.1
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Fonte: O autor, 2019.

2.3 Vetor de evolucao temporal

Relembrando o nosso objetivo de obter os coeficientes modais no instante inicial
)

a(0), repetimos o procedimento da segao anterior chamando de f(7))

P = | brer@m).0) - duerrlann).0) |, (97)

com isso, para N = 300 e Ly = 10, substituindo o valor de f(77) na eq.(18), encontramos

os coeficientes modais,

a(0) =[0.093 0.0 —1.227 0.0 —0.170 (98)
0.0 —0.097 0.0 —0.082 0.0 0.022 ...].

Analogamente,
f(ﬁ) = [ <Z5K+K($(770)70) ¢K+K(SU(77N),O) ] , (99)
57(0) =[ —0.041 0.0 —0.009 0.0 0.072 0.0 0.025 0.0 —0.048 (100)

0.0 —0.03 0.0 0.024 0.0 0.026 ... ]
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Figura 8 - Decaimento dos coeficientes nao-nulos asx para o dado inicial da colisao
kink4antikink com N =300, Ly =10. g =5eu =0.1
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Fonte: O autor, 2019.

Antes de prosseguir para a proxima etapa, é interessante notar duas caracteristicas dos
resultados acima. A primeira é que os coeficientes de ordem fmpar sao nulos. Isso se deve
a simetria do dado inicial, implicando que a solucao aproximada seja uma funcao par.
A segunda observacao é que os coeficientes nao-nulos decaem exponencialmente com sua

ordem e saturam no limite da precisdao dupla 10716, vide Figura 8.

1. Para determinar o vetor de evolucao temporal é, basta substituir o potencial eq.(85)
na eq.(73),

da)= |de— —@ x(1—3? o7 (101)

F=det
2. A partir das condigbes iniciais, dada pela eq.(98) e pela eq.(100), do vetor de
evolugao temporal da eq.(101), repetimos iterativamente (loop) as instrugoes das

eqs.(74-83), estabelecendo finalmente a solu¢ao aproximada da equagao.

Podemos observar na Figura 9 que com a velocidade inicial v = 0.1 os kinks sao
incapazes de escapar da sua atragao mutua, formando uma estrutura oscilante chamada de
“Oscilon”; tendo em vista que o sistema nao apresenta energia suficiente para alterar essa
configuracao, a chamaremos também de “estado ligado”. A partir disso, experimentamos

repetir o procedimento para o triplo da velocidade, u = 0.3, com a finalidade de verificar
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Figura 9 - Campo escalar ¢(z,t) e densidade de energia p(z,t): Colisio em \¢*, u = 0.1,29 = 5

com formacao de éscilon.

Fonte: O autor, 2019.

Figura 10 - Campo escalar ¢(z,t) e densidade de energia p(z,t): Colisdo em \¢?,

u = 0.3,2x9 = 5 com formagao de kinks.

Fonte: O autor, 2019.
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se os kinks irao escapar ou formar novamente uma estrutura do tipo dscilon. Nesse caso,
vemos a Figura 10, que os kinks escapam imediatamente apds a colisdao, apresentando
uma velocidade de translagao final u,,; consideravelmente alta em relacao a velocidade de
entrada u, tendo em vista que se trata de uma colisao inelastica, onde parte da energia é
irradiada e que a energia cinética também é distribuida com seu movimento de vibracao
(excitagao de modos vibracionais). E natural intuir que qualquer colisao cuja velocidade
de translacao seja maior que u = 0.3 apresente o comportamento de escape ou que exista
uma dada velocidade limite u,, que seria a velocidade a partir da qual os kinks sempre
irao escapar ao colidir. Para encontrar essa velocidade limite é feita uma sequéncia de
integracoes para um dado intervalo de velocidade, no caso 0.05 < u < 0.27 ; como podemos
ver na Figura 11. Notamos que a partir de u > 0.26 os kinks sempre escapam, e para
velocidades significativamente inferiores, os kinks escapam realizando “bounces”, como
temos com mais detalhes na Figura 12. Esse fenomeno é justificado pela existéncia de
modos internos de vibragao, que serao melhor discutidos na secao seguinte. Podemos citar

algumas principais caracteristcas para colisoes com esse potencial.
— Caso de escape com ¢(0,t — o0) ~ 1.
— Caso de formacao de dscilon com ¢(0,t — oo) < 1.

— Velocidade limite uy;, ~ 0.2598: Menor velocidade possivel para que ¢(0,t) apre-

sente apenas um ponto de minimo.

Existéncia de fractalidades(transi¢oes de comportamento ao diminuir determinados
intervalos de velocidade) mediadas pelo fenomeno de bounces, podendo ser identifi-
cada como o nimero de pontos de minimos de ¢(0,¢) para o caso de escape que nao

ocorre imediatamente apds a colisao.

Na Figura 13 podemos observar um exemplo do decaimento do erro maximo em relagao
a conservacao de energia E(%) versus ordem de truncagem N para a colisao de kinks em
Ao, referente a colisdo da Figura 10, onde obtemos um erro menor que 10~2%, justificando

a eficacia do método.
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Figura 11 - Campos escalares ¢(x,t) para colisio de kinks em \¢* com velocidade entre
u=0.05eu=0.27.
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Fonte: O autor, 2019.
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Figura 12 - Campo escalar ¢(z,t): Colisao em Aot uw=0.19125,29 = 5, 3 Bounces.

Fonte: O autor, 2019.

Figura 13 - Decaimento do erro méaximo E(%) versus ordem de truncagem N.
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Fonte: O autor, 2019.
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2.4 Modos Internos e Modos Continuos

Os modos internos e os modos continuos sao obtidos substituindo ¢(z,t) — ¢(x) +
x(z)e™™" na eq.(67), obtendo a seguinte equagiao de autovalores (MENDONCA; OLI-
VEIRA, 2015).

&  d*V
it ) o e

Nem sempre ¢ simples encontrar os valores de w?, para alguns potenciais V(¢) nao é
possivel obté-los analiticamente. Em A\¢?* temos os autovalores, wy = 0 (modo translaci-
onal), w; = v/3 (modo vibracional) e a partir de w > 2 os modos continuos (modos de
radiacdo). A existéncia desses modos internos influencia na dinamica dos kinks, onde ao
excitar mais os modos de vibracao do que os modos de translacao obtemos estruturas
do tipo éscilon. Do mesmo modo, ao excitar mais os modos de translagao teremos casos
de escape e quando ocorre troca de energia entre esses modos podemos ter efeitos como
bounce, que sempre estard ligado a alguma janela de fractalidade. Iremos apresentar duas
formas de obter os modos internos de vibracao numericamente e os modos de radiacao

analiticamente.

2.4.1 Modos de vibracao

Decorrente da dificuldade de se obter os valores de w,, mencionado anteriormente,
iremos usar algumas propriedades da funcao x,,(z) para estimar numericamente os valores

de wy,. A funcdo x,,(x) associada a um dado modo interno w,, obedece ao seguinte limite:

lim ., (z) = 0. (103)
Tr—00

Desta forma, basta testar diversos valores para w,, e resolver numéricamente a eq.(102)
através do método de Runge-Kutta, para o maior valor de z; (posigao final) possivel.
Algo interessante é que, ao fazer esse procedimento, observamos, que quando o autovalor
correto w,, esta entre dois pontos vizinhos w_ = w,, — 6 e wy = w,, + 0, as autofuncoes
associadas a esses dois pontos tendem a valores de x,,(x = ) com sinais opostos, ou
seja, 0 w,, correto pode ser entendido como o valor onde ocorre a troca de sinal como
visto na Figura 14. Com isso, concluimos que um dado modo interno w,, esta contido

num intervalo entre [w_,w,]|, e para fornecer uma razoavel estimativa numérica de wy,
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Figura 14 - Autofungdo x,,(z) em \¢* para w = v/3 e w = v/3 £ 0.01.

wo = \/é —0.01
0.2
0.1
— w=v3
Z o
=
-0.1 1
-0.2
wy =v3+0.01
0.3 ‘ : : : :
0 1 2 3 4 5 6
X
Fonte: O autor, 2019.
estabelecemos os seguintes critérios:
1) sign(x(z = zg)lw_) + sign(x(z = z)|w.) = 0 (104)
2) |w. —wi|< 107 (105)
3) wp = w—;w* (106)

Ao realizar o procedimento numérico para encontrar o modo interno w; = V3 que se trata

de um valor obtido analiticamente, obtemos o valor

wnm = 1.732050807568877 (107)
11.732050807568877 — /3|
X
V3

o grafico da autofuncao x(z) estd apresentado na Figura 15.

Erro : dw,(%) = 100 ~ 5 x 1074%, (108)
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Figura 15 - Autofuncdo numérica x,,(z) em A¢*com w = 1.732050807568877 (modo discreto).

0.3 T T T
w=1.732050807568877

03 1 1 1 1 1
-30 -20 -10 0 10 20 30

Fonte: O autor, 2019.

2.4.2 Modos continuos

Os modos continuos ou modos radiativos sao responsaveis pelo surgimento de
porcoes do campo que se dissipam com o tempo, nao sendo considerados defeitos to-
polégicos. Em alguns potenciais como V,(¢), como veremos a seguir, o efeito desses
modos é altamente expressivo e em outros, como V,,(¢), esses efeitos sdo mais sutis. Ao
obter um éscilon em A\¢* a partir da colisao de kinks, temos que, a cada oscilacdo, parte
da energia ¢é ejetada em forma de radiacao, porém esse processo é bastante lento para
ser apreciado. Uma das justificativas da ocorréncia de bounces é a competicao entre os
modos internos de translacao e vibragao.

Para calcular os modos continuos, nao é necessario conhecer a autofungao x(z), ja

que eles podem ser escritos explicitamente em termos do potencial V(¢) e suas derivadas

mg—((f) e 8%5(2‘75), quando aplicamos a regra da cadeia na eq.(102)
d? &’V ) d dpd. V() )
d do d — —
| R g ] | ) _
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Figura 16 - Autofuncio numérica x,,(z) em A¢* com w = 2 (modo continuo).

w;2

-30 -20 -10 0 10 20 30

Fonte: O autor, 2019.

Xm = W%Xm

26 d dp\*> & V()
( )dTﬂ* 15

dd 2V

dV (o) d d? d*V ()]
| e T e = e (109
Em \¢* temos que
B dV(qb)] B [dQV(cb)} _
V(£l) = | ——= =0 & —_— =4 110
( ) |: dd) p==1 d¢2 dp==1 ( )

e ao substituir na eq.(109) encontramos finalmente o modo continuo minimo. Vide Figura
16

4=wi = wy,=2. (111)
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3 KINKS PARA O POTENCIAL Vp(¢)

A busca por defeitos topolégicos é de grande interesse para a fisica de altas energias
e gravitagao, partindo disso, Bazeia et al. (BAZEIA; MENEZES; MENEZES, 2003)
apresentaram uma nova classe de defeitos topoldgicos descritos por um campo escalar

real em (D, 1) dimensdes, onde para D = 1, temos a seguinte familia de potenciais:

V,(¢) = %cbz (077 - ¢p1>2- (112)

onde o parametro p é um numero inteiro positivo e esta relacionado a forma com que
o campo auto-interage. Primeiramente estamos interessados em obter solugoes do tipo

onda solitdria, substituindo eq. (112) na eq. (92),

r—xy = /¢0 (qﬁa:ﬁbo_ ¢{)’_1> = parctan (¢0p—1> (113)

— ¢o = =tanh? (%) (114)

observamos que a carga topolégica (), que é proporcional a
Q [nm dolx) — lim ¢o<x>] | (115)
T—00 T—r—00

éigual a @) = 0 quando p for par e > 0 quando p for impar. Isso implica que quando p for
impar o potencial permite solu¢oes topologicamente estaveis do tipo kink e quando p for
par o potencial permitird apenas solugoes topologicamente instaveis denominada “lumps”,
cuja tradugao do inglés significa “caroco” em referéncia a forma do campo. Por conta disso,
os lumps sao considerados defeitos nao-topoldgicos, vide Figura 17. As solugoes do tipo
kink para esse potencial sao chamadas de 2-kinks ou kink-duplo, por conta das duas cristas
do gréfico da densidade de energia e seu formato de S, como pode ser visto nas Figuras 17 e
18. Apesar dos campos ¢g(x) para os 2-kinks e os lumps serem nitidamente diferentes, seus
perfis de densidade de energia sao similares, como podemos ver na Figura 18. Na Figura
19 podemos observar um lump (p = 4) sendo destruido rapidamente com uma perturbagao
gaussiana central da ordem de 0.01. Por conta do lump ser um objeto instavel, nao existe
uma grande aten¢ao da comunidade em estudé-lo, porém iremos apresentar nesse capitulo
situagoes onde é possivel obter estados metaestaveis a partir de perturbagoes especiais e

que os lumps podem ser criados através de colisoes de 2-kinks.



Figura 17 - Solugao da eq.(114): lumps

Fonte: O autor, 2019.

2-kinks .
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Figura 18 - Perfil da densidade de energia p(z,0) de um 2-kink com p = 3 (a direita) e de um

lump com p =4 (& esquerda). (18): 2-kinks e lumps .
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Fonte: O autor, 2019.
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Figura 19 - Evolucao de uma solucao do tipo lump com n = 4 sendo adicionada uma

perturbacao gaussiana central de amplitude 0.01

Fonte: O autor, 2019.

3.1 Modos Internos e Modos Continuos para kinks com potencial V,(¢)

Como vimos na Secao 2.4, os modos internos e os modos continuos determinam
diversos comportamentos dinamicos ao se estudar a colisao de kinks. Primeiramente

iremos obter o valor do modo continuo repetindo o procedimento apresentado na Subsegao
2.4.2,

2
do ] 41 de p=+1 P
que ao substituir na eq.(109) encontramos.
2
v = 2. 117
p (117)

Esse resultado é interessante pois indica que o valor dos modos continuos tendem a decair
com o aumento do parametro p. Com isso, intui-se que os modos de radiagdo sao mais
facilmente excitados e as colistes deverao apresentar grande perda do campo escalar sobre
uma dada regiao limitada.

Interessados em encontrar o modo de vibracao w;, repetimos o procedimento da
Subsecao 2.4.1 para o intervalo 0 < w; < 2/p, e encontramos os modos apresentados na

Tabela 1 com suas respectivas autofungoes na Figura 20.
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Tabela 1 - Modos Internos w; para Vj,(¢)

p w1

1 | V3

3 | 0.49243
5 | 0.29287
7 | 0.20870
9 |0.16216
11 | 0.13261
13 | 0.11218
15 | 0.09720
17 | 0.08585

Fonte: O autor, 2019.

3.2 Dissipagao adiabatica

Para um mapeamento infinito ou semi-infinito a densidade dos pontos de colocacao
decai com a distancia. Para longas integracoes, porcoes que se distanciam da origem ten-
dem a ser refletidas ao chegarem a uma regiao com poucos pontos de colocagao, provo-

cando erros numeéricos. Para resolver esse problema, utilizaremos a chamada dissipacao

adiabética (GLEISER; SORNBORGER, 2000), y(x)g—f, que ira dissipar porc¢oes do campo
a partir de uma dada posicao x.s >> 1, evitando o efeito de reflexao e preservando a
solucao dentro do nosso intervalo espacial de interesse. Quando a dissipacao é distribuida

simetricamente, temos:
9 5 |1 1
Yabs () = K5 (|2] — Taps) 5 tanh(z — xaps) — 5 tanh(z + xagps) + 11, (118)

sendo K?

s Uma pequena constante associada a magnitude da dissipacao, x4 ¢ a posigao

a partir da qual possuira a maior contribuicao da dissipacao. Vale ressaltar que o termo
dentro dos colchetes é unitario e responsavel unicamente pela delimitagao suave da dis-
sipacdo. Na Figura (21) podemos ver como é distribuida a dissipagdo. Sendo assim a

eq.(73) com a adigao desse termo, o vetor de evolugao passara a ser

Al

d2
X

WD) (Gody ()| o7, (119

a=|de

IS
[
b
ASE



Figura 20 - Autofuncao xi(z) para p =3,5,...,15 e p =17
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Fonte: O autor, 2019.

Figura 21 - Dissipagao dada por eq.(118) com zqps = 80 e K2, = 0.0001.
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Fonte: O autor, 2019.



56

3.3 Procedimento numérico e discussoes

Os coeficientes iniciais @(0) serdo ajustados ao dado inicial,

+ t
¢xi(z,t) =+ tanh” (x ToFu ) :

pV1 — u?

¢K+f(($70> =—-1+ ¢K(x70) - ¢I_<(x>0)' (120)

O vetor de evolugao temporal para esse potencial, ja incluindo o termo de dissipacao, ¢é
dado substituindo eq.(112) na eq.(155), obtendo

- 5 d2’% 5 91 L1 Lon—1 Y 9pn—1 _ R =
(o) = [a'@—w-* (s@' p—2p+ G p+ G — G )p 1—7‘(77)]" h

(121)

Iniciamos nossa investigagao para o potencial V,(¢) com p = 3 com uma velocidade
baixa u = 0.1 e uma velocidade mais alta © = 0.41, onde esperamos encontrar solucoes do
tipo estado ligado e escape, mas com um olhar atento de como eles ocorrem e o que hé de
qualitativamente diferente em relacao ao nosso potencial de referéncia A\¢*. A primeira
observagao mais evidente é a quantidade excessiva do campo escalar que é irradiado no
caso de estado ligado com u = 0.10, visto na Figura 22. Na Figura 23 comparamos esse
6scilon com um éscilon formado em A¢? (Figura 9) até o instante ¢ = 5000, onde notamos
a perda cerca de 25% de energia na regiao limitada xy;,, = [—40,40] para o éscilon em
A¢?*, enquanto no caso do Gscilon para o potencial V,(¢) com p = 3, a energia perdida na
regiao foi superior a 60%. Da mesma forma, na Figura 24 observamos também que boa
parte do campo ¢ irradiado no caso de escape com u = 0.41 em comparacao com o que
era visto em A¢?. Outro ponto importante é que o escape ocorre com o campo na, origem
oscilando em torno de ¢(0,t — oo) ~ 0 diferentemente de A¢*, onde o campo oscila em
torno de ¢(0,t — oo) ~ 1. Na Figura 25 observamos o decaimento do erro percentual
maximo da conservacao de energia (sem dissipacao) F,q.(%) para cada valor de N no
caso da Figura 22, onde observamos um comportamento satisfatorio, tendo como erro
maximo percentual F(%) ~ 0.3579% para N = 400.

Conhecendo basicamente o que ha de novo com esse potencial, partimos para um
refinamento com alguns valores de velocidade entre u = [0.05, 0.46], a fim de obter outras
estruturas, fractalidades, velocidades limite de escape e etc, como podemos ver na Figura

26. O caso de escape serda melhor discutido na préxima secao.
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Figura 22 - Campo escalar ¢(x,t) e densidade de energia p(z,t) para colisdo de kinks em V(o)

comp=3eu=0.1.

(a)

“"\'ﬂ/
ﬁ)".‘"f\‘”fu”v"‘f““‘.ﬂdﬂv‘

100 200

Legenda: A principal diferenca entre as colisdes em A¢* para o caso de estado ligado é que grande
parte do campo ¢é irradiado sobrando apenas um pequeno dscilon na origem.

Fonte: O autor, 2019.

3.4 Formagao de solugoes do tipo kink (A\¢?) como produto da colisao de
2-kinks

O objetivo dessa secao é descrever as estruturas viajantes formadas apos colisoes
de 2-kinks, como os da Figura 24, como kinks em \¢*. A principal diferenca da estrutura
formada nas colisoes de 2-kinks como os da Figura 24 e das colisoes de kinks simples
como os da Figura 10 é que a solugio viajante passa de —1 < ¢(z,t) < 1 (A\¢?) para
—1 < ¢(x,t) < 0 (Vp(¢)). Deste modo buscaremos obter solugoes de kinks em A¢* que
tivessem também a contidas em —1 < ¢(z,t) < 0 e para isso, o potencial A¢? escolhido

foi,

V(o) =1 [:11 -(-3- ¢>] } (122)

que possui como solugao viajante de um kink+antikink se afastando com —1 < ¢(z,t) < 0,

1 1uat+x— 3 1 1—a£+x+fo)
r,t)=—1——-tanh | - ———— | + - tanh | - —F—— |, 123
0.0 = =1 = g (3 ) 4 e (5 129)
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Figura 23 - Fracao de energia nos limites x;,,, = [—40, 40] para o 6scilon formado com a
velocidade u = 0.1 para A¢* (Figura 9) e p = 3 (Figura 22).
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Fonte: O autor, 2019.

Figura 24 - Campo escalar ¢(z,t) e densidade de energia p(x,t) para colisdo de kinks em V,(¢)
comp=3eu=041.

HxY)

Legenda: Colisao entre 2-kinks com p = 3 resultando em escape. Note que apesar de ser um caso de
escape, uma parcela significativa é irradiada.

Fonte: O autor, 2019.
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Figura 25 - Decaimento do erro maximo E(%) (sem dissipacao) versus ordem de truncagem N

para a colisao da Figura 22.
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Fonte: O autor, 2019.

sendo u, t e T os parametros a serem determinados para o ajuste da solucao pds-colisao de
2-kinks. Para obter esses parametros utilizaremos a expressao do perfil estatico do campo
e da densidade de energia. Primeiramente substituindo a eq.(123) e a eq.(122) na eq.(95)
no ponto de maximo x = 7y em ¢ = 0, encontramos a altura H = H (%, u) do pico da

crista da densidade de energia,
1
H = 3—252(28 —4¢+4) (124)

¢ = tanh (le—fﬁ) (125)

Desse modo, tendo como entrada os valores numéricos da posigao inicial do kink zy (pds
colisao) e de sua altura média H, levando em consideragao que existem oscilagdes sobre
esse dado valor como podemos ver na Figura 27(a), ajustamos eq.(125) para o caso da
Figura 24 com 2y = 17.410, H = 0.0655 em t = 106 obtendo aproximadamente velocidade
de saida u ~ 0.297, vide Figura 27(b).
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Figura 26 - Campo escalar ¢(z,t) para p = 3 com 16 velocidades entre u = [0.05, 0.46]

u = 0.050000 u=0.077333 u=0.104667 u=0.132000

u=0.186667 u=0.214000

Fonte: O autor, 2019.
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Figura 27 - Oscilagao do valor da altura de um kink pds-colisdo e kink criado a partir da

colisio de 2-kinks com p = 3 sendo descrito por um kink em A\¢*
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Fonte: O autor, 2019.

3.5 Formacao de solugoes do tipo lump como produto da colisao de 2-kinks

Ao realizar o refinamento entre os valores de u com o propdsito de investigar
as estruturas formadas entre duas velocidades onde ocorre transigdo de comportamento
(estado ligado — escape), encontramos uma estrutura que a partir da interagao inicial pds-
colisao possui uma forma semelhante ao lump visto na Figura 19. Para entender melhor
a natureza dessa estrutura critica formada, iremos compara-lo com uma solugao do tipo
lump. Para isso, iremos generalizar a solugao eq.(114) (MENDONCA; OLIVEIRA, 2015),

¢y, = —tanh?(bx), (126)

que ao substituir na eq.(95) encontramos a densidade de energia

S tanh®?(bx)[1 — tanh?(bx)]?

pal) tanh?(bx)

(127)
Iremos verificar se realmente o objeto formado na Figura 28 caracteriza uma solucao do
tipo lump, apenas tendo como entrada um ponto que é o valor de sua altura H ~ 0.0617
em (t = 150). Para estimar os valores de b e ¢, primeiramente encontramos os pontos
criticos de eq. (127)
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Figura 28 - Campo escalar ¢(x,t) e densidade de energia p(z,t) para colisdo de kinks em V(o)
com p =3 e u=0.407292
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Legenda: Na busca da velocidade critica, entre dois comportamentos encontramos uma estrutura que
nao é um kink e nem um 6scilon, mas que possui o campo e densidade de energia similares ao
objeto da Figura 19, um lump.

Fonte: O autor, 2019.

1 -1
Tomaz = :I:Earctanh < %) (128)

e substituimos em (127) obtendo a altura méxima,

H = H(b,q) = 40*¢ (Z%)q (—1)" (129)

Entao o parametro b em termos da altura H e de ¢ é dado por

b:b(q,H):%(qul) Z(qz_l)_. (130)

Testando o primeiro valor possivel para ¢ obtemos b(q = 2, H = 0.0617) ~ 0.3227, como
podemos ver na Figura 29. Possiveis desvios em relacao ao lump associado se devem ao

fato da estrutura formada nao ser totalmente estatica, podendo oscilar em torno da eq.
(127),
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Figura 29 - Ajuste da solugao critica da Figura 28 (linha continua) com uma solugao do tipo

lump (circulos).
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Fonte: O autor, 2019.

3.6 Colisoes em V,(¢) comp=5ep=7T

As colisoes para p = 5 e p = 7 sao significativamente analogas as colisoes para
p = 3, por conta disso, iremos brevemente pontuar alguns aspectos.

Levando em consideracao o espagamento entre as cristas com o aumento de p,
usaremos a posicao inicial xg = 5p, para garantir que os kinks se desloquem livremente
a partir do dado inicial. Na Figura 30 e Figura 31 temos estado ligado e escape res-
pectivamente, para p = 5. Na Figuras 32 e Figura 33 temos o estado ligado e escape
respectivamente para p = 7.

Na Figura 34 para p = 5 e na Figura 35 para p = 7 temos um refinamento em
16 partes. Observamos um numero de ocorréncias maior de casos de escape abaixo da
velocidade limite com p = 5 e essa caracteristica é acentuada para p = 7, uma hipdtese é
que isso se deve ao fato dos modos de vibracao w; se aproximar cada vez mais do modo
translacional wy, como visto na Tabela 1. Desta forma, apds a colisao das cristas internas
onde é formado um oscillion, o mesmo rapidamente troca energia do modo vibracional do
6scilon com a componente translacional das cristas externas, gerando diversos casos de
escape para velocidade abaixo da velocidade limite w.

Também encontramos estruturas do tipo lump para p = 7 com velocidade de
impacto u = 0.473927, como visto na Figura 36 e sendo ajustada a um lump estédtico na
Figura 37.



64

Figura 30 - Campo escalar ¢(z,t) e densidade de energia p(x,t) para colisdo de kinks em V,(¢)
com p=2>5eu=0.08.
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Fonte: O autor, 2019.

Figura 31 - Campo escalar ¢(x,t) e densidade de energia p(z,t) para colisdo de kinks em V(o)
com p=>5eu=0.45.
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Fonte: O autor, 2019.
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Figura 32 - Campo escalar ¢(z,t) e densidade de energia p(x,t) para colisdo de kinks em V,(¢)
comp="7eu=0474.

Fonte: O autor, 2019.

Figura 33 - Campo escalar ¢(x,t) e densidade de energia p(z,t) para colisdo de kinks em V(o)
comp="7eu=0.08.

Fonte: O autor, 2019.
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Figura 34 - Campo escalar ¢(x,t) para p =5 com 16 velocidades entre u = [0.05, 0.46]

u = 0.050000 u=0.077333 u=0.104667 u =0.132000

Legenda: Seis ocorréncias de escape abaixo da velocidade critica uc.p—5 ~ 0.45004 com um simples
refinamento de 16 partes.

Fonte: O autor, 2019.
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Figura 35 - Campo escalar ¢(z,t) para p =7 com 16 velocidades entre u = [0.05, 0.48]

u = 0.050000 u=0.078667 u=0.107333 u=0.136000

Legenda: Dez ocorréncias de escape abaixo da velocidade critica uc.,—7 ~ 0.47647 com um simples
refinamento de 16 partes.

Fonte: O autor, 2019.
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Figura 36 - Campo escalar ¢(z,t) e densidade de energia p(x,t) para colisdo de kinks em V,(¢)
comp="7eu=0.473927

HxY)

Legenda: Solugao do tipo lump sendo obtidas a partir da colisdo de 2-kinks com p =7

Fonte: O autor, 2019.

Figura 37 - Ajuste do lump criado na Figura 36 com ¢ =4 e b = 0.1409.
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3.7 Formacao de Lumps metaestaveis através de perturbacgoes especiais

Motivados pela formacao de estruturas do tipo lump na colisao de 2-kinks, resol-
vemos verificar se é possivel obter outras estruturas a partir da perturbacao do lump ou
algum caso especifico onde exista estabilidade. Uma das possibilidades foi adicionar uma

perturbagao simétrica na solugao estatica do lump,
¢(0,t) = — tanh? (f) — By [e*@”p)Q t e~ @mm) | (131)
p

sendo By uma constante proporcional a intensidade da perturbagao e x, o mdédulo da
posi¢ao da perturbagao, como pode ser visto na Figura 38 para By = 0.05 e x, = 30
(MENDONCA; OLIVEIRA, 2019). Em sequéncia, fixando o valor z, = 30 para p =
4 evoluimos esse dado inicial para By = [0.1,0.6] em 10 partes, vide Figura 39. Ao
analisar os resultados observamos comportamentos além do esperado pela Figura 19, que
acontece dentro dos resultados apresentados entre By = [0.1000, 0.4333]. J& para valores
maiores que By > 0.4333 (resultado nao refinado) temos a formagao de kinks. E refinando
entre By = [0.4333,0.4889], encontramos a solugao critica da Figura 40, que a partir das
equagoes eq.(126) e eq.(130) obtemos o ajuste dessa solugdo com o lump estético com
p=4e by =0.255986.

Ao obter esses resultados, concluimos que é possivel ter solucoes metaestaveis ao
perturbar um defeito nao-topoldgico como um lump, onde a estrutura formada vive mais
de 200 instantes de tempo. Trata-se de um resultado intrigante pois objetos dessa natu-

reza, a principio, nao manteriam sua forma durante tanto tempo.
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Figura 38 - Perfil inicial do campo escalar ¢(z,0) e da densidade de energia p(x,0) do lump

simetricamente perturbado.
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Fonte: O autor, 2019.

Figura 39 - Perturbagao simétrica do lump p = 4 com By = [0.1,0.6] em 10 partes.

B0 =0.1000 B0 =0.1556 B0 =0.2111 B0 = 0.2667 B0 =0.3222

Fonte: O autor, 2019.
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Figura 40 - Perturbacao simétrica do Lump com By = 0.438796, x, = 30 e by = 1.
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Fonte: O autor, 2019.

(b)

Figura 41 - Estado final do Lump pertubado ajustado com um lump by = 0.255986 e g = 4.
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4 COLISOES DE KINKS DO TIPO COMPACTO

Em 1993 P. Rosenau e J.M. Hyman, publicaram um trabalho chamado: “Compac-
tons: Sélitons with Finite Wavelength” (ROSENAU; HYMAN, 1993), que foi a primeira
aparicao na literatura sobre o assunto, sendo utilizado em modelos de dispersao nao-linear
(Korteweg—de Vries). As solugoes do tipo compacton sao defeitos topolégicos similares
aos kinks, diferindo pelo fato da sua densidade de energia decair assintoticamente a partir
de uma dada regiao compacta, enquanto a densidade de energia de um kink convencional
decai assintoticamente a partir do seu eixo de simetria. Em 2014 foi publicado um artigo
chamado “From Kinks to Compactons” (BAZEIA et al., 2014), um potencial que fornece

solugoes estaticas de um kink cada vez mais compactadas, sendo dado por:

Val6) = 51— 67, (132)

onde n é um nuimero inteiro positivo que intensifica o cardter compacto do kink e para
n = 1, resgatamos o potencial A¢?*, ver Figura 42.
Nas secoes seguintes iremos encontrar as solucoes estéaticas, posteriormente os mo-

dos internos e realizar as colisoes.

4.1 Solucoes estaticas

As solugoes estaticas do tipo kink para V,(¢) sao obtidas substituindo o potencial

na eq.(96)

xi:z:OZFut doo o doo
V1—u? vev ) 1—

Para n = 1 podemos facilmente escrever ¢y = ¢o(x) = tanh[(x + xo F ut)/v1 — u?],

porém para valores onde n > 1, ndo é simples escrever ¢ = ¢(x), tendo em vista que:

+

(133)

/% = %arctanh(gbo) + %arctan(qbo) (134)

/ﬂm = 112[ log (63 — 6o+ 1) +log (9 + 60 + 1) — 2log(1 — o) + 2log(60 + 1)

1—
+2V3 arctan<2¢?/g 1) +2V3 arctan<2¢f/—§i_ 1)} (135)




Figura 42 - Gréfico do potencial V,,(¢) x ¢ paran =1,2,4,8,16 e n = 32
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Fonte: O autor, 2019.

[ 2= o 5 Vi 1) o 5+ V1) -2t~

0

+ 2log(¢g + 1) + 4 arctan(¢y) — 2v/2 arctan (1 — \/§¢0> + 2v/2 arctan (\/§¢0 + 1)]

(136)

sao expressoes invidveis de serem invertidas em termos de fungoes elementares. Como
alternativa podemos inverter a eq.(133) numericamente nos pontos de nosso interesse,
¢i = ¢(x;), com auxilio de métodos como Newton-Raphson ou similares. Esse procedi-
mento serd importante, pois conseguiremos estabelecer a condi¢ao inicial de um kink do
tipo compacto, assim como o perfil do campo ¢y referente a colisao com uma precisao
proxima dos limites da precisdo dupla dado pela equagao eq.(92). Nas Figuras 43 e 44 te-
mos o perfil estdtico do campo ¢(z,0) e da densidade de energia p(x,0), onde observamos

que com o aumento do parametro n as solugoes tendem a ficar cada vez mais compactas.



Figura 43 - Solugao da eq.(133)
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Fonte: O autor, 2019.

Figura 44 - Perfil estatico da densidade de energia pg para n =1,2,4,8,16 e n = 32
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Figura 45 - Dado inicial da densidade de energia da colisao de dois compactons pg para
n=1,2,4,8,16 e n = 32
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Fonte: O autor, 2019.

4.2 Modos Internos e Modos Continuos para kinks com potencial V,,(¢)

Aproveitando a discussao realizada na Secao 2.4 e Segao 3.1, iremos calcular os
modos continuos e os modos discretos. Primeiramente iremos obter o valor do modo

continuo repetindo o procedimento apresentado na Subsecao 2.4.2,

2

V(1) = [dvn((b)] _0 & {%gﬂ — 4n? (137)
d¢ Pp==+1 do $==x1

que ao substituir na eq.(109) encontramos.

we = 2n. (138)

Esse resultado indica que, diferentemente do potencial V,(¢), as frequéncias dos modos
continuos para V,(¢) aumentam com o dobro do valor do parametro n, com isso sera
necessario excitar frequéncias cada vez mais altas para obter o efeito da radiacao, im-
plicando colisdes cada vez mais elasticas com aumento de n e do espectro de w para os
modos de oscilagao.

Os modos internos de vibragao podem ser obtidos a através do procedimento da

Subsecao 2.4.1 para o intervalo 0 < w < 2n, dispostos na Tabela 2 e as autofuncgoes na
Figura 46.



Tabela 2 - Modos Internos w, para V,,(¢)
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w1

%)

w3

0~ O T WS

V3

1.84207
1.78965
1.74719
1.71704
1.69519
1.67881
1.66615

3.83661
4.60365
4.84648
4.92307
4.94262
4.94111
4.93177

7.16873
7.64378
7.86619
7.97690
8.03306

9.69026
10.3842
10.7318
10.9271

13.0878
13.5649

15.7128

Fonte: O autor, 2019.

Figura 46 - Autofuncoes y para as autofrequéncias da Tabela 2 paran =1,2,..Ten =38
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Com a existéncia de mais modos de vibragao, esperamos padroes de oscilagao cada
vez mais complicados em relacdo ao nosso potencial de comparacao A¢?*. Por conta das
provaveis consequéncias disso, iremos organizar as proximas secoes caso a €aso, para

explorar os aspectos correlatos ao parametro n.

4.3 Colisoes de Kinks do Tipo Compacto (KTC)

Diferentemente das segoes anteriores, que seguiam uma sequéncia ordenadamente
investigativa sobre a colisao dos kinks, norteada pela varredura das velocidades de impacto
u, sera mais inteligivel, num primeiro momento, apresentar os casos mais caracteristicos
e primordiais sobre um dado aspecto da colisao de KTC e que permitam contribuir para
o caso subsequente. O vetor de evolucao temporal para V,,(¢), ja incluindo o termo de
dissipacao, é dado substituindo eq.(132) na eq.(155), obtendo

27

da) = |de i G n(4ngt"? —2n@*" 2 — G L GP) — ()| @ 7 (139)

Partindo disso, prosseguimos com nossas integracoes numéricas.

4.3.1 Oscilon do tipo compacto (OTC)

O primeiro caso, certamente o mais importante, por conta de estar presente em
todas as colisoes de nao-escape na colisao KTC, é o surgimento de uma estrutura pés-
colisdo, que chamaremos de dscilon do tipo compacto (OTC), onde seu nome se deve ao
fato de o objeto estar cada vez mais tendendo a uma estrutura oscilante compacta com o
aumento do parametro n, ou seja, se concentrando em uma dada regiao. O aparecimento
dessa nova estrutura é reflexo da existéncia de mais de um modo de oscilagao, implicando
em uma maior complexidade com o aumento do parametro n. Com a velocidade u =
0.080622 com n = 4 na Figura 47 e u ~ 0.134285 com n = 2 na Figura 48 temos uma

apreciavel formacao desse tipo de estrutura.

4.3.2 Fragmentacao do OTC

A competicao dos modos de vibragao apresentados na Tabela 2 interfere direta-
mente na dinamica dos OTC, geralmente nao sendo caracterizado como o estado final

(estado ligado) do sistema, com a excecao apenas de valores pontuais da velocidade de
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impacto u que podem, através de refinamento, estender o quanto possivel essa estrutura.
Por conta disso, o OTC tendera a decair em outras estruturas como veremos a seguir.
Fora dos valores de u que estendem a duragao do OTC, encontramos o fim dessa estrutura
com um violento efeito que a fragmenta em defeitos mais simples com comportamento
similar aos éscilons em A¢*, com a formacgio de um dscilon central e/ou éscilons viajantes
como podemos ver na Figura 49 para velocidade u = 0.201673 com n = 2. Os instan-
tes onde acontecem a fragmentacao do OTC, a densidade de energia se concentra em
uma pequena regiao do espaco formando um grande pico em relagao a altura dos defei-
tos no seu instantg inicial, similar a uma func¢ao Delta de Dirac quando definida como
do(z) =1/ Wae*%?, que instantes depois, a estrutura se fragmenta. Isso certamente esta
associado a presenca de mais de um modo de oscilagao, onde podemos ter fenomenos
como a ressonancia, que dependendo da forma que esses modos forem excitados, podem
acarretar violentas consequéncias dinamicas. A principal forma de distinguir um OTC e
um Oscilon central gerado pela colisao é que as oscilagoes na origem do éscilon assumem
valores negativos sign(¢(0,t)) = —1, diferente do OTC que assume tanto valores positivos
como negativos, sign(¢(0,t)) = £1. Nao é simples determinar a dura¢ao do OTC ou as
provaveis estruturas formadas em funcao da velocidade de impacto u, pois a configuragao
apés o OTC é extremamente sensivel a variacao de u, mas podemos afirmar que, com
o aumento do parametro n, o OTC tende a se dividir cada vez mais. Para exemplificar
isso, foram realizadas algumas integragoes no intervalo v = [0.05,0.28] para os valores
n = 2,4,6 e n = 8, apresentadas nas Figuras 50-53. Existe uma rica diversidade de
configuragoes que o sistema podera ter apos a divisao do OTC. Por serem muito sensiveis
a variacao da velocidade de impacto u, nao é viavel apresentar uma graduacao suave das
transicoes de comportamento com uma variacao Au extremamente pequena, mas com 0s

conjuntos de integragoes feitas nas Figuras 50-53, podemos observar:
— Podem adquirir grandes velocidadesm, ex: v = 0.177777, n = 2; Figura 50
— Podem adquirir velocidades moderadas, ex: u = 0.075556, n = 6; Figura 52

— Interacoes com outros déscilons quando formados assincronamente, ex: u = 0.254444,

n = §8; Figura 53
— Executar bounces de 6scilons.Ex: u = 0.050000, n = 8, ex: Figura 53
— Oscilon central ausente.Ex: u = 0.101111, n = 6, ex: Figura 52

— Escape de kinks (Nao formacao de OTC), ex: u = 0.28000,n = 2,4,6 e n =8
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Figura 47 - Campo escalar ¢(z,t) e densidade de energia p(z,t) para colisao de kinks em V,,(¢)
comn =4 eu=0.080622.

Fonte: O autor, 2019.

Figura 48 - Campo escalar ¢(z,t) e densidade de energia p(z,t) para colisao de kinks em V;,(¢)
com n =2 eu = 0.134285.

Legenda: OTC com duragao de mais de 450 unidades de tempo.

Fonte: O autor, 2019.
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Figura 49 - Campo escalar ¢(z,t) e densidade de energia p(z,t) para colisao de kinks em V,(¢)
comn=2eu=0.16733.
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Legenda: A principal diferenca entre as colisdes em A¢?* para o caso de estado ligado é que grande parte

do campo é irradiada sobrando apenas um pequeno Oscilon na origem.

Fonte: O autor, 2019.



Figura 50 - Densidade de energia p(x,t) para n = 2 com 10 velocidades entre u = [0.05,0.28]
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Figura 51 - Densidade de energia p(x,t) para n = 4 com 10 velocidades entre u = [0.05, 0.28]
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Figura 52 - Densidade de energia p(x,t) para n = 6 com 10 velocidades entre u = [0.05,0.28]
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Figura 53 - Densidade de energia p(x,t) para n = 8 com 10 velocidades entre u = [0.05, 0.28]
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Fonte: O autor, 2019.

4.4 Escape de KTC, bounces e fractalidade

Os casos de escape para os KTC sao majoritariamente similares do ponto de vista
qualitativo aos escapes em A¢* com a diferenca de a oscilacao do kinks nao ocorrer ver-
ticalmente em relacao ao seu eixo de simetria, mas tender a um padrao de oscilagao ao
longo da “base” retangular que se forma com aumento do parametro n, como podemos
ver na Figura 54. Na Tabela 3 apresentamos os valores da velocidade limite wy;,,, onde
acima da mesma, sempre teremos casos de escape.

Assim como em A\¢*, ocorre também o fenomeno de bounce, que é um indicativo
de se obter um comportamento fractal sobre os valores da velocidade de impacto u, como
podemos ver na Figura 55 para n = 2, Figura 56 para n = 4 e na Figura 57 paran =8 e
n = 16.

A ocorréncia de bounces indica janelas fractais, partindo disso, através de centenas
de integragoes para cada valor do parametro n analisado, determinamos aproximadamente
as janelas fractais de escape em funcao da velocidade de impacto u, como visto na Figura
58, existem pequenos intervalos de velocidade u onde ocorre escape abaixo da velocidade
de escape (velocidade onde a partir da qual sempre teremos escape). Ao refinar cada vez

mais esses intervalos encontramos novamente janelas com transicoes de comportamento e
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Tabela 3 - Velocidade limite wy;,, para V;,(¢)

Ulim
0.2598
0.25104
0.26052
0.26357
0.26573
0.26733
0.26851
0.26941

‘mﬂmmypww»—n‘g‘

Fonte: O autor, 2019.

todos esses casos de escape que ocorrem abaixo da velocidade critica vem acompanhado
de bounces.

Um resultado curioso ocorre proximo as velocidades limite uy;,,, onde é formada
uma estrutura com velocidade de translagao nula, ou seja, algo que se assemelha a um
“lump do tipo compacto” ou simplesmente um caso metaestavel, como podemos ver na
Figura 59.



Figura 54 - Densidade de energia p(x,t) paran = 1,2,8 e n = 16 para velocidade u = 0.30
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Legenda: Formacao de kinks viajantes.

Fonte: O autor, 2019.
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Figura 55 - 2,3,4 e 5 Bounces para V,,(¢) com n = 2

Legenda: 2 bounces (u = 0.2505188), 3 bounces (u = 0.2459567), 4 bounces (u = 0.2468733) e 5 bounces
(u=0.2462793) com n =2 .

Fonte: O autor, 2019.



Figura 56 - 2,4,6 e 8 bounces para V,,(¢) com n =4
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t

Legenda: 2 bounces (u = 0.2634594), 4 bounces (u = 0.2630744), 6 bounces (u = 0.2632100) e 8
bounces (u = 0.2630701) com n =4 .

Fonte: O autor, 2019.

Figura 57 - 8 bounces para V,,(¢) com n = 8 e 6 bounces para n = 16

9(04)

Legenda: 8 bounces (u = 0.23999568, n = 8) ¢ 6 bounces (v = 0.20000000, n = 16) .

Fonte: O autor, 2019.



Figura 58 - Janelas de escape para V,(¢) comn =2,45en =38
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u

Legenda: Cor preta indicando o nao-escape de kinks e cor branca indicando escape de kinks.

Fonte: O autor, 2019.



Figura 59 - Estrutura metaestavel para V,(¢) com n = 8 e u = 0.26940

p(x,t)

Legenda: Estrutura metaestavel que apresenta velocidade de translagao praticamente nula.

Fonte: O autor, 2019.
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5 OSCILONS EM (3+1) DIMENSOES.

Interessados em obter solugoes estéaticas topologicamente estaveis, tais como os
kinks discutidos na segdo anterior, porém em (3+41) dimensoes, nos deparamos com o
Teorema de Derick (BERESTYCKI; LIONS, 1983),

Teorema 1. Solucoes estaciondrias localizadas para uma equagao nao linear ou para uma

equacao nao linear de Klein Gordon em trés ou mais dimensoes espaciais sao instaveis.

Demonstracao. Dada a equacao de Klein Gordon em 3 dimensoes:

20
g? V= (0), (140)

sendo 6 = 6(7) uma solugao localizada independente do tempo, temos:
V20 + f'(6) = 0, (141)

definindo 0y = 0(Ar), substituindo em V2@ + f’(f) = 0 e integrando,
/ (V6,)? / F(00)d (142)

A condigao para que a solucao 0(7) seja estavel é que 6*E > 0, entao,

= L I
EA:/VQA dPF + /feA :_1+A_g (143)
Derivando em relacao a A e substituindo A = 1, obtemos
dE
{d—)\’\l = —J, — 3, =0sendo I; > 0. (144)

Derivando novamente em relagao a A e substituindo A\ = 1,

d*E,
d\?

} =21 + 121, = 2, < 0. (145)
A=1

Com isso §%FE < 0, provando que qualquer solucao localizada com trés dimensoes espaciais

é instavel O

Apesar disso, podemos estudar objetos “pseudoestaveis”, como o modelo que des-
creve bolhas (representado por éscilons) apresentado em Copeland, Gleiser e Miiller
(1995), onde essas bolhas (6scilons) podem viver por um longo intervalo de tempo. Ire-

mos investigar a dinamica desses dscilons para os potenciais V,(¢) e V,,(¢), mas antes
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disso iremos verificar a validade do nosso procedimento, comparando com os resultados
j4 conhecidos para o potencial de teste V. (¢) e A¢*. Para éscilons em (3+1) dimensoes,
temos a equacao de Klein Gordon em coordenadas esféricas com simetria esférica,

0% 9% 200 V()

R R M e (146)

onde sabemos que r > 0. Desta forma, utilizaremos o seguinte dado inicial, com as
seguintes condigoes de contorno

-2

o(r,0) = —2¢ % —1 (147)
o(r —o0,t) = -1 (148)
0¢

{Egb(r,t)kzo = 0 (149)
[%gb(r,t}]to = 0. (150)

Iremos investigar a formacao dos dscilons primeiramente confirmando os resultados co-

nhecidos na literatura para A¢* e em seguida para os potenciais V,,(¢) e V,(¢).

5.1 Procedimento numérico e sua validagao

A eq. (146) junto a suas condigoes de contorno eqs.(148-150) apresentam novidades

em relagdo a equagao de movimento com uma dimensao espacial, eq.(67):

— O dominio da variavel espacial de integragdo passard a ser nao negativo, 0 #
r < oo, onde iremos utilizar uma modificagdo do mapeamento eq.(26), que foi
recorrentemente aplicado nos capitulos anteriores, que serd o mapeamento () =

Loarctanh(%n + %), como foi apresentado na Secao 1.2.

— Para satisfazer as condigoes eq.(149-150) escolhemos uma funcao de base Wi (r(n))

sendo uma combinagao dos polindémios de Chebyshev Ty (r(n)), dada por:

Vo) = 5 | g i) + T ) + Tilo)] (151)

e quando calculados nos pontos de colocagao 7,

- J— 2x04+1 2X N+1
7= [(g+2+)2 (]§+5Q} (152)
= 1 =z 0z
o= 5[%.*’(}—1—’(1—1—'(0} (153)
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-

’ . 2
O célculo das matrizes %—‘f e aar%’

segue o procedimento apresentado na Segao 1.3.

— O termo de dissipacao deixara de estar distribuido simetricamente, passando a ser

distribuido unilateralmente,

1
K2 (7] = raps)? [tanh(r — rops) + 1] . (154)

W/abs(x) = 5 a

— O vetor de evolucao temporal sera dado por:

. 027 7R oV(F) . = .
i= [ﬁﬁiﬂ&-[r-(ﬁ)}--ld—:—%—&-%.-wm (155)

onde vale ressaltar que,

199 _ {a%LO. (156)

im —
r—0 1 Or or?

Dispondo disso, poderemos iniciar nossa investigagao sobre os 6scilons.

5.1.1 Validagao do cédigo Vi.(¢)

No artigo Copeland, Gleiser e Miiller (1995) foi realizada a verificagdo do método

através do potencial de teste,

Vi(9) = (¢ +1)% (157)

que possui a solugao (aproximagao para Ry > 1) para ¢(0,t) dada por:

2 3 2t
#(0,t) = =1+ < T cos | V2t + 3 arctan (%) (158)
1+2)
0

Refazemos o mesmo teste para o nosso codigo como pode ser visto na Figura 60, a que
mostra o resultado, confirmando qualitativamente o resultado de referéncia. A solucao
eq.(158) é derivada de uma aproximacao onde Ry > 2, impossibilitando testes mais severos
de convergéncia, tendo em vista que o procedimento numérico nao é restrito a mesma
condicao onde teriamos outros parametros de validacao quantitativa, como o decaimento
do erro sobre a conservagao de energia com o aumento da ordem de truncagem N. E a

Figura 60b é equivalente a figura obtida no artigo Copeland, Gleiser e Miiller (1995).
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Figura 60 - Oscilons para o potencial teste, V7, (¢). Comparagao da solucao eq.(158) com a

solu¢do numérica. Campo ¢(r,t)

ol

Fonte: O autor, 2019.

5.2 Oscilons em (341) dimensées em \¢*

Investigando brevemente os 6scilons formados em A¢* com propésito comparativo
com os resultados do artigo Copeland, Gleiser e Miiller (1995) e de melhor introduzir a
discuss@o para os potenciais V,(¢) e V,,(¢) realizamos a integragdo com ro = 2.7, vide
Figura 61. Nesses resultados encontramos o perfil do campo na origem ¢(0,t), o valor do
campo nos instantes de tempo indicado ¢(r,t) e para ro = 2.40,2.70 e 19 = 2.86 e o decai-
mento da energia limitada a posicao z = 10, Ejp,, _,,, que é bastante representativo, tendo
em vista que informa objetivamente o tempo de vida do 6scilon para 7y diferentes. Na
Figura 62, realizamos algumas integragoes entre 79 = [0.0, 6.0] onde obtemos a formagao
de 6scilons com uma aprecidvel duracao, aproximadamente no intervalo 2.4 < rq < 4.5

como esperado pela literatura.

5.3 Oscilons em (341) dimensdes em V,(¢) e V,(¢)

Iniciamos nossa investigacao para o potencial V,(¢), onde realizamos integragdes
para o = [0.0,12.0] com p = 3, apresentadas na Figura 63. Apesar de ter escolhido
apenas uma amostra sobre esses resultados, ela é bem representativa do que acontece

para esse potencial. Os 6éscilons surgem com valores cada vez maiores de 7y, com o
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Figura 61 - Oscilon para o potencial A¢*. Comparacdo da solugdo exata eq.(158) com a solucio

numérica. Campo ¢(r,t)
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Fonte: O autor, 2019.
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Figura 62 - Campo ¢(0,t) para 6scilon para o potencial Aot

i
i 1

Fonte: O autor, 2019.

aumento do parametro p, em relacao a A\¢* e sempre com pouca tendéncia a grandes fases
de “pseudoestabilidade”, predominantemente realizando oscilagoes do tipo amortecida.
Talvez seja pois do modo discreto decai com aumento de p.

Prosseguindo para o potencial V,,(¢), foram realizadas integracoes para n = 2 para
os valores 19 = [0.0,4.8] apresentados na Figura 64. Em oposi¢do ao que é visto para
Vyo(¢), em V,(¢) observamos uma grande facilidade na formacao de estruturas com longa
duracdo. O comportamento é bastante similar a A¢*, porém na etapa final temos que o
6scilon nao é irradiado por completo, mas sim decaindo em um pequeno 6scilon estavel
que vive por intervalos de tempo aparentemente indeterminados, como podemos ver na
Figura 65, onde o éscilon final vive por mais de 25 mil instantes de tempo. Essa facilidade
de obter estruturas com maior duragao para V,,(¢) certamente se deve ao primeiro modo

continuo aumentar com o valor de n e a existéncia de mais modos de vibracao.



97

Figura 63 - Campo ¢(0,t) para 6scilon para o potencial V,(¢) com p = 3.

Fonte: O autor, 2019.

Figura 64 - Campo ¢(0,t) para 6scilon para o potencial V;,(¢) com n = 2.
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Fonte: O autor, 2019.
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Figura 65 - “Oscilon perpétuo” para o potencial V;,(¢) com n = 2 com ry ~ 1.56688.
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Fonte: O autor, 2019.

5.4 Espacgo de fase e colapso dos 6scilons

Uma forma facil e rdpida de interpretar a dinamica dos Oscilons é através da
analise do seu espaco espaco de fase. Ao fim da vida de um dscilon, seu campo na
origem tende ao vécuo inferior do potencial ¢(0,¢) — —1 e sua derivada ¢(0,t) — 0.
Podemos ver na, Figura 66, trés espacos de fase com valores de ry dentro e fora do
intervalo 2.4 < ry < 4.5 para \¢'. Para ry = 2.00 o sistema rapidamente tende a

(¢(0,1),9(0,t)) — (—1,0); para ro = 2.40 o sistema demora cerca de 3 mil unidades
de tempo para atingir (¢(0,1),$(0,t)) — (—1,0) formando uma trajetéria com “formato
oval”; e para ry = 4.6 o sistema rapidamente tende ao ponto (¢(0,t), ¢/dt(0,t)) — (—1,0).
A andlise para 19 = 2.4, presente no trabalho de Hindmarsh e Salmi (2006), com o in-
tervalo de pontos At = 50 é apresentada na Figura 67. Todos os éscilons formados em
\p* sao caracterizados pela trajetéria oval no espaco de fase. Ao analisar o espaco de
fase para o potencial V,(¢) nao encontramos tal comportamento. J& para o potencial
Vo(¢) com n = 2 encontramos a trajetéria oval, mas também encontramos trajetdrias
“fechadas” com outros formatos, como podemos ver na Figura 68 com ry = 1.6. Como
pode ser visto, o intervalo aproximado onde encontramos éscilons similares aos obtidos
em \¢?* é de 0.97 < ry < 1.46. Um ponto interessante é que os 6scilons com trajetdrias
ovais no espaco de fase para n > 1, possuem tempo de vida indeterminadamente grande,
como podemos ver na Figura 69 um “éscilon eterno” que vive por mais de 20 mil instantes
de tempo. Para valores acima de rqg = 1.46 temos a formacao de outros tipos de éscilons
que fogem da tragetoria oval no espaco de fase, devido a complexidade dessa nova es-

trutura formada, deixaremos sua descricao para nosso proximo trabalho. Prosseguindo
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Figura 66 - Espaco de fase ¢(0,t) x d¢/0t(0,t) para o potencial A¢*.
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Fonte: O autor, 2019.

para n = 3, encontramos um comportamento parecido com n = 2, porém o intervalo de
formagao de dscilons com espago de fase oval é reduzido. Veremos na Figura 70 que o
intervalo aproximado para formacao desses 6scilons é de 0.59 < rg < 0.66 e que o raio dos

Oscilons formados serd cada vez menor com o aumento de n.



Figura 67 - Espaco de fase ¢(0,t) x d¢/0t(0,t) para o potencial A¢* com ro = 2.4.

de/dt(0,1)

Fonte: O autor, 2019.
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Figura 68 - Espaco de fase ¢(0,t) x d¢/0t(0,t) para o potencial V,,(¢) com n = 2.
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Figura 69 - “Oscilon eterno”Espaco de fase #(0,t) x 0p/0t(0,t) para o potencial V,,(¢) com
n=2erg=1.14.

r ~1.14 ; t >20000
0 c

Fonte: O autor, 2019.

Figura 70 - Espago de fase ¢(0,t) x 0¢/0t(0,t) para o potencial V,,(¢) com n = 3.
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Fonte: O autor, 2019.
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5.5 Resultados com 6éscilons em (2+1) Dimensoes

O teorema de Derrick nao impede a existéncia de solugdes topologicamente estaveis
com 2 dimensoes espaciais. Iremos ilustrar brevemente os dscilons em (2+1) dimensoes
com simetria cilindrica. Para o potencial A¢* encontramos uma estrutura mais definida e
que vive por mais tempo, como podemos ver na Figura 71 para ro = 3.9. E com potencial
Va(¢) encontramos também dscilons que vivem por muito tempo, como apresentado na
Figura 73. Apesar do éscilon final ser menor do que o 6scilon em A¢* em sua fase
pseudoestavel, o seu tempo de duragao é expressivamente longo ou talvez perpétuo como
podemos ver na Figura 72 com n = 2 e na Figura 73 com n = 3, nesse ultimo caso, o

6scilon vive mais que 20 mil unidades de tempo.



103

Figura 71 - Oscilon em A¢* com rg = 3.9.
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Fonte: O autor, 2019.



Figura 72 - Oscilon em V;,(¢) com n = 2 e rg
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Figura 73 - Oscilon em V,,(¢) com n = 3 e ro = 1.857143.
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CONSIDERACOES FINAIS

A proposta central do texto é desenvolver formas de grande eficacia para aplicacao
dos métodos pseudoespectrais. A estratégia utilizada foi escrever todo o algoritmo em ter-
mos de matrizes, devido aos recursos nativos de multiprocessamento do Python (Numpy)
para operacoes matriciais. Além da simplicidade do cédigo e a facilidade de adapta-lo
para outras linguagens de programacao, obtivemos um baixissimo custo computacional.
Isso permitindo grandes volumes de integragdes como nos refinamentos das janelas de
fractalidade e integragdes de milhares de instantes para os dscilons em (3+1) dimensoes.

A primeira aplicacao do método em um problema fisico de interesse foi realizada
no Capitulo 3 nas colisdes de kinks em A\¢*. Nesse caso conseguimos obter os resultados
ja conhecidos pela literatura e introduzir os aspectos genéricos a colisao de kinks a outros
potenciais, como escape, formacao de dscilons e janelas de escape. Aproveitamos também
o procedimento numérico para determinacao dos modos internos e do primeiro modo
continuo para um dado potencial e discutimos suas possiveis implicacoes dinamica apds
a colisao.

Posteriormente analisamos as colisdes para o potencial V,(¢), que é o potencial
que apresenta as solugoes estaticas dos chamados 2-kinks. O potencial depende de um
parametro inteiro p, onde para p impar temos solugoes de 2-kinks e para p par temos
defeitos nao-topolégicos chamados de lumps. Encontramos que o valor do primeiro modo
de radiagao decai com w. = 2/p e consequentemente o valor do inico modo interno de
vibragdo também, 0 < w, < 2/p. Com o aumento de p o valor do modo de vibragao
tende ao valor do modo de translacao através da ressonancia entre os modos, atribuimos
a hipotese da ocorréncia de largas e numerosas janelas de escape com aumento de p. Além
disso, um importante resultado da colisao de 2-kinks é a formagao de lumps, similares a
solugoes estaticas com p par e que esse resultado obtido foi numericamente descrito por
uma solucao desse tipo. Por fim, ao perturbar simetricamente a solugao estatica de um
lump, obtemos a formagcao de kinks, estados ligados e lumps metaestaveis.

Investigamos as colisbes para o potencial V,(¢), que também depende de um
parametro inteiro n que “compactifica” suas solugoes estaticas com o aumento de n.
Diferentemente de V,(¢), a frequéncia do primeiro modo continuo aumenta com o dobro
do parametro n, w. = 2n. A principal caracteristica desse potencial é que o nimero de
modos de vibracao tende a aumentar com n, e com isso temos a formacgao estruturas
oscilantes cada vez mais complicadas e que tendem com muita facilidade a entrar em
ressonancia. Essas estruturas oscilantes foram os “dscilons compactons” e no final desse
processo, temos a fragmentacao da estrutura em dscilons menores mais simples. Apre-
sentamos também a evidéncia de fractalidade sobre os valores da velocidade de impacto

através das janelas de escape (bounces) e de estruturas metaestaveis.
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No ultimo Capitulo, analisamos brevemente os 6scilons em mais de uma dimensao
espacial. Foi possivel validar o cédigo com os resultados presentes na literatura e pros-
seguimos com a investigagdo de dscilons para os potenciais V,(¢) e V,(¢). Em (3+1)
dimensoes para o potencial V,(¢) nao foi possivel encontrar éscilons. Porém para o po-
tencial V,(¢) dscilons pseudoestaveis ocorriam facilmente e para alguns parametros é
possivel obter estruturas com duracao indefinidamente longa.

Desta forma mostramos que os métodos espectrais sao adequados para descricao
de defeitos topoldgicos e dscilons. Temos como perspectiva futura abordar outros defeitos
em mais de uma dimensao espacial como vortex, strings e g-balls. Outra perspectiva é a

melhoria do cédigo com uso de tensores para ampliar o paralelismo das operacoes.
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