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RESUMO

CRUZ, Julia Sekiguchi da. Variagoes da Inversa Aprozimada e suas versoes em Blocos.
95 f. Tese (Doutorado em Engenharia Mecanica) - Faculdade de Engenharia, Universidade

do Estado do Rio de Janeiro (UERJ), Rio de Janeiro, 2021.

Neste trabalho, analisamos as principais caracteristicas do precondicionador In-
versa Aproximada (AINV), proposto por Benzi, Meyer e Tuma em 1996, e de suas va-
riagoes. Nés também demonstramos alguns resultados referentes a Inversa Aproximada
em Blocos (BAINV), proposto por Benzi e Tuma em 2001, e também referentes a algu-
mas variagoes do BAINV, que propomos neste trabalho. Por fim, nds apresentamos os

resultados numéricos obtidos usando duas destas variagoes.

Palavras-chave: Sistema Linear; Precondicionador; Inversa Aproximada; Matrizes em

bloco.



ABSTRACT

CRUZ, Julia Sekiguchi da. Variations of the Approximate Inverse and its Block versions.
95 f. Thesis (PhD in Mechanical Engineering) - Engineering Faculty, Rio de Janeiro State
University (UERJ), Rio de Janeiro, 2021.

In this work, we study the main characteristics of the Approximate Inverse Precon-
ditioning (AINV), proposed by Benzi, Meyer and Tuma in 1996, and its variations. We
also prove some results regarding the Approximate Inverse in Blocks (BAINV), proposed
by Benzi and Truma in 2001, and also referring to some variations of BAINV, which we

propose in this work. Finally, we present the numerical results obtained using two of these

variations.

Keywords: Linear System; Preconditioner; Approximate Inverse; Block Matrices.
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INTRODUCAO

Sistemas lineares da forma Ax = b, em que A € R™"™ é nao singular e esparsa,
b € R™ é o vetor dos termos independentes, e z € R™ é o vetor solugao sao de grande
relevancia em problemas da ciéncia e industria. Para matrizes de larga escala, o uso de
métodos diretos para a sua resolucao, como a eliminagao gaussiana, ¢ impraticavel, pois
a complexidade é O(n?), fazendo-se necessario o uso de métodos iterativos. Dentre eles,
temos os métodos de projegao em subespagos de Krylov [37,64]. Para matrizes simétricas
positivas definidas (SPD) a escolha usual é o Método de Gradientes Conjugados (CQG)
[39]. Porém, métodos de Krylov podem convergir lentamente sem um precondicionador
adequado, [37].

A ideia do precondicionador é construir um operador M tal que M Ax = Mb ou
AMy = b (x = My) em que a matriz precondicionada possua um menor nimero de
condicionamento e uma melhor distribuicao de autovalores. Essas alteragoes no problema
original comumente fazem com que o sistema resultante seja solucionado em um menor
namero de iteracoes. Exitem diversos tipos de precondicionadores e um exemplo bem
conhecido é o precondicionador ILU [54], que é uma aproximagao de A, baseado na fa-
toracao LU incompleta de A. Neste caso, quando o método de Krylov é aplicado ao
sistema precondicionado, sao resolvidos dois sistemas triangulares. Ele possui dezenas de
variagoes [63] e, por ser uma aproximagao de A, é chamado de precondicionador explicito.
Outro exemplo é o precondicionador que aproxima uma fatoracao da inversa de A, onde
temos o AINV [13], FSAI [47,71], ISM-based [23], SPAI [38] e BIF [25,26] como alguns
exemplos encontrados na literatura. A vantagem de precondicionadores implicitos é que
a aplicacao do precondicionador da inversa ¢ feita através da multiplicacao matriz-vetor,
uma operacao paralelizavel, sendo, assim, adequado para a utilizacao em computadores
paralelos hibridos atuais, que contam com CPUs e GPUs [12,13,30,38,47,71]. Idealmente,
o precondicionador deveria ser igual a A~!, porém computar a inversa de forma exata tem
um custo computacional tao elevado quanto resolver o sistema por método direto. Por
isso é computada a inversa aproximada de A.

O objeto de estudo deste trabalho é o precondicionador AINV, proposto origi-

nalmente proposto por Benzi, Meyer e Tuma [12], em 1996, e encontra a fatoracao da
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inversa aproximada de matrizes simétricas positivas definidas. Em 1998, Benzi e Tuma
apresentaram uma versao generalizada do AINV em [13], onde A pode ser qualquer ma-
triz esparsa nao singular. O AINV ¢ baseado no algoritmo de A-biortogonalizagao, ou
A-biconjugagao, de Gram-Schmidt, descartando-se alguns elementos durante o processo,
para garantir sua viabilidade e produzindo, assim, os fatores da inversa aproximada de
A. Posteriormente, diversas variagoes do AINV foram publicadas, modificando-se alguns
aspectos do algoritmo, como, por exemplo, as estratégias de descarte ou procedimentos
que evitassem sua quebra [15,22,36,66]. Algumas variagoes fizeram uso do AINV como
método para se computar a fatoracao LDU de A, a partir de suas relacoes com os fa-
tores da inversa aproximada [16,59, 60]. Outras variagoes resultaram da aplicacao de
pivoteamento completo no AINV a fim de se evitar a quebra do algoritmo ou acelerar a
convergéncia de problemas dificeis [20,61,62].

Poucas variacoes do AINV foram desenvolvidas para matrizes em blocos, sendo
as principais apresentadas em [11,22]. Existem diversas vantagens em utilizar matrizes
em blocos, seja com blocos artificiais ou oriundos de aspectos fisicos do problema. Pri-
meiramente, a blocagem é uma técnica padrao para melhorar o desempenho dos célculos
matriciais especialmente com matrizes esparsas, onde o enderecamento indireto de esque-
mas de armazenamento esparsos reduz a localizagao durante o produto de matriz esparsa
por vetor denso [2,27,31]. Em muitas aplicages, como na simulac¢do do reservatoério de
petréleo, cada ponto de malha pode estar relacionado a propriedades distintas (pressao
e saturacoes de diversos hidrocarbonetos, por exemplo), originando uma estrutura de
matriz com blocos densos e quadrados. Portanto, esses problemas podem se beneficiar
da combinacao de paralelismo proveniente da aplicacao de um precondicionador do tipo
inversa aproximada e operacoes de algebra linear densa devido a ocorréncia de blocos
densos. Além disso, explicitos ou nao, os precondicionadores sao aproximagcoes que de-
vem ser razoavelmente significativas, especialmente quando se trata de equacoes lineares
de sistemas fisicos. Consequentemente, se na matriz original os coeficientes sao blocados
por orientacoes fisicas, entao é preferivel um precondicionador blocado da mesma ma-
neira. Existem na literatura alternativas em blocos para alguns dos métodos de inversa
aproximada. Entre eles podemos encontrar, BESAI [32,42-44], BSPAI [8, 69], Block
ISM-based [29] e BAINV [11].

Este trabalho tem o objetivo estudar os principais aspectos do AINV e de suas
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variacoes a fim de desenvolver novas variagoes do AINV para matrizes em blocos. Primei-
ramente, sao analisadas algumas caracteristicas do método de biconjugacao e do AINV.
Depois é feita uma revisao das suas principais variacoes, analisando a maneira em que
foram abordadas nos trabalhos que as propuseram, além de classifica-las de acordo com
alguns aspectos inerentes a cada uma delas. Também analisamos as complexidades destes
algoritmos. Posteriormente, estudamos a inversa aproximada em blocos, apresentando os
resultados que obtivemos em [4]. Mais especificamente, nés demonstramos a consisténcia
matematica do BAINV, algoritmo da inversa aproximada em blocos proposta por Benzi
e Tuma em [11] para matrizes simétricas, e provamos que esse algoritmo nao quebra para
matrizes M e H. Por fim, nés propomos novos algoritmos para matrizes em blocos ba-
seados no AINV e algumas de suas variagoes, para qualquer matriz ndo singular (nao
necessariamente simétrica). Nés demonstramos a consisténcia desses métodos e apresen-
tamos os resultados de testes numéricos comparando dois deles.

Este trabalho esta dividido da seguinte maneira: o Capitulo 1, trata das principais
caracteriticas do AINV e do método de biconjugacao. No Capitulo 2, é feita uma anélise
dos artigos em que as principais variagoes do AINV foram tratadas, além de propor uma
classificagao destas variacoes. No Capitulo 3, fazemos uma andlise da complexidade das
variagoes do AINV. No Capitulo 4, nés exibimos a demonstragao da consisténcia ma-
tematica da inversa aproximada em blocos para matrizes simétricas (BAINV) e que ele,
sob determinadas condigoes, é livre de quebra para matrizes M e H. No Capitulo 5
demonstramos a consisténcia do algoritmo de biconjugacao em blocos para matrizes nao
simétricas e, utilizando alguns resultados, propomos algumas variacoes da inversa apro-
ximada em blocos. Neste capitulo, também analisamos dois trabalhos sobre o AINV em
blocos encontrados na literatura e exibimos os resultados dos testes numéricos executados

utilizando dois dos algoritmos em blocos propostos. Por fim, apresentamos as Conclusoes

do trabalho.
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1 AINV E SUAS CARACTERISTICAS

Seja A € R™™ uma matriz esparsa e nao singular. O precondicionador AINV
(“Approximate Inverse”), proposto por Benzi e Ttuma para matrizes simétricas positivas
definidas (SPD) em [12] e para qualquer matriz ndo singular em [13], tem o objetivo de
computar uma fatoracao da inversa aproximada de A. O AINV tem como base o método
de biconjugacao completa que computa as matrizes Z, W e D, tais que WTAZ = D, onde
D é diagonal, Z e W sao triangulares superior e inferior unitarias, respectivamente. Desta
forma, A™' = ZD 'WT. A biconjugacao completa fornece dois conjuntos de vetores,
{2} e {w;}™; que sdo biconjugados em relagao a A, ou seja, w] Az; = 0se i # j. Esses

vetores sao as colunas das matrizes Z e W:

Z = |z1,29, ., 2], W = [w1, wa, ..., wy),

tais que
dipy 0 0
0 doyy -+ O
WTAZ =D = = dz'ag(dn, dgg, ceey dnn)
0 0 A

O método de biconjugacao é apresentado no Algoritmo 1. Ele se inicia com Z,
Wy € R™™ como matrizes identidade I,,x, e ao final do processo, sao produzidas W, D e
Z, tais que A = ZD7'WT ou WTAZ = D. No Algoritmo 1, a] e ¢] sao a i-ésima linha
de A e AT, respectivamente. As entradas d;; de D sao chamadas de pivos e os escalares

(i—1) (i—1)
T e s;

; sao chamados de multiplicadores. Observemos que, caso A seja simétrica,

entdao Z = W e a fatoracao fica como A~' = ZD"'ZT ou ZTAZ = D.
Vejamos que ¢ possivel que d;; seja zero, o que pararia o processo de execugao do
algoritmo. Neste caso, dizemos que o algoritmo quebrou. A Proposicao 1 garante uma

condicao necessaria e suficiente para que nao ocorra quebra.

Proposicao 1. Seja A uma matriz nao singular de ordem n e dy;’s (1 <i <mn) os pivés
gerados aplicando-se o Algoritmo 1 em A. Seja A; o i-ésimo menor principal lider de A,

com Ay =1, entao
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Algoritmo 1: Biconjugagao right-looking
Dados: matriz A n x n nao singular.

R(e)sul(t?do: D, Z e W tais que A™' = ZD~'WT.
0 (0

12w, e, t=1,...,m;
2 parai < 1 até n faca
i—1 i—1
s | oz 2w e Y
4 di; < a z; ou c]wy;
5 para j < ¢+ 1 até n faga
(i-1) T, (=1),
6 Ty a2y
(i-1) T, (=),
(i-1)
0, un_ T
8 zj’ 2z S
17
S
OIS N
9 w; 4w wi=
— (2

10 D <« diag(dy1,dog,y .c.;dpn), Z < (21, 22, ooy 2n) € W 4= (w1, wa, ..., wy,)

A

di= 5o 1

Demonstragao. A demonstracao é direta por indugao em (1). Ver [3].

]

Portanto, de acordo com a Proposicao 1, o Algoritmo 1 nao quebra se e somente

se todos os menores principais lideres de A sao nao nulos.

T

Comentario 1. Se o Algoritmo 1 nao quebrar, temos que a; z; = c}—wi =0,paral <5<

1<n, ez;=wy; =1, paral <1< n, entdao

dii = a] z = w; Az; = ¢] w;. (2)
Também temos que
e

As igualdades (3) e (4) sao verdadeiras pois Z e W sao triangulares superiores unitdrias

e AZ e AW sao triangulares inferiores. Mas as expressoes a] z; e clw; tém um custo

i

menor em relacdo as expressoes da direita. A utilizacdo destas ultimas sao interessantes
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Algoritmo 2: Biconjugacao left-looking

Dados: matriz A n x n nao singular.
Resultado: D, Z e W tais que A~ = ZD'WT.

1 21,W1 < €1,
2 dy; < ay;
3 para j < 2 até n faga
(0)  (0) )
4 Zi Wi < ey
5 parai < 1 até j — 1 faca
i—1 i—1
6 ri aisz(-Z ).
(i=1) T, (=1,
7 s; 4wy
MO
(i) (-1 _ '3 .
8 zj’ 7z v
17
Oy
(@) (-1 _ %5 .
9 w; 4w W=
— 21
(-1, (G-1) .
10 zj 4 zp Wy w; ;
11 djj — aszj ou CjTU)j ;

12 D« diag(dn,dzg, -~-7dnn>7 Z (21,22, ...,Zn) e W « (wl,wz, ,wn)

para evitar a quebra do AINV em matrizes positivas definidas, como serd explicado mais

detalhadamente na Se¢ao 1.6.

As matrizes Z e W, em geral, sao densas mesmo que A seja esparsa. Portanto,
algumas entradas de Z e W devem ser descartas durante a execucao do algoritmo, a
fim de promover esparsidade e tornar o método viavel para matrizes de grande porte.
Efetuar descartes durante o método de biconjugacao é a principal ideia do AINV. Mas,
primeiramente, veremos algumas caracteristicas do método de biconjugacao, ou seja, sem

considerar os descartes.

1.1 Versoes right-looking e left-looking

Existem, pelo menos, duas maneiras de se executar o processo de biconjugacao,
conhecidas como right-looking, Algoritmo 1, e left-looking, Algoritmo 2. A diferenca
entre as versoes right-looking e left-looking é como as matrizes Z e W sao preenchidas.
Na versao right-looking, a matriz Z e W sao preenchidas por linhas, isto é, na iteracao ¢, os
vetores z; e w;, com j > 4, preenchem cada posicao i. Note, porém, que a i-ésima posicao
de cada z; e wj, com j > ¢ ainda serao atualizadas nas iteragoes seguintes. A Figura 1
mostra como ocorre o preenchimento da matriz Z por iteracao. As regioes atualizadas da

matriz estao destacadas por retangulos.
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1 00 0O --- 0 1 [X X X X]

010 0 --- 0 0 1 0 0 0

0 0 1 0 --- 0 0 0 1 0 0

R : — R : —

0 00 1 0 o o0 o --- 1 0

000 0 1 \0 0 0 0 1

ZE) Z‘(rl)
1 X |¢© O O 1 X ©
0 1 ¢ O o 0 1 o
0 0 1 0 0 0 0 1
S — S —
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0
0O 0 0 0 1 0 0 O 0 1
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Figura 1 Esquema da biconjugacao right-looking
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Na versao left-looking, as matrizes Z e W sao atualizadas por colunas, isto é,
na i-ésima iteracao as colunas z;,; e w;,; sao calculadas, usando os vetores z1,...,z; e
wi, ..., w;, que sao as colunas a esquerda de z;,1 e de w; ;1. Nesta alternativa, ao final da
1-ésima iteracao, a coluna fica em sua versao final, nao sendo mais atualizada nas iteragoes

seguintes, conforme mostra a Figura 2.

Proposigao 2. Os Algoritmos 1 e 2, em aritmética exata, produzem os mesmos resultados

finais e intermedidrios.

Demonstra¢ao. Usemos (D) para representar o vetor ou escalar gerado pela versao

RL
right-looking (Algoritmo 1) e (D) para a versao left-looking (Algoritmo 2).
LL . , ,
Como d;; depende de z; (w;) e T§Z_1) (séz_l)) depende de zj(»z_l) (w§z_1)), é suficiente
demonstrar, por indu¢ao, que a hipétese H; a seguir é verdadeira para cada j € {1,...,n}.
(z(.“)) = (z(.“)> ,  para 1 <i<j<n; (5a)
.- I RL / LL
I
(w(i_l)) = (w(i_l)) , paral <i<j<n. (5b)
! RL ! LL

Primeiramente, provemos (5a): para j = 1, temos

(ZYl)) — (zgo)) =e; = (Zio)) = (zyl)) ,1<i<1<n.
RL RL LL LL

Agora, pela hipétese de inducao, assumimos que Hy, Ho, ..., H;_; s@o verdadeiros e, com
isso, provemos H;. Faremos uma segunda indugao em ¢ com j fixado. O primeiro passo,

parat =1, ¢

1 0 (T]( 0)) RL aI € (g 1
Z() = Z() —\ 2 -7~ ¢ = =€ —€— = Z() .
7 ) RL 7 ) RL RL < p ) aj € an I )L
" RL

Agora, para este j fixado, suponhamos que (Z(k)) = (z(k)) , para 1 < k < i,
7 JRL LL
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X

0

0
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0

0
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0
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7(0)

Z (k)
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— o O -
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o O

o O

Z(n—1)

Figura 2 Esquema da biconjugacao left-looking
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obtendo assim,

7 JRL 7 JRL RL ( d{) 7 )L
X3 RL

Com isso, provamos (5a). A prova de (5b) é feita de forma andloga. O

Como as versoes right-looking e left-looking se equivalem, produzindo os mesmos
resultados finais e intermedidarios, trataremos os proximos resultados apenas utilizando
a versao right-looking, Algoritmo 1, ao menos que se diga algo contrario. Os mesmos

resultados podem ser obtidos utilizando a versao left-looking, Algoritmo 2.

1.2 Relagoes com os fatores L e U

Consideremos a fatoracao

A=wTDz1, (6)

obtida pelo Algoritmo 1, onde W e Z sao matrizes triangulares superiores unitarias e D
é matriz diagonal, todas nao singulares. Entao, diante da unicidade da fatoracao LDU de

A, temos que (6) corresponde a esta fatoragao. Ou seja,

W=1L" Z=U" (7)

e D é a mesma matriz em ambas as fatoracoes. Baseando-se nessas relacoes, obteremos

os proximos resultados.

Lema 1. Considerando o Algoritmo 1, para qualquer j fizo, com 1 < j < n,

j—1 (k1)
G=7" = ) w 8)
k=it1 L
¢ j—1 (k=1)
k=i+1 kk

para 0 <1 < jJ.
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Demonstracao. Asigualdades (8) ((9)) seguem diretamente das linhas 3, 4, 6e 8(3,4,7
e 9) do Algoritmo 1. O

Proposicao 3. Seja A € R™™™ uma matriz ndo singular com todos os menores principais
diferentes de zero. Seja a fatoracao A = LDU, onde L € triangular inferior unitdria, U

é triangular superior unitdria e D € diagonal nao singular. Com 1 <1 < j < n, temos

que L = [l;;], U = [u] e di; sdo as entradas da diagonal de D. Além disso, sejam O

J
(i-1)

es; ', ondel <i<j<mn, osescalares produzidos pelo Algoritmo 1. Entdo,
T]('ifl)
e
. (11)
T dy
Demonstracao. Seja e; o j-ésimo vetor canonico, pelo Lema 1, temos
1 (1)
J
zj =e€; — 2k :
J J ; dkk
Fixando j, com 1 <1 < 7 < n, entao,
j—1 S (=D)
w, Az; = w] Ae; — Z w, Az —L—.
P d,
Para j # i, w;Az; = 0 e, de (2), w] Az; = d;;; assim,
=) ’
0=w, Aej — Jdu‘ w; Az = rj(-z_l) = w, Ae;. (12)
De acordo com (6) e (7),
T Ae.
7 =U=D"'"WTA = u; = %. (13)

Através de (12) e (13),

Analogamente, pelo Lema 1,

s = 2 ATe; (14)
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(S
. . 2] ATe; .
W =L=AZD"" =l; = ¥ ;com 1l <7 <j<m (15)
logo, 4
Sg.zfl)
L

]

Logo, pela Proposicao 3, além das entradas de L™ e U™! (W e Z, respectivamente),
o método de biconjugagao também computa implicitamente as entradas dos fatores L e U
de A. E possivel que a computacao dessas entradas seja feita de forma explicita, adaptando
o lago interno do Algoritmo 1, como pode ser visto no Algoritmo 3. Analogamente, para
a versao left-looking, pode se adaptar o laco interno do Algoritmo 2, como é visto no

Algoritmo 4.

Algoritmo 3: Computacao das entradas dos fatores L e U no método de bi-
conjugacao right-looking

1 para j < ¢+ 1 até n faga

(i-1) T, G-1),
2 Tz
(i-1) T,,(G-1),
(i—1)
s\
4 l]z = Jd“. )
50| i = g
(%) (i-1) .
6 Zj — Zj — ZiUij;
. i1
7 B ’wj(l) < wj(.l ) _ leW

Algoritmo 4: Computacao das entradas dos fatores L e U no método de bi-
conjugacao left-looking.

1 parai < 1 até j — 1 faga

i—1 i—1
2 T](l ) < aiTZ](Z ),
i—1 i—1
3 sU7Y c,»ij(»Z );
(i-1)
N
4 l]z = Jd“' ;
5 Wij = Zq;
! '
6 Z](-Z) — Z](~z ) _ ZiUig;
) 1
T | wj(-l) — wj(.z ) _ wilji;

Proposicao 4. Sejam d;;, rj(-ifl) s e 55;71) ’s 0s escalares produzidos pelo Algoritmo 1;

entao,
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il (k1) (k1)

dyi = a;; — Z %7 (16)

pt kk
i1
=) = a;j — Zs (k=1) ukj (17)
k=1
i—1
7 = = S, (1s)
k=1

para 1 <1< 5 < n.

Demonstragao. Usando as mesmas hipdteses da Proposicao 3, seja A = LDU, L = [l;;],
U = [u;;] e d;; as entradas da diagonal de D, portanto, as entradas da diagonal A, a;
(1 <i <n), podem ser expressadas como

i—1

= Zlikdkkuki = lid;ug + Zlikdkkuki, considerando (10) e (11),
k=1

i—1 (k 1) (k 1) i1 (k=1) (k=1)
=di+ d —diy = ai; — -,
,; do ; i
provando (16). Para 1 <i < j <
i i—1
a; = Zlikdkkukj Lidiwij + lekdkku;ﬁ, considerando (10) e (11),
k=1 k=1
(i—1) i—1  (k—1) T(-k_l) ( : i—1 ( )
aij = dy—— + L dgpL— T =y =) sy,
! d;i ; die " di ! ; &
provando (17). Para 1 Jj<n,
j—1

= Z l]kdkkuk, = lﬂdmu” + Z Z]kdkkukl, considerando (10) (11),

N o VRNV ) - j-1 -
—d.J J Y g — .
aj; = dj; d. + ,;_1 o dkk o S = ay E_ ik
provando (18). O

Utilizando a Proposicao 4, podemos computar os Tj(.i_l)’

k—1 . . .
0s 35 ) gerados previamente, ou seja, esses escalares podem ser calculados independente

s de forma recursiva usando
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da matriz Z. Portanto, é possivel computar as entradas de U sem precisar utilizar a

matriz Z. Exibimos, entao, nos Algoritmos 5 e 6 as modificagoes nos lagos internos dos

Algoritmos 1 e 2, respectivamente, a fim de computar as entradas de L e U, sem utilizar

7, de forma explicita.

Algoritmo 5: Computagao das entradas dos fatores L e U no método de bi-
conjugacao right-looking, sem utilizar Z

1 para j < i+ 1 até n faga

(i=1) T,,(i=1).
2 S; —owp

(i-1) _ i-1 _(k=1)

(i-1)
loo= 2 .

4 Jr d“ Y
5 | Wiy =g

©) (i-1) (i-1)

Algoritmo 6: Computacao das entradas dos fatores L e U no método de bi-
conjugacao left-looking, sem utilizar Z

1 parai < 1 até j — 1 faga

(i-1) T,,0=1),
2 s; & Gwy
(-1 _ i1 (k=1)
(i-1)
Lo — 2.
4 ji — dii
7‘;-171)
5| i = g
(@) (i-1) .
6 B wj < wj — wjlji,

(i—

O mesmo raciocinio é vélido para s;

1), W e L. Podemos modificar os lagos

internos dos Algoritmos 1 e 2, gerando os Algoritmos 7 e 8, a fim de computar as entradas

de L e U, sem utilizar W de forma explicita.

Algoritmo 7: Computagao das entradas dos fatores L e U no método de bi-
conjugacao right-looking, sem utilizar W

1 para j < ¢+ 1 até n faga

(i-1) T, (1),
2 T’j — a; Zj ;
(i—1) i—1  (k—1); |
3 Sj = aji — =1 r; ljk,
(i-1)
]
4 Lji i
7‘;171) ‘
5 Ui = a0
i i—1
6 72](-)<—Z](- )—ziuij,
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Algoritmo 8: Computagao das entradas dos fatores L e U no método de bi-
conjugacao left-looking, sem utilizar W

1 fori< 1toj—1do

(i-1) T, (i-1).
2 T —apzp

(i-1) i-1 (k—1);
3 S; =i — ) 11 7i Lik;

(=D

4 li; = L—;

Ji djj ;

Y

5 Ui = d;

(@) (i-1) (-1
6 | 2 % Z7 g

Outra relacao que destacamos aqui é entre os multiplicadores gerados no algoritmo
de biconjugacao e as entradas do complemento de Schur do algoritmo da eliminagao
gaussiana com ordem IJK, sem descartes. Essas relagoes foram demonstradas em [19] e

sao dadas por:

(S(i_l))ji _ ejAZi(i—l)’ (S(i—l))ij _ (w(i—l))TAej7 j >, (19)

)

onde S¢~Y é o complemento de Schur da matriz A gerado na i-ésima iteracio da eli-

i(ifl) e wf*l) os vetores de Z e W gerados na

i-ésima iteracao do algoritmo de biconjugacgao. Ou seja, os vetores (rgifl), rl(_i;ll), il

1) (i-1 - . . o -
e (sgZ ), S,(‘EH ) st=1) formados pelos escalares da i-ésima iteragao da biconjugacao sao,

minagao gaussiana com ordem IJK e z

respectivamente, a primeira linha e primeira coluna transposta do complemento de Schur

S(-1) gerado na i-ésima iteracdo da eliminacio gaussiana com ordem IJK.

1.3 Estratégias de descarte

Como mencionado, a proposta do AINV é de se fazer descartes durante o algo-
ritmo de biconjugacao a fim de que ele seja viavel ou também para acelerar seu tempo

de execucao, promovendo a esparsidade das matrizes produzidas. Existem diversas es-
tratégias de descartes que podem ser empregadas. Consideremos z,(;]) a entrada k do vetor

z](-i) e w,(;]) a entrada k do vetor wj(-i) calculados nos passos 8 e 9 do Algoritmo 1 (versao

right-looking), respectivamente. Abaixo listamos as principais estratégias de descartes

utilizadas nos trabalhos sobre o AINV.
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1.3.1 Tolerancia fixaem Z e W

Este tipo de estratégia baseia-se na magnitude das entradas dos vetores de Z e W
gerados durante o algoritmo. Caso, | Z,Efj) <7 (| w,(fj) |< 7), onde 7 é um escalar positivo
(geralmente entre 0 e 1), entao z,(;]) (w,(;])) ¢ substituido por zero. Esse raciocinio é andlogo
para versao left-looking no Algoritmo 2.

A estratégia de tolerancia fixa para o descarte predominou durante os primei-
ros trabalhos de inversa aproximada, sendo usada no AINV, SAINV e suas versoes nao
simétricas, [10,12-15,22]. A experiéncia da bibliografia indica o parametro 7 = 0, 1 como
suficiente para garantir a esparsidade desejada com uma qualidade aceitével (é necessario
fazer um reescalamento, normalmente aquele que divide cada entrada da matriz pelo

maior médulo dentre as entradas). Com o progresso dos trabalhos, outras estratégias

competitivas foram aparecendo, como veremos adiante.

1.3.2 Tolerancia varidvel em Z e W

Também baseia-se na magnitude das entradas de Z e W, porém a tolerancia 7
pode variar durante o processo, geralmente dependendo de algum aspecto do problema.
Por exemplo, a cada iteracao i, pode ser verificado se | w,(j]) |< 7| a; ||2, onde || a; ||2 é a
norma dois da linha ¢ de A e 7 é um escalar positivo. Caso seja menor, a entrada w,(c? é
descartada.

A estratégia de tolerancia variavel foi inicialmente proposta no contexto dos algo-
ritmos de inversa aproximada, em 2001, em um texto que tratava da Inversa Aproximada
por Blocos, o BAINV, [11]. Normalmente utilizando 7 = 0, 1, o descarte por tolerancia
variavel nao recebeu muita atengao nos testes na literatura de inversa aproximada. Apenas

10 anos mais tarde recebeu uma versao diferente, utilizando linhas de W para descartar

as entradas de L no contexto do RIF, [60].

1.3.3 Padrao de zeros pré definido em Z e W

Neste caso, se determinada entrada dos vetores de Z e W estiver em alguma

posicao considerada “desfavoravel”, entao ela é descartada. Um exemplo seria copiar a

. . . i .~ .~
esparsidade da matriz A, ou seja descartando Zl(m) se sua posicao em Z for a mesma posi¢ao

de uma entrada nula em A.
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A estratégia apareceu uma unica vez na literatura no contexto de AINV e apre-
sentou resultados pobres na comparagao com BAINV, [11]. Apesar dos autores sugerirem
outros padroes fixos de esparsidade, nao houve indicativo de testes realizados com padroes

diferentes do descrito acima.

1.3.4  Descarte em relagao a r's e s's

Nessa estratégia, sao avaliados os valores dos multiplicadores e pivos para a atu-
(i—1) (i—1)
rs S\

J J
di; ¢ di;

alizagao de Z e W. Uma estratégia seria descartar os escalares evitando,
assim, a atualizacio dos vetores 2\ e w!"

g i caso esses escalares fossem menores que uma

determinada tolerancia. Outro critério utilizado é o descarte das entradas dos vetores
(i—1) (i—1)
T, S

i Jd“. € wj Jd“_ nas linhas 8 e 9 do Algoritmo 1.

Essa estratégia surgiu no contexto do AINV pelo ISAINV [36], cuja diferenca era
o descarte duplo. Nesses testes, o parametro utilizado foi de 0,1 também. Por apresentar
melhores resultados que o SAINV, o algoritmo recebeu o I, de improved, na sigla em
inglés. J& no texto de [60], os autores utilizaram uma engenhosa estratégia de descarte
que explica os motivos do sucesso do descarte dos multiplicadores, ja que os relaciona
com as entradas de L e U, fatores de A = LDU, controlando sua esparsidade e adicionou
algumas ferramentas a mais para melhorar os resultados numéricos, como veremos no

critério a seguir.
1.3.5 Descarte em relacao a L e U

Quando sao calculadas as entradas de L e U durante o algoritmo, sao feitos des-
cartes nas suas entradas. Por exemplo, [;; e u;; (j > ¢) podem ser desconsideradas se sua
magnitude for menor que uma tolerancia fixa ou variavel, que pode ser ou nao igual a
tolerancia utilizada nas entradas de Z e W. Outro critério seria escolher parametros 7 e
T tais que se | 1ji ||| e] L7 o< 11 € | wij ||| €] U™ ||o< T2, entdo Ij; e u;; sdo anulados. A
vantagem deste iltimo é a preservagao de informacgoes das inversas de L e U, que podem

impactar na qualidade do pré-condicionador.



28

1.3.6 Pdés filtragem

Trata-se de descartar algumas entradas de Z e W (ou também de L e U), apos
o término do algoritmo, a fim de aumentar a esparsidade dessas matrizes, caso seja con-
veniente. Nesse caso é utilizado um parametro maior que aquele utilizado durante o
algoritmo.

A ideia se originou do uso dessa estratégia no contexto de outro precondicionador,
o FSAI [47]. Nesse contexto, em 1990, os autores mostraram que o uso de um filtro adici-
onal, posterior ao calculo dos fatores, poderia melhorar a eficiéncia do precondicionador.

No contexto do AINV, essa possibilidade foi testada para o SAINV e para o
SBAINV em [11]. O que se observou nos testes foi que o SAINV ¢ bastante influen-

ciado pela pés filtragem e pode reduzir o niimero de iteragoes do método iterativo, como

se pode observar no grafico:

iterations

1800
1600 -
1400 2,

1200 -
1000 - @

800 |-

T
ﬁl‘tered 0
unfiltered ——

pointwise SAINV -

600 -
400 -

200
0.5 1

1.5 2 25 3
preconditioner density

3.5 4

Figura 3 Efeito da pds filtragem. Fonte: [11]

No caso da figura Figura 3, podemos observar os resultados nos testes aplicados
na matriz SSRMT3M3, do Matrix Market. Os valores dos parametros utilizados para o
SBAINYV sao:

e Tolerancias de descarte sem a pos filtragem: 0,1; 0,04; 0,03; 0,025 e 0,02;
e Tolerancias utilizadas na pos filtragem: 0,3; 0,2; 0,15; 0,1 e 0,05.
Para o SAINV, os valores sao:
e Tolerancias de descarte sem a pos filtragem: 0,06; 0,035; 0,025; 0,02 e 0,015;
e Tolerancias utilizadas na pos filtragem: 0,4; 0,2; 0,15; 0,1 e 0,06.

Observe que para o caso bloco, filtrar produziu mais iteragoes.
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1.4 Apresentagao do Algoritmo AINV

Nos Algoritmos 9 e 10 apresentamos as versoes left-looking e right-looking do

AINV, respectivamente, com os possiveis descartes.

Algoritmo 9: AINV right-looking

Dados: matriz A n x n nao singular.

Resultado: D, Z e W tais que A~ ~ ZD'WT.

) . ) L :
Zp w e t=1,....n

Ju

2 parai < 1 até n faca
i—1 i—1
s | oz 2w e Y
T, (i-1) T,,=1).
4 dij <—a;z; ' oucjw,
para j < ¢+ 1 até n faca
(i-1) T (=1,
(i-1) T =),
7 s; A wp
(. i—1 i—1 .
8 Se necessario, descartar TJ(-Z ) ou Sy ) (opcional);
0 -0 _
9 z; z; zi-t—;
OIS I
a2 .
10 w;’ 4 w; w;=—; | |
11 Aplicar descarte nas entradas de zj(z) e wj@;

12 Aplicar descarte nas entradas de Z e W (pds-filtragem opcional);
13 D < diag(dy1,dog, ..., dnn), Z < (21, 22, oy 2n), € W = (w1, we, ..., wy,)

1.5 Reordenamentos e escalamentos na Literatura

Na literatura de Inversa Aproximada é comum encontrar diferentes possibilidades
para reordenamentos e escalamentos. Nesta secao, nosso objetivo é apresentar possi-
bilidades e explicar como os escalamentos sao feitos. Os reordenamentos serao apenas
apresentados sem as explicacoes matemadticas, ja que sao encontradas em literatura es-
pecifica.

Abaixo listaremos as possibilidades e, em sequéncia apresenta-los com mais deta-
lhes:

Reescalamentos:

e Médximo: basta identificar qual é o maior elemento da matriz, isto é, maz | a;; |= «
para 1 <i<nel <j<n e fazer utilizar éA, aonde A é a matriz de coeficientes

de ordem n x n.
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Algoritmo 10: AINV left-looking

Dados: matriz A n x n nao singular.
Resultado: D, Z e W tais que A~ ~ ZD'WT.

1 21,W1 < €1,
2 dyy < an;
3 para j <+ 2 até n faga
(0)  (0) .

4 Zj w4 e
5 parai < 1 até : — 1 faga

. BN
6 ri Y a zj(-l )

(i-1) T (i-1),
7 s; < qw;

[ i1 i—1 :

8 Se necessério, descartar rj(»z ) ou ng ) (opcional);

. A (i-1)

(@) (=1 T .
9 Zp ZiT g, o

, , G-1)

(@) (=1 _ 87 .
10 w;” — w; Wi ~—; | |
11 Aplicar descarte nas entradas de zj(z) e wj@;

(3-1). (-1 .
12 Zj < Z; ; Wi < w; ;
d T T X

13 | ajj — a;z; Ou C;Wy;

=~

14 Aplicar descarte nas entradas de Z e W (pds-filtragem opcional);
15 D« dz'ag(dn, dzg, ceey dnn); Z (Zl, 22, eny Zn) and W «+ (wl,wg, ,wn)

e Jacobi: para cada elemento a; # 0 da diagonal de A, com 1 < i < n, multiplica-se
todos os elementos da linha i por 1/a;, no caso de A ser nao simétrica. Se A for

simétrica, a fim de se manter a simetria, multiplica-se a linha i e a coluna i de A

1
Vaii

por

e Bloco Jacobi: se A for nao simétrica, é feito A= G7'A, tal que
G = di&g(All, A227 ey 714]\[]\]),

onde Ajr sao os blocos-diagonais de A. Para o caso simétrico, primeiro calcula os
fatores de Cholesky dos blocos diagonais de A, isto é, A;; = L;LT e depois faz
A =G TAGT, aonde

G = diag(Ly.Ls, ..., Ly).

Esse ordenamento foi fortemente recomendado no caso bloco do AINV no texto
de [11] que concluiram que o uso de escalamento de Bloco Jacobi é superior ao

demais, como mostra o resultado na Figura 4.

Nesse exemplo, a matriz usada foi a SSDKT3M2 do Matrix Market, v é tolerancia
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Block SAINYV, unscaled Block SAINV, J. scaled Block SAINV. block J. scaled
W I Iterations W il Iterations W P Iterations
0.5 1.98 =10000 0.5 1.95 59035 0.25 1.52 3969

0.5 1.75 1892 0.5 1.47 1499 0.25 1.02 1535

0.5 3.12 379 0.5 1.34 672 0.25 0.76 689

0.5 2.76 500 0.5 1.33 688 0.25 0.76 673

Figura 4 Comparagao entre os diferentes escalamentos. Fonte: [11].

para o descarte e p é a densidade do precondicionador. O numero de iteragoes se

refere ao uso do método iterativo CG precondicionado.
Reordenamentos:

e Approximate Minimum Degree Algorithm (AMD) - tirado de [5].

MultiLevel Nested Dissection reordering (MNLD) - tirado de [45] e [46].

Minimum Degree (MIP) - tirado de [21].

DCR - tirado de [50].

1.6 Quebra no AINV

Vimos que o método de biconjugagao pode quebrar por conta da ocorréncia de
pivos nulos ou muito pequenos e que era garantido que o método nao quebrava caso os
menores principais da matriz A fossem nao nulos. Porém, ao se executar o AINV, os
descartes podem impactar nos valores dos pivos, sendo possivel que ocorram pivos nulos
ou muito pequenos, mesmo se os menores principais de A forem nao nulos. Por exemplo,
sem os descartes, o método nao quebra para matrizes SPD, pelo critério de Sylvester,
mas com os descartes, ele pode quebrar. Entretanto, para algumas familias de matrizes,

o AINV nao quebra, como veremos a seguir. Primeiramente, vejamos algumas definigoes.

Definicao 1. Uma matriz A € R"*", A = (a;;), € estritamente diagonal dominante se

laa > |y .

JFi

Definicao 2. Uma matriz quadrada A € uma Z-matriz se a;; <0, Vi # j.
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Definicao 3. Uma Z-matriz A € uma M -matriz se ela pode ser escrita como A = sl — B
para alguma matriz B > 0 e algum escalar s > p(B), onde p(B) denota o raio espectral

de B. Nés denotamos por M o conjunto de todas as M-matrizes.

Definigao 4 (Matriz comparacgao, ver [18]). Seja a matriz A, definimos as entradas c¢;;

da sua matriz comparagao C (A) como:

—laij|, seiF#j

lai|, sei=7j
Por defini¢ao, C (A) é Z-matriz, para qualquer matriz A.

Definicao 5 (H-matriz). Uma matriz é uma H-matriz se sua matriz comparagao for uma

M -matriz. Ver [18]. Neste caso, a sua matriz comparagdo é a sua M-matriz associada.

A seguir temos dois resultados que asseguram que o AINV nao quebra para duas

das classes de matrizes definidas acima.

Proposicao 5. Seja A uma M-matriz e dy;’s os pivés produzidos pelo AINV aplicado em
A, sem executar descartes. E sejam dy;’s os pivds produzidos pelo AINV aplicado em A,

constderando descartes. Entao, para todo 1 <1 < n,
dii > dy; > 0.

Demonstracao. A demonstracao se encontra em [12,13]. [

Proposicao 6. Seja A uma H-matriz e A a sua M-matriz associada. Sejam d;;’s e dyi’s
0s pivos gerados pelo AINV, sem executar descartes, aplicado em A e A, respectivamente.
Entao d;; > d;i, para todo 1 < i < n. Além disso, sejam d;;’s 0s pivds computados pelo

AINV aplicado a A, levando em conta os descartes. Entio d;; > d;l
Demonstragao. A demonstragao se encontra em [12,13]. O]

As proposicoes acima nos dizem que os pivos gerados pelo AINV em matrizes do
tipo H e M sdo sempre positivos, garantindo que ele ndo quebre (a nao ser pela ocorréncia
de pivos de magnitude muito baixa). De acordo com [53], qualquer matriz diagonal do-

minante é uma matriz H. Assim sendo, se o processo de biconjugagao quebrar, uma
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alternativa, sugerida em [15], seria selecionar um escalar o > 0 e aplicar novamente o
algoritmo na matriz A" = A + al. E desejavel que « seja grande o bastante para evitar
a quebra, mas pequeno o suficiente para que A’ seja préximo de A, evitando precon-
dicionadores de baixa qualidade. Para matrizes mal condicionadas, esse procedimento
geralmente fornece precondicionadores ruins. Além disso, a quebra pode ocorrer perto do
final do processo de biconjugacao, e ele pode ter que ser recalculado varias vezes antes que
o valor satisfatério de a seja encontrado. Uma outra estratégia seria realizar modificacoes
na diagonal apenas quando a necessidade surgir, modificando os pivos se sua magnitude
for menor que um limite especificado.

Uma forma de evitar a quebra para matrizes SPD é utilizando o método de
“redugao diagonalmente compensada’, formulado por Axelsson [6] e Axelsson e Kolo-
tilina [7]. O objetivo desta técnica é associar qualquer matriz SPD A a uma determinada
M-matriz SPD A, através de um processo de reducao das entradas positivas que estao
fora da diagonal e compensacao dessas entradas nas entradas da diagonal de A. Benzi,
Cullum e Tuma descrevem, em [15], a variacdo mais simples deste método, que baseia-se
em substituir por zero as entradas positivas a;; fora da diagonal de A (redugao) e adicio-
nar as correspondentes entradas da diagonal a;; (compensacao diagonal). Para isso, A é

escrita como

A=B+R,
onde R contém apenas as respectivas entradas positivas de A fora da diagonal e fazer

~

A=DB+ A,
tal que A é matriz diagonal satisfazendo
Ae = Re,

onde e é o vetor formado por 1’s. Logo,

~

A=A+ (A—-R).

Temos que A — R é uma M-matriz simétrica singular, ja que suas entradas de fora da
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diagonal nao sao positivas e a soma de todos os elementos de cada linha sempre da zero
(ver [17]). Em particular, A — R é semipositiva definida, o que faz com que A seja positiva
definida. Além disso, como A nao possui entradas positivas fora da diagonal, logo ela é
uma M-matriz (ver [17]). A ideia, entfio, é aplicar o AINV na matriz A (sendo livre de
quebra, pois A éuma M -matriz) e utilizar o precondicionador gerado M = A1 no sistema
original Az = b. E esperado que M seja um bom precondicionador para A, devido ao fato
de A estar préxima de ser uma M-matriz. No trabalho, eles estimam essa proximidade

através de um parametro n que é dado por n = Hi

Fa
IF

, sendo || - || a norma de Frobenius

e R a matriz descrita acima. Observemos que 0 < 7 < 1 e que n = 0 se e, somente se, A
for uma M-matriz.

Para matrizes positivas definidas, Benzi e Tuma sugeriram, em [15], uma mo-
dificacao no calculo dos pivos a fim de assegurar que ele sejam positivos, garantindo

que o processo nao quebre. Originalmente, os pivos sao calculados como dj; = a] z; ou

di; = c]w;. Em aritmética exata, temos que a] z; = 2] Az e ¢jw; = w,] ATw;, como
visto no Comentdario 1, nas expressoes (3) e (4). Porém, ao utilizarmos os descartes nas
entradas dos vetores z; e w;, as igualdades (3) e (4) ndo sao necessariamente verdadeiras
e, desta forma, pode-se gerar pivos nulos ao utilizarmos as expressoes do lado esquerdo
de cada igualdade. Portanto, para garantir que o método nao quebre, podemos escolher
d;; como sendo 2 Az; ou w] ATw;, j& que A é positiva definida e, por isso, tais expressoes
sempre resultarao em valores positivos. A sugestao, entao, é substituir as linhas 4 e 11

dos Algoritmos 9 (right-looking) e 10 (left-looking) pelas expressoes

dii < (zz-(ifl))TAzi(ifl) ou (wgifl))TAwEifl), (20)

di; (Zj(j—l))TAzj(j—l) ol (w;j_l))TAwJ(-j_l), (21)

respectivamente.
Estas formulas foram bastante utilizadas em trabalhos posteriores sobre variacoes

do AINV como principal ferramenta para evitar a quebra de matrizes positivas definidas.
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2 PRINCIPAIS VARIACOES DO AINV

Neste capitulo, fazemos uma breve descrigao de cada uma das principais variacoes
do AINV encontradas na literatura desde que ele foi proposto e como foram abordadas

pelos autores nos trabalhos.

2.1 AINV

O AINV foi originalmente proposto por Benzi e Tuma em [12], em 1996, para
matrizes SPD. O método calcula a fatoracao da inversa aproximada de A, fornecendo as
matrizes Z e D, tais que A~ ~ ZD71ZT. O algoritmo ¢ apresentado na sua versao right-
looking, como no Algoritmo 1 (sem fazer o cdlculo de ). No trabalho, eles demonstram
as Proposigoes 5 e 6, garantindo a que ele nao quebra para matrizes M e H.

Nos testes numéricos apresentados, eles utilizam o AINV para gerar precondici-
onadores de diferentes matrizes para o método Gradientes Conjugados (CG) [39]. Eles
utilizaram o escalamento maximo e reordenamento MMD. Como critérios de descarte,
eles utilizaram o de tolerancia para as entradas de Z, com valor de tolerancia indo de 0, 1
até 0,6 e também padrao de zeros pré-definido em Z. Eles também cogitaram nao efetuar

(i-1)
. ~ . T . . .
a atualizacao dos vetores de Z durante o algoritmo, caso — tivesse magnitude muito

(3

baixa. Porém, tal procedimento produziu resultados numéricos insatisfatorios, sendo,
assim, desconsiderado.

Como as matrizes utilizadas nao eram necessariamente do tipo M e H, foi ne-
cessaria a utilizacao de estratégias para evitar a quebra, além de restringir a ocorréncia
de elementos muito grandes em Z. Se algum pivo p; fosse menor que /g, onde gy € a

precisao de maquina, entao ele poderia ser substituido por

pi <— max{\/enr, uob}, (22)

onde

_ (=D g _ [1,6-D
o= max {r, "}0=]z""w#0

(23)
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Quadro Resumitivo

Autores e Ano Benzi, Meyer e Tiima - 1996

Entrada Matriz esparsa A SPD
Saidas Z e D tais que ZD7'ZT ~ A7L.
Robustez Matrizes M e H

Na Literatura

Método iterativo | Gradientes Conjugados

Descartes Tolerancia (normalmente 0,1) ou Estrutura
de Zeros Pré-definida
Escalamento Maximo

Reordenamento | MMD

Tabela 1 AINV

e = 0,1 é um parametro de relaxacao. Entretanto, eles ressaltaram que tais modifica¢oes
poderiam afetar a qualidade do precondicionador. Os testes foram feitos comparando o
desempenho do AINV com o precondicionador de Cholesky (IC) [68] para o CG, desde que
as densidades dos precondicionadores estivessem proximas. O lado direito dos testes foi
calculada a partir do vetor solugao tendo todas as entradas iguais a 1. O critério de parada
utilizado foi quando a norma dois do residuo niao precondicionado ficou menor que 1077,
Os autores concluiram que o precondicionador AINV tem a mesma robustez que o IC,
sendo competitivo com ele. Eles reforcaram que o AINV pode ser uma forte ferramenta na
resolucao de sistemas lineares SPD esparsos e de grande porte em arquiteturas modernas
de alto desempenho. Na Tabela 1 exibimos um resumo das principais caracteristicas deste

trabalho.

Comentario 2. Aqui nos referimos como AINV ao algoritmo proposto por Benzi e Tuma
em [12], que € o algoritmo para matrizes simétricas. Porém, no restante do trabalho o
AINYV faz referéncia ao caso geral, para qualquer matriz, como € exposto no Algoritmo 1,

a0 Menos que especifiquemos que Seja para 0 caso Simeétrico.

2.2 AINV-NS

O AINV-NS (“AINV-Nonsymmetric”) foi proposto por Benzi e Tuma em [13],
em 1998. Trata-se de uma versdo mais generalizada da sugerida em [12], pois pode ser
aplicado a qualquer matriz quadrada inversivel, nao necessariamente simétrica. O método

fornece as matrizes Z, W e D, tais que A~! ~ ZD7'W7T. O AINV-NS j4 foi descrito
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no Capitulo 1 deste trabalho, correspondendo ao Algoritmo 1. A versao utilizada foi a
right-looking, mas eles também citaram a versao left-looking como opgao (Algoritmo 2).
No artigo, eles reafirmaram que o algoritmo nao quebra para matrizes M e H, indicando
que a demonstragao é andloga a desenvolvida em [12].

Nos testes, foi utilizado o valor de tolerancia fixo como critério de descarte das
entradas de Z e WW. Eles ressaltaram que quanto menor o valor de tolerancia, maior a
densidade do precondicionador e menor o numero de iteragoes na fase de resolucao do
sistema. Porém, nesse caso, a execucao do AINV poderia ser lenta. Mas, se fossem
efetuados muitos descartes nas matrizes Z e W, a qualidade do precondicionador poderia
nao ser satisfatéria. Eles escolheram, entao, ajustar a tolerancia de modo que o nimero
de nao zeros do precondicionador fosse préximo ao nimero de nao zeros de A. Na maioria
das vezes, o valor escolhido foi de 0,1. Em alguns casos nao foi possivel encontrar uma
tolerancia que resultasse em precondicionadores com densidades proximas de A, gerando
precondicionadores muito densos ou muito esparsos.

Foram comparados resultados do AINV-NS com os da fatoracao ILU(0) [65] e ser-
vidos como precondicionadores para os métodos BIGSTAB, QMR e GMRES (ver métodos
em [9]). O lado direito foi calculado usando o vetor solugdo com todas as entradas iguais
a 1. O critério de parada utilizado foi quando a norma 2 do residuo nao precondicionado
ficou menor que 1078, Eles também utilizaram o escalamento maximo e reordenamento
MMD. A partir dos testes, os autores concluiram que o AINV-NS acelerou a convergeéncia
de diversos métodos iterativos, podendo ser comparadas em média, com as taxas de con-
vergéncia obtidas pelo ILU(0). Eles também mencionaram que o tempo de construgao do
precondicionador do AINV-NS foi maior que do ILU(0), porém seu custo nao seria algo

proibitivo. Na Tabela 2 exibimos um resumo das principais caracteristicas deste trabalho.
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Quadro Resumitivo

Autores e Ano Benzi e Tiima - 1998

Entrada Matriz esparsa A nao simétrica e nao singular
Saidas Z,W e D tais que ZD'WT ~ AL,
Robustez Matrizes M e H

Na Literatura

Método iterativo | BICGSTAB, QMR e GMRES

Descartes Tolerancia (normalmente 0,1) ou Estrutura

de Zeros Pré-definida

Escalamento Méximo

Reordenamento | MMD

Tabela 2 AINV-NS

2.3 SAINV

O SAINV (“Stabilized AINV”) foi desenvolvido por Benzi e Ttuma em [15] para
matrizes simétricas, em 2000, e seu principal diferencial é o fato dele nao quebrar para
qualquer matriz SPD. Isso é possivel pois 0 método do SAINV é semelhante ao do AINV
(para matrizes simétricas de [12]), com a tnica diferenca no célculo dos pivos que é dado
por d;; = z! Az;, como na equagao (20), garantindo ser livre de quebra para matrizes SPD.

Como o SAINV calcula o pivo utilizando produto matriz-vetor, é natural que haja
questionamento sobre seu custo, ja que ele tem um custo maior que o AINV (para matrizes
simétricas de [12]) original, que utiliza produtos vetor-vetor. Porém os autores afirmaram
que o calculo do pivo no SAINV é vidvel e com custo nao muito maior que do AINV.
Eles argumentaram que os vetores z; sao esparsos devido aos descartes, além da matriz A
também ser esparsa e, portanto, os n produtos matriz-vetor de cada iteragao sao feitos no
modo “esparsoxesparso”. Além disso, como Z é triangular superior, apenas as ¢ primeiras
colunas de A entram nesse produto, a cada iteracao i. Eles afirmaram que ao descartar as
entradas de z; de modo que a matriz final Z possua O(n) entradas nao nulas e assumindo

uma distribui¢ao uniforme dessas entradas nas colunas de Z, o custo para computar os
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d;;’s na forma de expressoes bilineares esparsas envolvendo A é linear.

Nos testes feitos, os autores compararam o SAINV com os precondicionadores de
Jacobi, FSAI [47] e AINV para o método CG. No AINV, foi utilizada a estratégia de
redugao diagonalmente compensada (descrita na Se¢ao 1.6) afim de se evitar a quebra.
A estratégia de descarte utilizado no SAINV foi o de tolerancia nas entradas de Z, com
valor de 0, 1. O critério de parada utilizado foi quando a norma dois do residuo inicial foi
menor que 107® ou quando o método utilizou mais de 10000 iteracoes. O lado direito foi
construido como b = Az, aonde x é um vetor com entradas randomicas uniformemente dis-
tribuidas em (0,1). Eles também utilizaram escalamento Jacobi e reordenamento MMD.
Diante dos testes os autores concluiram que o SAINV é uma opc¢ao de precondicionador
robusto e eficaz para ser utilizado no CG, especialmente se combinado com o escalamento
Jacobi e reordenamento MMD. O AINV combinado com a reducao diagonalmente com-
pensada também se mostrou ser um precondicionador confidvel, mas nao tao eficaz quanto
o SAINV, com a possivel excecao em problemas de difusao. Na Tabela 3 exibimos um

resumo das principais caracteristicas deste trabalho.

Quadro Resumitivo

Autores e Ano Benzi, Cullum e Tiima - 2000
Entrada Matriz esparsa A SPD

Safdas Z e D tais que ZD7'ZT ~ A~1.
Robustez Matrizes SPD

Na Literatura

Método iterativo | CG

Descartes Tolerancia (normalmente 0,1) ou Estrutura

de Zeros Pré-definida

Escalamento Jacobi

Reordenamento | MMD

Tabela 3 SAINV
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2.4 SAINV-NS

Em 2000, Bridson e Tang desenvolveram o SAINV-NS (“Stabilized AINV-Nonsymetric”),
em [22]. Eles afirmam que o algoritmo proposto é baseado no SAINV e pode ser aplicado a

qualquer matriz simétrica ou nao simétrica. As diferencas no método em relacao ao AINV

~ , i—1 i—1 i1 i1 N .
sao os calculos rj(-z ), sél ) e d;;. Os escalares r](-z ), sy ) so calculados utilizando as

equagoes rj(-ifl) = wl Ae; e sg»ifl) =zl ATe; (equagoes (12) e (14)). Ou seja, dado o Algo-
ritmo 2, as linhas 6 e 7 sdo substituidas pelas equagoes (12) e (14), respectivamente. J4 o
pivo ¢ dado por dj; = ijAzj, substituindo a linha 11 do Algoritmo 2 por esta expressao.

Nos testes, a estratégia de descarte utilizada foi de tolerancia fixa no valor de
(i-1) (-1
T S

s z
0,1 nas entradas de z; e w; e também nas entradas dos vetores — ; — ¢ w; Jq, das
T 1

linhas 8 e 9 do Algoritmo 2, respectivamente. Eles utilizaram escalamento o Jacobi e
o reordenamento MIP. Os precondicionadores gerados foram utilizados para os métodos
CG, no caso SPD, e BIGSTAB, para os demais tipos de matrizes. O lado direito foi
calculado usando o vetor solucao com todas as entradas iguais a 1 e o critério de parada
utilizado foi quando a norma dois do residuo ficou menor que 107%. Eles compararam as
versoes left-looking e right-looking do SAINV-NS, concluindo que os precondicionadores
melhoraram os desempenhos dos métodos iterativos, porém a versao right-looking foi mais
rapida na fase de construcao. Além disso eles também ressaltaram que o reordenamento
da inversa aproximada melhorou a eficiéncia da memoria cache durante a execugao do
método iterativo. Na Tabela 4 exibimos um resumo das principais caracteristicas deste

trabalho.
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Quadro Resumitivo

Autores e Ano Bridson e Tang - 2000

Entrada Matriz esparsa A nao simétrica e nao singu-
lar.

Saidas Z,W e D tais que ZD'WT ~ A7L,

Robustez Matrizes M e H

Na Literatura

Método iterativo | BICGSTAB

Descartes Tolerancia (normalmente 0,1)

Escalamento Jacobi

Reordenamento | MIP

Tabela 4 NS-SAINV

2.5 AINVP

Em 2002, Bollhofer e Saad propuseram o AINVP (“AINV with Pivoting”) para
quaisquer matrizes, em [20]. A ideia sugerida é aplicar o processo de pivoteamento com-
pleto na versao right-looking do AINV, baseado no processo de pivoteamento completo
da eliminacao gaussiana com ordem IJK. A principal motivagao do uso de pivoteamento
é evitar o aparecimento de pivos nulos ou de baixa magnitude durante o algoritmo, ou
seja, evitar a quebra.

Aqui comentamos, de forma generalizada, o processo de pivoteamento completo
utilizado. A ideia é, a cada iteragao, permutar o pivo d; com outro multiplicador calcu-
lado na iteracao, diante de determinada condicao, com intuito de evitar a quebra. Para
preservar a consisténcia do método, deve-se também reordenar as linhas e colunas de
A e as colunas de Z — I e W — [. Para realizar as permutacoes em A, sao utilizadas
as matrizes permutacao II e X, que no inicio do algoritmo sao dadas pela identidade I.
Entao, a cada iteracao, é executada a etapa de pivoteamento e depois as colunas de Z e
W sdo atualizadas na forma usual do AINV (linhas 8 e 9 do Algoritmo 1). O algoritmo

de biconjugacao é executado na matriz IIAY e, ao final do método, a inversa aproximada
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fica como (ITAY) ™! ~ ZTD='W?T. O AINVP é executado como no Algoritmo 11.

Algoritmo 11: AINVP

Dados: matriz A n X n nao singular
Resultado: D, Z e W tais que (ITAX)™! = ZD-1WT

1 zgo) w(o) —ent=1, n;
2 [I=%=1,
3 Tolerancia a € (0, 1];
4 parai < 1 até n faga
5 satisfied_s =Falso, satisfied_r =Falso;
6 enquanto nao satisfied_s faga
i1 i—1)
7 3§- ) = (wj( ) (HAE) )i >
se ]s \ < amaxm>l+1|sm )\ entao
9 satisfied_r =Falso;
10 Escolher & tal que |leC )| = ma$m>l+1|s l)|,
11 Permutar as colunas ¢ e k de W — I e linhas i e k de Il e os
elementos 352_1) e s,(;_l);
12 satisfied_s —Verdadeiro
(=1 _ ¢ (i—
13 ry = (w!™ )T (HAE) )i >
14 se |ri Y] < Ozmaajmzlﬂ\rm )| entao
15 satisfied_s =Falso;
16 Escolher k tal que |r,(f—1)| = mazmsim|ri V;
17 Permutar as colunas i e k de Z — I e ¥ e os elementos 7’5 R T,Ef Y,
18 | satisfied_r =Verdadeiro;
19 dy = r(i_l) ou S(Z 1)
20 | % z(Z Ve, = wZ(Z b,
21 para j < ¢+ 1 até n faca
NOpC Y
22 —zp 2T
YR
23 w;” = w, — w; 2 p.
24 Aplicar estratégia de descarte em z](-i) e w](-i).

25 D <« diag(dy1,dag, ...;dpyn), Z < (21,22, ..y 2n) € W = (w1, w2, ..., wy,)

Abaixo explicamos, de forma geral, as etapas do Algoritmo 11 a cada iteracao i:

e Sao obtidos valores de sgi_l), o sGY pela equacao sgi_l) = ij(HAE)zi, j > 1 (linha

7).

e Caso |s Y| < O MAXy>i41 |sm Y| (condigio de pivoteamento), para um pardmetro
a € (0, 1] escolhido previamente, entao é selecionado k, tal que |sk | = MaX;>i+1 |Sm

. ~ —1 i—1 , . ~
Assim, sao permutados os elementos sgz ) e s,(; ). Além disso, sao permutadas as

colunas i ¢ k de W — I e as linhas i e k de II (linha 8 até 11).

(i— 1)|.
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e Sao obtidos os valores de rgi_l), ...,rﬁf_l) pela equagao r§i_1) = wl (IAY)z;, j > i

(linha 13).

i1 i—1 .~ . N
e Caso |7’§Z )] < MaXy,>it1 |r§,§ )| (condigao de pivoteamento), para um parametro

a € (0, 1] escolhido previamente, entéo é escolhido k, tal que |7‘,(:_1)| = MaX;;>it1 ri

l(ifl) o 74](:*1)_ Além disso, sdo permutadas as

colunas i ¢ k de Z — I e ¥ (linha 14 ate 17).

Assim, sao permutados os elementos r

PN —1 . .
e Se 0 pivo T’Z(Z ) for permutado (e, consequentemente, as linhas e colunas das matri-

G s

i

) devem ser recalculados e novamente aplicada
(i

)

zes), entao os valores s
(i—1)

- . , o (i1
a condigao de pivoteamento a s; . De forma anéloga, se o pivo s ) for permu-

(i—1) -

i

- )
" ™ devem ser recalculados e novamente aplicada a
(i—

i

tado, entao os valores r
.~ . 1 , .~
condicao de pivoteamento a r ). Esse processo é executado ate que a condicao de
pivoteamento seja totalmente atendida (isso é feito utilizando as varidveis booleanas

satisfied_r e satisfied_s).

e Por fim, sao atualizados os valores dos vetores 20 e

: ;' para j > i e aplicadas

estratégias de descarte em suas entradas (linha 22 até 24).

Podemos observar que o AINVP é bem mais complexo e custoso que o AINV
original, sendo interessante no uso de problemas dificeis de convergirem ou para se evitar
a quebra, ja que seu objetivo ¢é evitar pivos nulos ou de baixa magnitude.

Nos testes numéricos, os valores escolhidos para o foram de 0,1 ou 1. Os descartes
foram feitos por magnitude usando tolerancias de 7 = 0,1 ou 7 = 0,01. Eles compararam
com AINVP com o ILU e ILUP para os métodos GMRES(30) e QMR. O critério de
parada utilizado foi quando o método atingiu um maximo de 500 iteragoes, ou se a norma
relativa do residuo ficou menor que ,/eps ou o proprio eps, aonde eps indica a precisao
da maquina. O lado direito foi calculado usando o vetor solugao com todas as entradas
iguais a 1. Os autores concluiram que o AINVP produz precondicionadores com bastante
robustez, principalmente em problemas dificeis. Na Tabela 5 exibimos um resumo das

principais caracteristicas deste trabalho.
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Quadro Resumitivo

Autores e Ano Bollhofer e Saad - 2002

Entrada Matriz esparsa A nao singular e nao
simétrica.

Safdas ZWILY e D tais que ZD7'WT =
(IMAX) L.

Robustez -

Na Literatura

Método iterativo | GMRES(30) e QMR

Descartes Tolerancia (entre 0,01 e 0,1)

Escalamento —

Reordenamento | —

Tabela 5 AINVP

2.6 RIF

Em 2003, Benzi e Ttuma desenvolveram o RIF (“Robust Incomplete Factoriza-
tion”), em [16]. Primeiramente, os autores apresentaram o problema dos minimos qua-

drados que busca resolver

|b — Az||s = min (24)

onde A é esparsa, de ordem m X n e possui posto completo. Naturalmente, o problema
vale para o caso de m = n, mas o maior interesse é quando m > n. Para resolver (24)
podemos usar métodos diretos ou métodos iterativos aplicados implicitamente as equagoes

normais do problema, dadas por

Cz = f, (25)

onde

C=ATA, f = ATb. (26)
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Neste caso, eles escolheram o CGLS ( [35]) como método iterativo, que é uma variagdo
do CG. Os autores consideraram, entao, produzir precondicionadores para o CGLS, res-

saltando o interesse de que esse precondicionador tivesse as seguintes propriedades:
1 Nenhuma entrada de C' = A'A precise ser explicitamente calculada;
2 A fatoracao incompleta nao quebre;
3 O armazenamento intermediario seja insignificante.

Entao eles apresentaram RIF, cuja ideia € utilizar o SAINV para obter a fatoracao
LDL de C. Seja C = LDLT a fatoracao LDL de C (fatoracdo root-free de Cholesky),

onde L é diagonal inferior unitaria. Entao C~' = L=TD-'L~! e, portanto, Z = LT
=D

(como visto na Secao 1.2). Sabemos que, para L = [l;;], entdo l;; = -5— (ver equagao

(11), considerando o caso simétrico em que Z = W e, entao, r](-i_l) = sgi_l)). Logo, para

)

calcular as entradas de L, bastaria armazenar os multiplicadores rj( Y durante o SAINV
aplicado a C'. Este procedimento pode ser visto no Algoritmo 3, considerando apenas o
calculo das entradas de L e Z. A fatoracao LD L aproximada seria, entao, utilizada como
precondicionador para (25).

Como o processo é baseado no SAINV, entao o algoritmo é livre de quebra pois
C = AT A é SPD. Eles ressaltaram esse aspecto como uma vantagem em relacao a outros
processos que usam a fatoracao LD L da matriz como precondicionador. Em relacao as
caracteristicas requeridas, temos que a primeira propriedade é garantida, ja que durante
o processo, o calculo dos multiplicadores e dos pivos se baseiam no produto 2/ Cz; =
AT Az; = (Az)T(Azj), 1 < i < j < n. Portanto, AT A ndo precisa ser explicitamente
calculada. O segundo item é garantido pois o RIF nao quebra quando aplicado a matrizes
SPD. O terceiro item também ¢é alcancado, ja que nao é necessario armazenar os vetores
intermediarios e nem as colunas de Z gerados durante o algoritmo.

Para os testes numeéricos, o critério de descarte utilizado foi de tolerancia fixa 7
nas entradas de Z e de L. Eles também sugeriram o uso da tolerancia varidvel 7| a;||2
como opcao, onde a; é a i-ésima coluna de A. Neste caso, eles recomendavam que se
executasse um reordenamento em A de modo que ||a;|l2 = 1 (e, portanto, C' possuiria
diagonal unitéria). Eles afirmaram que tal estratégia poderia melhorar o condicionamento
da equacao normal. Para simplificar, eles escolheram o mesmo valor de tolerancia para os

vetores z; e para as entradas de L que variou entre 0, 1 € 0, 5. Eles utilizaram o escalamento
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Jacobi e o reordenamento MMD. O RIF foi comparado com os precondicionadores ICNE
[16], IMGS [1] e IGR [57] para serem aplicados no CGLS. O lado direito foi calculado
usando o vetor solu¢ao com todas as entradas iguais a 1. O critério de parada utilizado
foi quando a norma dois do residuo relativo ficou menor que 107%. Os autores concluiram
que, embora o RIF fosse mais custoso que os outros precondicionadores, os resultados
numéricos indicaram que, em muitas vezes, o RIF obteve melhores taxas de convergéncia
e maior estabilidade em relacao a quebra, dependendo do valor de descarte utilizado. Na

Tabela 6 exibimos um resumo das principais caracteristicas deste trabalho.

Quadro Resumitivo

Autores e Ano Benzi e Tuma - 2003

Entrada Matriz esparsa A nao simétrica e nao singular
Saidas L.U e D tais que LDU =~ A.
Robustez Matrizes SPD

Na Literatura

Método iterativo | CGLS

Descartes Tolerancia (normalmente entre 0,1 ¢ 0,5)

Escalamento Jacobi

Reordenamento | MMD

Tabela 6 RIF

2.7 ISAINV

Em 2004, Seiji Fujino e Yusuki Tkeda apresentaram o ISAINV (“Improved Stabi-
lized AINV”), em [36] para matrizes SPD. Eles se basearam na versao right-looking do
SAINV, porém a diferenca seria a utilizacao de uma dupla estratégia de descarte. Antes

. —1 ~ . . .
de serem feitos descartes nas entradas dos vetores zj(»l ) por tolerancia fixa 71, primeira-
(-1
7

| através de uma tolerancia 7. Caso | L— |< 7,
X3

r;ifl)
di;

mente era avaliado o valor de |

(@)

7 ~ . . . . ~ .
o vetor z;° nao seria atualizado. Caso contrdrio, a atualizagao do vetor era feita como

no SAINV e, entao, seriam aplicados os descartes nas entradas de zj(-i)

. Este processo de
(i-1)
T

duplo descarte pode ser visto no Algoritmo 9, aplicando o descarte na linha 6 em -
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(j& que estamos lidando com o caso simétrico). Eles sugeriram essa mesma estratégia de
duplo descarte para o RIF, chamando o método de IRIF (”Improved RIF”).

Nos testes, os valores das tolerancias variaram de 0,01 até 0,75. Eles utilizaram o
escalamento Jacobi. Foram comparados os precondicionadores gerados pelo SAINV, RIF,
ISANV e IRIF para o método CG. O lado direito foi calculado usando o vetor solugao
com todas as entradas iguais a 1 ou um vetor realistico. O critério de parada utilizado foi
quando a norma dois do residuo relativo ficou menor que 107%. Os autores concluiram que
a estratégia de descarte duplo funcionou bem para matrizes obtidas de uma ampla gama
de aplicagoes, com melhor desempenho em relacao ao SAINV e ao RIF. Eles também
pontuaram que utilizaram apenas uma maquina para a para os testes, ressaltando que
as comparacoes poderiam ser fortemente influenciadas pela plataforma de computacao
utilizada. Porém, eles destacaram a melhora de desempenho com a estratégia de descarte
duplo se comparada, pelo menos, com outras estratégias de descarte. Na Tabela 7 exibimos

um resumo das principais caracteristicas deste trabalho.

Quadro Resumitivo

Autores e Ano Fujino e Ikeda. - 2004

Entrada Matriz esparsa A SPD
Saidas Z e D tais que ZD7'ZT ~ A7L.
Robustez Matrizes SPD

Na Literatura

Método iterativo | CG

Descartes Descarte duplo
Escalamento Jacobi
Reordenamento | —

Tabela 7 ISAINV

2.8 SAINV-VAR

O SAINV-VAR (“SAINV Variety”) foi elaborado por Rafiei e Toutounian em [59],

em 2008, para ser aplicado em quaisquer matrizes positivas definidas. Eles se basearam
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na versao right-looking do SAINV e nas relagoes dos fatores Z, W com os fatores L e U

de A. A ideia proposta é utilizar o SAINV para produzir as aproximacoes das matrizes
T]('ifl)
di;

W, U e D. A aproximagao de U é obtida através da igualdade u;; = (equacao (10)),

ou seja, utilizando os multiplicadores gerados o algoritmo. Além disso, os multiplicadores
TJ(-FD seriam calculados como rj(-ifl) = ay— St sgkfl) uk; (equagao (17)). Dessa forma,
nao seria necessaria a utilizacao de Z para calcula-los. O algoritmo é feito tomando como
base o Algoritmo 1, mas reescrevendo o lago “para”’do j pelo laco mostrado no Algoritmo
5, excluindo-se a linha 4 (as entradas da aproximagao de L néo sao calculadas). Os pivos
sao calculados como no SAINV.

Para achar a aproximacao de Z, foi feita a aproximacao da inversa de U, pois

Z = U~L. Para isso, eles fizeram uso do trucamento da série de Neumman de grau I:

Zy=1+F+F*+F+ .. +F (27)

onde F' = I — U e [ é a identidade. Por meio de (27) e do método de Horner [40],
obtemos a inversa aproximada A~' ~ ZD7'W,.. No trabalho, foi escolhido [ = 4. A
principal vantagem do algoritmo seria evitar aplicar a conjugacao em A’ calculando a
aproximacao de Z apenas apds o processo, a partir de U.

Os descartes foram feitos nas entradas dos vetores de W, em U e, posteriormente,
em /Z, utilizando tolerancias fixas dadas por 7, = 0,001, 7, = 0,001 e 73 = 0,01, res-
pectivamente. Os testes numéricos compararam o desempenho de SAINV-VAR com o
SAINV (adaptado para matrizes nao simétricas, ou seja, sendo equivalente ao AINV-NS
mas utilizando d;; = 2] Az; para o calculo dos pivos) para os métodos QMR, BIGSTAB e
GMRES(10). O lado direito foi calculado usando o vetor solugao com todas as entradas
iguais a 1. O critério de parada utilizado foi quando a norma dois do residuo ficou menor
que 107%. Os autores concluiram nos testes que o SAINV-VAR foi eficaz na reducao do
nimero de iteragoes, além de ter sido mais esparso e mais barato (tanto nos custos de
construgao quanto nos custos totais) do que o SAINV. Na Tabela 8 exibimos um resumo

das principais caracteristicas deste trabalho.



49

Quadro Resumitivo

Autores e Ano Rafiei e Toutonian - 2008

Entrada Matriz esparsa A NSPD

Saidas UW e D tais que U 'D'WT ~ A7
aonde U~! é estimado pela série de New-

mann: U, ' =1+ (I -U)+...+ ([ - U)"

Robustez Matrizes NSPD

Na Literatura

Método iterativo | QMR, BICSTAB e GMRES(10)

Descartes Tolerancia (entre 0,001 e 0,01)

Escalamento —

Reordenamento | —

Tabela 8 SAINV-VAR

2.9 FFAPINV

Em 2010, Salkuyeh propos um algoritmo em [66], baseado no de Lee e Zhang [49].
denominado FFAPINV (“Forward Factored Approximate Inverse”). O FFAPINV pode
ser utilizado em qualquer matriz nao singular e tem como base a versao left-looking do

AINV-NS. A diferenca é que os multiplicadores sao calculados utilizando as equagoes

rj(-ifl) = wl Ae; e sgifl) = 2] ATe; (equagdes (12) e (14)). Ou seja, dado o Algoritmo 2,

as linhas 6 e 7 sdo substituidas pelas equagoes (12) e (14), respectivamente. O célculo do
pivo ¢ feito como dj; = ijAzj se A nao for positiva definida. Se ela for positiva definida,
entao d;; = Az; se Az; for diferente de zero. Caso contrario, d;; = 2] Az; (equagao (21)),
garantindo que o algoritmo nao quebre para qualquer matriz positiva definida. Salkuyeh
também mostrou em um trabalho anterior [67] que, sem considerar os descartes, o AINV

e o FFAPINV sao matematicamente equivalentes.

(i—1) (i—1)
Yo . . T S
A estratégia de descarte foi aplicada em duas partes. Caso, | L— |< 7e | -~

di;
7, para uma dada tolerancia 7 entdo as atualizacoes de z]@ e w](;)

eram efetuadas. A segunda estratégia foi feita nos vetores zj@ e wj(-i), desconsiderando

|<

nas linhas 8 e 9 nao
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as entradas cujo valor absoluto fossem menores que 7. O valor de tolerancia utilizado
foi 7 = 0,1. Nos testes, foram comparados os precondicionadores FFAPINV, SAINV
(adaptado para matrizes nao simétricas, ou seja, sendo equivalente ao AINV-NS mas
utilizando dy; = 2! Az; para o calculo dos pivos) e SAINV-VAR para o solver GMRES.
O lado direito era construido com a solucao sendo o vetor com entradas iguais a 1. O
critério de parada foi de 107! para a norma dois do residuo ou se o niimero maximo de
1000 iteragoes foi atingido. Os autores concluiram que o FFAPINV foi eficaz na melhora
do ntmero de iteragoes e do tempo total total de CPU para atingir a convergéncia. Eles
também ressaltaram que o FFAPINV obteve melhores resultados que o SAINV e SAINV-

VAR. Na Tabela 9 exibimos um resumo das principais caracteristicas deste trabalho.

Quadro Resumitivo

Autores e Ano Salkuyeh - 2010

Entrada Matriz esparsa A NSPD
Saidas Z,W e D tais que ZD'WT ~ A7L,
Robustez Matrizes NSPD

Na Literatura

Método iterativo | GMRES

Descartes Descarte duplo (no valor de 0, 1)

Escalamento -

Reordenamento | —

Tabela 9 FFAPINV

2.10 RIF-NS

Em 2011, Rafiei e Bollhofer propuseram o RIF-NS (“Nonsymetryc RIF”), em [60],
que utiliza o AINV para encontrar aproximacoes dos fatores LDU de qualquer matriz nao
singular. Eles apontam que a vantagem de se utilizar o RIF-NS reside no fato dele ser
nao quebrar se a matriz for positiva definida. Nesse caso, o pivo seria calculado como em
(20).

Primeiramente, eles tratam da sua versao right-looking que é baseada no AINV
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right-looking. A ideia é calcular as matrizes W e D utilizando o processo de biconjugacao,

S(.i_l) 7‘(‘i—l) 5
e as matrizes L e U por meio das férmulas ;; = 4 — e u;; = ~—— (equacoes (11) e (10)),

dii dii
com j > i. O célculo de sy_l) é feito da foma usual como ciij(?‘” (linha 7 do Algoritmo

(i=1)

1). Porém, os multiplicadores rji_ sao calculados como (ver equagao (17)):

i—1 i—1
(-1 _ (-1 _ (k=1),
rp =Ty =y — E 5, Ugj = Qij — E Likpr ;-
k=1 k=1

Portanto, para achar os multiplicadores 7"](-’;1) e, consequentemente encontrar U, necessita-
se apenas nos valores das entradas de A e das entradas de L e U previamente calculados.
Ou seja, nao é preciso calcular Z para se obter os multiplicadores, evitando, assim, tra-
balhar com A”. Desta forma, a cada iteracao i, sao encontradas a i-ésima coluna de W,
a i-ésima coluna de L e a i-ésima linha de U. Este processo é observado no Algoritmo 5.

Como estratégia de descarte, Rafiei e Bollhofer usam um mesmo parametro ey

para L e W e um parametro ey para U, tais que wy;, [;; e u;; sao descartados, caso

|wlj| < ELw, (28)
Lillled L7 loo < rw, (29)
Juij|lef U0 < ev, (30)

onde wy; é a entrada [ do vetor w; na iteragdo 4, com 1 <1 < i < j < n. As relacoes (29)
e (30) sao obtidas afim de se preservar informagoes das inversas de L e U, importantes
para a qualidade do precondicionador. Mas, como nao se tem as inversas dessas matrizes

e W = LT sem os descartes, entao eles sugeriram adaptar a relagao (29) para

il lwillse < erw, (31)

ja que [willeo = |L7Te]|oo = [lef L7 |oo. Desta forma, a condigao (31) pode ser utilizada,
a cada iteracao, no descarte das entradas de L. Como as entradas de Z nao sao calculadas
no algoritmo, eles utilizam um método alternativo (ver [60]) que estima o valor aproximado
de ||eUY| o, necessitando das linhas de U. Esse método é rodado paralelamente ao RIF-
NS a fim de se aplicar o descarte nas entradas de U a cada iteragao. Na versao left-looking,

a ideia é semelhante, porém com alguns ajustes em relacao aos indices.
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Nos testes foram comparados RIF-NS right-looking, RIF-NS left-looking, AINV
left-looking e ILUT para os métodos BICGSTAB, GMRES(30) e TFQMR [34]. Foram
feitos escalamento NSSM (ver [60]) e reordenamento MNLD. O valor inicial nos testes
foi o vetor nulo e lado direito foi b, onde b = Ae, sendo e um vetor com estradas iguais
a 1. O critério de parada utilizado foi quando a norma dois do residuo relativo ficou
menor que 1071 Os autores concluiram que a versao left-looking do RIF-NS, na maioria
dos testes, obteve menores tempos totais e fizeram convergir o método de Krylov com
menor numero de iteragoes do que o AINV. J4 o ILUT, na maioria dos testes, obteve
menores tempos totais e menores nimero de iteracoes do que o RIF-NS. Portanto, eles
concluiram que a versao left-looking do RIF-NS obteve melhores resultados que o AINV,
porém resultados um pouco inferiores que o ILUT. Na Tabela 10 exibimos um resumo das

principais caracteristicas deste trabalho.

Quadro Resumitivo

Autores e Ano Rafiei e Bollhofer - 2011

Entrada Matriz esparsa A nao simétricas e nao singu-
lares

Saidas L,U e D tais que LDU =~ A.

Robustez Matrizes NSPD

Na Literatura

Método iterativo | BICGSTAB, GMRES(30) e TFQMR

Descartes Tolerancia em Z, W, L e U

Escalamento NSSM

Reordenamento | MLND

Tabela 10 RIF-NS

2.11 RIFP

Em 2012, Rafiei propos o RIFP (“RIF with pivoting”) em [61], que é uma adaptacao
do processo de pivoteamento do AINVP para o RIF. Ele é proposto para quaisquer matriz

nao singular. O pivoteamento é feito de maneira analoga a descrita na Segao 2.5, porém
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também sao executadas permutacoes nos elementos doa fatores L e U de A.

Aqui comentamos, de forma generalizada, o processo de pivoteamento utilizado. A
(i—1)

i

nao atender a condigao de pivoteamento e tiver de ser permutado
1)

cada iteracao i, se s
com o multiplicador s,(j_ , entao, além de serem permutadas as colunas ¢ e k de W — [
e as linhas i e k de II, também devem ser permutadas as linhas de L — I (linha 8 até
(i-1)

11). Da mesma forma, se r, nao atender a condicao de pivoteamento e tiver que ser

permutado com o multiplicador r,g_l), entao, além de serem permutadas as colunas i e k
de Z — I e de ¥, também devem ser permutadas as colunas de U — I (linha 14 até 17).
Ao final do processo de pivoteamento, sao calculadas as entradas de L e U através das
equagoes (11) e (10) (linhas 22 e 23), respectivamente, e atualizados os vetores de Z e
W (linhas 25 e 26). Depois, sao efetuadas estratégias de descartes nesses valores (linhas
24 e 27). O algoritmo produz a fatoragao IIAY ~ LDU. Podemos observar o RIFP no
Algoritmo 12.

Nos testes numéricos, os valores escolhidos para « foram de a = 0,1, a = 0,4,
a = 0,7 e a = 1. Os descartes foram feitos por magnitude usando tolerancias de
7 = 0,1. Eles compararam com RIFP com a versao right-looking do RIF para para
os métodos GMRES(30), BICGSTAB e TFQMR. Em todos os testes, o lado direito foi
construido com o vetor solugao tendo todas as entradas iguais a 1. O critério de parada
foi de 1078 para a norma do residuo relativo ou quando o método atingiu um méximo de
5000 iteracoes. Eles utilizaram reordenamento MMD. Os autores concluiram que o RIFP
obteve bons resultados ao diminuir o nimero de iteragoes dos métodos de Krylov. Eles
também ressaltaram que o valor de e = 0, 1 melhorou a qualidade dos precondicionadores,
se comparado a outros valores de a. Na Tabela 11 exibimos um resumo das principais

caracteristicas deste trabalho.
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Quadro Resumitivo

Autores e Ano Rafiei - 2012

Entrada Matriz esparsa A nao simétrica e nao singular
Saidas I1,>%, L,U e D tais que LDU =~ [1AX..
Robustez -

Na Literatura

Método iterativo | GMRES(30), BICGSTAB ¢ TFQMR

Descartes Tolerancia (normalmente 0,1)

Escalamento -

Reordenamento | MMD

Tabela 11 RIFP

2.12 LLAINVP

Em 2014, Rafiei propds o LLAINVP (“Left Looking Version of AINV with Pivo-
ting”) para quaisquer matrizes nao singulares, em [62]. Baseado no trabalho de Bollhofer
e Saad [20], que aplica estratégia de pivoteamento completo na versao right-looking do
AINV, ele sugere também o pivoteamento completo, s6 que na versao left-looking. Assim
como no AINVP, a estratégia é baseada no pivoteamento completo da versao eliminacao
gaussiana com ordem LJK [63].

Aqui comentamos, de forma generalizada, o processo de pivoteamento completo
para o AINV left-looking. O processo é andlogo ao AINVP, (descrito na Secao 2.5), cuja
ideia é permutar o pivo 7;(s;) com outro multiplicador Tj(k)(sﬁ-k))(i < k < n) calculado
a cada iteragao, para atender determinada condicao. Para preservar a consisténcia do
método, deve-se também reordenar as linhas e colunas de A e as colunas de Z — I e
W — I. Para realizar as permutacoes em A, sao utilizadas matrizes permutacao Il e X,
que no inicio sao dadas como a identidade I. Mas apesar de o processo ser analogo,
existem algumas diferencas, inerentes ao fato de se trabalhar com a versao left-looking.

(-1) (n)

Uma delas é o célculo dos multiplicadores s;” ", ...;s;”". Na versao right-looking, esse

calculo se da através de IIAY e dos vetores de W e Z da iteragdao anterior. Porém, na
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versao left-looking, esses vetores ainda nao foram calculados. Entao utiliza-se a férmula

sz(j*l) = eiT(HAZ)zJ(-jfl), (7 < 1) (equagao (14)) para achar tais valores. Para isso, os

1 i—1)  ~ . : . .
vetores zj(» ), ey z](Az ) sido previamente atualizados, como no Algoritmo 2. Outra diferenca,

é que as colunas j e k de W — I nao sao diretamente permutadas, ja que a coluna k de

](-1), ...,w(.jfl) sao

W ainda nao foi calculada. Portanto, para que isso ocorra, os vetores w ;

atualizados como no Algoritmo 2 depois de se fazer as permutagoes dos multiplicadores
e das linhas de A. Essas diferencas também valem para os multiplicadores r](-j _1), ey 7’](.")
e a matriz Z. O algoritmo produz a fatoracio (IAYX)™! ~ ZD7'W7T. O LLAINVP ¢

executado como no Algoritmo 13.

Abaixo explicamos, de forma geral, as etapas do Algoritmo 13 a cada iteragao j:

(1) -1

e Sao atualizados os vetores z; 7, ..., 2; como no Algoritmo 2 e é aplicada estratégia
de descarte (linhas 7 e 8).
e Sao obtidos valores de sg-j_l), .., 87V através da equacao sl(j_l) = eZT(HAZ)Z](j_l), (j >

i) (se nao for a primeira iterac¢do, entao sy*l) = r](-jfl)) (linha 9 até 14).

i1 i1 .o~ . A
e Caso |s§] )| < e MaXy>it1 |sq(7]l )| (condigao de pivoteamento), para um parametro

(-1 (G-

. ~ 1 , . ~
Assim, sao permutados os elementos s; e sy ). Além disso, sao permutadas as

linhas i e k de II (linha 15 até 20).

(1) G-1

e Sao atualizados os vetores w; ’, ..., w; como no Algoritmo 2 e é aplicada estratégia
de descarte (linhas 25 até 26).
e I feito rj(-j pr g sgj Y ¢ sdo obtidos valores de r](-i_ll), ...,Tﬁlj Y através da equagao

0D (w(.j_l))T(HAE)eiT, (7 > 1) (linha 27 até 28).

z J

—1 —1 . o~ . A
e Caso |r](-] )| < O MAX,;>i4+1 Ir$~ Y| (condicdo de pivoteamento), para um parametro

a € (0, 1] escolhido previamente, entao é escolhido k, tal que |7",ij - | = max,,>;1 r=Y

. ~ i—1 i—1 P ~
Assim, sao permutados os elementos rj(-j ) e r,gj ). Além disso, sao permutadas as

colunas i ¢ k de ¥ (linha 30 até 34).

PN 1—1 .
e Se o pivo rj(-J ) for permutado (e, consequentemente, as linhas e colunas das ma-

® G- G- G-

trizes), entao os vetores z 52 e os valores 5; devem ser re-

W
G-1)

calculados e novamente aplicada a condigao de pivoteamento a s; De forma

a € (0, 1] escolhido previamente, entao é selecionado k, tal que \s,(j 71)] = MaX;,>j11 \3%71)|.
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G (1) (G-1)

. (-1 .
andloga, se 0 pivo s; ) for permutado, entao os vetores w; ', ..., w; e os valores
i1 i—1 . .~ .
ri ), e 7™ devem ser recalculados e novamente aplicada a condicao de pivote-

J

i—1 . . -~ .
amento a 7"](-] ). Esse processo ¢ executado até que a condicao de pivoteamento
seja totalmente atendida (isso é feito utilizando as varidveis booleanas satisfied_r e

satisfied_s).

Observemos que o algoritmo é executado na matriz [IAY e, dessa forma, a inversa
aproximada fica como (ITAX)™! ~ ZD'W7. E enfatizado que a principal motivacao
do uso de pivoteamento é evitar o aparecimento de pivos nulos ou de baixa magnitude
durante o algoritmo, contribuindo para que as entradas de Z e W nao sejam muito
grandes, melhorando a qualidade do precondicionador. Porém, o processo de construgao
do precondicionador é mais complexo que o AINV original, sendo interessante no uso de
problemas dificeis que quebram na fase de construcao do precondicionador ou que nao
convergem.

A estratégia de descarte foi feita em relagao as entradas dos vetores w; e z; por
tolerancia fixa variando entre 0,1 e 0,01. O parametro o também variou entre os valores
0,1, 0,5, 0,8 e 1. Os resultados foram comparados com o AINV left-looking e os pre-
condicionadores usados para os métodos BICGSTAB e TFQMR. O lado direito utilizado
foi construido utilizando o vetor solugao com todas as entradas iguais a 1. O critério
de parada foi de 1078 para a norma do residuo relativo ou quando o método atingiu um
maximo de 5000 iteracoes. Foi utilizado ordenamento MNLD. Os autores concluiram que
quando a tolerancia foi de 0,1 os testes com o LLAINVP obteve melhores resultados no
uso dos métodos iterativos quando o = 0,1. Ja quando a tolerancia de descarte foi de
0,01 os testes nao indicaram a melhor escolha para . Eles também ressaltaram que os
resultados do LLAINVP sem o MNLD nao foram melhores do que utilizando o MNLD,
no intuito de diminuir o niimero de iteragoes do método iterativo. Na Tabela 12 exibimos

um resumo das principais caracteristicas deste trabalho.
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Quadro Resumitivo

Autores e Ano Rafiei - 2014

Entrada Matriz esparsa A nao simétricas e nao singu-
lares

Safdas ZWILY e D tais que ZD7'WT =
(IMAX) L.

Robustez -

Na Literatura

Método iterativo | BICGSTAB e TFQMR

Descartes Tolerancia (entre 0,01 e 0,1)

Escalamento —

Reordenamento | MNLD

Tabela 12 LLAINVP

2.13 Classificacao do AINV

Apos as andlises e reflexdes sobre o Algoritmo de Inversa Aproximada, nds agrupa-
mos as suas diversas variacoes encontradas na literatura em quatro classes. Essa separacao
dos Algoritmos em classes foi percebida, principalmente, durante a implementacao dos
mesmos na linguagem C++ e leva em consideracao elementos como: armazenamentos do
Algoritmo, uso de meméria compartilhada e a forma como alguns calculos sao efetuados.
Esperamos com a presente secao clarificar as proximidades e diferencas entre as versoes
do Algoritmo de Inversa Aproximada e estabelecer estruturas gerais sobre as quais os
Algoritmos serao considerados casos especiais.

As quatro classes gerais de Algoritmos de Inversa Aproximada encontradas na
literatura sao: Classe AINV, Classe FFAPINV, Classe AINV-LU e Classe Pivoteamento.

Nas subsecoes a seguir exploraremos os aspectos de cada uma dessas classes.
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2.13.1 Classe AINV

Essa classe é formada pelas variagoes: AINV, AINV-NS, SAINV e ISAINV. Elas
tém como base o Algoritmo 1. Nelas, os vetores de Z e W sao atualizados da mesma
maneira, como apresentado neste algoritmo. Elas diferenciam-se apenas nos seguintes

aspectos:

e Simetria - Dentre as quatro variacoes somente o AINV-NS serve para matrizes
nao simétricas, operando exatamente como no Algoritmo 1. Ja o AINV, SAINV
e ISAINV sao abordados apenas para matrizes simétricas, excluindo-se entao todos

os passos relativos aos cdlculos de W (ja que, nesse caso Z = W).

e Calculo do pivo - O AINV e AINV-NS foram propostos calculando-se o pivo da forma
exibida no Algoritmo 1. J4 o SAINV e ISAINV calculam o pivo como dy; = 2z} Az,

garantindo ser livre de quebra para matrizes SPD.

e Estratégia de descarte - Os descartes no AINV, AINV-NS e SAINV foram efetuados

(i—1) (i-1)

nas entradas dos vetores ij’— e w; ', a cada iteragao. Ja o ISAINV aplica o

descarte duplo, sendo esse o seu diferencial. Mais precisamente, antes de calcular

, (i-1)
-1 . . , . T
as entradas dos vetores z](-l ), primeiramente ¢ avaliado o valor de |-~
17
(1)

| através de
(=1

A~ . . 17
uma tolerancia 7. Caso | 4— |< 7y, 0 vetor z;
17

nao é atualizado. Caso contrario, a

atualizacao é feita como no SAINV e, entao, sao aplicados os descartes nas entradas

2.13.2 Classe FFAPINV

A classe FFAPINV ¢é formada pelas variagoes SAINV-NS e FFAPINV e se di-
ferencia da classe AINV na forma como os multiplicadores sao calculados, interferindo
principalmente no nivel de memoria compartilhada necessaria a cada iteracao.

Estruturado unicamente para matrizes nao simétricas, a classe FFAPINV utiliza

expressoes alternativas para o calculo dos multiplicadores de Z e W: a diferenca é que os
(i-1)

multiplicadores sao calculados utilizando as equagoes 7; = 2!

(i-1) T AT
j 4 A 6],

— T Ab.
=w; Aej e s
ou seja, para o calculo dos multiplicadores de Z serd necessario acessar os vetores colunas

de W e, reciprocamente, para o calculo dos multiplicadores de W sera necesséario acessar
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as colunas da matriz Z. Essa estrutura forca um menor grau de paralelismo uma vez que
nao ha como calcular Z e W separadamente como na classe AINV.
O SAINV-NS e o FFAPINV calculam os multiplicadores da forma descrita, diferenciam-

se apenas em alguns aspectos. Sao eles:

e (élculo do pivo - No SAINV-NS este calculo ¢ feito como dj; = ijAzj. Ja no
FFAPINV, o pivo é calculado da mesma forma que o SAINV-NS se a matriz nao for
positiva definida. Caso seja positiva definida, entao dj; = Az;, se Az; for diferente
de zero, ou dj; = z]TAzj, Az; for igual a zero. Isso garante que o algoritmo nao

quebre para matrizes positivas definidas.

o Estratégia de descarte - O FFAPINV faz o descarte duplo (o mesmo feito pelo

ISAINV), ou seja, quando atualiza os vetores coluna de Z e W, o FFAPINV primeiro
(i-1) G- :
T Ex (@)

avalia a magnitude de ~— e ~-— para decidir se vai atualizar os vetores z;" e

(@)
di; di; w

70
respectivamente. Caso os tenha atualizado, utiliza o descarte por tolerancia em suas

entradas. Ja o SAINV-NS fornece a opcao de se efetuar descarte em nas entradas

(i-1) (1) . .
e S . ~
dos vetores z;-— e w;=— durante a atualiza¢do em zj(»l) e wy)
(%) (@)

- . i
sao feitos descartes em z; ew;’ .

e, posteriormente,

2.13.3 Classe AINV-LU

A classe AINV-LU ¢ formada pelas variagoes RIF, RIF-NS e SAINV-VAR. O ponto
central da classe AINV-LU é o computo dos fatores LU de A utilizando-se do AINV
como meio para o calculo. Esse cédlculo é possivel, pelas relagoes (10) e (11) exibidas e
demonstradas na Secao 1.2. Essa escolha em armazenar as entradas de L e U pode ter
como objetivo calcular uma fatoracao ILU ou para obter uma forma alternativa no calculo
dos fatores Z e W do algoritmo da inversa aproximada.

As trés variagdes nao quebram para matrizes positivas definidas por utilizarem a

relagdo (20). Elas se diferenciam apenas em alguns aspectos, sendo os principais deles:

e Simetria - o RIF é proposto para matrizes simétricas e o RIF-NS e SAINV-VAR

para matrizes nao simétricas.

e Matrizes produzidas - O RIF e RIF-NS fornecem os fatores da aproximacao da

matriz A, sendo eles as matrizes L e D no primeiro caso e L, D e U no segundo caso.
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Ja 0o SAINV-VAR computa os fatores da inversa aproximada de A. Primeiramente o
algoritmo fornece as matrizes W, D e U e depois o Z é obtido através da aproximagao
de U1 pelo somatério de Neumann. Vejamos que, basicamente, a tinica diferenca
entre o SAINV-VAR e o RIF-NS sao os elementos guardados durante do algoritmo.
No SAINV-VAR sao guardados os vetores de W e os elementos de U e D, enquanto

NG

as entradas de L (que correspondem a -5—) sao descartadas. Ja no RIF-NS, os

elementos de L, U e D que sao armazenados até o final, descartando-se os vetores

de W.

2.13.4 Classe Pivoteamento

A classe Pivoteamento é formada pelas variagoes AINVP, RIFP e LLAINVP, sendo
a principal caracteristica dessa classe o uso de pivoteamento completo durante a execucao
do AINV. A implementacao de um pivoteamento completo no contexto do AINV possui
algumas caracteristicas préprias: considere que A seja uma matriz quadrada de ordem n
e nao singular e nao simétrica. Em primeiro lugar, o uso de memoria no computo de Z
e W deve ser compartilhada, ja que a busca pelo maior pivo se dard nos multiplicadores
tanto de Z quanto de W, o que impede que ambos os fatores sejam calculados paralela-
mente. Outra caracteristica importante sobre o uso de pivoteamento é que ele busca obter
precondicionadores com maior qualidade e evitar a quebra, sendo testado na literatura
para problemas aonde o AINV sem pivoteamento obteve sérios problemas de desempenho.
Essa ultima caracteristica esta relacionada e é analoga ao pivoteamento no contexto da
fatoragao LU e tenta justificar seu aumento de custo.

Os trés métodos sao aplicados para quaisquer matrizes quadradas nao singulares.

As suas principais diferencas sao:

e Right ou left-looking - O AINVP e RIFP sao apresentados na versao right-looking do
AINV, jd o LLAINVP é mostrado na versao left-looking. Essa é a principal diferenca
entre o AINVP e o LLAINVP, ja que a estrutura do algoritmo com pivoteamento
na versao left-looking é bastante diferente devido algumas peculiaridades explicadas

com mais detalhes na Secao 2.12.

e Matrizes produzidas - O AINVP e LLAINVP produzem os fatores Z, D e W da
inversa aproximada de IIAY. Ja o RIFP produz os fatores L, D e U de I1AX
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aproximados, utilizando o AINVP como base, mas computando L e U através das
férmulas (10) e (11). Além disso, também sao efetuadas permutagoes em L e U

para manter a consisténcia do algoritmo (mais detalhes na Segao 2.11).



Algoritmo 12: RIFP

Dados: matriz A n x n nao singular

I%e)sul(t?doz L, D, e U tais que [IAYX ~ LDU
0 (0

12w, e, t=1...,n;
2 [I=X=L=U=1,;
3 Tolerancia a € (0, 1];
4 parai < 1 até n faga
5 satisfied_s =Falso, satisfied_r =False;
6 enquanto ndo satisfied_s faga
i1 i1 i-1) .
7 3§- ),: (w§ ))T(HAE)ZZ-( . )] > i
8 if sV < amazmsis|ss | then
9 satisfied_r =False;
10 Escolher £ tal que ]3,(;'71)\ = MaX;;>i+1 \sgfl)];
11 Permutar as colunas ¢ and k de W — I, as linhas i e k de L — I e de
IT e os elementos sgi_l) e s,(f_l);
12 satisfied_s =Verdadeiro;
13 ri=t = (w(i_l))T(HAZ)z(i_l) | > i
i W i J=h
14 se |r'™| < amaxysic |rh V| entdo
15 satisfied_s =Falso;
16 Escolher £ tal que ]r,iifl)\ = mawmziﬂln(,i*l)k
17 Permutar as colunas i e k de Z — I, U — I e de X e os elementos
(i-1) (i-1),
r; ery
18 | satisfied_r =Verdadeiro;
19 di; = Tgifl) ou sl(»i*l);
20 z = zfz_l); w; = wz(z_l);
21 para j < i+ 1 até n faga
S=D)
22 Ugj = ==
(1—21)
o= d
23 lii = p
24 Aplicar estratégia de descarte em u;; e w;;
A , (i-1)
(@) (i-1) .
25 20— % — 2 in ,)
. , s_i—l
26 wl? WY
27 Aplicar estratégia de descarte em zy) e w]@.

28 D« diag(p17p27"'7pn)7 L« [l]l] e U« [ul]]




Algoritmo 13: LLAINVP

Dados: matriz A n X n nao singular
Resultado: Z, W e D tais que (ITAX) ' =~ ZD'WT

1 II =¥ = I,,;Tolerancia « € (0, 1];
2 para j < 1 até n faga
3 m; = n; = iter = 0; satisfied_s = Falso, satisfied_r = Falso;
4 enquanto nao satisfied _s faca
5 zi(o) = e;; iter = iter + 1;
6 parai < 1 até j — 1 faga
4 : , ) G
i—1 i—1 7 i—1 —1)7;
7 rj(- ) — eiT(HAE)zJ(» ); z](-) «— z](- ) _ zj(-j )rzj*”;
8 | Aplicar estratégia de descarte em z](i_l);
9 se iter = 1 entao
10 U — e-(HAZ)z(.jfl)'
j J i
11 senao
12 L sg-jfl) = réjfl);
13 parai < j+ 1 até n faga
14 t sgj_l) e] (ITAY) z; G=1)
15 se |s(j_1)| < maXy,>j+1 |sni'_1)| entao
16 m; =m; + 1; 7r( )—In,
17 satisfied r —Falso
18 Escolher £ tal que ]3,(371)\ = MaX;,>j41 ]sfﬂfl)\;
19 Permutar as linhas j e k£ de W%j_l) e os elementos sgj e s](j 1),
20 | 1= 7T7(72L] 1)H,
21 satisfied_s =Verdadeiro;
22 se nao satisfied_r entao
23 wz@ =e;;
24 parai < 1 até j — 1 faga
, , 4 NN CESY)
1—1 i—1 7 i—1 —1) S,
25 sg- ) — (HAZ) (=), w](.) — wj(- ) _ w](.J )sf_j_l);
. J
26 Aplicar estratégia de descarte em w§z_1);
27 r](-j_l) = sg-j_l);
28 para: < j+ 1 até n faga
29 t ri=h = w(j_l)(HAE)e»
% - % )
30 se ]r(-jfl)] < a max \r(j’l)\ entao
m>j+
31 t n; =mn;+1; O'(] 1) = I,,; satisfied_s = Falso;
32 Escolher £ tal que |rk )| = Ir>1aj_<1|7“ =1,
33 Permutar as linhas j e k de anj Y ¢ os elementos rj(-j Y and Ty U= 1),
34 Y= ZO‘(J 1),
35 B satlsﬁed,r =Verdadeiro;
36 | dj; = sg.j*l); zj = zj(j 1), w; = wj(-jfl);

37 D <« diag(dy1,dag, ...;dpp), Z < (21, 22, oy 2n), and W < (wy, wy, ..., wy,)
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3 COMPLEXIDADE DO AINV

Neste capitulo vamos estudar a complexidade do algoritmo de Inversa Aproximada.
Iremos com esse estudo verificar que, sem a existéncia de descarte, o algoritmo ¢é inviavel.
Nas se¢oes seguintes verificaremos como modificar a ordem da complexidade com algu-
mas escolhas computacionais. Comecaremos fazendo essa andlise para o algoritmo de
A-conjugacao aplicado a matrizes simétricas, sem levar o descarte em consideragao. Pri-
meiramente, consideremos os seguintes pressupostos: A é uma matriz n X n, simétrica, nao
singular, aonde n é grande. Quanto a complexidade, o AINV possui dois momentos-chave:
as atualizacoes da matriz Z e o calculo do pivo.

A versao right-looking (a versao left-looking possui a mesma complexidade) calcula,

0 o _

na i-ésima iteragao, as colunas de Z do seguinte modo: z;” < z;” — 2z;-5— aonde 1 <
17

i <n, 1 <j<n, comi<j. Vamos analisar trecho a trecho, fixado j. Primeiramente,

(-1, T _(i-1)

é tal que nnz(z](-i_l)) = 4, lembrando que sua j-

analisemos o calculo do multiplicador r Para fazer o produto interno
T (i—1

i—1
a;_12; ) devemos observar que zy )
ésima entrada é 1. Assim, sao necessarios ¢ produtos e ¢ — 1 somas, totalizando 2 — 1
~ (=D , C e~ . ~ ~ ,
operagoes. Temos que ~5— ¢ uma divisao, sendo igual, entao, a 1 operagao. Ja para
(7‘71) 17
T

fazer z;-2 devemos notar que o vetor resultante é calculado através de um produto de
v odi

um vetor por um escalar. O vetor z; tem preenchimento igual a i, o que implica que sao

. (i-1)
s, . . . 7 T ~ ;. .
necessarios ¢ produtos. Finalmente, para realizar z](-) — 2;~.— a0 necessarias ¢ somas.
17
(1)

Ao todo, o custo de produgao de z;”, representado por C’(z](-i)), vale C(z](-i)) = 44.

Na i-ésima iteracao, n — ¢ colunas sao atualizadas, o que faria que o custo por
iteragao seja igual a (44)(n —i) = —44? + 4ni. Assim, considerando as n iteragoes, o custo

do algoritmo para produzir Z é:

n

En: —4i% 4 dni = —4 En: i+ (4n) ) . (32)
=1 i=1

=1

Simplificando (32) chegamos a:
2n3  2n

3 3
Desta forma, o algoritmo, sem o célculo do pivo, tem ordem n?.
- A T ~ ~ . .
Quanto ao pivo d;; = a; z;, na sua construcdo sao executados ¢ produtos (preenchi-

mento de Z) e i — 1 somas. Assim, para produzir d;; teremos um custo de 2i — 1 operagoes.
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Assim, o custo total da producao da matriz D sera:

que também ¢é de ordem n? do sistema. Concluimos que o custo total do algoritmo de
A-conjugagao é:

2n3 9 2n

— +tn" - —.

3 3
Quanto a versao livre de quebra para matrizes simétricas positivas definidas, o pivo
¢é produzido como: d;; = ZZT Az;. Analisando o produto zZT Az; vemos que, a parte de A que
efetivamente estard na conta é a sua submatriz lider principal de ordem 7. Assim, cada
entrada Az; é equivalente a um produto interno de dois vetores de ordem . Desse modo,
cada entrada de Az; custa i produtos e i — 1 somas. Dessas 7 entradas nao nulas de Az;.
Assim, podemos dizer que o custo de Az; é i(2i —1). Por fim, para produzirz, (Az;) serdo

efetuados mais ¢ produtos e 1 — 1 somas, gerando um custo total do pivo de:
2% —i4+2—1=2i*+i—1,

e o custo total de producao da matriz D fica em:

- 2n3  3n?
D):22z2+¢—1:%+%—%.
=1

Assim, o custo total é:
4n3  3n?  5n

3 2 6

No que segue, estudaremos a complexidade do AINV, levando-se em consideracao
os seguintes pressupostos: A é uma matriz n X n, nao singular, simétrica, aonde n é
grande. A partir daqui, consideraremos o uso de descartes em Z. A matriz Z possuira,
entao, um preenchimento maximo de linha ou coluna, isto é, existe um valor N tal que
N > nnz(z.;) e N > nnz(z;.) para todo 1 < i < n, onde nnz(z.;) e nnz(z;.) representam
o numero de nao zeros da i-ésima coluna e i-ésima linha de Z, respectivamente. Quanto
a complexidade, o AINV possui dois momentos-chave: as atualizacoes da matriz Z e o
calculo do pivo.

A versao right-looking (a versao left-looking possui a mesma complexidade) calcula,
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( MO

L . . . i i—1
na i-ésima iteracao, as colunas de Z do seguinte modo: zj) — z]( ) _ z;~5— aonde
1

1<i<n,1<7<n,comi < j. Vamos analisar trecho a trecho, fixado j. Primeiramente,

analisemos o calculo do multiplicador rj(»ifl) — alllzj(»i*l). Para fazer o produto interno

T (i-1) (i—-1) (i-1)y _ . .
a;_yz;  devemos observar que z;' ’ é tal que nnz(z; ') = min{N,i — 1} < N. Por
(i-1)
. ~ . ;. T 4
iss0, a0 necessdrios, no maximo, N produtos e N — 1 somas. Temos que ~5— ¢ uma
1

L1

divisao, sendo igual, entdo, a 1 operagao. Jd para fazer z;-5— devemos notar que o
17

vetor resultante é calculado por meio de um produto de um vetor por um escalar. O
vetor z; tem preenchimento igual a N, o que implica que sao necessarios N produtos.

: (i-1)
. . I3 T ~ . s
Finalmente, para realizar zj(.) — z;-L sao necessarias, no maximo, 2N somas (supondo

dii
. i—1
que os preenchimentos de z](-Z )

e z; estejam em posicoes disjuntas). Assim, a posteriori,
serd necessario definir um critério para o qual sejam eliminados os excedentes do limite

) , representado

de preenchimento das colunas de Z. Ao todo, o custo de producao de z](Z
por C (zj(»i)), vale C' (zj(-i)) = 5N. Na i-ésima iteracao, sao n — i colunas atualizadas, o que
faria que o custo por iteracao seja igual a C'(i) = 5N(n — i), no entanto, isso preenche a
1-ésima linha de Z mais que se limite N de preenchimento. Mas isso é um problema que,

marcadamente, deve ser resolvido a priori, pois, do contrario, o custo do algoritmo para

produzir Z seria:

> 5N i) = gz\f(n2 ),

E o algoritmo seria, sem o cdlculo do pivo, de ordem n?. Por isso, é necessario escolher

com antecedéncia, quais sao as M colunas 20

;' que serao atualizadas. Assim, o custo por

iteracao se reduz a 5NM e o custo total para calcular as entradas de Z no Algoritmo
sera:

C(Z)=> 5NM =5NMn.

i=1
. A T ~ . . ~

Quanto ao pivd d; = a, 2;, sua construgao indica que sao executados N produtos

(preenchimento de Z) e N — 1 somas. Assim, para produzir d;;, teremos um custo de

2N — 1 operacoes. Assim, o custo total da producao da matriz D sera:

C(D) = izN —1=(2N—1)n,

=1

que também é de ordem n do sistema. Concluimos, entdao, que o custo total do AINV,
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dado por C(AINV) é:
C(AINV) = 5NMn + (2N — D)n.

Quanto ao SAINV, que é a versao livre de quebra para matrizes SPD, o pivo é
produzido como: d;; = ziT Az;. Assim, ainda teremos uma divisao, embora os produtos
sejam realizados de modo alternativo. Analisando o produto zZ-T Az; vemos que, a parte de
A que efetivamente estara presente no cédlculo é a sua submatriz lider principal de ordem
1. Assim, cada entrada Az; é equivalente a um produto interno de dois vetores de ordem
i, sendo que z; tem preenchimento igual a Z. Desse modo, cada entrada de Az; custa N
produtos e N — 1 somas. Dessas, possiveis i entradas nao nulas de Az;, apenas N delas
serao realmente utilizadas no produto interno ZZT (Az;). Assim, podemos dizer que o custo
de Az; é N(2N — 1). Por fim, para produzir zZ-T (Az;) serdo efetuados mais N produtos e

N — 1 somas, gerando um custo total do pivo de:
ON? — N +2N —1=2N?+4+ N —1,
e o custo total de producao da matriz D fica em:

C(D)=)» 2N?+N—1=(2N*+N — )n.

=1

Assim, o custo total do SAINV é:
C(SAINV) =5NMn +2N?*n+ Nn —n = C(AINV) +2N*n — Nn.

Quanto ao ISAINV, ¢ 1til notar que nao ha nenhuma mudanga no que diz respeito
as operacoes algébricas quanto ao SAINV. Novamente, portanto, ao todo, o custo de
) vale 5N. No entanto, por iteragao serao feitas, no maximo, mais M

. (i-1)
comparacoes, j que o vetor 2"

producao de zj(i

Ty
J di;

so ¢ atualizado depois de comparar a magnitude de
com um valor de tolerancia previamente escolhido. Logo, o custo total de C(zj(.i)) =
SNM + M. Dessa forma, por analogia ao que foi feito anteriormente, temos C(Z) =
>r BNM + M = (5N + 1)Mn. A complexidade final, incluida o célculo do pivo serd
C(ISAINV) = (5N +1)Mn + (2N? + N — 1)n.

Quanto ao RIF, sua principal diferenca em relacao ao SAINV é o que sera arma-

zenado ao final. Portanto, C(RIF) = C(SAINV).
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As versoes nao simétricas AINV-NS e SAINV-NS necessitam do calculo de Z e W
e seu custo serd, precisamente, o dobro do cdlculo de Z. Logo, C(Z) =2- " | 5NM =
2-5NMn = 10N Mn. No AINV-NS, o célculo do pivo é o mesmo que o calculo do AINV,
entao teremos C(AINV — NS) = 10NMn+ (2N — 1)n. J4, o SAINV-NS, calcula o pivo
como d;; = w] Az;, que faz as mesmas quantidades de operagoes que o cdlculo do pivo do
SAINV. Logo, C(SAINV — NS) = 10NMn + (2N? + N — 1)n.

No caso do FFAPPINV, é oportuno observar que o célculo de atualizacao das
matrizes Z e W possuem a mesma quantidade de operagoes: o que muda é qual vetor é
utilizado na atualizacao dos multiplicadores. Além disso, ele faz a mesma avaliacao dos
multiplicadores que o ISAINV, porém sao avaliados tanto os multiplicadores de Z quanto

os de W. Temos também que ele faz a mesma quantidade de operacoes em relacao ao
célculo dos pivos que o do ISAINV (que é o mesmo do SAINV). Logo, C(FFAPINV) =

(5N +1)2Mn + (2N?* + N — 1)n.
()

Em relagao ao SAINV-VAR, na i-ésima iteragao, com 1 < i < n, o w;’ é calculado

com o mesmo numero de operacoes algébricas que o z](-i) no SAINV. O pivo também

é calculado da mesma forma que o SAINV. Porém, além desses calculos, fixado o 7,
(i-1)
também deve-se achar as entradas de U com por meio de u;; = L -— ¢ do multiplicador
A . (i—1) N
(i-1) i—1 (k-1)

T = Qij — ) _p_1 5 Ukj- Em relacao a u;; = TJdT, temos que é executada uma
(i-1)

J

(k—1)

i

operacao de divisao. Ja em relagao a r , ho somatoério sao executados produtos entre

os elementos da coluna j de U e os s . Mas, o ntimero de elementos nao nulos nas
linhas e colunas de U também deve ser limitado por N. Logo sao efetuadas, no maximo,
N multiplicagoes. Além disso, também é efetuada uma soma. Portanto, o custo, do
algoritmo, por iteracao, é de (5N +1+ N +1)M = (6N +2)M. Incluindo o custo do pivo,
o algoritmo terd um custo total de C(SAINV —V AR) = (6N +2)Mn+ (2N?+ N —1)n.

Quanto ao RIF-NS, sua principal diferenca em relacao ao SAINV-VAR é o que
sera armazenado ao final. Portanto, C(RIF) = C(SAINV — V AR).

J& o AINVP, dentre todos os algoritmos estudados aqui é mais complicado e caro.

Isso se da pelo pivoteamento. Vamos analisar a i-ésima iteracao com mais detalhes:

primeiramente o algoritmo executa o processo de pivoteamento por linha. Primeiro ele

(i-1)

calcula o pivo e os multiplicadores s; como

(.i,I) — w(‘ifl))T<HAE)Zi(ifl)

5j (J
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para j > i. Para cada produto interno desses, temos N produtos e N —1 somas. Mas, para
preservar a viabilidade do algoritmo, devemos atualizar, no maximo, M multiplicadores.
Logo, o custo dessa operagao vale (2N — 1) M. Depois disso, devemos analisar a condigao

de pivoteamento através da relacao
(i=1) i-1
|5; 7| < amazmsipq|sEY.

Como temos um maximo de M multiplicadores, entao fazemos, no maximo, M produtos
(do multiplicador por ) e M comparagoes. Entao, o processo de pivoteamento por linhas
executa (2N —1)M + 2M operagoes. Esse mesmo raciocinio é executado no pivoteamento

por colunas, onde se compara os multiplicadores =

1 .
] ), fazendo o mesmo numero de

operacoes. Porém, esses calculos podem acontecer diversas vezes, até que a condicao
de pivoteamento seja totalmente atendida. No pior das hipdteses, o algoritmo fard, no
méximo 2(n—i)+1 pivoteamentos a cada iteragao. Logo, o custo da etapa de pivoteamento

sera, no maximo,

(2N —=1)M +2M)(2(n—1i)+1) = (2NM + M)(2(n — i) + 1).

Depois desta etapa, w](-i) e zj(-i) sao atualizados da mesma forma que no AINV tendo custo

de 10N M. Considerando as n iteragoes, o custo total do algoritmo é de

n

Z[(QNM + M)(2(n —i) 4+ 1) + 10NM] = 2NMn?* + Mn?* + 10M Nn.

i=1
Vejamos que o custo total é de ordem n?. Isso ocorre por conta da quantidade de pi-
voteamentos que podem ser necessarios durante o algoritmo. Ou seja, para contornar
este fato deve-se limitar a quantidade de pivoteamentos a serem executados. Isto pode
ser feito através do parametro « escolhido previamente. Os autores que propuseram o
AINVP salientaram que a quantidade de pivoteamentos executados durante o algoritmo
tende a ser baixo, permitindo a que ele seja realizdvel. Na nossa andlise, limitaremos o
numero de pivoteamentos em, no méaximo, P vezes (como os multplicadores devem ser
calculados no minimo uma vez entao 2 < P). A partir disto, o custo total do AINVP é
de C(AINVP) = (2NM + M)Pn + 10N Mn.

Quanto ao RIFP, sua principal diferenga em relagao ao AINVP é o que serd arma-
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zenado ao final. Portanto, C(RIFP) = C(AINV P).
Quanto ao LLAINVP, sua principal diferenca em relacao ao AINVP é o fato dele
ser left-looking, o que, neste caso, muda a ordem das operagoes. Vamos estudar como

. c 4. . ~ . o s . 7
isso acontece. A j-ésima iteracao, inicia-se atualizando os vetores zj( )

,com 1 << j—1.
Fixado ¢, o custo sera igual a 5N, da mesma forma que no AINV. Porém, como atualizamos

no maximo M vetores, entao isso tera um custo maximo de 5N M. Depois, sao calculados
(i—1)

0 pivo e os multiplicadores s; como

i—1 i—1 i—1
s§- ) = (w§ ))T(HAE)ZZ.( )
para j > i. Para cada produto interno desses, temos N produtos e N —1 somas. Mas, para
preservar a viabilidade do algoritmo, devemos atualizar, no maximo, M multiplicadores.
Logo, o custo dessa operagao vale (2N — 1)M. Depois disso, devemos analisar a condigao

de pivoteamento através da relacao
(i-1) i1
1507V < amazmsip|sEY).

Como temos um maximo de M multiplicadores, entao fazemos, no maximo, M produtos
(do multiplicador por a) e M comparages. Entao, o processo de pivoteamento por linhas
executa (2N — 1)M + 2M operagoes. Depois disso, fazemos o mesmo raciocinio para
construir a matriz W e para o calculo e pivoteamento em relagao aos rj(-i_l). Mas, diferen-

temente do AINVP, sempre que se faz um pivoteamento, por exemplo, por linha, deve-se

recalcular os vetores de W e também os multiplicadores i)

J para testar novamente a

condi¢ao de pivoteamento. O mesmo raciocinio pode ser feito para o pivoteamento por
coluna. Logo, como a matriz faz, no maximo, (2(n — j) 4+ 1) pivoteamentos, teremos um

total de, no maximo
(bNM + (2N —1)M +2M)(2(n—j)+1) = (TNM + M)(2(n — j) + 1)

operagoes por iteracao j. Considerando as n iteragoes, o algoritmo tera um custo total de

zn:(7NM+M)(2(n—j) +1) = TNMn? + Mn®.

i=1
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Algoritmo Custo

: N 2n3  2n
A-conjugacao —_— = —

3.3
A-conjugacao livre de quebra para SPD 4% + % — %
AINV SNMn+ (2N — 1)n
SAINV SNMn + (2N? + N — 1)n
I[SAINV (BN +1)Mn + (2N?2+ N — 1)n
RIF (BN +1)Mn+ (2N?+ N — 1)n
AINV-NS IONMn+ (2N — 1)n
SAINV-NS I0ONM + (2N? + N — 1)n
FFPAPINV (5N + 1)2Mn+ (2N*+ N —1)n
SAINV-VAR (6N +2)Mn+ (2N?+ N — 1)n
RIF-NS (6N +2)Mn + (2N? + N — 1)n.
AINVP (2NM + M)Pn + 10N Mn
RIFP (2NM + M)Pn + 10N Mn
(

LLAINVP TNM + M)Pn

Tabela 13 Custo dos algoritmos

Vejamos que o custo total também é de ordem n?, como no AINVP. Isso ocorre por
conta da quantidade de pivoteamentos que podem ser necessarios durante o algoritmo.
Ou seja, para contornar este fato deve-se limitar a quantidade de pivoteamentos a serem
executados. Na nossa andlise, limitaremos o nimero de pivoteamentos em, no méximo,
P vezes como os multiplicadores devem ser calculados no minimo uma vez entao 2 < P).
A partir disto, o custo total do LLAINVP é de C(AINV P) = (TNM + M)Pn.

Diante do estudo aqui apresentado, sintetizamos na Tabela 13 os custos de cada
um dos algoritmos.

Vejamos que, para que o AINV e suas variagoes nao tenham ordem polinomial
e, assim, sejam algoritmos viaveis, deve-se limitar o niimero de entradas de Z e W e
a quantidade de linhas e colunas a serem atualizadas a cada iteracao. Isso pode ser
feito através das estratégias de descartes a serem empregadas. No caso especifico dos
algoritmos que fazem uso de pivoteamento completo (AINVP, RIFP e LLAINVP), além
dessas condigoes, o nimero de vezes em que se executa o pivoteamento também deve
se limitado. Isto pode ser feito com o auxilio do parametro a e também adotando-se
estratégias de descarte adequadas. Tais ferramentas sao feitas considerando que A seja

esparsa, condicao essencial para a viabilidade do algoritmo.
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4 INVERSA APROXIMADA EM BLOCOS PARA MATRIZES
SIMETRICAS

Neste capitulo, apresentamos os resultados do trabalho que desenvolvemos em [4],
a respeito do suporte tedrico para a inversa aproximada em blocos (BAINV) de matrizes
simétricas, precondicionador proposto por Benzi, Meyer e Ttuma, em 2001. Nés provamos
sua consisténcia e que para as classes de matrizes do tipo M e H o algoritmo nao quebra,

independente da estratégia de descarte adotada.

4.1 Notacao
4.1.1 Estrutura em blocos homogéneos

Primeiramente, descreveremos a estrutura de matrizes em blocos N x N ho-
mogéneos com blocos de tamanho t. Seja A uma matriz n X n, com n = Nt. Nés

consideraremos a estrutura em blocos:

a1 Qi2 -+ Qain A A - A
G21 Q22 --- dzn Ay Agy -+ Aon

A p— p— y
apn1 Qp2 *°° Qpn ANl ANQ T ANN

onde, para 1 < I,J < N, o bloco Ar; é uma submatriz t x t

A(I-1)t+1,(J—1)t+1 Q(I-1)t+1,(J—-1)t+2 o A(I=1)t+1,Jt
A(I-1)t+2,(J—1)t+1 Q(r-1)t+2,(J-Dt+2 " A(I1-1)t+2,Jt
Ay =
art,(J—1)t+1 are,(J—-1)t+2 T art, gt

Na sequéncia, (exceto na Subsegao 4.1.2), nés assumiremos que os blocos tém tamanho ¢
fixado.
Nés definimos como N-vetor-bloco, ou vetor-bloco a matriz-bloco N x 1 (i.e., uma

matriz Nt x t) e uma N-vetor-bloco, ou linha-bloco de tamanho N, como uma matriz em
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blocos 1 x N (i.e., uma matriz ¢ x Nt). Denotamos por A; o vetor-bloco correspondente a
J-ésima coluna-bloco de A e por Ay, a linha-bloco correspondente a .J-ésima linha-bloco

de A, ou seja,

Ay
Aay
AJ: > AJ*: AJl AJQ AJN
- ANJ =
No6s também definimos os N-vetores-bloco canonicos Ey, com I = 1,2,..., N, como

o produto de Kronecker dos vetores canonicos e; € RV e a matriz identidade ¢ x t.

Finalmente, considerando a matriz-bloco A, denotamos como Ay, . ooy submatriz-

bloco ) )
AIQ,JO AI(),J0+1 e AIO,Jf
Angr1,00 Antr,001 0 A,y
AIQZIf,J()IJf -
AIf,Jo AIf,J()+1 e AIf,Jf

@,

Por conveniéncia, denotamos “1 : N” simplesmente por “:”. Por exemplo, o vetor-bloco
Aj e alinha-bloco A, definidos em (4.1.1), também podem ser expressos como A. j.; e
Ay.;., respectivamente.

Neste capitulo, o termo “matriz bloco” ou “matriz-bloco N x N”denotara a matriz
com estrutura em blocos homogéneos e tamanho de bloco ¢, a0 menos que se assuma algo
diferente explicitamente.

Uma matriz bloco D é dita “bloco-diagonal”’se D;; = 0, para todo I # J. Uma
matriz bloco A é dita “bloco-triangular superior’se A;; = 0, para todo I > J. Ana-

logamente, uma matriz bloco A é dita “bloco-triangular inferior’se A;; = 0, para todo

I < J.

4.1.2 Estrutura em blocos heterogéneos (tamanho de blocos variavel)

Em algumas aplicagoes (por exemplo, o método AIM de simulacao de reservatorio

de petréleo, ver [33,70], em que algumas células de grades sdo tratadas implicitamente
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e outras explicitamente sobre em relagao ao tempo de discretizagdo do termo de fluxo),
a matriz do problema possui uma estrutura de blocos heterogéneos, onde o nimero de
linhas/colunas de cada bloco varia de acordo com a sua posigao. Isto estd relacionado
com o numero variado de incognitas por célula de grade.

Neste caso, nds descartamos a condicao de que n deve ser divisivel por t e, ao
invés disso, temos que n = Z%Zl ng. A estrutura em blocos serd representada por
(4.1.1), porém, neste caso, cada A;; é (possivelmente) um bloco retangular n; x n;. Esta

estrutura é apresentada mais detalhadamente em [11].

4.1.3 Outras notacgoes

Usaremos as desigualdades A > B (ou A < B) fazendo referéncia as entradas, ou
seja, significando que a;; > b;; (ou a;; < b;;), para todo i e j. O valor absoluto de A, |A],

também ¢é definido fazendo referéncia as entradas de A, ou seja, |A|;; = |a;;].

4.2  A-conjugacao em blocos

Seja A uma matriz simétrica em blocos.

s

Definigao 6 (A-conjugado). Dois vetores-bloco U e V siao A-conjugados se UTAV ¢
o bloco zero (i.e., uma matriz t X t formada sé de zeros). Um conjunto de vetores-
bloco {Vi,...,Vk} € dito A-conjugado se Vi e V; sao A-conjugados para todo I,.J, onde
0<I<KeO0<L<J<LK.

Notemos que, se Z é uma matriz-bloco N x N, entao {7, ..., Zy} é A-conjugado
se e somente se Z' AZ = D, onde D é bloco-diagonal. Note que, neste caso, se A e Z sao

nao singulares, entao

At =27ZD'Z". (33)

A decomposicao (33) pode ser obtida através do algoritmo da versao right-looking
da A-conjugacdo em blocos, Algoritmo 14 (que é essencialmente o mesmo algoritmo
em [11]). Nés também apresentamos a versao left-looking, Algoritmo 15. E fdcil veri-
ficar que ambos Algoritmos 14 e 15 produzem os mesmos resultados finais e parciais,
podendo ser provado de forma analoga a versao escalar, no Capitulo 1.

No6s demonstraremos, no Teorema 1, que sob determinadas condicoes, o Algo-

ritmo 14 realmente produz a decomposigao (33). Este teorema também estabelece as



Algoritmo 14: A-conjugacao em blocos right-looking

Dados: matriz A em blocos N x N nao singular.
Resultado: D e Z nao singulares tais que A~ = ZD1Z7.
1 2« E,,  Ie{l,.,N}
para [ < 1 até N faca
Z, 7Y,
Dy Al Zy;
para J < [ + 1 até N faga
R o ATz,
20 e 2y L 2Ry

N

N o o0k W

D + di(lg(Dll, ...7DNN) e/ + [ Zi, -+ AN

o]

Algoritmo 15: A-conjugagao em blocos left-looking

Dados: matriz A em blocos N x N nao singular.
Resultado: D e¢ Z nao singulares tais que A~ = ZD~1Z7.
1 Zl < El;
2 Dy < Ay
3 para J < 2 até N faca
4 250) — E;
5 para [ <+ 1 até J — 1 faga
o | | RUD CATZUD,
70 2 2y ping

Zy 27V,
9 | D, «+ A}ZJ;

7

10 D < diag(D11, ..., Dyn) € Z [ Zy, oo Iy
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bases para nossos principais resultados, Teoremas 2 e 3. Vejamos, primeiramente, dois

resultados auxilares, Lemas 2 e 3.

Lema 2. Caso o Algoritmo 14 nao quebre (i.e., todos as matrizes Dy;’s produzidas sao
nao-singulares), ele produz uma matriz bloco-triangular superior Z. Além disso, sua dia-

gonal em blocos (ou bloco-diagonal) é formada por matrizes identidade.

Demonstracao. Facamos inducao em [ para provar que, para I =0,1,..., N — 1,
E'7ZW" =6,,, VJL talque I <.J<L<N, (34)

onde 417 é dado por

bloco identidade, if L =J
Org = ~
0, if L#J

A igualdade (34) é claramente verdadeira para I = 0, ja que Z§O) = F;. Agora, assumamos

que (34) é verdadeira para algum 0 < I < N—1. A partir dessa hipdtese, somado a linha 7
do Algoritmo 14,

B = 5 - 12 g

() _ T (I _
(I+1)(I+1)RJ - ELZJ =0rJ,

completando a inducao. O

Lema 3. Caso o Algoritmo 14 nao quebre, temos que, para algum 1 < J < N fizado,

J—1
K 1 p(I-1
Zy= ZF] ) Z ZIDIIIRS )v (35)
I=K+1
para todo 0 < K < T —1.
Demonstragao. Segue diretamente das linhas 3 e 7 do Algoritmo 14. O

Teorema 1. Seja A uma matriz-bloco N x N simétrica tal que Ay.51.;5 € nao-singular para
J=1,2,...,N. Entao o Algoritmo 14 nao quebra e produz uma matriz D bloco-diagonal

nao singular e uma matriz-bloco Z tal que A= = ZD7'ZT (ou, de forma equivalente,

ZVAZ = D).

Demonstracdao. Provaremos por inducao. E suficiente demonstrar que H; é verdadeira

para cada J € {1,...,N}.
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(A]Z, =0, Ie{1,2,...,J -1} (36a)

ZJAZ, =Z]AZ, =0, 1€{1,2,...,J—1}; (36b)
Hjy: <

ZjAZ; = D,;; (36¢)

( D é nao singular; (36d)

As hipdteses (36b), (36¢), e (36d) demonstram o resultado pretendido, enquanto a
hipétese (36a) serve como suporte técnico para a demonstragao.

Para J = 1, as condigoes (36a) e (36b) sao verdadeiras por vacuidade e as condigoes (36¢)
e (36d) também sao ja que Z; = E; e Dy; = Aj1. Entédo, para o passo de indugao, assu-
mimos que Hy, Hs, ..., H;_1 sao verdadeiras no intuito de provar H.

Para demonstrar (36a), multiplicamos pela esquerda a linha 7 do Algoritmo 14 por

AT, com I < J, obtendo
I I-1 — I-1
ATz = ATz — ATz, D R,

Vejamos que o primeiro termo do lado direito da equacao é a matriz Ryfl) (linha 6 do

Algoritmo 14) e, dado que A} Z; = Dy; (linha 4 do Algoritmo 14), concluimos que
ATz =0 vI<J (37)
Agora, de acordo com o Lema 3, para 1 < K < J,

J—1
ARZ, = ARZY) — N ALZDi RV,
I=K+1
Nés acabamos de provar em (37) que o primeiro termo do lado direito é zero. Como a
hipétese de inducio garante que AL Z; é zero para 1 < K < I < J, o somatério no lado
direito ¢ zero, provando (36a).
O que demonstramos até agora garante que a matriz-bloco Z.;.;, de ordem N x
J, é bloco-triangular superior e que AZ.;.; é bloco-triangular inferior. Notemos que
Z:TLJAZ:J;J ¢ um produto de duas matrizes bloco-triangular inferiores, ou seja Z:TM(AZ;,LJ),
e, portanto, é bloco-triangular inferior. Do mesmo modo, Z:Tl:JAZ;J;J é o produto de

duas matrizes bloco-triangular superiores, ou seja (AZ. ;. J)TZ:J; J, €, portanto, é bloco-
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triangular superior também. Isto prova (36b).

Escrevendo a matriz identidade como I = Z]I\(le ExE}L, temos que

N
Z}—AZJ = Z(EI—I;ZJ)T(EI—I;A)ZJ =

K=1

<

-1

N
(ERZ)TARZ; + (BJZ))TATZy+ Y (BRZ,)TARZ,.
1 K=J+1

=
I

Vejamos que o primeiro somatoério no ltimo termo é zero, dado pela ultima hipdtese de
indugao (36a), e que o segundo somatdrio vale zero, de acordo com o Lema 2. Entao (36¢)
segue do Lema 2 e da linha 4 do Algoritmo 14.

Notemos que as hipdteses (36b) e (36¢) implicam que

Z:TMAZJ:J = diag(D1,...,Dyy)

¢ uma matriz bloco diagonal com D;;, 1 < I < J, na sua bloco-diagonal. Além disso, o

Lema 2 garante que Z;1.ny1.7 ¢ zero e, com isso,
. T T
dlag(Dn, s 7DJJ) = Z;’l;JAZ:,lzJ = Zl;JJ;JAl:J:,l:JZl:J:,l:J-

A matriz Z;.;;.; é bloco triangular e sua bloco-diagonal é formada por matrizes identidade,
e, portanto, é nao singular. Como Aj.;. 1.7, por hipdtese, é nao singular, entao (36d) é

verdadeira. [

Esta demonstracao pode ser adaptada para matrizes formadas por blocos hete-
rogéneos com apenas algumas pequenas modificagoes. Por questao de simplicidade, nao
apresentaremos essa demonstracao aqui. Esta observacao também vale para os Teoremas

2e 3.

4.3 BAINV para M-matrizes nao singulares

Mesmo que A seja uma matriz esparsa, a matriz Z produzida pelos Algoritmos 14
e 15 pode ser densa. Como em [11], introduzimos no Algoritmo 14 o descarte de blocos
(ou entradas) de Z, ver Definicao 7. O método resultante, apresentado no Algoritmo 16,

¢ chamado de BAINV (block approximate inverse).
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Nesta secao, provaremos que o BAINV nao quebra quando aplicado a M-matrizes.
Para isso, inicialmente, precisaremos de algumas defini¢oes e propriedades desta classe de
matrizes, estudada sistematicamente por Ostrowski [56].

Em [58], Plemmons apresentou 40 caracterizacoes equivalentes de M-matrizes nao

singulares. No6s usaremos trés delas:

Lema 4. Seja A uma Z-matrizn X n. Entao as sequintes condi¢oes equivalem a sentenca

A € uma M-matriz nao singular”:

1. det(Apgpq) >0 para todo 1 <p<gq<n.
2. A € nao singular e A=* > 0.

3. As entradas da diagonal de A sdao positivas e existe uma matriz diagonal D com

entradas diagonais positivas tais que AD € estritamente diagonal dominante, isto €,

n
audzz > Z |a,-j|djj, 1=1,2,...,n.
j=1
J#i
Comentdrio 3. Usando o critério de Sylvester, ver [{1], se A é uma Z-matriz simétrica

entdo A € M-matriz nao singular se e somente se A for simétrica positiva definida.

Lema 5. Sejam A, B, C € R"™" tais que B < C. Se A > 0, entdo AB < AC e
BA<CA. Se A0, entao AB > AC e BA > CA.

Demonstracao. A demonstracao é direta e portanto sera omitida. O

Lema 6. Sejam A, B € R™? ¢ C, D € RP*" tais que |A| < B e |C| < D. Entdo
—BD < AC < BD.

Demonstracao. A demonstracao é direta e portanto sera omitida. O

Lema 7. Seja B uma M-matriz nao singular e A uma Z-matriz tal que A > B. Entao

A € uma M-matriz ndo singular.
Demonstracdao. A prova é uma aplicagao direta da Condic¢ao 3 do Lema 4 e do Lema 5. [

Lema 8. Seja A e B M-matrizes nao singulares tais que A < B. Entdo B~' < A1,
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Demonstracao. Dado que A < B e, recordando que, da Condicao 2 do Lema 4, A1 >0
e B~! > 0. Usando o Lema 5, dado que A < B, temos que I = A~'A < A~'B. Usando

o mesmo lema novamente, B! = IB~!' < A'BB~! = A% m

Os dois proximos lemas apresentam algumas propriedades das matrizes D;; pro-

duzidas pelo algoritmo de A-conjugacao quando A é SPD ou uma M-matriz.

Lema 9. Se A for SPD, a matriz diagonal em blocos D produzida pelo Algoritmo 14 é
SPD.

Demonstracdo. O Teorema 1 garante que D é igual a Z'AZ e que Z é nao singular. [

Lema 10. Seja A uma M-matriz SPD e D e Z as matrizes resultantes da aplicacao do
Algoritmo 14 em A. Se Z > 0, entao as matrizes Dy;, J = 1,..., N, M-matrizes nao

singulares.

Demonstracao. Pela linha 4 do Algoritmo 14 e Lema 2, nés temos

J-1

Dy = Z AjpZry+ Az
L=1
A é Z-matriz, portanto A;; também é Z-matriz e Ay, <0, para J # L. Logo, dado que
Zry = 0, nés concluimos que D;; é uma soma de Z-matrizes e, portanto, também é uma
Z-matriz. D;; também é SPD (pois é uma submatriz principal de uma matriz SPD, ver
Lema 9). Usando a Condicao 1 do Lema 4, nés concluimos que D;; é uma M-matriz nao

singular. m

Agora apresentaremos o Algoritmo 16, que implementa o BAINV. A tnica diferenca
respeito do Algoritmo 14 é a linha 7, aonde sao executados descartes para promover

esparsidade. A seguir nés definimos tal procedimento.

Defini¢ao 7. Para um N-vetor-bloco V', a notacao descarter(V') indica o procedimento

de descartar certas entradas de V', exceto aquelas que pertencam ao I-ésimo bloco, i.e.,

Vij, se (I —1)b<i<Ib
(descarter(V))i; =

vi; ou 0, para as demais entradas.
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De forma andloga, para uma N-linha-bloco V., a notagdo descarter(V,) indica o
procedimento de descartar certas entradas de V., exceto aquelas que pertencam ao I-ésimo

bloco, i.e.,

Vxig se (I—l)b<]§]b, 1<Z<b,
(descarter(Vi))ij =

Vyij ou 0, para as demais entradas.

O objetivo é produzir um vetor-bloco esparso, mas ainda proximo ao original.
Uma estratégia natural é descartar entradas de baixa magnitude. Ainda sim, diversas
estratégias podem ser empregadas como descartar de acordo com um padrao de zeros
pré definidos, tolerancia absoluta e relativa, descartes por elementos ou por blocos, etc.

Nossos resultados tedricos valem para qualquer estratégia de descarte empregada.

Algoritmo 16: BAINV right-looking com descarte
Data: A é matriz em blocos de ordem N x N.
Result: uma matriz nao singular diagonal em blocos D e uma matriz em
blocos nio singular Z tais que A~' ~ ZD 127,
1 250) +— E, Je{l,.,N}
2 para J < 1 até N faca
3 Z, — Z(]Jfl);
4 D g = A}-Z 7
5 para [ < J+ 1 até N faga
. R(J 1) ATZ(J—I);
L Z( ) descarte;(Z}Jﬁl) — Z,ﬁ;}ég‘]*l));

5 < diag(ﬁn, ...,ZjNN) e/ + [ Zl, s 7ZN

0]

’

Comentario 4. Se A < 0 entio A < descarte(A) < 0. Se B > 0 entio B >

descarte(B) > 0. Se A é uma Z-matriz entdo (descarte(A)):; > a;j, para i # j.

Lema 11. Se o Algoritmo 16 nao quebrar, ele produz uma matriz bloco-triangular superior

Z. Além disso, sua bloco diagonal é formada por matrizes identidade.

Demonstracao. A prova é andloga a do Lema 2. As unicas observagoes adicionais sao

que ETdescarte;(V) = ETV e ETV =0 = Eldescarte;(V) = 0. L

Nos estabelecemos todos os elementos necessarios para apresentar e demonstrar o

primeiro dos dois principais resultados desse capitulo.
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Teorema 2. Seja A € M uma matriz em blocos N x N, simétrica e nao singular. Entao

o Algoritmo 16 nao quebra, pois produz blocos 5JJ que sao M-matrizes nao singulares.

Demonstracao. Pelo Comentario 3, A é SPD. Provaremos por indugao. é suficiente provar

que as hipéteses de H; sao verdadeiras para cada J € {1,..., N}.

(0<zV "V <z, Ie{J,... N} (38a)

y RV < RV <, [e{J+1,...,N}; (38D)
a Dy; > Dyy; (38¢)

( D;; é uma M-matriz nao singular; (38d)

Enquanto a hipétese (38d) ¢, de fato, o resultado pretendido, as hipdteses (38a), (38b), e
(38¢) servem como suporte técnico para a demonstragao.

Primeiro verifiquemos se H; é verdadeira. A linha 1 dos Algoritmos 14 e 16 mos-
tram que Z}O) = Z}O) = FE;yparal =1,...,N, o que garante (38a). Para provar (38b),
obervemos que pelas linhas 1 e 6 do Algoritmo 16, égo) = Ay, I =2,...,N, enquanto
pelas linhas 1 e 6 do Algoritmo 14, Rgo) = Ay, I =2,...,N. A Equagao (38b) é ver-
dadeira, pois como A é uma M-matriz, entao também é uma Z-matriz, logo as entradas
de A;; sdo todas nao positivas para I > 1. Como 1311 = Dj; e Dy é uma M-matriz nao
singular (Lema 10), nés obtemos (38c) e (38d).

Agora assumamos que as hipoteses de H;_; sao verdadeiras para demonstrar H ;.

Para provarmos (38a), primeiro vejamos que a linha 7 dos Algoritmos 14 e 16
implica que

(J-1) _ ~(J-2) —1 (J—2)
Z; =27 - ZJle(J—l)(J—l)RI €

970 = descarter(Z ™ — 7, Dty RY ).

J—2)

Temos, pela hipdtese de inducao, que 0 < Z}J_Q) < Z} , entao, a partir do Comentario

4, basta verificar que

5 = ) -1 (J-2)
02> ZJ—lD(JA)(JA)RI =z ZJ—lD(Jfl)(Jfl)RI ’

Pela hipétese de inducao,
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e, pelo Lema 8 e pela condicao 2 do Lema 4, D(_Jlfl)(Jfl) > ﬁ(_qu)(Jq) > 0. Agora, pelo

Lema 5 e pela definicao de descarte, temos

0< Z}J—l) = descarteI(ZI(J—Q) B Zj_lﬁ(—l_ o J_l)é(jj_2)) <
—~(J—2 ~ J_2
S Z§ = Z;- 1D(J1 1)(J— 1)R( ) <

< Z}‘Fz) —Z; D7} Rg‘LZ) = Z}Jﬁl), paral € J,..., N,

(J-1)(J-1)

provando (38a).
Para provar (38b), vejamos que pela linha 6 dos Algoritmos 14 e 16, junto com os

Lemas 2 e 11, temos que
R(J D _ I+ZAJLZ(J 1) e

J—1

L=1
Como J < I e A é uma Z-matriz, A;; < 0, e portanto é suficiente mostrar que
AJLZE?I) < AJLZ%A) < 0. Ja que, A;;, < 0 (entradas fora da diagonal de uma Z-
matriz) e, de (38a) , Z,j V> Z(J Y > 0. Com estes resultados e o Lema 5 provamos
(38b).

Para provar (38¢), vejamos que as linhas 4 dos Algoritmos 14 e 16 implicam que

J-1

DJJ:AJJ—FZAJLZE{;_I) e
=1
J-1
~ (-1
Dyy=A,+ Z AJLZ£J g
=1

Notemos que, como A;;, <0 e ng,‘” > Zg]_l) > 0, usando o Lema 5, temos que

J-1 J-1
Ap 2V <> A 207 <0= Dy, <Dy,

h
Il
—
h
Il
—

Finalmente, para provar (38d), vejamos primeiramente que o Lema 10 garante que

~1 (J-1
Dy é uma M-matriz nao singular. No paragrafo anterior, mostramos que Z 1Ay Z ) <

J 1 . . - .
AJLZLJ < 0. Além disso, como A é uma M-matriz, entao A;; é uma Z-matriz,
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portanto suas entradas fora da diagonal sao nao positivas. Logo as entradas fora da dia-
gonal de D;; sao nao positivas, dessa forma D;; também é uma Z-matriz. Como D;; é
uma M-matriz nao singular, pela assertiva (38¢c) e pelo Lema 7, concluimos que D;; é

uma M-matriz nao singular. O

4.4 BAINV para H-matrizes nao singulares

Nesta secao, provaremos que o Algoritmo 16 também produz matrizes nao singu-

lares quando aplicado a H-matrizes com matriz comparacao nao singular.
Lema 12. Se A é uma H-matriz e C (A) € nao singular entao A € nao singular. Ver [24].

Na sequéncia, seguindo Plemmons em [58], consideraremos apenas H-matrizes que

possuem M-matrizes nao singulares como suas matrizes comparacao.

Lema 13 (Desigualdade de Ostrowsky’s). Se A for uma H-matriz nao singular tal que

C (A) € uma M-matriz nao singular entao |A~'| < C(A)~t. Ver [48].

Lema 14. Seja A € R™"™ uma H-matriz simétrica com diagonal principal de entradas

positivas e tal que C(A) € uma M-matriz nao singular. Entdo A é simétrica positiva

definida. Ver [28].
A seguir demonstraremos um dos principais resultados deste capitulo.

Teorema 3. Seja a matriz em blocos A uma H-matriz simétrica com diagonal princi-
pal formada por entradas positivas e tal que C(A) é M-matriz nao singular. Entdo o

Algoritmo 16 ndao quebra, pois produz blocos EJJ que sao H-matrizes nao singulares.

Demonstracao. Primeiramente vejamos algumas notagoes. Além dos simbolos D, ZgK)

e S(JK) para as matrizes geradas pelo Algoritmo 14 aplicado a A e D JJs Z(,K) e ESK) para
aquelas geradas pelo Algoritmo 16 aplicado a A, nds também introduzimos as notacoes
D 77 Z(JK) e M}K) para as matrizes geradas pelo Algoritmo 16 sem descartes! aplicado &

matriz comparacao C (A). Finalmente, C (A),; denota (C (A)),;, nao C (Ayy).

Vejamos que nio executar nenhum descarte, isto é, descarter(V) =V, é uma estratégia de descarte
vélida, de acordo com a equagao (7). Vejamos, entdo, que o Algoritmo 16 com esta estratégia de descarte
(sem executar descartes) equivale ao Algoritmo 14. Porém, preferimos mostra-los separadamente, ja que
usaremos alguns resultados da Segao 4.3.
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Provaremos por indugao. é suficiente provar que as hipéteses de H; sao verdadeira

para cada J € {1,...,N}.

(127 <z, Ie{J,...,N}; (39a)

Y IRV < -V, [e{J+1,...,N} (39D)
" b,y <@ (39¢)

{ D;; é uma H-matriz nio singular. (39d)

A hipétese (39d) demonstra o resultado pretendido, enquanto as outras hipoteses servem
como suporte técnico para a demonstragao.

Primeiro verifiquemos se H; é verdadeira. A hipétese (39a) é verdadeira, tornando-
se uma igualdade, para J = 1, pois Z}O) = 2}0) = F;, 1 < I < N. Também a
hip6tese (39b) é verdadeira, tornando-se uma igualdade, para J = 1, pois para I > 2
we temos que C (A),; = —|A1| e, a partir das linhas 1 e 6 do Algoritmo 16, égo) = Ay
e ]\/4\1(0) = C(A),;. Da linha 4 do Algoritmo 16, Dy = Ay e 1311 = C(A),,. Para provar
que (39c) é verdadeira, como uma igualdade, note que Dy = (C(A)),, = C(An) =
C (511>. Provando a hipétese (39d): primeiramente, Dy, = Ay é uma matriz nao singu-
lar e, pelo Lema 14, é uma submatriz principal de uma matriz SPD. C (A) é M-matriz nao
singular e, pelo Comentario 3, é uma matriz SPD, portanto C (A),, é uma matriz SPD
pois é uma submatriz principal de C (A), e, como dito anteriormente, C (A),; = C (A11).
C (Ay1) é SPD e uma Z-matriz, e, pelo Comentario 3, é uma M-matriz nao singular.
Portanto A;; = 511 é uma H-matriz.

Agora para o passo de inducao, assumamos que as hipéteses H;_; sao verdadeiras
para demonstrar H.

O bloco 15( J-1)(J—1) € uma M-matriz nao singular (ver demonstracao do Teo-
rema 2). Pela hipdtese de indugao (39¢), ﬁ(J_l)(J_l) < C(E(J_l)(J_l))7 entao, pelo Lema 7,
C(E(J,l)(J,l)) ¢ M-matriz nao singular. Pelo Lema 8, (C(E(J,l)(],l)))il < 15(}171)(1171),
e pelo Lema 13, ‘ﬁ(f]l_l)(J_l)‘ < (C(ﬁu_l)u_l)))_l. Entao

-1 N1
1D nyn| < DGy (40)

Como |descarter(V)| < |V| para qualquer indice I e qualquer vetor-bloco V' e

considerando as hipéteses de indugao (39a) e (39b) assim como a equagao (40), podemos



86

provar (39a) ao examinarmos a linha 7 do Algoritmo 16:

|Z§J71)‘ = ’descarteﬂZ} )_ZJ 1D(J b l)égJ—z))‘
= |Z§J_2 Z;- 1D(J D(J— 1)R§J_2)|
< |Z§J—2)’ + |Z]_1‘ |D‘_ I | ‘E(J—Q)‘

IN

~(J—2 — J—-2 J—1
2y — Z; Dy MY =270,

Para provar (39b), primeiro recordemos que, para I > J,

’RJ 1)

AH+ZAJLZL§ Dl < |4, |+Z|AJL|

S(J-1)
Z\- ‘

Como os termos |A /| e |AyL| acima ndo sdo blocos diagonais, eles podem ser substituidos

1)

por —C (A);; e =C (A) ;, , respectivamente. Em relacéo ao termo ‘ZLI ‘ acima, ele é o L-

ésimo bloco de ‘Z}J_ )‘ entdo nés podemos usar (39a) para concluir que )Z - 2 ‘ < Z b,
Portanto
_ J-1
)R&J_l) <—C(A), =Y C(A),, 270 = 1Y
L=1

Para provar (39c), devemos comparar os blocos

ZA)JJ = C(A)JJ+ZC(A)JI EIJ € (41)
=1
Primeiramente percebamos que, usando |A;;| = —C (A),, e a hipétese de inducao (39a),
o Lema 6 garante que
C(A);; Zry < AjiZyy < —C(A),; Zyy. (43)

Agora comparemos as entradas da diagonal principal. Como C (A) é uma M-matriz

nao singular, (38d) implica que D JJ € uma M-matriz nao singular e portanto sua diagonal
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é formada de entradas positivas, de acordo com o Lema 4. Com isso temos:

0< (EJJ) - (C <A>JJ)M + (C (A) 1 ZU)M

i

Para as entradas fora da diagonal, primeiro vejamos que, pela definicao de matriz
comparagao, (C (A)JJ)ij < (Asy)y < —(C (A)JJ)ij para i # j. Junto com as desigual-
dades em (43) e as férmulas (41) e (42), concluimos que (lA)JJ)Z.j < (BJJ)U < _(EJJ)ij

e portanto (Ejj)ij < - ‘(ﬁy)m) Finalmente, notemos que — ‘(5”)”’ = (C <_5JJ) >

ij
e, assim, provamos (39c).

Nos acabamos de provar que C (ﬁy) > 5JJ. Como C <5JJ> é uma Z-matriz e
por (38d) D;; M-matriz ndo singular, o Lema 7 garante que C (ﬁJJ) ¢ uma M-matriz
nao singular e portanto D sJ € uma H-matriz. Além disso, o Lema 12 garante que D 77 €

nao singular e, entao, (39d) é provado.
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5 INVERSA APROXIMADA EM BLOCOS PARA MATRIZES NAO
SIMETRICAS

Neste capitulo propomos algumas adaptagoes do BAINV para matrizes nao simétricas,
demonstrando sua consisténcia. Uma delas baseia-se no SAINV para o caso escalar, sendo
livre de quebra para matrizes positivas definidas. Além dessa, também propomos versoes
em blocos para o FFAPINV, SAINV-VAR e RIF-NS. No final do capitulo, exibimos al-
guns resultados obtidos comparando as adaptacoes em blocos do SAINV e SAINV-VAR,

em testes numeéricos executados.

5.1 A-biconjugacao em blocos

Nesta secao, propomos o método de A-biconjugacao em blocos para matrizes nao
simétricas, sendo esse método a base para a inversa aproximada em blocos para matrizes
nao simétricas. Seja A € R™*™ uma matriz nao simétrica e nao singular em blocos N x N.
O objetivo é encontrar as matrizes nao singulares Z, W e D tais que WAZ = D, ou
A7l = ZD7'W, onde D é bloco-diagonal, e Z e W sao bloco triangulares-superiores e
inferiores, respectivamente. O método de A-biconjugacao em blocos busca fornecer dois
conjuntos de bloco-vetores {Z}¥_, e bloco-linhas {W;*}¥_, que sejam A-biconjugados,
ou seja, Wy AZ; =0se I # J. {Z}}, e {Wr}L, sdo os bloco-vetores e bloco-linhas
de Z e W, respectivamente.

A seguir temos os Algoritmos 17 e 18 que sao as versoes right-looking e left-looking,
respectivamente, do algoritmo de A-biconjugacao em blocos. E facil verificar que ambos
os algoritmos produzem os mesmos resultados finais e parciais, podendo ser provado de
forma analoga a versao escalar, no Capitulo 1. Para demonstrar os resultados deste
capitulo, nos basearemos apenas na versao right-looking, ja que para a versao left-looking

pode ser feita de forma andloga. Vejamos alguns resultados a seguir.

Lema 15. Caso o Algoritmo 14 nao quebre (i.e., Dy;’s singulares ndo sio gerados), ele
fornece uma matriz Z bloco-triangular superior e uma matriz W bloco triangular-inferior.

Além disso, os blocos-diagonais de Z e W sao compostos pela identidade.

Demonstracao. Facamos por inducao em [ para provar que, para I =0,1,..., N — 1,

Erz0 =wWE, =6, YJL talque I <.J<L<N, (44)
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Algoritmo 17: A-biconjugacao em blocos right-looking

Dados: matriz A em blocos N x N nao singular.

Resultado: D, Z e W nao singulares com A=t = ZD= W,

=

Z0« E, Ie{l,.,N})

2 WY ET. Ie{l,. N}

3 para [ < 1 até N faca

| Zpe 2w e Wi

5 D, + AnZ;

6 para J < [ + 1 até N faga

7 RV« ALz,

8 Sf,j_l) — W}i_l)AI;

o | | 20 .

w | [ wi e Sepo,

Wi
11 D« diag(Duy, ..., Dyn), Z | Zy, o+ 2y ] eW |
Wi
Algoritmo 18: A-biconjugacao em blocos left-looking
Dados: matriz A em blocos N x N nao singular.
Resultado: D, Z e W nao singulares com A=t = ZD= W,

1 21+ E;

2 Wi, < E?;

3 Dy <+ Auy;

4 para J < 2 até N faga

5 ZL(,O) — LBy

o | Wy« EJ:

para [ < 1 até J — 1 faga

8 RSI_I) — AI*ZSI_I);

o SV Wi ay,

10 70— 72U — 7, RYY,

11 W}i) A W}iil) - SL(JFDDI?WI*?
w2 | Z, 2V 0w, wlTY
13 D, AnZ;;

Wi

14 D« diag(Duy,...,Dxn) s Z < | 71, - ,ZN]andW<—
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onde 475 é dado como

bloco identidade, se L =J
0, se L#J

A expressao (34) é notavelmente verdadeira para I = 0, j& que ZSO) =Fje Wﬁ) = ET.
Agora, assumamos que (44) é verdadeira para 0 < I < N — 1. A partir disso e da linha
9 do Algoritmo 17,

B = 1) - 52 g

() _ pT ) _
s = EpZ;’ = 0Ly,

WV E, =wiE, - 8Y D7

I I
(1+1)<z+1)W1(+)1*EL =W EL = 6L,

o que completa a inducao. O

Lema 16. Se o Algoritmo 17 nao quebrar, temos que, para qualquer 1 < J < N fizo,
J—1 J—1
K 1 (11 K I-1) 1y
ZJ = ZL(] )~ Z ZIDlllRS )7 WJ* = th*) - Z SL(] )Dlllwf* (45)
I=K+1 I=K+1

para todo 0 < K <1 —1.
Demonstragao. Segue diretamente das linhas 4, 9 e 10 do Algoritmo 17. O

A seguir demonstramos, no Teorema 4, que sob determinadas condigoes, o Algo-

ritmo 17 realmente produz a decomposicao A~! = ZD='W.

Teorema 4. Seja A uma matriz N x N em bloco tal que Ai.;1.; € nao singular para
J=1,2,...,N. Entao, o Algoritmo 17 nao quebra e retorna uma matriz bloco-diagonal
D nao singular e matrizes em bloco Z e W ndao singulares tais que A~ = ZD™'W (ou,

de forma equivalente, WAZ = D).

Demonstracao. Vamos fazer por inducao. E suficiente provar que as hipéteses em H; sao

verdadeiras para todo J € {1,..., N}.
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(AnZ, =0, Tef{l,2,....J—1}) (46a)

W, A =0, Tefl,2,...,J—1} (46b)
WiAZ, = WAZ, =0, Te{1,2,...,J—1} (46c)

Y\ w,az, =, (46d)
WAy =D, (46e)

( Dy € nao singular; (46f)

As hipoteses (46¢), (46d), e (46f) sao suficientes para chegar no resultado desejado.
J& as hipdteses (46a), (46b), e (46e) servem como suporte técnico para a demonstragao.

Para J = 1, as condigbes (46a), (46b) e (46¢) sao alcancadas por vacuidade e as
condigoes (46d), (46e) e (46f) seguem pelos fatos de que Z; = By, Wy, = Ef e Dy = Ayy.
Para o passo de indugao, assumimos que Hi, Hs, ..., H; 1 sao verdadeiras e utilizadas
para demonstrar H.

Para provar (46a), nés primeiramente multiplicamos a linha 9 do Algorimto 17

por Aj, para I < J, obtendo
Az = An 2V — ALz, D RYTY.

Temos que o primeiro termo do lado direito é Rf,[_l) (linha 7 do Algoritmo 17) e, sendo

Ar.Z; = Dy (linha 5 do Algoritmo 17), nés concluimos que
ALz =0 vI<J

Agora, a partir do Lema 16, para 1 < K < J,

J—1
ApiZy = A28 — Y Ax Z, DRV,
I=K+1
Foi provado em (14) que o primeiro termo do lado direito da expressao é zero. Como a
hipétese de inducao garante que Ag.Z; é zero para 1 < K < I < .J, o somatorio do lado
direito também é zero, provando (46a).

Analogamente, para provar (46b) primeiramente multiplicamos do lado direito a
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linha 10 do Algoritmo 17 por Ay para I < J, obtendo

WA, =wi=ba, — sV ' Dw, A,

Temos que o primeiro termo do lado direito ¢é Sk(,lfl) (linha 8 do Algoritmo 17) e, sendo

W,,A; = Dyy (pelas hipéteses de indugao (46e)), concluimos que
WA, =0 VI<J (47)
Agora, a partir do Lema 16, para 1 < K < J,

J—1
WA = WD A — Y ST VD w, Ax.
I=K+1
Foi provado em (47) que o primeiro termo do lado direito da expressao é zero. Como a
hipotese de inducao garante que W, Ak € zero para 1 < K < I < J, o somatério do lado
direito também é zero, provando (46b).

A partir do que ja foi provado, temos que a N x J bloco-matriz Z; e W;.;.A sao
bloco-triangulares superiores e a J x N bloco matriz Wi.;. e AZ; sao bloco triangular
inferiores. Notemos que Wi.;.AZ; é o produto de duas matrizes bloco-triangular infe-
riores, dado por Wi.;.(AZ;), resultando em uma matriz bloco-triangular inferior. Da
mesma forma, Wi.;.AZ; é o produto de duas matrizes bloco-triangular superiores, dado
por (Wy.;.A)Z;, resultando em uma matriz bloco-triangular superior. Isto prova (46c).

Escrevendo a matriz identidade como I = Z%Zl ExEL temos que

N
WAZy =Y (Wi.E)(EFA)Z, =

K=1

<

-1 N
=Y (WinEx)AxZ; + (WiE)ALZ + Y (WiEx)Ax.Z,.

1 K=J+1

=
I

Notemos que o primeiro somatorio do iltimo termo é igual a zero por conta da hipdtese
de indugdo (46a) e que o segundo somatério é zero de acordo com o Lema 15. Entao
chegamos ao (46d) pelo Lema 15 e linha 5 do Algoritmo 17.

A partir de (46d), Lema 15 e linha 1 do Algoritmo 17 nés temos
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J—-1
Dyj=WpAZy =Wy AE; > W5 AZ DR, (48)
I=1

O somatério no ultimo termo é zero por conta de (46¢). Portanto, temos D;; = W, Ay,
provando (46e).
A hipéteses (46¢) e (46d) resultam que

Wl:],:AZ;J;J = diag(Dllv cee >DJJ)7

uma matriz bloco-diagonal com D;;, 1 < I < J, na sua diagonal em blocos. Além disso,

o Lema 15 garante que Zji1.nx1.7 € Wi.j 5418 sao zero. Desta forma
d’i@g<D117 ceey DJJ) = WI:J,:AZ:,I:J = Wl:J,l:JAlzJ:,l:JZI:J:,l:J-

As matrizes Z;.51.; € Wi.;1.s sao bloco-triangulares e seus blocos diagonais sao formados
por identidades, portanto elas sao nao singulares. Como A;.;. 1.5, por hipdtese, é também
nao singular, chegamos a (46f).

]

No Corolario 1 temos mais uma opc¢ao para o calculo dos blocos D;; do Teorema

Corolario 1. Considerando os elementos do Algoritmo 17, temos que D;; = W, A;.

O resultado a seguir verifica que as relagoes (12) e (14) do caso escalar também

valem para a versao em blocos.

Proposicao 7. Seja A matriz em blocos N X N esparsa e nao singular. Considerando o

Algoritmo 17 aplicado a A temos

RYY = Wi, Ay, (49)
ST = A, Zy. (50)

Demonstracao. Pelas linhas 1, 2, 9 e 10 do Algoritmo 17, temos que

J—1 J—1
Z;=FE; - Z ZIDl_IlRfII_l) e W, =Ej - Z SL(]I_l)DI_;WI*‘
I=1 I=1
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Seja 2 < J < N fixo. Como Wg,AZ; = 0 para todo K # J (pois D = WAZ), entao,
para K =1,...,J — 1, temos

0= WiedZy = 0= Wi A(E)— S 2,07 R ™)

= 0=WkA;— S Wi AZ, D7} RV
= 0= WgAy — Wi AZ D RED
= 0=WgA,— R
= RYY —wi, A,

Analogamente, temos:

0=WpnAZx = 0= (EY =71 SV IDw,,)AZx

= 0=AnZx — LSV VD W, Az
= 0=A.7Z - SE VDA W, AZ
= 0=A;Zk— S
= SYV — A, 7

obtendo (50). O

Os proximos resultados mostram que, assim como no caso escalar, podemos rela-

cionar os fatores da inversa aproximada em blocos de A com os fatores LDU em blocos

de A.

Proposicao 8. Seja A uma matriz em blocos N x N nao singular. Considere a fatoracao
bloco LDU de A como A = LDU, tal que L, D e U sao matrizes em blocos N x N ndao
singulares, onde L e U sao bloco triangulares inferior e superior, respectivamente, cujos

blocos diagonais sao iguais a identidade e D € bloco diagonal. Entao L, D e U sao unicas.

Demonstrag¢ao. Consideremos, por absurdo, que a fatoragao bloco LDU de A nao seja

tinica e, portanto, existam duas fatoracoes distintas LDU e L'D'U’. Entéo,

LDU=LDU = (L)'LD=DUU'=8B

Como (L)™' e L sao bloco triangulares inferior com identidades nas diagonais e D é bloco
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diagonal, entao B é bloco triangular inferior tal que R;; = Dy, 1 < I < N. Também
temos que, como U e U~ sao bloco triangulares superior com identidades nas diagonais
e D' é bloco diagonal, entdo B é bloco superior tal que R;; = D}I, 1 < I < N. Portanto,
B=D=D" Comisso, (L) 'LD=DeDUU "' =D e, assim, L=L eU =U,

contradizendo a hipdtese da fatoracao nao ser unica. n

Consideremos a decomposicao
A=W'Dz 1 (51)

onde Z é bloco triangular superior e W é bloco triangular inferior, ambas com identidades
na diagonal e D é bloco diagonal nao singular, sendo os blocos de tamanho ¢. Entao
(51) pode ser considerada a decomposi¢ao bloco LDU de A de tamanho ¢. Como essa

decomposicao é tnica (Proposi¢ao 8), temos que:

W=L"' Z=U" (52)
e D é a mesma matriz.

Proposicao 9. Seja A uma matriz em blocos N x N esparsa e nao singular. Seja a
fatoracao LDU de A em blocos, onde L e U sao bloco triangulares inferior e superior,
respectivamente, nao singulares com identidades nas diagonais e D € bloco diagonal nao

singular. Entao, o Algoritmo 14 quando aplicado a A, sem os descartes, produz

Upy = D RS, (53)
Ly =Sy"Dy, (54)

onde 0 < I < J<N.

Demonstrac¢ao. De acordo com (51), para 0 < I < J < N,

U= Z_l = D_IWA = Uy = DI_IIW]*AJ,

Wl=L=AZD "' = L; = A;..Z/D;}.

Considerando (49) e (50) , temos que Uy = D;IIRSI_l) e Ly = S§I_I)D]II. O
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Proposigao 10. Seja A uma matriz em blocos N X N esparsa e nao singular. O Algoritmo

14 quando aplicado a A, sem os descartes, atende a sequinte propriedade

-1
RUD = Ay~ 3 S0,

-1
5571_1) = Ay — Z LJKREK_D’

com (0 <] <J<N.
Demonstracao. Usando as mesmas hipoteses da Proposicao 9, a partir da fatoracao LDU
em blocos de A, temos, para 0 < I < J < N,

I-1

I
Ay = Z LikDkkUgr = LyDrUrp + Z LikDgkUkr.
K=1 K=1

A partir de (53), (54) e de que Uy = I,

Ay = SUYDI D+ L SV Dl D Dt RETY
_ 11)+Z KIDKKRK 1)

= SJI V= Ay - ﬁ(_:llLJKR([K_l)

Analogamente, usando as mesmas hipoteses da Proposicao 9, a partir da fatoracao LDU

em blocos de A, temos, para 0 < I < J < N,

-1
Apy = Z LixDxxUxs = LiuDiUry + Y | LixDixUs.r.
K=1 K=1
A partir de (53), (54) e de que L;; =1,
Ay = D DHRI 1) +ZI 1 S(K 1) DKKDKKDKKRK 1)

-1 I-1 K-1 — K-1
— RS U S D

= Rgl_l):A[J— K 1S}K 1UKJ
O

Mesmo que A seja esparsa, as matrizes Z e W produzidas pelos Algoritmos 17 e
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18 podem ser densas e, para contornar este fato, sao efetuados descartes de blocos ou
entradas de Z e W. Ao se efetuar os descartes em Z e W é possivel que as matrizes A, Z;
ou W, A; sejam singulares, mesmo quando A;.;;.; é nao singular para J = 1,2,..., N.

Se A for positiva definida, uma alternativa livre de quebra seria utilizar as expressoes

(Z)'AZ; (55)

ou

W AW)T (56)

para o cdlculo de Dy;. Isso se d4 pois se A for positiva definida, entao (Z;)TAZ; e
WrA(Wrp)T também serdo positivas definidas e, portanto, nao singulares. Esta é uma

saida eficaz para se evitar a quebra em matrizes positivas definidas.

5.2 Trabalhos desenvolvidos

Nesta secao, apresentamos os dois principais trabalhos encontrados na literatura

sobre o AINV em blocos.

5.2.1 BAINV-NS

Em [22], de 2000, Bridson e Tang apresentaram uma versao do SAINV-NS left-
looking para quaisquer matrizes nao singulares em blocos, chamada de BAINV-NS (“Nonsy-
metric Block AINV”). Eles justificaram seu uso afirmando que esse tipo de abordagem
pode reduzir os custos de operagoes em relacao a versao escalar. Além disso, eles afirma-
ram que particionar A em pequenos blocos densos pode ser vantajoso em métodos diretos,
reduzindo operagoes redundantes, como pode ser visto em [51].

O SAINV-NS (caso escalar) possui o SAINV como base, modificando o célculo dos
multiplicadores e do pivo. E possivel adaptar essas modificacoes, levando em consideracao
as relagoes (49), (50) e Dy; = W, AZ;. Podemos ver esse processo no Algoritmo 19.

Determinar quando aplicar o descarte de blocos nas matrizes Z e W foi uma das
principais questoes abordadas, principalmente quando uma mesma tolerancia é usada em
blocos de diferentes tamanhos. Uma estratégia seria comparar a norma de Frobenius do
bloco dividida pelo nimero de entradas dos blocos com uma tolerancia 7. Caso o valor seja

menor que 7, o descarte é aplicado. Eles utilizaram, entao, esta estratégia de descarte
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Algoritmo 19: BAINV-NS

Dados: matriz A em blocos N x N nao singular.
Resultado: D, Z e W nao singulares com A~! ~ ZD~1V.
Zy <+ Ey;

Wl* <— E{,

Dy1 <+ Ay

para J «+ 2 até N facga

[V

5 ZSO) — LBy

o | W)« ET;

7 para [ < 1 até J — 1 faga

8 RSI_I) +— WAy,

9 55171) — A5,

10 ZSI) — descarteI(Zgl_l) - ZIDI_IIRSI_l));

11 W}? < descarte;(W}ifl) - S‘(,I*l)D;fWI*);
12 Z; Z((]J_l); W, + W}i_l)
13 | Dy« WhAZ;

Wl*
14 D« diag(Duy,...,Dxn) s Z < | 71, - ,ZN]andW<— S
WN*

com 7 = 0,1. Foram comparados o BAINV-NS e o SAINV-NS para os métodos CG
para os casos SPD e BICGSTAB. Os precondicionadores gerados foram utilizados para
os métodos CG, no caso SPD, e BIGSTAB, para os demais tipos de matrizes. O lado
direito foi calculado usando o vetor solu¢ao com todas as entradas iguais a 1 e O critério
de parada utilizado foi quando a norma dois do residuo ficou menor que 107%. Em relacao
aos resultados, os autores afirmaram que esperavam que o algoritmo em blocos oferecesse
ganhos em relagao a eficiéncia de cache, mas a esses ganhos foram compensados pela
sobrecarga da implementacao. Eles também afirmaram que a versao em blocos melhorou
a convergeéncia de alguns problemas com estrutura em blocos mal condicionados, gracas ao
seu tratamento do pivo. Porém, para outros problemas, ele nao obteve bons desempenhos,
diante da estratégia de descarte que descartava blocos inteiros, sendo mais provavel de se

obter escolhas ruins.
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Quadro Resumitivo

Autores e Ano Bridson e Tang - 2000

Entrada Matriz esparsa A nao simétrica e nao singular

e particionada em Blocos.

Saidas Z,W e D tais que ZD'WT ~ A7L,

Robustez -

Na Literatura

Método iterativo | BICGSTAB

Descartes Tolerancia (normalmente 0,1)

Escalamento Block Jacobi

Reordenamento | MIP, MMD, GND, MC e QMD

Tabela 14 NS-SBAINV

5.2.2 SBAINV

Em 2001, Benzi, Kouhia e Tuma apresentaram o BAINV (”Block AINV”), em [11],
que é uma versao em bloco do AINV right-looking, para matrizes SPD. A partir desse,
eles apresentaram o SBAINV (”Stabilized Block AINV”) como um versao estavel para
matrizes SPD, baseando-se no SAINV, pois utiliza relagao D;; = ZF AZ; (equacio (55))
no célculo dos pivos. Os autores salientaram que, a estrutura em blocos, pode surgir, tanto
naturalmente, da discretizacao do problema real, como por exemplo, quando usamos o
método dos elementos finitos para discretizar uma equagao diferencial parcial, quanto
artificialmente, caso melhore o desempenho. O método proposto é exibido no Algoritmo
16 no Capitulo 4.

Para o BAINV, as inversas dos pivos no BAINV foram computadas aplicando
fatoragao triangular. Por causa do descarte, os pivos podem nao ser SPD, e, para isso, é
feita primeiramente uma fatoragao LU do pivo e, posteriormente ele é computado como
LL", para deixa-lo simétrico. Se necessario, algumas modificacdes no pivo foram ser feitas
para que ele se tornasse SPD. Com o SBAINV eles nao tiveram essa preocupacao por

ser garantidamente livre de quebra para matrizes SPD.



100

Como mencionado, a estrutura em blocos de A pode vir naturalmente, mas nem
sempre isso ocorre, podendo ser necessario reordenamentos de linhas e colunas em A para
que tenha uma divisao em blocos “favoravel”. Os autores sugeriram, entao, alguns tipos de
reordenamentos e modificagoes na matriz A, dentre eles o uso do reescalamento de Bloco
Jacobi. O descarte utilizado foi de tolerancia fixa ou tolerancia relativa, podendo variar de
acordo com algum aspecto do problema, por exemplo, a norma da linha ¢ de A vezes algum
valor. Eles também utilizam padrao de zeros pré-definido “copiando”a esparsidade de A
no precondicionador. Outro descarte feito foi a pos-filtragem, eliminando entradas de Z
menores que um determinado valor apds a execucao do algoritmo. Os autores comparam
os precondicionadores BAINV, SBAINV, AINV, SAINV, Ichol e Ichol de Ajiz-Jennings
em blocos [1] para o CG. O critério de parada utilizado foi quando a norma euclidiana do
residuo ficou menor que 107 ou 107!Y, dependendo do lado direito utilizado que variou
podendo ser realistico ou artificial. Quanto aos resultados, os autores concluiram que o
desempenho da versao em blocos foi melhor para problemas de casca fina, onde os blocos
possuem geralmente tamanho igual a seis, do que em relagao a versao escalar da inversa
aproximada. Ja em relacao aos problemas de mecanica dos sélidos, cujo tamanho dos
blocos foram iguais a trés, o SBAINV, apesar de confiavel, obteve resultados inferiores
que o SAINV-NS. Na Tabela 14 exibimos um resumo das principais caracteristicas deste

trabalho. Na Tabela 15 exibimos um resumo das principais caracteristicas deste trabalho.



Quadro Resumitivo

Autores e Ano

Benzi, Kouhia e Tiima - 2001

Entrada Matriz esparsa A SPD e particionada em
Blocos.

Saidas Z e D tais que ZD7'ZT ~ A7L.

Robustez Matrizes SPD

Na Literatura

Método iterativo

Descartes

e AINV(0) - copia em Z a esparsidade de

A.

e Tolerancia

e Descarte Relativo (cada entrada de Z

¢ descartada caso seja menor que uma
tolerancia multiplicada pela norma in-

finito da atual linha de A).

e Forma pré-definida de zeros.

e Filtragem posterior (depois que Z é

calculado, usa-se outra tolerancia, para

descartar mais entradas de Z).

Escalamento

Block Jacobi

Reordenamento

MMD

Tabela 15 BAINV

101
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5.3 Variacoes propostas

Nesta secao, apresentamos algumas adaptacoes para a inversa aproximada em blo-

cos, algumas delas baseadas nas versoes escalares do AINV exibidas no Capitulo 2.

5.3.1 SBAINV-NS

Aqui propomos uma versao nao simétrica para o BAINV proposto por Benzi e
Tuama em [11]. Temos como base o método de A-biconjugagao em blocos, no Algoritmo
17, e incluimos a possibilidade de calcular o pivé como nas equagoes (55) e (56), se A for
positiva definida. Por isso chamamos o método de SBAINV-NS (“Stabilized Block AINV-
Nonsymmetric”), exibido nos Algoritmos 20 e 21, nas versoes right-looking e left-looking,

respectivamente.

Algoritmo 20: SBAINV-NS right-looking
Dados: matriz A em blocos N x N nao singular.
Resultado: D, Z e W nao singulares com A™! ~ ZD~1V.
1 29« B,  Ie{l,. N}
W\« EF,  ITe{l,.,N}

2
3 para [ < 1 até N faga
4 L 4~ Z}Iﬁl);
s | W« Wi
6 D, ApZ; ou Wi Ap;
7 D+ (Z)TAZ; ou Wi, A(Wp,)T se A for positiva definida;
8 para J < [ + 1 até N faga
9 MY ALz,
10 SSI_I) — W}i_l)AI;
11 ZSI) — descarteI(ZSI_l) - ZIDjflMﬁl_l));
12 W}i) — descarte[(Wﬁi_l) - SSI_I)DfIIWI*);
Wi
13 D < diag(D11,...,DnN) , Z < | Zy, --- 7ZN]eVV<— : ;
Wi

Lema 17. Caso o Algoritmo 20 nao quebre, ele gera uma matriz bloco triangular inferior
Z e uma matriz bloco triangular superior W. Além disso, os blocos diagonais de Z e W

sao formados pela identidade.

Demonstracao. A prova é andloga a do Lema 15. As tunicas observagoes adicionais sao
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Algoritmo 21: SBAINV-NS left-looking

Dados: matriz A em blocos N x N nao singular.
Resultado: D, Z e W nao singulares com A~! ~ ZD~1V.
Zl — El,

Wl* <— E{,

Dy1 <+ Ay

para J < 2 até N facga

25« E;Wy) « EJ;

[V

(S}

6 para [ «+ 1 até J — 1 faga

7 MY ARz,

8 SSI_I) — W}i_l)AI;

9 ZF,D — descarteI(nyl) — ZIDl_IlMy*l));
10 W}? — descarteI(W}i_l) - S((]I_I)DI_IIWI*);

11 Z; 4 ZﬁJ_l); W, + W}i_l);
13 | Dy (Z)TAZ; ou Wi, A(Wy,)T se A for positiva definida,;
Wl*
14D(—dz’ag(Dn,...,DNN),Ze[Zl, oo Zx | and W« : :
WN*

de que Efdescarte;(V) = ETV e que EIV =0 = FETldescarte;(V) =0 (assim como,

descarte;(VYE; = VE; e que VE; =0 = descarte;(V)E; = 0). O

Desta forma, sendo A uma matriz em blocos nao singular, se o Algoritmo 20 nao
quebrar entao, D é bloco diagonal nao singular e Z e W sao bloco triangulares inferior
e superior, respectivamente, com blocos diagonais formados pela identidade e, portanto,

também nao singulares.

5.3.2 BFFAPINV

Nesta se¢ao apresentamos a versao em blocos do algoritmo FFAPINV [66]. Uti-

lizando as relagoes (49) e (50) propomos o BFFAPINV que, de forma andloga ao caso

escalar, utiliza os elementos de W para calcular M}I_l)

Syfl). Este processo pode ser visto no Algoritmo 22. Vejamos que, como no caso escalar,

e os elementos de Z para calcular

ele é exibido baseando-se na versao left-looking do algoritmo de A-biconjugacao.
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Algoritmo 22: BFFAPINV
Dados: matriz A em blocos N x N nao singular.
Resultado: D, Z e W nao singulares com A~! ~ ZD~1V.

1 7y + Ei;

2 Wi, Ef;

3 Dy < Au;

4 para J < 2 até N facga

5 ZSO) — LBy

o | Wy« EJ;

7 para [ < 1 até J — 1 faga

8 M}I_l) < W]*AJ;

9 55171) — A5,

10 ZSI) — descarteI(Zgl_l) - ZIDI_IIM}I_I));
11 W}? < descarte;(W}ifl) - S‘(,I*l)D;fWI*);
12 Z; Z((]J_l); W, + W}i_l);

13 | Dy, < WiAZy;

Wl *
MD%MM&M”ﬂw%Z%[%-~,%;eWe |
WN *

5.3.3 SBAINV-VAR

Nesta se¢ao apresentamos a versdo em blocos do algoritmo SAINV-VAR [59], o
SBAINV-VAR (Block SAINV-VAR), descrito no Algoritmo 23. Baseado no SAINV-VAR
sao produzidas aproximacoes dos fatores Z, L e D de A, sendo possivel chegar na apro-

b ¢é utilizada a

ximacao de L por meio da equagao (54). Por sua vez, para se calcular SSI_
Proposigao 10 e a equagao (54), ou seja, seu célculo é executado sem a utilizagao do fator
W. Para o célculo de D;; é dada a opgao de se utilizar a expressao Z; AZ; que evita a
quebra em matrizes positivas definidas.

No SBAINV-VAR, além da utilizagao do descarte; também utilizamos o descarte

para promover a esparsidade dos blocos L, definido a seguir.

Definicao 8. Seja a matriz M de ordem t, a notagao descarte indica a matriz resul-
tante do procedimento de descartar determinadas entradas de M, i.e., (descarte(M));; =

m;; ou (descarte(M));; = 0.

Para obter a aproximacao de W, fazemos a aproximacao da inversa de L (W = L)

por meio do trucamento da série de Neumann de grau [, (veja [55]):
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Algoritmo 23: SBAINV-VAR
Dados: matriz A em blocos N x N nao singular.
Resultado: matriz bloco diagonal D nao singular e matrizes Z e L nao
singulares.
70« E, Ie{l,.,N}
para [ < 1 até N faga
Z; 2\,
D, + AnZr ou ZF AZ; se A for positiva definida ;
para J < [ +1 até N faca
MY A, 20,
SSI_I) — Ay — 30 LJKMng_l)Q
8 Ly + descarte(SL(,Ifl)Dl_Il);
9 ZSI) — descarteI(Zgl_l) — ZID;IIMﬁl_l));

10 D<—diag(D11,...,DNN),Z<— Zl7 7ZN eL(-[LJ[];

- N B N R I

Wiy=I+F+F+F 4. 4+ F (57)

onde F' =1 —L e I éaidentidade. Por meio de (57) e do método de Horner [40], obtemos
a inversa aproximada A™' &~ ZD7'W,. A ideia é usar a férmula de Horner [40] para
multiplicar W, pelo residuo do método iterativo, fazendo uso da multiplicagao matriz-
vetor. Ou seja, a aplicagao do precondicionador gerado pelo SBAINV-VAR se da por
meio do método de Horner e da multiplicacao das matrizes Z e D~! pelo residuo em cada

iteracao do método iterativo. Este processo pode ser visto no Algoritmo 24.

Algoritmo 24: Aplicagdo do precondicionador gerado pelo SBAINV-
VAR
Dados: matrizes D, Z e L nao singulares, vetor residuo r e inteiro [ (grau
do polinémio Neumann).
Resultado: vetor v.
To < T
para i < 1 até [ faga
L Ty =11 — Lrp_g;

Yy < Zi:o 15
5 v ZD 1y,

w N =

'y

Comentario 5. Notemos que o SAINV-VAR produz as matrizes W, D e U e calcula
Z através da aprozimacao de U™Y, a partir do somatério de Neumann. Jd o SBAINYV-

VAR produz as matrizes Z, D e L e calcula W através da aprozimacdao de L™, a partir
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somatorio de Neumann. Vejamos que, apesar de produzir matrizes diferentes, o SBAINV-
VAR tem a mesma logica de raciocinio que o SAINV-VAR. FEscolhemos produzir fatores

diferentes na versao blocos por questoes de implementacao.

5.3.4 BRIF-NS

Nesta se¢ao apresentamos a versao em blocos do algoritmo RIF-NS [60], chamada
de BRIF-NS. A ideia principal do BRIF-NS é encontrar a fatoracao bloco LDU aproxi-
mada de A através do processo de biconjugacao em blocos de A e utilizando a equagao 51,
caso A for positiva definida. As entradas das aproximacoes de L e U sao obtidas através
das equagoes (54) e (53) e as matrizes R,’s calculadas com base na Proposi¢ao 10. No

Algoritmo 25 vemos a execucao do BRIF-NS.

Algoritmo 25: BRIF-NS right-looking
Dados: matriz A em blocos N x N nao singular.
Resultado: a nonsingular block-diagonal matrix D,
and nonsingular block-matrices L and U such that A ~ LDU.
w9« ET,  Ie{1,.. N}
para [ < 1 até N faga
3 WI* < W[(i_l)a
4 D, + Wl(i_l)A[;
D, WD AW (se for positiva definida);
6 para J «+ I + 1 até N faca

N =

o | S g
8 L+ desca'rte(S‘(,I*l)D;Il);
9 Mﬁl_l) — A+ Z?:ll S}K_l)UKJ;
10 Upj descarte(DﬁlMy_l))
11 B W}i) — descarteI(W}ifl) — St(]I*l)DI_fWI*);

12 D diag(Dn,...,DNN) , L+ [LJI] e U + [U[JL

5.4 Experimentos Numéricos

Vamos analisar os comportamentos do SBAINV-NS, proposto na Secao 5.3.1, e do
SBAINV-VAR, apresentado na Secao 5.3.3. Escolhemos apenas esse dois métodos, pois o
consideramos o BFFAPINV muito semelhante ao BAINV-NS, ja proposto na literatura.

Também nao optamos em testar o BRIF-NS, pois estamos interessados em comparar
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apenas os fatores da inversa aproximada de A, diferente do BRIF-NS, que computa os
fatores LDU da aproximagao de A.

Os algoritmos foram implementados em Python 3.8, com o auxilio das bibliotecas
NumPy e SciPy, e da biblioteca Matplotlib para criar os graficos. Os experimentos foram
simulados em um computador com 2 x CPU i5-7200U, de 2,5 GHz, e memoéria RAM
de 8GB, com o sistema operacional Windows 64. As matrizes utilizadas pertencem aos
repositérios Matrix Market? e Tim Davis’ Collection®. Estas matrizes sao provenientes
de simulagoes de reservatérios de petréleo (SHERMAN1 e SHERMAN4), de um modelo
proposto por H. Elman usando equagoes diferenciais parciais (PDE900 e PDE2961), de
problemas de fluxo de rede (HOR131) e de problemas de eletroforese de DNA (CAGES).
Algumas destas matrizes possuem uma estrutura de blocos determinada pelo problema
fisico subjacente; no entanto, estabelecemos divisoes arbitrarias para construir blocos ho-
mogéneos e avaliar o impacto da abordagem em blocos (b2 e b3) em relacao a escalar (b1).
A Tabela 16 mostra a ordem n de cada uma das matrizes, as respectivas quantidades de
elementos nao nulos nnz, os tamanhos dos blocos homogéneos utilizados nos experimentos
com cada matriz e o nimero médio de elementos nao nulos por linha (nnz/n) em cada
uma delas.

Criamos um conjunto de dez vetores aleatérios b;, © = 1,...,10, com entradas
uniformemente distribuidas entre [0, 1), para a solu¢do do sistema Ax = b; por meio
do método BICGSTAB (nativo da biblioteca SciPy) precondicionado por SBAINV-NS e
SBAINV-VAR. Com isso, simulamos os testes com o método iterativo dez vezes para cada
matriz. Assim, os numeros de iteracoes indicados nas tabelas sao as médias das iteracoes
obtidas nos dez testes realizados. O critério de parada foi 107% como cota superior para
a norma do residuo relativo ao lado direito, sendo o valor inicial da solug¢ao sempre zero e
o numero maximo de iteragoes igual a 1000. Nos experimentos do SBAINV-VAR, foram
usados os primeiros quatro termos da série de Neumann para aproximar a inversa de W.

A norma de Frobenius foi utilizada para decidir quais blocos seriam descartados.
No SBAINV-NS, um bloco de Zgl) ou de Wg) (ver Algoritmo 14) foi descartado caso
a sua norma tenha sido menor que um valor determinado. No SBAINV-VAR, o mesmo
procedimento foi executado para Z§I). Para a matriz L, o bloco L;; foi descartado caso

sua norma fosse menor que um valor escolhido. Utilizamos a mesma tolerancia para os

2https://math.nist.gov/MatrixMarket.
3https: //www.cise.ufl.edu/research /sparse/matrices.
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Tabela 16 Ordens e numero de elementos nao nulos das matrizes e ordem dos blocos
homogéneos (b1, b2 e b3).

Matriz n  nnz nnz/n bl b2 b3
SHERMAN1 1000 3750 3,7% 1 2 8
SHERMAN4 1104 3786 343 1 2 6
PDE900 900 4380 487 1 2 6
PDE2961 2961 14585 493 1 3 7
HOR131 434 4710 108 1 2 7
CAGES 1015 11003 1084 1 5 7

I
descartes em Z§) e em Lj;. Os valores usados para os descartes nos testes foram de 0,1,

0,2, 0,3, 0,4 e 0,5.
As densidades dos precondicionadores SBAINV-NS e SBAINV-VAR foram medi-

das, respectivamente, pelas equagoes (58) e (59):

nnz(Z) + nnz(W) + nnz(D)

ONs = nnz(A) (58)
~ nnz(Z) +nnz(L) + nnz(D)
S~ s , (59)

onde nnz(X) é o nimero de elementos nao nulos da matriz X. Incluimos o nimero de
nao zeros da matriz D, pois, no caso bloco, quanto maior for o tamanho do bloco, maior
serd o preenchimento de D, uma vez que nao héa descarte nestes blocos.

O nimero médio, mediana e desvio padrao dos nimeros de iteragoes obtidos pelo
BICGSTAB sem precondicionamento com os dez lados direitos aleatérios associados a
cada matriz sao exibidos na Tabela 17. O simbolo { indica que o sistema nao reduziu
o residuo, na tolerancia requerida, dentro do nimero maximo de iteracoes. Diante da
proximidade entre os valores da média e mediana para cada matriz e do baixo desvio
padrao em relagao a esses valores, nés utilizaremos as médias apresentadas como base de

comparagao com os outros testes.
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Tabela 17 Dados dos ntimeros de iteragoes do BICGSTAB sem precondicionamento.

Matriz Iteragoes

Média Mediana Desvio Padrao
SHERMAN1  350,7 355,5 18,97
SHERMAN4 80,2 80,5 2,52
PDE900 70,9 70,5 1,22
PDE2961 1327 133 1,95
HOR131 T T T
CAGES 10,9 11 0,54

5.4.1 Variando blocos e descartes

Analisaremos os algoritmos de acordo com o nimero de iteragoes e densidades
dos precondicionadores, ao variarmos os parametros. A Tabela 18 mostra o impacto
da variacao dos descartes e do tamanho dos blocos no nimero médio de iteragoes do
BICGSTAB, para ambos os precondicionadores. Na tltima linha desta tabela, temos o
quociente dos valores do nimero médio de iteracoes do SBAINV-VAR para o parametro
de descarte de 0,5 e 0,1, para cada tamanho de bloco. E na ultima coluna temos o
quociente dos valores do numero médio de iteracoes para os blocos de tamanho b3 e b1. A
Tabela 19 apresenta dados para os mesmos parametros e suas influéncias nas densidades
dos precondicionadores. Estes nimeros sao relativos a matriz SHERMAN1. Na ultima
linha desta tabela, temos o quociente dos valores das densidades dos SBAINV-VAR para
o parametro de descarte de 0,5 e 0,1, para cada tamanho de bloco. E na tultima coluna
temos o quociente dos valores das densidades para os blocos de tamanho b3 e bl. As
demais matrizes tiveram comportamentos semelhantes.

A Tabela 20 apresenta as razoes entre as iteragoes dos precondicionadores (SBAINV-
NS no numerador e SBAINV-VAR no denominador) na aplicagao do BICGSTAB precon-
dicionado, para diversos tamanhos de bloco, para varias tolerancias de descarte, com a
matriz SHERMANT1. Acima de 1 o BICGSTAB precondicionado pelo SBAINV-VAR faz
menos iteracoes. Ou seja, é a razao entre as linhas da Tabela 18, relativas a cada tolerancia
de descarte. Da mesma forma, a Tabela 21 apresenta as razoes entre as densidades dos
precondicionadores (SBAINV-NS no numerador ¢ SBAINV-VAR no denominador) na

aplicacao do BICGSTAB precondicionado, para diversos tamanhos de bloco, para vérias
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tolerancias de descarte, com a matriz SHERMANI1. Acima de 1 o SBAINV-VAR ¢é menos
denso. Ou seja, é a razao entre as linhas da Tabela 19, relativas a cada tolerancia de
descarte.

A partir da Tabela 18 e da Tabela 20, temos que o SBAINV-VAR realiza menos
iteracoes em todos os casos estudados, com uma média de 33,3% menos iteracoes. Combi-
nado a este fato, a partir das Tabela 19 e da Tabela 21, vemos que o SBAINV-NS tende
a ficar mais denso do que o SBAINV-VAR com o aumento do tamanho dos blocos, basta
ver a linha Média na Tabela 21. Considerando as médias da coluna b3/bl da Tabela 19,
para ambos os precondicionadores, temos que o SBAINV-NS tem um crescimento médio
na sua densidade de 6,89 quando aumentamos o bloco, enquanto o SBAINV-VAR tem de
5,39. Ou seja, o SBAINV-VAR é melhor nos dois parametros estabelecidos para a analise,
ja que fornece um menor nimero de iteracoes e menor densidade de precondicionador,
em relacao ao SBAINV-NS. O mesmo comportamento foi observado para todas as demais
matrizes testadas, como se confirmara na Subsecao 5.4.2.

Uma segunda observacao em relagdo ao SBAINV-VAR, a partir da coluna b3 /b1 da
Tabela 18, é que o aumento do tamanho do bloco diminui o nimero médio de iteragoes
entre 31% e 56%. Além disso, a coluna b3/bl da Tabela 19, mostra um aumento na
densidade de quase 8 vezes para o descarte 0,1 e de quase 4 vezes para o descarte 0,5,
quando aumentamos a ordem do bloco homogéneo. Para matrizes esparsas, o aumento de
densidade para o descarte 0,1 em relacao ao 0,5, significando maior utilizagao de memoria,
pode ser compensado pela diminuicao em média de 35% do nimero de iteracées do método
de Krylov. Isso pode indicar maior vantagem ao se utilizar o valor de 0,1 como tolerancia
de descarte. Esta hipotese tera que ser confirmada em testes com linguagens compiladas,
como o C++, e em ambientes paralelos, onde o AINV tem maiores chances de ter um
bom desempenho [12].

Uma outra indicacao para o uso do descarte 0,1, aparece na andlise das linhas
0,5/0,1 das Tabela 18 e Tabela 19. Nelas, vemos que hd um aumento na razao entre o
numero de iteragoes do SBAINV-VAR com o aumento da ordem do bloco, assim como
uma diminuicao na razao entre as densidades respectivamente. Porém, blocos densos
em matrizes esparsas tendem a induzir uma melhor utilizacao das memorias rapidas nas
arquiteturas usuais de CPU’s e GPU’s, como pode ser visto em [2]. A partir destas

observagoes, focaremos nosso estudo para a tolerancia de descarte de 0,1.
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Tabela 18 Nimero médio de iteragoes obtidos na aplicagao do BICGSTAB com os pre-
condicionadores SBAINV-NS e SBAINV-VAR na matriz SHERMANI1, com variacdo dos
descartes.

Tolerancia Precondicionador bl b2 b3 b3/bl

01 SBAINV-NS 30,1 18,7 13,1 0,44
’ SBAINV-VAR 258 15,8 11,3 0,44
09 SBAINV-NS 34,2 277 195 0,57
’ SBAINV-VAR 28,6 238 157 0,55
03 SBAINV-NS 38,9 30,3 248 0,64
’ SBAINV-VAR 30,6 242 192 0,63
04 SBAINV-NS 46,3 44,9 284 0,61
’ SBAINV-VAR 359 292 223 0,62
05 SBAINV-NS 63,2 47,9 40,5 0,64

SBAINV-VAR 41,0 30,6 28,3 0,69

0,5/0,1 SBAINV-VAR 159 194 25

Tabela 19 Densidade dos precondicionadores (ver férmulas (58) e (59)) SBAINV-NS e
SBAINV-VAR para a matriz SHERMANT1, com variacao dos descartes.

Tolerancia Precondicionador bl b2 b3 b3/bl

01 SBAINV-NS 2,05 3,70 21,75 10,61
’ SBAINV-VAR 1,82 297 14,52  7.98
09 SBAINV-NS 1,50 2,12 11,17 7,45
’ SBAINV-VAR 1,52 2,05 862 567
03 SBAINV-NS 1,33 1,69 810 6,09
’ SBAINV-VAR 1,43 1,84 6,98 488
04 SBAINV-NS 1,18 148 6,50 5,51
’ SBAINV-VAR 1,35 1,73 6,09 451
05 SBAINV-NS 1,04 1,28 500 4.81

SBAINV-VAR 1,28 1,63 5,02 3.92

0,5/0,1 SBAINV-VAR 0,70 0,55 0,35
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Tabela 20 Razoes entre as iteragoes dos precondicionadores (SBAINV-NS/SBAINV-VAR)
na aplicagao do BICGSTAB precondicionado, com a matriz SHERMANT1, com variacao

de descartes.

Matriz bl b2 b3
0,1 1,17 1,18 1,16
0,2 1,20 1,16 1,24
0,3 1,27 1,25 1,29
0,4 1,29 1,54 1,27
0,5 1,54 1,57 143
Média 1,29 1,34 1,28

Tabela 21 Razbes entre as densidades dos precondicionadores (SBAINV-NS/SBAINV-
VAR) na aplicagao do BICGSTAB precondicionado, com a matriz SHERMANI, com

variacao de descartes.

Matriz bl b2 b3
0,1 1,13 1,25 1,50
0,2 0,99 1,03 1,30
0,3 0,93 092 1,16
0,4 0,87 0,86 1,07
0,5 0,81 0,79 1,00
Média 0,95 0,97 1,20
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Figura 5 Relacao entre a densidade do SBAINV-VAR e o niimero médio de iteragdes do
BICGSTAB precondicionado, com variacao dos descartes, para a matriz SHERMANI.

A Figura Figura 5 mostra a relagdo entre densidade e niimero médio de iteragoes
quando aumentamos a tolerancia nos diversos tamanhos de bloco. Chama atencao que ha
um aumento importante da densidade para todos os blocos, mas de forma mais notavel
no b3. Esta constatagao nos indica que outros tipos de descartes devem ser testados para
se tentar controlar melhor este crescimento, sendo esta uma indicagao para trabalhos

futuros.

5.4.2 Variando blocos e mantendo descarte constante

Utilizando as matrizes descritas na Tabela 16, a Tabela 22 mostra o nimero
médio de iteracoes do BICGSTAB para os dois precondicionadores quando héa variacao de
tamanho dos blocos homogéneos. Na tltima coluna desta tabela temos o quociente dos
valores do nimero médio de iteragoes para os blocos de tamanho b3 e b1. Na Tabela 23,

apresentamos as densidades dos precondicionadores em relacao aos tamanhos dos blocos.
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Na tultima coluna desta tabela temos o quociente dos valores das densidades para os blocos
de tamanho b3 e b1. Nestes testes, a tolerancia para o descarte foi fixada em 0,1, seguindo

as observacoes realizadas na Subecao 5.4.1.

Tabela 22 Nimero médio de iteracoes na aplicacao do BICGSTAB precondicionado por
SBAINV-NS e SBAINV-VAR, para diversos tamanhos de bloco, com tolerancia de des-
carte de 0,1.

Matriz Precondicionador =~ bl b2 b3 b3/bl
sHERMAN SBAINV-NS 30,1 18,7 13,1 0,44
SBAINV-VAR 258 158 11,3 0,44
SHERMAN4 SBAINV-NS 30,8 242 18,3 0,59
SBAINV-VAR 24,6 20,7 15,1 0,61
PDE9O0 SBAINV-NS 194 12,7 7,0 0,36
SBAINV-VAR 15,2 9 52 0,34
PDE2961 SBAINV-NS 41,3 178 122 0,30
SBAINV-VAR 31,1 15,6 11,8 0,38
HOR131 SBAINV-NS 26,7 32 96 0,36
SBAINV-VAR 24,7 202 10,1 041
BAINV-N 1 4 4
CAGES SBAINV-NS 6, 6 40 066

SBAINV-VAR 55 40 40 0,73

Na Tabela 24, utilizando os dados da Tabela 22, apresentamos a razao entre
os precondicionadores (SBAINV-NS no numerador e SBAINV-VAR no denominador) em
relagao aos numeros médios de iteracoes, para diversos tamanhos de bloco, com tolerancia
para o descarte de 0,1. Acima de 1 o BICGSTAB precondicionado pelo SBAINV-VAR faz
menos iteracoes. Na Tabela 25, apresentamos as razoes entre as densidades descritas na
Tabela 23 (SBAINV-NS no numerador e SBAINV-VAR no denominador), para diversos
tamanhos de bloco, com tolerancia para o descarte de 0,1 (baseado nos dados da Tabela
23). Acima de 1 o SBAINV-VAR ¢ menos denso.

Ao observarmos a Tabela 22, observamos que em média, os blocos de tamanho
b2 precisaram de aproximadamente 68,2% (com desvio padrao de 13,5%) do nimero
médio de iteragoes necessdrias para as versoes escalares (bl) enquanto que os blocos b3
precisaram de aproximadamente 48,5% (com desvio padrao de 15,1%) em comparagao
as versoes escalares. Também podemos concluir que o SBAINV-VAR teve um melhor

desempenho no nimero médio de iteracoes. Esse fato ocorre em todas as matrizes testadas
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Tabela 23 Densidade dos precondicionadores para diversos tamanhos de bloco, com to-
lerancia 0,1.

Matriz Precondicionador bl b2 b3 b3/bl
SHERMANT SBAINV-NS 2,06 3,70 21,75 10,61
SBAINV-VAR 1,82 2,97 14,52 7,98
sHERyANy SBAINV-NS 1,62 258 893 551
SBAINV-VAR 1,60 2,46 7,33 4,58
PDE900 SBAINV-NS 2,57 542 21,77 8,47
SBAINV-VAR 241 5,02 16,96 7,04
PDE06L SBAINV-NS 254 1141 3745 14,74
SBAINV-VAR 2,28 7,78 22,78 9,99
HOR151 SBAINV-NS 1,81 4,61 13,90 7,68
SBAINV-VAR 1,71 4,02 11,82 691
BAINV-N 4 214 10,2
CAGES S V-NS 0,3 , 3,50 0,29

SBAINV-VAR 0,58 246 3,94 6,79

e em quaisquer tamanhos de blocos utilizados, a excecao da matriz HOR131 para b3. Em
média, o SBAINV-NS obteve 20% mais iteracoes do que o SBAINV-VAR na versao escalar,
27% mais iteragoes nos blocos de tamanho b2 e 12% mais iteragoes nos blocos de tamanho
b3. Da Tabela 24, podemos extrair que o SBAINV-VAR ¢é melhor em 16 testes, empata
em um e perde para o SBAINV-NS em apenas um teste.

As Tabela 23 e Tabela 25 nos permitem observar que o SBAINV-VAR produz
um precondicionador menos denso do que o SBAINV-NS para cinco matrizes e mais
denso para a matriz CAGES8. Como comentado anteriormente, uma densidade maior nao
¢ necessariamente uma limitacao relevante, ja que a localidade dos dados armazenados
pelos blocos pode ter um impacto positivo no desempenho das operagoes de basicas de
algebra linear (uma outra fonte para este fato é [72]). Os precondicionadores nos blocos de
ordem b2 foram, em média, 2,53 vezes mais densos que os precondicionadores das versoes
escalares (note que pela Tabela 16, os valores de b2 sao, em média 2,66 vezes maiores que
b1) enquanto que os precondicionadores produzidos pelo SBAINV-VAR com os tamanhos
de bloco b3 sdo, em média, 7,19 vezes mais densos que as versoes escalares (note que pela
Tabela 16, os valores de b3 sdo, em média 6,83 vezes maiores que bl). Assim, os testes

indicaram que a densidade foi aproximadamente proporcional ao aumento na ordem dos
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blocos.

O SBAINV-VAR novamente foi superior nos dois quesitos aqui avaliados. Adici-
onalmente, observamos na Tabela 24 que para trés casos as razoes entre as iteragoes se
mantém estaveis e que para outros trés existe uma reducao desta razao com o aumento da
ordem dos blocos. Da Tabela 25, vemos que a densidade do SBAINV-NS tende a crescer
mais rapidamente do que densidade do SBAINV-VAR.

Tabela 24 Razdes entre as iteragoes médias do BICGSTAB precondicionado (SBAINV-
NS/SBAINV-VAR), com tolerancia para o descarte de 0,1.

Matriz bl b2 b3

SHERMAN1 1,17 1,18 1,16
SHERMAN4 1,25 1,17 121

PDE900 1,28 141 1,35
PDE2961 1,33 1,14 1,03
HOR131 1,08 1,58 0,95
CAGES 1,11 1,15 1,00
Média 1,20 127 1,12

Tabela 25 Razdes entre as densidades dos precondicionadores (SBAINV-NS/SBAINV-
VAR), com tolerancia para o descarte de 0,1.

Matriz bl b2 b3

SHERMAN1 1,13 1,25 1,50
SHERMAN4 1,01 1,05 1,22

PDE900 1,07 1,08 1,28
PDE2961 1,11 1,47 1,64
HOR131 1,06 1,15 1,18
CAGES 0,59 0,87 0,89
Média 0,09 1,14 1,28

A Tabela 26 mostra a razao entre as iteragoes do BICGSTAB sem precondici-
onamento, apresentadas na Tabela 17, e as iteracbes com o SBAINV-VAR, com b3,
conferir Tabela 22. Acima de 1 o BICGSTAB precondicionado pelo SBAINV-VAR faz
menos iteragoes. Neste caso, o método precondicionado se comportou melhor para as
cinco matrizes, fazendo em média 90% menos iteracoes, lembrando que para a matriz

HOR131, sem precondicionamento, o método nao convergiu dentro do niimero maximo
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Tabela 26 Razoes entre as iteragoes médias do BICGSTAB sem precondicionamento (no
numerador) e precondicionado pelo SBAINV-VAR (no denominador), com tamanhos de
bloco do tipo b3 e tolerancia para o descarte de 0,1.

Matriz Razao

SHERMANI 31,04
SHERMAN4 531

PDE900 13,63
PDE2961 11,25
CAGES 1,08

de iteragoes. Para uma das matrizes, CAGES, o método precondicionado foi tao melhor

quanto os demais e teve uma margem de apenas 7% em média.
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CONCLUSAO

O AINV é um dos métodos mais conhecidos na obtencao de precondicionadores
para sistemas lineares de grande porte, muito comuns em problemas da industria e da
ciéncia. Neste trabalho, buscamos, primeiramente, revisar as caracteristicas mais relevan-
tes do algoritmo de biconjugacao e do AINV, como as relagdes com os fatores LDU, as
estratégias de descarte utilizadas, o cdlculo dos pivos, dentre outros fatores. Fizemos uma
extensa andlise das principais variagoes do AINV e como elas foram abordadas na litera-
tura. Destacamos suas principais diferencas e semelhancas e, por isso, as classificamos em
quatro classes: classe AINV, classe FFAPINV, classe AINV-LU e classe Pivoteamento.
Também analisamos as complexidades de cada um dos algoritmos e verificamos que, em
todos os métodos, o fato de A ser esparsa e a utilizagao dos descartes sao os principais
pontos que os tornam computacionalmente viaveis.

Vimos que poucas variagoes do AINV em blocos foram propostas, sendo elas o
BAINV-NS [22] e 0 BAINV [11]. A abordagem em blocos pode trazer beneficios quanto
a melhora de estabilidade, melhora do desempenho além de preservar as propriedades
fisicas relativas a blocagem da matriz. Nés, buscamos, entao, analisar com mais detalhes
o BAINV, que é a versao em blocos do AINV para matrizes simétricas. N6s demonstramos
sua consisténcia e que ele nao quebra, sob determinadas condigoes, para matrizes do tipo
M e H. Além disso, adaptamos esse algoritmo para o caso nao simétrico, demonstrando
também sua consisténcia. Além disso, provamos alguns resultados relativos ao AINV
nao simétrico em blocos que possibilitaram desenvolver versoes em blocos para algumas
variacoes do AINV escalar, sendo elas: SBAINV-NS, BFFAPINF, BSAINV-VAR e BRIF.

Por fim, apresentamos os resultados dos testes numéricos comparando o SBAINV-
NS e o BSAINV-VAR. O SBAINV-NS é uma versao nao simétrica do BAINV e livre
de quebra para matrizes positivas definidas. Ja o SBAINV-VAR é a versao em blo-
cos do SAINV-VAR. Os principais resultados dos experimentos numéricos indicam que
o SBAINV-VAR possui melhor desempenho em comparagao ao SBAINV-NS, tanto em

numero médio de iteracoes do BICGSTAB, quanto em densidade do precondicionador.
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Além disso, nestes experimentos, o valor da tolerancia do descarte de 0,1 foi adequado
e o uso de uma estrutura em blocos representou um ganho importante no nimero de
iteragoes, ainda que tenha tornado os precondicionadores mais densos, com o aumento da
ordem dos blocos.

Como trabalhos futuros, pretendemos desenvolver mais variagoes do AINV para
matrizes em blocos, como, por exemplo, adaptagdes em blocos para as versoes do AINV
com pivoteamento (AINVP, RIFP, LLAINVP). Em relacao a implementagdo dos tes-
tes, pretendemos utilizar outros critérios para descarte (que nao sejam puramente por
tolerancia de magnitude dos blocos), além de realizar reordenamentos e escalamentos
nas matrizes. Pretendemos ainda realizar uma comparacao do tempo computacional de
aplicagao e producao do precondicionador. Por fim, iremos realizar implementagoes em
C++, tanto com MPI quanto com OpenMP, para medir o desempenho destas alterna-
tivas em computadores paralelos hibridos e compara-las com outros precondicionadores
conhecidos, como as fatoragoes incompletas e o multigrid, para matrizes reais oriundas de

problemas de simulacao de reservatérios de petréleo e de geomecanica.
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