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RESUMO

FRIGUIS, M. S.Andlise direta e inversa da dinamica de populagoes difusivas via
transformacaoes integrais, inferéncia bayesiana e modelo de erro de aproximacdo . 2021.
136 f. Tese (Doutorado em Modelagem Computacional) — Instituto Politécnico,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Nova Friburgo, 2021.

Neste trabalho é apresentada a analise direta e inversa de um problema de dinamica
populacional bidimensional transiente na presenca de armadilhas locais. Inicialmente o
estudo populacional é conduzido considerando a existéncia de apenas uma espécie para
ser posteriormente ampliado para um sistema do tipo presa-predador. O problema direto
formulado é solucionado utilizando uma abordagem hibrida via técnica de transformadas
integrais generalizadas (GITT). Visando reduzir o custo computacional para solugao do
problema direto, ainda com a GITT, foi implementada uma solugao de baixo custo alte-
rando a ordem de truncamento na transformagao dos termos fonte. A utilizacao de uma
solugao de baixo custo para o problema direto levou ao surgimento de erro de modela-
gem, que foi incorporado a solugao do problema inverso via modelo de erro de aproximagcao
(AEM). Sob a perspectiva do problema inverso, a estimativa dos parametros associados
aos modelos é formulada usando o formalismo Bayesiano, usando o método de mazimum
a posteriori (MAP) para gerar uma estimativa pontual da posteriori em seguida refinada
por amostragem pelo método de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC). Conside-
rando a existéncia de informacao a priori de diferentes tipos, a funcao objetivo MAP foi
otimizada pelos métodos de Luus-Jaakola e Gauss-Newton, ja o MCMC foi implementado
considerando algoritmos Metropolis-Hastings classico e adaptativo. Visando estabelecer
condicoes satisfatérias para estimativas dos parametros envolvidos, sao aplicadas andlises
de sensibilidades local e global aos modelos adotados, identificando quais parametros
podem ser estimados via problemas inversos com inferéncia Bayesiana. Enquanto os re-
sultados do problema direto mostram que a GITT pode ser utilizada com sucesso nesse
tipo de problema, os resultados do problema inverso sugerem em quais cenarios essa me-
todologia, de problemas inversos via inferéncia Bayesiana, pode ser aplicada considerando
situacoes reais.

Palavras-chave: Populacoes Difusivas. Transformada Integral Generalizada. Inferéncia

Bayesiana. Modelo de Erro de Aproximacao.



ABSTRACT

FRIGUIS, M. S.Direct and inverse analysis of diffusive population dynamics via integral
transformations, bayesian inference and approximation error model. 2021. 136 f. Tese
(Doutorado em Modelagem Computacional) — Instituto Politécnico, Universidade do
Estado do Rio de Janeiro, Nova Friburgo, 2021.

This work presents the direct and inverse analysis of a transient two-dimensional
population dynamics problem in the presence of local traps. Initially, the population
study is conducted considering the existence of only one species to be later expanded to
a prey-predator type system. The formulated direct problem is solved using a hybrid ap-
proach via the technique of generalized integral transforms (GITT). Aiming to reduce the
computational cost to solve the direct problem, even with GITT, a low-cost solution was
implemented. The use of a low-cost solution for the direct problem led to the emergence
of modeling error, which was incorporated into the solution of the inverse problem via
the approximation error model (AEM). From the perspective of the inverse problem, the
estimation of the parameters associated with the models is formulated using the Bayesian
formalism, using the mazimum a posteriori (MAP) method to generate a point estimate
of the posteriori then refined by sampling by Monte Carlo via Markov Chains (MCMC)
method. Considering the existence of a priori information of different types, the MAP
objective function was optimized by the Luus-Jaakola and Gauss-Newton methods, whe-
reas the MCMC was implemented considering classical and adaptive Metropolis-Hastings
algorithms. In order to establish satisfactory conditions for estimating the parameters
involved, local and global sensitivity analyzes are applied, identifying which parameters
can be estimated via inverse problems with Bayesian inference. While the results of the
direct problem show that GITT can be used successfully in this type of problem, the
results of the inverse problem suggest in which scenarios this methodology can be applied
considering real situations.

Keywords: Diffusive Populations. Generalized Integral Transform. Bayesian Inference.

Approximation Error Model.



Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura

LISTA DE FIGURAS

1 - Distribuicao longitudinal da densidade populacional Caso 1. . . . . . . 5}

2 - Distribuicao temporal da densidade populacional Caso 1 . . . . . . .. 56

3 - Distribuicao espacial da densidade populacional Caso 1 . . . . . . . .. 56

4 - Distribuicao longitudinal da densidade de presas e predadores cenario 2 63

5 - Distribuicao temporal da densidade de presas e predadores cenario 2 . 64

6 - Distribuicao espacial da densidade de presas e predadores cenario 2 . . 65

7 - Coeficientes de sensibilidade normalizados cendrio I . . . . . . . .. .. 67

8 - Coeficientes de sensibilidade normalizados cenario I . . . . . . . . .. 69

9 - Convergéncia do traco da matriz de covariancia do erro de modelagem 70
10 - Média do erro de modelagem no cenériol . . . . . .. ... ... ... 71
11 - Média do erro de modelagem no cenédrio II . . . . . ... .. .. ... 72
12 - Evolucao das Cadeias de Makov - Caso 2 . . . . . . ... ... ..... 7
13 - Autorrelagao - Caso 2 . . . . . . ... 78
14 - Histogramas de frequéncia - Caso 2 . . . . . . . . . .. ... ... ... 79
15 - Evolugao das Cadeias de Makov - Caso 3 . . . . . . ... .. .. .... 80
16 - Autorrelacao - Caso 3 . . . . . . . . ... 81
17 - Histogramas de frequéncia- Caso 3 . . . . . . . . . .. ... ... ... 82
18 - Evolugao das Cadeias de Makov - Caso 4 . . . . . . . . ... ... ... 83
19 - Autorrelacao - Caso 4 . . . . . . . ... 84
20 - Histogramas de frequéncia - Caso 4 . . . . . . . . .. .. .. ... ... 85
21 - Evolugao das Cadeia de Makov - Caso 6 . . . . . .. ... ... . ... 89
22 - Autocorrelagao dos parametros - Caso 6 . . . . . .. . ... ... ... 90
23 - Histogramas de frequéncia - Caso 6 . . . . . . .. ... ... ... ... 91
24 - Residuos entre dados experimentais e dados calculados - Caso 6 . . . . 92
25 - Evolucao das Cadeia de Makov - Caso 7 . . . . . .. . .. ... .. .. 94
26 - Autocorrelacao dos parametros - Caso 7 . . . . . .. . ... ... ... 95
27 - Dados experimentais X dados calculados - Caso 7 . . . . . . . ... .. 96
28 - Histogramas de frequéncia - Caso 7 . . . . . . . . . . ... . ... ... 97
29 - Evolucao das Cadeias de Makov - Caso 8 . . . . . .. . ... ... ... 99
30 - Autocorrelagao dos parametros - Caso 8 . . . . . .. .. ... ... .. 100
31 - Histogramas de frequéncia - Caso 8 . . . . . . . . .. ... ... .... 101
32 - Evolucao das Cadeias de Makov-Caso 9 . . . . . ... .. ... .. .. 103
33 - Histogramas de frequéncia- Caso9 . . . . . . .. ... ... ... ... 104
34 - Autocorrelagao dos parametros - Caso 9 . . . . . .. ... ... L. 105
35 - Evolucao das Cadeias de Makov - Caso 10 . . . . . . . .. . ... ... 107

36 - Autocorrelagao dos parametros - Caso 10 . . . . . . . . . . ... .. .. 108



Figura
Figura
Figura
Figura
Figura

Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura

37 - Ajuste dados experimentais x dados calculados - Caso 10. . . . . . . . 109

38 - Evolucao das Cadeias de Makov - Caso 11 . . . . . . .. .. ... ... 111
39 - Autocorrelagao dos parametros - Caso 11 . . . . . . . . .. ... .. .. 112
40 - Histogramas de frequéncia - Caso 11 . . . . . . . . . . ... ... ... 113
41 - Residuos entre dados experimentais e dados calculados utilizando a
solucao do problema inverso - Caso 11 . . . . . . . . . .. .. ... .. 114
42 - Evolucao das Cadeias de Makov - Caso 12 . . . . . . .. ... ... .. 116
43 - Autocorrelacao dos parametros - Caso 12. . . . . . . .. ... ... .. 117
44 - Histogramas de frequéncia - Caso 12 . . . . . . . . . . ... ... ... 118
45 - Ajuste dados experimentais X dados calculados - Caso 12. . . . . . . . 119
46 - Residuos entre dados experimentais e dados calculados - Caso 12 . . . 120
47 - Evolugao das Cadeias de Makov - Caso 13 . . . . . . . .. .. ... .. 122
48 - Autocorrelagao dos parametros - Caso 13 . . . . . . . . . . .. ... .. 123
49 - Evolucao das Cadeias de Makov - Caso 14 . . . . . . .. ... .. ... 125
50 - Autocorrelagao dos parametros - Caso 14 . . . . . . . . . . ... .. .. 126
51 - Histogramas de frequéncia - Caso 14 . . . . . . . .. . ... ... ... 127
52 - Ajuste dados experimentais x dados calculados - Caso 14. . . . . . . . 128



Tabela
Tabela
Tabela

Tabela

Tabela

Tabela

Tabela

Tabela

Tabela

Tabela

Tabela
Tabela
Tabela

Tabela

Tabela

Tabela

LISTA DE TABELAS

1 - Centro das armadilhas . . . . . ... ... ... ... ... ... ...
2 - Valores para solucao do problema direto cenarioI . . . . . .. ... ..

3 - Analise de convergéncia da solugao para a densidade populacional pela

GITT, em relacao ao nimero de sub-regioes M com N =90 e y = 0,2

4 - Anélise de convergeéncia da solucao para a densidade populacional pela

GITT, em relacao ao nimero de sub-regioes M com N =90 e y = 0,5

5 - Anélise de convergéncia da solucao para a densidade populacional pela
GITT, em relacao a ordem de truncamento N com M =30ey =0,2 .

6 - Analise de convergéncia da solucao para a densidade populacional pela
GITT, em relacao a ordem de truncamento N com M =30ey =0,5 .

7 - Anélise de convergeéncia da solugao para a densidade populacional pela

GITT, em relagao ao nimero de sub-regioes M com N =90, y =0,2 e
Nr=1 . e

8 - Analise de convergéncia da solucao para a densidade populacional pela

GITT, em relagao ao nimero de sub-regioes M com N =90,y =0,5e
modelo reduzido Np=1 . . . . . . . . .. ... ... ...

9 - Analise de convergeéncia da solucao para a densidade populacional pela

GITT, em relacao a ordem de truncamento N com M =30,y =0,2 e
modelo reduzido Np =1 . . . . . . . .. . ... ...

10 - Analise de convergéncia da solu¢ao para a densidade populacional pela

GITT, em relacao a ordem de truncamento N com M =30,y = 0,5 e
modelo reduzido Np =1 . . . . . . . .. ... ...

11 - Tempo computacional solugao de baixo custo x solucao completa . . .

23

o4

o4

95

29
29

12 - Valores utilizados para solucao do problema direto com duas populacgoes 60

13 - Analise de convergéncia da solucao para a densidade de presas e pre-
dadores pela GITT em relagao ao niimero de sub-regioes de integragao
Mcom N =30 ... .. . .

14 - Analise de convergéncia da solucao para a densidade de presas e pre-
dadores pela GITT em relagao a ordem de truncamento N (M = 30 )

15 - Anélise de convergéncia da solugao para a densidade de presas e pre-
dadores pela GITT em relagao ao nimero de sub-regioes de integragao
M, com modelo reduzido N =1e N =30 . .. ... ... ......

16 - Anélise de convergéncia da solugao para a densidade de presas e pre-
dadores pela GITT em relagao a ordem de truncamento N (M = 30 )

considerando a ordem do modelo aproximado Np =1 . . .. ... ..



Tabela

Tabela
Tabela
Tabela
Tabela
Tabela
Tabela
Tabela
Tabela
Tabela
Tabela
Tabela
Tabela
Tabela
Tabela
Tabela
Tabela
Tabela

17 - Tempo computacional solugao de baixo custo X solugao completa -

cenario IT . . . . . . . . . 63
18 - Sensibilidade Morris cenario I . . . . . . . . .. ... ... ... .. 67
19 - Sensibilidade Morris cenario IT. . . . . . . .. ... ... ... ..... 68
20 - Casos propostos para o problema inverso . . . . . . . .. .. ... ... 74
21 - Resultados Problema Inverso Caso 1 . . . . . .. .. ... ... .... 76
22 - Resultados Problema Inverso Caso 2 . . . . . .. .. ... ... .... 7
23 - Resultados Problema Inverso Caso 3 . . . . ... ... .. ... .... 79
24 - Resultados Problema Inverso Caso4 . . . . ... ... ... .. .... 82
25 - Resultados Problema Inverso Caso b . . . . . .. .. ... ... .... 87
26 - Resultados Problema Inverso Caso6 . . . . . . ... ... ... .... 88
27 - Resultados Problema Inverso Caso 7 . . . . . . . .. . .. ... .... 93
28 - Resultados Problema Inverso Caso 8 . . . . . . . ... ... ... ... 98
29 - Resultados Problema Inverso Caso9 . . . . ... .. ... ... .... 102
30 - Resultados Problema Inverso Caso 10 . . . . . . .. . .. .. ... .. 106
31 - Resultados Problema Inverso Caso 11 . . . . . . . ... .. ... ... 110
32 - Resultados Problema Inverso Caso 12 . . . . . . .. . .. .. ... .. 115
33 - Resultados Problema Inverso Caso 13 . . . . . . .. . ... ... ... 121

34 - Resultados Problema Inverso Caso 14 . . . . . . . . . . . . . .. ... 124



CITT
GITT
AEM
MAP
MCMC
AMCMC

LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

Transformada Integral Cléssica
Transformada Integral Generalizada
Modelo de Erro de Aproximagao
mazrimum a posteriort

Monte Carlo via Cadeias de Markov

Monte Carlo via Cadeias de Markov Adaptativo



LISTA DE SIMBOLOS

Densidade populacional de presas

Dominio espacial

Superficie de contorno

Coeficiente de difusao da populagao de presas
Constante de crescimento intrinseco de presas
Constante de suporte da populagao de presas
Funcao de remocao por armadilhas
Densidade inicial de presas

Autovalores associados

Autofuncoes bidimensional

Autofungoes bidimensional normalizadas
Ordem de truncamento

Densidade populacional de predadores
Coeficiente de difusao de predadores

Taxa de crescimento intrinseco de predadores
Taxa maxima de consumo de presas

Numero de presas para atingir a taxa maxima de consumo
Taxa da qualidade da conversao de presas em alimento
Numero de sub-regices de integracao

Ordem de reducao

Numero de armadilhas

Intensidade das armadilhas

Vetor de parametros

Niumero de parametros

Probabilidade

Dados experimentais

Numero de dados

Solugao completa

Erro experimental

Solugao aproximada

Erro de modelagem

Erro total

Covariancia dos dados experimentais
Covariancia dos parametros

Média dos erros de modelagem

Numero de amostras do erro de modelagem



Covariancia dos parametros

Média a priori

Matriz Jacobiana

Covariancia da densidade de transi¢ao

Z-Score



1.1
1.2
1.3
1.4
1.5

2.1
2.2
2.3
2.4
24.1
24.2
2.5

25.1
2.5.2
2.6
2.7
2.7.1
2.7.2

3.1
3.1.1
3.1.2
3.2
3.2.1
3.2.2
3.3

3.4
3.4.1
3.4.1.1
3.4.1.2
3.4.1.3
3.4.14

SUMARIO

INTRODUCGAO . . . . . s,
FORMULACAO E SOLUCAO DO PROBLEMA DIRETO
Dispersao de Uma Espécie Com Armadilhas . . .. .. ... .. ..
Dispersao Presa-Predador Com Armadilhas . . ... ... ... ..
Técnicas de Integragao . . . . . . . . .. ... ... ... ... ...
Solucao de Baixo Custo . . . . . . ... ... ... L.
Modelagem dos Locais de Abate . . . . . . .. ... ... ... ....
FORMULACAO E SOLUCAO DO PROBLEMA INVERSO
Aspectos Gerais de Problemas Inversos . . . . ... ... ... ...
Inferéncia Bayesiana . . . . . . .. ... ... ... ... .......
Modelos de Erro . . . . . . ...
Maximum a Posteriori . . . . . . ... ... ... ...
Método de Gauss-Newton . . . . . . . . . . .. ... ... .

Método de Luss-Jaakola . . . . . . . . . . ...

Método de Monte Carlo via Cadeias de Markov Com Metropolis-
Hastings . . . . . . . . . . ..
Metropolis-Hastings Adaptativo. . . . . . . . . .. ... ... ... ....

Andlise de convergéncia . . . . . . .. ... Lo

Dados Experimentais . . . . . . . .. ... ... ...
Analise de Sensibilidade . . . . . . ... ..o

Sensibilidade local baseada em derivadas parciais . . . . . . ... ... ..

Método de Morris . . . . . . L

RESULTADOS E DISCUSSOES . . . . . . . . i
Resultados do Problema Direto . . . . . . . .. ... ... ... ...

Problema direto cendrio I . . . . . . . . ..

Problema direto cendrio I . . . . . . . . . . . ...

Anadlise de Sensibilidade . . . . . . . ... L.

Sensibilidade Cendrio I. . . . . . . . . . . . . ..

Sensibilidade cendrio I1 . . . . . . . . . ...

Caracterizacao do Erro de Modelagem . . . . . . ... ... ... ..

Resultados do Problema Inverso . . . . . . . . . . . . .. . ... ...




3.4.2 Resultados Cendrio IT . . . . . . . . . . . . . 86

3421 Casob. . . .. 87
3422 Caso 6. . . . . . 87
3423 Caso T . . . . . e 93
3424 Caso 8. . . . . 98
3425 Caso 9. . . . e 102
3426 Caso 10 . . . . . . . 106
3.4.2.7 Caso 1l . . . . . e 110
3428 Caso 12 . . . . . e 115
3.4.29 Caso 13 . . . . . e 121
3.4.210 Caso 14 . . . . . . 124

CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS . .. ......... 129

REFERENCIAS . . . . . . 131



15

INTRODUCAO

Motivagao

Ao longo dos anos, problemas envolvendo epidemias tem sido cada vez mais fre-
quentes no mundo, com altos indices de mortalidade e morbidade. De fato, vivemos nos
ultimos dois anos a maior e mais devastadora pandemia dessa geracao. Uma epidemia
pode ser vista como a dinamica entre populagoes que interagem fazendo circular o agente
causador de alguma enfermidade. De forma mais restrita existem populagoes que podem
atuar como vetores, animais que transmitem uma doenga para outra populacao. Nos
ultimos anos é crescente a preocupacao com doencas transmitidas por vetores. Em 2014
a Organizacao Mundial da Saide afirmou que boa parte da populagao mundial seria aco-
metida por alguma enfermidade transmitida por vetores nos anos que sucederam, sendo
considerados um dos principais problemas de saide mundial (ORGANIZAQAO PAN-
AMERICANA DA SAUDE (OPAS-BRASIL), 2014). No Brasil os niimeros sao alarman-
tes e praticamente todos os anos o pais enfrenta alguma epidemia relacionada a esses tipos
de doengas, que possuem altas taxas de hospitalizagao e mortalidade, sobrecarregando um
sistema de saude considerado fragil e sem condicoes para funcionamento pleno em mo-
mentos epidémicos. Nesse sentido conhecer e entender o comportamento da dinamica
de crescimento e dispersao populacional sob certas condigoes ¢ uma informacao valiosa,
objetivando a implementacao de politicas publicas de combate e controle de populagoes
que podem atuar como vetores de doencas. Por esse motivo, modelos que descrevem
adequadamente estes problemas desempenham um papel crucial, uma vez que podem
ser utilizados para trazer mais conhecimento ao problema estudado, permitindo que um
modelo seja ajustado a uma situacao real onde esta inserido.

A seguir, na revisao de literatura, sao apresentados as principais referenciais que

serviram como base tedrica para realizacao deste trabalho.

Dinamica Populacional

Os trabalhos de Malthus (MALTHUS, 1798), Vershult (VERHULST, 1838), Lotka
(ALFRED, 1925) e Volterra (VOLTERRA, 1927) sao tidos como os pioneiros no desen-
volvimento de modelos matematicos para a descricao do comportamento da dinamica
de populagoes. Desde entao, varios trabalhos vém sendo desenvolvidos no estudo da
dinamica de populagoes, principalmente trabalhos que consideram as populacoes ou suas
densidades como funcao do tempo puramente. Considerando que a dinamica de uma

dada populagao pode variar ndo apenas no tempo mas também no espago Skellam (1951)
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aponta que nesse tipo de dinamica o fenomeno de difusao nao pode ser ignorado e descreve
que o mecanismo responsavel pela difusao populacional é o "Random Walk”, aplicando
a lei de difusao a distribuicao espacial da densidade de populacoes. Ainda considerando
modelos espago-temporais e a difusdo parte importante do processo, Pielou et al. (1969)
forneceram uma revisao sistematica de modelos matematicos que usam essa mecanica,
considerando modelos para uma ou varias espécies.

Expandindo a ideia da difusao aplicada a problemas de dinamica populacional
Dubey et al. (2001) propuseram e analisaram modelos mateméaticos considerando interagao
presa-predador com difusao cruzada, nesse tipo de difusao além dos efeitos classicos sao
consideradas as capacidades de presas tentarem manter-se afastadas de locais com alta
densidade de predadores, e a capacidade de predadores se manterem préximos a areas
com alta densidades de presas. Ainda a respeito da difusao como processo de dispersao
populacional, Okubo e Levin (2013) trataram de forma abrangente o uso de modelos de
difusao em ecologia integrando teoria e aplicagoes, abrangendo uma ampla variedade de
topicos e incluindo modelos de propagacao, tamanho critico de manchas e agrupamento.

Um ponto central na utilizagao de modelos matematicos para entender o com-
portamento de populacoes estda em como esses podem ser utilizados para controle de
populacoes de pragas e vetores. Nesse sentido, surgem estudos onde faz-se presente meca-
nismos de controle populacional, que geralmente sao introduzidos para verificar condigoes
de existéncia de uma determinada populacao. Na literatura sobre mecanismos de con-
trole, a remogao por abate é assunto recorrente e, nessa linha, Simons e Gourley (2006)
propuseram modelos populacionais onde os membros adultos estao sujeitos a remocao por
abate trabalhando com o abate em instantes especificos ou em pontos discretos do espaco,
discutindo as condicoes suficientes para extincao da espécie. Ainda considerando o abate
como um mecanismo de controle populacional, Gourley et al. (2007) utilizaram modelos
matematicos apropriados para avaliar a eficacia do abate como ferramenta para erradicar
doencas transmitidas por vetores apresentando condigoes suficientes para garantir a erra-
dicacdo da doenga. Baseado nesses trabalhos, White (2009) realizou um estudo numérico
de populacoes com dispersao em modelos uni e bidimensionais com um nimero finito de
locais de abate onde considerou que o abate se dava por meio de armadilhas impulsivas. De
maneira semelhante, Terry (2010) implementou um regime de abate impulsivo de adultos
para controle de pragas, levando em conta que a aplicacao de pesticidas encontrou resul-
tados naturais de extingao considerando aplicacoes em larga escala. Ainda considerando
o abate impulsivo, Knupp et al. (2015) investigaram a solugao do problema populacional
descrito por (WHITE, 2009) via Transformada Integral Generalizada (GITT) identifi-
cando os parametros do modelo via problemas inversos e posteriormente Friguis et al.
(2021) estimaram os parametros desse mesmo modelo via inferéncia Bayesiana.

Ainda considerando mecanismos de controle populacional vale destacar o aspecto

competitivo que algumas populacoes podem desenvolver e o uso de competicao entre
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espécies pode ser visto como uma boa ferramenta de controle populacional. Natural-
mente individuos de uma mesma populagao ja competem por recursos entre si, porém
a competicao também ocorre entre espécies, com uma das espécies consumindo a ou-
tra. Nesse sentido, modelos presa-predador podem ser descritos buscando caracterizar
essa competicao. Nessa linha, Sun et al. (2009) investigaram um sistema predador-presa
com resposta funcional do tipo Michaelis-Menten com difusao classica e cruzada. Com
base na andlise matemadtica, obtiveram condigoes para surgimento de padroes de Tu-
ring. Ainda considerando a predagao, Wang e Qi (2018) investigaram um modelo espacial
presa-predador com mecanismo de autodefesa no qual as espécies de presas se mantéem
afastadas do ataque do predador, que leva a existéncia de difusao cruzada em comunidades
biologicas. As condicoes para a instabilidade de Turing induzida por esse tipo de difusao
foram obtidas por andlise matematica. Pelas simulagoes numéricas, emergiram cinco ti-
pos de padroes. Esse estudo sugere que as interagoes entre a difusao classica e a difusao
cruzada tém grandes efeitos no mecanismo para o surgimento de dinamicas complexas em
sistemas bioldgicos.

Grande numero de trabalhos envolvendo predacao como ferramenta de controle
buscam entender como se da a interagao entre as especies, geralmente esse tipo de in-
teracao recebe o nome de resposta funcional. Uma resposta funcional é definida como
a taxa na qual um predador individual mata a presa, ou seja, o nimero médio de pre-
sas mortas por um unico predador. Respostas funcionais fazem parte da equacao da
densidade de presas, informando quantas dessas sao removidas e quantas sao realmente
consumidas. Holling (1959) estudou e classificou as respostas funcionais em trés tipos:
Linear, Hiperbodlica e Sigmoidal e mesmo sendo um trabalho com mais de 60 anos, ainda

é referéncia para um grande nimero de estudos envolvendo modelagem com predagcao.

Transformada Integral Generalizada

Problemas envolvendo o estudo da dinamica de populagoes, podem ser modelados
de forma simplificada, com variacao apenas temporal da densidade populacional, ou com
modelos mais sofisticados, envolvendo a modelagem da variacao espacial das espécies.
Neste tltimo caso, efeitos associados a difusao nao podem ser ignorados e devem ser aco-
plados aos modelos. Embora técnicas analiticas classicas possam ser aplicadas a solucao
da equacao de difusao, apenas problemas com modelagem relativamente simples podem
ser resolvidos. Neste sentido, para obter solucoes para problemas cada vez mais comple-
xos foram desenvolvidas diversas técnicas, seja como métodos puramente numéricos, ou
métodos analiticos mais sofisticados e ainda métodos hibridos que utilizam os aspectos
mais relevantes de cada um dos métodos.

Métodos puramente numéricos como Métodos das Diferencas Finitas, Elementos



18

Finitos e Volume Finitos desempenham um papel crucial na solucao de problemas envol-
vendo modelagens complexas com a equacao de difusao, uma vez que estes se aprimoraram
com o uso massivo de recursos computacionais.

Por outro, técnicas puramente analiticas como o Método da Separacao de Variaveis,
mesmo com sua importancia, tornou-se cada vez mais limitado uma vez que sua abrangéncia
necessita que os problemas sejam muito restritivos, que é o caminho oposto ao percorrido
pelos modelos. Contudo, tendo como base essa técnica foram desenvolvidos os formalis-
mos da Técnica da Transformada Integral Classica (Classical Integral Transform Techni-
que — CITT), revisada e aprimorada por Mikhailov e Ozisik (1984), contemplando uma
grande variedade de problemas difusivos lineares classificando-os em sete classes. Embora
a CITT tenha representado um grande avango na solucao analitica de problemas envol-
vendo a equacao da difusao, contemplando um grande niimeros de problemas e aplicagoes
praticas, o método nao é capaz de lidar com problemas nao lineares e com problemas
lineares que de alguma forma nao possam ser transformados.

Neste contexto, como forma de aumentar a abrangéncia da CITT, foi desenvol-
vida a Técnica da Transformada Integral Generalizada (Generalized Integral Transform
Technique — GITT) (COTTA, 1990; COTTA, 1993; COTTA, 1994) que pode ser vista
como uma implementacao hibrida numérico-analitica da formulacao classica, permitindo
maior flexibilidade no tratamento de problemas antes tidos como nao-transformaveis, in-
cluindo a andlise de problemas nao-lineares de difusao e convecgao-difusao. Embora seja
aplicada em larga escala a problemas de transferéncia de calor, teoricamente pode ser
implementada para qualquer problema envolvendo modelos dados pela equagao de ad-
vecgao-difusao-reagao.

A GITT vem sendo usada sistematicamente na solucao dos mais variados proble-
mas. Entre esses estao os problemas de transferéncia de calor, onde nesse contexto Naveira
et al. (2008) empregaram a GITT na solu¢do numérica-analitica hibrida de problemas de
difusdo de calor em meios heterogéneos e Naveira et al. (2009) apresentaram uma solugao
numérica-analitica hibrida para conveccao forgada laminar transitéria sobre placas planas,
sujeita a variagoes do fluxo de calor da parede aplicada na interface fluido-sélido. Ainda
em transferéncia de calor, Knupp et al. (2012) avangaram na abordagem analitica para
problemas de transferéncia de calor de conducao-convecgao conjugada, propondo uma
formulacao de dominio unico para modelar as regides de fluxo e parede; posteriormente
Knupp et al. (2015) investigaram o comportamento transitério da transferéncia de calor
no fluxo laminar de microcanais, levando em consideracao os efeitos de difusao axial.

Embora a GITT tenha surgido em problemas de transferéncia de calor, a versati-
lidade da técnica vem sendo comprovada com sua aplicacao nas mais variadas areas do
conhecimento. A seguir serao listados alguns trabalhos, separados por tema, para ilustrar
essa caracteristica.

Considerando escoamento em meios porosos Liu et al. (2000) aplicaram a GITT
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para obter a solugao da equacao de adveccao-difusao em meio poroso heterogéneo acoplado
com adsor¢ao e decomposigao. Ainda nessa linha Deng et al. (2014) empregaram GITT
para obter a solucao de um problema de transporte de solutos em meios porosos.

Em vibragoes Matt (2009) utilizou a GITT para a andlise tedrica de vibragoes
induzidas pelo vento em condutores aéreos. Gu et al. (2012) aplicaram a GITT para
predizer a resposta dinamica de vibracao induzida por vértice de um cilindro longo e
flexivel utilizando um modelo de oscilador de esteira nao linear para representar a forca
de fluxo cruzado atuando no cilindro. Ainda nesse tema Matt (2013) combinou a CITT
com a GITT para um problema de identificagao de danos estruturais, obtendo precisao e
robustez nessa combinagao e afirmou que os resultados obtidos podem ser utilizados com
benchmark para esse tipo de problema.

Em dispersao de poluentes Barros et al. (2006) empregaram a GITT para obter
solugoes numeérico-analiticas para modelos preditivos em relagao a dispersao de contami-
nantes dissolvidos em rios, corregos e canais com fluxo simétrico ou assimétrico. Cassol
et al. (2009) obtiveram uma solucao via GITT e transformada de Laplace para dispersao
de poluentes na atmosfera.

Em dinamica populacional Knupp et al. (2015) utilizaram a GITT para obter a
solucao de um problema de dinamica populacional 1-D para uma populagao difusiva com
taxas de natalidade e mortalidade logisticas, tempo de reproducao atrasado e locais de
abate impulsivos. Ainda considerando o formalismo da GITT aplicada a problemas de
dindmica populacional Friguis et al. (2021) implementaram uma solugao de baixo custo
computacional considerando uma reducao na ordem de truncamento dos termos associados
a taxas de natalidade e mortalidade da populacao envolvida, obtendo cerca de 90% de

reducgao do custo computacional para a solucao do problema direto.

Problemas Inversos e Inferéncia Bayesiana

Em todos os problemas de modelagem, a solu¢ao do problema matematico proposto
sO possui relevancia pratica se os coeficientes da equacao, condicoes de contorno e inicial
do problema forem bem caracterizados para o problema em andlise. Em geral, entao,
surge a necessidade de inferéncia (medigao indireta) de diversos parametros do modelo
proposto a partir de alguma informagao que pode ser medida diretamente (por exemplo:
temperatura, pressao, concentracao massica, nimero de individuos em uma populacao,
etc). Dessa forma, a formulacdo e solugdo de problemas inversos sao fundamentais no
processo de modelagem computacional e caracterizagao de um modelo para aplicagoes
praticas. Nesse sentido, uma abordagem que vem trazendo bons resultados na estimativa
dessas propriedades é a inferéncia Bayesiana, que diferentemente de outras formulagoes

possibilita a utilizacao de toda informacao disponivel na solu¢ao do problema inverso.
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Esta secao, tras alguns trabalhos que apresentam resultados referentes a essa abordagem
nas mais variadas areas do conhecimento.

Kaipio e Somersalo (2006) dedicaram sua obra a estudar problemas inversos, en-
fatizando, entre outras coisas, o erro gerado pela modelagem. Este material figura como
umas das contribui¢coes mais completas para a conexao entre a Inferéncia Bayesiana e a
solugao de problemas inversos em aplicagoes na engenharia.

Mota et al. (2009) comparam os métodos de Gauss de minimizacao da funcao
objetivo de Maximum a Posteriori e o de Monte Carlo via Cadeias de Markov utili-
zando algoritmo de Metropolis-Hastings, estimando simultaneamente os coeficientes de
uma aproximagao exponencial da dependéncia da condutividade térmica e da capacidade
térmica com a temperatura e a variagao unidimensional do fluxo de calor sob a forma de
nuvem de pontos.

Naveira-Cotta et al. (2010) utilizaram a inferéncia Bayesiana na estimativa de
condutividade térmica espacialmente variavel para conducao de calor unidimensional em
meios heterogéneos, como compdsitos cheios de particulas e outros sistemas dispersos de
duas fases, empregando o método de Monte Carlo via Cadeias de Markov através da
implementagao do algoritmo Metropolis-Hastings.

Migon et al. (2014) analisaram de forma detalhada a utilizacdo da abordagem
frequentista em comparacao a abordagem Bayesiana no processo de estimativa, onde
apresentaram importantes resultados em relacao a positividade ou negatividade de cada
uma dessas abordagens.

Knupp e Silva Neto (2013) utilizaram a auséncia de informagoes prévias sobre a
forma funcional da varidvel espacial desconhecida, albedo de espalhamento simples, e,
utilizando a abordagem Bayesiana, realizaram o desenvolvimento de uma densidade de
probabilidade posterior, que é explorada usando o método de Monte Carlo via Cadeias
de Markov implementado com o algoritmo Metropolis-Hastings. Além disso, estimaram
simultaneamente a espessura 6ptica e o albedo de espalhamento simples espacialmente
variavel, utilizando dados experimentais juntamente com diferentes formas funcionais para
o albedo espacialmente variavel e diferentes espessuras épticas do meio.

Knupp et al. (2016) apresentaram uma visao geral da andlise inversa de proble-
mas de difusao anomala com uma nova formulagao para o problema direto. Além disso
formularam o problema inverso sob 3 perspectivas diferentes: o estimador de méaxima ve-
rossimilhanca, o estimador Bayesiano de mazimum a posteriori e método de Monte Carlo
via Cadeias de Markov.

Oliveira et al. (2018) analisaram a estimativa de parametros em processos de
adsor¢ao, usando um sistema cromatografico com uma coluna, para a separacao das
substancias Glicose e Frutose. Utilizaram a abordagem Bayesiana, através de métodos
de Monte Carlo via Cadeias de Markov para executar a tarefa de minimizacao da fungao

objetivo. Diferentes casos sao apresentados com o objetivo de analisar a significancia es-
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tatistica das estimativas obtidas para os parametros, fazendo-se uma comparacao critica
entre a solucao via inferéncia Bayesiana e via minimizagao da fungao objetivo com métodos
estocdsticos. Os resultados obtidos demonstram que o uso da abordagem Bayesiana for-
nece uma proposta vantajosa para a estimativa de parametros em transferéncia de massa,
oferecendo resultados com maior riqueza de informacao estatistica.

Teixeira et al. (2020) apresentaram a formulagao e solugdo do problema inverso
de identificacao de danos estruturais com base na inferéncia Bayesiana, apresentando um
novo algoritmo adaptativo para superar dificuldades encontradas pelo algoritmo Metropolis-
Hastings tradicional. Sao apresentados resultados numéricos relacionados a um problema
inverso de identificacao de danos em uma viga de Euler-Bernoulli simplesmente supor-
tada. O algoritmo adaptavel e o algoritmo convencional foram considerados para fins de
comparagao, mostrando que os algoritmos adaptativos superaram o convencional.

Mascouto et al. (2020) abordaram a solugao numérica-analitica hibrida de condugao
de calor dentro de um tubo multicamada, incluindo a identificacao de um defeito na regiao
de juncao de um compodsito laminado, no qual a adesao de dois materiais diferentes é
imperfeita. A identificacdo de falhas foi realizada estimando-se a condutividade térmica
em toda a regiao contendo adesivo usando a formulagao e a solucao de um problema

inverso dentro da estrutura Bayesiana.

Modelo do Erro de Aproximacao

Nao nega-se que com o avanco cientifico a modelagem de problemas do mundo real
tornaram-se cada vez mais complexas e os modelos de dinamica populacional naturalmente
acompanharam a elevacao dessa complexidade. Aliada a isso o custo computacional na
resolucao de problemas passou a ter um aspecto preponderante na escolha de modelos
e técnicas de resolucao. Nesse sentido o uso de modelos aproximados tem um grande
apelo pois sao capazes de fornecer boas solucoes a um custo computacional mais acessivel
, porém o uso de modelos aproximados leva ao problema de erro de modelagem uma
vez que o modelo aproximado é uma versao mais ”pobre”do modelo considerado ideal.
Considerando as metodologias de solucao de problemas inversos é possivel acoplar o erro
de modelagem a solucao dessa problema, na literatura essa técnica é conhecida como
modelo de erro de aproximagao (Approximation Error Model - AEM )do qual listamos
alumas referéncias que serviram como base para o presente trabalho.

A formulacado do AEM utilizada no presente trabalho foi inicialmente empregada
em problemas de tomografia por impedancia elétrica em que Nissinen et al. (2007) estu-
daram dois tipos diferentes de erros de modelagem para este fendomeno, um relacionado a
reducao do modelo e outro referente a geometria parcialmente desconhecida, mostrando

viabilidade na abordagem e que, na pratica, pode facilitar a reducao da complexidade
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computacional do problema nao linear. Ainda no contexto de tomografia por impedancia
elétrica, Nissinen et al. (2009) mostraram que os erros devidos as impedancias de con-
tato desconhecidas também podem ser compensados empregando a abordagem de erro de
aproximagao. Semelhante aos resultados obtidos por Nissinen (2011) mostrado que erros
devido a discretizacao, condigoes de contorno, impedancia de contato dos eletrodos, e o
truncamento do dominio computacional também sao bem trabalhado com o AEM.

Embora iniciada em problemas de tomografia por impedancia elétrica o AEM ja
vem sendo utilizado em outras dreas. Nesse aspecto, Huttunen (2008) aplicou a abor-
dagem do erro de aproximacgao a problemas inversos nao estacionarios levando em conta
erros relacionados a reducao do modelo e também a discretizacao espacial e temporal
considerando o problema de transferéncia de calor utilizando o AEM com o objetivo de
reduzir o custo computacional. Ainda no contexto da transferéncia de calor, Magalhaes
(2014) investigou a aplicabilidade da abordagem Bayesiana com erro de aproximagao para
compensar a discrepancia entre os modelos bidimensional e de parametros concentrados,
a fim de estimar o fluxo de calor gerado em ferramenta de corte durante o processo de
brunimento. considerando o problema de sintetizacao de biodiesel em micro reatores 3D,
Pontes et al. (2021) utilizam o AEM para incorporar os erros provenientes da utilizagao
de um modelo aproximado para oferecer uma solugao de problema difusivo-convectivo-
reativo para um modelo tridimensional nao linear acoplado mostrando que o AEM é
uma alternativa robusta e econdémica para a analise inversa de problemas nao lineares de
convecgao-difusao-reacgao.

Considerando problemas de dindamica populacional, Friguis et al. (2021) utilizaram
o AEM na solugao de um problema inverso de estimativa de parametros considerando uma
solucao de baixa custo via técnica de Transformadas Integrais Generalizadas, propondo

uma pequena mudanga na ordem de truncamento do termo reativo do problema.

Objetivos

Conforme visto anteriormente, trabalhos envolvendo o estudo de dinamicas popu-
lacionais sao numerosos e abordam os mais variados aspectos desse tipo de problema,
porém grande parte desses trabalhos estudam o comportamento da quantidade de in-
dividuos (ou densidade) como uma func¢ao apenas do tempo. Neste sentido, o presente
trabalho busca avancar na utilizacao de modelos que consideram o comportamento da
dinamica de populagoes como funcgoes do tempo-espaco, reforcando que a equacao de di-
fusao-adveccao-reacao pode ser utilizada para modelar o comportamento populacional.
Ainda no contexto de dinamicas populacionais, é possivel destacar modelos populacionais
que utilizam armadilhas locais ou predacao como mecanismos de controle para o tamanho

de uma determinada populacao. Neste contexto, o presente trabalho contribui ao propor
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a incorporacao de um sistema de armadilhas a um modelo do tipo presa-predador visando
entender como esses mecanismos atuam em conjunto no controle populacional.

Em relacao a técnica de solucao empregada na resolucao de problemas de dinamica
populacional, boa parte dos trabalhos utiliza-se de técnicas puramente numéricas e ainda
sao poucos trabalhos que consideram o uso de uma técnica hibridas como é o caso da
Técnica de Transformada Integral Generalizada (GITT) como método para solucao desse
tipo de problema, muito provavelmente pelo alto custo computacional associado a esse
tipo de solucao, principalmente para problemas bidimensionais nao lineares. Porém, con-
siderando o bom desempenho da GITT em problemas das mais variadas areas este traba-
lho propoe o uso dessa técnica como ferramenta para resolucao de problemas envolvendo
dinamica de populagoes e além de uma solucao de alta ordem ainda propoe o uso de um
modelo de baixo custo que reduza o tempo utilizado em cada solu¢ao do problema direto.

Considerando a solugao do problemas inversos via inferéncia Bayesiana, a revisao
de literatura sobre o tema mostrou a versatilidade dessa metodologia o que leva a um ex-
pressivo nimero de trabalhos nos mais variados campos do conhecimento. Neste trabalho,
considerando o erro cometido pela utilizagao de uma solugao de baixo custo, propoe-se
o uso de um modelo de erro de aproximagao (AEM) incorporado a solu¢ao do problema
inverso. Ainda neste contexto, faz-se uma combinacgao entre métodos locais e globais para
a analise de sensibilidade.

Dessa forma, este trabalho tem como objetivo principal a utilizagao do um mo-
delo de erro de aproximacao acoplado a solucao do problema inverso de estimativa de
parametros via inferéncia Bayesiana, aplicado a problemas de dinamica populacional
difusivos-reativos bidimensionais considerando a existéncia locais discretos de abate e
existéncia de predacao. Busca-se utilizar o AEM como um corretor para o erro de mode-
lagem que é cometido quando utiliza-se uma solugao de baixo custo, via GI'TT, na solugao
do problema inverso . Considerando o formalismo Bayesiano o método de mazimum a
posteriori (MAP) foi implementado para gerar uma estimativa pontual (moda a poste-
riori) que posteriormente é refinada por amostragem via método de Monte Carlo com
Cadeias de Markov (MCMC), considerando dificuldades de ajuste prévio, principalmente
pelo alto ntimero de parametros, utilizou-se uma estratégia adaptativa para a matriz de
covariancia responsavel pela transicao entre cadeias.

Considerando os objetivos especificos é possivel destacar:

1. Resolver o problema de dinamica populacional considerando uma populacao sujeita

a armadilhas locais em pontos discretos de um dominio bidimensional via GITT.

2. Resolver o problema de dinamica populacional considerando um sistema presa-
predador sujeito a armadilhas locais em pontos discretos de um dominio bidimensi-
onal via GITT.

3. Implementar uma solucao de baixa custo via GITT.
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4. Analisar a convergéncia da solucao identificando a magnitude do erro cometido pela

solugao de baixo custo.

5. Realizar a andlise de sensibilidade dos parametros dos modelos identificando possiveis

dificuldades na solucao do problema inverso.

6. Implementar o modelo de erro de aproximacao de forma a caracterizar o erro que

se comete ao usar a solucao de baixo custo.

7. Resolver os problemas inversos correspondentes acoplando o modelo de erro de apro-

Ximagao.

8. Implementar uma estratégia adaptativa para melhorar o desempenho do MCMC

Organizacao do Trabalho

Nesta tese é apresentada o estudo numéricos de modelos bidimensionais de dinamica
de populacoes, apontando armadilhas e competicao com ferramentas de controle populaci-
onal. Acima foi apresentada uma breve motivagao, assim como uma revisao de literatura
considerando os principais aspectos desse trabalho, bem como seus objetivos.

No Capitulo 1 sao apresentados os modelos populacionais sao apresentados sob
as perspectiva de problemas diretos, que tem como metodologia de solucao escolhida a
técnica de Transformadas Integrais Generalizadas.

No Capitulo 2, sao apresentados os formalismos necessarios para implementacao
da solucao do problema direto, para uma ou duas populagoes, considerando a Técnica de
Transformada Integrais Generalizadas.

No Capitulo 3, sao apresentados os principais aspectos referente a formulagao e
solucao do problema inverso utilizando o AEM com abordagem Bayesiana.

No Capitulo 4, sao apresentados e discutidos os resultados da solugao dos problemas
direto via GITT e inverso via inferéncia Bayesiana com AEM.

Finalmente, expoe-se as conclusoes a respeito dos resultados encontrados e poste-

riormente as referéncias utilizadas.
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1 FORMULACAO E SOLUCAO DO PROBLEMA DIRETO

Segundo Turchin (2003), a construcao completa de um modelo populacional segue
trés passos. O primeiro estd relacionado a escolha da estrutura matemadtica (discreta ou
continua) e das variaveis de estado (no caso deste trabalho, das densidades das populagoes
envolvidas) que nao independem uma das outras. O segundo passo é a escolha das res-
postas funcionais que relacionam as variaveis de estado e suas taxas de alteracao entre si.
E o terceiro passo esta relacionado com a determinacao dos parametros de cada modelo.
Nesta visao é possivel estabelecer uma base através de postulados que se traduzem nos

modelos classicos da dinamica populacional. Esses postulados podem ser enunciados por:

1. O numero de individuos de uma populacao s6 pode mudar devido a nascimentos,

mortes e movimentos migratorios.
2. Todos mecanismos populacionais sao baseados nos individuos.
3. Populacoes estao sujeitas a um tamanho méximo devido a capacidade do ambiente.
4. A quantidade de recursos para os predadores é uma funcao do nimero de presas.

5. A taxa maxima de predacao é limitada.

A utilizacao de um dado modelo é uma escolha muito dificil, pois além de existir
um numero muito grande de modelos, populacgoes reais tendem a ter muitas variaveis
que podem afetar sua dinamica sendo praticamente impossivel a modelagem de todos
esses aspectos. Nesse sentido, os passos e postulados descritos acima podem auxiliar na
escolha, uma vez que informam quais condicoes nao podem ser violadas por um modelo
populacional.

Neste trabalho, os modelos serao de natureza continua envolvendo densidades po-
pulacionais (uma ou duas populagoes), as respostas funcionais serao de natureza logistica
para o crescimento intraespecifico e hiperbdlica para o crescimento interespecifico, e a
determinacao dos parametros que caracterizam cada populacao serda formulado como um

problema inverso.
1.1 Dispersao de Uma Espécie Com Armadilhas
Considere uma populacao com densidade u definida em um dominio espacial retan-

gular V' = [0,L4] x [0,Ls] e superficie de contorno S, com difusao governada pela segunda
lei de Fick (KUZMIN, 2010), crescimento logistico (VERHULST, 1838) e a presenca de



26

armadilhas. A equacao que governa esse problema é dada por:

ou 9 u
e ) = 1
5 D, V-u+ Rou (1 K) dix,tu), xeV, t>0 (1)

onde V? é o operador laplaciano, D, o coeficiente de difusdo, Ry a taxa de crescimento
intrinseco, K a constante suporte e d(.) é uma fungdo que modela a remogao por arma-
dilhas.

A condicao de contorno é de fluxo nulo na fronteira, admitindo que nao existe fluxo

populacional para dentro ou fora do dominio espacial:

ou
8—n—O,X€S,t>0 (2)

onde n é o vetor normal a superficie. Por outro lado, a condicao inicial é dada por:

u(x,0) = up(x) (3)

Considerando o formalismo da GITT, pode-se acoplar toda nao linearidade pro-
veniente dos termos de crescimento e abate em um termo fonte, reescrevendo a equacgao

original como:

% = D,V*u+g(xtu), xe€V, t>0 (4)

onde ¢(x,t,u) é definido como:

g(x,t,u) = Rou <1 — %) —d(x,t,u), xeV, t>0 (5)

A versao linear homogénea do problema é obtida fazendo-se :

g(x,t,u) =0 (6)

com a versao homogénea linear define-se um problema de autovalor auxiliar:

D, V(%) + N2i(x) =0, x €V (7a)
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di;(x)

— b
o 0, xeS8 (7b)

onde ); sdo autovalores associados a autofungoes bidimensionais ;(x), que pela aplicagao

da técnica de separacao de variaveis podem ser expressas por:

U(ry) = X(2)Y (y) (8)

levando a dois novos problemas auxiliares, um na dire¢ao x e outro na dire¢ao y como se

segue:

dZXi(x) 2

D, T2 T Xi(z)=0 (9a)

AX(0) _ dXi(Ly)

dx dx =0 o)
DdeZgy) +wiYi(y) =0 (102)
dYi(0) _ dYi(Ls) _ 0 (10D)

Neste trabalho, por conta do problema de autovalor diferencial utilizado com
condigoes de contorno iguais em ambas as fronteiras e pelas caracteristicas do problema,

tem-se autofungoes X;(z) e Y;(x) dadas por:

Xi(x) = cos(yix), e Yi(y) =cos(wy) i=0,12,... (11)

e autovalores v; e w; dados por:

Vi =W = i/ D, (12)

Normalizando as autofungoes nas diregoes = e y como se segue :
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Xi(x) = e Yi(y) = i=0,12,... (13)
Nx, N
onde
Ly Lo
Ny = [ X2@)dz e Ny = / Y2(y)dy i=0,1,2,. .. (14)
0 0

assim pode-se escrever a autofuncao bidimensional normalizada como:

Vi(wy) = X;(2)Ya(y) (15)

onde o autovalor associado a autofuncao bidimensional normalizada é uma combinacao

dos autovalores das autofuncoes nas diregoes x e y dados por:

i = \/7F +wi (16)

Para acelerar a convergéncia da solu¢ao Correa et al. (1997) sugerem a realizacao
do reordenamento de autovalores. Dessa forma, cada indice ¢ do autovalor \; corresponde
a combinagoes dos indices j e k dos problemas de autovalor auxiliares rearranjados em
ordem crescente da soma dos seus quadrados, priorizando os termos em ordem decrescente
de importancia, no somatério representado pela expansao em autofuncao. De posse das

autofuncgoes normalizadas pode-se escrever o seguinte par de transformacao:

Ly Ly
Transformada :  w;(t) = [ [ ¢(z,y)u(z,y,t)dzdy
00
(17)
Inversa : U(I,y,t) - Z 7Zz(‘fl’,?y)ﬂz(t)
i=1
Ly Ly
que em conjunto com o operador [ [ ¢;(z,y)(.) dzdy transformam o problema original
em: 00
du; (t
) 4 (1) = gt (18)

onde g,(t,u) é termo fonte transformado.
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g;(ta) = g,,(t,0) + g; (1) + g, 3(t,0) (19)
com
u= {ﬂl,ﬂQ, . ,EN} (20)
e
Ly pLi N ~
gu= [ [ e Y w00 @) dedy @
o Jo o

_ Lo pln Ry y i
Jio = — /0 i wi(x,y)f jzzluj(t)wj(x,y) dady (22)

)

Ly pLi _
0 0

As condigoes iniciais também sao transformadas e expressas por:

Ly pLyi
0 0

O sistema acima, formado pelas Eqgs. (18-24), fica acoplado e para fins computaci-
onais pode ser truncado em uma ordem suficientemente grande para a precisao requerida,

e numericamente resolvido para os potenciais transformados w;(t), i =1,...,N.

1.2 Dispersao Presa-Predador Com Armadilhas

Enquanto modelos com apenas uma espécie consideram apenas a ocorréncia de
competicao intraespecifica (individuos da mesma espécie), modelos com duas ou mais
espécies tém que considerar efeitos de competigao inter-especifica (individuos de espécies
diferentes competem), embora existam diversas relagoes interespecificas, neste trabalho
serao apenas considerados casos de predacao, ou seja, uma das espécies utiliza a outra

como recurso para o proprio crescimento.
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Objetivando controle populacional de espécies de vetores, por exemplo, a predacao
pode ser vista como um valioso mecanismo de controle uma vez que predadores podem
atuar como controladores na flutuacao da populacao de presas. Dessa forma considerando
uma populagao de presas sujeita aos efeitos da competicao interespecifica impostos por
uma populagdo de predadores, definidas em um dominio V' = [0,L;] x [0,Ls| com superficie
de contorno S, dispersao governada pela segunda lei de Fick (KUZMIN, 2010), resposta
funcional hiperbélica (HOLLING, 1959) e locais de abate com intensidade constante,
tem-se (MAY, 2019):

ou 9 u FEuv
E‘D“V U+R0u<1_?>_F+u_d<X’t’u)’ xeV, t>0 (25a)
@—szv—i-Sv(l—QE) xeV, t>0 (25b)
at_ v 0 u ) )

nas Equagoes acima u e v denotam as densidades de presas e predadores respectivamente,
V2 é o operador laplaciano e os demais parametros tem os seguintes significados (SAEZ;
GONZALEZ—OLIVARES, 1999):

e D, e D, sao respectivamente os coeficientes de difusao de presas e predadores.

e [}y e Sy sao as taxas de crescimento intrinseco de presas e predadores respectiva-

mente.

e [/ é a taxa maxima de consumo por cada predador, ou seja, o nimero maximo de

presas que podem ser consumidas por um unico predador em cada instante ¢ .
e [7 é o nimero de presas necessarias para atingir metade da taxa maxima F.

e () é uma medida da qualidade do alimento que a presa fornece para a conversao em

nascimentos de predadores.

e K ¢é a capacidade de carga ambiental das presas i.e. a quantidade maxima de
recursos que a presa pode retirar do ambiente (VERHULST, 1838).

aqui, a equagao de crescimento do predador é do tipo logistico, mas a capacidade de carga
ambiental de predadores é substituida por uma capacidade proporcional a abundancia de

presas %u As condigoes de contorno e iniciais sao dadas por:

ou ov
I 0 ; In 0, xes8, t>0 (26)
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u(x,0) = up(x) e v(x,0) = vp(x) (27)

Acoplando toda nao linearidade do problema principal em dois termos fontes, pode-

se reescrever o problema como:

0

81:_D Viu+G(xuut) xeV, t>0 (28a)
ov 9

at—DVzH—H(xuvt) xeV, t>0 (28b)

Considerando o formalismo da GITT, utiliza-se as versoes homogéneas lineares
para cada uma das populagoes e escolhe-se o problema de auto valor mais adequado,
similar ao apresentado para o caso de uma populacao. Assim considerando autofuncoes
bidimensionais com seus respectivos autovalores reordenados pode-se escrever os par de

transformacao para a populagao de presas:

Lo Ly
Transformada :  w;(¢t) = [ [ ¢i(x,y)u(z,y,t)dedy
00
(29)
Inversa : U(.Cl;,y,t) Z wl( 7y)u2( )
e o par de transformacao para a populacao de predadores:
Ly Ly _
Transformada :  ;(t) = [ [ ¢i(x,y)v(z,y.t)dzdy
00
(30)

Inversa : v(x,y,t) = i bi(z,y)Ti(t)
i=1

Em conjunto com os operadores

Lo L4 Lo Ly

//&( mwe‘//@ ) dzdy (31)



transformam o problema original em:

du, ¢ -

At +NT(t) = Gi(t,a,v)
dt

dui(t _

“d—t() +w2,(t) = H(t09)

onde \; e w; sdo autovalores de U;(z,y) e ¢i(z,y), respectivamente e:

ﬁ:{ﬂlvﬂga"’7ﬂN} € V:{El,EQ,...ﬂ)N}

com os termos fonte transformados dados por:

Cco1m:

Y A T EY I () (xy) S0 7)) )
Gia = / / ol ’”( F N a(0)d;(ay) )ddy

o Ly pLy1
Giz=— / Vi(2,y)d(z,y,tw)dedy
0 0

e[ [ S St - L)
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(32a)

(32b)

(33)

(34)

(35)

(36)
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1.3 Técnicas de Integracao

Como o proprio nome sugere, a técnica de transformadas integrais, apoia-se na
utilizagao dessa ferramenta para resolucao dos problemas. No caso bidimensional faz-se
o uso de um operador integral duplo com dominio de integracao igual ao dominio do
problema estudado. No que diz respeito a solucao dessas integrais, no caso de mais de
uma varidvel, a melhor op¢ao é a utilizagao do teorema de Fubini (STEWART, 2006)
para transformar a integral de n varidveis em n integrais de uma varidavel. Supondo

integrabilidade, no caso de duas variaveis, tem-se:

Lo L1 Lo Ly
| [ Hdsay = [ { H(a:,y)dx} dy (39)
0 0 0 0

dessa forma troca-se o calculo de uma integral dupla por duas integrais simples. Mesmo
com essa mudanca nao se pode garantir que as integrais simples geradas terao solucao
analitica. Assim é necessario recorrer a técnicas numéricas de integracao.

A utilizagdo de algum método numérico de integracao pode apresentar algumas
desvantagens, especialmente pela natureza oscilatoria das autofungoes. Dessa forma, com
o objetivo de servir como alternativa, é sugerido o uso de métodos de integragao semi-

analitica (SPHAIER et al., 2011), onde é necessério o célculo de integrais da forma:

/ " Bty (o) de (40)

zo

onde h pode ser qualquer funcao continua.

A proposta da integracao semi-analitica é aproximar a integral acima por:

X1 M CL’J e
/ Wz ) i(ay)de =) / (@ )i () da (41)
xo j=1 Tj—1
onde M é o nuimero de sub-regioes e xy e x1 estao relacionados por:

Ty = ZK\(), T, = ZL'\M (42)

Nas relacoes acima cada fungéo h;(x,t) é um polinomio de aproximagao de h no

intervalo 7,1 < z < Z;, ou seja:
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hiat) =Y Bjn(t)z" (43)

onde os coeficientes £} ,, sao determinados de acordo com o tipo de aproximacao utilizado,

e qn € o grau do polindmio integrador utilizado.

1.4 Solugao de Baixo Custo

A técnica de Transformada Integral Generalizada tem se mostrado uma excelente
ferramenta na solucao de problemas dados pela equacao de difusao-reacao-adveccao, for-
necendo, em diversas situagoes, solucoes de benchmark para problemas nas variadas dreas.
A medida que os problemas avancam em complexidade a utilizacao da GITT pode encon-
trar alguns obstaculos relacionados ao custo computacional, principalmente considerando
geometrias mais complexas. A GITT, implementada neste trabalho, faz uso da lingua-
gem simbolica da plataforma Mathematica 12 e por se tratar de uma solucao hibrida
numérico-analitica ainda possui uma etapa numérica. Nesse sentido, embora muito efici-
ente no tratamento analitico, a plataforma Mathematica 12 nao é considerada a melhor
opcao para computar solugoes numéricas, dessa forma a solugao do problema 2D via GITT
apresenta elevado custo computacional a medida que considera-se um elevado ntimero de
autofuncgoes na solucao final. Para contornar esse tipo de problema utiliza-se uma mu-
danga de ordem na transformagdo do termo fonte (FRIGUIS et al., 2021), utilizando
uma ordem de reducao Nr < N. E importante destacar que a redugao acontece apenas
nos termos fonte do problema transformado, mantendo a ordem de truncamento total no

restante do problema.

1.5 Modelagem dos Locais de Abate
Nos modelos descritos pela Egs. (1) e (25) pode-se observar um termo d(z,y,t,)

responsavel por modelar a remocao realizada por armadilhas locais. Geralmente esse

termo é dado por:

Nes

d(x,y,t,u) - Z Bju(xﬁyj?t)fcs(x?y) (44)
j=1

onde N, é o nimero total de armadilhas com intensidade B; centradas no ponto (z;,y;)
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e fes(z,y) é uma fungdo que descreve a caracteristica da remogao.

Em White (2009), Knupp et al. (2015) e (FRIGUIS et al., 2021) f.s é considerada
um funcao Delta de Dirac, embora razoavel que uma armadilha possa ser caracterizada
dessa forma, especialmente, se for usada para modelar o lancamento pontual de algum
tipo de veneno, testes indicaram dificuldades numéricas ao tratar a versao bidimensional
do Delta de Dirac, uma vez que esta funcao apresenta pontos de descontinuidade. Como
alternativa e com propdsito de manter uma funcado com as mesmas caracteristicas foi
utilizada a seguinte fungao (COHEN; KIRSCHNER, 1991):

fes(z,y) = %ewp (_ ((a: — x;)? L= yj)2)> (45)

o o

onde (z;,y;) é o centro e o estd relacionado ao espalhamento de cada armadilha.
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2 FORMULACAO E SOLUCAO DO PROBLEMA INVERSO

Ainda considerando os passos a serem seguidos para construcao completa de um
modelo populacional, como afirmado por Turchin (2003), uma das etapas fundamentais
nesse tipo de construcao ¢é a estimativa do parametros associados as dinamicas populaci-
onais envolvidas. Nesse sentido, pode-se afirmar que a formulagao e solucao do problema
inverso é uma etapa fundamental, quase obrigatéria quando pretende-se utilizar um mo-
delo populacional para estudar o comportamento de uma dada populacao para aplicagoes
praticas. Neste capitulo sao apresentados os fundamentos tedricos para formulagao e
solugao de um problema inverso via inferéncia Bayesiana, considerando o formalismo do
método de Mazimum a Posteriori e do método de Monte Carlo via Cadeias de Markov

acoplado a um modelo de erro de aproximacao.

2.1 Aspectos Gerais de Problemas Inversos

A formulacao ou escolha de um modelo para representar um determinado fenomeno
é uma tarefa que requer bastante conhecimento do problema que esta sendo estudado em
cada caso. Considerando modelos populacionais, uma vez escolhido, um modelo precisa
ser ajustado a uma determinada dinamica populacional para que assim possa ser utilizado
em uma aplicagao pratica.

Ajustar um modelo populacional, pode ser visto como a tarefa de determinar os
valores dos parametros e/ou fungoes envolvidos em uma dinamica populacional. Em di-
versos fenomenos, a determinacao de parametros de um modelo pode ser realizada de
maneira experimental considerando as leis envolvidas, porém em alguns casos podem sur-
gir parametros que nao podem ser medidos diretamente de aparatos experimentais. Nesses
casos, pode-se utilizar a informacao a respeito do fenomeno, um conjunto de observacoes
por exemplo, para estimar os parametros relacionados a um modelo. Esse processo de de-
terminar as causas desconhecidas a partir de efeitos observaveis, mesmo com observagoes
contaminadas por ruidos experimentais ou até mesmo incompletas, é conhecido na litera-
tura como problema inverso (ENGL et al., 1996).

Enquanto para o problema direto obtém-se uma resposta baseada em um modelo
matematico considerando os parametros previamente conhecidos, para o problema inverso
considera-se conhecida as respostas do modelo frente a um conjunto de parametros des-
conhecidos. Considerando a adequacao de um modelo a um problema real espera-se que
um conjunto de dados experimentais esteja disponivel para esse ajuste, porém em tes-
tes metodoldgicos, nem sempre é possivel contar com esses dados dessa natureza. Nesse

contexto, para testar um metodologia, como no presente trabalho, podem ser utilizados



37

dados experimentais sintéticos gerados a partir da solucao do problema direto.
Segundo Hadamard (2003), um problema é dito bem posto se satisfaz as trés

condigoes:
1. Existe solucao
2. A solucao é tnica
3. A solugao varia suavemente com os dados de entrada

Desta forma um problema é mal posto quando nao cumpre uma dessas condicoes.
Em geral, problemas inversos sao considerados mal postos por nao satisfazem aluma dessas
condicoes e utilizam medidas experimentais com o objetivo de estimar os parametros
de um modelo matematico, que nao sao previamente conhecidos em uma aplicacao. A
metodologia de problemas inversos possui aplicacoes em diversos ramos da ciéncia. Essa
ampla aplicabilidade se deve ao fato da area de problemas inversos ser fundamentalmente
interdisciplinar sendo uma ponte entre teoria e pratica.

Para estimar parametros, leva-se em conta que alguma informagao sobre o aspecto
funcional desconhecido esteja, de alguma maneira, disponivel para andlise, desta forma o
problema inverso de determinar o conjunto P parametros do problema, geralmente sao
resolvidos através da minimizacao de uma funcao objetivo que visa otimizar o ajuste entre

a resposta calculada pelo modelo e os dados experimentais disponiveis.

2.2 Inferéncia Bayesiana

Na abordagem Bayesiana, a ideia basica é tentar utilizar todas as informagoes
disponiveis para reduzir as incertezas presentes na inferéncia dos parametros de interesse.
A medida que uma nova informacao ¢é obtida, ela é combinada com todas as informacoes
anteriores para informacao a posteriori. O mecanismo matematico utilizado para essa
combinagao é o conhecido como o teorema de Bayes (KAIPIO; SOMERSALO, 2006)

Dentre as vantagens dos métodos Bayesianos encontram-se a inclusao de informagao
prévia, a facilidade da incorporagao desta num contexto formal de tomada de decisao, o
tratamento explicito da incerteza e a capacidade de assimilar novas informacoes. Con-
clusoes Bayesianas a respeito de um vetor de parametros, P = {P,P,...,P;} para
j = 12,... Np onde Np é o numero de parametros do modelo, sao feitas em termos
de probabilidade. Estas probabilidades estao condicionadas a algum conjunto de dados
observado, Y = {y1,ys,...,yi} parai = 1,2,...,Ny com Np o numero de dados observa-
dos, e em termos de probabilidade condicional ficam escritos como 7 (P|Y). O teorema

de Bayes ¢é enunciado como:
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_ n(Y[P) 7 (P)

(46)
tendo cada um dos termos os respectivos significados: 7 (P[Y) é a distribui¢ao a poste-
riori que expressa o conhecimento sobre o parametro apés examinar os dados; 7 (Y|P) é
a verossimilhanga, 7 (P) é a distribuigao a priori, que expressa o conhecimento sobre os
parametros antes de examinar os dados experimentais; 7 (Y) é a densidade de probabili-
dade marginal das medicoes, que tem o papel de uma constante de normalizacao.

Uma das principais vantagens da utilizagao da inferéncia Bayesiana em relacao a
uma abordagem puramente frequentista esta na possibilidade de incorporar informagcao
prévia a respeito dos parametros desconhecidos na solu¢ao do problema inverso (ELLI-
SON, 2004). Esse tipo de informacao é tratado como uma distribuigao de probabilidade
a priori que combinada com a verossimilhanca é atualizada a cada etapa utilizando o
teorema de Bayes. Embora seja um ponto forte na abordagem Bayesiana a escolha de
uma distribuicao a priori nao é tarefa simples e uma escolha inadequada pode condu-
zir a resultados equivocados a respeito da probabilidade a posteriori dos parametros que
procura-se estimar (ELLISON, 2004).

Na literatura as prioris sao classificadas como: nao informativas, pouco informa-
tivas e muito informativas. O uso de prioris nao informativas pode ser evitado pois estas

produzem estatisticamente o mesmo efeito do que prioris pouco informativas (LEMOINE,

2019).

2.3 Modelos de Erro

Um modelo de erro convencional estd baseado na premissa que o erro presente nas
medicoes sao exclusivamente de natureza experimental e que podem ser modelados por
erros gaussianos aditivos (NISSINEN, 2011) como:

Y = Uq(P) + e (47)

onde Ug(P) é a solugdo do problema direto para um conjunto de parametros P tida
como a solucao que melhor representa a natureza do problema e e é um vetor contendo
os erros de medi¢cao, modelado por uma distribuicao normal com média zero e matriz de
covariancia W. Para facilitar a leitura adota-se, neste texto, que a solucao que melhor
representa a natureza do problema Ug é chamada de modelo completo.

Enquanto no modelo de erro convencional considera-se que o erro é apenas referente
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as medigoes, hipétese do experimento bem feito, no modelo de erro de aproximagao (AEM)
esse erro é tratado como um ruido adicional ao modelo de erro convencional. Dessa forma

pode-se escrever o modelo de erro de aproximacao por (NISSINEN et al., 2007):

Y = Ug(P) + [Uc(P) — Ug(P)] + e (48)

neste caso Ug(P) é a solugao aproximada do problema direto. Nota-se que a medida que
a solucao do modelo aproximado se aproxima do modelo completo o erro de modelagem
tende a zero e o modelo de erro de aproximagao aproxima-se do modelo de erro conven-
cional. Como as solucoes do modelo completo e do modelo aproximado dependem do
conjunto de parametros P pode-se definir o erro de modelagem em func¢ao do conjunto de

parametros P como:

¢(P) = Uc(P) — Up(P) (49)

Dessa forma, considerando que o erro presente em uma medi¢ao tem uma parcela

associada ao experimento e outra associada a modelagem, pode-se escrever:

Y =Ug(P) +n(P) (50)
onde:
n(P)=¢P)+e (51)

Como visto anteriormente o teorema de Bayes fornece a maneira de inferir uma
distribuicao a posteriori para o conjunto de parametros P, porém para isso é necessario
o uso de um modelo para verossimilhanca. No caso do modelo de erro convencional a

verossimilhanga pode ser dada por (KAIPIO; SOMERSALO, 2006):

7(Y[P) = 2n~ % |W—1\*% exp —% Y — Ua(P)]" WY — Ug(P)] (52)

onde Np é o nimero de medidas e W ¢é a matriz de covariancia. Assumindo medidas nao

correlacionadas com covariancia constante, tem-se :
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/o2, - 0

0 e 1/03,

sendo s o desvio padrao das medidas.
Por outro lado, quando considera-se um modelo de erro de aproximagao, pode-se
escrever a funcdo de verossimilhanca como (KAIPIO; SOMERSALO, 2006):

Np 2

m(Y|P) =212 ‘W*—l;

exp {—% [Y —UR(P) - 77*|P}T W*_&» [Y — Ug(P) — nyp]

(54)
onde
e = € + e+ W, pW (P — p) (55)
(§]
Wp =W+ W+ W, W, 'Wp, (56)

em que €,,e,, p sao respectivamente as médias de ¢, e, P, enquanto W,p = Wp, e W, p
W., Wp, sao as matrizes de covariancia de n, € e P respectivamente.

Como visto anteriormente no modelo de erro convencional e, = 0, pode-se ainda
desprezar a dependéncia linear entre n e P, isto ¢, W,p = 0, dessa forma o modelo de
erro de aproximacao ¢é reduzido para o que se chama de Enhanced Error Model (KAIPIO;

SOMERSALO, 2006), logo:

T]*|P = € 1 €4 (57)
€
Wp =W +W (58)

onde:
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1
=N ; en(P) (59)
W= 75 3 ()~ e)(e(P) e (60)

onde Ng é o numero de amostras necessarias para caracterizagao do erro de modelagem.
Considerando a abordagem utilizando o modelo de erro de aproximacao, uma etapa
fundamental é a caracterizacao desse erro. Neste trabalho a caracterizagao do erro de

aproximacao é feita utilizando o seguinte procedimento:

1. Gerar Ng amostras para o conjunto de parametros P.
2. Calcular as solugoes Uq(P) e Ug(P) para cada um dos Ng parametros.
3. Gerar Ng amostras do erro de modelagem €¢(P).

4. Calcular €, e W,.

2.4 Maximum a Posteriori

A solugao do problema inverso via inferéncia Bayesiana, geralmente, é definida
como sendo a distribuicao de probabilidade a posteriori para um conjunto de parametros
desconhecidos. A estimativa da distribuicao a posteriori pode ser explorada por estima-
tivas pontuais que basicamente conseguem informar, uma vez conhecido um conjunto de
dados experimentais e a informacao a priori para o conjunto de parametros, qual o valor
mais provavel para cada parametro (KAIPIO; SOMERSALO, 2006).

Um dos estimadores Bayesiano mais popular é o estimador de mazimum a poste-
riori(MAP) onde dada uma densidade de probabilidade a posteriori para um conjunto P
de parametros desconhecidos a estimativa MAP satisfaz (KAIPIO; SOMERSALO, 2006):

Pyrap = argmax n(P|Y) (61)
P

Pelo teorema de Bayes e considerando que 7(Y) é uma constante de normalizacao,

a distribuicao de probabilidade a posteriori é dada por:
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7(PlY) < 7(Y|P)n(P) (62)

Assim para encontrar o valor de P que maximiza a posteriori deve-se utilizar
a verossimilhanca e a informacao a priori. Neste trabalho a informacao a priori sera

modelada considerando um distribuicao normal multivariada dada por:

- . 1 _
m(P) =21 MWV exp | =S (P — )TV (P — ) (63)

onde V e u sao respectivamente a matriz de covariancia e a média dos parametros do
modelo e o nivel de informacao que tem-se sobre essas é que determina qual o tipo de
priori utilizada.

Considerando o modelo de erro convencional descrito anteriormente pode-se escre-

ver a funcao objetivo MAP como:

Suar(P) = [Y = UP)]" W 1[Y ~U(P)] + [u —P] V"' [ — P] (64)

Por outro lado considerando o modelo de erro de aproximacao tem-se a funcao
objetivo MAP dada por:

Suap(P) = [Y = Ug(P) — 0] W' [Y = Ur(P) —n) + [u—P]" V' [u — P] (65)

Considerando que a tarefa de minimizar a fungao objetivo MAP pode ser realizada
da mais variadas formas, optou-se por fazer essa tarefa considerando duas abordagens
distintas. Enquanto a primeira abordagem lida com as nao linearidades do problema via
método deterministico Gauss-Newton (BECK; ARNOLD, 1977) a segunda abordagem
utiliza o método de Luss-Jaakola (LUUS; JAAKOLA, 1973) para contornar possiveis
dificuldades numéricas provenientes do uso de matriz de sensibilidade mal condicionada.

O estimador MAP carrega intrinsecamente a sua formulagao a necessidade do uso
de inclusao de informagao a priori, uma vez que sem esse tipo de informacao o estimador
MAP reduz-se ao estimador de méaxima verossimilhanca. Desta forma, um aspecto que

serd considerado nesse trabalho é como diferentes prioris afetam o estimador MAP.
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2.4.1 Método de Gauss-Newton

Neste trabalho, pela nao linearidade do problema, o método de Gauss-Newton para

o modelo de erro convencional é descrito por:

P = P4 [(IT)"WI + VT [T)"WR + V! (1 — P)] (66)

enquanto para o modelo de erro de aproximacgao ¢ dado por:

P =P [(IT) WL+ VT [T WL Y - Uk(P) " + V7 (= P)] (67)

onde J é a matriz jacobiana, definida por:

oU(P);

Jij = 8—PJ

. i=12,....Np e j=12,....Np (68)

com Np e Np sao respectivamente o ntmero de dados experimentais e o nimero de

parametros.

2.4.2 Método de Luss-Jaakola

Desenvolvido em 1973 o método de Luss-Jaakola é um procedimento estocastico
de busca aleatéria, que faz uma varredura no dominio de cada parametro de interesse
reduzindo a cada loop externo o tamanho da janela de busca. Um dos objetivos desse
trabalho é utilizar o MAP para gerar uma amostra pontual da posteriori para refina-
mento via MCMC, porém métodos como o Gauss-Newton podem apresentar problemas
especialmente se a matriz Jacabiana for mal condicionada em alguma etapa do algoritmo,
para contornar esse tipo de problema o método de Luus-Jaakola foi implementado para
gerar uma amostra pontual via MAP. Esse algoritmo pode ser facilmente implementado

considerando os seguintes passos (KNUPP et al., 2009):

1. Inicie os contadores k = 1 (loop externo) e n = 1 (loop interno). Defina um dominio
de busca Q°, escolha o ntimero de loops externos N.,; e internos Nj,;, escolha um

soeficiente de contracio €y e gere uma estimativa inicial PP.

2. Caso k < Ny, encerre o procedimento. Caso contrario gere uma nova estimativa
da seguinte forma:

P =P + o0kt
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em que W é uma matriz diagonal de niimeros aleatérios obtidos no intevalo [—0,5; 0,5],

sendo modificada a cada atualizacdo. Se Syap(P) < Syap(P’) faz-se P = P’.

3. Sel < Ny faz-se | = | 4+ 1 e volta-se a passo 2. Senao fazsel =1, k=k+1e

define-se um novo dominio de busca ¥, da seguinte foema:

Qk = (1 — ELJ)Qk_l

e retorne ao passo 2.

2.5 Método de Monte Carlo via Cadeias de Markov Com
Metropolis-Hastings

O método de mazimum a posteriori (MAP) é muito utilizado para produzir esti-
mativas pontuais sobre parametros do modelo, entretanto em abordagens estatisticas as
estimativas pontuais representam apenas uma parte da informacgao sobre os parametros.
Uma maneira de obter-se mais informacoes sobre um conjunto de parametros é explorar
a distribuicao de probabilidade a posteriori usando métodos de amostragem aleatérios,
como o método de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC), em poucas palavras
pode-se definir um processo estocastico como um sistema no qual o estado muda ao longo
do tempo e as mudancas nao sao totalmente previsiveis, mas de algum modo, estao asso-
ciadas a distribui¢oes de probabilidade (KAIPIO; SOMERSALO, 2006).

Para geracao das Cadeias de Markov alguns algoritmos vem sendo largamente
implementados e descritos na literatura, dentre esses é possivel destacar o Amostrador
de Gibs (GEMAN; GEMAN, 1984) e o Metropoli-Hastings (KAIPIO; SOMERSALO,
2006), que foi o algoritmo implementado neste trabalho. Sendo inicialmente apresentado
em 1953 (METROPOLIS et al., 1953) por Nicholas Metropolis e generalizado em 1970
(HASTINGS, 1970) por Wilfrede Keith Hastings, o Metropolis-Hastings tem como grande
vantagem o fato que as amostras do vetor de parametros nao sao geradas da sua densidade
de probabilidade e sim de uma distribuicao auxiliar q. Neste caso,gera-se um candidato
de densidade ¢(P’|P) que ¢ a probabilidade de ir para o estado P’ dado que esté no estado
P. Dessa forma pode-se implementar o algoritmo de Metropolis-Hastings que usa a ideia
de rejeigao, para verificar a importancia de cada candidato gerado. Este mecanismo de
correcao garante a convergéncia da cadeia para a distribuicao de equilibrio, que neste
caso é a distribuicao a posteriori. A implementagao do Metropolis-Hastings é simples e

especificado pelos seguintes passos:

1. Inicializa-se o contador de iteragoes da cadeia ¢ = 0 e arbitra-se um valor inicial P*.

2. Gera-se um valor candidato P’ da distribui¢ao q(P|P’).
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3. Calcula-se a probabilidade de aceitagdo RH(P,P’) do candidato.

4. Gera-se um nimero aleatdrio uy, com distribui¢do uniforme wuy, ~ U(0,1).
5. Se uy < R(P,P’) entdo aceita-se o novo valor e faz-se P'! = P’

6. Se mdo rejeita-se e faz-se Pt = P’

7. Incrementa-se o contador de ¢ para i + 1 e volta-se ao passo 2.

onde:

m(P|D)q(P[P’)
"7 (P[D)q(P'|P)

RH(P,P') = min |1 (69)

¢ chamada razao de Hastings.

2.5.1 Metropolis-Hastings Adaptativo

O método de Monte Carlo via Cadeias de Markov associado ao algoritmo Metropolis-
Hastings (MCMC-MH) vem se mostrando uma ferramenta pratica e eficaz na solucao do
problema de estimativa de parametros em modelos propostos nas mais variadas areas.
Entretanto essa eficiéncia estd diretamente relacionada a um excelente ajuste fino nas
configuracoes da distribuicao auxiliar ¢, uma vez que seu mau dimensionamento pode
levar a dificuldade da cadeia em explorar adequadamente o dominio da distribuicao alvo.
Uma das grandes dificuldades, especialmente quando usa-se distribui¢does normais como
densidade de transicao, estd na escolha do desvio padrao para essa distribuicao, uma vez
que valores muito pequenos criam a necessidade de muitas iteragoes e taxas de aceitacao
extremamente altas, o que acaba refletindo na autocorrelagao da cadeia, e por outro lado
valores muito grandes geram taxas de aceitacao muitos baixas e uma mobilidade ruim da
cadeia.

Buscando contornar a fragilidade descrita, estratégias adaptativas vem sendo ela-
boradas tentando melhorar a eficiéncia do algoritmo. Neste sentido, (HAARIO et al.,
1999) consideraram o desvio padrao, utilizado na distribuigao auxiliar gaussiana, relacio-
nado a covariancia dos dados da cadeia. Na adaptacao utilizada, considera-se um periodo
nao adaptativo ty, onde a matriz de covariancia ¢ ajustada inicialmente por padrao, apés
o periodo ty a matriz de covariancia é calculada considerando todos os estados anteriores,

Como se segue
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c C°, se 1 <ty (70)
5,pCov(P' PP tes,, L, sei>t

onde s,, ¢ um valor que depende exclusivamente do nimero de parametros np, € > 0 ¢

um numero suficientemente pequeno e 1I,,,, é a matriz identidade de ordem np.

2.5.2 Anélise de convergéncia

Métodos de amostragem como Metropolis-Hastings mostram-se ferramentas ro-
bustas na estimativa de parametros associados a modelos que tentam descrever os mais
variados fenomenos. Uma questao de muito interesse, esta relacionada a necessidade de
verificar se uma cadeia gerada por amostragem atingiu a estacionariedade, ou seja, conver-
giu para uma distribuicao de equilibrio. Neste sentido, além de inspecionar visualmente
a evolucao da cadeia, é possivel aplicar critérios formais para esse tipo de analise. Dentre
alguns critérios presentes na literatura destacam-se os critérios de Heidelberger e Welch
(1983), Gelman e Rubin (1992), Geweke et al. (1991) e Raftery e Lewis (1991). Neste
trabalho além da inspecao visual das cadeias e da autocorrelagao serd utilizado o critério
de Geweke para verificar a convergéncia das cadeias obtidas nos casos de estudo.

O critério de Geweke é um teste Z-score padrao realizado com as médias de duas
partes da cadeia, usando a tendéncia de igualdade entre médias obtidas de amostras
retiradas de regioes de estacionariedade, assim o Z-score para esse critério é dado por
(GEWEKE et al., 1991) :

Z _ mq — Mo (71)
512 592
21 + 22
ni no

onde m; e s; sao respectivamente média e desvio padrao da primeira parte da cadeia e
Mo € Sg sao respectivamente média e desvio padrao da segunda parte. Por padrao, em
uma cadeia com Nycare estados, sao considerados 10% primeiros estados como ny e os
50% ultimos estados como ny com convergéncia verificada se |Z| < 2.

Embora o critério de Geweke seja de facil implementacao optou-se pela utilizacao
desse critério presente no pacote CODA (Output Analysis and Diagnostics for MCMC)
em R (PLUMMER et al., 2006).
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2.6 Dados Experimentais

Para solucao do problema inverso faz-se necessario que um conjunto de dados expe-
rimentais esteja disponivel. Tratando-se de modelos que visam aplicagoes praticas o ideal
é contar com dados experimentais obtidos de observacoes na natureza, porém essa neces-
sidade nem sempre pode ser satisfeita e faz-se necessario o uso de dados experimentais
sintéticos, ou seja, dados experimentais simulados por uma solugao do problema direto. O
principal problema que reside em usar um nico modelo para simular dados experimentais
e resolver o problema inverso é conhecido como crime inverso (KATPIO; SOMERSALO,
2006). Neste trabalho, quando possivel, para mitigar os efeitos do crime inverso, utilizou-
se a rotina NDSolve da plataforma Mathematica para gerar os dados experimentais a
partir de uma solugao do problema direto com os valores exatos dos parametros de inte-
resse. A essas solugoes do problema direto é acrescido um ruido experimental aleatério

modelado por uma distribuicao normal com média zero e desvio padrao o, conforme:

Y; = Uc,(P) + €cap,s €cap, ~ N(0,0.), i=12,...,Np (72)

A escolha dos locais no espaco-tempo para simulacao dos dados experimentais
depende diretamente da sensibilidade de cada parametro do modelo como seréd discutido

na préxima secao.

2.7 Andlise de Sensibilidade

Uma vez definido o modelo que tenta representar um fenomeno real, uma etapa
fundamental, quase obrigatdria, é a calibracao de desse modelo. Considerando o problema
de dinamica populacional essa tarefa pode ser tratada como estimar os parametros que sao
utilizados para construir esse modelo i.e. determinar as grandezas intrinsecas a dinamica
escolhida.

Em modelos que descrevem sistemas bioldgicos, como os tratados neste trabalho
a determinacdo ou obtencao dos parametros nem sempre é uma tarefa trivial (QIAN;
MAHDI, 2020), nesse sentido a andlise de sensibilidade desempenha um papel fundamen-
tal na escolha de quais parametros podem ser estimados ou suprimidos na solucao do
problema inverso.

A analise de sensibilidade pode ser entendida como o estudo das incertezas na
saida de um modelo e como essas podem ser distribuidas a diferentes fontes de incerteza
na entrada do mesmo. (SALTELLI et al., 2008). Os métodos de andlise de sensibilidade

estao disponiveis em grande quantidade e geralmente sao classificados segundo o espaco
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de entrada que eles exploram (QIAN; MAHDI, 2020). A escolha de um método de andlise
de sensibilidade, geralmente, é motivada por dois fatores (QIAN; MAHDI, 2020): (i) A
linearidade ou nao da saida do modelo; (ii) O custo computacional. Nesse sentido uma
analise de sensibilidade mais abrangente deve considerar métodos locais e globais aliando
o custo computacional com a capacidade de tratar nao linearidades.

Como dito anteriormente a andlise de sensibilidade tem papel crucial para for-
mulagao e solucao do problema inverso pois permite que os dados experimentais escolhidos
resultem na melhor estimativa dos parametros de interesse (BECK et al., 1985). Neste
trabalho para analisar a sensibilidade dos modelos envolvidos no estudo da dinamica de
populacoes na presenca de armadilhas locais serao realizadas duas analises distintas, uma

local com um método baseado em derivadas e outra global via método de Morris.

2.7.1 Sensibilidade local baseada em derivadas parciais

Para investigar localmente a sensibilidade do modelo em relagao aos parametros
de interesse pode-se fazer uso da matriz de sensibilidade do problema dada por (OZISIK,
2000):

oU;

i =gp i=12Np e j= 12 N (73)

onde cada J;; é a medida de sensibilidade do modelo U;(P) em relagao as variacoes de
cada parametro P;.

Em problemas que envolvem parametros com diferentes ordens de magnitude, os
coeficientes de sensibilidade com respeito aos varios parametros podem apresentar or-
dens de grandeza diferentes, criando assim dificuldades na comparacao e identificacao da
dependéncia linear. Esta dificuldade pode ser contornada através de uma andlise dos

coeficientes de sensibilidade padronizados, definidos como:

,i=12,....Np e j=12,... Np (74)

onde Pj0 é o valor nominal para o conjunto de parametros (QIAN; MAHDI, 2020).
Existem diferentes formas de calcular os coeficientes de sensibilidade, se o problema
direto apresenta um solucao analitica, os coeficientes de sensibilidade podem ser obtidos
diferenciando a solugao do problema direto em relagao aos parametros de interesse. Nesse
trabalho, pela complexidade do modelo proposto, nao é possivel encontrar uma solucao

puramente analitica para o problema direto em contrapartida a solugao proposta é hibrida
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numérico-analitica via formalismo da GITT. Dessa forma, uma expressao analitica para
a matriz de sensibilidade se torna inviavel, uma vez a diferenciacao do problema direto
em relacao a cada parametro é praticamente impossivel. Assim, para contornar essa
dificuldade o cédlculo das derivadas que formam a matriz de sensibilidade foi realizada

utilizando diferencas finitas centradas :

Ui(P; +9;) — Ui(P; — 6;) _ :
Xij%< J j%j I J2) i=12,....Np e j=12,...,Np (75)

onde J; é considerado suficientemente pequeno.

Uma solugao do problema inverso que forneca boas estimativas para os parametros
de interesse, com intervalos de confianca que traduzam com fidelidade as situagoes do pro-
blema de estudo, estao diretamente relacionados com coeficientes de sensibilidade com um
alto valor absoluto. Dessa forma pode-se dizer que pequenos valores para esses coeficientes
indicam que grandes variacoes em P; causando pequenas mudancas em U;. De maneira
geral, busca-se valores de X;; tal que det J”J # 0, pois do contrdrio estaria assumindo
que existe dependéncia linear entre os parametros, ou seja, esses estariam correlacionados,
tornando o problema mal condicionado (SILVA, 2013).

2.7.2 Método de Morris

O método de Morris ou método dos efeitos elementares (EE) é uma forma simples,
porém eficaz de rastrear alguns aspectos que podem estar contidos nas entradas de um
modelo. A ideia fundamental proposta por Morris em 1991 (MORRIS, 1991) é a criagao
de duas medidas de sensibilidade capazes de determinar quais parametros de entrada
podem ser considerados : (i) insignificantes;(ii) lineares ou aditivos; ou (iii) nao lineares
ou envolvidos em interagoes com outros parametros.

Buscando analisar um efeito elementar deve-se considerar que em um modelo os
N, parametros sao considerados varidveis independentes, ou seja, o modelo além de ser
uma funcao do espaco e do tempo, também ¢ considerada uma funcao dos NV, parametros,
que variam em um cubo N,-dimensional com p niveis selecionados. Assim, para um

determinado parametro X o efeito elementar é definido como:

F(X, X0, X+ ALLX) — f(X, X, X, X))

A

L i=12,....n (76)

onde A é um valor entre {O,Ij%l,p%z,...,l}.

As medidas de sensibilidade propostas por Morris sao a média e desvio padrao dos
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efeitos elementares dados por p; e o; respectivamente, uma vez que os efeitos elementares
podem ser positivos e/ou negativos as médias calculadas podem levar a inconsisténcia
no método, dessa forma (SALTELLI et al., 2005) propos o calculo da média dos valores
absolutos dos efeitos elementares i como forma de contornar o problema descrito. Devido
a possibilidade de diferentes escalas para os parametros, uma boa pratica é a padronizacao
dos efeitos elementares (SIN; GERNAEY, 2009), para o método Morris, utilizado aqui,
foi considerada uma padronizagao baseado na variancia dada por (QIAN; MAHDI, 2020):

" BE, (77)

0y

onde op, ¢ a variancia de cada parametro e oy ¢ a variancia das saidas obtidas por
cada conjunto de parametros. Apds a padronizacao, é construido em ordem crescente de

sensibilidade para as médias padronizadas e os parametros podem ser classificados como:

e Um parametro é considerado nao influente se p, estd préxima de zero.

e Um parametro é considerado influente com efeitos nao lineares despreziveis se fi,

alto e o é baixo.

e Um parametro é considerado influente com efeitos nao lineares e / ou fortes in-

teragoes com outras entradas para u, e o altos.
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3 RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste capitulo sao apresentados e discutidos os resultados referentes as solucoes
dos problemas direto e inverso propostos neste trabalho. Considerando os modelos apre-

sentados no Capitulo 1 é possivel definir os seguintes cenarios de estudo:

e Cendrio I: Dispersao populacional de uma espécie com abate local.

e Cenario II: Dispersao populacional presa-predador com abate local de presas.

No ambito do problema direto, a principal anélise realizada, foi feita considerando
a convergencia da solugao obtida via GITT em relagao a parametros de controle do método
e considerando a utilizacao de um modelo de baixo custo. Por outro lado, para o problema
inverso, apresenta-se as andlises de sensibilidade dos modelos propostos, a caracterizacao

do erro de modelagem e os resultados obtidos pela inferéncia Bayesiana.

3.1 Resultados do Problema Direto

Considerando a modelagem dos fenomenos populacionais proposta anteriormente,
responsaveis por tentar descrever a dinamica populacional bidimensional na presenca de
armadilhas locais foi desenvolvida uma rotina computacional na plataforma Mathema-
tica 12 utilizando a Técnica de Transformada Integral Generalizada (GITT). Na rotina
proposta toda a solugao do problema direto foi implementada considerando pacotes exis-
tentes na propria plataforma, com simulagoes geradas em um computador equipado com
CPU Intel Core 15-6200, de 2.3 GHz com 8GB de meméria RAM.

A solugao do problema direto via GITT carrega intrinsecamente a necessidade de
que seja adotada uma ordem de truncamento NN suficientemente grande para obter uma
boa convergéncia. Nesse sentido, a ordem de truncamento foi adotada como um dos
parametros de controle da convergéncia. Outro aspecto importante presente na aplicagao
da GITT é a necessidade da resolucao de integrais duplas nas varidveis espaciais do pro-
blema, que neste trabalho apresentaram-se muito complexas para solugoes completamente
analiticas ou mesmo para solugoes numéricas via pacotes do Mathematica 12. Desta
forma, considerando a natureza complexa dessas integrais, como mencionado na subsecao
1.3, foi escolhida a técnica de integragao semi-analitica associada ao teorema de Fubini,
gerando dois novos parametros de controle da convergencia M, e M, respectivamente, o
nimero de sub-regides na direcao x e o nimero de sub-regioes na direcao y. Levando em
conta a natureza do problema em relacao ao dominio retangular com L; = Ly = 1 pode-se

fazer, sem perda de generalidade, M = M, = M,,.
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Ainda em relacao ao comportamento da convergéncia da solucao, considerando
o modelo de baixo custo, foi introduzido uma ordem de truncamento Ny responsavel
por caracterizar a de reducao entre modelos e considerando a natureza das armadilhas,
conforme descrito na subsecao 1.5, em todas analises foram implementadas armadilhas
com intensidade constante B, espalhamento ¢ = 0,006 e centradas, simetricamente em

relacao ao certo do dominio espacial, nos pontos conforme Tabela 1 .

Tabela 1 - Centro das armadilhas

Posicao x Y
P1 0,3 0,3
P2 0,3 0,7
P3 0,7 0,3
P4 0,7 0,7

Fonte: O autor, 2021.

3.1.1 Problema direto cenério I

Neste cenario considerou-se o modelo que descreve a dispersao de uma populacao
com crescimento logistico em um dominio bidimensional retangular V', dado pelas Eqgs.(1-
3), na presencga de armadilhas locais posicionadas conforme a Tabela 1. Inspirados no
resultados obtidos em (WHITE, 2009) sao considerados os valores adimensionais presentes

na Tabela 2 para investigacao da convergéncia da solugao via GITT.

Tabela 2 - Valores utilizados para solugao do problema direto com uma populagao

Du RO K B Uo
0,0001 0,01 1,0 0,001 1

Fonte: O autor, 2021.

Na Tabela 3 é apresentada a convergéncia da solu¢ao do problema direto obtido
via GITT para o cenario 1 em relagao ao nuimero de sub-regides na integracao semi-
analitica, considerando um polinomio linear na integragao semi-analitica, onde sao usados
fixos a ordem de truncamento N = 90 e y = 0,2. Neste caso, foram calculadas as
densidades populacionais em diferentes instantes e é possivel observar convergéncia de 2
a 3 digitos significativos em relacao ao nimero de sub-regioes M < 40, obtendo um erro
relativo inferior a 0,06% comparando M = 30 e M = 40. J4 na Tabela 4 observa-se
o comportamento de convergéncia em relagao a M fixando N = 90 e y = 0,5 para os

mesmos tempos descritos anteriormente, dessa vez o erro relativo foi inferior a 0,042%
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quando compara-se M = 30 e M = 40 . Embora a convergéncia tenha apresentado baixo
erro relativo, em ambas andlises, observou-se um grande aumento no custo computacional
quando passou-se de M = 30 para M = 40 dificultando, neste caso, solu¢oes com ordens
de truncamento N > 90.

Tabela 3 - Anélise de convergéncia da solugdo para a densidade populacional pela GITT, em

relacdo ao nimero de sub-regioes M com N =90 e y = 0,2

Densidade populacional para y = 0,2 e t = 50

M x=0,2 r=04 =09 x=0,6 r=0,8
10 0,9016 0,8979 1,0065 0,8979 0,9016
20 0,8235 0,8205 0,9536 0,8205 0,8235
30 0,8418 0,8388 0,9552 0,8388 0,8418
40 0,8423 0,8393 0,9552 0,8393 0,8423
Densidade populacional para y = 0,2 e t = 250
10 0,7306 0,6993 0,8388 0,6993 0,7306
20 0,6997 0,6671 0,7878 0,6671 0,6997
30 0,7145 0,6820 0,7906 0,6820 0,7145
40 0,7150 0,6825 0,7907 0,6825 0,7150
Densidade populacional para y = 0,2 e t = 500
10 0,6965 0,6585 0,8020 0,6585 0,6965
20 0,6820 0,6430 0,7581 0,6430 0,6820
30 0,6965 0,6577 0,7615 0,6577 0,6965
40 0,6971 0,6582 0,7616 0,6582 0,6971

Fonte: O autor, 2021.

Na Tabela 5 é apresentada a analise de convergéencia variando a ordem de trunca-
mento N e fixando-se o niimero de sub-regioes M = 30 e y = 0,2 para diferentes instantes
de tempo ¢t = {50,250,500}. E possivel observar erro relativo inferior a 0,89% entre as
ordens N = 150 e N = 120, destacando que mesmo para N = 50 obtém-se a precisao de
pelo menos uma casa decimal para todas as posigoes e instantes analisados. Ja na Tabela
6 as simulacoes foram obtidas nas mesmas configuragoes mas com y = 0,5 em relacao a
convergéncia pode-se observar erro relativo inferior a 0,20% entre as ordens N = 150 e
N = 120, porém quando compara-se N = 50 e N = 90 nao foi possivel obter precisao de
pelo menos uma casa decimal para as posicoes e tempos estudados.

Na Figura 1 ¢ exibido a distribuicao longitudinal da densidade populacional onde
pode-se observar que os efeitos das armadilhas foi recuperado com precisao pela GITT
, enquanto na Figura 2 observa-se a distribuicao temporal mostrando que para ¢t = 500
ja se atinge o estado permanente para o problema e na Figura 3 é mostrada a distri-
buicao espacial da densidade populacional, mostrando que esse tipo de armadilha reduz

significativamente (70%) a densidade da populagdo no centro das armadilhas.
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Tabela 4 - Anélise de convergéncia da solugao para a densidade populacional pela GITT, em

relagdo ao nimero de sub-regioes M com N =90e y =0,5

Densidade populacional para y = 0,5 e t = 50

M x =02 x=04 x =05 x=0,6 x =08
10 1,0065 0,9999 0,9553 0,9999 1,0065
20 0,9536 0,9520 0,9770 0,9520 0,9536
30 0,9552 0,9534 0,9650 0,9534 0,9552
40 0,9552 0,9534 0,9646 0,9534 0,9552
Densidade populacional para y = 0,5 e t = 250
10 0,8388 0,8002 0,8109 0,8002 0,8388
20 0,7878 0,7488 0,7888 0,7488 0,7878
30 0,7906 0,7520 0,7833 0,7520 0,7906
40 0,7907 0,7521 0,7830 0,7521 0,7907
Densidade populacional para y = 0,5 e £ = 500
10 0,8020 0,7541 0,7727 0,7541 0,8020
20 0,7581 0,7080 0,7454 0,7080 0,7581
30 0,7615 0,7119 0,7412 0,7119 0,7615
40 0,7616 0,7121 0,7409 0,7121 0,7616

Fonte: O autor, 2021.

Tabela 5 - Andlise de convergéncia da solucdo para a densidade populacional pela GITT, em

relacao a ordem de truncamento N com M =30e y = 0,2

Densidade populacional para y =0,2 e t = 50

N x =0,2 r=04 x=0,5 z = 0,6 r=0,8
50 0,8456 0,8125 0,9838 0,8125 0,8456
90 0,8418 0,8388 0,9552 0,8388 0,8418
120 0,8431 0,8429 0,9514 0,8429 0,8431
150 0,8335 0,8375 0,9520 0,8375 0,8335
Densidade populacional para y =0,2 e t = 250
50 0,7162 0,6621 0,8098 0,6621 0,7162
90 0,7145 0,6820 0,7906 0,6820 0,7145
120 0,7165 0,6901 0,7988 0,6901 0,7165
150 0,7102 0,6873 0,7997 0,6873 0,7102
Densidade populacional para y = 0,2 e t = 500
50 0,6979 0,6383 0,7796 0,6383 0,6979
90 0,6965 0,6577 0,7615 0,6577 0,6965
120 0,6992 0,6669 0,7714 0,6669 0,6992
150 0,6933 0,6645 0,7726 0,6645 0,6933

Fonte: O autor, 2021.
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Tabela 6 - Anélise de convergéncia da solugdo para a densidade populacional pela GITT, em

relagdo a ordem de truncamento N com M =30e y =0,5

Densidade populacional para y = 0,5 e t = 50

N x=0,2 r=04 =10, z = 0,6 z=0,8
50 0,9838 0,9556 1,0034 0,9556 0,9838
90 0,9552 0,9534 0,9650 0,9534 0,9552
120 0,9514 0,9439 0,9491 0,9439 0,9514
150 0,9520 0,9435 0,9480 0,9435 0,9520
Densidade populacional para y =0,5 e t = 250
50 0,8098 0,7523 0,8085 0,7523 0,8098
90 0,7906 0,7520 0,7833 0,7520 0,7906
120 0,7988 0,7481 0,7617 0,7481 0,7988
150 0,7997 0,7489 0,7627 0,7489 0,7997
Densidade populacional para y =0,5 e £ = 500
50 0,7796 0,7122 0,7646 0,7122 0,7796
90 0,7615 0,7119 0,7412 0,7119 0,7615
120 0,7714 0,7086 0,7200 0,7086 0,7714
150 0,7726 0,7099 0,7214 0,7099 0,7726

Fonte: O autor, 2021.

Figura 1 - Distribuicao longitudinal da densidade populacional Caso 1
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Figura 2 - Distribuicao temporal da densidade populacional Caso 1
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Fonte: O autor, 2021.

Figura 3 - Distribuicao espacial da densidade populacional Caso 1
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Na Tabela 7 sao apresentados os resultados referentes a utilizacao a um modelo de
baixo custo Nr = 1 em relacao ao nimero de sub-regices de integragao M, para ordem
de convergeéncia foi considerado N = 90 e o valor da ordenada como y = 0,2 considerando
diferentes instantes. Pode-se observar que para N = 40 e N = 70 obtém-se uma solucao
com duas casas decimais de precisao para maioria das posicoes e instantes. Na Tabela
8 as configuracoes sao mantidas em relacao a ordem de truncamento N = 90 e Ny = 1
com y = 0,5 para diferentes instantes, novamente o modelo de baixo custo apresentou boa
convergéncia em relagao ao nimero de sub-regioes de integragao obtendo precisao de até

3 casas decimais a medida que o problema se aproxima do estado permanente.

Tabela 7 - Andlise de convergéncia da solucao para a densidade populacional pela GITT, em

relacdo ao nimero de sub-regices M com N =90, y =0,2e Np =1

Densidade populacional para y = 0,2 e t = 50

M x=0,2 x=04 x=0,5 z = 0,6 r=0,8
10 0,5908 0,6144 0,9723 0,6144 0,5908
40 0,7939 0,7951 0,9599 0,7951 0,7939
70 0,7942 0,7951 0,9604 0,7951 0,7942
Densidade populacional para y = 0,2 e t = 250
10 0,2091 0,0469 0,3611 0,0469 0,2091
40 0,5825 0,4694 0,6598 0,4694 0,5825
70 0,5827 0,4694 0,6601 0,4694 0,5827
Densidade populacional para y = 0,2 e t = 500
10 0,2253 -0,0056 0,1749 -0,0056 0,2253
40 0,5942 0,4051 0,5625 0,4051 0,5942
70 0,5944 0,4051 0,5628 0,4051 0,5944

Fonte: O autor, 2021.

Nas Tabelas (9-10) sao apresentados os resultados da convergéncia, fixando M =
30, em relacao a ordem de truncamento N considerando o modelo de baixo custo com
ordem reduzida Ng = 1 com y = 0,2 e y = 0,5 para diferentes instantes ¢t = {50,250,500}.
Pode-se observar precisao de duas casas decimais ao comparar N = 50 e N = 150 in-
dicando que pode-se utilizar uma ordem de truncamento menor sem grandes perdas na
precisao da solugao.

Vale ressaltar que embora a convergéncia tenha se apresentado de maneira satis-
fatoria considerando a natureza complexa do problema proposto, pode-se observar um
grande custo computacional o que praticamente afasta a possibilidade de abordagens que
necessitem de um nimero muito grande de avaliagoes dessa solucao, quando for proposto
o problema inverso. Na Tabela (11) apresenta-se a comparacao entre o tempo de CPU
da solucao considerando o modelo completo e um modelo utilizando a proposta de baixo

custo, ambos com M = 30 sub-regioes de integragao. Observa-se um ganho percentual de

4403% com N = 30, 8595% com N = 50, 12131% com N = 70 e 16257% com N = 90.
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Tabela 8 - Andlise de convergéncia da solugao para a densidade populacional pela GITT, em

relagdo ao nimero de sub-regides M com N = 90, y = 0,5 e modelo reduzido Np = 1

Densidade populacional para y = 0,5 e t = 50

M x =02 x=04 x =05 x=0,6 x=0,8
10 0,9723 0,9169 1,1345 0,9169 0,9723
40 0,9599 0,9477 0,9520 0,9477 0,9599
70 0,9604 0,9480 0,9521 0,9480 0,9604
Densidade populacional para y = 0,5 e t = 250
10 0,3611 0,0394 0,3167 0,0394 0,3611
40 0,6598 0,4731 0,4912 0,4731 0,6598
70 0,6601 0,4734 0,4913 0,4734 0,6601
Densidade populacional para y = 0,5 e £ = 500
10 0,1749 -0,2136 -0,0212 -0,2136 0,1749
40 0,5625 0,2704 0,2658 0,2704 0,5625
70 0,5628 0,2707 0,2659 0,2707 0,5628

Fonte: O autor, 2021.

Tabela 9 - Anélise de convergéncia da solugdo para a densidade populacional pela GITT, em

relagdo a ordem de truncamento N com M = 30, y = 0,2 e modelo reduzido Ng =1

Densidade populacional para y = 0,2 e t = 50

N xr=0,2 r=04 xr=0,5 x = 0,6 r=0,8

50 0,7954 0,7956 0,9618 0,7956 0,7954

90 0,7942 0,7952 0,9604 0,7952 0,7942

150 0,7946 0,7953 0,9601 0,7953 0,7946
Densidade populacional para y = 0,2 e t = 250

20 0,5837 0,4698 0,6612 0,4698 0,5837

90 0,5828 0,4695 0,6601 0,4695 0,5828

150 0,5831 0,4696 0,6599 0,4696 0,5831
Densidade populacional para y = 0,2 e t = 500

50 0,59531 0,40538 0,56380 0,40538

90 0,59448 0,40509 0,56282 0,40509

150 0,59474 0,40521 0,56263 0,40521

Fonte: O autor, 2021.

Essa reducao indica que a solugao de baixo custo é promissora para utilizagao de métodos

extensivos que necessitem deum grande numero de avaliagoes da solucao do problema

direto, como é o caso do MCMC adotado nesse trabalho.

Embora tenha-se mostrado

que a convergéncia da solugao de baixo custo é compativel com uma solugao sem esse

tipo de reducao, pode-se observar que a perdeu-se significativamente a precisao ao usar

a solugao de baixo custo motivando a utilizagao do AEM que tera seu erro devidamente

caracterizado no proximo capitulo.
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Tabela 10 - Analise de convergéncia da solucao para a densidade populacional pela GITT, em

relagao a ordem de truncamento N com M = 30, y = 0,5 e modelo reduzido

Nrp=1
Densidade populacional para y = 0,5 e t = 50
N xr=0,2 r=04 x=0,5 z = 0,6 r=0,8
50 0,9618 0,9476 0,9553 0,9476 0,9618
90 0,9604 0,9481 0,9522 0,9481 0,9604
150 0,9601 0,9479 0,9523 0,9479 0,9601
Densidade populacional para y = 0,5 e t = 250
50 0,6612 0,4731 0,4937 0,4731 0,6612
90 0,6601 0,4734 0,4913 0,4734 0,6601
150 0,6599 0,4733 0,4914 0,4733 0,6599
Densidade populacional para y = 0,5 e £ = 500
50 0,5638 0,2704 0,2681 0,2704 0,5638
90 0,5628 0,2707 0,2659 0,2707 0,5628
150 0,5626 0,2706 0,2660 0,2706 0,5626

Fonte: O autor, 2021.

Tabela 11 - Tempo computacional solucao de baixo custo x solucdo completa

N Baixo Custo (s) Completa (s)
30 1,11 49,95
50 2.08 180,70
70 3,86 472,05
90 6,09 996,75

Fonte: O autor, 2021.

3.1.2 Problema direto cenario 11

Neste cenario considerou-se um sistema presa-predador em com armadilhas locais
afetando a populagao de presas em um dominio retangular V' = [0,1] x [0,1], novamente
a intensidade de cada armadilha foi considerada constante B com o = 0,006 e com
centros posicionados simetricamente em relacao ao centro do dominio V' conforme Tabela
1. Considerando a estabilidade descrita em (HSU; HUANG, 1995) foram adotados os
parametros adimensionais presentes na Tabela 12 para solucao do problema direto presa-
predador com abate.

Novamente, a convergéncia da solucao do problema direto foi analisada em relacao
ao numero de sub-regioes de integracao M, a ordem de truncamento N e a ordem de
reducao da solucao de baixo custo Ny considerando diferentes abcissas com y = 0,2
e diferentes instantes ¢ = {50,250,500}. Na Tabela 13 sdo apresentados os resultados

variando M e mantendo fixo N = 30 onde observa-se que para a populacao de presas
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Tabela 12 - Valores utilizados para solucao do problema direto com duas populacoes

Du Dv RO K E F S(] Q B Ug Vo
0,001 0,0001 0,01 1 0,005 1 0,001 0,1 0,001 1 1
Fonte: O autor, 2021.

u o erro relativo entre densidades calculadas com M = 30 e M = 40 é inferior a 0,95%
representando duas casas decimais de igualdade na maioria das posigoes, enquanto que
para populacao de predadores v o erro para esse mesmo numero de sub regioes foi inferior
a 0,085% indicando que a auséncia de armadilhas afetando essa populagao diminui o
nimero de autofungoes necessarias para construir o potencial que descreve a densidade

de predadores.

Tabela 13 - Analise de convergéncia da solucao para a densidade de presas e predadores pela

GITT em relagao ao nimero de sub-regides de integragdo M com N = 30

u(z;y = 0,2;t = 50) v(z;y = 0,2;t = 50)
M xr =02 r=04 xr=0,5 xr=0,2 r=04 xr=20,5
10 0,6380 0,5979 0,6111 1,0443 1,0440 1,0441
20 0,7596 0,7374 0,7430 1,0450 1,0449 1,0449
40 0,7579 0,7356 0,7416 1,0450 1,0449 1,0449
u(z;y = 0,2;t = 250) v(z;y = 0,2;t = 250)
10 0,2410 0,2196 0,2235 1,2000 1,1944 1,1943
20 0,4219 0,4054 0,4079 1,2244 1,2227 1,2226
40 0,4196 0,4031 0,4057 1,2242 1,2224 1,2224
u(z;y = 0,2;t = 500) v(x;y = 0,2;t = 500)
10 0,0951 0,0865 0,0880 1,2481 1,2278 1,2269
20 0,2567 0,2462 0,2476 1,4202 1,4148 1,4144
40 0,2544 0,2439 0,2455 1,4191 1,4136 1,4132

Fonte: O autor, 2021.

Ja na Tabela 14 observa-se a convergéncia em relagao a ordem de truncamento
N, fixando M = 30, y = 0,2 em diferentes instantes ¢ = {50,250,500} enquanto para
densidade de presas obteve-se um erro relativo inferior a 0,035%, para populacao de
predadores obteve-se o mesmo tipo de erro inferior a 0,0014% na comparacao entre N = 70
e N =90 a exatidao de 3 casas decimais obtidos para a densidade de predadores mostra
que a ausencia do termo de armadilha nesta equacao torna a solug¢ao mais bem comportada
em relacao a convergéncia.

A GITT apresenta excelentes resultados para solucao do problema de dispersao

populacional bidimensional para populacoes de presas e predadores na presenca de ar-
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Tabela 14 - Anaélise de convergéncia da solucao para a densidade de presas e predadores pela
GITT em relacao a ordem de truncamento N (M = 30 )

u(z;y = 0,2;t = 50) v(z;y = 0,2;t = 50)
N xr=0,2 r=04 xr=20,5 r=0,2 r=04 r=0,5
30 0,75963 0,73739 0,74305 1,04502 1,04491 1,04494
70 0,76731 0,74782 0,76775 1,04505 1,04496 1,04505
90 0,76737 0,74800 0,76759 1,04505 1,04496 1,04505
u(z;y = 0,2;t = 250) v(z;y =0,2;t = 250)
30 0,42187 0,40539 0,40789 1,22440 1,22265 1,22258
70 042969 041476 042527 122483 122321  1,22337
90 0,42074  0,41488 042519 122483 122321 122337
u(z;y = 0,2;t = 500) v(z;y =0,2;t = 500)
30 0,25666 0,24616 0,24763 1,42022 1,41480 1,41439
70 0,26375 0,25412 0,26053 1,42294 1,41787 1,41800
90 0,26379 0,25421 0,26049 1,42295 1,41789 1,41801

Fonte: O autor, 2021.

madilhas, podendo ser utilizada como solugoes de benchmark para esse tipo de problema
considerando valores suficientemente grandes para N e M, porém faz-se necessdrio um
alto poder de processamento para que seja possivel alcancar uma solugao com essa carac-
teristica. Para ilustrar, no problema estudado neste trabalho executados com uma CPU
Intel Core 15-6200, de 2.3 GHz com 8GB de memdéria RAM com configuragoes acima de
N =90 e M = 40 o uso de CPU ficava sempre em 100% ocasionando instabilidades
sistémicas e travamentos continuos, além disso o alto custo computacional verificado a
medida que se aumenta a ordem de truncamento N e o niimero de sub-regices M invia-
biliza a utilizacao dessa solucao em problemas que dependam de um grande ntmero de
iteragoes com esse potencial. Dessa forma, uma solucao que mantenha as caracteristicas
e dependa dos mesmos parametros pode ser uma boa opgao para contornar o problemas
de custo computacional.

Na Tabela 15 sao apresentados os resultados referentes a solugao de baixo custo
com ordem de reducao Nrp = 1 e ordem de truncamento N = 30 variando o nimero de
sub-regides M com y = 0,2 em diferentes instantes ¢ = {50,250,500}. Pode-se observar
uma boa convergéncia obtendo 3 casas decimais de precisao em todas posigoes e instantes
quando comparou-se M = 30 e M = 50. Variando a ordem de truncamento N e mantendo
fixo M = 30 sub-regides para y = 0,2 em diferentes instantes ¢ = {50,250,500} a solugao
de baixo custo tem seus resultados mostrados na Tabela 16, observando que N = 50 “foi
capaz de fornecer uma solucao com 2 digitos de precisao quando comparada com uma

solugao com N = 200. Nota-se que a densidade de predadores nao apresentou variagao
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condicionadas a esse parametro de controle, mostrando que na equacao de predadores a

dinamica vital empregada pode ser construida para um nimero pequeno de autofungoes.

Tabela 15 - Anélise de convergéncia da solucao para a densidade de presas e predadores pela

GITT em relacao ao nimero de sub-regioes de integragao M, com modelo reduzido

NR:16N:30

M

10
30
20

10
30
50

10
30
20

u(z;y = 0,2;t = 50)

v(z;y = 0,2;t = 50)

x=0,2 r=04 =05 x=0,2 r=04 z =205
0,64256 0,59116 0,62626 1,00904 1,00904 1,04436
0,76163 0,73515 0,75445 1,04506 1,04506 1,04506
0,76160 0,73512 0,75445 1,04506 1,04506 1,04506
u(z;y = 0,2;t = 250) v(z;y = 0,2t = 250)
0,64256 0,59116 0,62626 1,00904 1,00904 1,04436
076163  0,73515  0,75445  1,04506  1,04506  1,04506
0,76160 0,73512 0,75445 1,04506 1,04506 1,04506
u(z;y = 0,2;t = 500) v(z;y = 0,2;t = 500)
0,0545 0,0490 0,0526 1,1465 1,1465 1,1017
0,2372 0,2271 0,2326 1,4070 1,4070 1,4070
0,2371 0,2270 0,2326 1,4070 1,4070 1,4070

Fonte: O autor, 2021.

Finalmente, na Figura 4 é possivel observar que a auséncia de armadilhas afetando

os predadores faz com que essa populagao varie pouco em relagao ao eixo x mesmo tendo

uma queda expressiva na sua densidade. Na Figura 5 é possivel observar que ambas den-

sidades populacionais atingiram regime permanente apds t = 3000 enquanto a Figura 6

mostra que mesmo na auséncia de armadilhas para a populacao de predadores é possivel

notar a presenca desse mecanismo de controle conforme mostra a Figura 6b. Novamente,

como no cenario I, a solucao do problema populacional com armadilhas locais via GITT

mostrou boa convergéncia em relagao a ordem de truncamento, porém o custo computaci-

onal foi extremamente elevado quando comparado a solucao de baixa ordem representando

uma reducao de mais de 99% em favor da solucao da solucao de baixo custo como pode-se

observar na Tabela 17.
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Tabela 16 - Anélise de convergéncia da solucao para a densidade de presas e predadores pela
GITT em relacao a ordem de truncamento N (M = 30 ) considerando a ordem do

modelo aproximado Np =1

u(z;y = 0,2;t = 50) v(z;y = 0,2;t = 50)
N xr=0,2 r=04 x=0,5 z =02 rz=04 =05
50 0,76216 0,73069 0,75893 1,04506 1,04506 1,04506
90 0,76163 0,73515 0,75445 1,04506 1,04506 1,04506
200 0,76209 0,73569 0,75286 1,04506 1,04506 1,04506
u(z;y = 0,2;t = 250) v(z;y = 0,2;t = 250)
50 0,40756 0,38726 0,40151 1,22243 1,22243 1,22243
90 0,40728 0,38962 0,39913 1,22243 1,22243 1,22243
200 0,40753 0,38991 0,39829 1,22243 1,22243 1,22243
u(z;y = 0,2;t = 500) v(x;y = 0,2;t = 500)
50 0,23732 0,22568 0,23400 1,40701 1,40701 1,40701
90 0,23716 0,22706 0,23261 1,40701 1,40701 1,40701
200 0,23730 0,22722 0,23212 1,40701 1,40701 1,40701

Fonte: O autor, 2021.

Figura 4 - Distribuicao longitudinal da densidade de presas e predadores cenario 2
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Legenda: (a) Presas com y = 0,5. (b) Predadores com y = 0,5.
Fonte: O autor, 2021.

Tabela 17 - Tempo computacional solucao de baixo custo x solucao completa - cenario II

N Baixo Custo (s) Completa (s)
30 0,23 194,27
50 0,42 792,84
70 0,88 2196,61
90 1,08 4720,23

Fonte: O autor, 2021.
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Figura 5 - Distribuicao temporal da densidade de presas e predadores cenario 2
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Legenda: (a) x =0,5ey=0,5. (b) x =0,2ey=0,2.
Fonte: O autor, 2021.
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Figura 6 - Distribuicao espacial da densidade de presas e predadores cenério 2
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Fonte: O autor, 2021.
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3.2 Anadlise de Sensibilidade

A anélise de sensibilidade é uma etapa fundamental no planejamento da solugao do
problema inverso, uma vez que esta pode apontar possiveis dificuldades na estimativa de
parametros envolvidos, além de informar em quais posicoes e tempo os dados experimen-
tais podem ser obtidos. Como ja mencionado, no presente trabalho, foram considerados
dois modelos populacionais distintos, o primeiro descreve a dinamica de uma populacao
sujeita aos efeitos de um conjunto de armadilhas e o segundo descreve a dinamica de um
sistema presa-predador na presenca desse mesmo conjunto de armadilhas. Dessa forma,
para ilustrar os cendarios possiveis para analise do problema inverso em relacao ao efeito
das armadilhas na populagoes, foram considerados dois cenarios. No Cenéario I foi con-
siderado modelo envolvendo apenas uma populacao totalmente suscetivel ao efeito das
armadilhas, ja no Cendrio II o sistema presa-predador tem presas suscetiveis e predadores

totalmente imunes a esse efeito.

3.2.1 Sensibilidade Cenério I

Nesta subsecao serao apresentados os resultados referentes a andlise de sensibili-
dade do cenario I considerando apenas uma populacao na presenca de locais de abate.
Analisou-se as sensibilidades dos parametros de entrada D,,, Ry, K e B considerando uma
abordagem local baseada em derivadas e o método de Morris como opgao para analise
global. Considerando a simetria da solu¢ao em relagao ao posicionamento das armadilhas
foram considerados sensores posicionados em {0,1;0,2; 0,3;0,4; 0,5} x{0,1; 0,2;0,3; 0,4; 0,5}
com tempo t € [0,2500] considerado tempo suficiente para o problema estar em regime
permanente conforme visto na solucao do problema direto. Na Figura 7 pode-se observar
o comportamento transiente dos coeficientes de sensibilidade padronizados observando
que o regime permanente ¢ atingido aproximadamente com ¢t > 600. Embora apenas
seja apresentado o comportamento considerando o sensor posicionado para x = 0,1 e
y = {0,1;0,2;0,3;0,4;0,5} o comportamento exibido foi muito semelhante para todos os
demais sensores e por esse motivo sao omitidos aqui.

Para realizar a andlise de sensibilidade global considerando o método de Morris, foi
utilizada a biblioteca SALib (HERMAN; USHER, 2017) desenvolvida em Python, conside-
rando 5000 amostras para o conjunto de parametros, obtidos no intervalo [0,5 - ag,1,5 - ]
onde oy o conjunto de parametros considerado exato. Na Tabela 18 pode-se observar
©* e o respectivamente média e desvio padrao dos efeitos elementares, onde também
considerou-se a padronizacao dessas estatisticas. E possivel observar que método de Mor-
ris padronizado foi capaz de identificar a baixa sensibilidade de D, semelhante a analise

local.
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Figura 7 - Comportamento transiente dos coeficientes de sensibilidade normalizados na posicao
x=0,1ey={abcde}
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Legenda: (a) y =0,1. (b) y=0,2. (¢) y=0,3. (d) y=0,4. (e) y =0,5.
Fonte: O autor, 2021.

Tabela 18 - Sensibilidade Morris cenério I

R Morris Morris Padronizado
Parametro
W o Rank W o Rank
D, 0,212 0,308 2 0,0000382  0,0000555 4
Ry 0,201 0,290 4 0,0035788  0,0051635 2
K 0,209 0,304 3 0,3753570  0,5459730 1
B 0,216 0,308 1 0,0003829  0,0005459 3

Fonte: O autor, 2021.
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3.2.2 Sensibilidade cenério 11

Nesta subsecao serao apresentados e discutidos os resultados referentes as anali-
ses de sensibilidade locais e globais envolvendo o modelo presa-predador considerado no
Cenario II. Novamente foi considerado uma abordagem local baseada em derivadas par-
ciais e uma abordagem global obtida pelo método dos efeitos elementares padronizado.
Para colocacao dos sensores levou-se em conta que a solugao do problema direto apresenta
simetria em relacao ao posicionamento das armadilhas, dessa forma foram posicionados
nos pontos {0,1;0,2;0,3;0,4;0,5} x {0,1;0,2;0,3;0,4;0,5} com ¢ € [0,2500]. Localmente
obteve-se uma analise muito proxima para todas as 25 posicoes dos sensores e para ilustrar
na Figura 8 é exibido o comportamento considerando z = 0,2 e y = {0,1;0,2;0,3;0,4; 0,5}
onde observa-se que os parametros D, e D, possuem sensibilidade muita baixa, ainda
nesta figura é possivel observar que o regime permanente dos coeficientes de sensibilidade
se da para t > 1500.

De forma semelhante, o método de Morris foi implementado via SALib (HERMAN;
USHER, 2017) gerando 10000 amostras para o conjunto de parametros, obtidos no inter-
valo [0,5 - a,1,5 - ap| onde a o conjunto de parametros considerado exato. Uma vez que
o ranking (em posigoes) obtido foi o mesmo para todas as 25 posigoes de colocagao dos
sensores, para ilustrar esse estudo, na Tabela 19 mostra-se o comportamento considerando
o sensor no posicionado em (0,5;0,5) onde observa-se que o parametro D, tem efeito ele-
mentar padronizado 10 vezes menor que D, indicando uma baixissima sensibilidade desse

parametro, sugerindo dificuldades para estimar esse parametro via problemas inversos.

Tabela 19 - Sensibilidade Morris cenério 11

. Morris Morris Padronizado
Parametro
W o Rank w o Rank

D, 0,112 0,180 3 0,0001938  0,000314 8
D, 0,111 0,175 4 0,0000194  0,000031 9
Ry 0,105 0,168 8 0,0018040  0,002934 4
k 0,109 0,173 5 0,1876600  0,300558 2
E 0,117 0,189 1 0,0010240  0,001638 5
F 0,107 0,174 7 0,1896640  0,306883 1
So 0,114 0,181 2 0,0002013  0,000320 6
Q 0,108 0,171 6 0,0188022  0,030000 3
B 0,114 0,184 2 0,0002012  0,000322 7

Fonte: O autor, 2021.
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Figura 8 - Comportamento transiente dos coeficientes de sensibilidade normalizados na posicao

x=0.2ey={abcde}
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Legenda: (a) y =0,1. (b) y=0,2. (¢) y=0,3. (d) y =04. (e) y =0,5.
Fonte: O autor, 2021.

3.3 Caracterizagao do Erro de Modelagem

Um dos pontos principais desse trabalho foi a utilizacao de um modelo de erro
de aproximagao (AEM) para incorporar o erro que é cometido ao utilizar-se uma solugao
baixo custo em detrimento a uma solucao dita completo, a utilizacao dessa metodologia foi
recentemente aplicada em (PONTES et al., 2021; FRIGUIS et al., 2021) e representaram
uma boa alternativa para estimativa de parametros utilizando solucoes simplificadas do
problema direto.

Uma etapa fundamental na utilizagao de um AEM é a caracterizagao do erro,

ou seja, ¢ necessario que tenha-se uma boa quantidade informacao a respeito do erro
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para que seja possivel calcular estatisticas que serao utilizadas na solucao do problema
inverso. Neste trabalho, para gerar as amostras para o calculo das estatisticas do erro
de aproximagao, utilizou-se amostras para os parametros obtidas de uma distribuicao
normal multivariada com média no valor exato do conjunto de parametros e matriz de
covariancia dada por uma matriz diagonal com os elementos dados por 50% da média para
cada parametro. Foram gerados dois conjunto com N, amostras, sendo no 800 amostras
para o cenario I e 1200 amostras para o cenario II. Para cada amostra de parametros
foram calculadas duas solucoes do problema direto, uma com o modelo completo com
N = M = 30, e outra com a solucao de baixo custo com N = M =30 e Ny = 1.

Para gerar amostras de erro, ainda foi necessério fixar as posigoes Ps; = (0,1;0,1),
Psy = (0,3;0,3) e Pss = (0,5;0,5) escolhidos apés a andlise de sensibilidade. Ainda
sobre a obtengao das amostras foi escolhido ¢ € [0,2500] com uma variagao At = 10 para
os instantes de tempo. E oportuno destacar que essas posicoes e tempo utilizados no
calculo das amostras de erro serao as mesmas utilizadas na solucao do problema inverso
apresentada na proxima secao. Duas medidas de interesse na caracterizacao do erro de
modelagem sao o trago da matriz de covariancia do erro de modelagem W, e a média dos
erros de modelagem ¢,. Pode-se observar na Figura 9 que o trago da matriz de covariancia
apresenta uma boa convergéncia antes da metade do niimero total de amostras, enquanto
nas Figuras 10 e 11 observa-se uma rapida convergéncia da média do erro de aproximagao
para ambos cenarios, dessa forma é possivel afirmar que, para os problemas abordados
nesse trabalho, o nimero de amostras foi mais que suficiente. Na Figura 9 pode-se observar
esse comportamento considerando os 2 cendrios onde percebe-se que o niimero de amostras

foi mais que suficiente para uma boa caracterizacao do erro de modelagem.

Figura 9 - Convergéncia do traco da matriz de covariancia do erro de modelagem
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Legenda: (a) Traco de W, no cenério I. (b) Traco de W, no cenério II.
Fonte: O autor, 2021.



Figura 10 - Média do

erro de modelagem no cenério I

71

. . . . : ; 0.7F
0.00 ] -
" 1 amostra v o5t —— 1 amostra
S -0.05 1 2 —— 10 amostras
£ 10 amostras c
Q
o 0.4F —
" 100 amostras “ 100 amostras
o
o - ]
s o0 700 amostras S 03f — 700 amostras
w w
B = ool
5 o
3 -0.15 ] 3
= =
01F
-0.20p, . . . . | 0.0E . . . .
0 500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000
t t
(a) (b)
0.5F ]
1 amostra
9 04r ]
< —— 10 amostras
3 0.3 —— 100 amostras ]
o
° —— 700 amostras
@ o02p ]
Rl
o
N}
= 01f ]
0.0 Lf . . . . =
0 500 1000 1500 2000 2500

()

Legenda: (a) Média do erro em Ps,. (b) Média do erro em Ps,

Fonte: O autor, 2021.

. (¢) Média do erro em Pg,.



Figura 11 - Média do erro de modelagem no cendrio II
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3.4 Resultados do Problema Inverso

Neste capitulo sao apresentados e discutidos os resultados relativos as simulacoes
realizadas para a solugao do problema inverso utilizando o modelo de erro de aproximacao
com abordagem Bayesiana para estimar os parametros associados a um modelo populacio-
nal bidimensional difusivo na presenca de locais de abate, com intensidade constante, dis-
tribuidos em pontos discretos do dominio espacial. Porém antes de investigar a solucao do
problema inverso propriamente dito, alguns aspectos devem ser levados em consideragao
na abordagem escolhida.

Assim como na solucao do problema direto a solucao do problema inverso sera
implementada considerando os dois cenarios definidos pelos modelos apresentados no

capitulo 1, assim os cendrios de estudo sao:

e Cendrio I: Dispersao populacional de uma espécie com abate local.

e Cenario II: Dispersao populacional presa-predador com abate local de presas.

Outro aspecto que mostrou-se sensivel na solucao do problema inverso, conside-
rando a abordagem Bayesiana, estd relacionado a escolha do tipo de informacao a pri-
ori utilizada. Neste trabalho, considerando os métodos mazimum a posteriori (MAP) e
Monte Carlo via Cadeia de Markov (MCMC), além d4 auséncia completa desse tipo de
informagcao foram utilizadas prioris pouco e muito informativas, classificadas segundo o
contexto deste trabalho (LEMOINE, 2019).

Buscando contornar os efeitos de baixas sensibilidades, resultando em matrizes
Jacobianas mal condicionadas, foi utilizada uma otimizacao da funcao objetivo MAP via
método estocastico de Luss-Jaakola (LJ) em contrapartida ao método de Gauss-Newton.
Por outro lado, considerando o MCMC, além do Metropolis-Hastings classico foi utilizada
uma adaptagao na matriz de covariancia utilizada como densidade de transicao, chamado
aqui de MCMC adaptativo (AMCMC).

Outros dois aspectos fundamentais na metodologia apresentada neste trabalho sao
as analise de sensibilidade e a caracterizacao do erro de modelagem. Enquanto a analise
de sensibilidade busca descrever quais parametros podem ser estimados considerando uma
abordagem inversa a caracterizacao do erro de modelagem estabelece medidas estatisticas
para que o efeito do erro, ao usar uma solucao de baixo custo, seja incorporado a solugao
do problema inverso. Essas duas analises sao realizadas nas préximas sessoes.

Considerando (i) os cenérios; (ii) os métodos de solugao, (iii) o tipo de informacao
a priori utilizada, a andlise de sensibilidade e caracterizacao do erro de modelagem foram

propostos os casos descritos na Tabela 20.
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Tabela 20 - Casos propostos para o problema inverso

Cenario Casos Método Priori
1 MAP Pouco/Muito informativa para {D,,Ro,K,B}
I 2 MCMC Nao informativa para {D,,Ry,K,B}

3 MCMC Pouco informativa para {D,,Rq,K,B}

4 AMCMC Pouco informativa para {D,,,Ry,K,B}

5 MAP Pouco informativa para {D,,D,,Ry,K,E ,F.5,,Q,B}
6 MCMC Nao informativa {D,,D,,Ry,K,E,F,Sy,Q,B}

7 MCMC Pouco informativa para {D,,D,,Ro,K,E,F,S,,Q,B}

Muito informativa para D,

8 MCMC Nao informativa para {D,,Ry,K,E,F,Sy,Q,B}

II Muito informativa para D,
) MEMC Pouco informativa para {D,,Ry,K,E,F,Sy,Q,B}

10  AMCMC Nao informativa para {D,,D,,Ry,K,E F,Sy,Q,B}
11 AMCMC Pouco informativa para {D,,D,,Ry,K,E,F,S,,Q,B}

Muito informativa para D,
Nao informativa para {D,,Ry,K,E,F,Sy,Q,B}

12 AMCMC

Muito informativa para D,
Pouco informativa para {D,,Ry,K,E,F,Sy,Q,B}

14  AMCMC  Muito informativa para {D,,D,,Ro,K,E ,F,S,,Q,B}
Fonte: O autor, 2021.

13 AMCMC

3.4.1 Resultados Cenario I

Nesta secao sao apresentados e discutidos o resultados referentes as simulacoes
para o Cenario I, onde considera-se a existéncia de apenas uma populacao difusiva em
um dominio bidimensional totalmente suscetivel aos efeitos das armadilhas locais com
intensidade constante B com centros posicionados em pontos discretos do dominio con-
forme Tabela 1. A versao considerada para solucao do problema direto usou ordem de
truncamento N = 30, nimero de sub-regioes de integracao M = 30 e ordem de reducao
Nr = 1.

Por nao estarem disponiveis, dados experimentais reais, um conjunto de dados ex-
perimentais sintéticos foi simulado utilizando uma soluc¢ao do problema direto acrescido
de um ruido experimental normal com média zero e desvio padrao g, = 0,01. Buscando
reduzir os efeitos do crime inverso a solugao do problema direto utilizada para gerar esse
conjunto de dados, foi implementada com a biblioteca NDSolve da plataforma Mathe-

matica 12. Considerando a sensibilidade do modelo descrita na secao 3.2, adotou-se os
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pontos Ps, = (0,1;0,1), Ps, = (0,3;0,3) e Ps, = (0,5;0,5) para posicionamento dos sen-
sores responsaveis pelas medicoes experimentais, utilizando como tempo de obtencao dos
dados experimentais o intervalo [0,2500] com At = 10, totalizando 250 dados por sensor.

Assumindo desconhecido o conjunto de parametros P = {D,,Ry,K,B}, o problema
inverso foi formulado utilizando como base tedrica a inferéncia Bayesiana considerando
a existéncia de erro de modelagem caracterizado segundo formalismo do modelo de erro
de aproximacao (AEM). A aplicacdo da inferéncia Bayesiana conduziu a implementagao
de duas metodologias distintas; a primeira delas foi o método de mazimum a posteriori
(MAP), responsavel por gerar um estimativa pontual, que pode ser vista como o valor
modal da posteriori (ROSE, 2010), neste método a otimizagao da func¢ao objetivo foi con-
duzida pelos métodos de Gauss-Newton e Luus-Jaakola. A outra metodologia Bayesiana
utilizada foi o0 método de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC) que, diferente-
mente do MAP, trabalha com a posteriori como uma distribuicao de probabilidade para
cada parametro de interesse. Buscando melhorar o ajuste do MCMC foi utilizada uma
adaptac@o na matriz de covariancia usada como densidade de transicao (HAARIO et al.,

1999).

3.4.1.1 Casol

Buscando obter uma estimativa pontual mais proxima da distribuicao de inte-
resse dos parametros envolvidos, formulou-se um problema inverso via MAP acoplado a
um AEM, utilizando para otimizar sua fungao objetivo os métodos de Gauss-Newton e
Luss-Jaakola. Embora abordagens Bayesianas possam ser implementadas considerando
informacao a priori nao informativa, no MAP, utilizado neste trabalho, a incorporacao
desse tipo de informacao considerou-se a utilizagao de informacao a priori pouco e muito
informativa.

Levando em conta a magnitude dos parametros e a sensibilidade dos mesmos, a
pouca informacao da priori foi modelada usando uma distribui¢ao normal multivariada
com média zero e matriz de covariancia igual a identidade de ordem quatro, enquanto
para a priori muito informativa considerou-se, novamente, uma distribuicao normal mul-
tivariada com média nos valores considerados exatos (Tabela 2) e matriz de covariancia
diagonal com elementos dados por 5% dessa média.

Trabalhando a estocasticidade do método de Luss-Jaakola foram realizadas 10
execugoes do problema inverso considerando 100 iteragoes internas e 50 iteragoes exter-
nas, apos isso foram reunidos os resultados e retirados a média. Esses resultados sao
apresentado na Tabela 21, enquanto o método de Gauss-Newton com priori pouco in-
formativa nao produziu uma estimativa pontual muito préxima dos valores considerados

exatos o método de Luss-Jaakola, em média, esteve bem proxima desse conjunto. Por
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outro lado considerando informacao a prior: muito informativa ambos os métodos foram
eficientes na tarefa de estimar todos os parametros.

Embora o método de Luss-Jaakola possa ter um alto custo computacional, uma vez
que Sao necessarias ni,; X Moy iteracoes, observou-se que a utilizagao da solucao de baixo
custo do problema direto, reduziu consideravelmente o tempo de cada uma das solugoes
do problema inverso, comprovando que a utilizacao do AEM pode apresentar reducao de
recursos computacionais nesse tipo de bordagem. Em relacao a estimativa a ser usada
para refinamento, optou-se por usar a estimativa gerada pelo método de Luss-Jaakola com
pouca informagao a prior: evitando supor muito conhecimento a cerca dos parametros, o

que pode ser mais fiel a um problema real.

Tabela 21 - Resultados Problema Inverso Caso 1

Parimetros Exato Gauss-Newton Luus-Jaakola
Pouco Muito Pouco Muito
informativa  informativa  informativa  informativa
D, x 10* 1,0 0,125 1,028 1,328 0,967
Ry x 10? 1,0 0,688 0,981 1,105 0,969
K 1,0 0,832 0,941 1,061 0,912
B x 10? 1,0 0,046 1,021 1,180 1,127

Fonte: O autor, 2021.

3.4.1.2 Caso 2

Diferentemente do MAP, que a utilizacao de informacao a prior: é intrinseca ao
método, no MCMC via Metropolis-Hastings esse tipo de informacao pode ser omitido
para todos ou parte dos parametros. Nesse sentido o Caso 2 buscou simular via MCMC
com AEM uma distribuicdo a posteriori, considerando nao informativa, para todos os
parametros, a informacgao a priori.

Considerando como estado inicial das cadeias o resultado do MAP com priori
pouco informativa. Foram realizadas 50000 simulagoes, descartando as 5000 primeiras
como aquecimento da cadeia, apds o periodo de aquecimento foram calculados média
(1), desvio padrao (), coeficiente de variacao (u/o) e intervalo de credibilidade de 99%
(I.C.) conforme Tabela 22. Observa-se que mesmo com uma priori nao informativa o
MCMC foi eficiente, estimando valores préximos dos valores considerados exatos com
taxa de aceitacao proxima a 47%. Visivelmente é possivel observar nas Figuras 12 e 13
sinais de convergéncia para todos os quatro parametros confirmados pelos respectivos Z-
scores. O comportamento da distribuicao a posteriori, conforme Figura 14, apresentou

um aspecto de uma distribuicao normal. Embora para os parametros Ry e K os intervalos
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de credibilidade nao contenham os valores considerados exatos é preciso lembrar que os
dados experimentais foram gerados considerando uma outra metodologia de solucao e
portanto os efeitos do crime inverso tendem a ser atenuados. Outro ponto que deve ser
destacado esta relacionado aos baixos valores dos coeficientes de variagao, indicando que
a metodologia com o AEM considerando apenas uma populacao é robusta mesmo com

informagao a priori nao informativa.

Tabela 22 - Resultados Problema Inverso Caso 2

Parametro  Exato  p o p/o(%) 1.C(99%) |Z — Score]
D, x 104 1,0 0,967 0,023 2,382 (0,908 , 1,026] 1,0227
Ry x 10? 1,0 0,966 0,012 1,223 (0,936 , 0,997] 0,8630
K 1,0 0,912 0,011 1,178 (0,885 , 0,940] 0,8446
B x 103 1,0 1,125 0,026 2,332 (1,058 , 1,193] 0,1111

Fonte: O autor, 2021.

Figura 12 - Evolucao das Cadeias de Makov - Caso 2
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Figura 13 - Autorrelacao - Caso 2
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Legenda: (a) D,. (b) Ry. (c) K. (d) B.
Fonte: O autor, 2021.

3.4.1.3 Caso 3

Mesmo que informacao a priori informativa nao seja necessaria para solucao do
problema inverso considerado neste cenario, como apontado no Caso 2, em um contexto
pratico é possivel que esse tipo de informacao esteja disponivel. Neste sentido, investigar
os efeitos que essa informacgao provoca na solucao do problema inverso com AEM, pode
indicar caminhos para estimativas mais acuradas e resultados mais precisos. Assim no
Caso 3, sao investigados os efeitos que uma priori pouco informativa gera na distribuicao a
posteriori amostrada pelo Metropolis-Hastings classico. Para a priori considerou-se uma
distribuicao normal multivariada com média zero e matriz de covariancia dada por uma
matriz identidade de ordem 4. Novamente considerou-se como estado inicial a estimativa
obtida pelo MAP via otimizagao Luss-Jaakola com priori pouco informativo, gerando
50000 amostras e excluindo as primeiras 6000 como estados de aquecimento para calcular
as médias (u), desvios padrao (o), coeficiente de variacao (u/0) e intervalos com 99%
de credibilidade (I.C.) que s@o apresentados na Tabela 23. Embora tenha-se considerado

informacao a priori a taxa de aceitacao ainda continua em 48%, porém observou-se, em
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Figura 14 - Histogramas de frequéncia - Caso 2
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Fonte: O autor, 2021.

média, uma boa estimativa dos parametros e uma pequena reducao nos coeficientes de
variacao, quando comparado ao caso anterior. Em relagao a convergéncia as Figuras 15 e
16 sugerem que estd foi atingida para todos os parametros, porém o Z-Score a associado
ao parametro B tem um valor incompativel com convergéncia, indicando, possivelmente,
que a cadeia utilizada teve tamanho insuficiente. Novamente é possivel observar na Figura
17 que a distribuicao a posteriori se comportou como uma distribuicao normal para cada

parametro.

Tabela 23 - Resultados Problema Inverso Caso 3

Parametro  Exato  p o w/o(%) 1.C(99%) |Z — Score|
D, x 10% 1,0 0,965 0,019 2,014 (0,915 , 1,015] 0,4273
Ry x 102 1,0 0,966 0,009 0,923 (0,943 , 0,989 1,0051
K 1,0 0,912 0,009 0,998 (0,888 , 0,935] 0,8688
B x 10 1,0 1,125 0,022 1,968 1,068 , 1,182] 2,9048

Fonte: O autor, 2021.



Figura 15 - Evolucao das Cadeias
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12

1.1F

D, x 10*

1.0r

091

L
20000
Nmemc

(a)

PR
10000

ol

P R
30000

ol
40000 50000

1.051

0951

0.901

I I
20000 30000

Nmcmc

()

I
10000

ofF

I
40000

I
50000

Re X 107

B x 103

ofF

L L L L
20000 30000 40000 50000

Nmcmc

(b)

L
10000

1.20

oF

L L L L
20000 30000 40000 50000

Nmcmce

(d)

L
10000

80

Legenda: (a) D,. (b) Ry. (c) K. (d) B.
Fonte: O autor, 2021.

3.4.1.4 Caso 4

Buscando melhorar o desempenho na solugao do Problema Inverso, produzindo
cadeias com uma melhor convergéncia e menor autocorrelacao, consequentemente esti-
mando uma distribuicao mais acurada da posteriori foi implementado um método adap-
tativo para Metropolis-Hastings, nesse método apds um estagio de adaptacao a matriz de
covariancia da densidade utilizada na transicao entre estado da cadeia é recalculada con-
siderando todos estados anteriores. No Caso 4 sao investigados os resultados referentes
a essa adaptacao considerando novamente informacao a priori pouco informativa dada
por uma distribuicao normal multivariada com média zero e matriz identidade como a
covariancia.

Na Tabela 24 sao apresentados média (i), desvio padrao (o), coeficiente de variacao
(1/o) e intervalo com credibilidade de 99% (I.C.) obtidos apds a retirada de 10000 estados
de aquecimento de uma cadeia com 50000 estados. Observa-se, novamente uma média
muito proxima aos valores considerados exatos e mesmo nao contendo os valores exatos

para todos intervalos de credibilidade, por conta da nao ocorréncia de crime inverso, é



Figura 16 - Autorrelacao - Caso 3
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possivel observar estimativas acuradas. Nas Figuras 18 e 19 observa-se uma excelente

convergéncia apds o periodo de adaptacao, confirmada pelos baixos valores dos Z-scores

obtidos. Finalmente pela Figura 20 pode-se observar que a distribuicao a posteriori tem

aspecto de uma distribui¢cao normal. Neste caso, o uso de uma estratégia adaptativa gerou

uma taxa de aceitacao de 24%.

Apoés os resultados apresentados no Casos 1 ao 4 é possivel afirmar que o AEM

acoplado a solucao do problema inverso foi eficiente na tarefa de estimar os parametros

associados a dinamica de uma populacgao difusiva em um dominio bidimensional com locais

de abate, indicando que embora a informagao a priori, possa ser incorporada a solu¢ao

do problema nao é necessaria para obter estimativas compativeis com o problema.



Figura 17 - Histogramas de frequéncia - Caso 3
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Tabela 24 - Resultados Problema Inverso Caso 4
Parametro  Exato  p o w/o(%) 1.C(99%) |Z — Score|
D, x 10* 1,000 0,971 0,023 2,351 (0,912 | 1,029] 0,5322
Ry x 102 1,000 0,969 0,011 1,153 (0,940 , 0,998] 0,1017
K 1,000 0,914 0,011 1,163 (0,886 , 0,941] 0,8920
B x 103 1,000 1,128 0,023 2,063 (1,068 , 1,188] 0,3161

Fonte: O autor, 2021.



Figura 18 - Evolugao das Cadeias de Makov - Caso 4
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Figura 19 - Autorrelacao - Caso 4
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Figura 20 - Histogramas de frequéncia - Caso 4
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3.4.2 Resultados Cenario 11

No cenario II considerou-se a dinamica de um sistema presa-predador difusivo,
em um dominio retangular na presenca de armadilhas locais com intensidade constante
distribuidas em pontos discretos do dominio com centro nos pontos conforme Tabela 1.
Embora do ponto de vista pratico a presenga de uma armadilha possa também afetar a
populacao de predadores, neste trabalho essa possibilidade nao foi considerada. Assim,
neste cenario considera-se que apenas presas sao afetadas pelas armadilhas, enquanto pre-
dadores sao completamente imunes. Em todas simulagoes do cenério II utilizou-se como
configuracoes da GITT ordem de truncamento N = 30, ntimero de sub-regides de inte-
gragao M = 30 e ordem de reducao Ni = 1. Dessa forma, o problema inverso no cenario
IT é um problema de estimar um conjunto de parametros {D,,D,,Ro,K,E,F.S,Q,B} uti-
lizando um modelo de erro de aproximacao e inferéncia Bayesiana .

Novamente, os dados experimentais sintéticos para solucao do problema inverso
foram gerados utilizando uma solucao puramente numérica via rotina NDSolve da pla-
taforma Mathematica 12, posicionando sensores em Ps, = (0,1;0,1), Ps, = (0,3;0,3) e
Ps, = (0,5;0,5) variando o tempo de obtengao em ¢t € [0,2500] com At = 10. Considerando
as densidades de presas, foi gerado um conjunto de dados experimentais acrescentando
a essas densidades calculadas um ruido experimental normal com média zero e desvio
padrao de g, = 0,01. Levando em conta a analise de sensibilidade local pode-se observar
que os parametros responsaveis pela difusao das espécies D, e D, possuem comporta-
mento transiente da sensibilidade praticamente nos pontos escolhidos para obtencao dos
dados experimentais, além disso a analise global revelou que o parametro D, tem média
do efeito elementar absoluto padronizado com ordem de grandeza de 107°. Dessa forma,
considerando a sensibilidade do coeficiente de difusao da populacao de predadores, difi-
cilmente tal parametro pode ser estimado via problemas inversos com modelo reduzido
e modelo de erro de aproximagao (AEM). Para contornar essa dificuldade, considerando
a abordagem Bayesiana em alguns casos para esse parametro foi atribuida uma prior:
muito informativa.

Para solugao do Problema Inverso considerou-se a utilizagao do AEM, incorporando
o erro de modelagem ao problema. Em relacao aos métodos utilizados, novamente o MAP
foi utilizado para gerar uma estimativa pontual mais préoxima da regiao de convergeéncia,
permitindo que o MCMC fosse inicialmente ajustado com uma taxa de aceitagdo um
pouco maior evitando explorar valores extremos na cadeia. Por outro lado, o MCMC foi
implementado na abordagem classica do Metropolis-Hastings e na proposta adaptativa ja

descrita, onde para efeitos de comparacao ambos métodos tiveram a mesma configuragao.
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3.4.2.1 Caso b

Buscando desafiar a metodologia proposta para solucao do Problema Inverso via
MAP, levando em conta a baixa sensibilidade do parametro D, utilizou-se uma priori
pouco informativa modelada por uma distribuicao normal multivariada com média 0 zero
e desvio padrao igual 1 para todos os parametros, exceto para o parametro D, que utilizou-
se uma distribuicao normal com média 10~ e desvio de 0,001% dessa média. Na Tabela
25 sao apresentados os resultados referentes a execucao dos métodos de Gauss-Newton e
Luss-Jaakola para otimizacao da funcao objetivo MAP, utilizando 10 avaliagoes da solugao
do problema e retirando a média dessas observacoes. Destaca-se que enquanto o método
de Gauss-Newton nao gera uma estimativa préxima aos valores considerados exatos o
método de Luss-Jaakola encontrou em média uma estimativa acurada para o problema.
Em relacao a dificuldade enfrentada pelo método de Gauss-Newton foi frequente a ob-
servacao de mensagens de erro numérico referentes ao mal condicionamento da matriz de
sensibilidade, muito possivelmente devido a baixa sensibilidade de parametros como D, e
D,, a medida que o método converge para uma regiao préxima a regiao considerada como

exata.

Tabela 25 - Resultados Problema Inverso Caso 5

Parametro Exato Gauus-Newton Luus-Jaakola
D, x 10° 1 2,924 0,952
D, x 10* 1 2934 1,319
Ry x 102 1 3,022 0,988
K 1 26,981 0,997
E x 10° 5 38,096 5,970
F 1 0,919 1,214
Sp x 103 1 -2,170 1,152
Q x 10 1 60,031 1,155
B x 10° 1 0,996 0,990

Fonte: O autor, 2021.

3.4.2.2 Caso 6

No Caso 6 foi investigada a solugao do problema inverso na auséncia completa
de informacao a priori para todos os nove parametros. Por conta de uma aparente nao
convergéncia, conforme pode ser visto nas Figuras 21 e 22, nao foi possivel considerar
um periodo de aquecimento para as cadeias. Dessa forma apds a amostragem de 50000

estado foram calculadas as médias (), os desvios padrao (o), os coeficientes de variagao
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(o/u%) e o intervalos com 99% de credibilidade para cada parametro, esses resultados
sao apresentados Tabela 26. Mesmo que visualmente nao apresente boa convergéncia,
por conta dos valores dos Z-Scores o critério de Geweke apresentou-se compativel, com
convergencia para cinco dos nove parametros. Na Figura 23 é possivel observar distri-
buicoes normais assimétricas para a posteriori na maioria dos parametros e na Figura 24
¢é possivel observar a baixa magnitude dos residuos confirmando que ¢é vidvel empregar a

solucao do problema inverso com AEM. A taxa de aceitacao calculada foi de 47%.

Tabela 26 - Resultados Problema Inverso Caso 6

Parametro Exato  p o w/o(%) 1.C(99%) |Z — Score]
D, x10° 1,000 1,199 0,134 11,153 0,854 , 1,543] 0,5896
D, x 10% 1,000 3,146 2,623 83,390 [-3,611 , 9,903] 2,4809
Ry x 10? 1,000 1,051 0,094 8,910 (0,810 , 1,293] 1,1749
K 1,000 1,005 0,056 9,542 (0,861 , 1,148] 1,7771
E x 103 5,000 5,657 1,134 20,053 (2,735 , 8,579 2,8379
F 1,000 1,091 0,200 18,324 0,576 , 1,605] 3,3931
So x 103 1,000 0,907 0,166 18,312 (0,479 , 1,335] 0,2457
Q x 10 1,000 1,025 0,132 12,842 (0,686 , 1,364] 3,8610
B x 103 1,000 1,100 0,103 9,408 (0,833 , 1,366] 0,5182

Fonte: O autor, 2021.
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Figura 22 - Autocorrelacao dos parametros - Caso 6
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Figura 23 - Histogramas de frequéncia - Caso 6
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Figura 24 - Residuos entre dados experimentais e dados calculados - Caso 6
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3.4.2.3 Caso 7

No Caso 7 sao apresentados e discutidos os resultados referentes a utilizagao do
MCMC com informacao a priori pouco informativa, modelada neste caso, por uma dis-
tribuicao normal multivariada com média zero e matriz de covariancia como sendo a
identidade de ordem nove. Novamente pelo comportamento oscilatério da cadeia e pela
alta taxa de aceitacao de 81% nao foram considerados estados de aquecimento e apds
50000 iteracoes foram computadas as estatisticas que estao na Tabela 27. Nota-se, que
mesmo uma informagao a priori vaga produz uma menor variabilidade da cadeia, mesmo
que isso nao resulte em um melhor aspecto visual da convergéncia conforme pode ser
visto nas Figuras 25 e 26. No geral, uma priori pouco informativa, foi capaz de estimar
um conjunto de parametros bem proximo do conjunto considerado exato, gerando um
bom ajuste entre a solucao calculada com os valores estimados e os dados experimen-
tais conforme observa-se na Figura 27. Dessa vez o valor do Z-Score mostram-se mais
compativeis com o comportamento visual das cadeias. Na Figura 28 observa-se posterior:

normais para os parametros D,, Ry, () e B.

Tabela 27 - Resultados Problema Inverso Caso 7

Parametro Exato  p o p/o(%) 1.C(99%) |Z — Score]
D, x 103 1,0 1,201 0,086 7,132 (0,980 , 1,421] 3,0012
D,x 100 10 1,38 1,091 78,495 1,420 , 4,199 2,1478
Ry x 102 1,0 1,077 0,060 5,592 (0,922 | 1,232] 8,2058
K 10 1,023 0,030 2,058 0,945 , 1,101] 5,0686
E x 103 5,0 5937 0,515 8,682 (4,609 , 7,264] 0,1884
F 1,0 1,086 0,073 6,746 (0,897 , 1,275] 10,1211
Sy x 103 1,0 0,869 0,170 19,545 (0,431 , 1,306] 3,8427
@ x 10 1,0 1,023 0,100 9,793 [0,765 , 1,281] 8,4937
B x 103 1,0 1,098 0,066 5,989 (0,928 | 1,267] 3,8314

Fonte: O autor, 2021.



Figura 25 - Evolugao das

Cadeia de Makov - Caso 7
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Figura 26 - Autocorrelagao dos parametros - Caso 7
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Figura 27 - Ajuste dados experimentais x dados gerados pela solucdo do problema inverso -
Caso 7
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Figura 28 - Histogramas de frequéncia - Caso 7
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3.4.2.4 Caso 8

No Caso 8, por conta da baixa sensibilidade apresentada para o coeficiente de di-
fusao de predadores D,,, considerou-se para este parametro a existéncia de informacao a
priori muito informativa, modelando esta informacao por uma distribuicao normal com
média no valor considerado exato e desvio padrao de 5% desse valor, embora muito infor-
mativa prioris normais com essas caracteristicas ja foram utilizadas em outros trabalhos
(LAMIEN; ORLANDE;, 2013). Por outro lado para os demais parametros nao foi consi-
derada qualquer informacao prévia.

Na Tabela 28 mostra-se as estatisticas obtidas considerando 50000 estados sem uti-
lizar estados de ”burn-in”. Novamente nao foi possivel verificar a convergéncia visualmente
para os parametros sem priori conforme observa-se nas Figuras 29 e 30, confirmando essa
dificuldade observando os valores Z-scores, nao compativeis com convergéncia. A estima-
tiva de parametros foi eficiente e apenas o parametro F' nao foi recuperado considerando
intervalo de credibilidade, vale ainda ressaltar que os coeficientes de variacao estima-
dos apresentaram os menores valores entre todos os casos apresentados até o momento,
comprovando que o parametro de menor sensibilidade afeta o comportamento global do
MCMC e considera-lo conhecido, via priori muito informativa, é uma boa estrategia para
melhorar a acuracia do método. Para finalizar, na Figura 31 é possivel observar que apenas
os parametros D, e () apresentam uma distribuicao normal enquanto os demais apresen-
tam posterioris indefinidas. Novamente foi obtida uma taxa de aceitacao extremamente
elevada de 71%.

Tabela 28 - Resultados Problema Inverso Caso 8

Parametro FExato  p o /o (%) 1.C(99%) |Z — Score]
D, x 103 1,0 1,119 0,096 8,54 (0,873 , 1,365] 2,309
D, x 10% 1,0 1,004 0,055 5,43 (0,864 , 1,145] 1,763
Rox 102 1,0 0,908 0,060 6,61 0,754 , 1,063] 5,316
K 1,0 0,918 0,039 4,22 (0,818 , 1,018] 2,956
E x 103 5,0 4,740 0,591 12,46 (3,219 , 6,262] 3,718
F 1,0 1,331 0,082 6,13 [1,121 , 1,541] 8,746
Sy x 103 1,0 1,391 0,195 14,00 (0,889 , 1,893] 3,286
Q x 10 1,0 0,904 0,081 8,94 (0,695 , 1,112] 2,100
B x 107 1,0 1,032 0,070 6,82 0,851 , 1,214] 2,298

Fonte: O autor, 2021.



Figura 29 - Evolucao das Cadeias de Makov
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Figura 30 - Autocorrelacao dos parametros - Caso 8
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Figura 31 - Histogramas de frequéncia - Caso 8
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3.4.2.5 Caso 9

No Caso 9 considerou-se a existéncia de informagao a priori muito informativa
para o parametro D,, novamente modelada por uma distribuicao normal com média
no valor considerado exato e desvio padrao de 5% dessa média, porém dessa vez, foi
considerada a existéncia de prior: pouco informativa para os demais parametros dada por
uma distribuicao normal com média 0 e desvio padrao igual a 1.

Apds 50000 estados obtendo uma taxa de aceitacao de 48%, sem considerar um
periodo de aquecimento foram calculados média (i), desvio padrao (o), coeficiente de va-
riagao (u/o) e intervalo com 99% de credibilidade (I.C.) para cada um dos parametros que
sao exibidos na Tabela 29. Contrariando o senso comum, o fornecimento de informacao
a priori para os demais parametros gerou maior variabilidade em todas as cadeias nao
sendo possivel detectar a convergéncia visualmente como pode ser visto nas Figuras 32 e
34, porém os Z-scores mostram que alguns parametros Ry, K, Sy e () mesmo com priori
pouco informativa apresentaram convergencia considerando o critério de Geweke. Pode-se
observar que todos os intervalos de credibilidade estimados contém todos os parametros
considerados exatos. Na Figura 33 é possivel observar que a posterior: assemelha-se a uma
distribuicao normal exatamente para os parametros que apresentaram boa convergéncia

segundo o critério utilizado.

Tabela 29 - Resultados Problema Inverso Caso 9

Parametro Exato  p o p/o(%) 1.C(99%) |Z — Score|
D, x 10? 1,000 1,282 0,139 10,828 (0,925 , 1,640] 4,009054
D, x 10* 1,000 1,622 1,129 69,612 [-1,286 , 4,530] 0,706437
Ry x 102 1,000 1,109 0,063 5,658 (0,947 , 1,271] 1,861065
K 1,000 1,036 0,032 3,054 0,955 , 1,11§] 0,753888
E x 103 5,000 5,749 1,249 21,719 (2,533 , 8,965] 3,627205
F 1,000 1,014 0,159 15,679 (0,605 , 1,424] 4,375983
Sy x 103 1,000 0,807 0,229 28,414 (0,216 , 1,398] 0,001302
Q x 10 1,000 1,095 0,231 21,060 (0,501 , 1,689 1,747917
Bx10° 1,000 1,159 0,104 8,069 (0,802 , 1,427] 5,241982

Fonte: O autor, 2021.



Figura 32 - Evolucao das Cadeias de Makov
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Figura 33 - Histogramas de frequéncia - Caso 9
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Figura 34 - Autocorrelacao dos parametros - Caso 9
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3.4.2.6 Caso 10

Dos Casos 6 ao 9 foi possivel comparar a solugao do problema inverso considerando
um modelo de erro de aproximagao e os resultados que esse provoca com diferentes usos
de informacao a priori. Embora na maioria dos casos a média dos parametros estima-
dos estivessem proximas aos valores considerados exatos e os intervalos de credibilidade

contivessem esses parametros, dois pontos chamaram atencao negativamente:

e As cadeias geradas apresentaram muita variabilidade e portanto uma convergéncia,

de certa maneira, " pobre”.
e O ajsute prévio do algoritmo € extremamente complicado.

Dessa forma, buscando contornar essas dificuldades foi implementado uma modi-
ficagdo ao Metropolis-hastings (AMCMC) que serd analisa daqui em diante. No Caso
10 sao apresentados e discutidos resultados referentes a utilizagao do MCMC com uma
adaptacao ao Metropolis-Hastings, além disso foi considerada a auséncia completa de
informagcao a priorisobre todos os parametros.

Na Tabela 30 é possivel observar os resultados considerando 50000 estados uti-
lizando os 10000 primeiros estados de adaptagao como aquecimento. Diferentemente
de todos casos estudados até aqui, é possivel observar na Figuras 35 e 36 que alguns
parametros convergiram este resultado é confirmado pela avaliacao dos respectivos Z-
scores. E possivel observar que a liberdade da priori nao informativa levou a uma ma
adaptacao do algoritmo obtendo estimativas extremamente elevadas e incompativeis com
o modelo estudado. Mesmo diante disto, na Figura 37 é possivel observar um bom ajuste
entre uma solucao com os parametros estimados e os dados experimentais gerados via
NDSolve. Nesse caso, a adaptacao realizada gerou uma taxa de aceitacao de 16,84% que

pode ser considerada um resultado satisfatorio para esse tipo de problema.

Tabela 30 - Resultados Problema Inverso Caso 10

Parametro Exato  pu o p/o(%) |Z — Score|
D, x 103 1,000 1,270 0,153 12,081 0,32227
D, x 10* 1,000 320845 1,07897 x 10° 336,291 1,73330
Ry x 10? 1,000 1,123 0,095 8,493 4,46904
K 1,000 1,170 0,121 10,314 18,63996
E x 103 5,000 9021 29981 332,339 1,75089
F 1,000 2018 6714 332,687 1,74588
Sy x 103 1,000 1,034 0,157 15,151 1,54938
Q@ x 10 1,000 0,835 0,101 12,139 11,36747
B x 103 1,000 1,149 0,112 9,780 0,01071

Fonte: O autor, 2021.



Figura 35 - Evolugao das Cadeias de Makov - Caso 10
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Figura 36 - Autocorrelagao dos parametros - Caso 10
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Figura 37 - Ajuste dados experimentais x dados calculados - Caso 10
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3.4.2.7 Caso 11

Diferentemente do caso anterior, no Caso 11 é considerado o uso de uma priori
pouco informativa para todos os parametros modelada por uma distribuicao normal mul-
tivariada com média zero em matriz de covariancia igual a identidade. Foram utilizados
50000 estados onde os 10000 primeiros sao utilizados como estados de adaptacao e aque-
cimento, apds esse periodo foram calculadas as estatisticas relacionadas ao método que
sao mostradas na Tabela 31. Visualmente, as Figuras 38 e 39 sugerem convergéncia para
todas as cadeias, exceto D, devido a baixa sensibilidade, porém o critério de Geweke
aponta que o parametro Sy também nao atingiu a convergéncia mesmo ficando relati-
vamente préximo de atingir. Em relacao as estimativas, embora a média dos valores
tenham se mantidos préximos aos valores exatos, exceto para o parametro D, os coefici-
entes de variagao apresentaram valores elevados, muito possivelmente por conta da pouca
informacao prévia fornecida.A distribuicao a posteriori mostrada na Figura 40 constata
que para D,, F, F e () nao foi possivel obter um padrao bem definido. Na Figura 41 é
possivel observar que a estimativa afastada para D, produz alguma assinatura nos instan-
tes iniciais do residuo. Novamente foi possivel observar uma taxa de aceitagao compativel

com a proposta dessa metodologia valendo 21,36%.

Tabela 31 - Resultados Problema Inverso Caso 11

Parametro Exato  p o p/o(%) 1.C(99%) |Z — Score]
D, x 10° 1,0 1,299 0,173 13,288 (0,855 , 1,744] 0,41322
D, x 10% 1,0 3272 4623 141,283 [-8637 , 15183] 6,06491
Ry x 102 1,0 1,047 0,137 13,072 (0,694 , 1,399] 1,97465
K 1,0 0,992 0,094 9,456 (0,751 , 1,234] 1,69134
E x 103 5,0 4,768 2,801 08,754 [-2,447, 1,198] 1,01727
F 1,0 0,896 0,539 60,163 [-0,493 , 2,284] 0,51270
So x 103 1,0 0,899 0,255 28,381 (0,242 | 1,555 | 2,75983
O x 10 10 1,260 0408 32,390 0,209 , 2,311] 1,49257
B x 103 1,0 1,171 0,127 10,845 (0,844 | 1,497] 0,04577

Fonte: O autor, 2021.



Figura 38 - Evolucao das Cadeias de Makov
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Figura 39 - Autocorrelagao dos parametros - Caso 11
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Figura 40 - Histogramas de frequéncia - Caso 11
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Figura 41 - Residuos entre dados experimentais e dados calculados utilizando a solugao do

problema inverso - Caso 11
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3.4.2.8 Caso 12

No caso 12 considerou-se o uso de priori muito informativa para o parametro D,
e ausente para os demais parametros, considerando uma cadeia com 50000 estados onde
os 10000 primeiros foram considerados como um periodo de adaptagao e aquecimento foi
possivel obter 20,53% como taxa de aceitacao. Apds remover o perfodo de adaptacao como
aquecimento foram calculadas as estatisticas do método que estao na Tabela 32. Embora
o critério de Geweke aponte convergéncia para maioria dos parametros, exceto Ry, K e
@, visualmente pode-se observar pelas nas Figuras 42 e 43 que foram os parametros F
e F' que ficaram longe de convergir. As estimativas encontradas apresentam coeficientes
de variacao acima de 275% e médias que nao condizem com o problema. Na Figura
44 ¢é possivel observar que nem todos parametros possuem um distribuicao a posteriori
padronizada com aspecto de uma distribuicao normal. Vale ressaltar, que diferentemente
dos Casos 10 e 11 na Figura 45 é possivel observar que os parametros estimados com a
solugao do problema inverso nao foram capazes de produzir um bom ajuste entre uma
solucao com os parametros estimados e os dados experimentais, isso se deve ao fato que os
parametros E e F' sao parametros com alta sensibilidade e fornecem grandes contribuicoes

a solucao do problema direto.

Tabela 32 - Resultados Problema Inverso Caso 12

Parametro Exato  p o u/o(%) 1.C(99%) |Z — Score]
D, x 10° 1,000 1,263 0,157 12,453 (0,858 , 1,668] 0,01914
D, x 10* 1,000 1,000 0,051 5,132 (0,868 , 1,132] 0,40181
Ry x 102 1,000 1,156 0,115 9,964 (0,859 , 1,452] 4,01731
K 1,000 1,202 0,144 12,000 (0,831 , 1,574] 7,95117
E x 103 5,000 3298 9137 277,057 [-20239 , 26835] 1,74694
F 1,000 63026 1744 276,753 [-3862 , 5123,22] 1,74443
So x 103 1,000 0,978 0,150 15,294 (0,593 , 1,363] 0,18473
O x 10 1,000 0,832 0,100 11,959  [0,576 , 1,088] 10,50639
B x 103 1,000 1,145 0,119 10,361 (0,840 , 1,451] 0,09735

Fonte: O autor, 2021.



Figura 42 - Evolugao das Cadeias de Makov - Caso 12
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Figura 43 - Autocorrelagao dos parametros - Caso 12
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Figura 44 - Histogramas de frequéncia - Caso 12
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Figura 45 - Ajuste dados experimentais x dados calculados - Caso 12
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Figura 46 - Residuos entre dados experimentais e dados calculados - Caso 12
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3.4.2.9 Caso 13

No Caso 13 sao apresentados e discutidos os resultados referentes a uso de in-
formacao a priori muito informativa para o parametro de menor sensibilidade D, dada
por uma distribuicao normal com média no valor considerado exato e desvio padrao de
5% dessa média. Por outro lado, os demais parametros receberam priori pouco informa-
tiva modelada por uma distribuicao normal multivariada com média zero e desvio padrao
igual a 1. Foram considerados, novamente, 50000 estados onde os primeiros 10000 foram
consideradas como estagio de adaptacao e aquecimento da cadeia, apds a exclusao desse
estdgio, com taxa de aceitacao de 22,65%), forma calculados média (i), desvio padrao (o),
coeficiente de variagao (u/o) e intervalo com 95% de credibilidade (I.C.) para todos os
parametros de onde pode-se observar que todos os intervalos de credibilidade continham
os parametros considerados exatos. Em relagao a convergéncia, visualmente as Figuras
47 e 48 apontem que esta foi alcancada para todos os parametros, porém os parametros
D, e Sy nao chegaram a convergir segundo o critério de Geweke. Assim, fica exposto que
mesmo uma informacao a priori pouco informativa pode gerar bons resultados conside-
rando um problema inverso com AEM utilizando o MCMC com estrategia adaptativa,

desde que seja implementada algum controle aos parametros baixissima sensibilidade .

Tabela 33 - Resultados Problema Inverso Caso 13

Parametro Exato  p o p/o(%) 1.C(99%) |Z — Score]
D, x 10° 1,000 1,253 0,178 14,186 (0,795 , 1,711] 0,04203
D, x 10" 1,000 1,443 13,646 94,573 20,721 , 49,578] 4,45422
Rox 102 1,000 1,086 0,124 11,433 [0,766 , 1,406] 1,26350
K 1,000 1,015 0,082 8,098 (0,804 , 1,227] 1,11646
E x 103 5,000 5,801 2,732 47,093 1,236 , 12,838] 0,41093
F 1,000 1,044 0,427 40,933 [-0,057 , 2,144] 0,27860
So x 103 1,000 0,936 0,245 26,136 (0,306 , 1,567] 3,07763
Q x 10 1,000 1,050 0,235 22,349 (0,445 | 1,654] 0,04490
B x 103 1,000 1,139 0,134 11,755 (0,794 | 1,484] 0,57074

Fonte: O autor, 2021.
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Figura 47 - Evolugao das Cadeias de Makov - Caso 13
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Figura 48 - Autocorrelagao dos parametros - Caso 13
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3.4.2.10 Caso 14

Embora a obtencao de informacao a priori com bom nivel de informacao nem
sempre esteja possivel, especialmente considerando problemas de dinamica populacional,
no Caso 14 considerou-se a existéncia dessa informacao modelando-a com uma distribuigao
normal multivariada com média no conjunto de valores considerado exato e matriz de
covariancia diagonal formada elementos com 5% dessa média.

Apo6s considerar 50000 estados, sendo os 10000 como adaptacao e aquecimento,
levando a aceitacao de 34,24% dos estados, foram calculadas as estatisticas referentes a
esse método conforme Tabela 34. Pode-se observar que todos intervalos de credibilidade
continham os valores considerados exatos. Embora os Z-scores obtidos nao apontem
a convergéncia para os parametros D, e Sy nas Figuras 49 e 50 apenas o parametro
D, confirmou esse fato. Nesse caso a distribuicao a posteriori é normal para todos os
parametros, exceto D,. Finalmente na Figura 52 pode-se observar o bom ajuste obtido

entre a solucao com parametros estimados e dados experimentais.

Tabela 34 - Resultados Problema Inverso Caso 14

Parametro FExato o /o (%) 1.C(99%) |Z — Score]
D, x 103 1,000 1,267 0,153 12,05 (0,873 , 1,660] 0,5994
D, x 104 1,000 10,62 8,677 82,72 [-11,73 , 32,970 6,7857
Ry x 10? 1,000 1,068 0,096 9,03 (0,820 , 1,316] 0,5247
K 1,000 1,006 0,056 5,53 (0,863 , 1,149 0,2119
E x 103 5,000 5,165 1,114 21,57 (2,295 , 8,035] 0,1083
F 1,000 0,993 0,140 14,10 (0,632 , 1,354] 1,9515
Sy x 103 1,000 0,938 0,235 25,02 (0,333 , 1,542] 2,3288
O x 10 1,000 1,030 0144 13,95 0,660 , 1,400] 0,9158
B x 103 1,000 1,147 0,113 9,87 (0,856 , 1,439 0,3535

Fonte: O autor, 2021.



Figura 49 - Evolucao das Cadeias de Makov - Caso 14
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Figura 50 - Autocorrelagao dos parametros - Caso 14
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Figura 51 - Histogramas de frequéncia - Caso 14
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Figura 52 - Ajuste dados experimentais x dados calculados - Caso 14
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CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Motivados pela necessidade crescente da compreensao de fendmenos presentes em
dinamicas de populacoes, sobretudo, populagoes de espécies que podem atuar como vetores
de doencas, este trabalho propos-se a estudar modelos com potencial para descrever esse
tipo de dinamica e a necessidade de controle dessas populagoes. Nesse sentido, foram
explorados modelos que além de considerarem a dinamica de uma populagao consideram
como essa comporta-se na presenca de mecanismos de controle populacional, seja por
meio de armadilhas ou por meio de predagao.

O problema direto foi implementado considerando o formalismo da técnica de
Transformadas Integrais Generalizada (GITT) e embora tenha apresentado resultados
numéricos com boa precisao, mostrou um alto custo computacional inviabilizando a uti-
lizacdo de rotinas extensivas para o problema inverso. Assim, para contornar esse pro-
blema, ainda via GITT, foi apresentada uma solucao de baixo custo computacional. A
solucao de baixo custo apresentou boa convergéncia com ganhos acima de 90% no tempo
de construcao de cada solugao do problema direto e mesmo tratando-se de uma solucao
aproximada da solucao convencional nao houve perda de nenhum parametros entre os
modelos.

A outra etapa do trabalho apresentou a formulacao e solucao do problema in-
verso, onde para tal considerou-se uma abordagem Bayesiana via método de maximum
a posteriori (MAP) e Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC). Uma vez que para
formulagao do problema inverso utilizou-se a solugao de baixo custo do problema direto
foram gerados erros de modelagem que puderam ser contabilizados usando um modelo de
erro de aproximacao (AEM).

Para utilizagao do AEM na solugao do problema inverso foi necessério caracterizar o
erro cometido ao utilizar uma solucao aproximada em detrimento a uma solucao completa.
Embora tenha-se usado um nimero elevado de iteragoes com a solucao do problema direto
convencional, essa caracterizacao foi realizada apenas uma vez em cada cenario, mostrando
um ganho considerdavel de recursos computacionais. Apds a caracterizacao foi possivel
verificar, pela convergéncia do traco da matriz de covariancia e pela média dos erros, que
o numero de iteragdes para caracterizar o erro de modelagem ficou superdimensionado
para esse problema, ou seja, uma boa caracterizacao nao depende de uma quantidade
muito grande de amostras.

Outro ponto que mereceu destaque em relacao a solucao do problema inverso, foi
a analise de sensibilidade dos parametros presentes em ambos os modelos e como esses
poderiam afetar a resposta da solugao frente a metodologia utilizada. Dessa forma, foi
considerada andlise local via método baseado em derivadas parciais e uma andlise global

via método de Morris. Embora o método de Morris tenha indicado uma baixa sensibilidade
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para o coeficiente de difusao no modelo de uma espécie esse parametro pode ser estimado
com boa acuracia via problemas inversos. Ja para o modelo com competicao, o coeficiente
de difusao da populacao de predadores nao foi estimado corretamente na maioria dos casos,
muito provavelmente devido a sua baixa sensibilidade como fora apontado por ambas
analises de sensibilidade, contudo mesmo nao sendo possivel a estimativa desse parametro
via problemas inversos os resultados obtidos para esse parametro nao comprometeram o
ajuste do modelo aos dados experimentais.

Considerando a metodologia de mazimum a posteriori a utilizacao de informacao
a priori é intrinseca ao método e quando foi pouco informativa levou a dificuldades
numéricas no método de Gauss-Newton por conta do uso da matriz de sensibilidade aco-
plada a solugao. Por outro lado, o método de Luus-Jaakola nao apresentou esse mesmo
tipo de dificuldade encontrando uma estimativa compativel para o problema. Ainda para
o MAP, porém considerando informacao a priori muito informativa ambos os métodos
foram eficazes na solucao do problema proposto comprovando que esse método pode ser
considerado em um cenario de estudos preliminares.

No contexto do MCMC, utilizou-se uma estimativa pontual obtida pelo MAP bus-
cando evitar que o Metropolis-Hastings investigasse pontos muito afastados da regiao
estacionaria. Considerando o Metropolis-Hastings classico pode-se observar que a pre-
senca de alguma informagao a priori produziu boas estimativas para a média a posteriori
enquanto a auséncia desse tipo de informagao conduziu a uma méa convergéncia para a
quantidade de estados utilizados, segundo critério de Geweke. Devido as dificuldade de
ajustes preliminares do Metropolis-Hastings, principalmente na escolha da covariancia
da distribuicao utilizada como densidade de transicao, foi implementada uma estratégia
adaptativa fazendo uma alteracao nessa matriz de covariancia. Os resultados apresen-
tados, apds a adaptagao do Metropolis-Hastings mostrou-se eficiente em estimar boas
médias,mas o principal ganho foi em relacdo a convergéncia que foi superior a todos os
casos sem adaptagao.

Considerando os diversos aspectos apresentado neste trabalho, pode-se concluir que
a metodologia apresentada tem grande potencial para aplicagoes praticas em problemas
de dinamica populacional. Futuramente, devem ser investigados alguns outros fenomenos
que podem estar presentes em problemas dessa natureza como difusao cruzada e difusao

anomala.
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