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RESUMO

FARIA, D. S. Viscoelasticidade nao-local em dinamica de estruturas: modelagem,
calibragao, sele¢ao e validagao de modelos. 2021. 156 f. Tese (Doutorado em Modelagem
Computacional) — Instituto Politécnico, Universidade do Estado do Rio de Janeiro,
Nova Friburgo, 2021.

Nesta tese, modelos continuos viscoelasticos nao-locais sao abordados para a des-
cricao do comportamento dinamico de nanoestruturas e problemas inversos de estimagcao
de parametros e selecao de classes de modelos sao propostos e solucionados por inferéncia
Bayesiana. Nanoestruturas, em aplicagbes para sistemas nano-eletromecanicos, sao afe-
tadas por efeitos de escala e amortecimento por diversas causas. Uma vez que resultados
experimentais sao sempre, em algum nivel, corrompidos por ruido e os modelos tedricos
propostos sempre possuem algum nivel de erro de modelagem em relacao aos sistemas
reais investigados, adota-se o paradigma Bayesiano na formulacgao de problemas inver-
sos de estimacao de parametros e selecao de modelos. Para a incorporacao de efeitos
de escala, ¢ adotada a Teoria da Elasticidade Nao-Local e, para a tratativa generalizada
de efeitos dissipativos, amortecimentos dos tipos viscoso e viscoelastico, sendo utilizado
0 conceito variaveis internas de dissipacao ao comportamento viscoelastico. Modelos
nao-locais viscoelasticos de vigas de Euler-Bernoulli e placas de Kirchhoff sao propos-
tos, incluindo os respectivos modelos de elementos finitos. Os problemas inversos de
estimacao de parametros sao construidos considerando os parametros modais das nano-
estruturas modeladas, objetivando inferir sobre o parametro nao-local de escala, que é
associado a incorporacao de efeitos de escala na equacgao constitutiva nao-local, e sobre
os parametros dos modelos de amortecimento, viscoso e viscoelastico. Na formulacao dos
problemas inversos de selecao de modelos, a modelagem dos efeitos dissipativos por mo-
delos de amortecimento viscoso ou viscoelastico com diferentes quantidades de variaveis
internas configuram diferentes classes de modelos. A determinacao da melhor classe de
modelos, a partir dos dados experimentais, é realizada baseando-se nas evidéncias obtidas
pelo Teorema Bayes. Para a amostragem da funcao densidade de probabilidade a pos-
teriori dos parametros e a obtencao das evidéncias das classes de modelos, o algoritmo
Transitional Markov Chain Monte Carlo foi adotado. A partir da formulagao e solucao
dos problemas inversos, permitiu-se compreender a topologia do suporte da distribuicao
a posteriori dos parametros, avaliar a capacidade preditiva das classes de modelos estu-
dadas, as discrepancias de modelagem e investigar os impactos do uso de diferentes niveis
de informagao a priori.

Palavras-chave: Teoria da Elasticidade Nao-local. Viscoelasticidade. Problemas inversos.

Selecao de classes modelos.



ABSTRACT

FARIA, D. S. Nonlocal viscoelasticity in dynamics of structures: modeling, calibration,
selection and model validation. 2021. 156 f. Tese (Doutorado em Modelagem
Computacional) — Instituto Politécnico, Universidade do Estado do Rio de Janeiro,
Nova Friburgo, 2021.

In this thesis, non-local continuous viscoelastic models are considered to describe
the dynamic behavior of nanostructures and inverse problems for parameter estimation
and model class selection are formulated and solved by Bayesian inference. Nanostructu-
res, in applications for nano-electromechanical systems, are affected by scale effects and
damping effects due to several causes. Furthermore, results from experimental studies are,
in general, corrupted by noise and the proposed theoretic models always have some kind
of modeling error. Therefore, the Bayesian paradigm is adopted in the formulation of in-
verse problems for parameter estimation and model class selection. For the incorporation
of scaling effects, the Non-Local Elasticity Theory is adopted, and, for the generalized
approach for damping effects, viscous and viscoelastic damping models, using the concept
of internal variables to describe the viscoelastic behavior. Non-local viscoelastic models of
Euler-Bernoulli beams and Kirchhoff plates are proposed, including the respective finite
element models. The inverse problems for parameter estimation are constructed conside-
ring the modal parameters of the modeled nanostructures, aiming to infer the non-local
scale parameter, which is associated with the incorporation of scale effects in the non-local
constitutive equation, and the parameters of the viscoelastic model. In the formulation
of inverse problems for model selection problems, the modeling of dissipative effects by
viscous or viscoelastic models with different quantities of internal variables define different
model classes. The best model class is determined from the experimental data based on
the evidences by the Bayes rule. For sampling the posterior probability density function
of the parameters and obtaining the evidences of the model classes, the Transitional Mar-
kov Chain Monte Carlo algorithm is adopted. From the formulation and solution of the
inverse problems, it was possible to understant the topology of the posterior probability
density functions, evaluate the predictive capabilities of the studied model classes and
investigate the model discrepancies as well the impacts of using different levels of prior
information.

Keywords: Nonlocal Elasticity Theory. Viscoelasticity. Inverse problems. Model class

selection.
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INTRODUCAO

Nanoestruturas na forma de nanovigas e nanoplacas tém sido aplicadas como os
principais componentes para sistemas nanoeletromecanicos (NEMS- Nanoelectromechani-
cal Systems) (ZANG et al., 2015), tais como nanoatuadores (POPOV et al., 2007; LIN;
LEE; CHEN, 2019) e nanorressonadores (HUTTEL et al., 2009; BUNCH et al., 2007).
Esses sistemas sao viabilizados gragas aos avangos tecnoldgicos em micro e nanofabricagao
nas ultimas décadas (CUI; GU, 2006; ARLETT; MYERS; ROUKES, 2011). Além disso,
destacam-se as descobertas relativamente recentes de nanomateriais com propriedades
mecanicas, elétricas, quimicas, térmicas e Opticas excepcionais, como os nanotubos de
carbono (LIJIMA; ICHIHASHI, 1993) e as laminas de grafeno (NOVOSELOV et al.,
2004). Entre as aplicagdes de nanorressonadores, tem-se os nanossensores mecanicos de
massa baseados em ressonancia (KE; ESPINOSA, 2005; LIM, 2016). Tais dispositivos
sao reportados como capazes de alcangar resolucao atomica de sensoriamento e aferigao
de massas (YANG et al., 2006; JENSEN; KIM; ZETTL, 2008; CHASTE et al., 2012).
Quando uma particula se agrega ao nanorresonador, as alteragoes nas propriedades de
massa e de rigidez do sistema resultam em uma alteracao na frequéncia de ressonancia,
que, por sua vez, pode ser medida e utilizada para a deteccao e quantificacao da massa adi-
cional agregada (KE; ESPINOSA, 2005; ADHIKARI; CHOWDHURY, 2012; TAMAYO
et al., 2013). Tais aplicagdes requerem estudos experimentais e modelos matematicos
generalizados para se compreender e explorar o comportamento mecanico e dinamico de
nanocomponentes (KARLICIC et al., 2016; CZEKANSKI; ZOZULYA, 2021).

Dado que estudos experimentais em nanoescala sao extremamente dificeis de serem
executados, tanto pelas dificuldades técnicas para a realizacao de experimentos em nano-
escala quanto pelo custo financeiro inerente, modelos matematicos tém sido amplamente
utilizados para o estudo de nanossistemas (WANG; LI, 2012; KARLICIC et al., 2016).
Classificando de uma forma generalizada, entre as opgoes de modelagem matematica,
tem-se a modelagem atomistica e a realizada com a adogao de modelos continuos de na-
noestruturas (WANG; VARADAN, 2006; ARASH; ANSARI, 2010). Entre as abordagens
atomisticas de modelagem de nanoestruturas, destaca-se a Dinamica Molecular (MD-
Molecular Dynamics) (ALDER; WAINWRIGHT, 1957; ALDER; WAINWRIGHT, 1959).
Na Dinamica Molecular, o sistema nanométrico é modelado considerando os atomos parti-
cipantes e a trajetoria de cada um deles é obtida ao longo do intervalo de tempo simulado
pela solucao das equacoes de movimento de Newton (KARLICIC et al., 2016; HINCH-
LIFFE, 2008; LEIMKUHLER; MATTHEWS, 2016). Apesar da Dinamica Molecular ser
amplamente utilizada para a modelagem do comportamento mecanico e dinamico de na-
noestruturas, uma vez que a metodologia consiste em descrever o sistema ao nivel das

interacoes atomicas, a simulacao tende a ser computacionalmente custosa para sistemas
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com maior quantidade de atomos, o que limita o tempo simulado do fenémeno estudado
e, portanto, a sua aplicagao generalizada (PENG et al., 2002; WANG; VARADAN, 2006;
ARASH; ANSARI, 2010; NARENDAR; GOPALAKRISHNAN;, 2011). Em contrapartida
as simulagoes atomisticas, os modelos continuos de nanoestruturas apresentam-se como
alternativas, uma vez que a quantidade de dtomos no sistema analisado nao é uma li-
mitagao e a simulagao numérica ocorre com um custo computacional consideravelmente
menor (WANG; LI, 2012; ARASH; WANG, 2012).

Modelos continuos baseados na mecanica do continuo cléssica podem nao repre-
sentar acuradamente o real comportamento de nanoestruturas, ja que, nesses modelos,
o aspecto discreto delas é desprezado, como a distancia entre os atomos na rede crista-
lina e as nao-homogeneidades dos nanomateriais (WANG; VARADAN, 2006; ARASH,;
WANG, 2012). Neste sentido, devido aos efeitos de escala, significativos no comporta-
mento dinamico dos nanomateriais, esses nao podem ser simplesmente considerados como
um corpo continuo e homogéneo (ARASH; WANG, 2012). Algumas teorias nao-classicas
continuas permitem equacionar efeitos de escala (AKGOZ; CIVALEK, 2011; SANTOS;
REDDY, 2012; AREFT; SALIMI, 2015). Tem-se, por exemplo, a Teoria da Elasticidade
das Tensoes Acopladas (TOUPIN, 1962; MINDLIN; TIERSTEN, 1962; KOITER, ), a
Teoria Modificada do Gradiente de Deformacao (LAM et al., 2003), a Teoria Modificada
das Tensoes Acopladas (YANG et al., 2002), a Teoria da Elasticidade Nao-Local (ERIN-
GEN, 1983) e a Teoria Nao-Local do Gradiente de Deformacgao (LIM; ZHANG; REDDY,
2015).

A Teoria da Elasticidade Nao-Local proposta por Eringen (1983) tem sido am-
plamente adotada para a modelagem do comportamento mecanico de nanoestruturas
(ARASH; WANG, 2012; WANG,; LI, 2012; KARLICIC et al., 2016). Enquanto que na
Teoria da Mecanica do Continuo cléssica ou local considera-se que a tensao em um de-
terminado ponto do corpo material é funcao apenas da deformacao nesse mesmo ponto,
na Teoria da Elasticidade Nao-Local, a tensao em um determinado ponto do corpo é de-
terminada considerando os campos de deformagao desenvolvidos em todo o dominio do
corpo elastico em andlise (ERINGEN, 1983; ARASH; WANG, 2012; WANG; LI, 2012;
KARLICIC et al., 2016). A hipdtese de nao-localidade pode ser utilizada para se captu-
rar os efeitos de escala pela calibracao do parametro nao-local, simbolizado geralmente
por ega, sendo a um comprimento interno caracteristico do material e eg, uma cons-
tante pela qual ocorre a calibragao de modelos nao-locais de nanoestruturas a partir de
dados experimentais ou de resultados numéricos obtidos por modelos ja validados (ADHI-
KARI et al., 2015). Resultados numéricos por MD tém sido considerados como referéncia
para fins de calibracao e analise de acuracia de modelos nao-locais, sendo reportado que
modelos nao-locais sao mais adequados do que os respectivos locais baseados na Teoria
da Elasticidade Classica (DUAN; WANG; ZHANG, 2007; ANSARI; SAHMANI; ARASH,
2010; ARASH; ANSARI, 2010; MURMU; ADHIKARI, 2011; ANSARI; SAHMANT, 2012;
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MURMU; ADHIKARI, 2012; LIANG; HAN, 2012; GHAVANLOO; FAZELZADEH, 2016;
TUNA; KIRCA, 2019).

Além da questao da incorporacao de efeitos de escala em modelos continuos de
nanoestruturas, considerando as potenciais aplicacoes de NEMS, tem-se que a operacao
desses sistemas pode ocorrer influenciada por diferentes fontes de amortecimento, tais
como a agao de forgas magnéticas externas (LEE; LIN, 2010; SCHMID et al., 2012),
a interacdo com o ambiente fluido (ARLETT; MYERS; ROUKES, 2011; TAMAYO et
al., 2013; KE; ESPINOSA, 2005), a interagdo com o substrato e absorc¢oes, umidade e
perdas termoelésticas (LIFSHITZ; ROUKES, 2000; KE; ESPINOSA, 2005; EICHLER et
al., 2011; CHEN et al., 2011; TAMAYO et al., 2013; AHMADI; RAHIMI; SUMELKA,
2021). Devido a complexidade em se caracterizar e quantificar fenomenos dissipativos,
uma vez que geralmente as causas nao sao bem compreendidas ou completamente equaci-
onadas, modelos generalizados de amortecimento sao desejados para uma descricao mais
acurada do comportamento de sistemas dinamicos em nanoescala (LEI et al., 2013; LEI;
ADHIKARI; FRISWELL, 2013). Com esta finalidade, modelos com amortecimentos do
tipo viscoso (ADHIKARI et al., 2015) e viscoeldstico tém sido propostos na literatura
nao-local (LEI et al., 2013; LEI; ADHIKARI; FRISWELL, 2013).

Modelos nao-locais viscoelasticos de nanobarras (KARLICIC et al., 2015b; AK-
BAS, 2020), nanovigas (ADHIKARI et al., 2015; LEI et al., 2013; LEI; ADHIKARI;
FRISWELL, 2013; MARTIN, 2019) e nanoplacas (RAJABI; HOSSEINI-HASHEMI, 2017;
MOHAMMADSALEHI; ZARGAR; BAGHANI, 2017; ZENKOUR, 2016) foram propos-
tos na literatura, assim como modelos de nanossensores de massa baseados em modelos
nao-locais viscoelasticos de nanovigas (CAJIC; KARLICIC; LAZAREVIC, 2015; KHOS-
RAVI; HOSSEINI, 2020) e nanoplacas (KARLICIC et al., 2015a; RAJABI; HOSSEINI-
HASHEMI, 2018). Geralmente, modelos viscoelésticos reoldgicos, também referenciados
como analogo-mecanicos, sao adotados para representar o amortecimento interno em mo-
delos nao-locais de nanoestruturas, por exemplo: o modelo viscoelastico de Kelvin-Voigt
(POURESMAEELI; GHAVANLOO; FAZELZADEH, 2013; LEI et al., 2013; LEI; ADHI-
KARI; FRISWELL, 2013; KARLICIC et al., 2017), o modelo viscoeldstico de Maxwell
(RAJABI; HOSSEINI-HASHEMI, 2017; MOHAMMADSALEHI; ZARGAR; BAGHANTI,
2017), o modelo viscoeléstico de Zener (RAJABI; HOSSEINI-HASHEMI, 2018) e o mo-
delo viscoelastico generalizado de Maxwell, podendo se considerar também o particular
caso do soélido linear de trés parametros a partir do modelo viscoelédstico generalizado de
Maxwell (LEI et al., 2013; RAJABI; HOSSEINI-HASHEMI, 2017). Modelos nao-locais
viscoelasticos baseados em derivadas fraciondrias a partir dos modelos viscoelasticos de
Kelvin-Voigt (ANSARI et al., 2015; CAJIC; KARLICIC; LAZAREVIC, 2017; CAJIC et
al., 2018) e Zener (MARTIN, 2019) também sao apresentados na literatura nao-local.

Na literatura classica (local) sobre viscoelasticidade (HENRIQUES; BORGES;
CASTELLO, 2017; RADE et al., 2019), além dos modelos viscoeldsticos reolégicos e suas
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respectivas versoes com derivadas fracionarias, outras classes de modelos viscoelasticos sao
também encontradas na forma de funcgoes escalares de relaxacao, incluindo, a titulo de
exemplo, o modelos baseados na fungao de relaxagao de Biot (1954), o modelo de Campos
Anelasticos de Deslocamentos Internos (ADF-Anelastic Displacement Fields) (LESIEU-
TRE; MINGORI, 1990; LESIEUTRE; BIANCHINI, 1995; LESIEUTRE; LEE, 1996) e
o modelo viscoelastico GHM (GOLLA; HUGHES, 1985; MCTAVISH; HUGHES, 1992;
MCTAVISH; HUGHES, 1993). Faria, Stutz e Castello (2020) apresentaram um modelo de
viga de Euler-Bernoulli viscoelastico nao-local baseado na abordagem de variaveis internas
(CASTELLO et al., 2008; BORGES et al., 2015). Semelhante aos modelos viscoeldsticos
ADF e GHM, variaveis internas de dissipacao sao incorporadas no modelo constitutivo
(VASQUES; MOREIRA; RODRIGUES, 2010). A formulagdo do modelo de elementos
finitos com estados aumentados para a introducao das varidveis internas, responsaveis
por descrever o comportamento viscoelastico, foi também apresentada por Faria, Stutz e
Castello (2020).

Recentemente, anélises de propagacao de incertezas paramétricas em modelos nao-
locais de sistemas em nanoescala tém sido apresentadas por diferentes autores, por exem-
plo: Radebe e Adali (2014), Radebe e Adali (2015), Lv e Liu (2018), Liu e Lv (2018), Liu
e Lv (2019), Ghanipour et al. (2018), Ghanipour e Ghavanloo (2019), Jena, Chakraverty
e Jena (2019), Jena, Chakraverty e Malikan (2020) e Xie e Ni (2021). Nesses estudos
sao caracterizadas as predicoes dos modelos nao-locais levando em conta as propagagoes
de incertezas paramétricas através do modelo tedérico adotado, o problema direto. A
quantificacao de incertezas ¢ justificada pelo fato de que as propriedades materiais de
nanoestruturas, quando mensuradas experimentalmente, podem ocorrer com consideravel
grau de imprecisao, dado que existem as dificuldades técnicas de medicao de grande-
zas fisicas em nanoescala e tem-se a presenca de imperfeicoes ou defeitos na estrutura
molecular de nanomateriais (LV; LIU, 2018; GHANIPOUR et al., 2018), conforme veri-
ficado em investigagoes experimentais por diferentes autores (KRISHNAN et al., 1998;
SALVETAT et al., 1999; XIE et al., 2000; LU; BHATTACHARYA, 2005; LEE et al.,
2008; KOTAKOSKI et al., 2011). Dentre os trabalhos citados com avaliacdo de pro-
pagacao de incertezas em modelos nao-locais, destacam-se alguns exemplos. Radebe e
Adali (2014) estudaram as cargas criticas de flambagem em nanoplacas tomando como
incertos o parametro de escala nao-local e as constantes elasticas. Lv e Liu (2018) inves-
tigaram o efeito de incertezas em nanomateriais no estudo de vibragao e flambagem de
nanovigas funcionalmente graduadas em ambientes térmicos, sendo adotado um modelo
de viga de Euler-Bernoulli e determinados os valores limites das frequéncias naturais e
as temperaturas criticas de flambagem. Jena, Chakraverty e Jena (2019) avaliaram a
propagacao de incertezas nas frequéncias naturais para uma nanoviga de Euler-Bernoulli
nao-local, adotando como incertos o médulo de elasticidade e a massa especifica da viga.

Xie e Ni (2021) estudaram o comportamento em vibracao transversal de uma lamina de
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grafeno simplesmente suportada em suas extremidades e adotaram o parametro nao-local
de escala como incerto.

Para fins praticos, modelos viscoelasticos nao-locais de nanocomponentes devem
ser determinados com a formulagao e a solucao de problemas inversos para se estimar o
parametro nao-local e os demais parametros desconhecidos, assim como os associados ao
modelo viscoelastico adotado. Problemas inversos de estimagao de parametros ocorrem
quando é necessaria a identificacao dos parametros de uma classe de modelos com base
em observagoes experimentais de um dado sistema (FOX; NICHOLLS; TAN, 2010; KAI-
PIO; SOMERSALO, 2006). Na literatura, este processo também é comumente referido
como problema inverso de calibracao de modelos, atualizacao de modelos, identificacao
de modelos ou identificagao de parametros (YUEN, 2010).

Na maioria dos trabalhos propostos para a calibracao de modelos nao-locais de
nanoestruturas, o problema inverso de estimacgao de parametros é geralmente direcionado
apenas ao parametro nao-local, considerando relagoes constitutivas elasticas nao-locais e
resultados numéricos de simulagbes por MD (DUAN; WANG; ZHANG, 2007; ANSARI;
SAHMANTI; ARASH, 2010; ARASH; ANSARI, 2010; ARASH; WANG, 2011; MURMU;
ADHIKARI, 2011; ANSARI; SAHMANI, 2012; MURMU; ADHIKARI, 2012; LIANG;
HAN;, 2012; GHAVANLOO; FAZELZADEH, 2016; TUNA; KIRCA, 2019). No geral, as
estimativas obtidas consistem de valores pontuais para os parametros que proporcionam
o melhor ajuste aos resultados numéricos de simulacoes por MD. Por exemplo, Tuna e
Kirca (2019) propuseram uma metodologia que consiste em um problema de otimizagao
unificado com base nos comportamentos mecanico e dinamico de nanotubos de carbono.
Esses comportamentos foram simulados por MD considerando flambagem e vibragao,
com a obtencao das cargas de flambagem e das frequéncias naturais, respectivamente; em
condicoes de contorno e razoes de aspecto diversas. Problemas inversos para estimacao de
parametros foram formulados para o parametro nao-local, a massa especifica e o médulo
de elasticidade. Para a obtencao dos valores 6timos para os parametros, os autores ado-
taram o algoritmo de otimizacao estocastico de Evolugao Diferencial (DE - Differential
Evolution) (STORN; PRICE, 1997).

Para a calibracao de modelos nao-locais viscoelasticos de nanoestruturas, a ca-
racterizacao do amortecimento interno pode ser, em principio, realizada teoricamente
pela solucao de um problema inverso de estimacao de parametros, considerando ob-
servagoes experimentais ou resultados numéricos a partir de simulagoes por MD (RA-
JABI; HOSSEINI-HASHEMI, 2017). Entretanto, estimagao de parametros considerando
modelos nao-locais viscoelasticos é um estudo pouco abordado na literatura nao-local
(FARIA; STUTZ; CASTELLO, 2020). Ja na literatura cldssica (local) sobre viscoelas-
ticidade, modelos viscoelasticos sao comumente identificados considerando dados experi-
mentais descrevendo o médulo complexo (BORGES et al., 2014; BORGES et al., 2015)

ou a relagao tensao-deformagao do comportamento em relaxacao (HAARIO et al., 2014;
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VEMAGANTI; MADIREDDY; KEDARI, 2020) de materiais viscoelasticos. Com abor-
dagens deterministicas, diversas classes de modelos viscoelasticos, sobretudo as reoldgicas
com derivadas de ordens fraciondrias (BAGLEY; TORVIK, 1983) e as classes com in-
clusdo de varidveis internas de dissipagdo (LESIEUTRE; BIANCHINI, 1995; GOLLA;
HUGHES, 1985; CASTELLO, 2004), tém sido calibradas na literatura (TRINDADE;
ALMEIDA, 2006; BORGES et al., 2015; SOUSA et al., 2017; HUANG et al., 2019).

O ponto em questao em relagao a abordagem deterministica para solugao de pro-
blemas inversos de identificacao de parametros é que, comumente, nao ha a percepc¢ao
generalizada dos impactos das incertezas nas estimativas paramétricas obtidas, uma vez
que, por algoritmos deterministicos de otimizagao, apenas uma estimativa pontual dos
parametros é obtida a partir da minimizacao de uma funcao objetivo (()ZISIK; OR-
LANDE, 2000; NICHOLS et al., 2010). Na pratica, dados experimentais sao frequen-
temente corrompidos com ruido de medigao. Por exemplo, consideraveis variabilidades,
em parte por incertezas em medicoes experimentais, sao reportadas por diversos autores
na literatura com respeito as propriedades fisicas de nanomateriais (KRISHNAN et al.,
1998; SALVETAT et al., 1999; XIE et al., 2000; LU; BHATTACHARYA, 2005; LEE et
al., 2008; KOTAKOSKI et al., 2011; LV; LIU, 2018; GHANIPOUR et al., 2018). Outra
fonte de incerteza surge da discrepancia de modelagem, quando, por exemplo, a classe de
modelos adotada pode nao ser adequada para a representacao acurada dos fendmenos ob-
servados, sendo sempre utopica a representacao matematica perfeita de qualquer sistema
dinamico real de alta complexidade. Esse aspecto pode ser consideravelmente critico em
nanoescala, pois a fisica que governa os sistemas dinamicos ainda nao é totalmente bem
compreendida, como os efeitos de escala no comportamento mecanico dos nanomateriais.

Inferéncia Bayesiana é uma abordagem apropriada para a formulacao de proble-
mas inversos considerando modelos e dados experimentais incertos. Quando aplicada na
formulagao e solugao de problemas inversos de estimacgao de parametros, permite-se que
sejam levadas em conta as incertezas nos dados experimentais e o impacto delas nas esti-
mativas dos parametros de interesse em um modelo teérico. Os parametros desconhecidos
sao modelados como variaveis aleatérias e as incertezas descritas por funcgoes de densidade
de probabilidade (PDF-Probability Density Function). Pelo Teorema de Bayes, como re-
sultado do problema inverso, pode-se obter a PDF a posteriori dos parametros, tal que
esta representa o estado de incertezas para as estimativas dos parametros depois de terem
sido levados em conta os dados experimentais. Portanto, permite-se, de acordo com as
densidades de probabilidade, a andlise de toda a regiao de solugao no espaco paramétrico
(KAIPIO; SOMERSALO, 2006).

Em problemas inversos de estimacao de parametros por inferéncia Bayesiana,
destacam-se os métodos de Monte Carlo com Cadeias de Markov (MCMC)(METROPOLIS;
ULAM, 1949; METROPOLIS et al., 1953; HASTINGS, 1970). Tais métodos consis-

tem de uma familia de algoritmos para a exploragao de PDFs por amostragem, em que
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uma cadeia de Markov é obtida possuindo as mesmas propriedades estatisticas da PDF
alvo (KAIPIO; SOMERSALO, 2006). Entre os métodos MCMC, existem, por exem-
plo, os algoritmos Metropolis-Hastings (MH)(METROPOLIS; ULAM, 1949; METRO-
POLIS et al., 1953; HASTINGS, 1970), Delayed Rejection (DR) (MIRA, 2001), Adaptive
Metropolis (AM) (HAARIO; SAKSMAN; TAMMINEN, 2001), Delayed Rejection Adap-
tive Metropolis (DRAM)(HAARIO et al., 2006) e Coupled Markov Chain Monte Carlo
(CMCMC)(GEYER, 1991; ALTEKAR et al., 2004).

Inferéncia Bayesiana nao é limitada a ser aplicada apenas em problemas inversos
para estimacao de parametros. Adicionalmente, pode-se considerar avaliar, a partir dos
dados experimentais, dentre um conjunto de classes de modelos propostas, qual a mais
indicada para a representacao do sistema investigado, consistindo na formulagao de um
problema inverso de selecao de classes de modelos. A determinacao da melhor classe
de modelos deve ser baseada no Principio da Navalha de Occam (MACKAY, 2005) e
no Principio do Modelo Parcimonioso (BURNHAM; ANDERSON;, 1998), tal que a me-
lhor classe é aquela que apresenta o melhor equilibrio entre complexidade e qualidade
de predicao em relacao aos dados experimentais (MUTO; BECK, 2008; YUEN, 2010).
Como quantificagao desse equilibrio, no formalismo Bayesiano, tem-se as evidéncias das
classes de modelos, pelas quais comparacao e ranqueamento de classes de modelos sao
executados (MACKAY, 2005; BECK, 2010). Por fim, havendo mais de uma classe de
modelos plausivel para representar o sistema, pode-se realizar a média Bayesiana de mo-
delos. Esse processo consiste em realizar uma média ponderada das predigoes de todas as
classes de modelos propostas para inferéncia, considerando as plausibilidades a posteriori
das classes de modelos, obtidas da solu¢ao do problema inverso de selecao de classes de
modelos (MACKAY, 2005; BECK, 2010).

Para problemas inversos de selegao de modelos, métodos MCMC, geralmente, nao
fornecem diretamente a evidéncia de uma classe de modelos quando estimada a PDF a
posteriori dos parametros (SKILLING, 2006). Por exemplo, segundo Herndndez, Cas-
tello e Matt (2018), uma possibilidade seria utilizar amostras de uma cadeia de Markov e
adotar um estimador de nicleo de densidade de probabilidade (BOTEV; GROTOWSKI,
KROESE, 2010) para se efetuar a obtencao de evidéncias diretamente do Teorema de
Bayes. Outra possibilidade é o estimador Média Harmonica proposto por Newton e Raf-
tery (1994), pelo qual a evidéncia poderia ser estimada considerando, também, amostras
da PDF a posteriori, apesar de ser reportada como uma metodologia de pouca acuracia
(RAFTERY et al., 2006). Além dessas abordagens, na literatura também constam al-
goritmos como o Transitional Markov Chain Monte Carlo (TMCMC)(CHING; CHEN,
2007) e o Nested Sampling (NS)(SKILLING, 2006) que possibilitam a explora¢ao por
amostragem da PDF a posterior: dos parametros e a obtencao da evidéncia do modelo
de forma mais direta, sendo alternativas ao uso de métodos MCMC mais comuns, nao
capazes da obtencao direta das evidéncias (LLORENTE et al., 2020).
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Inferéncia Bayesiana tem sido aplicada em diversos problemas de engenharia que
envolvem sistemas dinamicos, tanto para estimacao de parametros quanto para selecao
de classes de modelos (MUTO; BECK, 2008; YUEN, 2010; LECOMTE et al., 2012).
De forma crescente na ultima década, autores tém aplicado inferéncia Bayesiana em
viscoelasticidade, sobretudo para a estimacao de parametros em modelos viscoelasticos.
Zhang et al. (2013) realizaram a caracterizacao de propriedades mecéanicas de materiais
viscoelasticos em estruturas laminadas, adotando um modelo viscoeldstico de derivadas
fraciondrias de cinco parametros. Oates et al. (2013) realizaram quantificacao de incer-
tezas em estimacao de parametros em modelos hiper-elasticos e viscoelasticos andlogo-
mecanicos nao lineares baseados no modelo generalizado de Maxwell, considerando dados
experimentais e adotando o algoritmo DRAM para amostragem da PDF a posteriori.
Hernandez et al. (2015) estimaram os parametros de um modelo viscoeldstico de deriva-
das fracionarias analogo-mecanico de Zener com cinco parametros e a cadeia de Markov
foi obtida pelo classico algoritmo de amostragem MH. Rappel et al. (2016) conduziram
analises de identificacao de parametros pelas abordagens Bayesiana, adotando o algoritmo
de amostragem AM, e deterministica, pelo método dos minimos quadrados, para o modelo
viscoeldstico analogo-mecanico sélido linear padrao e considerando dados experimentais
artificialmente criados de tensao em relaxagao. Karathanasopoulos e Ganghoffer (2019)
realizaram estimacao de parametros por inferéncia Bayesiana pelo algoritmo de amos-
tragem TMCMC. Foi considerado o modelo viscoeldstico andlogo-mecanico sélido linear
padrao na descricao de propriedades mecanicas viscoelasticas de tecidos componentes de
tenddes. Balbino et al. (2021) adotaram o método MCMC e estimaram os parametros de
um modelo viscoelastico de derivadas fracionarias de quatro parametros, sendo modelada
a dependéncia com a temperatura e verificada a capacidade preditiva do modelo adotado.

Além da estimacao de parametros de modelos viscoelasticos, recentemente, o pro-
blema de selecao de modelos viscoeldsticos também tem sido abordado no contexto de
inferéncia Bayesiana. Os autores Haario et al. (2014) adotaram modelos viscoelasticos
analogo-mecanicos generalizados de Maxwell e conduziram a identificagao de parametros
para um material polimérico viscoelastico por Inferéncia Bayesiana, tendo sido adotado
o algoritmo AM e dados experimentais de tensao e deformagao do comportamento em
relaxacao do material. Levando em conta a identificabilidade paramétrica, os autores
avaliaram a quantidade de unidades de Maxwell apropriada no modelo viscoelastico ge-
neralizado, uma vez que as classes de modelos super-parametrizadas nao eram identi-
ficaveis por causa da redundancia paramétrica. Freund e Ewoldt (2015) apresentaram
uma discussao sobre o equilibrio entre a qualidade de ajuste a dados experimentais e a
complexidade de modelos viscoelasticos em um formalismo Bayesiano. Eles aplicaram a
estratégia de amostragem Parallel Tempering (GREGORY, 2005), que é similar ao algo-
ritmo CMCMC (GEYER, 1991; ALTEKAR et al., 2004; LIANG; LIU; CARROLL, 2010),
juntamente com uma proposta adaptativa com base no AM (HAARIO; SAKSMAN; TAM-
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MINEN, 2001; ANDRIEU; THOMS, 2008). Curvas experimentais consistiram das partes
real e imagindria dos médulos complexos dos materiais PVA-bérax aquoso (EWOLDT;
BHARADWALJ, 2013) e "pasta de gliten” (NG; MCKINLEY, 2008; NG; MCKINLEY;
EWOLDT, 2011). Destaca-se o uso do modelo andlogo-mecanico generalizado de Maxwell
e um especifico para a pasta de gliten, o ”Critical-Gel/ Rouse model”(CGRM) (NG;
MCKINLEY; EWOLDT, 2011). Pelo uso de uma menor quantidade parametros para um
ajuste relativamente satisfatério as curvas de calibracao, o CGRM se apresentou mais
plausivel, ainda que os modelos de Maxwell com maior nimero de modos conseguissem
um ajuste melhor aos dados experimentais.

Nesta tese, problemas inversos de estimacao de parametros e selecao de classes de
modelos viscoelasticos nao-locais sao formulados e solucionados no contexto da inferéncia
Bayesiana. Sao considerados modelos viscoelasticos nao-locais de nanovigas e nanoplacas,
onde a nao localidade é descrita pela Teoria da Elasticidade Nao-Local (ERINGEN, 1983),
a0 passo que o comportamento viscoeldstico é descrito pela abordagem de varidveis inter-
nas (CASTELLO, 2004; CASTELLO et al., 2008; BORGES et al., 2015). As hip6teses
cineméticas para vigas e placas sao adotadas de acordo com as teorias de viga de Euler-
Bernoulli e de placa de Kirchhoff. Modelos de elementos finitos viscoelasticos e nao-locais
sao apresentados em conformidade com a literatura (PHADIKAR; PRADHAN, 2010;
REDDY, 1993). Na formulagao e anélise dos problemas inversos, diferentes classes de
modelos viscoelasticos sao consideradas, onde as classes se diferem pela quantidade de
variaveis internas utilizadas para a descricao do comportamento dinamico dos nanoma-
teriais. Para fins de comparagao, uma classe de modelos nao local e com amortecimento
viscoso é também considerada. Os dados experimentais considerados nos problemas in-
versos consistem de parametros modais (frequéncias naturais e razoes de amortecimento)
gerados de forma sintética, a partir da adicao de um ruido aleatério as predicoes de um
modelo de referéncia. Os modelos de referéncia sao modelos viscoelasticos nao-locais que
consideram variabilidade espacial nas propriedades viscoelasticas, modeladas por cam-
pos aleatdrios Gaussianos suaves a partir da expansao espectral de Karhunen—Loeve (KL)
(SPANOS; GHANEM, 1989). Por inferéncia Bayesiana, objetiva-se analisar todo o espaco
paramétrico das fungoes de densidade de probabilidade a posteriori nas diferentes classes
de modelos investigadas e, além disso, a obtencao das respectivas plausibilidades a poste-
riort dessas classes de modelos. Para a amostragem das PDF's a posteriori dos parametros
de interesse e para a determinagao das evidéncias das classes de modelos, ¢ adotado o al-
goritmo Transitional Markov Chain Monte Carlo (TMCMC) proposto por Ching e Chen
(2007).

Esta tese é uma continuidade ao que foi abordado na dissertacao de mestrado do
autor (FARIA, 2017), como também ao que foi abordado em trabalhos anteriores, pu-
blicados ao longo da condugao das atividades de pesquisa, em especial o artigo (FARIA;
STUTZ; CASTELLO, 2020). Na dissertacao, um modelo de elementos finitos para uma
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viga de Euler-Bernoulli nao-local foi apresentado, incluindo a modelagem de compor-
tamento viscoeldstico pela inclusdo de varidveis internas de dissipagao (FARIA, 2017).
Problemas inversos de estimacao de parametros foram construidos e solucionados por in-
feréncia Bayesiana com o uso do método MCMC pelo algoritmo de amostragem DRAM
(HAARIO et al., 2006). Dados experimentais sintéticos foram gerados a partir dos po-
los de um sistema dinamico que consistia em um nanotubo de parede tnica como viga
viscoeldstica em vibracao transversal. A estimacao do parametro nao-local foi concluida
como influenciada de maneira significativa por propagacao de incertezas de origem pa-
ramétrica e de medicao experimental dos polos do sistema modelado. Uma vez que a
mesma classe de modelos utilizada na geracao dos dados experimentais sintéticos era
adotada para estimacao de parametros nos problemas inversos formulados, as analises
foram realizadas por ”crime inverso” (KAIPIO; SOMERSALO, 2006). Posteriormente,
no trabalho apresentado pelo autor e seus orientadores (FARIA; STUTZ; CASTELLO,
2020), modificagoes e extensoes a abordagem foram realizadas. Entre elas, incertezas
por discrepancia de modelo foram abordadas, com a especificacao de classes de mode-
los viscoelasticos distintas na geragao dos dados experimentais e no problema inverso de
estimacao de parametros, diferenciando-se pelas quantidades de varidveis internas, nao
configurando a ocorréncia de crime inverso.

As principais contribuicoes desta tese se concretizam nos seguintes topicos.

e Proposicao de um modelo de elementos finitos de placa de Kirchhoff, a partir de uma
relacao constitutiva nao-local viscoeldstica, pela teoria da elasticidade nao-local e
com a inclusao do comportamento dissipativo viscoelastico pelo conceito de variaveis

internas (CASTELLO, 2004; CASTELLO et al., 2008).

e Formulacao e solucao de problemas inversos de estimagao de parametros e selecao
de classes de modelos por inferéncia Bayesiana para estruturas em nanoescala mo-

deladas com o uso de modelos nao-locais viscoeldsticos de vigas e placas.

Pode-se argumentar que inferéncia Bayesiana para solucao de problemas inversos
de estimacao e selecao de modelos viscoelasticos, mesmo considerando modelos locais, é
um topico com abordagem recente, tendo sido pouco trabalhado até o momento na li-
teratura. Logo, contribui¢oes para uma melhor compreensao desses problemas inversos
ainda podem ser realizadas, sendo parte do escopo dessa tese. Ademais, nao é de conhe-
cimento do autor que estimacao de parametros em modelos nao-locais de nanoestruturas
por inferéncia Bayesiana tenha sido abordada por outros autores, apesar de ser de suma
importancia para fins praticos de utilizagao de modelos nao-locais, principalmente vis-
coelasticos de nanoestruturas, face a inevitavel e significativa existéncia de incertezas a
partir de experimentos, propriedades materiais e modelos incertos.

Em termos de modelagem de efeitos de escala e viscoelasticidade por modelos nao-

locais baseados na Teoria da Elasticidade Nao-Local, verifica-se que, mesmo existindo
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diversas proposicoes de modelos de elementos finitos com nao-localidade e viscoelastici-
dade em outros trabalhos na literatura nao-local (ARASH; WANG, 2012; ELTAHER,;
KHATER; EMAM, 2016; KARLICIC et al., 2016), nao sao abordados os modelos vis-
coelasticos baseados na inclusao de varidaveis de internas dissipacao, como o ADF ou o
GHM, por outros autores. A maioria dos trabalhos tém considerado os modelos analogo-
mecanicos ou os analogo-mecanicos de derivadas fracionarias para a modelagem de com-
portamento viscoelastico em modelos de nanoestruturas baseados na Teoria da Elastici-
dade Nao-Local (RAJABI; HOSSEINI-HASHEMI, 2017; MARTIN, 2019). A abordagem
de modelagem de amortecimento viscoelastico por inclusao de varidveis internas é con-
veniente na construcao de modelos de elementos finitos de sistemas com amortecimento
viscoelastico (VASQUES; MOREIRA; RODRIGUES, 2010). Ademais, apresenta-se um
modelo de placa nao-local viscoelastico com a inclusao do comportamento dissipativo vis-
coeldstico pelo conceito de variaveis internas, sendo uma extensao da pesquisa até entao
realizada pelo préprio autor, pois, nos trabalhos anteriores, foram considerados somente
modelos nao-locais viscoelasticos por variaveis internas para vigas.

A organizagao dessa tese ¢é realizada conforme segue. No Capitulo 1 sao abordados
os modelos nao-locais viscoelasticos de vigas e placas, o que envolve a Teoria da Elas-
ticidade Nao-Local de Eringen (1983) e a modelagem do comportamento viscoeldstico
pelo conceito de variaveis internas, desde o desenvolvimento das equagoes de movimento
até os respectivos modelos discretizados pelo método dos elementos finitos, considerando
os modelos de viga de Euler-Bernoulli e placa de Kirchhoff, além da determinacao dos
parametros modais. No Capitulo 2 sao abordados os conceitos de formulacao e solugao
de problemas inversos de estimacao de parametros e selecao de classes de modelos por
inferéencia Bayesiana. No Capitulo 3 tem-se resultados numéricos de solucao de proble-
mas inversos de estimacao de parametros e selecao de classes de modelos considerando
duas nanoestruturas como casos de aplicagao, um nanotudo de carbono como viga e uma
lamina de grafeno como placa, ambos como estruturas suspensas em vibragao. Por fim, ao
final da tese sao reiteradas as principais conclusoes e contribuigoes, incluindo a realizagao

de sugestoes de trabalhos futuros.
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1 MODELOS NAO-LOCAIS VISCOELASTICOS: VIGAS E PLACAS

Esse capitulo é dedicado a apresentacao da modelagem matemaética envolvendo os
modelos continuos nao-locais de vigas e placas propostos nesta tese. A Teoria da Elas-
ticidade Nao-Local é adotada, o amortecimento no sistema é modelado considerando as
hipéteses de amortecimento viscoso e viscoelastico. Ademais, para a viga sao adotadas
as hipéteses do modelo de viga de Euler-Bernoulli e, para a placa, as respectivas ao mo-
delo de placa de Kirchhoff. Nos modelos apresentados sao negligenciados os efeitos de
inércia rotacional e cisalhamento transversal e a hipotese de comportamento isotrépico
pelos materiais é adotada. As equagdes de movimento para vigas de Euler-Bernoulli e
placas de Kirchhoff nao-locais viscoelasticas sao obtidas adotando-se que as propriedades
viscoeldsticas do material possuem variabilidade espacial. Modelos de Elementos Finitos
(MEF) para vigas e placas sao apresentados e o comportamento viscoeldstico é modelado
por varidveis internas de dissipagao. A apresentacgao sistematica do desenvolvimento ma-
tematico dos modelos de viga e placa propostos se justifica pela especificidade dos modelos

abordados.

1.1 Teoria da Elasticidade Nao-Local

Pela Teoria da Elasticidade Classica, é estabelecido que o tensor de tensoes O’Z-Lj(X, t)
em um determinado ponto x do dominio de um corpo material num instante de tempo
t é dependente apenas do tensor de deformacgoes ey(x,t) nesse ponto (REDDY, 2007;
KARLICIC et al., 2016). Portanto, considerando um sélido homogéneo e linear eléstico,
a relagao constitutiva local é dada por
Ufj(x, t) = Cijuer(x,t) (1)
onde Cj;i € o tensor de elasticidade de quarta ordem.

A Teoria da Elasticidade Nao-local proposta por Eringen (1983) pode ser con-
siderada como uma generalizagao da Teoria da Elasticidade Classica. Por esta teoria, é
estabelecido um tensor de tensoes nao-local o;; em funcao de todo o campo de deformagoes
em um corpo material B. Segundo Eringen (2002), teorias de campos classicas falham
nas predicoes de fenomenos fisicos em corpos materiais cujo o comprimento interno carac-
teristico possui um valor proximo ao comprimento externo caracteristico. Nestes casos,
ainda conforme abordado por Eringen (2002), teorias atomicas ou nao-locais sdo as opgoes
para se conseguir levar em conta as significativas interagoes nao-locais atomicas. Dessa

forma, pela Teoria da Elasticidade Nao-Local, a relacao entre o tensor de tensoes nao-local
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oi; € o local 0{3 pode ser expressa por
7 t) = [ V(b= x], )k )i o)
B

onde KNI (|x—x'|, 7) corresponde a fungao nticleo (kernel) nao-local. Esta fungiao pondera
a influéncia da tensao local considerada em outro ponto x” por meio da distancia euclidiana

'l'e da razao entre comprimentos caracteristicos 7, sendo esta representada por

Ix — x
T=— (3)

onde a é um comprimento caracteristico interno, que pode ser o parametro de rede ou o
comprimento da ligacdo quimica entre atomos de carbono C-C (KARLICIC et al., 2016),
e [ representa um comprimento caracteristico externo, que pode ser tomado como sendo
um comprimento de onda ou, ainda, uma medida externa geométrica que caracterize o
objeto material (KARLICIC et al., 2016). O parametro ey é uma constante do material,
devendo ser calibrada de modo a reproduzir resultados oriundos de experimentos ou de
outros modelos validados (MURMU; ADHIKARI, 2012),

Eringen (1983) adota a fungao nicleo KV5(|x — x/|,7) como sendo a funcio de
Green de um operador diferencial linear: L[KVL(|x — x|, 7)] = §(|x — x/|), onde § é a
funcao delta de Dirac. A relagao integral dada pela equagao (2) pode ser reescrita como

Lloi;(x,1)] = o7(x, 1) (4)

¥

Eringen (1983) propds também uma fungao nicleo especifica dada por

KNE (x|, 1) = (2727%) " Ko (ﬂ) (5)

I

onde g é a funcao de Bessel modificada.
Por Eringen (1983), com a adog@o dessa fungao nicleo e procedendo a obtencao
do operador diferencial linear, uma relagao constitutiva equivalente a relagao constitutiva

integral expressa na Equacao (2) foi obtida, sendo dada por
(1 — (eoa)QVQ) oij(x,t) = afj(x, t) (6)

onde V? representa o operador Laplaciano e eya é denominado como parametro nao-local.
Ao se proceder a substituigao de (2) em (6), uma lei de Hooke generalizada nao-

local para um sélido elastico pode ser expressa na forma a seguir.

(1= (e0a)*V?) 0y5(x,t) = Cijuen(x,t) (7)
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A forma diferencial dada pela Equacao (7) tem sido amplamente utilizada na lite-
ratura nao-local para o desenvolvimento de modelos elasticos nao-locais de nanoestruturas

(ARASH; WANG, 2012; WANG; LI, 2012; ELTAHER; KHATER; EMAM, 2016).

1.2 Relagao constitutiva viscoelastica nao-local pela abordagem de variaveis

internas e considerando variabilidade espacial

Amortecimento em sistemas dinamicos nanométricos pode ocorrer por diversos
fatores (CHEN et al., 2011; TAMAYO et al., 2013) e modelos generalizados de amorteci-
mento sao desejados com a finalidade de representar, com a melhor acuracia, o real com-
portamento dindmico de nanossistemas. Segundo Lei et al. (2013), modelos viscoeldsticos
de amortecimento sao conceitualmente mais gerais do que a hipdtese particular de amor-
tecimento viscoso (LEI; ADHIKARI; FRISWELL, 2013). Além disso, viscoelasticidade,
conforme destacado por Lei et al. (2013), pode ser entendida também como uma nao-
localidade no dominio do tempo (LEI; ADHIKARI; FRISWELL, 2013). De fato, os
comportamentos de fluéncia e relaxagao exibidos por materiais viscoelasticos podem ser
expressos de uma forma generalizada por integrais de convolucao no dominio do tempo
(GUTIERREZ, 2014). Desconsiderando a influéncia da temperatura na modelagem e
adotando a hipotese de que as propriedades viscoeldsticas possuem variabilidade espacial,
um comportamento tensao versus deformacao viscoeldstico linear em relaxacao pode ser

expresso na forma

. . Beu(x, 1)
UiLj (x,1) = / Tm(Xt =t )klaTdt (8)

—0o0

onde K7, € o tensor médulo de relaxagao de quarta ordem do material, que descreve a
L
]
de tensoes local viscoelastico, ambos definidos no ponto x do material e em um instante de

resposta do material quando ele é submetido a uma deformacao constante, e o;:* é o tensor
tempo t. O intervalo de integragao a partir do limite inferior —oo até o instante de tempo
t significa que o modelo contempla todo o histérico de deformagoes ao longo do tempo
para a determinacao do comportamento viscoelastico. Este efeito de memoria associado
aos materiais viscoelasticos indica a nao-localidade temporal associada aos modelos em
viscoelasticidade.

Tal como considerado por Lei et al. (2013), uma relacdo constitutiva nao-local
viscoeldstica pode ser obtida por uma combinacao da Teoria da Elasticidade Nao-Local
com relagbes constitutivas viscoeldsticas (LEI; ADHIKARI; FRISWELL, 2013). Dessa

forma, combinando as Equagoes (6) e (8), tem-se

' nOem(x,t) .,
(1 e 9) o) = [ Kt - )220 )
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onde o;; representa o tensor de tensoes nao-local viscoelastico.
Alternativamente, considerando um estado de tensoes generalizado em trés di-
mensoes e adotando a notagao matricial de Voigt (REDDY, 2013), tem-se

(1 — (e0a)*V?) o*(x,t) = /_t K*(x,t — t’)%dt’ (10)

onde IC* € R%6 ¢ a matriz dos médulos viscoeldsticos de relaxacao, andloga ao tensor
moédulo de elasticidade K7, e 0 € R® e € € RY sdo os vetores de tensoes viscoeldsticas
e deformacoes, respectivamente, andlogos aos tensores 0j; € €kl As tensoes e deformagoes

para um estado tridimensional de tensoes sao representadas, respectivamente, por

T
* _ * * * * * *
o <X7 t) - [sz ny Oz U:vy Oz O-yz} (X7 t) (11)
t) = T t 12
e(X,t) =leae Eyy €z Vay Ver Wl (X1) (12)
onde o simbolo T representa a transposicao dos vetores, oy, o, € o, sao campos de
tensoes normais; oy, 0y, € o, sao campos de tensoes de cisalhamento; e.,, £y, € €.,

sao campos de deformacoes normais e 7.y, Vz: € Vy. sa0 campos de deformagoes por
cisalhamento, dados em funcao do ponto x no corpo material viscoelastico e do instante
de tempo t.

Vale destacar que a matriz dos médulos viscoelésticos de relaxagao ocorre sendo
o nucleo da integral de convolugao no tempo, que compreende as fungoes que descrevem
o comportamento mecanico de um material viscoeldstico na sua dependéncia em relacao
aos dominios do tempo ou da frequéncia. Para um material viscoelastico isotrépico,
adotando a hipdtese da razao de Poisson ser independente do tempo e da frequéncia (RA-
JABI; HOSSEINI-HASHEMI, 2017; RAJABI; HOSSEINI-HASHEMI, 2018; VASQUES;
MOREIRA; RODRIGUES, 2010), a matriz KC* tem a seguinte representagao

[ E*(x,t) FE*(x,t)v E*(x,t)v i
1—v? 1—v2 1—v? 0 0 0
E*(x,t)v  E*(x,t) E*(x,t)v 0 0 0
1—v? 1—v2 1 —v?
K(x,t) = | E"(x,t)v E"(x,t)v  E*(x,t) 0 0 0 (13)
1—v? 1—v? 1—v?
0 0 0 G*(x,t) 0
0 0 0 0 G*(x,t)
0 0 0 0 0 G(xt)]

onde os parametros E*, v e G* sao o médulo viscoelastico de relaxacao extensional, a razao

de Poisson e o médulo viscoeldstico de relaxacao ao cisalhamento do material. Adicional-
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mente, conforme abordado por Vasques, Moreira e Rodrigues (2010), uma possibilidade
de modelagem ¢é assumir que os modulos viscoelasticos extensionais e de cisalhamento

estao relacionados pela razao de Poisson, Equagao (14).

E*(x,t)

G*(x,t) = 5010

(14)
Portanto, para o caso particular de um material viscoelastico e isotrépico, adotando
a hipdtese da razao de Poisson ser independente do tempo e da frequéncia e relacionado
os modulos viscoelasticos extensionais e de cisalhamento pela razao de Poisson, a Equacao
(10) pode ser reescrita na forma
t
_ . Oe(x,t)

(1 — (e0a)*V?) o*(x,t) = / E*(x,t — KK

ENT) g 1
. ot (15)

onde o comportamento viscoelastico é descrito unicamente por um modulo viscoelastico
~ . . g ~% . . ~

escalar de relaxacao extensional E*. A matriz IC* é, neste caso, obtida da normalizagao

da matriz de mddulos viscoeldsticos de relaxacao IC* em relacao ao médulo escalar de

relaxagao viscoelastica extensional E*, combinando a Equagao (14) em (13). Dessa forma,

tem-se
1 v v 7
0 0 0
1—v2 1—p2 1—12
v 1 v 0 0 0
1—22 1—12 1—172
1% v 1
_ 0 0 0
K'=|1-v2 1—-1v2 1-12 ) (16)
0 0 0 0
2(1+v)
1
0 0 0 0
2(1+v)
0 0 0 0 0 _—
| 2(1+v)]

Na literatura especializada, diferentes modelos viscoeldsticos escalares definem,
de diferentes formas, o médulo viscoelastico de relaxacao (VASQUES; MOREIRA; RO-
DRIGUES, 2010). Ademais, nesse trabalho, a relacdo constitutiva viscoelastica utilizada
ocorre com a introducao de varidveis internas de dissipagdo (CASTELLO, 2004). Na
Subsecao 1.2.1 é apresentado o mdédulo viscoelastico de relaxacao escolhido e, na Subsecao
1.2.2, a respectiva relagao constitutiva viscoelastica nao-local com a inclusao de variaveis

internas de dissipacao.
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1.2.1 Modelo viscoelastico de relaxacao: Parametros e Propriedades

No presente trabalho, o modulo de relaxagao escalar é dado por

E*(x,1) = B (x) |14+ 3 Ai(x)e 0| = B (x) + 3 Ey(x)e 0" (17)

=1

onde F(x) é o médulo de relaxacdo de baixa frequéncia ou de longo tempo, NI é a
quantidade de variaveis internas que descrevem os mecanismos de dissipacao viscoeléstica
no sistema, os parametros A;(x) sdo as constantes proporcionais de magnitude da re-
laxagao viscoeldstica e €2;(x) sdo os inversos das i-ésimas constantes de tempo 7;(x) do
decaimento exponencial da relaxacao viscoelastica, dados, respectivamente, conforme as
Equagoes (18) e (19). Deve ser observado que todos os parametros do modelo viscoeldstico
de relaxacao adotado sao definidos em funcao do ponto x do corpo material viscoeldstico,
assumindo, de forma generalizada, a hipotese das propriedades viscoelasticas possuirem

variabilidade espacial.

Ay(x) = () (18)
Qi(x) = Ti(l}{) (19)

A funcao de relaxacao exponencial adotada, com os parametros viscoeldsticos do
modelo definidos para um ponto x do corpo material viscoelastico, pode ser vista como
uma representacao do modelo analogo mecanico de Maxwell, podendo também ser con-
siderado como um caso particular do modelo de Biot (1954) ou, ainda, como similar ao
modulo de relaxacdo do modelo ADF (LESIEUTRE; MINGORI, 1990; LESIEUTRE;
BIANCHINI, 1995; LESIEUTRE; LEE, 1996), considerando as observagoes de Castello
(2004) e Vasques, Moreira e Rodrigues (2010). Pode-se ainda considerar similaridades a
funcao de relaxagao pelo modelo GHM, uma vez que este é concebido a partir de duas
funcoes exponenciais de decaimento também similares a funcao de relaxacao pelo modelo
de Biot (GOLLA; HUGHES, 1985; MCTAVISH; HUGHES, 1992; MCTAVISH; HUGHES,
1993; VASQUES; MOREIRA; RODRIGUES, 2010).

A partir da Equagao (17), a relagao constitutiva viscoelastica expressa na Equagao

(15) é reescrita conforme apresentado na Equacao (20).

11y 0e(x, 1)

S| (20)

t
—0o0

(1= (e0a)*V?) 07 (x,1) = Eoo(x) [e(x, £+ Ailx) / e

onde E(x) = E,(x)K" é a matrix médulo de relaxacio de baixa frequéncia.
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Algumas propriedades do modelo devem ser observadas. Tal como similarmente
abordado por Vasques, Moreira e Rodrigues (2010), E,, é a componente do médulo vis-
coeldstico relacionada a uma parcela elastica do comportamento do material, enquanto
que Zf\gl A; (X)@‘Qi(x)t a parcela relacionada ao comportamento dissipativo viscoeldstico,
sendo também referenciado como a fungao de relaxacao desse modelo viscoelastico (VAS-
QUES; MOREIRA; RODRIGUES, 2010).

No dominio do tempo, com condigoes iniciais nulas de tensao e deformacao, a partir
da aplicacao de uma deformacao constante e considerando o instante de tempo t = 0, a

tensao interna desenvolvida no material viscoelastico é descrita por

lim B*(x, 1) = By(x) = Ex(x) <1 + ZAZ.(X)) (21)

onde Ey é o médulo de relaxacao inicial, também referenciado como unrelazed modulus
(CASTELLO, 2004). Por outro lado, no limite quando ¢ — oo, tem-se limy;_,, E*(x,t) =
Fw(x). O tempo de decaimento da fungao esté associado aos inversos das constantes de
tempo da exponencial, ;(x). Quanto maiores as magnitudes dos parametros 2;(x), o
decaimento exponencial ¢ estabelecido em um intervalo de tempo menor.

Propriedades viscoelasticas importantes podem ser ainda explicitadas a partir da
transformada de Laplace e da obtencao do moédulo complexo local a partir do modelo
viscoeldstico de relaxacao adotado. Assumindo condicoes nulas de tensao e deformacao
para todo o instante de tempo t <= 0, executando a transformada de Laplace da Equacao
(20), obtém-se

(1= (e0a)’V?) 6*(x, 5) = Ex(x)

1+ éAxx) (m)] £(x,5) (22

onde a notacgao (;) ¢ a indicacao de que trata-se da transformada de Laplace da funcao
temporal em questdao. Considerando a Equagao (22), substituindo a varidvel de Laplace
por s = jw, onde w é uma frequéncia angular de uma excitacio harmonica, com j = /—1;
a relagao constitutiva dada pela Equacao (20), no dominio da frequéncia, é representada
pela Equacéo (23). Por fim, o médulo complexo viscoeldstico local E(x, jw) pode ser
definido destacando-se algebricamente as partes real e imaginaria, conforme apresentado

na Equacao (24).

(1= (e0a)*V?) (%, jw) = Ex(x) g(x, jw) (23)

X5 S (om0 7

i=1
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(24)

NI w2 - wii(x)
L+ A (aﬂ e Ty Qi(XV)]

Nota-se que a resposta mecanico-dinamica do material é condicionada a frequéncia
imposta, de forma que lim,,_,0 E*(X, jw) = Ex(x) € lim, o E*(x, jw) = Ey(x). Portanto,
os parametros F,, e Fy sao comumente referenciados como os modulos de baixa e alta
frequéncia, respectivamente (CASTELLO, 2004; VASQUES; MOREIRA; RODRIGUES,
2010).

Por fim, o médulo complexo viscoeldstico local pode ainda ser representado na
forma (CASTELLO, 2004)

~ /

E(x,jw) = E' (x,w) + jE" (x,w) = E'(x,w) (1 + jn(x,w)) (25)

’ 72 . N , [- ‘
onde ' e E sao as partes real e imaginaria do médulo complexo local, E*, também
denominados como médulos de armazenamento e dissipagao, respectivamente, e n(w) é o
fator de perda do material, aqui adotado como a razao entre as partes imaginaria e real

do médulo complexo local, sendo dado por
(26)

Pelas definicoes dos médulos de armazenamento e dissipacao locais e do fator de
perda a partir das Equagoes (25) e (26), respectivamente, considerando a Equagao (24),
conforme similarmente apresentado por Castello (2004), tem-se

1+ iAi(x) (#;(X)?)] (27)

/

F (x,w) = Ex(x)

NI

B ) = Enl0 o800 () (25)

i=1

it Aix) (%)
1+ 300 Ai(x) (#;(X)Q)

~ . , / . . ~ 1"
Percebe-se a relacao direta dos médulos de armazenamento ' e dissipagao £/ com

(29)

U(Xa w) =

os parametros viscoelasticos E.,, A; e ;. Ademais, verifica-se que o fator de perda n é
dependente dos parametros viscoeldsticos A; e Q; (CASTELLO, 2004).
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1.2.2 Relacao constitutiva viscoelastica nao-local com variaveis internas dissipacao

A Equacao (20) pode ser redefinida de acordo com o conceito de variaveis inter-
nas (CASTELLO, 2004). A metodologia é conveniente em termos da tratabilidade ma-
tematica da integral de convolu¢ao no dominio do tempo, da descrigao do comportamento
viscoelastico. O modelo viscoelastico com a inclusao de variaveis internas de dissipacao
é obtido satisfazendo a desigualdade de Clausius-Duhem (LEMAITRE; CHABOCHE,
1994), atendendo as restri¢oes impostas pela termodinamica dos processos irreversiveis
(CASTELLO, 2004). A forma diferencial no dominio do tempo para a relagdo constitu-

tiva viscoelastica nao-local, com a inclusao de variaveis internas, ¢ dada por

(1 = (e0a)’V?) o*(x,t) = Eo(x)e(x,t) — Z E;(x)€,(x,1)

0€,(x,t) .
T*Qi(x) [€(X7t)_€i<x7t)] i=1,...,NI

(30)

onde £, representa a i-ésima variavel interna, a segunda equagao em (30) é a equagao de
evolugao respectiva a i-ésima variavel interna, E, é a matriz modulo de relaxacao de alta
frequéncia e E; sao as i-ésimas matrizes de magnitude de relaxacao, dadas respectivamente

por

Ey(x) = (1 + Z Ai(x)> E. (x) (31)

Ei(x) = Ay(x) Eo (%) (32)

Por fim, destaca-se que as i-ésimas variaveis internas podem ser definidas no
dominio de Laplace em fungdo das deformagbes no material viscoeldstico por (CAS-
TELLO, 2004; VASQUES; MOREIRA; RODRIGUES, 2010)

Ex9) = (005 )t 3

Em termos das dependéncias no tempo e na frequéncia, o modelo de variaveis inter-
nas aqui apresentado ¢ similar ao modelo ADF (VASQUES; MOREIRA; RODRIGUES,
2010; ROULEAU; DEU, 2016) e ao modelo GHM-1 ou GHM de primeira ordem (MC-
TAVISH; HUGHES, 1992). A abordagem por variaveis internas tem sido utilizada por
Castello et al. (2008) e Borges et al. (2015) na literatura sobre viscoelasticidade. Ademais,
o modelo viscoeldstico em questao foi apresentado considerando a Teoria da Elasticidade
Nao-Local de Eringen (1983) em trabalhos anteriores por parte do autor, incluindo a dis-

sertagdo de mestrado (FARIA, 2017) e o artigo em parceria com os orientadores (FARIA;
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STUTZ; CASTELLO, 2020), sendo abordado nessa tese com a hipdtese adicional das

propriedades viscoeldsticas possuirem variabilidade espacial.

1.3 Principio de Hamilton

Nesta tese sao considerados modelos nao-locais de viga de Euler-Bernoulli e de
placa de Kirchhoff na representacao do comportamento dinamico de nanovigas e nano-
placas em vibracao transversal. As equacoes de movimento desses sistemas, neste texto,

sao obtidas pelo principio generalizado de Hamilton (PETYT, 2010), dado por

to
/ (6U — 8T + 6Wy.) dt = 0 (34)
t1

onde T e U representam, respectivamente, as energias cinética e potencial e 6W,,. ao
trabalho virtual associado as acgoes de forgas nao-conservativas. Na notacao adotada,
o simbolo § representa o operador variacional (REDDY, 1993). Os termos variacionais

podem ser expressos por

U = / ol dedv (35)
14
5T = / p (0t + 960 + o) do (36)
\%
7 8U 7 7 aU " 7 aw "
OWpe = /s [(C”E - fu) ou + <C’v§ — fv) v+ (Cwa — fw> 5w} ds (37)

onde o e € foram definidos nas Equagoes (11) e (12), respectivamente, e, nas diregoes
das coordenadas x, y e z, tém-se, respectivamente, que u, v € w sdo as componentes do
campo de deslocamentos, C.., C. e C. sdo as constantes de amortecimento viscoso por
unidade de area e proporcionais a velocidade e f;’, f;’ e f; sao as componentes do vetor

de carregamentos por unidade de area.

1.4 Modelo nao-local viscoelastico: Viga de Euler-Bernoulli

Essa secao se destina a modelagem matematica de uma viga de Euler-Bernoulli,
considerando a Teoria da Elasticidade Nao-Local de Eringen (1983) e a existéncia de
amortecimentos viscoelastico e viscoso. Na Subsecao 1.4.1 é abordada a relagao constitu-
tiva viscoeldstica nao-local apresentada na Equacao (30) para o particular caso de uma

viga de Euler-Bernoulli. Na Subsecao 1.4.2 é apresentado o desenvolvimento da equacao
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de movimento para uma viga viscoelastica nao-local de Euler-Bernoulli pela aplicacao do
principio de Hamilton, considerando as agoes de forca transversal e de amortecimento do
tipo viscoso distribuidos na viga. Por ltimo, na Subsecao 1.4.3, a partir da equacao de

movimento obtida, é desenvolvido o modelo de elementos finitos empregando-se a técnica
de Galerkin (REDDY, 1993; RAO, 2010; PHADIKAR; PRADHAN, 2010).

1.4.1 Relagao constitutiva: Viga de Euler-Bernoulli nao-local viscoelastica

Para um estado uniaxial de tensoes, segundo o particular caso do modelo de viga
de Euler-Bernoulli (REDDY, 2007; WANG; WANG, 2007; KARLICIC et al., 2016), ado-
tando que a coordenadas espaciais x, y e z sao definidas ao longo do comprimento, largura
e espessura da viga, tem-se 0, e €,, como as Unicas tensoes e deformagoes nao-nulas. A

relacao constitutiva nao-local elastica para o modelo de viga de Euler-Bernoulli é expressa

por
1 » & * t)=E t) Ei(x t

< - (60@) @) O-xx(xVZ? ) - 0( gmz €, z, Z él T, z, ) (38)

W = () [eanl(t, 2, 1) — &l 2, 1)] i=1,... NI

onde as variaveis de campo sao definidas em funcao das coordenadas espaciais = e z
e do instante de tempo ¢, tal que o}, e €,, sao a tensao viscoelastica e a deformacao
definidas na direcao axial da viga e & é a i-ésima variavel interna. Para o modelo de
viga de Euler-Bernoulli, os parametros viscoelasticos foram adotados como fungoes da

coordenada espacial x da viga.

1.4.2 Equacgao de movimento: Viga de Euler-Bernoulli nao-local viscoelastica

De acordo com o modelo de viga de Euler-Bernoulli, conforme Eltaher, Alshorbagy

e Mahmoud (2013), adota-se que os deslocamentos nao nulos u e w sao relacionados por
ow(x,t)

t) = —2——— 39
u(i, 7, 0) =~ (39
onde w(x,t) é a deflexdo transversal no plano médio da viga em funcao da coordenada
espacial longitudinal z e do instante de tempo t.

A deformagao longitudinal e,,(z,z,t) é definida como (ELTAHER; ALSHOR-
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BAGY; MAHMOUD, 2013)

ou(z, z,t O*w(z,t
€22, 2,1) = (am ):—z G(x? ) (40)

Para as varidveis internas &;(z, z,t), pela Equacao (33), pode-se considerar as mes-
mas propriedades cineméticas do modelo viga de Euler-Bernoulli, impostas a deformagao
fisica pela Equagao 40, podendo-se definir, conforme adotado em (FARIA; STUTZ; CAS-
TELLO, 2020), um campo de deslocamento interno auxiliar w;(z,t) por

82wi(:v, t)

i, z,t) = —ZT (41)

Considera-se o0 momento M(xz,t) e a forga cortante V' (x,t) resultantes na secao
transversal de uma viga de Euler-Bernoulli, em um ponto x e num instante de tempo ¢,

respectivamente, por

M(z,t) = / Oz, 2,1)2d A (42)
V(z,t) = % (43)

onde A ¢ a drea de segdo transversal da viga (INMAN, 2014).
Considerando dv = dAdx, as fungbes variacionais das energias potencial e cinética

sao dadas por

L 0?ow(x,t)

- /0 Mz, t) = da (44)
ow(x,t) ddw(x,t)

0T = / pA 5 5 dx (45)

Assumindo que as forcas nao conservativas possuem componentes apenas na direcao
transversal z da viga e sao distribuidas apenas em relacao a coordenada x do comprimento

da viga, tem-se
Wy = / ( w@w z,1) f;,(:c,t)) dw(x,t)dx (46)

onde C, é a constante de amortecimento viscoso por unidade de comprimento e pro-
porcional a velocidade e f;u é o carregamento transversal distribuido por unidade de
comprimento.

Substituindo as Equagoes (44), (45) e (46) na expressao para o principio de Ha-

milton, Equacao (34), omitindo os termos relacionados as condigdes de contorno, tem-se
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a equagao governante para vigas de Euler-Bernoulli apresentada na Equagao (47).

 Ow(z,t)

OMa.t) ) (47)

0?w(x,t)
92 ——+C

= A v ot

Substituindo as relagdes cinematicas, Equagoes (40) and (41), na equagao consti-
tutiva nao-local viscoeldstica para vigas de Euler-Bernoulli, Equacao (38), e integrando

de acordo com a Equacgao (42), o momento fletor resultante nao-local é dado por

2

(1_(60@2%)]\/[(%”:_}%( aw:ct ZE 8w1xt)

3, 2 247,
0 wl(x,t) _ QZ(ZL‘) |:8 w(l‘,t) . d wz<x7t):| , 7 = 1’7]\/']

(48)

otox? 0x? 0x?

onde a segunda equagao em (48) é a equacao da evolugao temporal dos i-ésimos campos
de deslocamentos internos auxiliares w;(x,t) e I é o segundo momento de inércia.
Combinando as Equacgoes (47) e (48), o momento e a forga cortante resultantes

nao-locais sao obtidos conforme, respectivamente, apresentado nas Equagoes (49) e (50).

M(z,t) = —Eo(z) § B w’ o, t)
0*w(x,t) » Qw(x,t) /
2 ) b
+ (ega) [pA 5 +C, Y fo(z,t)|  (49)
PPwi(x,t) Pw(z,t)  0%w(z,t) .
T =) | Ty = Tt P M
OM (x,t)

N ) 50

Via.t) - 20 (50)

Por fim, considerando as Equagoes (47) e (48), as equacgoes diferenciais que gover-

nam a dinamica de uma viga viscoelastica nao-local sao estabelecidas por
02 0*w(x,t) , Ow(x,t) ,
<1 — (ega) O 2) |}OAT + CwT - fw(x,t)} +
0*w(z,t) B 0?
Ox? Ox?

+ 922 [EO( )

9 <a4wi(x’t)) = 822 {Qi(x) [62w<x’t) = 82wi(x’t)] } i=1,... NI

ot oxt ox 0x? ox?

Em relacao a Equagao (51), destaca-se que esta é uma equagao de movimento ge-

neralizada ao se considerar nao-localidade, viscoelasticidade e amortecimento viscoso. O
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modelo eldstico nao-local, por exemplo, pode ser recuperado anulando as i-ésimas ampli-
tudes de relaxacao E; e substituindo o moédulo viscoelastico de alta frequéncia Fy pelo
moédulo de elasticidade E para uma viga elastica. Além disso, o amortecimento externo
pode ser anulado, C;U = 0, bem como um modelo local classico elastico ou viscoelastico de
Euler-Bernoulli podem ser obtidos considerando eya = 0. Cabe mencionar que, em relagao
as i-ésimas variaveis internas, essas ocorreram, a partir de uma escolha ad-hoc, como de-
rivadas a quarta de deslocamentos internos w;, que foram introduzidos na Equagao (41).
Portanto, as i-ésimas equacgoes de evolugao das variaveis internas em (51) sdo apresentadas

derivadas duas vezes em relacao a coordenada espacial x.

1.4.3 Modelo de elementos finitos: Viga de Fuler-Bernoulli nao-local viscoelastica

Nesta secao é apresentado o desenvolvimento do modelo de elementos finitos (MEF)
para vigas considerando a Teoria da Elasticidade Nao-Local e a modelagem de amorte-
cimentos do tipo viscoso e viscoelastico. O processo de obtencao do MEF é similar ao
adotado por Phadikar e Pradhan (2010) para vigas nao-locais eldsticas e ao apresentado
no livro sobre o Método dos Elementos Finitos de Reddy (1993) para vigas locais de Euler-
Bernoulli, sendo aplicada a técnica de Galerkin (RAO, 2010). Na metodologia adotada,
uma formulagao fraca elementar é obtida a partir de uma integral de residuos ponderados
e, para a aproximacao dos campos de deslocamentos internos aos dominios dos elemen-
tos finitos, sao adotados polinomios de interpolagao de Hermite apropriados ao modelo
de viga de Euler-Bernoulli (REDDY, 1993). Conforme segue, apresenta-se o processo de
discretizacao espacial da viga e a obtencao da equacao de movimento elementar do MEF
para a viga de Euler-Bernoulli nao-local viscoelastica.

O sistema é discretizado em um numero N de elementos finitos de comprimento
le = L/N, onde L é o comprimento total da viga, havendo N+1 nds na malha de elementos
finitos. O dominio 2, de um e-ésimo elemento finito é dado por €. € [x.,Z.y1], sendo
Te € Teqq as localizagoes nodais do e-ésimo elemento finito, de acordo com a coordenada
espacial global x € [0; L] (REDDY, 1993; PHADIKAR; PRADHAN, 2010). Com esta
configuragao, tem-se [, = =41 — x, e a coordenada local elementar z € [0;.], definida por

T = x — x.. Sao considerados dois nds por elemento finito, cada um possuindo dois graus
ow(x,t)

Ox

de liberdade, o deslocamento w(z,t) e a rotagao , que sao as variaveis primarias
do sistema (REDDY, 1993).

Da Equagao (51), a integral de residuos ponderados é estabelecida ao nivel elemen-
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tar, considerando um e-ésimo elemento finito €2, do sistema, por

/Ole {(1— (o) aa_) [pAaz a(tg t) +C;awéf’t) —f;,(i+a:e,t)} +

Eo(z +x.)I (%2 ZE T+ x.)l (8 Ugif t>>] }X(:Z’,t) =0 (52)

d7?
/Oze {85wi(9:c,t) B 8_2 {Qi(ﬂxe) {8%(_5:,75) B azu_)igf,t)} H (@)dE =0

+

otoxt 072 0x2 07?2

onde x(z) é a fungao de ponderagao do residuo (REDDY, 1993). Procedendo integragoes

por partes, a formulagao fraca é obtida.

/0 {mwm L, 2@ @y f @ 4 (@) +

ot? ot
PPw(z,t) Ox(T) , O*w(z,t) Ox(T) e +xe,t)a2X(j)> N

2
+(coa) (pA oeor or v owr on

) Pw(z,t) < Pwi(z, 1)\ | Px@) |
EQ(.T =+ .TE)IW — ; Ez(lﬁ + xe)l ( (93_32 ) ai_z d.T“‘

+

N {—X(j)V(j:,t) n ag—f) (M(f,t) ~ (coa)? [pA

OtOT2 072
2= (7 2. (7
0 wz(f,t)]} o°x(@) _ =1

[ P50 gy [Pu,

NI

0z 072 Y

A partir da formulagao fraca, Equagao (53), podem ser obtidas as matrizes ele-
mentares de massa, rigidez e amortecimento, M., K. e D, respectivamente, e um vetor
elementar de carregamentos generalizados, P., conforme segue. Considerando a coorde-
nada elementar z, a deflexao transversal w(z,t), os i-ésimos campos de deslocamentos
internos auxiliares w;(z,t) e a fungao de ponderagao do residuo x(Z) sao interpolados

para o interior de um elemento finito, respectivamente, por

w(7,t) = N'(7)qe(t) (54)
@i(7,t) = NT(2)a.(t) (55)
x(z) = N(z) (56)

onde N(Z) é o vetor contendo as fungoes de interpolagdo de Hermite (REDDY, 1993)
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apropriadas ao modelo de viga de Euler-Bernoulli, q.(t) é vetor elementar de deslocamen-
tos nodais generalizados e q.;(t) é o i-ésimo vetor de deslocamentos internos auxiliares,

dados, respectivamente, por

_ 273 372 DY 372 278 2 2\ 17"
N = Kz?‘z?“) ’ (z?fr”) ’ (ze—z‘ze—z) ’ (z?‘zﬂ 57)
ge = [Qel Ge2  ({e3 Qe4]T (58)

QAei = [Geir  Geiz Geis qei4]T (59)

onde, nos componentes dos vetores q. ¢ q.; de deslocamentos generalizados, os subscritos
(e); e (®)y indicam que os graus de liberdade sdo a deflexdo e a rotagdo no né terminal
localizado em x, e (8)3 e ()4, 0s respectivos no né terminal em ..

Apés a substituigao das Equagdes (21), (54), (55) e (56) na formulacao fraca,
Equacao (53), o modelo de elementos finitos elementar para a viga viscoelastica nao-local

¢ determinado com a seguinte equagao de movimento.

M. (0) + D (t) + (K; - K) Q.(t) = Y Kia(t) = P.(t) .

K qei(t) + K§ qei(t) — K§ qe(t) =0, i=12,..,NI

onde M, e D, sao, respectivamente, as matrizes elementares de massa e amortecimento,
K%, ¢ a matriz de rigidez de baixa frequéncia, K7 e K§_ sdo, respectivamente, as i-ésimas
matrizes associadas aos parametros viscoelasticos E; e (); de uma ¢-ésima variavel interna,
K¢ é a matriz de rigidez normalizada, obtida da integracao das funcoes de forma, e P, é
o vetor contendo os carregamentos generalizados. As matrizes e vetores elementares sao
apresentados como segue.
le

M, = pA [ N(z)NT(z)dz +

’ . (61)

+ (con)?pA /0 DD g5 [(eoa)2pAdN—@NT(i)]

le
D.=C, [ N(z)N%(z)dz+
’ . (62)

+ (eaa)?C, /Ole dl:lI;:E) de;(:z) . [(eoa)Z o dN(:E)NT(i,)]

. le ~ d®N(z) d®N7(z)
KOO:/O Eo(z +x.)] 772 772 dz (63)
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. e &N(z) @NT(z)
K¢ = /0 Ei(T +x.)] dx(2 dx; dz (64)
e &N(z) @NT(z)
o, = /0 Qu(Z + ze) di@ dﬁ( ) 1z (65)
_ ' @®N(z) d®N"(z) ,_
K, = /0 e L (66)

le _
P,(1) = /0 (N(f)—(eoa)Qag\;x)) £ (& + o, )di+
Y e
. e . 67
T (e0a)? {—WN(E)%— f{u(mxe,t)agg) 4 ‘]ZL;
_MeL+1

onde VI e M¥ sdo as condiges de contorno, forgas cortantes e momentos fletores locais
(epa = 0) definidos na localizagao nodal z., enquanto que VX, e MZ sdo os respectivos
no né em z..;. Conforme as definigdes dadas por Reddy (1993), a especificacao do
momento resultante e da forca cortante nos contornos sao as chamadas condicoes de

contorno naturais do problema, enquanto que a especificacao da deflexao, w, e da rotacao,

ow
——, nos contornos sao as condicoes de contorno ditas essenciais.

ox

Uma vez definidas as matrizes e os vetores elementares para o modelo nao-local
viscoelédstico de viga de Fuler-Bernoulli, as matrizes e vetores globais podem ser obtidos
pelas técnicas de montagem cléssicas na literatura do Método dos Elementos Finitos

(REDDY, 1993; RAO, 2010).
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1.5 Modelo nao-local viscoelastico: Placa de Kirchhoff

Nesta secao, ha a apresentacao e o desenvolvimento do modelo nao-local vis-
coelastico de placa de Kirchhoff, com a modelagem de acoes de carregamento transversal
e amortecimento viscoso distribuidos ao longo do plano da placa. A abordagem nesta
secao é organizada de forma similar ao que foi realizado para viga de Euler-Bernoulli na
Secao 1.4. Na Subsecao 1.5.1 é abordada a relacao constitutiva viscoelastica nao-local
particularizada para o caso de uma placa de Kirchhoff, na Subsecao 1.5.2 é apresentado
o desenvolvimento da equacao de movimento pela aplicagao do principio de Hamilton e,
na Subse¢ao 1.5.3, o modelo de elementos finitos empregando-se a técnica de Galerkin
(REDDY, 1993; RAO, 2010; PHADIKAR; PRADHAN, 2010).

1.5.1 Relagao constitutiva nao-local viscoelastica: Placa de Kirchhoff

Para a placa, adota-se que a coordenadas espaciais z e y sao definidas no plano
e z ao longo de sua espessura. Pela teoria de placa de Kirchhoff (REDDY, 1993), as
deformacoes €., V.. € 7, sdo assumidas como campos nulos (REDDY, 1993). Portanto,

o vetores o* e € de tensoes e deformacoes sao, respectivamente, definidos por

o*(z,y,2,t) = [0ue Oy 0uy]" (2,9, 2,1) (68)

e(x,y,2,t) = [€gn Eyy 'sz]T (z,y,2,1) (69)

Em relagao a equagao constitutiva viscoelastica nao-local generalizada, Equacao
(30), na aplicacdo ao modelo de placa de Kirchhoff, pode-se reescrevé-la com algumas

poucas alteragoes conforme segue.

[1—(6()@) (88—2 aa;)]a = Ey(z,y)e(x,y, z,t) — ZE x,y)€ xy,z,t) o
70

&, -

W - Qz(xvy) |:€(.T,y7z,t) - £i<x7yaz7t)]

onde as matrizes viscoeldsticas sao definidas de acordo com as coordenadas espaciais x e

Yy por

E(z,y) = Ex(z,y)KK" (71)
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Eo(if,y) = Eo(l',y)K:* (73)
onde a matriz normalizada IC* é, neste caso, dada por
1—v2 1—12
_ v 1
K= 1—v2 1-—12 0 (74)
0 0 L
i 2(1+v).

1.5.2 Equagao de movimento: Placa de Kirchhoff nao-local viscoelastica

Considera-se uma placa retangular de comprimento L,, largura L, e espessura h,
definidos ao longo os eixos coordenados x, y e z, respectivamente. De acordo com o
modelo de placa de Kirchhoff, conforme similarmente apresentado por Petyt (2010), pela
hipdtese de pequenas deformacoes e considerando apenas deflexao transversal na placa,

os deslocamentos nao nulos sao definidos por

ow(x,y,t)

u($»y72’,t) =z ox (75)
v(x,y, z,t) = —z%&y’w (76)

onde w(z,y, t) é a deflexdo transversal do plano médio da placa em fungao das coordenadas
espaciais x e y e do instante de tempo t.

Os campos de deformagoes para uma placa de Kirchhoff sao apresentados na
Equagao (77) (PETYT, 2010). Para as varidveis internas &;(z,y, z, t), pela Equagao (33)
e considerando aplicadas as mesmas propriedades cinematicas do modelo de placa de
Kirchhoff, Equagao (77); define-se o campo de deslocamento interno auxiliar w;(z,y, z,t)

apresentado na Equagcao (78).

€z O 0x?
ov 9*w
e(x,y,2,t) = |gy| = 3_y = _Z(9_y2 (77)
Yy ou ov aQ'w
— 4+ .
LOy  Ox 228x8y_
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0%w;
—F 02

0*w;
s o

0%w;

0x0y |

&(x, Y, =z, t) =

-2z

Tal como apresentado por Pradhan e Phadikar (2009), Aksencer e Aydogdu (2011)
e Arash e Wang (2011), tem-se os momentos resultantes pela integracao em z das tensoes

nao-locais na placa na forma

sz’ O-xx
h/2
M, | = / oyy | 2dz (79)
—h/2
M, Oy

Pelos momentos fletores M,,, M, e M,,, as forcas de cisalhamento resultantes @),
e (), sdo definidas (PHADIKAR; PRADHAN, 2010).

OM,y, — OM,,
Q=5+ 5, (80)
OM,,  OM,,
= 1

Para o teorema de Hamilton, considerando dv = dxdydz e que sao despreziveis
os efeitos de inércia rotacional, as funcoes variacionais das energias potencial e cinética
sao dadas nas Equagoes (82) e (83). Para as forcas nao conservativas, adota-se que
o amortecimento viscoso e os carregamentos externos possuem componentes apenas na

direcao transversal z da placa, portanto, considera-se 6W,,. como apresentado na Equacao
(84).

Lo Ly *ow(x,y, Pow(x,y,t
/ / ( a::s €, Y, ) 8(2 ) Myy(@%ﬂ%"‘

Lz Ly ow(z,y,t) ddw(x,y,t)
— /0 /0 oh Iy o dzdy (83)

W = / / (”awx%t) f{;(x,y,t)) sw(z, y, )dedy (84)
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Substituindo as Equagoes (82), (83) e (84) no principio de Hamilton, Equagao (34),
obtém-se a equacao governante de equilibrio para placas de Kirchhoff a seguir, omitindo-se

os termos relacionados as condicoes de contorno.

0?w(x,y,t) pOw(z,y,t) O?* M, (z,y,t)
+C
ot? v ot ox? (85)
82 My (2,y,t)  0PMyy(2,y,1) )
Oxdy oy? WA

ph

Os momentos resultantes em termos das deflexoes transversais na placa sao obtidos
a partir da substitui¢ao das deformagoes definidas na Equacao (77) na relagao constitutiva
viscoeldstica nao-local, Equacao (70), resultando nas Equagoes (86), (87) e (88).

_ [0%w z,y,t O*w x,y,t
(1= (ega)’V?) Mm(ar,y,t)z—Eo(%y)D{ éxgy L iy éyzy )}+

+ i Ei(z,y)D :32@8(;1;, 2 + Vﬁzwg;y, t)}
% = Qi(z,y) {ywéf:gy’t) - ngi;y’w: i=1,. .. NI Y
—8311;;’8?’0 = Qi(z,y) [a%g;;y,t) - 8%";;5;%0_ i=1,...,NI
(1 = (0)>V?) Myy(,y,t) = —Eo(a,y) D {Va%"éz; y.t) | angZ; yﬂf)} N

+ Z Ei(z,y)D :ya%gi;y,t) + a%g”;;y’t)}
—83%5(6%?’0 = Oy(z,y) [82wéxx,2y,t) - 8%’;;?”0_ i—=1,... NI Y
—83%;%?’t) = Qi(z,y) {8%29;,2;/,1&) - 82@5;%&' i=1,...,NI
(1= (e0a)?V?) Myy(z,y,t) =

— Eole,)D (-1 Fulrnd) . ZE v9)D >—82w5;gj’t> .

Rt Gl e m s B
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onde D é a rigidez a flexdao da placa normalizada em relacio ao médulo viscoeldstico de

relaxacao E*, dada por

_ h3

D=— 89
12(1 — 12) (89)

Conduzidas derivadas parciais nas Equagoes (86), (87) e (88), com a substitui¢ao
na equacao governante de equilibrio do sistema, Equacao (85), é resultada a equagao de
movimento que descreve a dinamica de uma placa de Kirchhoff viscoelastica nao-local pela

acao de forcas dissipativas de amortecimento viscoso e de carregamentos transversais.

62 82 62 7 810 "
|:1_<€0a)2 (@_Fa_yg)] < atg ng_fw(xay7t>)+

_ 52 Puw  Puw] &
D@ {EO(I Y) [8 Va—yQ} - ;Ez(%y) [ }+
_ 52 02w all P a w,
D5 {Eo(x,w {va— —} - ZE(m y { }
o _ 0*w,;
+28$8y Eo(z,y)D (1 —v) &an X;E z,y)D 1_V)5x(?y]_0
82 83’12)7; 82 82w 82@- 1
O0x? 8x28t) - 02?2 Llw.y) D22 a2 ) =L, N (90)
0? [ Puw; 0? Pw  0*w;
92 8y28t> = 522 | M@0 57 5 i=1....NI

y? \ 0x20t ay? | x?2  0x? )|

0? [ PPw; 0* T *w 0w, \ ]

v = | Q(, -~ _ =1,...,NI
y? 8y20t> dy? | (0) y* 0y* )] Z

O*w; [ Pw; 0? Pw  O*w; ,
D0y <8xayat> ~ 920y [Qi(x’y) <(9x8y N (%cay)] i=1..., N

Na Equagao (90), as dependéncias das coordenadas espaciais e do tempo dos cam-
pos de deslocamentos foram omitidas por questoes de espaco e melhor compreensao da
equagao de movimento. Ademais, exceto a primeira equacao em (90), todas as demais
sao as i-ésimas equacoes de evolucao dos deslocamentos internos auxiliares associados as

1-ésimas variaveis internas. Por fim, em similaridade ao modelo de viga de Euler-Bernoulli

apresentado na Equacgao (51), a equagao de movimento para a placa em (90) ocorre com
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propriedades analogas no sentido de que trata-se de um modelo generalizado ao se conside-
rar nao-localidade, viscoelasticidade e amortecimento viscoso. Pode-se reiterar, inclusive,
que o modelo elastico nao-local pode ser recuperado anulando-se as i-ésimas amplitudes
de relaxacao E; e substituindo o moédulo viscoelastico de alta frequéncia Ey pelo médulo
de elasticidade F para um modelo eldstico de placa de Kirchhoff. Além disso, o amor-
tecimento externo pode ser anulado, C;; = 0, bem como os modelos locais elastico ou
viscoeldstico de placa de Kirchhoff podem ser obtidos considerando ega = 0. Novamente,
em relacao as i-ésimas variaveis internas, essas ocorreram, também a partir de uma esco-
lha ad-hoc, como derivadas a quarta de deslocamentos internos w;. As i-ésimas equacoes

de evolugao das varidveis internas na Equacao (90) s@o, entao, respectivas as derivadas
2 2 2

My, 0°M,y, o 0° My,

ox? 7 Oy? 0xdy ’

segundas dos momentos fletores M,,, M,, e M,,, dadas por

considerando as Equagoes (86), (87) e (88), respectivamente.

1.5.3 Modelo de elementos finitos: Placa de Kirchhoff ndo-local viscoelédstica

O modelo de elementos finitos para uma placa de Kirchhoff nao-local viscoelastica
é obtido aplicando a técnica de Galerkin, baseando-se nas referéncias (PHADIKAR,;
PRADHAN, 2010; REDDY, 1993). O dominio da placa é discretizado em N = N, N,
elementos finitos retangulares de comprimentos laterais [, = L, /N, e l, = L,/N, onde
N, e N, sao as quantidades de elementos finitos ao longo das coordenadas espaciais z e
y definidas no plano médio da placa, respectivamente. Sao considerados quatro nés por
elemento finito, sendo Ny = [z, ¥e|, No = [Zeq1, Ye|, N3 = [Ze, Yer1] € Ny = [Teq1, Yer1] as
localizagoes nodais, onde x. e z..1 sao localizagoes nodais definidas na coordenada espa-
cial z, enquanto que ¥y, € y.+1, em y. O dominio espacial {2, de um e-ésimo elemento finito
é definido por = € [z¢, Tey1] € Y € [Ye, Yer1]. Dessa forma, tem-se as relagoes l, = xo1 1 — .
e ly = Yet1 — Ye entre as localizacoes nodais e as dimensoes elementares. Dessas definicoes,

estabelecem-se as coordenadas locais elementares = € [0;1,] e § € [0;1,], com T =z — =,

ey =y~ Ye
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Para um e-ésimo elemento finito, tem-se integrais de residuos ponderados por

/ E { [1— (e0a)*V?] (phf—tf + C{;%—f — ful, y)) +
+aa—; Ey(z,9)D (Z%) + u%) — :VZZEZ(.f,g)D (%;;’ ui;;:) +
+ %22 Ey(z,9)D (ya%) %) — iE’,(m,y}D (u%zxu; 88;;> +
+2£;y Fo(7,5)D (1 —v) ;:;”y - g;]z[) (1-v) g;gz] } xdzdg = 0

82 82@ 82 ~ 8211} 82?1_)1‘ o
o7 (0352(%) T o [Q"(x’y) <@ B >] } xdady =0 (o1)

0*w; [ Pw; 0* |- Pw  O*w;
’ ) - Qi(z,9) | =—— — : dzdy =0
072 <8y28t) 0707 [ (#9) (8x8y ﬁxay)}}x e
onde a funcao de ponderacao y ¢é funcao das coordenadas elementares Z e § e adotou-se
a notacio (e)(Z,7) = (8)(Z + ¢, 7 + y.) para indicar a transformacdo de coordenadas.

Pelo teorema de Green (REDDY, 1993; REDDY, 2013), empregando-se integragoes

por partes na Equagao (91), a formulagao fraca é obtida.

/ I(z,7)dzdy +% B(s)ds =0 (92)
Qe .
onde I(z,y) contém os termos bilineares e simétricos em w e em x ou lineares em Yy,
integrados no dominio €2, do e-ésimo elemento finito da placa, enquanto em B(s) ocorrem
termos determinados a partir das condigcoes de contorno definidas na fronteira I'. do e-

ésimo elemento finito. Os integrandos I(Z,y) e B(s) sao apresentados conforme segue.
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I(7,9) = [ h%%” + +C£L5§f ﬂlﬁ(‘,@,t)} X+
+ (e0a)*V { ?;;U C;a;ﬂ - Vx + (e0a)* V= [, ( )+
oot (B2 002) S in (20 22)] 25
+ |Eo(z,5)D <ug; ?92 ) g:Ei(:z’,g)D <u%2;zz + %2;0 g;@
v 2| Eyz 9)D (1 - v) ;;;”y - :VZIIEZ.@,@D (1—v) g;g’;] ggy
:% — (7, 9) (?9?;) — %qu;) g;f i=1,...,NI ®3)
:%_Qi@,g) (g;f_%?:): gz i=1,... NI
% —Q(z,7) (?;;5 %2;’) 22;; i=1,...,NI
af;’;uéy — (@9 c‘)aajgy g;gm Qa:(;(y i=1...,NI

82'(1) " aw <11

B(s) = (cwn® { ~ g |h S + L5+ Fitwo)|

(94
~Fuem0G ] - v ME,

on " on

Conforme Reddy (1993) e Phadikar e Pradhan (2010), em relacdo a fronteira I,
do elemento finito, n e s sao as coordenadas normal e tangencial, respectivamente; n, e
n, sao os componentes do vetor 7 unitdrio normal a I'., VX e ML sao forgas cortantes e
momentos fletores locais definidos em funcao das coordenadas n e s e o operador o é

dado por

0 0 0

Ainda conforme Reddy (1993) e Phadikar e Pradhan (2010), os carregamentos
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resultantes no contorno, V¥ e ML

. sao relacionados aos momentos fletores, M,,, M,, e

M, ,, e forcas cortantes resultantes, @), e @), por

My, = Myunl + 2Myynan, + My,n? (96)
M, = (ni — nz) My + [Myy, — My ngny, (97)
V—Qn+@n+na na M (98)
n — wally ylty xag yaa_: ns
Para cada né em um elemento finito tem-se trés graus de liberdade, a saber, a de-
~ . Ow Ow . ) . .
flexao transversal w e as rotagoes s e s as variaveis primarias do sistema discretizado.
x Y

Um polinémio de 12 termos é adotado para a interpolacao dos deslocamentos transversais
w(x,t) e suas derivadas em x e em y no interior de cada elemento finito (REDDY, 1993;
KRAUTHAMMER; VENTSEL, 2001; PHADIKAR; PRADHAN, 2010). Considerando

as localizagoes nodais e o sistema de coordenadas local elementar adotado, tem-se
w(z,7.1) = N (7, 7)qe(t)

wi(Z,7,t) = NY(Z,9)qes(t) , i=1,2,...,NI (99)

onde N(z,y) é o vetor de fungoes de forma, q.(t) é o vetor contendo os deslocamentos
generalizados nodais e q.;(t) é o respectivo vetor de deslocamentos internos auxiliares
respectivos a i-ésima variavel interno do modelo viscoelastico de relaxacao adotado.

O vetor de deslocamentos nodais generalizado q.(t) e o respectivo i-ésimo interno

Qei(t) sdo, respectivamente, definidos como

Ae(t) = [Ae1(t) de2(t) des(t) qea(t)]” (100)

Qei(t) = [@eir(t)  Qeiz(t) Qeis(t) Qeas(t)]” | i=1,2,... NI (101)

onde o n-ésimo vetor qe,(t) contém os graus de liberdade associados ao né6 N, sendo

Qein(t) 0 respectivo i-ésimo deslocamento interno, dados por

(102)

Qen(t) = |w(z, v, 1) ow(x,y,t) 0w(m,y,t)1

ox Jy

Nn



Qein(t) = |@i(2,y,1) awz(;;yat) 3wz(§?;y, t)} .
O vetor N(z,y) ¢ dado por
N('T7 Zj) =
2z 2% 3zy* 3y 22y 3xky zy 2% 372
_W ly_3 W_@_Q_ZZE?)@ leZy_lxly I 2
Py 2wty wy @ 22°
- 2 - _2 - + xXr
Ix“ly  lxly ly Ix lx
TPy 23y 29 Ty
T T T TR TR
2z 3zyt 22y 3r%y  xmy 213 37P
lz ly3 I ly2 I3 ly = ly lzly ot R?
i:?’y 3_32y 73 72
i ly m i Iz
YR 2Tyt Ty
wly? lly Iz
20y 2y°  3xzy? 3y 2x%y  37%y Ty
Ll W Gkt W Bl ly
»y  27% Ty
2ly  lxly ly
RTE i T
Sl W ly Iy
2x 0 3y 233y 3ty Ty
el el Pl LPly Ilrly
Py Ty
Ly lwly
ry® Tyt
L Iz Iy a M
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(103)

(104)

Com a substituigdo da Equagao (99) na Equagao (92), considerando a defini¢ao

dada pela Equagao (21) sobre os médulos viscoeldsticos de relaxagao de baixa e alta

frequéncias, o modelo de elementos finitos para a placa de Kirchhoff pode ser obtido na

forma de uma equagao de movimento do sistema discretizado, igual a Equagao (60), porém

redefinindo as matrizes e os vetores. Para a placa de Kirchhoff viscoelastica nao-local, as



ly pla
Kf:/ / Ei(j+$e>g+ye)
0 0

matrizes e o vetor de carregamentos generalizado sao definidos como segue

ly pla
M, = ph / NN dzdiy+
0 0

ly (le
+ (ega) ph/ / VN - VNTdzdy — (epa)®ph 0 [N] N”ds

r. @n

ly ple
D.=C, / NN7dzdg+
0 0
la

ly 1!
+ (eoa)QC';/ VN - VN?dzdyj — (epa)*C,, ]{ % [N]N”ds
o Jo .

[ l 2 A NEA 2 2N\
v [le _ 92N 92N 9°N 0°N
:/ / Eoo(Z + e, § + ye)D [———Fu(——
0 0

0x? 0x? 0z? 0y?
0°N 9°N7T 0°N 9°NT 0N 9°NT7
— — - — +2(1—v) ———— dy
0y? 0x2 0y? 0y? 0x0y 0Ty

S[PNONT (PNONT PN PN
052 07 072 0 | o o
02N 92N” 92N 92NT
ININ L on- d7dj
oz o 2V 5585 8$8y} ey

e [l ®’N O’NT 9N 9°N”
Ko, = [ [ et anrin |
0 0

K

052 072 | 0w o

0PN 9’°NT 2N o>°NT  9°N 9°NT|
- - - — + ———— | dzdy
oy? 0x? oy? 0y 00y 0Ty

_/ly /lz 82N82NT+5’2N62NT+82N82NT+
“Jo Jo |Ooz2 ox2 072 02 0y O

PN O*NT  9°N °NT]
- — + —————| dzdy
0y% 0y 00y 0Ty

Ly pla
/ / (e0a)’V°N] f(Z + T, § + ye, t)dTdy+

Of "o _ ON
~ (o) 74 ot ON = L5+

+VEN — ME ZN ds
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(110)
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Da mesma forma que o modelo de elementos finitos para vigas de Euler-Bernoulli,
uma vez definidas as matrizes e os vetores elementares para o modelo nao-local vis-
coelastico de placa de Kirchhoff, as matrizes e vetores globais podem ser obtidos pelas
técnicas de montagem cldssicas na literatura do Método dos Elementos Finitos (REDDY,
1993; RAO, 2010).

1.6 Modelo Espaco de Estado e a Determinagao de Parametros Modais

Nas Subsegoes 1.4.3 e 1.5.3, modelos de elementos finitos elementares de viga de
Euler-Bernoulli e placa de Kirchhoff nao-locais viscoelédsticos foram desenvolvidos mate-
maticamente, tendo, como resultado, equacoes de movimento elementares respectivas aos
sistemas discretizados. Realizados os vetores e matrizes globais do MEF, obtidos pelas
técnicas de montagem cldssicas na literatura do Método dos Elementos Finitos (REDDY,,

1993; RAO, 2010), tem-se a equagao de movimento global do modelo discretizado por

IMq@+JRW)+<Km+§:KJcW)—§:Kﬂm):P@) 112

Kq;(t) + Ko,qi(t) — Ko,q(t) =0, i=1,2,..,NI

onde M e D sao, respectivamente, as matrizes globais de massa e amortecimento, K.,
¢ a matriz global de rigidez de baixa frequéncia, K; e Kgq, sao, respectivamente, as -
ésimas matrizes globais associadas aos parametros viscoeldsticos F; e €2; de uma i-ésima
varidvel interna, K é a matriz global respectiva & matriz elementar K, e P é o vetor global
contendo os carregamentos generalizados.

Para a representacao em espacgo de estados do MEF global viscoelastico, considera-

se um vetor de estados X, dado por

q(t)
q(t)

q,(t
x gl( ) (113)
q5(t)
vl
Considerando as Equagoes (113) e (112), tem-se
X = AX + BU (114)

onde A é a matriz de estado, U é o vetor de entrada e B a matriz de entrada, dados,
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respectivamente, por

0 I 0 0 0
—MilKO —-M-'D MilKl MilKg s MilKN]
K'K 0 ~K 'K 0 0
A=|_ ™ e (115)
K"K, 0 0 K 'Kq, - 0
_K_lKQNI 0 0 0 _K_IKQNI
B=[0,M"'0,--,0] (117)

A partir da representacao em espaco de estados, por exemplo, os polos do sistema
podem ser obtidos calculando-se os autovalores da matriz de estado A, dada pela Equacao
(115) (INMAN;, 2014). Para um n-ésimo polo complexo, as respectivas frequéncias natu-

rais w, e razoes de amortecimento (, sao calculadas por

wn = v/Re(s,)? + Im(s,,)?
¢ = _ Re(sn) (118)

Wn

onde a notagdo Re(e) e Im(e) indica a extracao das partes real e imagindria, respectiva-
mente, da variavel (o) (INMAN, 2014).

Os polos relacionados aos deslocamentos generalizados fisicos se apresentam na
forma de pares complexos conjugados, enquanto que os associados aos graus de liberdade
pelas varidveis internas de dissipagdo sdo puramente reais (GOLLA; HUGHES, 1985;
MCTAVISH; HUGHES, 1992; MCTAVISH; HUGHES, 1993; LESIEUTRE; BIANCHINTI,
1995). A quantidade de polos total depende da quantidade de graus de liberdade do
sistema discretizado e da quantidade de campos de deslocamentos internos. Nos modelos
de viga e placa viscoelasticos propostos nessa tese, para um total de Z deslocamentos
generalizados fisicos, tem-se Z deslocamentos internos para cada um dos i-ésimos campos
de deslocamentos internos. Logo a quantidade de polos total é dada por (2 + NI)Z.

A determinacao dos parametros modais é considerada como o problema direto a
ser utilizado na construgao de problemas inversos de estimacao de parametros e selecao
de modelos nesta tese. Todas as simulacoes computacionais dos modelos viscoelasticos
nao-locais de viga e placa apresentados nessa tese foram implementados elaborando-se

c6digos e utilizando os recursos numéricos do software MATLAB®.
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2 INFERENCIA BAYESIANA: ESTIMACAO DE PARAMETROS E
SELECAO DE CLASSES DE MODELOS

Problemas inversos de estimagao de parametros ocorrem quando ha a necessi-
dade de se estimar os parametros de uma determinada classe de modelos a partir de
um fenoémeno fisico observado (FOX; NICHOLLS; TAN, 2010; KAIPIO; SOMERSALO,
2006). Os dados experimentais sao dependentes das propriedades fisicas do sistema e
do processo de medicao experimental. Proposto um modelo tedrico para a descricao dos
fenomenos fisicos envolvidos, as grandezas de interesse, que sao os parametros desconhe-
cidos desse modelo, sao estimadas extraindo informacgoes sobre o sistema a partir dos
dados experimentais (FOX; NICHOLLS; TAN, 2010; KAIPIO; SOMERSALO, 2006). Na
pratica, os dados experimentais sao comumente corrompidos por ruido e, além disso, os
modelos tedricos propostos apresentam sempre algum nivel de erro de modelagem. Dessa
forma, sao consequentemente incertas quaisquer inferéncias de parametros para o sistema
investigado. Para o tratamento das incertezas em problemas inversos de estimacao de
parametros, basicamente, tem-se as abordagens probabilisticas Frequentista e Bayesiana
(NICHOLS et al., 2010; NICHOLS; MOORE; MURPHY, 2011).

Na perspectiva do paradigma Frequentista, pelo método da maxima wverossimi-
lhanga, o problema inverso é formulado como um problema de otimizagao, onde a proba-
bilidade de ocorréncia dos dados experimentais é maximizada (FOX; NICHOLLS; TAN,
2010; NICHOLS et al., 2010; NICHOLS; MOORE; MURPHY, 2011). Dessa forma, a
solucao do problema inverso se resume, geralmente, a determinacao de um valor pa-
ramétrico pontual, tal que a respectiva predi¢ao 6tima pelo modelo tedrico é aquela que
melhor se aproxima aos dados experimentais (FOX; NICHOLLS; TAN, 2010; NICHOLS
et al., 2010; NICHOLS; MOORE; MURPHY, 2011).

Diferentemente, por abordagem Bayesiana, os parametros a serem estimados sao
modelados como variaveis aleatérias e as incertezas sao representadas por meio de fungoes
densidade de probabilidade (FOX; NICHOLLS; TAN, 2010; KAIPIO; SOMERSALO,
2006). O estado de conhecimento a priori sobre os parametros é considerado e introduzido
na formulacao por meio da PDF a priort dos parametros. Pelo Teorema de Bayes, tem-se
a PDF a posteriori dos parametros. Esta representa o estado de conhecimento atualizado
sobre os parametros do modelo apds serem considerados os dados experimentais pela
funcao de werossimilhan¢a (KAIPIO; SOMERSALO, 2006). Propriedades estatisticas
sobre os parametros estimados podem ser obtidas a partir da PDF a posteriori, incluindo,
por exemplo, as médias e os intervalos de confianca (KAIPIO; SOMERSALO, 2006).
A principal caracteristica da abordagem Bayesiana é a possibilidade da identificacao de
toda a regiao de solugao no espago paramétrico, de acordo com as respectivas densidades

de probabilidade pela PDF a posterior: dos parametros. Portanto, permite-se avaliar,
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generalizadamente, o impacto das incertezas nas estimativas dos parametros de interesse.

Além da aplicacao para problemas inversos de estimacao de parametros, inferéncia
Bayesiana é também apropriada para problemas inversos de selecao de classes de modelos
e realizacao de médias de modelos. Pelo formalismo Bayesiano, dado um conjunto de
classes de modelos propostas para a modelagem do sistema, as expectativas iniciais em
relacao a cada uma das classes de modelos sao representadas na forma de plausibilidades a
priori e a solucao do problema inverso é a obtencao das plausibilidades a posteriori, sendo
estas o conhecimento atualizado sobre as plausibilidades das classes de modelos, apds te-
rem sido considerados os dados experimentais pelas evidéncias das classes de modelos.
Obtidas as plausibilidades a posteriori de todas as classes de modelos, o ranqueamento
delas é realizado, podendo ser selecionada a mais plausivel. Por fim, quando da existéncia
de mais de uma classe de modelos plausivel, pode-se proceder a média Bayesiana dos mo-
delos (BECK; YUEN, 2004; CHEUNG; BECK, 2010; YUEN, 2010). Por esse processo,
os valores esperados das predicoes investigadas sao obtidos condicionados aos dados ex-
perimentais e ponderados considerando todas as classes de modelos propostas, de acordo
com as respectivas plausibilidades a posteriori.

No ambito dos objetivos desta tese, tem-se a analise de problemas inversos de es-
timacao de parametros e selecao de classes de modelos por inferéncia Bayesiana, sendo
considerados modelos nao-locais viscoelasticos de nanoestruturas. A metodologia se jus-
tifica diante das inevitaveis incertezas em modelagem e experimentagao de qualquer
sistema dinamico real (KAIPIO; SOMERSALO, 2006; FOX; NICHOLLS; TAN, 2010;
YUEN, 2010; BURNHAM; ANDERSON, 1998; MUTO; BECK, 2008; LECOMTE et al.,
2012). Neste contexto, destaca-se um acréscimo no nivel de complexidade do processo
inferéncia quando se trabalha em nanoescala, uma vez que existem as dificuldades em
experimentacao de alta precisao e a complexidade em modelagem dos efeitos de escala e
de amortecimento quando se lida com nanoestruturas (LEI et al., 2013; KARLICIC et al.,
2016). Para a obtengao de amostras da PDF a posteriori dos parametros e das evidéncias
das classes de modelos é adotado o Transitional Markov Chain Monte Carlo, proposto

originalmente por Ching e Chen (2007).

2.1 Estimacao de parametros

Considerando uma particular classe de modelos M para a descricao de um sistema,
sendo @ € R o vetor de N, parametros desconhecidos a serem estimados e y, € R
o vetor de N, observagoes experimentais, de acordo com o Teorema de Bayes, a PDF a
posteriori m(0|yg, M) é dada por

_ 7(y5l8, M)m(0|M)

m(0lye, M) = el M) (119)
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onde 7(yg|0, M) é a funcao de verossimilhanga, m(8|M) é a fun¢ao densidade de pro-
babilidade a priori, que descreve o nivel de informagao em relacao aos parametros antes
de serem considerados os dados experimentais, e 7(yg, M) é a verossimilhan¢a marginal,

também denominada evidéncia da classe de modelos M, definida como

w(relM) = [ wlyelo. Myz(6lM)d0 (120)
onde R™e representa o dominio do vetor de parametros incertos 8 (KAIPIO; SOMER-
SALO, 2006; FOX; NICHOLLS; TAN, 2010; CHEUNG; BECK, 2010; BECK, 2010). A
evidéncia de uma classe de modelos representa um elemento fundamental nos problemas
de selecao de classes de modelos e média de modelos por inferéncia Bayesiana (CHEUNG;
BECK, 2010; BECK, 2010; YUEN, 2010). No entanto, ao nivel dos problemas inversos
de estimacao de parametros, ela ocorre apenas como um fator de escala, de forma que a
PDF a posteriori seja normalizada a uma unidade (YUEN, 2010; RUSSEL et al., 2019;
HERNANDEZ; CASTELLO; MATT, 2018).

No que se refere a PDF a priori do parametros do modelo, tem-se que, comu-
mente, o que existe é um conhecimento qualitativo e, segundo Kaipio e Somersalo (2006),
a questao é tratar quantitativamente a informacao de forma que se possa expressa-la
adequadamente por meio de uma PDF. Este passo da formulacao do problema inverso
pode ser consideravelmente critico quando se dispoe de dados experimentais limitados ou
pouco informativos, cenario em que os impactos das escolhas das PDF's a priori tendem a
ser mais significativos na solu¢ao de um problema inverso (SIMOEN; PAPADIMITRIOU;
LOMBAERT, 2013; MADIREDDY; SISTA; VEMAGANTI, 2015; RAPPEL et al., 2016).
Ademais, a escolha da PDF a priori 7(68|M) pode permitir a regularizagdo de problemas
inversos mal-postos (BECK, 2010).

Acerca da funcao de verossimilhanca, consideragoes podem ser realizadas em relacao
ao modelo e ao ruido inerente a medigao experimental. Em aplicagoes reais, a fisica que go-
verna o sistema pode nao ser totalmente bem compreendida e o que se propoe é uma classe
de modelos M para uma a representacao aproximada do sistema real em investigacao
(BECK, 2010). Portanto, define-se um operador problema direto A(9) : R s RV em
funcao do vetor de parametros desconhecidos 6 e, adicionalmente, um operador problema
direto acurado A (@), capaz da descricao de todos os mecanismos fisicos do sistema ana-
lisado, em funcdo de seus préprios parametros @ (FARIA; STUTZ; CASTELLO, 2020).
Pode-se definir o modelo de observagao, relacionando as predicoes tedricas A(0) aos dados
experimentais y 5, por (KOLEHMAINEN et al., 2011)

Yyp=A0) +te=A0)+e+[A0)—A0)] =
=A(0) +e+1(0,0)
—A(0) +¢ (121)
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onde € € RN ¢ o vetor aleatdério que representa os erros de medicido experimental,
¥(0,0) € RV representa as discrepancias de modelagem, dadas por ¥ = [A(6) — A(0)],
e € é a variavel de erro global, que representa tanto o ruido aditivo por erros de medi¢ao
experimental, €, quanto os erros de modelagem representados por (0, 0) (KOLEHMAI-
NEN et al., 2011; FARIA; STUTZ; CASTELLO, 2020). Destaca-se que as discrepancias
entre os dados experimentais yj e as predicdes acuradas pelo operador A(8) poderiam
ser completamente descritas pelo ruido aditivo experimental € (KOLEHMAINEN et al.,
2011; FARIA; STUTZ; CASTELLO, 2020). Por outro lado, tem-se que, ao se adotar um
modelo com menor acurécia, além dos erros de predi¢ao experimental, deverao ser levados
em conta os erros de modelagem 1 (KENNEDY; O’HAGAN, 2001; BRYNJARSDOTTIR,;
O’'HAGAN, 2014; KOLEHMAINEN et al., 2011; FARIA; STUTZ; CASTELLO, 2020).
Segundo Brynjarsdéttir e O’Hagan (2014), negligenciar as discrepancias de modelagem
pode levar a estimativas tendenciosas e com curtos intervalos de credibilidade para os
parametros estimados.

Para a construcao da funcgao de wverossimilhanca, adota-se uma hipotese ad-hoc
em relagao aos erros de modelagem, tal que é assumido que o erro global € pode ser
descrito de acordo com uma distribuicao normal Gaussiana com média nula e uma matriz
de covariancia ¥z desconhecida, tal que essa pode ser recuperada junto aos parametros
estimados no problema inverso (FARIA; STUTZ; CASTELLO, 2020). Por esta hipétese,

tem-se que a funcao de verossimilhanca é dada por

ﬂ-(yEyev M) =

1 (122)

V(2m)N/det (Se)

onde o operador problema direto A (8| M) é definido para representar a obtengao de

exp |~ (s — AGM) = (y; — AB]M)

predigoes pela classe de modelos M. Neste caso, ao se estimar a matriz de covariancia
do erro aditivo global €, sao levados em conta, conjuntamente, a covariancia do ruido
experimental, €, e as discrepancias de modelo, (0, 0). Se classes de modelos que re-
cuperam predi¢oes menos acuradas forem adotadas na construgao do problema inverso,
covariancias de maiores magnitudes tenderao a ter ocorréncia nas estimativas da matriz
Yz, impactando em maiores intervalos de credibilidade para as estimativas paramétricas
e predigoes quando solucionado o problema inverso.

Por fim, cabe destacar que outras metodologias para modelagem da discrepancia de
modelos em problemas inversos de estimacgao de parametros, inclusive mais sofisticadas,
sao apresentadas na literatura, podendo citar os autores Kennedy e O’Hagan (2001),
Kolehmainen et al. (2011) e Brynjarsdéttir e O’Hagan (2014) como referéncias. Nesta
tese, as hipdteses adotadas para os erros de modelagem, apesar de simplistas, foram

verificadas como razoaveis para os problemas inversos abordados.
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2.1.1 Propriedades estatisticas dos parametros a partir da PDF a posteriori

Diversas propriedades estatisticas podem ser extraidas a partir da PDF a posteriori
dos parametros. Algumas dessas propriedades sao destacas conforme segue.

O estimador maximo a posteriori (MAP), de forma semelhante ao estimador
maxima verossimilhanca, ¢ um estimador pontual, ou seja, fornece apenas um valor pon-
tual para o vetor de parametros e é geralmente obtido a partir da defini¢ao de um problema
de otimizagao. Como resultado, tem-se as configuracoes paramétricas 6timas que recu-
peram o valor maximo da PDF a posteriori. Segundo Muto e Beck (2008), através desse
estimador sao possiveis compreensoes importantes sobre a topologia da PDF a posterior:.
Pode haver unicidade de solugao e apenas um vetor de parametros étimos ser obtido, po-
dem haver multiplas solugoes discretas, verificando-se mais de uma combinacao de valores
paramétricos otimos, e, quando a prior: nao é informativa a ponto da identificacao da
MAP ser um problema bem-condicionado, infinitas combinagoes paramétricas 6timas no
dominio de solu¢ao podem haver entre dois ou mais parametros (MUTO; BECK, 2008;
BECK, 2010).

Outras propriedades estatisticas sdo integracoes no espaco paramétrico RV¢. Para

uma variavel f(0) em funcao de 6, tem-se

Eoyy,, [f(0)lys, M] = - f(0)m(8]yrs, M)d6 (123)
onde Egyy, representa a expectativa probabilistica do valor da funcao f(@) ponderada pela
PDF a posteriori ©(0]ys, M) (KAIPIO; SOMERSALO, 2006; YUEN, 2010; EHLERS,
2011). Por exemplo, com f(@) = 0 determina-se a média dos parametros e, com f(0) =
(0 — n)(@ — p)T, determina-se a covariancia entre os parametros, ambas condicionadas
ao vetor de dados experimentais, yg, e a classe de modelos M (KAIPIO; SOMERSALO,
2006; YUEN, 2010; EHLERS, 2011).

A determinacao de uma funcao densidade de probabilidade marginal para um k-
ésimo parametro 0, é realizada por (KAIPIO; SOMERSALO, 2006)

W(ka’E, M) = /N 7T(¢91, 02, ey 0]\[0 |YE, M)d@ldeg...d@k_1d9k+1...d6N9 (124)
RO

Intervalos de credibilidade para um k-ésimo parametro, I, podem ser determinados

estabelecendo um percentual de confianca P para o qual I(P) = [ay, b], onde ay e by

sao os limites inferior e superior do parametro em questao, através da equagao (KAIPIO;
SOMERSALO, 2006)

ag [e.e] P
0.)dx, = 0.)df, = — 12
/_OOW( k)dxy /bk (k) dO 500 (125)
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2.1.2 Métodos de Monte Carlo com Cadeias de Markov

Para a solucao de problemas inversos de estimacgao de parametros por inferéncia
Bayesiana, depende-se da escolha de uma metodologia conveniente de exploracao da dis-
tribuigdo a posteriori dos parametros (KAIPIO; SOMERSALO, 2006). Conforme abor-
dado na Subsecao 2.1.1, propriedades estatisticas importantes em relacao aos parametros
sao extraidas a partir da PDF paramétrica conjunta a posteriori, com a realizagao de
integrais no espaco paramétrico R (KAIPIO; SOMERSALO, 2006). Pelas complexi-
dades da funcao de werossimilhanc¢a, que pode ser nao-linear e definida em um espaco
paramétrico RY¢ altamente dimensional, solucoes analiticas sao dificilmente possiveis e
técnicas baseadas em amostragem para exploracao da PDF a posteriori sao amplamente
empregadas, principalmente métodos de Monte Carlo com Cadeias de Markov (MCMC)
(FOX; NICHOLLS; TAN, 2010; KAIPIO; SOMERSALO, 2006; YUEN, 2010; RAPPEL
et al., 2016).

Métodos MCMC consistem de uma familia de métodos para a geracao de uma
Cadeia de Markov {6*,0?,...,6"*} ergodicamente distribuida de acordo com uma PDF
alvo (FOX; NICHOLLS; TAN, 2010; KAIPIO; SOMERSALO, 2006). O termo Cadeia de
Markov, associado ao método de integracao de Monte Carlo, diz respeito a uma sequéncia
de varidveis aleatérias; 0,02, ... ; em que o estado atual ¢ da cadeia, 6', foi gerado de-
pendendo somente do estado anterior, 8! (FOX; NICHOLLS; TAN, 2010; KAIPIO;
SOMERSALO, 2006; EHLERS, 2011). Se uma quantidade suficiente de amostras N, ¢é
gerada, por integracao de Monte Carlo, as propriedades estatisticas da cadeia de Markov,
como a média e a variancia, serao aproximacoes numéricas acuradas em relagao as res-
pectivas propriedades estatisticas da PDF alvo (METROPOLIS; ULAM, 1949; KAIPIO;
SOMERSALOQO, 2006; EHLERS, 2011; FOX; NICHOLLS; TAN, 2010; KAIPIO; SOMER-
SALO, 2006). A Equagao (123), por integragao de Monte Carlo, é aproximada por

N,

1 2 Z

Eolye [£(0)lye, M) = | f(0)m(6lys, M)d0 ~ >  f(8') (126)
R0 S =1

Um método MCMC cléssico é o algoritmo de Metropolis-Hastings (METROPOLIS;

ULAM, 1949; METROPOLIS et al., 1953; HASTINGS, 1970). Definindo um estado inicial

para a cadeia como 8' € RNo ¢ t = 1 como um contador de iteracoes, o método consiste

na conducao iterativa de duas operagoes até que a quantidade desejada de amostras seja
obtida (LTANG; LIU; CARROLL, 2010).

1- Proposicao: Um estado candidato para a cadeia, 8%, é proposto aleatoriamente com

o uso de uma distribuicdao de transicdo, ¢(6*|0"), com média no estado atual, 8"

2- Decisao: O novo estado é aceito ou nao, com probabilidade de aceite dada por um
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fator de aceitacao a., dado por

(0" |y s, M)q(676") (127)

Se aceito, 8" = 0" serd o estado atual da cadeia, se nao, 8! = 0'. O contador

de iteracoes ¢ atualizado, t =t + 1.

Apesar do classico algoritmo MH poder ser eficiente em diversas aplicagoes, ele
tende a nao ser adequado para problemas inversos cuja a PDF alvo é, por exemplo, mul-
tidimensional ou multimodal. Métodos MCMC diversos sao propostos na literatura para
se otimizar a geracao de cadeias de Markov em casos de PDFs alvo de dificil explorabi-
lidade, tais como aquelas definidas em um espaco altamente dimensional e com suporte
com formato complexo no espaco paramétrico R™V?. Nesse sentido, as contribuicoes na
literatura sao diversas, deixando-se referenciados os trabalhos dos autores Altekar et al.
(2004), Haario et al. (2006), Andrieu e Thoms (2008), Trias, Vecchio e Veitch (2009),
Liang, Liu e Carroll (2010), Nichols, Moore e Murphy (2011) e Farr, Kalogera e Luijten
(2014) como materiais dedicados as proposigoes de métodos MCMC.

Nesta tese, o algoritmo TMCMC proposto por Ching e Chen (2007) é adotado,

sendo este apresentado na Secao 2.4.

2.2 Selecao de classes de modelos

A quantificagao de quao bom é um determinado modelo esté associada ao equilibrio
entre a sua qualidade de ajuste aos dados experimentais e a sua complexidade (YUEN,
2010). Logo, a questao é o uso de um critério que quantifique o Principio da Navalha de
Occam (MACKAY, 2005) e o Principio do Modelo Parcimonioso (BURNHAM; ANDER-
SON, 1998), que regram pela preferéncia do modelo mais simples quando aqueles mais
complexos apresentam melhorias pouco significativas em relagao as discrepancias entre
a predicao tedrica e os dados experimentais (BURNHAM; ANDERSON, 1998; MUTO;
BECK, 2008).

Em inferéncia Bayesiana, o critério pelo qual se realizam as comparacoes entre
as diferentes classes de modelos consideradas sao as evidéncias das classes de modelos
(YUEN, 2010). De acordo com Muto e Beck (2008), a evidéncia de uma classe de modelos
é naturalmente a realizacao do Principio da Navalha de Occam e do Principio do Modelo
Parcimonioso, pois quantifica-se tanto a capacidade de recuperar os dados experimentais,
quanto também ¢ realizada a penalizacao das classes de modelos de maior complexidade
(BECK; YUEN, 2004; CHEUNG; BECK, 2010).

Considerando um conjunto finito de N, classes de modelos para inferéncia, M =
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[M17M27 7MN

class]’

selegao de classes de modelos é estabelecido como (MUTO; BECK, 2008)

o Teorema de Bayes aplicado ao nivel de problemas inversos de

M;)P(M;| M
P(Milyg, M) = o EMIPMD

(128)
zi:1 T(ye|M;) P(M;| M)

onde P(M;|M) e P(M,;|lyg, M) sdo, respectivamente, as plausibilidades a priori e a

posterior: da i-ésima classe de modelos M;, tal que a sua respectiva evidéncia é dada por

w(yelMo) = [ wlyel6. M)r(6 )6 (120)
RYe

Considerando duas classes de modelos quaisquer em M, representadas por M; e

M., a comparacao Bayesiana entre elas pode ser interpretada de acordo as razoes entre

as respectivas plausibilidades a posteriori, obtidas através da Equacao (128), por

PM,;lyp, M) 7(yelM;) P(M;|M)

P(Mylyg, M) 7(yg|Mg) P(Mi|M) (130)

Pela Equagao (130), tem-se o quao relativamente mais provavel é a classe de mo-
delos M, em relagao a concorrente Mj. A primeira razao apés a igualdade é definida
como o fator de fator de Bayes BFu, u, (BF- Bayes Factor) (KASS; RAFTERY, 1995),
dado por

m(ye|M;)

T(yul M) (131)

BFum;m, =

O fator de Bayes mensura a evidéncia em favor da classe de modelos M; em
relagdo a classe de modelos M, (KASS; RAFTERY, 1995). Ele pode ser interpretado
considerando a escala de evidéncias proposta por Jeffreys (1948), resumida na Tabela 1,

conforme os autores Kass e Raftery (1995).

Tabela 1 - Escala de evidéncias proposta por Jeffreys (1948)

BFp; nm,  Evidéncia em favor da classe de modelos M

1a3?2 Nao é significativa
3,2 a10 Substancial
10 a 100 Forte

>100 Decisiva

Fonte: Adaptado de Kass e Raftery (1995, Pagina 777)

Cabem ser destacadas algumas das propriedades mensuradas em relagao as classes
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de modelos quando quantificadas as suas respectivas evidéncias. De acordo com os autores
Muto e Beck (2008), Cheung e Beck (2010) e Yuen (2010), o logaritmo natural da evidéncia

de uma classe de modelos pode ser expresso da seguinte forma

In [ (y 2| M,)] = / In [y 10, M,)] 7(6ly 2, M,)dO,+

RNe
[ [l |

(132)

onde a evidéncia do modelo é representada pela diferenca entre dois termos. Comparando
as Equagoes (132) e (123), verifica-se que o primeiro termo apés a igualdade em (132)
trata-se do logaritmo natural da média da funcao de verossimilhan¢a ponderada de acordo
com a PDF a posteriori dos parametros, sendo uma quantificacao da qualidade preditiva
da classe de modelos M em relagao aos dados experimentais (CHEUNG; BECK, 2010;
MUTO; BECK, 2008; YUEN, 2010). De semelhante modo, interpreta-se o segundo termo
apods a igualdade em (132) como a média do logaritmo natural da razao entre as PDFs a
postertort e a priori dos parametros, ponderada de acordo com a PDF a posterior: dos
parametros (CHEUNG; BECK, 2010; MUTO; BECK, 2008; YUEN, 2010), sendo reco-
nhecido como o ganho de informacao a partir dos dados experimentais y g, denominado
também como o termo de informacao de Kullback-Leibler ou, ainda, como Fator de Occam
(KULLBACK; LEIBLER, 1951; MACKAY, 2005; BURNHAM; ANDERSON, 1998). O
primeiro termo penaliza a baixa qualidade em recuperacao dos dados experimentais e o
segundo termo, a complexidade da classe de modelos (CHEUNG; BECK, 2010; MUTO;
BECK, 2008; YUEN, 2010). Portanto, de acordo com a interpretagao da Equagao (132),
tem-se que a selecao de modelos Bayesiana contempla o critério da navalha de Occam
(MACKAY, 2005; CHEUNG; BECK, 2010; MUTO; BECK, 2008; YUEN, 2010)

Ainda sobre a Equagao (132), alguns detalhes cabem ser destacados em relacao as
influéncias das informacoes a priori no problema inverso de selecao de classes de modelos.
Deve-se destacar que a PDF a priori dos parametros pode ter impacto significativo na
PDF a posteriori, sobretudo quando os dados experimentais sao limitados ou pouco in-
formativos (TROTTA, 2008; MADIREDDY; SISTA; VEMAGANTI, 2015). Esse aspecto
é importante pelo fato de que a PDF a posteriori dos parametros é a distribuicao que
pondera os dois termos que definem o logaritmo natural da evidéncia, conforme a Equacao
(132). Em relagao ao primeiro termo apos a igualdade na Equagao (2.1.2), notadamente,
se a regioes paramétricas de alta densidade de probabilidade sao distintas entre a funcao
de verossimilhanca e a PDF a priori dos parametros, a tendéncia é a obtencao de valores
reduzidos de qualidade de ajuste aos dados experimentais. Em relacao ao segundo termo
apds a igualdade na Equagao (132), quanto maior o ganho de informagao a partir dos
dados experimentais, menor o valor do logaritmo natural da evidéncia. Se a PDF a prior:

dos parametros ¢ muito pouco informativa ou nao-informativa, o ganho de informacao
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tende a ser muito alto, portanto havera maior impacto nos valores das evidéncias pelo
efeito de penalizacao por maior complexidade. Considerando o extremo oposto, se a
informacao a prior: é muito informativa, ou seja 7(0,|M;) ~ 7(0;|yr, M;); o segundo
termo tende a ser anulado e, portanto, reduz-se a penalizacao de classes de modelos mais
complexas. Neste extremo, a evidéncia tendera a mensurar apenas a qualidade de ajuste
aos dados experimentais e, nesse aspecto, tendencia-se que modelos mais complexos sejam
preferidos.

De foma similar a questao da determinagao da PDF a posteriori dos parametros,
por conta das complexidades da funcao de verossimilhanca, com esta podendo ser alta-
mente dimensional e nao linear, solugoes analiticas para a determinacao das evidéncias
das classes de modelos sao tipicamente nao trataveis e metodologias numéricas diversas
sdo propostas na literatura, conforme extensivamente revisado por Llorente et al. (2020).
Entre elas, existem opcoes de algoritmos para a amostragem da PDF a posterior: dos
parametros que realizam, paralelamente, a obtencao das evidéncias das classes de mode-
los. Tal como abordado por Llorente et al. (2020), tem-se, por exemplo, métodos baseados
na verticalizacao da funcao de wverossimilhanc¢a, como o algoritmo Nested Sampling, pro-
posto por Skilling (2006), métodos baseados em algoritmos de Amostragem Sequencial por
Importancia (Importance Sampling) (NEAL, 2001; TOKDAR; KASS, 2010) e os métodos
que combinam algoritmos de Amostragem Sequencial por Importancia e métodos MCMC
(LIU; LIANG; WONG, 2000; MARTINO et al., 2017).

Nesta tese, adota-se o algoritmo TMCMC, sendo este descrito sucintamente na
Segao (2.4). Segundo Ching e Wang (2016), o método é uma combinagdo do método
de Amostragem Sequencial por Importancia (NEAL, 2001) com o algoritmo Metropolis-
Hastings (METROPOLIS; ULAM, 1949; HASTINGS, 1970).

2.3 Meédia Bayesiana de modelos

Determinadas as plausibilidades a posteriori de todas as classes de modelos conside-
radas no problema inverso de selecao de classes de modelos, uma aplicagao dos resultados
obtidos consiste na realizacao da média Bayesiana de modelos. Nesse processo, é reali-
zada a combinacgao das predigoes de todas das classes de modelos avaliadas. Definindo y
como o vetor que representa generalizadamente as predigoes de interesse avaliadas pelos
modelos tedricos propostos, para uma i-ésima classe de modelos M;, a respectiva PDF

das predigoes é dada, segundo Cheung e Beck (2010), por

RNe

Pelo processo de média Bayesiana de modelos, a PDF das predigoes y, considerando
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todas as classes de modelos avaliadas no problema inverso de selecao de classes de modelos,
¢ dada, segundo Cheung e Beck (2010), por

Nclass

T(ylye, M) = > w(ylys, Mi)P(Milys, M) (134)

i=1

2.4 Transitional Markov Chain Monte Carlo

O algoritmo TMCMC foi proposto por Ching e Chen (2007) como uma estratégia
eficiente para amostragem de PDFs alvo de dificil explorabilidade: multidimensionais,
multimodais, com picos acentuados e suportes estreitos ou apresentando regices planas,
quando um ou mais parametros nao sao identificaveis (MUTO; BECK, 2008). Ao invés da
amostragem de uma PDF de dificil explorabilidade, se amostram PDF's intermediarias,
tal que, a medida com que se avancam os estagios do algoritmo, as PDFs amostradas
convergem para a PDF alvo. Além de gerar amostras da densidade de probabilidade a
posteriori dos parametros de um dado modelo, o TMCMC fornece ainda uma estimativa
da evidéncia da classe de modelos em questao. Nesta secao, é apresentado o algoritmo
TMCMC de forma sucinta. Para uma leitura adicional sobre o método, recomendam-se os
trabalhos dos autores Ching e Chen (2007) , Ching e Wang (2016), Muto e Beck (2008),
Zhang e Yang (2014), Betz, Papaioannou e Straub (2016) e Safta et al. (2020).

O TMCMC inicia com N, amostras independentes da densidade de probabilidade
a priori. Nos estagios intermediarios, as densidades de probabilidade amostradas sao gra-
dualmente modificadas de modo que, no tiltimo estagio do método, a densidade amostrada
¢ a densidade de probabilidade alvo, a PDF a posteriori.

Em um dado estagio j, a densidade de probabilidade amostrada é dada por
m;(0|M,yE) x 1(yg|0, M)Pm(0|M) (135)

onde p; € [0,1] étal que pp =0 < p; < p2 < -+ < Pm—1 < P = 1, onde m é a quantidade
total de estagios até a necessaria convergéncia. Sendo assim, é facil verificar, da Equacao
(135), que, para j = 0, tem-se mo(0) igual a densidade de probabilidade a priori, 7(6|M),
e, para j = m, tem-se m,,(0) igual a densidade de probabilidade a posteriori, 7(yg| M, ).

Do primeiro estagio de amostragem, 7 = 0, um conjunto de Ns amostras é obtido
a partir da PDF a priori, {601,602, ...,00n,}. Em cada j-ésimo estdgio do algoritmo,
tem-se as amostras {6;1,0,o,...,0, n,} respectivas a j-ésima PDF intermedidria, 7;(6),
e amostras da PDF intermedidria seguinte, {0;411,6;+12,...,0 11N, }, sdo obtidas por
re-amostragem (CHING; CHEN, 2007; CHING; WANG, 2016).

Pelas definigoes de Ching e Chen (2007) e Ching e Wang (2016), o processo de re-

amostragem a partir de um estagio 7 > 0 é conduzido considerando pesos de plausibilidade
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normalizados w,;, para cada k-ésima amostra por
Wik
S

D ket Wik

onde w;; é o k-ésimo peso de plausibilidade associado a k-ésima amostra no j-ésimo
estdgio do TMCMC, dado por

(136)

Wk =

_ (yel0k, M)Pi+im(0;,] M)

k= = 0, 1., M)wi17ri) 137
Wy, k W(YE|0j,k>M)pj7r(0j,k|M) 71-(yE| Jik ) ( )

Por Ching e Wang (2016), os pesos de plausibilidade sao também referidos como pesos de
importancia.

Definindo w; como o vetor contendo todos os pesos de plausibilidade em um j-
ésimo estagio, uma transicao suave ao préximo estagio do TMCMC é alcancada pela
escolha apropriada do expoente pj;;i, para a definicao da préxima PDF intermedidria
7;+1(6). Ching e Chen (2007) propuseram a determinacao de p;y; tal que, para o vetor
w;, o coeficiente de variagdo (COV) dos valores dos pesos de plausibilidade seja aproxi-
madamente igual a um valor prescrito desejado. Sendo assim, o coeficiente p;4; pode ser

determinado por
pj+1 = arg min (|COV,,, — COV,|) (138)

onde COV,, € o coeficiente de variagao do j-ésimo vetor de pesos de plausibilidade, w;, e
COV,, € o valor prescrito. O coeficiente de variagao dos pesos de plausibilidade é definido

por

COV,, = 2 (139)
Hw;

onde fly; € 0y, $20, Tespectivamente, a média e o desvio padrao do vetor w;. Ching e
Chen (2007) recomendaram um coeficiente de variagdo prescrito igual a uma unidade, ou
seja, que o desvio padrao dos pesos de plausabilidade seja aproximadamente igual & média.
Quanto menor o coeficiente de variagao prescrito, mais suave ¢ a transicao da PDF de um
estagio para a PDF do estdgio seguinte e, consequentemente, maior sera a quantidade de
estagios necessaria para se atingir a densidade de probabilidade a posteriori, a partir da
densidade a priori.

Para se evitar que a quantidade de amostras distintas seja reduzida com a evolucao
dos estagios no TMCMC, para cada estado re-amostrado é realizado um passo de MH
(METROPOLIS et al., 1953; HASTINGS, 1970). A distribuigdo proposta utilizada para

a geracao aleatoria de um estado candidato pelo algoritmo MH é uma PDF Gaussiana,
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com média no estado re-amostrado e com matriz de covariancia dada por

N, N, Ne T
Z = 042 Z [01-’,6 - Z 11_)]-710]-,[] [0]"]C — Z 11_)]-710]-,[ (140)
0,0 k=1 =1 =1
onde « ¢é o fator de escala da matriz de covariancia (CHING; CHEN, 2007). Ching e Chen
(2007) recomendaram « = 0.2 e Ching e Wang (2016) utilizaram o = 1.

Ao final do m-ésimo estdgio do TMCMC, amostrada a PDF alvo, a evidéncia do

modelo ¢é obtida considerando as médias dos pesos de plausibilidade registrados em cada

estagio por (CHING; CHEN, 2007)

1 &
=~ D Wik (141)
5 k=1
e executando o seguinte produtorio
m(yslM) = ]9 (142)
7j=1

O produtério de S; como estimador da evidéncia de uma classe de modelos pode ser
demonstrado conforme segue. O desenvolvimento aqui realizado é similar ao apresentado
pelos autores Ching e Chen (2007), Yuen (2010) e Ching e Wang (2016). O somatdrio
na Equagao (141) é associado a uma integragao de Monte Carlo, fornecendo a seguinte

aproximacao

1.§§ o Jeo [T(ys10, M)P 7(61M)d0
J

ITN & e ey 10, M 7 (01 M)d6 )
Com base na Equagao (142), chega-se a seguinte expressao
HS_MQWWWWW@MW_&wWWAOMMW ",
Jave [T (ye|6, M)]P° 7(6|M)dO Jave T(0]M)d6
Por fim, como [n, (8| M)df = 1, segue que
ﬁ / m(ye|M, 0)m(8|M)d6 = 7(yp|M) (145)

Algumas observacoes devem ser destacadas. O desempenho do método tende a ser
satisfatorio em PDFs de dificil explorabilidade, segundo Ching e Wang (2016), porque,
quando amostrada uma PDF com picos acentuados ou muiltiplos modos, esses evoluem

de forma gradativa a medida com que se avangam os estagios do TMCMC. Além disso,
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conforme abordado por Ching e Wang (2016), o uso da Equacao (140) dispensa a neces-
sidade que se teria, quando do uso do MH convencional, de uma calibracao manual da
distribuicao auxiliar, uma vez que se considera a covariancia amostral dos estados em cada
estagio do TMCMC. Nesse sentido, tem-se apenas o fator de escala o que deve ser esco-
lhido de forma que se mantenha uma taxa de aceitacao razoavel nos passos de MH para
que a cadeia de Markov evolua satisfatoriamente, evitando-se a reducao de estados distin-
tos com o avancgo dos estagios do TMCMC. Cabe considerar ainda algumas observacoes
realizadas pelos autores Safta et al. (2020), de que as estimativas pelo TMCMC tendem
a ser mais precisas com maior quantidade de amostras N, por estdgio e menor coeficiente
de variacao prescrito COV,,.

Na Subsecao 2.4.1 é apresentado o algoritmo resumido do TMCMC.

2.4.1 Algoritmo TMCMC

Segue a descrigao passo a passo do algoritmo TMCMC, conforme a versao classica
por Ching e Chen (2007) e por Ching e Wang (2016). A estrutura de apresentacao do
algoritmo ocorre, em similaridade, aos apresentados, também, pelos autores Muto e Beck
(2008), Zhang e Yang (2014) e Betz, Papaioannou e Straub (2016).

1: Obtengao do conjunto de amostras {6 1,62, ..., 00, }, que sdo obtidas da PDF a
priori. Inicia-se com o expoente py = 0 e com o contador de estdgios j = 0. O
algoritmo segue repetindo os passos 2 e 3 até que p;4; seja igual ou maior que 1. Se
maior, considera-se p;y1 = 1 e termina-se o algoritmo executando, pela tdltima vez,

0 passo 3.

2: Célculo de pj41 resolvendo a Equacao (139). Caso p;i1 > 1, redefine-se como
pj+1 = 1. Deve-se calcular o vetor de pesos de plausabilidade absolutos w; pela
Equagao (137), os respectivos normalizados w; pela Equac@o (136) e o parametro
S; pela Equacgao (141).

3: Construgao de um conjunto de amostras {0,411, 0112, ..., @11 n, } por re-amostragem
a partir do conjunto de amostras {6,1,0,2,...,0; n,} € execucoes do algoritmo MH.
Esse passo é repetido N, vezes com k = 1 até k = N,. Em cada k-ésima iteragao,
determina-se um novo componente 8 ;. Iniciando com k£ = 1 e definindo 68° = 0,

seguem os passos 3.1 e 3.2, 3.3 e 3.4.

3.1 Realizacao da re-amostragem. Executa-se a amostragem aleatdria de um indice
lem [1, 2, ..., N,| de acordo com a distribuigdo de probabilidades repre-

sentada pelo vetor de pesos de plausabilidade normalizados w;, com w;; =
Wj1
o Wi

Zkz 1wak
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3.2 Execucao de um passo de MH. O estado candidato 8" é gerado a partir de uma
i
calculada dada pela Equacao (140), portanto 8" ~ N (

distribuicao auxiliar Gaussiana centrada em 69, com a matriz de covariancia

C
b

: ~ _ p* c _ p* s _ Nnc
aceitacao, 0,1 = 07, e 05, = 07,, e, caso ocorra rejeigao, 0,1 = 05,

>_;)- Caso ocorra

3.3 Se k < N, atualiza-se o valor de k operando k = k + 1. Se k = N, retorna-se

ao passo 2. Se p; = 1, encerra-se o algoritmo.
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3 RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo, resultados numéricos de solucao de problemas inversos de estimacao
de parametros e selecao de classes de modelos sao apresentados e discutidos. Como exem-
plos de aplicacao, duas nanoestruturas sao simuladas por conta da importancia que elas
possuem em Nanociéncia e Nanotecnologia (RAMSDEN, 2011), um nanotubo de carbono
de parede tnica (SWCNT - Single Walled Carbon Nanotube ) (LIJIMA; ICHIHASHI,
1993) e uma lamina de grafeno de camada unica (SLGS - Single Layer Graphene Sheet)
(NOVOSELOV et al., 2004). Dado que as dimensoes destes sistemas sdo da ordem de
nanometro, a modelagem dos mesmos ¢é feita a partir da Teoria Nao-Local de Eringen
(1983), como apresentado no Capitulo 1. Adicionalmente, adota-se a hipétese de que o
comportamento dinamico destes sistemas esta sujeito a efeitos de dissipacao. O problema
direto fornece, como resultados, os parametros modais, constituindo-se das frequéncias
naturais e das razoes de amortecimento dos sistemas considerados. Os problemas inversos
de estimacgao de parametros sao construidos considerando que os parametros desconheci-
dos, e de interesse primario, sao os parametros dos modelos constitutivos utilizados para
a descricao do amortecimento estrutural, assim como o parametro de escala nao-local. A
descricao detalhada dos sistemas e os resultados simulados sao apresentados nas subsecgoes
dedicadas desse capitulo. Para os problemas inversos de estimagao de parametros e sele¢cao
de modelos, premissas centrais sao assumidas, cenarios diferentes para a construcao dos
problemas inversos sao propostos e sao avaliados os respectivos impactos na determinacao

dos parametros e na selecao das classes de modelos.

3.1 Construgao e solugao dos problemas inversos: Metodologia adotada e

investigacoes objetivadas por inferéncia Bayesiana

Como escopo geral das andlises dos problemas inversos de estimacao de parametros
e de selecao de classes de modelos, as premissas e as diferentes hipoteses gerais adotadas
na construcao dos problemas inversos sao resumidas nas subsecoes que seguem, sendo elas
comuns a ambos os sistemas considerados, nanotubo de carbono como nanoviga e lamina

de grafeno como nanoplaca.
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3.1.1 Geracao de dados experimentais sintéticos

O problema direto consiste na determinacao dos parametros modais do sistema.

Dessa forma, para n, modos de vibragao, o vetor de resposta generalizado é dado por

y=[w wy o wo, G G o Gl (146)

onde w, e (, sao, respectivamente, as frequéncias naturais e as razoes de amortecimento
do n-ésimo modo de vibragao.

Dados experimentais sao gerados sinteticamente por

onde y, é vetor contendo os parametros modais preditos por um modelo de referéncia e
€ ~ N(0;X..) é o vetor de ruido aditivo Gaussiano de média nula e matriz de covariancia

dada por

Yw 0

266 -
0 ECC

(148)

onde X, e X¢¢ sao n, X n, matrizes de variancia diagonais que descrevem as variancias
dos ruidos aditivos Gaussianos para as frequéncias naturais e para as razoes de amor-
tecimento, respectivamente. De acordo com dados experimentais dispostos na literatura
(MELLINGER; DOHLER; MEVEL, 2016; SOUZA et al., 2019), associa-se um desvio
padrao relativo a média de 0,3% para a variancia dos erros experimentais corresponden-
tes as frequéncias naturais, enquanto que um desvio padrao relativo & média de 3% para os
erros de medicao experimental associados as razoes de amortecimento (FARIA; STUTZ;

CASTELLO, 2020).

3.1.2 Os modelos de referéncia e as classes de modelo propostas nos problemas inversos

Nos modelos de referéncia, utilizados para a geracao dos dados experimentais
sintéticos, as propriedades viscoelasticas sao consideradas com variabilidade espacial. Por
outro lado, no processo de construgao dos problemas inversos, sao propostos modelos sim-
plificados em que todas as propriedades sao homogéneas espacialmente. Dessa forma, a
expectativa é que nenhuma das classes de modelos consideradas nos problemas inversos
seja capaz da perfeita representacao do modelo de referéncia.

Nos modelos de referéncia, a variabilidade espacial das propriedades viscoelasticas

¢ introduzida modelando-se os parametros viscoelasticos Eo(x), E;(x) e Q;(x) como
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campos aleatorios Gaussianos, representados a partir de decomposicoes espectrais por
meio da expansao de Karhunen-Loeve (SPANOS; GHANEM, 1989). A decomposigao
espectral de Karhunen—Loeve (KL), para os modelos de viga (unidimensional) e de placa
(bidimensional), é descrito no Apéndice A desta tese.

Como classes de modelos propostas para inferéncia em problemas inversos de es-
timacao de parametros e selegao de modelos, de uma forma geral, as seguintes opgoes sao

abordadas.

Classe de modelos Mg: Classe de modelos em que, de forma ad-hoc, os mecanismos de
dissipacao do sistema sao representados unicamente a partir do modelo de amortecimento
proporcional, comumente utilizado em analises de dinamica estrutural. Portanto, adota-
se a hipdtese que os amortecimentos viscosos sao proporcionais as matrizes de massa e

rigidez dos modelos de elementos finitos (MEF) dos sistemas analisados.

Classes de modelos My, com NI > 1: Classes de modelos com N/ varidveis in-
ternas (VI) no modelo viscoeldstico proposto no Capitulo 1. Nessas classes de modelos, o
amortecimento viscoso proporcional a velocidade é adotado como nulo. Portanto, nas clas-
ses de modelos M 7, considera-se que os mecanismos de dissipacao de energia podem ser
representados a partir do modelo constitutivo viscoelastico nao-local dado pela Equacao
(30), considerando que os parametros viscoelasticos sao todos homogéneos espacialmente.

Em suma, as classes de modelos propostas nos problemas inversos sao diferenciadas
pela quantidade de varidveis internas ou com a adoc¢ao da hipdtese de amortecimento vis-
coso proporcional . Dessa forma, além do fato dessas classes de modelos nao considerarem
a variabilidades espaciais dos parametros, tem-se as diferencas em suas capacidades predi-
tivas. A despeito da variabilidade espacial, que somente é levada em conta no modelo de
referéncia, espera-se, pela solucao do problema inverso de selecao de classes de modelos,
que a classe de modelos mais adequada para a representacao do modelo de referéncia seja

selecionada.

3.1.3 Hipodteses para a funcao de verossimilhanca

Dentre as analises pretendidas de problemas inversos de estimacao de parametros
e selecao de modelos, consideram-se duas hipdteses para a construcao da fungao de veros-

similhanga, identificadas como as hipdteses A e B a seguir.

. : variAnci . ber] .,
Hipdétese A: A estrutura da variancia 3. dos dados experimentais é adotada como
perfeitamente conhecida e as discrepancias de modelagem, entre o modelo de referéncia e

as classes de modelos consideradas na construcao do problema inverso, sao negligenciadas.
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Com essa hipodtese, a formulagao para a funcao de verossimilhanca é dada por

7T(yEyea M) -

1 (149)

v (2m) Ve y/det (Ee)

exp | 3 (ys ~ ABIM) 5 (yg — ABIM))

Hipétese B: A estrutura da variancia dos dados experimentais 3. é adotada como
perfeitamente conhecida, mas sao consideradas as discrepancias de modelagem entre o
modelo de referéncia e as classes de modelos propostas. Com essa hipdtese, adota-se a
formulacao para a func¢do de verossimilhanga conforme a Equacdo (122), onde a matriz
de variancia do erro global, 3z, é assumida como desconhecida. A Equagao (122) é

reapresentada a seguir.

7T-(’yE|07 M) -

1 (150)

V(2m)Nyy/det (Xe)

Com a hipétese da estrutura da variancia dos dados experimentais Y. ser conhe-

exp |~ (s — AWG M) 2 (y; — O], M)

cida, adota-se a seguinte parametrizacao.
2%5 = 52 265 (151)

onde # é um fator de escala aplicado a covariancia do ruido experimental, conside-
rado como varidvel a ser estimada, com a respectiva PDF a priori dada por m(5%) =
ZG(B%|k, \), onde ZG é a distribuigao Gama inversa dada por
ZG(B%|k, A) = ﬁ(ﬁ)_(nﬂ) exp (ﬁ_j> (152)
onde I' é a fun¢do Gama, k é o parametro de forma e A é o parametro de escala (EHLERS,
2011). A escolha da distribuicio Gama inversa é inspirada nos trabalhos dos autores
Brynjarsdéttir e O’Hagan (2014) e Lecomte et al. (2012). As distribuigdes Gama ¢ Gama
inversa sao comumente adotadas com a finalidade de tratabilidade analitica (EHLERS,
2011; LECOMTE et al., 2012). Entretanto, essa propriedade nao é explorada nesta tese.
A Equacao (151) representa uma tentativa de se aproximar a soma do erro expe-
rimental e do erro de modelagem por uma variavel aleatéria Gaussiana com média nula
e variancia 3?2 ¥.. Apesar desta hipétese ser, de certa forma, simplista, esta se mostrou

bastante 1til nas aplicacoes que serao apresentadas neste trabalho.
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3.1.4 Metodologia de solucao dos problemas inversos e analise do impacto da escolha

da PDF a priori dos parametros

Sobre os conhecimentos a priori, em relacao as classes de modelos e as proprie-
dades dos sistemas modelados, o cenario mais geral é aquele em que poucas informagoes
existem sobre os parametros incertos e sobre as plausibilidades relativas entre as clas-
ses de modelos propostas. Por exemplo, para o parametro nao-local, o intervalo entre
0 nm e 2 nm é comumente indicado para nanotubos de carbono e laminas de grafeno
(KARLICIC et al., 2016), sendo razodvel uma PDF a priori marginal com distribuigao
uniforme 7(epa) = U[0; 2] nm para ambos os casos de aplicagao, SWCNT e SLGS. Sobre
os parametros viscoelasticos, com relacao aos dados experimentais, o nivel de amorteci-
mento maior em determinados modos de vibragao pode indicar uma vaga noc¢ao sobre
regioes de maior densidade de probabilidade para os reciprocos das constantes de tempo
de relaxagao, €2;, por exemplo. Contudo, apesar da possibilidade de alguma inferéncia
a priori de certas propriedades viscoelasticas do sistema, no geral, quando propostas
multiplas variaveis internas em uma classe de modelos, tende a ser muito complicado dis-
tinguir bandas de frequéncia especificas a cada um dos i-ésimos inversos das constantes
de tempo de relaxacao, €2;. Face a possibilidade de PDFs a priori pouco informativas
e PDFs a posteriori com suportes relativamente estreitos, uma estratégia Bayesiana es-
pecifica é adotada para se solucionar adequadamente os problemas inversos de estimagao
de parametros e selecao de classes de modelos, conforme é abordado a seguir.

Na construcao dos problemas de estimacao de parametros, para os parametros
das classes de modelos, sao adotadas distribui¢oes uniformes e Gaussianas, enquanto que
distribuicoes Gama inversas sao adotadas para o parametro de escala . Adota-se a
notagao U|xy; x2| para representar a distribuigdo uniforme no intervalo real [z1;z5], com
11 < Ty, ¢ a notacao N (u; 0?) para a PDF Gaussiana com média p e variancia o2.

Para a amostragem da PDF a posterior: dos parametros, o algoritmo TMCMC
proposto por Ching e Chen (2007) é adotado. Em anélises preliminares, verificou-se que,
de fato, o suporte das PDFs a posteriori tendem a ser consideravelmente reduzidos em
relacao ao suporte das PDFs a priori adotadas inicialmente, pois o nivel de informacao a
priori inicial é consideravelmente limitado. Mais ainda, por conta da pouca informacao a
priori, sobretudo em relacao aos parametros viscoelasticos das classes de modelos propos-
tas, PDFs a posteriori multimodais e planas foram obtidas quando consideradas as classes
de modelos com duas ou mais variaveis internas. Nestes casos, verificou-se que, adotando
o algoritmo TMCMC cléssico, ha uma tendéncia de baixa qualidade de amostragem da
PDF a posteriori do parametros, principalmente nas classes de modelos que conferem um
problema inverso de maior complexidade.

Uma vez que otimizagoes do algoritmo TMCMC classico estao fora do escopo

das andlises propostas, é realizada a condugao de uma segunda solucao dos problemas
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inversos de estimagao de parametros, adotando-se PDF's a prior: redimensionadas com
base nos resultados obtidos da primeira solucao. A partir dessa metodologia, resultados
mais acurados para os problemas inversos de estimacao de parametros sao obtidos, uma
vez que se torna possivel inferir suportes mais estreitos para as PDFs a priori, incluindo a
distingao de diferentes bandas de frequéncia para os inversos das constantes de tempo de
relaxacao. Ademais, pelo formalismo Bayesiano ao nivel do problema inverso de selecao
de classes de modelos, considera-se que as plausibilidades das classes de modelos sao
atualizadas com a primeira solucao do problema inverso de selecao de modelos e utilizadas
como expectativas a prior: na segunda solugao, retornando, portanto, a atualizacao em
dois estagios das plausabilidades das classes de modelos.

A partir da metodologia proposta, considera-se avaliar o impacto, nos resultados
de selecao de classes de modelos, de diferentes niveis informativos de conhecimento a
priori em relacao aos parametros estimados. Mais especificamente, em selecao de classes
de modelos por inferéncia Bayesiana, ao se introduzir diferentes niveis de informagoes a
priori sobre os parametros, as evidéncias dos modelos podem ter seus valores alterados de
forma significativa, sobretudo em relacao ao termo de ganho de informacao, identificado
na Equagao (132). Naturalmente, propoem-se niveis de conhecimento a priori diferentes
nas duas execucgoes do algoritmo TMCMC, que serao capturados pelo termo de ganho
de informagao. As duas execugoes do algoritmo TMCMC sao nomeadas por Solugao-1 e

Solugao-2, com as caracteristicas brevemente resumidas a seguir.

Solugao-1: E a solucao obtida da primeira execucao do TMCMC, onde o conhecimento
a priori em relacdo aos parametros € mais vago. As PDF's a priori sao escolhidas a partir
de dados na literatura, informando, para a maioria dos parametros, apenas a expectativa
de ordem de grandeza. Dessa forma, o suporte da PDF a posteriori tende a ser, de uma
forma geral, relativamente muito estreito em relacao ao da PDF a priori e, nas classes
de modelos com mais de uma variavel interna, as PDFs a posteriori tendem a possuir
suportes com formatos mais complexos, tendendo-se a ocorréncia de multimodalidade ou

de regioes planas na PDF a posteriori.

Solucao-2: E a segunda execucao do TMCMC, onde sao estabelecidos suportes mais
estreitos para as PDFs a priori dos parametros, incluindo distinguir diferentes bandas
de frequéncia para os inversos das constantes de tempo de relaxacao. Essas PDF's sao
obtidas a partir da primeira solucao do problema inverso de estimacao de parametros,
considerando os valores minimos e maximos dos estados amostrados. Nessas condigoes,
um melhor desempenho do algoritmo de amostragem é esperado pelo fato das PDFs a
priori serem mais informativas, conferindo um problema inverso de menor complexidade
para a exploracao da PDF a posteriori. Mais especificamente, o suporte da PDF a prior:

¢ mais proximo ao da PDF a posteriori e a distingao de bandas de frequéncias especificas
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aos inversos das constantes de tempo de relaxacao tende a reduzir a ocorréncia de multi-

modalidade e de regioes planas na PDF a posteriori dos parametros.

3.1.5 Plausibilidades a priori das classes de modelos

A sensibilidade do ranqueamento das classes de modelos em relagao as plausibili-
dades a priori associadas as classes de modelos, antes da primeira execucao do TMCMC
(Solugao-1), é avaliada considerando dois cendrios. No primeiro, as classes de mode-
los sao igualmente plausiveis a priori. Ou seja, considerando um conjunto de classes
de modelos M = { My, M;y,..., Mxy.
P(MyM) =...= P(My,

class

}, todas classes sdo consideradas equiprovaveis,

lass

M) = 1/Nu,ss. No segundo, plausibilidades a priori inci-
ais diferentes sao atribuidas. Em resumo, sao consideradas diferentes possibilidades para
as probabilidades a priori das classes de modelos, com intuito de se avaliar a robustez da
estratégia com relacao ao estado inicial de conhecimento acerca das classes de modelos,

as expectativas existentes antes de serem considerados os dados experimentais.

3.2 Resultados Numeéricos: Nanotubo de carbono

Esta secao é dedicada ao caso de aplicacao de um nanotubo de carbono de parede
unica como viga viscoeldstica nao-local em vibragao transversal. E realizada uma divisao
logica de subsecoes para o melhor entendimento das andlises propostas envolvendo o
modelo viscoelastico nao-local de viga de Euler-Bernoulli apresentado no Capitulo 1. Na
Subsecao 3.2.1 é definido e discutido o modelo de referéncia. Na Subsecao 3.2.2 apresenta-
se a geragao dos dados experimentais. Na Subsegao 3.2.3 apresentam-se as classes de
modelos propostas para inferéncia, as PDFs a priori iniciais adotadas para os parametros
e os problemas inversos propostos para serem solucionados. Por fim, nas Subsecoes 3.2.4
e 3.2.5 sao apresentados e discutidos os resultados de estimacao de parametros e selegao

de classes de modelos.

3.2.1 Descricao geral do sistema e do modelo de referéncia: SWCNT

Ao se adotar um modelo teérico continuo, o nanotubo de carbono é concebido
como um tubo continuo ao invés de um sistema discreto de atomos de carbono, conforme
ilustrado na Figura 1. O SWCNT ¢é apresentado como viga em condicao de contorno de
simples apoio em ambas as extremidades. Por essas condi¢oes de contorno nas extremi-

dades, tem-se w =0e M =0emz=0eem x = L.
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Figura 1 - Sistema: SWCNT como nanoviga simplesmente apoiada. Modelo continuo

nao-local idealizado

h
E— v
5

-.—514—-

Fonte: O autor, 2021.

A drea de secao transversal A e o segundo momento de inércia de area da secao

transversal I sao calculados, respectivamente, por

m (de — di)
4

A= (153)

L=

< (154)

onde d, e d; sao os diametros externo e interno, dados, respectivamente, por d, = d + h
e d; =d — h, onde d é o diametro médio e h é a espessura. As propriedades geométricas

do sistema estao ilustradas na Figura 1.

Tabela 2 - Propriedades geométricas, de amortecimento viscoso, massa

e nao-localidade no modelo de referéncia: SWCNT

Propriedade Unidade Simbolo Valor
Parametro nao-local nm e 1,5
Comprimento nm L 10
Espessura efetiva nm h 0,342
Diametro médio nm d 1
Massa Especifica kg/m?3 P 2240
Coeficiente de amortecimento viscoso ~ Ns/m? C., 0

Fonte: O autor, 2021.
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Para o modelo de referéncia, o amortecimento viscoso proporcional a velocidade
e as propriedades geométricas, de massa e nao-localidade ocorrem conforme a Tabela 2.
Todos os valores paramétricos estao em concordancia com os valores comumente adotados
na literatura nao-local para nanotubos de carbono de parede tnica (WANG; LI, 2012;
ARASH; WANG, 2012). Por exemplo, os valores para o diametro e para o comprimento
do nantubo, apresentados na Tabela 2, foram adotados também por Wang e Varadan
(2006) e Wang, Zhang e He (2007). A espessura efetiva e a massa especifica foram
adotadas por Lei et al. (2013) e Lei, Adhikari e Friswell (2013).

Tabela 3 - Propriedades estatisticas nominais dos parametros viscoelasticos: SWCNT

Média  Desvio Padrao

Propriedade Unidade Simbolo Nominal Nominal
Médulo de baixa frequéncia TPa Ev(x) 1 0,025
Amplitude de relaxacao 1 - Aq(x) 0,25 0,025
Amplitude de relaxacao 2 - Ay(x) 0,25 0,025
Inverso do tempo de relaxacdo 1 Trad/s Q4 (x) 1 0,3
Inverso do tempo de relaxacao 2 Trad/s Qo () 3 0,3

Fonte: O autor, 2021.

Em relacao ao comportamento viscoelastico do sistema, pelo modelo de referéncia,
este é descrito por um modulo viscoelastico com duas variaveis internas, sendo as proprie-
dades viscoelasticas possuidoras de variabilidade espacial ao longo da coordenada espacial
x da viga. Dessa forma, os parametros viscoeldsticos Ex (), Ai(z), Aq(z), Q1(x) e Qa(2)
sao modelados como campos aleatorios Gaussianos, com as médias e os desvios padrao no-
minais apresentados na Tabela 3. A variabilidade espacial aleatéria é simulada utilizando
a técnica da decomposigao espectral pela expansao de Karhunen—Loeve (KL) (SPANOS;
GHANEM, 1989), brevemente descrita na Se¢ao A.1 do Apéndice A para dominios uni-
dimensionais. Com esta metodologia, um modelo de elementos finitos estocastico, nao
apresentado explicitamente nessa tese, é obtido a partir da integracao das expansoes de
Karhunen-Loéve para os parametros E(x), F;(x) e ;(z) junto as fungdes de forma que
definem as matrizes elementares K¢ , K e K§, do modelo de viga, as Equagoes (63), (64)
e (65), respectivamente, apresentadas na Se¢ao 1.4.3. No modelo de referéncia, todos os
campos aleatérios sdo gerados com comprimento de correlagao b, = L/3 e 10 termos na
expansao KL.

A realizacao dos campos aleatorios que definem os parameros viscoelasticos é apre-
sentada na Figura 2. As propriedades viscoeldsticas do médulo complexo local, em fungao
da coordenada espacial x e da frequéncia w, sao apresentadas na Figura 3. E valido desta-
car que as propriedades viscoelasticas apresentadas na Figura 3 sao referentes ao médulo

complexo do modelo local.
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Figura 2 - Realizacoes de campos aleatérios. Pardmetros: Ex(z), Ai(x) e Q;(x): SWCNT

1.1 0.3 0.3
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a - —
= 1\/—/\/ = 025 /\/\ /\ 2 0.25
® g \V/ g4
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Realizagao

0 0
B g Média nominal: E_= 1 TPa
e 1/\/\/\ E 3 = ===~ -~ Média nominal: A : 0.25
2_<(_ 25& — — Média nominal: A,: 0.25
c c

Média nominal: Q1: 1 Trad/s

0 5 10 0 5 10 — = Meédia nominal: Qz: 3 Trad/s
X (hm) X (nm)

(d) () (f)

Legenda: (a) Mddulo de baixa frequéncia: Eu ()
(b) Amplitude de relaxagao proporcional 1: Aj(x)
(¢) Amplitude de relaxagao proporcional 2: Ag(x)
(d) Inverso da constante de tempo de relaxagao 1: Q(x)
(e) Inverso da constante de tempo de relaxacao 2: Qa(x)
(f) Lengenda da codificagao por cores

Fonte: O autor, 2021.

Algumas observacoes devem ser realizadas com relacao as propriedades viscoelésticas
definidas na Tabela 3 e nas Figuras 2 e 3. Na literatura, o médulo de elasticidade
para SWCNTs é comumente inferido por £ ~ 1 TPa quando é adotada a espessura
efetiva do nanotubo em torno de 0,34 nm (WENXING; CHANGCHUN; WANZHAO,
2004; HUANG; WU; HWANG, 2006; SHOKRIEH; RAFIEE, 2010). No presente caso, o
mesmo valor foi considerado como média nominal para o médulo de relaxacao de baixa
frequéncia. Ademais, as propriedades viscoelasticas apresentadas na Tabela 3 ocorrem em
concordancia de ordem grandeza com os valores utilizados por Lei et al. (2013). Sobre a
expansao KL, o comprimento de correlagao b, = L/3 foi adotado com base no artigo dos
autores Adhikari e Friswell (2010) e a quantidade de termos da expansao KL de forma
que o aspecto das curvas fossem relativamente suaves ao longo do dominio, conforme vi-
sualmente se verifica na Figura 2. Neste ponto, destaca-se que uma maior quantidade
de termos tenderia a variacoes espaciais de maiores frequéncias nas curvas geradas, com
oscilagbes mais abruptas nos valores dos parametros. A partir dos campos aleatérios

gerados, tal como se verifica na Figura 3, tem-se o modulo de armazenamento com consi-



80

Figura 3 - Propriedades viscoelasticas do modelo de referéncia em fungdo do dominio espacial

da viga. Médulo complexo local - Médulo de armazenamento E'(z,w) e fator de
perda n(z,w): SWCNT
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10 100 1000 5000 10 100 1000 5000
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Legenda: (a) Médulo de armazenamento E'(z,w) em TPa.
(b) Fator de perda n(z,w).
Fonte: O autor, 2021.

deravel variabilidade em todo o dominio da viga e em todas as frequéncias, enquanto que

um fator de perda com variabilidade bastante expressiva na regiao entre 50 GHz e 2000

GHz.

Tabela 4 - Anélise de convergéncia de malha pelo MEF: SWCNT

Parametro Quantidade de Elementos Finitos
Modal 5 10 15 20 50 100 200
wy (GHz) 119,00 118,99 118,99 118,99 118,99 118,99 118,99
wy (GHz) 419,01 418,39 418,35 41834 418,34 41834 418,34
ws (GHz) 775,72 770,09 769,75 769,69 769,67 769,67 769,67
wy (GHz) 1151,85 1129,68 1128,20 1127,94 1127,82 1127,82 1127,82
ws (GHz) 1627,79 147858 1474,10 1473,30 147292 1472,91 147291
ws (GHz) 2006,29 1829,07 1817,77 1815,78 1814,84 1814,82 1814,81
(1 0,0865  0,0865 0,0865 0,0865 0,0865 0,0865  0,0865
Co 0,0818 0,0818 0,0818 0,0818 0,0818 0,0818  0,0818
(3 0,0599  0,0603  0,0603 0,0603 0,0603 0,0603 0,0603
(4 0,0437  0,0449  0,0450 0,0450 0,0450  0,0450  0,0450
(s 0,0325  0,0354 0,0355 0,0355 0,0355 0,0355  0,0355
(o 0,0270  0,0292 0,0294 0,0294 0,0294 0,0294 0,0294

Fonte: O autor, 2021.
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Para o modelo de elementos finitos de viga, analisa-se a convergéncia de malha pe-
los parametros modais até o sexto modo de vibragao, conforme apresentado na Tabela 4.
A partir dos parametros modais obtidos, foi considerado que, para a banda de frequéncias
analisadas, 20 elementos finitos é uma quantidade satisfatoria para as andlises a serem
conduzidas utilizando o MEF de viga. O maior erro relativo percentual com essa confi-
guracao de malha ocorre em torno de 0,053% para a frequéncia natural no sexto modo de
vibracgao, comparando-se com os resultados obtidos com a malha de 200 elementos finitos,

que também constam na Tabela 4.

Tabela 5 - Parametros modais. Modelo
de referéncia: SWCNT

Modo de vibracao w’ (GHz) ¢b

r

118,99  0,0865
418,34 0,0818
769,69  0,0603
1127,04  0,0450
1473,30  0,0355
1815,78  0,0294

D O = W N~

Fonte: O autor, 2021.

Os valores de referéncia para os parametros modais do sistema, as frequéncias
naturais e as razoes de amortecimento dos seis primeiros modos de vibragao, sao apresen-
tadas na Tabela 5. Nota-se que as frequéncias naturais ocorrem aproximadamente entre
120 GHz e 1815 GHz, na regiao de frequéncias que confere as respostas mais amortecidas
pelo sistema viscoelastico realizado, tendo em vista o fator de perda do sistema, Figura
3. Pode-se considerar o fato de que, pelo médulo viscoeldstico de relaxacao adotado, o
comportamento do sistema para um particular i-ésimo modo de vibracao é mais amor-
tecido quando os j—ésimos inversos da constantes de tempo de relaxacao existem com
valores préximos a i-ésima frequéncia natural do sistema, €; ~ w; (LEI et al., 2013;
FARIA, 2017; FARIA; STUTZ; CASTELLO, 2020). Nesse sentido, as maiores razoes
de amortecimento ocorrem nos modos de vibragao mais baixos, em concordancia com os
campos aleatérios gerados para os parametros viscoeldsticos Q(x) e y(x). Convertendo
de GHz para Trad/s, os trés primeiros modos de vibragao ocorrem entre 0,75 Trad/s e 4,84
Trad/s, enquanto que, conforme a Figura 2, os campos €2 (x) e {25(x) percorrem intervalos
de valores aproximadamente em [0,5;1,5] Trad/s e [2,5;4] Trad/s, respectivamente. Logo,
os campos aleatérios para (x) e Qy(x) aconteceram em valores proximos aos que ocor-
rem as frequéncias naturais nos trés primeiros modos de vibracao, justificando o maior

amortecimento nesses modos.
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Tabela 6 - Propriedades estatisticas dos parametros modais, obtidas a partir de 10*
realizagoes dos campos aleatérios para os parametros Eoo(x), E1(z), E2(x), Q1(z)

e Qa(x): SWCNT

o o M (o)
wi (GHz) 118,69 2,08 1,75 [115,07:123,26] 118,99 0,25
wy (GHz) 419,18 4,79 1,14  [410,00;428,63] 418,34 10,20
wy (GHz) 772,22 8,08 1,05 [756,49;788,05] 769,69 0,33
wy, (GHz) 112604 11,43 1,02 [1103,8;1148,5]  1127,94 0,17
ws (GHz) 1473,50 14,76 1,00 [1445,0;1502,4]  1473,30 0,01
ws (GHz) 181552 18,11 1,00 [1780,3;1851,1]  1815,78 0,01
G 0,0833 0,0061 7,32  [0,071;0,095] 0,0865 3,84
G 0,0816 0,0073 8,94  [0,067:0,096] 0,0818 0,20
(s 0,0584 0,0047 8,05  [0,049:0,068] 0,0603 3,24
Ca 0,0434  0,0035 8,06  [0,037;0,050] 0,0450 3,62
Gs 0,0343  0,0027 7,87  [0,029;0,040] 0,0355 3,60
Co 0,0283 0,0023 8,13  [0,024;0,033] 0,0294 3,87

Fonte: O autor, 2021.

Por fim, com a finalidade de elucidar os efeitos causados pela variabilidade espacial,
foram geradas 10* realizagoes dos campos aleatérios para os parametros E.(z), Ei(z),
Es(z), Q1(z) e Qo(x) e foram determinados os correspondentes parametros modais para
cada realizacao. A Tabela 6 apresenta as propriedades estatisticas dos parametros modais
das 10* realizagoes, por integracao de Monte Carlo. Além da média (i), do desvio padrao
(o) e do coeficiente de variacao (o/u), apresenta-se o intervalo de credibilidade (IC) de
95% dos parametros modais. Além disso, apresenta-se, para fins de comparacao, os valores
de referéncia dos parametros modais, assim como os desvios relativos desses em relagao
as respectivas médias amostrais, conforme indicado na Tabela 6. Os correspondentes
histogramas dos parametros modais, obtidos a partir das 10* realizacoes dos campos
aleatorios, sao apresentados na Figura 4.

Considerando a Figura 4 e a Tabela 6, verifica-se que as propriedades modais po-
dem ser afetadas significativamente com as diferentes realizagoes dos campos aleatorios
Gaussianos para os parametros viscoeldsticos Ey (), Fi(x), FEa(x), Qi(z) e Qo(z), con-
forme as propriedades definidas de média e variancia na Tabela 3. Registram-se, para as
frequéncias naturais, coeficientes de variacao aproximadamente entre 1% e 2%, e, para as

razoes de amortecimento, coeficientes de variacao aproximadamente entre 7% e 9%.
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Figura 4 - Histogramas dos parametros modais, obtidos a partir de 10* realizacoes dos campos

aleatérios dos parametros E(z), Aj(z) e Q;(x): SWCNT
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Legenda: (a) Histogramas das frequéncias naturais
(b) Histogramas das razoes de amortecimento

(c) Legenda de cores e linhas para os parametros modais do modelo de referéncia

Fonte: O autor, 2021.

Por fim, pela particular realizacao considerada para o modelo de referéncia, Figura
2, recupera-se uma predicao de referéncia relativamente préxima as médias obtidas das
predicoes por 10 realizacoes de campos aleatérios, conforme também pode ser observado
na Tabela 6 e na Figura 4. Os desvios relativos percentuais dos valores de referéncia, em
relacdo aos valores médios dos parametros modais nas 10* realizacoes, foram registrados
com uma média em torno de 0,16% para as frequéncias naturais e 3,06% para as razoes de
amortecimento. A variabilidade espacial adotada foi mais significativa para as frequéncias

naturais até o quarto modo de vibragao. Por outro lado, a variabilidade espacial na re-
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alizacao adotada foi relativamente bastante significativa para todas as razoes de amorte-
cimento computadas, exceto no segundo modo de vibragao, quando registrou-se apenas
0,2% de desvio relativo percentual. Portanto, as predi¢oes pelo modelo de referéncia foram
impactadas em niveis relativamente consideraveis pela variabilidade espacial introduzida
para os parametros viscoelasticos, em torno da mesma ordem de grandeza da variancia
do ruido Gaussiano de média nula adotado nesta tese para geracao dos experimentais,
descrita por desvios padrao proporcionais a média de 0,3% para as frequéncias naturais e

3% para as razoes de amortecimento.

3.2.2 Geragao de dados experimentais sintéticos: SWCNT

Conforme abordado na Subsegao 3.1.1 sobre a metodologia de geracao dos dados
experimentais sintéticos, considera-se um desvio padrao relativo a média de 0,3% para os
erros associados as frequéncias naturais, enquanto que um desvio padrao relativo a média
de 3% para os erros de medigao experimental em relagdo as razoes de amortecimento.
A partir desses desvios, considerando os valores de referéncia dos parametros modais do

modelo de referéncia, Tabela 5, tem-se

[0,1274 0 0 0 0 0 |
0 1,751 0 0 0 0
0 0 5338 0 0 0
o= ’ GHz? (155)
0 0 0 11,4502 0O 0
0 0 0 0 19,5354 0
0 0 0 0 0 29,6735
(0,6731 0 0 0 0 0 |
00,6022 0 0 0 0
0 0  0,3271 0 0 0
Y = ’ x107° (156)
0 0 0 0,183 0 0
0 0 0 0  0,1136 0
0 0 0 0 0 0,0777]

Na Tabela 7 sao apresentados os parametros modais experimentais sintéticos, ob-
tidos a partir da Equagcao (147), considerando-se as variancias apresentadas nas Equagoes
155 e 156.
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Tabela 7 - Dados experimentais sintéticos:
SWCNT

Modo de vibragio w’ (GHz) &

e

118,44  0,0828
417,76  0,0794
767,55 00,0596
1123,06  0,0442
1479,03  0,0344
1820,76  0,0304

S O e W N =

Fonte: O autor, 2021.

3.2.3 Classes de modelos, PDF's a prior: iniciais e problemas inversos de estimacao de

parametros e selecao de classes de modelos: SWCNT

Quatro classes de modelos sao consideradas nos problemas inversos de estimacao
de parametros e selecao de classes de modelos para o caso de um SWCNT como viga
viscoeldstica em vibragao transversal. Adota-se a notagio (e)° para identificar as classes
de modelos e os problemas inversos propostos envolvendo modelos nao-locais viscoelasticos
de viga.

Conforme o escopo previamente definido na Subsecao 3.1.2, tem-se uma classe de
modelos M}, onde os efeitos de dissipacio de energia no sistema siao modelados adotando
a hipdtese de amortecimento viscoso proporcional. Na classe de modelos M}, o MEF

elementar é particularizado por
M.Ge(t) + (De + K ) Gc(t) + Kfae(t) = Pe(t) (157)

onde K7 e K7 sao, respectivamente, as matrizes elementares de rigidez eldstica e de

amortecimento viscoso associado a matriz de rigidez, dadas por

! ong () 2N (7
¢ d*N(z)d*N*(z) ,_
= El d 1
E /O a7z dm2 (158)
l 2 - ANENES
¢ PN(7) d®NT(z)
K¢ = I d 159
a /0 g e (159)

onde 1y é o coeficiente de amortecimento viscoso proporcional associado a matriz de
rigidez. As demais matrizes e vetores elementares apresentados na Equagao (157) se

encontram definidos na Subsecao 1.4.3.
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As classes de modelos MY, M$ e M4 sao aquelas onde os efeitos dissipativos do
sistema sao descritos por um modelo viscoeldstico com parametros homogéneos. Elas
se diferem pelo nimero de variaveis internas utilizadas na descricao do comportamento
viscoelastico. As classes de modelos M, M} e M$ possuem, respectivamente, uma, duas
e trés varidveis internas (VI). Além disso, nessas classes sao consideradas nulas quaisquer

acoes de amortecimento viscoso.

Tabela 8 - Parametros a serem estimados em cada caso de estudo: SWCNT

Caso de Classe de Modelo de Vetor de Parametros
Estudo  Modelos Amortecimento Desconhecidos 6
1A° M Viscoso [eoa,Cyy na, B B
2A° M? Viscoeléstico: 1 VI leoa, Ay, Qy, Ey]”
3A° M Viscoeléstico: 2 VIs leoa, Ay, Ay, Q€ ,EOO]T
4A° M Viscoeldstico: 3 VIs  [ega, A1, Ao, Ay, Q1 ,Qy, Q3 Eoo]”
1B® M Viscoso [eoa Cng B B]T
2B° MS Viscoelastico: 1 VI leoa, Ay, , Es, )"
3B° M} Viscoeldstico: 2 VIs leoa, Ay, Ny, ,Qy, B, 5]
4BY M Viscoeldstico: 3 VIs  [ega, Ay, Ao, Az, Q1,2 ,Q5, Es ,,B]T

Fonte: O autor, 2021.

Considerando as hipdteses A e B para a funcao de verossimilhanca, Subsecao 3.1.3,
e as quatro classes de modelos propostas para a construcao dos problemas inversos, tem-se
organizados todos os casos de estudo na Tabela 8, sendo cada caso um problema inverso
de estimacao de parametros a ser solucionado. Os vetores contendo os parametros incertos
de cada problema inverso (caso de estudo) sao apresentados na Tabela 8.

Deve ser percebido que, estruturalmente, das quatro classes de modelos propostas
para os problemas inversos de estimacgao de parametros e selecao de classes de modelos, a
mais préxima do modelo de referéncia é a classe M5, por quanto que existem duas varidveis
internas na sua construgao. Adiciona-se a observacao de que as classes de modelos M$
M4 e M} sao encaixadas de forma hierdrquica. Com essa propriedade, uma classe de
modelos mais complexa pode recuperar a mesma capacidade preditiva de uma menos
complexa. Por exemplo, a classe de modelos M} pode recuperar a classe de modelos
M?® zerando dois dos trés parametros de amplitude relaxacdo, o que faria restar apenas
uma Unica varidvel interna efetiva. Ademais, nos casos 15%, 2B%, 3B% e 4B°, estima-se,
junto aos parametros constitutivos préprios das classes de modelos MY, M8 M e MS,
o parametro § de escala da matriz de covariancia do erro aditivo global, de acordo com a
hipdtese B para a funcao de verossimilhanca.

As PDFs a priori dos parametros foram definidas como segue. Para os parametros

E e E, a PDF a priori é uma distribui¢cao normal Gaussiana dada por E ~ N(1;0,05?)
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Figura 5 - PDF a priori inicial para o fator de escala

[ associado a variancia do ruido: SWCNT

0.5

Gama Inversa (2;3)

o
~

o
—

Fonte: O autor, 2021.

e B, ~ N(1;0,05%) em TPa, respectivamente. Portanto, a variancia foi determinada
com um desvio padrao proporcional de 5% em relacao a média desses parametros. Para o
parametro nao-local, adota-se eqa ~ U[0; 2], em conformidade com o comumente adotado
na literatura para modelos nao-locais de nanocomponentes concebidos por nanotubos de
carbono (ADHIKARI et al., 2015). Para as amplitudes de relaxacdo, admite-se que um
valor maximo A; = 1, quando o E; recupera uma amplitude de relaxacao igual ao médulo
de baixa frequéncia, F., (LEI et al., 2013). Para os i-ésimos inversos das constantes de
tempo, uma vez que o amortecimento ¢ maior nos modos de vibragao mais baixos, optou-se
por um limite superior em 10 Trad /s, préximo do valor experimental da frequéncia natural
no quinto modo de vibragao, impondo um intervalo razoavel como PDF a priori, sem a
distingao de bandas especificas de frequéncia para cada i-ésima variavel interna. Para

/

os coeficientes de amortecimento viscoso interno e externo da classe de modelos M}, C.,
e 14, respectivamente; optou-se por intervalos que conferissem razoes de amortecimento
subcriticas com base em andlises paramétricas prévias. Para o parametro de escala da
covariancia dos dados experimentais, /3, adotou-se a distribui¢ao Gama inversa ZG(2;3)
para todas as classes de modelos, considerando uma expectativa a priori de g =~ 1, ou seja,
de que as classes de modelos sao capazes da razoavel recuperacao dos dados experimentais.
A PDF a priori para o fator de escala 8 é apresentada na Figura 5. Todas as PDFs a
priori iniciais adotadas constam resumidamente na Tabela 9.

Como problemas inversos de selecao de classes de modelos, considera-se comparar e
selecionar classes de modelos dentre as classes M§ , M8 M$ e M}, conforme as hipdteses

para a funcao de verossimilhanca A e B. Dessa forma, a partir dos casos de estudo 1A°,
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Tabela 9 - PDFs a priori iniciais para os parametros: SWCNT

Parimetro Notagao Classes de Modelos
PDF M M? M} M;
eoa (nm)  w(ega|M?) Ulo; 2| Ul0; 2] Ulo; 2] Ulo; 2]
E (TPa)  w(E|M!)  N(1;0,025) . - .
Ey (TPa)  w(En|M?) - N(1;0,025) N (1;0,025) N(1;0,025)

C,,(Ns/m?)  7(Cl,|M?)  U[0;0,005] ; ] ]
na(Pa.s) 7 (nal M?) U[0;0,1] . , )

A (A M?) - U[0; 1] ulo; 1 u[o; 1
Ay m(Ag| M) - - Ulo; 1] Ulo; 1]
Az m(Az|M?) - - - U[0; 1]
Oy (Trad/s) m(Q|M?) - U[0;10] U[0; 10] U[0; 10]
Qo (Trad/s) m(Qa|M?) - - U|0; 10 U[0; 10]
Q3 (Trad/s) m(Q3]M?) - - - U[0; 10]
B2 T(BMY)  IG(2:3)  IG(2:3)  IG(2i3)  IG(23)

Fonte: O autor, 2021.

2A% 3A° e 4A%, tem-se o problema de selecao de classes de modelos onde a variancia,
do erro global nao é estimada nos problemas inversos de estimacao de parametros e, a
partir dos casos de estudo 1B%, 2B°, 3B° e 4B°, tem-se o problema de selecao de classes
de modelos que, diferentemente, a variancia do erro global é estimada nos problemas
inversos de estimacao de parametros. Cumpre destacar que, nesses casos, a estimacao
do parametro [ reflete o interesse de se obter informagoes sobre uma variavel aleatéria
Gaussiana multivariada, com média nula e que represente os efeitos combinados dos erros

experimentais e dos erros de modelo.

3.2.4 Resultados numéricos: Problemas inversos de estimagao de parametros por

inferéncia Bayesiana

Como metodologia de solucao, apresentada previamente na Subsegao 3.1.4, para
a obtencao de resultados de melhor acuracia em estimacao de parametros, os problemas
inversos sao solucionados em dois estagios. Para cada caso de estudo, os resultados de
uma primeira solucao do problema inverso de estimacgao de parametros sao utilizados para
proverem uma PDF a priori redimensionada com maior nivel informativo, conferindo um
problema inverso de menor complexidade, em que as estimativas sao obtidas de forma
mais satisfatéria. No presente caso de aplicacao, o primeiro estagio é a solugao de todos os
problemas inversos apresentados na Tabela 8, considerando as PDF's a prior: apresentadas

na Tabela 9, com a realizacao de uma primeira execucao do algoritmo TMCMC.
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Figura 6 - Taxas de aceitacdo nos estigios do TMCMC nos casos 3A4°%, 3B°, 4A% e 4BY:

SWCNT
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Legenda: (a) Casos 3A° e 3B® com a 12 solugio do problema inverso e o = 0, 1
(b) Casos 4A° e 4B® com a 1? solucio do problema inverso e a = 0, 1
(c) Casos 3A° e 3B® com a 22 solucao do problema inverso e o = 0,2
(d) Casos 4A° e 4B° com a 22 solucao do problema inverso e o = 0, 2
Fonte: O autor, 2021.

Adota-se o algoritmo TMCMC com 20 mil amostras por estdgio e com coeficiente
de variacao prescrito COVp = 0,25. O parametro de escala do algoritmo ¢é adotado ma-
joritariamente por @ = 0,2; com a excecao dos casos de estudo 3A°, 4A4° 3B e 4B°,
em que foi adotado o = 0,1. Nessas excecoes, as classes de modelos investigadas sao
as classes M4 e MY, que possuem duas e trés varidveis internas no modelo constitutivo
viscoelastico, respectivamente. Os problemas inversos com essas classes de modelos ocor-
reram com elevado grau de dificuldade em amostragem. Verificou-se, por exemplo, uma
queda gradual da taxa de aceitagao nos passos de Metropolis-Hastings com o avanco dos

estagios do TMCMC, de acordo com o expoente p aplicado a funcao de verossimilhanca,
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conforme apresentado na Figura 6. Cabe destacar que o parametro « é aplicado a matriz
de covariancia dos estados amostrados, utilizada na distribuicao auxiliar para os passos
de Metropolis-Hastings (MH), definida na Equacao (140). Esses passos de MH sao con-
duzidos nos estagios do TMCMC com o intuito da nao reducao de amostras distintas com
a evolugao dos estdgios de reamostragem do algoritmo TMCMC (CHING; CHEN;, 2007).
Portanto, o valor de « foi reduzido para aumentar a taxa de aceitacao nos passos de MH
e, dessa forma, reduzir os efeitos negativos dessa queda verificada nas taxas de aceitagao,
que podem comprometer por quantidades expressivas de estados repetidos com o avango
dos estdgios do TMCMC. Uma vez que, com o parametro a muito reduzido, amostras
também tendem a ser mais correlacionadas, buscou-se uma configuracao que equilibrasse
esses dois extremos. Para um melhor desempenho do algoritmo, transicoes mais sua-
ves entre os estagios de reamostragem do TMCMC foram obtidas com o coeficiente de
variacao prescrito dado por COVp = 0,25.

Com respeito ao custo computacional inerente as execugoes do algoritmo, verificou-
se que adotar COVp = 0,25 ao invés de COVp = 1, valor proposto por Ching e Chen
(2007), implica em uma quantidade de estdgios no TMCMC em torno de quatro vezes
maior. Com relagao a quantidade de amostras por estdgio, pode-se escolher uma quanti-
dade consideravel para realizagao das integracoes de Monte Carlo, 20 mil amostras, por
conta que o tempo de execugao dos problemas diretos foi relativamente baixo com o hard-
ware utilizado, processador Intel® Core™ modelo 17-8565U em um computador de 8
GB de meméria RAM DDR4. Para a classe de modelos com trés varidveis internas, M3,
que ¢ a de maior custo computacional; tem-se um tempo médio de execucao do problema
direto em torno de 0,025 segundos, tempo em torno de trés vezes maior que o registrado
considerando a classe de modelos M}, de amortecimento apenas viscoso, que é a classe
de modelos de menor custo computacional. A maior quantidade de estagios ocorreu com
a primeira solugdo dos problemas inversos (Solugao-1), quando a informacao a priori foi
menos informativa. Por fim, registra-se, a titulo de exemplo, o tempo de execugao do
TMCMC no caso de estudo 4B°, Solucao-1, com um total de 8,5 h; com 57 estagios,
aproximadamente 9 minutos por estagio no TMCMC.

Na primeira solugao do problema inverso, embora bem justificadas as PDFs a priori
apresentadas na Tabela 9, verificou-se que as PDF's a posteriori foram obtidas com suporte
relativamente estreito, indicando um consideravel ganho de informacao a partir dos dados
experimentais. Adiciona-se ainda o fato de que as PDFs a priori Q; ~ U[0;10] Trad/s
sao iguais nas i-ésimas variaveis internas. Dessa forma, tornam-se plausiveis os estados
com €2; 11 < (), existindo solucoes igualmente 6timas quando apenas trocados os pares de
valores A; e {; entre as i-ésimas variaveis internas. Entretanto, esses estados tratam-se
da mesma solugao para o problema inverso, uma vez que a troca desses pares retornam o
mesmo resultado pelo modelo constitutivo viscoelastico adotado. Logo, como estratégia

de pés processamento, ao final das execucoes do TMCMC para os casos 3A°, 3B°, 4A° e
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4B’ ordenam-se os pares de parametros viscoeldsticos A; e (; entre as i-ésimas varidveis
internas, de forma que €2; < €2; 1 em todos os estados amostrados da PDF a posteriori dos
parametros. Ordenados os parametros viscoeldsticos que descrevem as variaveis internas
nos estados amostrados na primeira solucao do problema inverso, consideram-se os valores
maximos e minimos registrados nos estados amostrados nas cadeias de Markov obtidas
da primeira execucao do TMCMC, apresentados na Tabela 10. A partir desses valores
maximos e minimos, sao definidas as PDFs a priori mais informativas apresentadas na

Tabela 11, que serao utilizadas para a execucao da Solugao-2 dos problemas inversos.

Tabela 10 - Valores minimos e méximos dos parametros na primeira

solucao do problema inverso: SWCNT

Caso de Classe de Parimetro Valor Minimo Valor Méximo
Estudo  Modelos Amostrado Amostrado
epa (nm) 1,073 1,317
C!, (Ns/m?)  1,71x10™ 6,52x10™
1B° M n4(Pa.s) 2,05x1072 9,60x1072
E (TPa) 0,93 1,15
B 4,50 10,30
epa (nm) 1,39 1,62
Ay 0,33 0,59
2B° M Q (Trad/s) 1,46 2,68
E. (TPa) 0,95 1,13
B 1,36 6,45
epa (nm) 1,44 1,55
A 0,12 0,44
A, 0,04 0,42
3B° M Q (Trad/s) 0,21 1,77
Qs (Trad/s) 2,35 9,87
E (TPa) 0,86 1,08
B 0,59 3,35
epa (nm) 1,43 1,53
Ay 0,00 0,43
Ay 0,00 0,44
Aj 0,00 0,38
4B° M Q (Trad/s) 0,01 1,79
Qs (Trad/s) 0,70 5,79
Q3 (Trad/s) 2,62 9,97
E. (TPa) 0,90 1,06
B 0,58 3,88

Fonte: O autor, 2021.

Alguns detalhes podem ser destacados da Tabela 11. Verifica-se que apenas as

PDFs Gama inversas e as definidas por distribui¢oes uniformes foram alteradas em relagao
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as PDFs a prior: inicialmente propostas, Tabela 9. Em relagao ao parametro de escala
B, as distribuicoes Gama inversas redimensionadas estao apresentadas na Figura 7. Essas
PDFs, em particular, foram alteradas por conta das classes de modelos M} e M?, que sao
as classes de modelos com capacidades preditivas mais restritas e, desta forma, demandam
o aumento do suporte do parametro 3, de forma a compatibilizar as discrepancias entre

as medicoes e predigoes.

Tabela 11 - PDFs a priori redimensionadas apds a primeira solucao dos problemas
inversos: SWCNT

Parimetro Notagao Classes de Modelos
PDF M M M; M;
eoa (nm)  w(ega|M?)  U[1;1,4] U[L,3; 1,7  U[L,3;1,7 UL, 3;1,7]
E (TPa)  w(EJM!)  N(1;0,025) - - -
E. (TPa) m(Es|M?) - N(1;0,025) N(1;0,025) N(1;0,025)
C. (Ns/m?) 7(C,,|M?)  U[0;0,001] - - -
na(Pa.s)  m(na M) U[0;0,02] - - -
Ay (A | M?) - U0, 3;0, 6] U[0;0,5] Ul[0;0, 5]
JAD) (Ao M) - - U|0;0, 5] U10;0,5]
Dy w(AgMY) : : : U[o; 0,5
QO (Trad/s) m(Q|M?) - U[1; 3] U[0;2] U[0;2]
Oy (Trad/s) (| M?) - - U[2;10] U|o,5;6,0]
Qs (Trad/s) (3] M?) - - - U[2;10]
8 A(EMY)  TG(5100)  TG(210)  TG(2:3)  TG(2:3)

Fonte: O autor, 2021.

Para a obtencao da Soluc¢ao-2 dos problemas inversos, considerando-se as PDF's
a priort redimensionadas apresentadas na Tabela 11, em relacao a reposta do algoritmo
TMCMC nos casos de estudo 3A4°%, 3B°%, 4A° ¢ 4B°, tem-se que o comportamento de queda
na taxa de aceitacao dos passos de Metropolis-Hastings foi consideravelmente reduzido em
relacao a primeira solucao do problema inverso e, por isso, optou-se por utilizar a = 0,2
em todos os casos de estudo investigados nessa segunda execucao do algoritmo, conforme
também apresentado na Figura 6.

No restante dessa subsecao, como resultado da solugao dos problemas inversos de
estimagao de parametros, sao apresentados somente os resultados obtidos da segunda
execucao do TMCMC, que sao aqueles identificados como de maior acuracia. Neste
este sentido, apenas como um exemplo, apresenta-se as PDFs marginais a posterior: dos
parametros do caso 3B, classe de modelos MY (duas varidveis internas) e ajustando o

parametro de escala [, na Figura 8, considerando a Solugao-1 e a Solucao-2. Pode-se

observar na Figura 8 que as duas solugoes para o caso 3B sao préoximas, com uma notavel
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Figura 7 - PDFs a priori redimensionadas para o fator de escala f: SWCNT
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Legenda: (a) PDF a priori do pardmetro 8 na classe de modelos MY: ZG(2;10) (Caso 1B°).
(a) PDF a priori do parametro 3 na classe de modelos M&: ZG(1;100) (Caso 2B).
Fonte: O autor, 2021.

Figura 8 - Comparagao entre as PDFs marginais a posteriori obtidas considerando os dois

niveis de informacao a priori sobre os parametros, Solugao-1 e Solucao-2, no caso
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Fonte: O autor, 2021.
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melhor definicao das densidades de probabilidade com a segunda execucao do problema
inverso, indicando, visualmente, uma melhor qualidade de amostragem. As diferencas
nos resultados obtidos, em grande parte, é apenas devido ao desempenho diferente do
algoritmo de amostragem nas duas execugoes, uma vez que as PDFs a prior: com suporte
mais estreito e a propria distin¢ao de bandas de frequéncia as i-ésimas variaveis internas
conferem um problema inverso de consideravel menor complexidade. Cabe destacar que,
nas classes de modelos menos complexas, as classes MY e M$, para os casos de estudo 15°
e 2B°, quando a variancia do erro global é estimada nos problemas inversos, os resultados
sao impactados, além da questao do desempenho do algoritmo, pela escolha das diferentes

PDFs a priori para o parametro (3, que estao apresentadas graficamente na Figura 7.

Tabela 12 - Propriedades estatisticas dos estados amostrados. Solucao-2. Casos 1A4°, 24°, 3A4°

e 4A% (Casos sem estimar a variancia do erro): SWCNT

Caso  Parametro L o o/ % IC 95% MAP

eoa (nm) 1,236 5,99 x1073 0,48 [1,224;1,248] 1,236
C. (Ns/m?) 3,85x107% 9,09x10"° 236 [3,6:7:4,02]x10~% 3,85 x10~4

b

1A na(Pa.s) 591 x1078 142x10~* 241  [5,63;6,19]x103 5,91 x10~3

E (TPa) 1,000  6,62x1073 0,61 [1,077;1,103] 1,090

eoa (nm) 1,520 0,0084 0,55 [1,504;1,537] 1,521

" A 0,450 0,0004 2,01 [0,432;0,468) 0,450

Q (Trad/s) 2,052 0,0437 2.13 [1,969;2,141] 2,050

E. (TPa) 1,050 0,0082 0,78 [1,034;1,066] 1,050

eoa (nm) 1,486 0,010 0,65 [1,467;1,505] 1,485

A 0,267 0,037 13,92 [0,197;0,342] 0,257

- Ay 0,223 0,045 20,19  [0,136:0,309] 0,233

QO (Trad/s) 0,998 0,174 17,39 [0,655;1,332] 0,959

(O, (Trad/s) 3,604 0,485 13,46 [2,386:4,763] 3,456

E. (TPa) 0,996 0,016 1,59 [0,960;1,023] 0,995

eoa (nm) 1,485 0,010 0,67 [1,465;1,504] 1,482

A 0,210 0,068 32,49  [0,039;0,314] 0,175

A, 0,169 0,086 50,93 [0,011:0,315] 0,202

A As 0,117 0,079 67,20 [0,005:0,273] 0,126

QO (Trad/s) 0,857 0,228 26,66  [0,346:1,238] 0,715

Q, (Trad/s) 2,465 0,831 33,60 [0,990:3,928] 2,009

Qs (Trad/s) 4,532 1,335 2947  [3,043;8,724] 4,312

E. (TPa) 0,990 0,018 1,87 [0,945;1,020] 0,982

Fonte: O autor, 2021.
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Tabela 13 - Propriedades estatisticas dos estados amostrados. Solucao-2. Casos 1B°,
2B% 3B% e 4B° (Casos estimando a variancia do erro): SWCNT

Caso  Parametro L o o/u % IC 95% MAP
eoa (nm) 1,194 0,043 3,64  [1,059:1,314] 1,195

O (Ns/m?) 3,83 x10* 1,00 x10* 2627 [1,79:5,77]x10* 3,78 x10"

1B° ng(Pa.s) 5,63 x10% 1,49x10° 26,41 [2,57;8,60]x102 5,65 x10®

E (TPa) 1,038 0,041 393 [0,911;1,182] 1,041

3 10,979 2,584 2353  [7,226:17,247] 8,678

eoa (nm) 1,515 0,025 1.64  [1,465;1,564] 1,517

A 0,454 0,028 6,26  [0,401;0,512] 0,453

2B Q (Trad/s) 2,038 0,127 6,24 [1,796;2,300] 2,035
E. (TPa) 1,041 0,022 2,00  [0,997;1,083] 1,045

B 2,961 0,619 20,90  [2,017:4,440] 2,371

eoa (nm) 1,486 0,011 0,73 [L,465;1,508] 1,485

A 0,267 0,044 16,58  [0,180,358] 0,257

Ay 0,223 0,052 2350  [0,117;0,324] 0,233

3B*  Q (Trad/s) 1,002 0,198 19,80  [0,622;1,420] 0,958
(O, (Trad/s) 3,639 0,648 17,81  [2,784:5,186] 3,453

E. (TPa) 0,996 0,017 1,69 [0,961;1,027] 0,995

3 1,143 0270  23.62  [0.743,1.782] 0,814

eoa (nm) 1,484 0011 0,758  [1,463;1,507] 1,481

A 0,206 0,069 33,572  [0,034;0,319] 0,161

Ay 0,173 0,087 50,237  [0,014;0,316] 0,217

As 0,120 0,079 65,685  [0,008;0,266] 0,131

ABY  Q, (Trad/s) 0,849 0,249 29,395  [0,286;1,293)] 0,652
O, (Trad/s) 2,315 0,850 36,702  [0,948;3,938] 1,894

Qs (Trad/s) 4,755 1,351 28,421  [3,088;7,564] 4,296

E. (TPa) 0,988 0,020 2,053  [0,945;1,025] 0,978

3 1,081 0,284 26,268  [0,652;1,737] 0,800

Fonte: O autor, 2021.

Definidos os parametros para o algoritmo TMCMC, a partir das amostras nas ca-
deias de Markov geradas, propriedades estatisticas marginais sobre as PDF's a posteriori
dos parametros sao obtidas, incluindo a média (i), o desvio padrao (o), coeficiente de
variacdo (o/p) e o intervalo de credibilidade de 95% (IC 95%). De forma complemen-
tar, o vetor de parametros @yap, que define o méximo a posteriori (MAP), é também
apresentado nas analises. Os valores paramétricos de MAP foram obtidos empregando-se
os algoritmos de otimizac¢ao Evolucao Diferencial (DE - Differential Evolution) (STORN;
PRICE, 1997) e SIMPLEX de Nelder-Mead (NM) (NELDER; MEAD, 1965). Os resulta-

dos numéricos e graficos sao apresentados com o objetivo de investigar a identificabilidade
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dos parametros e as propriedades preditivas das classes de modelos, de acordo com os ca-
sos de estudo propostos, apresentados na Tabela 8. Dessa forma, pelas Tabelas 12 e 13,
sao apresentadas, respectivamente, as propriedades estatisticas marginais sobre as PDFs
a posteriori dos parametros nos casos 1A4°%, 24° 3A% e 4A° quando a variancia do ruido
aditivo nao é estimada, e nos casos 1B%, 2B%, 3B% e 4B%, quando a matriz de covariancia
do erro global ¢é estimada. Para a visualizacao de correlagoes paramétricas importantes,
nas Figuras 9 e 10 sao apresentados graficos de espalhamento dos estados amostrados nos

casos 3B e 4B, respectivamente.

Figura 9 - Gréficos de espalhamento. Caso 3B°. Classe de modelos M}: SWCNT

Probabilidade :
04 [ Histograma .
. Estado da Cadeia
0.2 . Valores de MAP

(eoa)MAP= 1.485 nm

Probabilidade (A uap= 0-257

0.2 (A )yap= 0-233
oA (Q)yap= 0958 Trad/s
(Q,)ypp= 3453 Trad/s
0 025 05 propabilidade (E Jyap=0-995TPa
i 05— L 0.2 (B)yap= 0814
| 025 \ 0.1
0 ~ 0
0 Probabilidade
= 2 2=
2 0.2
= 1 1 0.1
S 0 — 0
14 0 025 05 0 1 2 Pprobabilidade
- 10 10 - 10 10 S 05
3 g
] 3
£ s
N
S 2 2
1.4 : 0 Probabilidade
11 1.1 0.4
©
o
S 1 0.2
g |-
o9 0.9 0
1.4 0 09 1 11 Pprobabilidade
3 3 0.2
= 2 2 0.1
1 ; x 11 -o
1.4 15 0 0o 1 2 2 5 10 09 1 1.1 1 2 3
ey (nm) Q, (Trad/s) Q, (Trad/s) Eoo (TPa) B

Fonte: O autor, 2021.

De acordo com as Tabelas 12 e 13, as classes M§, MY, M$ e ME possuem unicidade
de solugao para a MAP e um tnico valor pontual para este estimador é verificado. Pode-se
notar que, para as classes de modelos MY e M&, a média dos estados amostrados quase
coincidem com os valores estimados de MAP. Para a classe de modelos M3, as estimativas

para a MAP sao trés varidaveis internas distintas e nao nulas, pois sao trés inversos de
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constante de tempo de relaxacao diferentes e nao ha nenhuma amplitude de relaxacao
nula. Portanto, a MAP nao ocorreu recuperando nenhuma das classes de modelos mais
simples, pois nenhuma das variaveis internas foi anulada com A; = 0. Algumas questoes
adicionais sobre as compensacoes paramétricas ocorridas em relacao a estimativas de MAP
nas classes de modelos M$ e M} sdo realizadas. Para tal, adota-se a notacao ()¢ para
identificar que uma dada estimativa é referente a solu¢ao de um dado problema inverso C.
Para simplificar a conducao das andlises, toma-se como exemplo os casos de estudo 2A4° e
3AY sendo todas as observacoes igualmente validas para os problemas inversos 2B° e 3B°.
Dessa forma, no caso 24°, classe de modelos M, a tinica varidvel interna é estimada por
A2A" ~ (0,45 e 24" ~ 2 Trad /s, sendo valores intermedidrios aos inversos dos tempos de
relaxacio estimados para as duas varidveis internas na classe de modelos M4, dados por
QA ~ 1 Trad/s e 034" ~ 3,5 Trad/s, ao passo que A2" ~ A3 1 A3 Degsa forma,
os parametros com maior densidade de probabilidade em M sao aqueles que entregam
melhor compensacao a necessidade de duas varidveis internas, uma vez que o modelo de

referéncia possui justamente duas variaveis internas.

Figura 10 - Graficos de espalhamento. Caso 4B°. Classe de modelos Mg: SWCNT
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Fonte: O autor, 2021.
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Sobre a inclusao da variancia do erro aditivo no problema inverso, um efeito de
alargamento das PDFs dos parametros das classes de modelos é esperado quando a co-
variancia do erro aditivo é dada por § > 1, enquanto um encurtamento é previsto se
£ < 1, uma vez que se alteram os suportes da funcao de wverossimilhanca. Para as clas-
ses de modelos M} e M$, houve um alargamento dos suportes das PDFs a posteriori
marginais dos parametros, podendo-se observar pelos resultados obtidos nos casos 1A4° e
2A° Tabela 12, quando comparados aos respectivos pelos casos 1B° e 2B%, Tabela 13. As
classes de modelos M§ e M? sdo as mais simples e os valores elevados para a variancia
do erro global aditivo, a partir do parametro 3, indicam que ocorreram discrepancias de
modelo em relacao aos dados experimentais. Diferentemente, para as classes de modelos
Mb e M$, obteve-se 3 ~ 1, portanto quaisquer efeitos de se estimar a variancia do erro
foram menos perceptiveis. Ao mesmo tempo, 5 ~ 1 indica que essas classes de modelos
possuem uma melhor qualidade preditiva, comparadas as classes de modelos mais simples,
Mb e MS.

Pode-se caracterizar o suporte das PDFs a posteriori obtidas para os parametros
das classes de modelos MY e M3, pelos gréficos de espalhamento apresentados nas Fi-
guras 9 e 10, respectivamente. Observa-se pela Figura 9 que, para a classe de modelos
MS$, a PDF a posteriori marginal de €, pode estar sendo limitada superiormente por
7(Q|M8) = U[2;10]. J4 segundo a Figura 10, para a classe de modelos M3, os i-ésimos
parametros viscoelasticos A; sao limitados inferiormente pelas respectivas PDFs marginais
a priori w(A;|Ms) = U]0;0,5], o inverso do tempo de relaxacao §2; é limitado inferior-
mente por 7(2;|M3§) = U[0;2] e Q3 é limitado superiormente por 7(Q3| M%) = U[2;10].
Para esses parametros, percebe-se que houve a gradual perda de sensibilidade (identifica-
bilidade) dos inversos dos tempos de relaxagao €2; quando o respectivo A; tendeu a zero.
Sobre essa observagao, tem-se que a sensibilidade de uma i-ésima variavel interna tende
a se anular quando A; — 0, sendo perceptivel o gradual maior espalhamento de valores
para §2;, em especial quando A; < 0,1, conforme pode-se observar na Figura 10. Pode-se
inferir que, no particular caso da classe de modelos M3, considerando a Figura 10, h4
uma tendéncia em se recuperar a classe de modelos M3, pois existem solugdes estabe-
lecidas justamente com A;, A; ou Az préximos de zero. Esse resultado seria esperado
dado que M} é a classe de modelos mais préxima ao modelo de referéncia utilizado para
a geracao dos dados experimentais sintéticos, apesar das respectivas estimativas de MAP
nas Tabelas 12 e 13 se apresentarem com unidade de solucao, casos 4A° e 4B°, respec-
tivamente. Vale destacar que, considerando o grafico de espalhamento apresentado na
Figura 9, que é referente ao caso 3B°, verifica-se que as estimativas, para os parametros
do modelo constitutivo relativo & classe de modelos M}, ocorre com proximidade aos
valores simulados de variabilidade espacial para os parametros constitutivos do modelo

de referéncia, apresentados na Figura 2.
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Figura 11 - Predicgoes de frequéncias naturais: SWCNT
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Fonte: O autor, 2021.

Em relacao as qualidades de ajuste aos dados experimentais pelas classes de mode-
los, nas Figuras 11 e 12 sao apresentadas as densidades de probabilidade dos parametros
modais com base nos estados amostrados da PDF a posteriori. De forma complementar,
considerando os casos 1A%, 2A4°, 3A% e 4A° e as respectivas estimativas de MAP na Tabela
12, as predicoes modais e os desvios relativos percentuais médios respectivos sao apre-
sentados na Tabela 14. Os desvios ou erros relativos percentuais médios, EM (%), foram

calculados por

MAP b 6 CMAP )
T

6
1 § : W; — We; 2 : el
EM(%) = E w—b -+ - x 100 (160)

i=1 el i=1 et

b

onde w? e (% correspondem, respectivamente, & i-ésima frequéncia natural e & i-ésima

MAP  ~MAP

razao de amortecimento e w,; o

as respectivas estimativas de MAP da solugao do
problema inverso.

As discrepancias de modelagem pelas classes de modelos M e M; implicam no
maior suporte nas PDF's dos parametros modais quando estimada a variancia do erro, con-

forme pode ser percebido pelas Figuras 11 e 12. Ademais, nota-se que este efeito foi mais
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significativo na classe de modelos My}, que apresentou qualidade de ajuste relativamente
ruim em relacao aos dados experimentais, sobretudo para o segundo, terceiro e quarto
modos de vibragao. Nesses modos, os valores experimentais de razao de amortecimento
apresentaram densidades de probabilidade quase nulas, conforme consta na Figura 12,
mesmo quando estimada a variancia do ruido. Estendendo a andlise, pode-se investigar
esse efeito pelas fungoes de resposta em frequéncia (FRFs) obtidas dos estados amostra-
dos na solucao dos problemas inversos casos 1A e 1B. Com a posicao para o atuador em
0,45L e para o sensor em 0,85, tem-se as predicoes de FRFs pela Figura 13. Observa-se
que, quando estimada a variancia do erro, maiores suportes implicam num alargamento
dos intervalos de credibilidade. Dessa forma, tem-se um envelope estocastico que tende
a englobar as caracteristicas dinamicas do modelo de referéncia na banda de frequéncias
avaliada. Apesar dessa tendéncia, o envelope estocastico das FRFs nao engloba total-
mente a FRF do modelo de referéncia em torno das frequéncias naturais proximas ao
segundo e terceiro modos de vibracao, aproximadamente em 400 GHz e 770 GHz, respec-
tivamente. Essas observacoes indicam que a classe de modelos M} nio é adequada para

representar o sistema de referéncia.

Figura 12 - Predicoes de razoes de amortecimento: SWCNT
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Fonte: O autor, 2021.
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Tabela 14 - Predicdes modais considerando as estimativas de MAP segundo os casos 1A°,
2A% 3A% e 4A® (Tabela 12): SWCNT

Parametro Valor A(Oriap|MP)

Modal Experimental M} M; M M
w1 (GHz) 118,44 120,69 117,75 118,39 11841
wy (GHz) 417,76 409,03 420,40 417,25 417,27
w3 (GHz) 767,55 759,02 774,30 770,05 769,95
wy (GHz) 1123,06 112154 1125,62 1125,57 1125,38
ws (GHz) 1479,03 148253 1470,27 1474,98 1475,01
we (GHz) 1820,76 1839,41 1809,58 1818,87 1819,23

G 0,0828 0,1076  0,0714  0,0829  0,0828
Co 0,0794 0,0381  0,0914 0,0784  0,0789
(3 0,0596 0,0297  0,0601  0,0589  0,0584
G 0,0442 0,0304 0,0432  0,0447  0,0446
G 0,0344 0,0338  0,0336  0,0357  0,0357
Co 0,0304 0,0382  0,0275  0,0295  0,0297

Erro relativo médio percentual - EM(%): 16,40 3,92 0,98 0,94

Fonte: O autor, 2021.

Diferente das classes de modelos mais simples, M§ e M$; pelas classes de modelos
M5 e M}, a estimativa da variancia do erro global aditivo quase nao altera as variancias
das predi¢oes modais. Nesse aspecto, é verificado que as classes de modelos M§ e M?
possuem uma capacidade de ajuste aos dados experimentais muito limitada, enquanto
que as classes de modelos MY e M4 recuperam melhor, e de forma similar, os dados
experimentais, conforme se nota graficamente das Figuras 11 e 12. Pelas estimativas de
MAP, de acordo com a Tabela 14, o melhor ajuste aos dados experimentais foi atingido
pela classe de modelos M}, embora sendo apenas um pouco melhor que a classe de
modelos M}, 0,04% a menos de erro relativo médio em relacio aos dados experimentais.
Pela estimativa da MAP, a configuragio 6tima na classe de modelos M} retorna um erro
relativo médio consideravelmente alto, maior que 16%, sendo que as classes de modelos
M? e MS recuperam relativamente melhor os dados experimentais, com um erro relativo
percentual em torno de 4 e 16 vezes menor, respectivamente. Portanto, as capacidades
preditivas sao consideravelmente melhores com a evolucao da complexidade das classes
de modelos M4, M4 e M$, enquanto apenas uma pequena melhora é registrada quando

adotada a classe de modelos MS5.
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Figura 13 - Predicdes de FRFs. Casos 1A4° e 1B%: SWCNT
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Legenda: FRF's obtidas considerando a posicao do atuador em 0,45L e do sensor em 0, 85L.
(a) Caso 1AY - Nio estimada a variancia do erro global aditivo.
(b) Caso 1B? - Estimada a variancia do erro global aditivo.

Fonte: O autor, 2021.

3.2.5 Resultados numéricos: Selecao de classes de modelos: SWCNT

Nesta subsecao, resultados de selecao de classes de modelos sao apresentados e
discutidos. Os problemas inversos dados pelos casos de estudo apresentados na Tabela 8
foram solucionados em dois estagios, o primeiro com um cenario de conhecimento a priori
sobre os parametros mais vago e o segundo, com a escolha de PDF's a priori mais informa-
tivas. O nivel mais informativo para a segunda solugao do problema inverso (Solugao-2)
foi obtido considerando os valores maximos e minimos amostrados na primeira solugao do
problema inverso (Solugao-1). As evidéncias das classes de modelos nas duas execugoes
do TMCMC, para cada problema inverso de estimagao de parametros solucionado, estao
respectivamente apresentadas nas Tabelas 15 e 16.

Em conformidade com o escopo de analises objetivadas e a metodologia previa-
mente descrita na Subsecao 3.1.4, considera-se, pelo formalismo Bayesiano ao nivel do
problema inverso de selecao de classes de modelos, que as plausibilidades das classes de
modelos sdo atualizadas na primeira execu¢ao do TMCMC (Solugdo-1) e utilizadas na
segunda execucao do TMCMC, retornando avaliacoes das plausabilidades das classes de
modelos em dois estagios. Além disso, distinguem-se duas configuragoes de andlise para
selecao de classes de modelos, uma com os casos 1A4°, 2A4° 3A° e 4A%, quando a variancia
do erro ndo é estimada, e a outra com os casos 1B°, 2B, 3B® e 4B’ quando a variancia
do erro é adotada como variavel aleatéria a ser estimada. Com a finalidade de avaliacao

da sensibilidade a escolha das plausibilidades a priori inciais das classes de modelos, dois
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Tabela 15 - Evidéncias das classes de modelos na 1% execucao do TMCMC
(Solugao-1): SWCNT

Caso de Classe Log-Valor Médio de Log-Ganho de o
Log-Evidéncia

Estudo de Modelo Verossimilhanga Informagao
1A M} -450,74 18,79 -469,53
2A° MS -19,05 14,81 -33,86
3A° M 17,37 18,52 -1,15
4AY M 17,48 19,80 -2,32
1B® M -11,83 18,12 -29,95
2B° Mb 3,36 13,35 -9,99
3BY M 16,40 17,47 -1,07
4B° M 16,97 19,56 -2,58

Fonte: O autor, 2021.

cenarios adicionais sao avaliados. O primeiro com plausibilidades a priori P(M?) nao in-
formativas, para a nao interferéncia de expectativas inciais sobre as classes de modelos, e
o segundo, estabelecendo preferéncias prévias entre as classes de modelos dispostas. Para
o cenario em que todas as classes de modelos disponiveis possuem a mesma plausibilidade,

tem-se
P(Mg|M®) = P(M{|M®) = P(M5| M) = P(M5|M") = 0,25 (161)

onde M" = [MS, Mb M, /\/lg] Para o cendrio com expectativas a priori informativas

para as classes de modelos, tem-se

P(Mg|m”
P(Mi|M?
(162)
P(M3|M”
(

P(Mj|M°

) =0
) =0,
) =0
) =0

Considerando todas as andlises a serem executadas, todos os resultados de selecao
de classes de modelos estao graficamente resumidos na Figura 14 e os resultados numéricos
sao apresentados nas Tabelas 17 e 18. Na Tabela 17 constam os resultados obtidos quando
consideradas as classes de modelos como igualmente provaveis a priori e, na Tabela 18,
aqueles adotando probabilidades distintas a priori, conforme a Equacao (162). Na Figura
14 e nas Tabelas 17 e 18, os estagios de plausibilidades sobre as classes de modelos sao

apresentados considerando o estagio 0 como sendo o conhecimento a priori escolhido, o
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Tabela 16 - Evidéncia das classes de modelos na 2% execucao do TMCMC
(Solugao-2): SWCNT

Caso de Classe Log-Valor Médio de Log-Ganho de o
o _ Log-Evidéncia
Estudo de Modelo Verossimilhanga Informagao
1A M} -450,80 14,06 -464,86
2Ab MS -19,03 10,45 -29,48
3A° M 17,20 13,43 3,77
4 A M 17,45 13,48 3,96
1B® M -11,70 4,49 -16,19
2B° Mb 3,32 6,89 -3,57
3B® M 16,45 13,29 3,16
4B° M 16,57 13,24 3,33

Fonte: O autor, 2021.

estagio 1 como o referente a solucao do problema inverso de selecao de classes de modelos

a partir das evidéncias obtidas da primeira solugao dos problemas inversos de estimacao

de parametros (Solucao-1) e o estdgio 2 é a atualizacao considerando as evidéncias obtidas

da segunda solugao dos problemas inversos de estimagao de parametros (Solu¢ao-2), sendo

adotadas as plausibilidades das classes de modelos obtidas do estagio 1 como conhecimento

a priori.

Tabela 17 - Plausibilidades das classes de modelos. Classes de modelos

igualmente provaveis a priori: SWCNT

Casos de  Classes de  P(M?|M®) (%)

P(M}|yy, M) (%)

Estudo Modelo Estagio 0 Estagio 1 Estagio 2
1A M} 25 2,94x107202 0
2A° M?P 25 4,77x107  1,65x107%7
3A4° M 25 76,32 72,62
4 A M 25 23,68 27,38
1B M} 25 2,36x10"'"  8,95x10~%
2B° M? 25 0,01 1,27x107°
3B° M 25 81,97 79,37
4BY M 25 18,02 20,63

Fonte: O autor, 2021.



Figura 14 - Plausibilidades a posterior: das classes de modelos
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Legenda: (a) Casos 1A% 2A4° 3A4% e 4A° (Sem estimar a variancia do erro): Classes de modelos

igualmente plausiveis a priori

(b) Casos 1B°, 2B% 3B" e 4B" (Estimando a variancia do erro): Classes de modelos

igualmente plausiveis a priori

(c) Casos 1A4°, 2A° 3A% e 4A® (Sem estimar a variancia do erro): Classes de modelos

com plausibilidades distintas a priori.

(d) Casos 1BY, 2B®, 3B° e 4B® (Estimando a variancia do erro): Classes de modelos

com plausibilidades distintas a priori.

Fonte: O autor, 2021.

A partir das Tabelas 15 e 16, pode-se inferir sobre o desempenho do algoritmo de

amostragem. Primeiramente, pode-se considerar o logaritmo do valor médio da funcgao

de verossimilhanca, que é a medida da qualidade de ajuste aos dados experimentais, que

apenas depende dos estados amostrados da PDF a posteriori dos parametros. Uma vez

que hé uma boa correspondéncia dessa métrica entre as Tabelas 15 e 16, se verifica que as
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propriedades inferidas sobre a posteriori dos parametros ocorreram com niveis razoaveis
de acuracia. Inclusive, essa observacao ocorre para os casos de estudo 1B? e 2BP, nos
quais as PDFs a priori do parametro de escala [ sao também distintas nos dois estagios
de solucao desses problemas inversos de estimacao de parametros. Ademais, as classes de
modelos M} e MY possuem qualidades de ajuste similares em relacio aos dados experi-
mentais, com a classe de modelos M5 sendo apenas um pouco melhor, por essa métrica,
que a classe de modelos MY. Logo, pode-se inferir, de uma forma generalizada, que a
configuracao escolhida para o algoritmo TMCMC foi suficiente para estimativas acuradas
ou, no minimo, com um elevado nivel de consisténcia na determinacao do valor médio
da funcao de wverossimilhanca, mesmo que maior precisao tenha sido observada quando
adotadas PDFs a prior: mais informativas para os parametros. Esse fato permite assumir
que as diferencas nos valores das evidéncias da classes de modelos ocorrem, razoavel-
mente, apenas por conta das diferentes escolhas de PDF's a priori para os parametros e

da inclusao da estimacao da variancia do erro como variavel a ser estimada.

Tabela 18 - Plausibilidades das classes de modelos. Classes de modelos

distintamente provaveis a priori: SWCNT

Casos de Classes de  P(MYM®) (%)  P(Mlys, M") (%)

Estudo Modelo Estagio 0 Estagio 1 Estagio 2

1AY M 10 1,08x107202 0

24P M8 20 3,52x1071%  1,17x10~%7
3A° M 20 56,31 51,48
4Ab MG 50 43,69 48,52
1BY M 10 9,27x10712  3,42x10~%
2BY M 20 0,01 9,69x107%
3BY M 20 64,53 60,62
4B M 50 35,46 39,38

Fonte: O autor, 2021.

Pelos valores obtidos para as evidéncias das classes de modelos, pode-se avaliar
a influéncia de se estimar a variancia do erro aditivo global junto aos parametros das
classes de modelos. Nos casos em que a variancia do erro global é estimada, ou seja,
nos casos 15°, 2B°, 3B’ e 4B°; h4 um enfraquecimento das penalizacdes que compoem
as evidencias. Podem ser comparados os logaritmos naturais das médias dos valores da
verossimilhanc¢a e os logaritmos dos ganhos de informagao registrados nas Tabelas 15 e 16,
entre os obtidos dos casos 1A%, 2A° 3A° e 4A° e os respectivos nos casos 1B°, 2B°, 3B° e
4B°, de acordo com as classes de modelos. Ao se incluir a variancia do erro como varidvel

incerta, observa-se que os logaritmos naturais das médias dos valores da verossimilhanca
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foram obtidos maiores para as classes de modelos que apresentaram baixa qualidade de
recuperagao aos dados experimentais, como as classes de modelos M§ e M&, e menores
para as classes de modelos com melhor ajuste aos dados experimentais, as classes de
modelos M4 e M. Em relagao aos ganhos de informagao, todos eles foram obtidos
com tendéncia de reducao quando estimada a variancia do erro no problema inverso. Os
impactos de se estimar conjuntamente o parametro § da variancia do erro sao maiores
para as classes de modelos M e M$. Nessas classes de modelos, em particular, maiores
valores foram obtidos para a variancia do erro global. Diferentemente, esses impactos sao
pouco significativos para as classes de modelos M} e M$, quando 3 ~ 1.

Sobre o impacto da escolha das PDFs a priori dos parametros, ao serem com-
parados os resultados das Tabelas 15 e 16, verifica-se que o uso de PDFs a priori mais
informativas reduziu os ganhos de informacao em todos os casos de estudo e, portanto, a
penalizacao pela complexidade das classes de modelos. Tal fato impacta nos valores das
evidéncias das classes de modelos no sentido que aquelas mais complexas tendem a ser
preferidas no processo de selecao de modelos por inferéncia Bayesiana. De fato, segundo
consta nas Tabelas 15 e 16, a maior evidéncia é obtida para a classe de modelos M} pela
12 solucao do problema inverso, ao passo que, da 2% solucao do problema inverso, a maior
evidéncia é referente a classe de modelos M%. Apesar dessa observacio, as evidéncias
das classes de modelos M e M} sdo relativamente préximas. Nesse sentido, da Tabela
15, o maior fator de Bayes BF MEIMS ¢ aproximadamente igual a 4,55; considerando as
evidéncias calculadas a partir dos casos 3B e 4B, e, da Tabela 16, o maior fator de Bayes
BF MEIMS ¢é aproximadamente igual a 1,21; considerando as evidéncias calculadas a partir
dos casos 3A e 4A. Dessa forma, considerando a escala de evidéncias proposta por Jef-
freys (1948), Tabela 1, hé, no méximo, uma evidéncia substancial em favor da classe de
modelos M$, com PDFs a priori menos informativas (Solugao-1), e uma evidéncia nao
significativa em favor da classe de modelos M5, quando escolhidas PDFs a priori mais
informativas (Solug¢ao-2).

Dos resultados de selegao de classes de modelos por inferéncia Bayesiana, apresen-
tados na Figura 14 e nas Tabelas 17 e 18, realizam-se as observacoes e conclusoes listadas

a seguir.

e Considerando as classes de modelos M} e M® a partir da primeira solugao do
problema inverso de selecao das classes de modelos, detecta-se que estas possuem
plausibilidades a posteriori quase nulas em todos os cenarios analisados. O resultado
estd de acordo com os obtidos na Subsecao 3.2.4, uma vez que essas sao as classes

de modelos que nao recuperam adequadamente os dados experimentais.

e Como resultado do enfraquecimento das penalizagoes quando estimada a variancia
do erro aditivo, observados os valores das evidéncias nas Tabelas 15 e 16, tem-se que

as plausibilidades a posteriori das classes de modelos foram obtidas em valores mais
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distanciados quando realizada a selecao de classes de modelos considerando os casos
1B% 2B% 3B° e 4B%. Os impactos nas plausibilidades das classes de modelos M} e
M foram, no méximo, em torno de 10% em favor da classe de modelos M} quando
estimada a variancia do erro. Portanto, nao houve alteragao no ranqueamento final

obtido das classes de modelos.

As plausibilidades a posteriori das classes de modelos foram também influenciadas
pelas plausibilidades a priori em relagao as classes de modelos, podendo ser com-
parados os resultados das Figuras 15a e 15b com os respectivos nas Figuras 15c
e 15d. Por exemplo, as plausibilidades foram afetadas em torno de 20% para as
classes de modelos M5 e M}, em favor da classe de modelos M4, Entretanto, ape-
sar das relativas alteragoes nos valores de plausibilidade a posteriori das classes de
modelos, o ranqueamento delas foi indiferente as plausibilidades a priori impostas,
o que demonstra uma consideravel robustez dos resultados de selecao de classes de

modelos.

Em relagao ao impacto do uso de PDF's a priori mais informativas sobre os parametros
nos resultados de selecao de classes de modelos, verifica-se que, com a redugao da pe-
nalizagao por complexidade das classes de modelos, a segunda execucao do problema
inverso nao teve peso significativo em favor de nenhuma das classes de modelos de
maior plausibilidade, M5 e M§. Tal fato estd de acordo com os fatores de Bayes
pouco decisivos, obtidos na segunda solucao dos problemas inversos. Tal como ja
comentado, na segunda soluc¢ao do problema inverso, o maior fator de Bayes entre
essas duas classes de modelos foi BFyp e = 1,21; nao sendo significativo segundo

a escala proposta por Jeffreys (1948).

Por fim, a melhor classe de modelos por inferéncia Bayesiana, a partir dos resulta-

dos obtidos, Figura 14 e Tabelas 17 e 18, em concordancia com todas as observagoes discu-

tidas nos resultados de estimagao de parametros na Subsegao 3.2.4, é a classe de modelos

para a geracao dos dados experimentais. O ranqueamento das classes de modelos pelas

plausibilidades a posterior: foi mantido em todos os cenérios avaliados, demonstrando-se

a relativa robustez nos resultados obtidos.
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3.3 Resultados Numéricos: Lamina de grafeno

Esta secao é dedicada aos resultados obtidos para o sistema lamina de grafeno de
camada unica (SLGS), modelado como placa viscoelastica ndo-local com contornos sim-
plesmente suportados. Na Subsecao 3.3.1 é definido e discutido o modelo de referéncia.
Na Subsecao 3.3.2 apresenta-se a geracao dos dados experimentais. Na Subsecao 3.3.3
apresentam-se as classes de modelos propostas para inferéncia, as PDFs a priori iniciais
adotadas para os parametros e os problemas inversos propostos para serem soluciona-
dos. Por fim, nas Subsegoes 3.3.4 e 3.3.5 sao apresentados e discutidos os resultados de

estimacao de parametros e selecao de classes de modelos, respectivamente.

3.3.1 Descricao geral do sistema e do modelo de referéncia: SLGS

Considerando um modelo continuo de uma lamina de grafeno, a nanoestrutura
passa a ser concebida como uma nanoplaca sélida ao invés de um sistema discreto em
atomos de carbono. Em concordancia com a definigao apresentada na Subsecao 1.5.2, a
geometria do sistema ¢ uma placa retangular de comprimento L, largura L, e espessura
h, definidos ao longo os eixos coordenados x, y e z, respetivamente, onde as coordenadas
x e y ocorrem no plano médio da placa. A lamina de grafeno é considerada em condigao

de contorno de simples apoio em todos os seus contornos, conforme segue.

0

° Parax:Oex:Lx,tem—se:w:(),a—w:OeMm:O.
Y
ow

e Paray=0ey = L,, tem-se: w:O,a—zoeMyy:O.
T

Tabela 19 - Propriedades mecéanicas geométricas, de amortecimento
viscoso, massa e nao-localidade adotadas como

homogéneas espacialmente no modelo de referéncia: SLGS

Propriedade Unidade Simbolo Valor
Parametro nao-local nm € 1,5
Comprimento nm L, 15
Largura nm L, 10
Espessura efetiva nm h 0,34
Massa Especifica kg/m? p 2250
Coeficiente de amortecimento viscoso ~ Ns/m? c 0
Coeficiente de Poisson - v 0.25

Fonte: O autor, 2021.
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O amortecimento viscoso proporcional a velocidade (considerado nulo), a cons-
tante de Poisson e as propriedades geométricas, de massa e nao-localidade do modelo de
referéncia sao apresentadas na Tabela 19. Todos os valores paramétricos estao em con-
cordancia com os comumente adotados na literatura nao-local para analises numéricas de
laminas de grafeno (MURMU; PRADHAN;, 2009; PRADHAN; PHADIKAR, 2009; ADHI-
KARI et al., 2015; WANG; LI, 2012; KARLICIC et al., 2016; ARASH; WANG, 2012).
Por exemplo, os valores para a massa especifica e para espessura efetiva foram também
adotados por Adhikari et al. (2015), a constante de Poisson foi adotada por Murmu e
Pradhan (2009) e o valor do parametro nao-local ocorre dentro do intervalo entre 0 nm

e 2 nm, comumente considerado na literatura para nanotubos de carbono e laminas de

grafeno (WANG; LI, 2012; KARLICIC et al., 2016; ARASH; WANG, 2012).

Figura 15 - Realizacoes de campos aleatérios. Parametros: Ex(x,y), Ai(x,y) e Q;i(z,y): SLGS

1 1 1 8.;2 18
1.09 0.27 12
1.08 0.26 1'2
1.06 024
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1.04 : 0.6
. 0.4
1.02 0.21

Legenda: (a) Mddulo de baixa frequéncia: Eo(z,y) (TPa)

(b) Amplitude de relaxacao proporcional 1: Aj(z,y)

(c) Inverso da constante de tempo de relaxacao 1: Q;(z,y) (Trad/s)
Fonte: O autor, 2021.

O comportamento viscoelastico da lamina de grafeno é descrito por um modelo vis-
coeldstico de uma tnica varidvel interna. Os parametros viscoelasticos Eq(x,vy), Ai(x,y)
e Q1(z,y) sdo modelados como campos aleatérios Gaussianos, com as médias e desvios
padrao nominais apresentados na Tabela 20. Os valores adotados ocorrem em con-
cordancia de ordem de grandeza com os respectivos pelos autores (LEI et al., 2013),
com € (z,y) percorrendo valores préximos as frequéncias naturais dos primeiros modos
de vibracao do sistema, como pode ser observado a seguir. A metodologia analitica de
expansao KL para dominios bidimensionais, segundo Ghanem e Spanos (2003), é apresen-
tada na Secao A.2 do Apéndice A desta tese. O modelo de elementos finitos estocastico,
nao apresentado explicitamente nesta tese, é obtido da integracao das expansoes de Karhu-
nen—Loeve para os parametros E(z,y), Fi(x,y) e Q;(z,y) junto as fungoes de forma que

definem as matrizes elementares K¢, K{ e Kf do MEF para placa viscoelastica nao-
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local, as Equagoes (107), (108) e (109), respectivamente, apresentadas na Segao 1.5.3.
Todos os campos aleatérios sao simulados com comprimentos de correlagao b, = L,/3 e
b, = L, /3 (ADHIKARI; FRISWELL, 2010). Ao todo, a expansao KL é realizada com 100
termos, sendo 10 termos em cada expansao KL respectiva as coordenadas espaciais x e y
da placa. A realizacao de campos aleatérios para os parametros viscoelasticos do modelo
de referéncia constam na Figura 15. Como resultado, tem-se as propriedades do médulo
viscoeldstico complexo local apresentadas na Figura 16, consistindo dos moédulos de ar-
mazenamento e perda, E'(x,y) e n(z,y), respectivamente; dados em funcao da frequéncia

w e das coordenadas espaciais x e y, para as frequéncias 50 GHz e 150 GHz.

Tabela 20 - Propriedades estatisticas nominais dos parametros viscoelasticos: SLGS

Média  Desvio Padrao

Propriedade Unidade Simbolo Nominal Nominal
Médulo de baixa frequéncia TPa Eoo(x,y) 1,06 0,0265
Amplitude de relaxacao 1 - Aq(z,y) 0,25 0,025
Inverso do tempo de relaxagao 1 Trad/s  Qi(z,y) 1 0,3

Fonte: O autor, 2021.

Cabe destacar que, na literatura, o médulo de elasticidade para laminas de grafeno
é comumente reportado ou assumido em torno de 1 TPa quando é adotada a espessura
efetiva por volta de h = 0,34 nm (MURMU; PRADHAN, 2009; PRADHAN; PHADIKAR,
2009; ADHIKARI et al., 2015; HUANG; WU; HWANG, 2006; HARTMANN et al., 2013;
SHI et al., 2014). De forma compativel, foi considerado o valor de 1,06 TPa como média
nominal para o médulo de relaxagdo de baixa frequéncia (MURMU; PRADHAN, 2009;
LEI et al., 2013).

Pela Figura 15, verificam-se as propriedades viscoelasticas da lamina de grafeno em
duas frequéncias de excitacao distintas e nota-se que ambas as propriedades do moédulo
complexo local, médulo de armazenamento e fator de perda, possuem variabilidade es-
pacial consideravel ao longo do dominio. Tal fato é observado tanto em 50 GHz quanto
em 150 GHz, distinguindo-se visualmente as regioes da placa de acordo com as respostas
em frequeéncia, apresentando diferentes niveis de rigidez e amortecimento. Por exemplo,
das Figuras 17a e 17c, verificam-se diferencas de até 0,2 TPa, aproximadamente, entre os
valores registrados espacialmente de modulo de armazenamento, em ambas as frequéncias
avaliadas. Mais ainda, tem-se, pelas Figuras 17b e 17d, que as regioes da placa identifica-
das com menor e maior amortecimento na frequéncia de excitacao de 50 GHz, em grande
proporcao, sao distintas das identificadas com menor e maior amortecimento na frequéncia
de excitacao de 150GHz. Considerando o fator de perda, em relacao a resposta obtida
com a frequéncia de 50 GHz, calculou-se um aumento médio de 43% de amortecimento

quando na frequéncia de 150 GHz.



112

Figura 16 - Propriedades viscoelasticas do modelo de referéncia em fungao do dominio espacial

da placa. Médulo complexo local - Médulo de armazenamento E'(m, y,w) e fator
de perda n(z,y,w): SLGS
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Legenda: (a) Médulo de armazenamento E' (x,y,w) em TPa: Com w = 50 GHz
(b) Fator de perda n(z,y,w): Com w = 50 GHz
(a) Médulo de armazenamento E'(z,y,w) em TPa: Com w = 150 GHz
(d) Fator de perda n(z,y,w): Com w = 150 GHz

Fonte: O autor, 2021.

Para o modelo de elementos finitos de placa, a convergéncia de malha é analisada
considerando os parametros modais até o quinto modo de vibragao, conforme apresentado
na Tabela 21. Foi considerada uma evolugao de refinamento de malha em que a quantidade
de elementos finitos dividindo o dominio da placa ao longo da coordenada = é sempre 3/2
da quantidade de elementos dividindo ao longo da coordenada y. Levando em consideragao
o custo computacional como fator preponderante, adota-se a configuragao de malha 12 x
8, que confere um erro relativo percentual de 0,94% na frequéncia natural obtida no
5° modo de vibracao, em comparacao & configuracao de malha mais refinada avaliada,
45 x 30. Como comparagao, o maior erro relativo percentual pelo MEF com malha

18 x 12 é de 0,49% em relagao & configuracao de malha mais refinada avaliada, 45 x 30,
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Tabela 21 - Analise de convergéncia de malha pelo MEF: SLGS

Parametro Configuragoes de malha

Modal 6x4 9x6 12x8 18x12 21 x14 30x20 45x 30

wi (GHz) 43,49 4384 4398 44,06 44,10 44,13 44,14
wy (GHz) 75,77 76,75 7715 7743 7752 77,61 77,66
wy (GHz) 113,66 114,03 114,30 11447 114,57 114,64 114,68
wy (GHz) 122,50 123,67 124,24 124,70 124,82 124,97 125,06
ws (GHz) 135,92 137,66 13859 139,22 139,52 139,77 139,91
G 0,0314 0,0315 0,0316 0,0316 0,0316 0,0317 0,0317
G 0,0454 0,0456 0,0457 0,0457 0,0458 0,0458  0,0458
(s 0,0513 0,513 0,0511 0,0511 0,0511 0,051 0,0511
Ca 0,0533 0,0533 0,0532 0,0532 0,0532 0,0532 0,0532
Cs 0,0535 0,0536 0,0534 0,0534 0,0534 0,0534 0,0534

Fonte: O autor, 2021.

também no 5° modo de vibracao. Uma vez que argumenta-se o custo computacional como
fator para escolha da malha, registra-se novamente o hardware utilizado, um processador
Intel® Core™ modelo 17-8565U em um computador de 8 GB de meméria RAM DDRA4.
Para a determinagao de parametros modais, pela a configuragao de malha 12 x 8, 10000
execucoes do modelo de referéncia levariam em torno de 16 horas, ao passo que, na malha
18 x 12, 60 horas. Considerando as propriedades viscoelasticas homogéneas espacialmente
e mantendo apenas uma tunica variavel interna, os respectivos tempos de execucgao seriam
em torno de 1,2 h e 10,5 h e, com duas variaveis internas; 1,7 h e 22,9 h. Ao longo do

restante desta secao, todas as analises sao conduzidas com malha 12 x 8.

Tabela 22 - Parametros modais. Modelo
de referéncia: SLGS

Modo de vibragao w? (GHz) ¢F

43,98  0,0316
7715 0,0457
114,30  0,0511
124,24 0,0532
138,59  0,0534

Ot = W N =

Fonte: O autor, 2021.

Os valores de referéncia para os parametros modais do sistema constam das frequén-

cias naturais e razoes de amortecimento apresentadas na Tabela 22, do primeiro ao quinto
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modos de vibracao. Deve ser notado que as frequéncias naturais ocorrem no intervalo en-
tre 40 GHz e 140 GHz e os modos de vibragao mais altos sao os mais amortecidos. Os
valores de razao de amortecimento estao em concordancia com as propriedades do médulo
complexo nas frequéncias de excitacao de 50 GHz e 150 GHz, conforme apresentado nas
Figuras 17b e 17d, em que o fator de perda é consideravelmente maior em 150 GHz. Além
disso, o parametro € (z,y) possui variabilidade espacial entre os valores 0,3 Trad/s e 1,9
Trad/s, conforme se verifica na Figura 15. Convertendo as frequéncias naturais do modelo
de referéncia de GHz para Trad /s, verifica-se que elas ocorrem dentro desse intervalo; com
0,2763 Trad/s e 0,8718 Trad/s para as frequéncias naturais no primeiro e quinto modos
de vibragao, respectivamente. Dessa forma, uma vez que a média do campo Q(z,y) foi
0,986 TPa; boa parte de sua variabilidade espacial ocorre com valores mais altos que as
frequéncias naturais do sistema. Verificou-se que os valores do campo 4 (z,y) sdo acima
da frequéncia natural no quinto modo de vibracao em torno de 59% da superficie da placa.
Portanto, as razoes de amortecimento maiores nos modos de vibracao mais altos estao em

concordancia com os campos aleatorios realizados.

Tabela 23 - Propriedades estatisticas dos parametros modais, obtidas a partir de 5 mil
realizagoes dos campos aleatdrios para os parametros Foo(z,y), E1(z,y), Ea(x,y),
Ql(‘r’y) e QQ(:Cay): SLGS

A D
o o o b o)
wi (GHz) 43,73 0,32 0,74  [43,11;44,41] 43,98 0,56
wy (GHz) 77,03 0,72 093  [75,74:78,59] 77,15 0,15
wy (GHz) 113,61 1,30 1,15 [111,27;116,38] 114,30 0,61
wy (GHz) 124,17 136 1,00 [121,68,126,96] 124,24 0,06
ws (GHz) 138,37 147 1,06 [135,65141,38] 138,59 0,16

G 0,0329 0,0048 14,67 [0,0247;0,0440]  0,0316 -3,95

Go 0,0482 0,0044 9,04  [0,0396;0,0565]  0,0457 5,19

(s 0,0554 0,0033 6,03  [0,0485;0,0615]  0,0511 7,76

(o 0,0562 0,0030 5,234  [0,0503:0,0620]  0,0532 5,34

(s 0,0566 0,0029 5,15  [0,0508:0,0620]  0,0534 5,65

Fonte: O autor, 2021.

Para serem avaliados os impactos causados pela variabilidade espacial nos resul-
tados obtidos para o modelo de referéncia, foram geradas 5 mil realizacoes dos campos
aleatérios para os parametros Fo(z,y), Fi(x,y) e Q1(z,y) e obtidas os correspondentes
parametros modais. Na Tabela 6 constam as propriedades estatisticas dos parametros mo-
dais obtidos das 5 mil realizacGes. Adicionalmente, apresentam-se os valores de referéncia

para os parametros modais do modelo referéncia para fins de comparacgao. Correspon-
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dentemente, tem-se apresentados os respectivos desvios relativos percentuais dos valores
de referéncia de parametros modais, com relagao as respectivas médias amostrais de cada
parametro modal, conforme Tabela 6. Os histogramas dos parametros modais, obtidos

das 5 mil realizacoes dos campos aleatérios, sao apresentados na Figura 17.

Figura 17 - Histogramas das predigoes de parametros modais em 5000 realizagoes dos campos

aleatérios dos parametros Eoo(x,y), Ai(z,y) e Qa2(z,y): SLGS
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Legenda: (a) Histogramas de frequéncias naturais

(b) Histogramas de razoes de amortecimento

(c) Legenda de cores e linhas para os parametros modais pelo modelo de referéncia
Fonte: O autor, 2021.

Considerando os resultados apresentados na Tabela 23 e na Figura 17, para as
frequéncias naturais ocorreram coeficientes de variacdo com média em torno de 1% e,

para as razoes de amortecimento, em torno de 8,05%. Sobre os parametros modais do
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modelo de referéncia, verifica-se que as as frequéncias naturais sao todas obtidas com
valores acima das respectivas médias amostrais, obtidas a partir das 5 mil realizacoes.
Considerando apenas os desvios relativos obtidos nas frequéncias naturais, destaca-se
que houve um desvio relativo médio de 0,3%. Por outro lado, considerando os desvios
relativos calculados para as razoes de amortecimento, verifica-se que todas as razoes de
amortecimento pelo modelo de referéncia foram abaixo dos respectivos valores de médias
amostrais. O valor médio de desvios relativos foi -5,6% para as razoes de amortecimento.
O impacto da variabilidade espacial adotada foi menos significativo para a frequéncia
natural no quarto modo de vibracao, com apenas 0,06% de desvio relativo percentual
em relagao a respectiva média amostral. O ruido experimental Gaussiano adotado nesta
tese é descrito como de média nula e variancia por desvios padrao proporcionais de 0,3%
para as frequéncias naturais e 3% para as razoes de amortecimento. Portanto, impactos
da mesma ordem de grandeza ocorreram com a realizacao escolhida para os parametros
viscoeldsticos e, por isso, a variabilidade espacial foi considerada significativa para as

analises.

3.3.2 Geragao de dados experimentais sintéticos: SLGS

Aplicando o procedimento descrito na Subsecao 3.1.1 sobre a metodologia de
geracao dos dados experimentais sintéticos, considerando os valores exatos para os parametros

modais pelo modelo de referéncia, Tabela 22, tem-se

[0,0174 0 0 0 0 |
0 0,056 0 0 0
.=1 0 0 01176 0 0 | GHZ (163)
0 0 0 0,138 0
|0 0 0 0  0,1729]
[0,0897 0 0 0 1
0 01878 0 0 0
=1 0 0 0,233 0 0 | x107° (164)
0 0 0 02548 0
| 0 0 0 0  0,2568]

Considerando os parametros modais de referéncia, Tabela 22, as matrizes de co-
variancia nas Equagoes (163) e (164), os dados experimentais sintéticos foram obtidos,

sendo apresentados na Tabela 24.
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Tabela 24 - Dados experimentais sintéticos:
SLGS

Modo de vibragao w? (GHz) ¢

e

44,15 0,0310
7721 0,0459
114,21 0,0511
124,18 0,0501
139,30 0,0526

T =~ W N =

Fonte: O autor, 2021.

3.3.3 Classes de modelos, PDF's a priori iniciais e problemas inversos de estimagao de

parametros e selecao de classes de modelos: SLGS

Para o caso da lamina de grafeno de camada tinica (SLGS) como placa em vibracao
transversal, trés classes de modelos sao propostas para problemas inversos de estimacao
de parametros e selecao de classes de modelos. Adota-se a notacao (e)? para identificar
as classes de modelos e os problemas inversos propostos considerando modelos nao-locais
viscoelasticos de placa.

Considerando o escopo previamente definido na Subsecao 3.1.2, tem-se uma classe
de modelos M), onde os efeitos dissipativos no sistema sao modelados adotando a hipdtese
de amortecimento viscoso proporcional. Portanto, similarmente & classe de modelos M,
apresentada na Subsecao 3.2.3 para o nanotubo de carbono, o MEF para a classe de

modelos M é particularizado por
M.Ge(t) + (De + K ) Gc(t) + Kiae(t) = Pe(t) (165)

onde Kf e K sdo matrizes elementares dadas, respectivamente, por

by ple ony 2N oN 2NT 92N 92NT
K%_//ED[aNaN <5N8N +3N8N)+

0x? 01?2 0z? 0y? dy?> 07?2 (166)
+82_N82NT 21— ) O*N 9?NT i
0y% 0y v 00y 010y 4
/ly /’w 5 [62N O*NT N (82N O*NT” L PN 82NT> N
Nd 2 2 v =2 972 72 972
0r? 0% 0x? 0Jy 0y? 0% (167)

JPNONT 1) N *N"]
052 O oz0g 0z0g | Y
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onde 1y é o coeficiente de amortecimento viscoso proporcional associado a matriz de
rigidez. Todas as demais matrizes e vetores elementares foram definidos na Subsegao
1.5.3.

As classes de modelos MY e M} sdo aquelas onde os efeitos dissipativos do sistema
sao descritos por um modelo viscoelastico de parametros homogéneos, tal que elas se di-
ferem pela quantidade de variaveis internas na descricao do comportamento viscoelastico.
As classes de modelos MY e M¥ possuem, respectivamente, uma e duas varidveis internas.

Efeitos de amortecimento viscoso sao adotados como nulos nessas classes de modelos.

Tabela 25 - Parametros a serem estimados em cada caso de estudo: SLGS

Caso de Classe de Modelo de Vetor de Parametros
Estudo  Modelos Amortecimento Desconhecidos 6
1 AP M5 Viscoso leoa,Cyy na, B 5
2AP MY Viscoeléstico: 1 VI [eoa, Ay, Oy ,EOO]T
3AP ME Viscoeldstico: 2 VIs  [ega, A1, Ag,Qy, Qs , Es]”
1B? ME Viscoso [eoa O na, B B} 5
2B? MY Viscoeldstico: 1 VI leoa, Ay, , Ex, B]"
3BP M Viscoeldstico: 2 VIs  [ega, Ay, Ay, , Qo Ex, 8]

Fonte: O autor, 2021.

Considerando as trés classes de modelos propostas e, novamente, as hipéteses A e
B para a funcao de verossimilhanca, Subsegao 3.1.3, tem-se organizados todos os casos
de estudo na Tabela 25 para a lamina de grafeno. Cada caso de estudo consiste em
um problema inverso de estimacao de parametros a ser solucionado. Os parametros de
interesse, a serem estimados nos problemas inversos, sao também correspondentemente
apresentados na Tabela 25. Os casos 1AP, 2AP e 3AP correspondem as aplicagoes das
classes de modelos M M7 e M%), sem estimar conjuntamente a variancia do erro global
aditivo, e os casos 1BP, 2BP e 3BP, as aplicacoes, respectivamente, das mesmas classes de
modelos, porém estimando a variancia do erro global aditivo conjuntamente nos problemas
inversos de estimagao de parametros. Vale relembrar que a variancia do erro global ¢
parametrizada de acordo com o fator de escala (3 associado a matriz de covariancia do ruido
dos experimentais, sendo a hipdétese B para a funcao de verossimilhanga. De forma anédloga
ao caso de aplicacao de um SWCNT como viga em vibracao transversal amortecida, as
classes de modelos MY e M% sao encaixadas de forma hierdrquica e a variabilidade espacial
das propriedades viscoeldsticas é unica diferenca entre a classe de modelos M} e 0 modelo
de referéncia utilizado para gerar os dados experimentais sintéticos.

As PDFs a priori dos parametros sao definidas conforme consta na Tabela 26,

para uma primeira solucao dos problemas inversos. As interpretacoes e procedimentos
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para escolha das PDF's a priori dos parametros sao similares as realizadas para as classes
de modelos de viga na Subsecao 3.2.3. Destacam-se, portanto, apenas algumas das PDF's
adotadas. Por exemplo, foram escolhidas PDFs Gaussianas para os parametros F e F,
com média em 1,06 TPa e com variancia, proporcional a média, de 5%. Para os i-ésimos
inversos das constantes de tempo, considera-se o fato de que o amortecimento foi maior nos
modos de vibracao mais altos pelo modelo de referéncia, conforme observado na Subsegao
3.3.1. A partir dessa observacao, optou-se por um limite superior consideravelmente acima
das frequéncias naturais pelo modelo de referéncia, em 3 Trad/s, em torno de 3,45 vezes a
frequéncia natural no quinto modo de vibragao, w?; =0,8708 Trad/s. Para o parametro de
escala 3, adotou-se novamente a distribuigao Gama inversa ZG(2; 3) para todas as classes

de modelos na Solucao-1 dos problemas inversos.

Tabela 26 - PDFs a priori iniciais para os parametros: SLGS

Parimetro Notacao Classes de Modelos
PDE Mg M Mj
eoa (nm)  7(ega| M?) Uul0; 2] Ulo; 2] Uul0; 2]
E (TPa)  m(E|M?) N(1,06;0,053?) . -
E. (TPa)  m(Ex|MP) i N (1,06;0,0532)  A(1,06;0,053%)
C! (Ns/m*)  7(C.|MP) U[0;0, 005] . -
ni(Pa.s) — m(na| M7) U|0;0,1] - -
Ay (A [ M) - U[o; 1 u[o; 1
Ay 7(Ag| MP) - - Uo; 1j
Oy (Trad/s) m(2|M?) - Uu|0; 10] Uu|0; 10]
Qq (Trad/s)  m(Qa|MP) - - U|[0; 10]
8 (8% M) 76(2;3) 76(2;3) 76(2;3)

Fonte: O autor, 2021.

Como problemas inversos de selecao de classes de modelos, considera-se comparar e
selecionar classes de modelos dentre as classes M{ , M} e MY, conforme as hip6teses para
a funcao de verossimilhanca A e B. A partir dos casos de estudo 1AP, 2AP e 3AP, tem-se o
problema de selecao de classes de modelos onde a variancia do erro global nao é estimada
nos problemas inversos de estimacgao de parametros e, a partir dos casos de estudo 1B?,
2BP e 3BP, tem-se o problema de selecao de classes de modelos que, diferentemente, a

variancia do erro global é estimada nos problemas inversos de estimacgao de parametros.
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3.3.4 Resultados numéricos. Problemas inversos de estimacao de parametros por

inferéncia Bayesiana: SLGS

Para os problemas inversos de estimacao de parametros e selecao de classes de
modelos considerando uma lamina de grafeno, o algoritmo TMCMC é configurado com
10000 amostras por estagio, coeficiente de variacao prescrito COVp = 1 e parametro
de escala da distribuicao proposta @ = 0,2. A configuragao definida para o TMCMC é
mais simples em comparacao aquela adotada no caso do nanotubo como viga, com menos
amostras por estagio, maior coeficiente de variacao e parametro de escala tinico em to-
dos os cenarios. Em parte, essa configuragao mais simples foi decidida levando em conta
o custo computacional relativamente elevado na execucao do problema direto, conforme
ja comentado na Subsecao 3.3.1. A titulo de exemplo, o maior tempo de execucao do
algoritmo TMCMC ocorreu no caso 3BP, Solucao-1, quando a PDF a priori foi menos
informativa e tem-se a classe de modelos com duas varidveis internas, M5. Nesse caso,
o tempo de execucao foi de 33,04 h em um total de 11 estagios. Por outro lado, apesar
do custo computacional, tem-se que a estrutura do modelo de referéncia é mais simples,
com apenas uma Unica variavel interna e, além disso, a classe de modelos de maior com-
plexidade nos problemas inversos propostos possui, agora, apenas duas variaveis internas.
Como resultado, verificou-se que o algoritmo de amostragem, mesmo na primeira solugao
do problema inverso, quando ocorrem PDFs a priori menos informativas; apresentou re-
sultados consistentes, conforme verificado ao longo da subsegao. Apesar do verificado
bom desempenho do algoritmo, a estratégia de execucao dos problemas inversos em dois
estagios ¢ mantida com a finalidade de serem avaliados os impactos de diferentes niveis de
conhecimentos a priori nas solugoes dos problemas inversos de estimacao de parametros
e de selecao de classes de modelos. Para os resultados de estimacao de parametros, uma
vez que as PDFs a priori mais informativas recuperam cenérios que favorecem amostra-
gens de maior qualidade, apresentam-se, basicamente, somente os resultados da segunda
solugdo dos problemas inversos. Para a classe de modelos M5, ordenam-se os pares de
parametros viscoelasticos A; e ; entre duas varidaveis internas, de forma que €; < €25 em
todos estados amostrados.

Os resultados numéricos e graficos das solucoes dos problemas inversos de estimacao
de parametros sao apresentados conforme segue. Dos resultados da primeira solugao dos
problemas inversos de estimagao de parametros (Solugao-1), os valores maximos e minimos
amostrados para os parametros nos casos 1BP, 2BP e 3BP sao apresentados na Tabela 27.
Em conformidade, as PDFs a priori redimensionadas, a serem utilizadas nas segundas
execucoes dos problemas inversos, sao apresentadas na Tabela 28. Apenas como um
exemplo, apresentam-se as PDFs marginais a posterior: dos parametros do caso 2BP?,
classe de modelos MY (uma varidvel interna) e ajustando o parametro de escala 3, na

Figura 18, considerando os estagios de solugao, Solucao-1 e a Solugao-2. Dos resultados da



Tabela 27 - Valores minimos e maximos dos parametros, amostrados

na primeira solucao dos problemas inversos: SLGS

Caso de Classe de Parameter Valor Minimo Valor Maximo
Estudo  Modelos Amostrado Amostrado
epa (nm) 1,17 1,53
C! (Ns/m?) 1,40 11,57
1BP Mj na(Pa.s) 0,06 0,10
E (TPa) 0,95 1,19
I6] 1,56 4,08
epa (nm) 1,41 1,62
Aq 0,19 0,26
2BP MY Q; (Trad/s) 0,71 1,21
E. (TPa) 1,02 1,15
15} 0,57 4,94
epa (nm) 1,36 1,60
Aq 0,00 0,23
Ay 0,00 0,40
3BY ME Qy (Trad/s) 0,00 1,06
Qs (Trad/s) 0,74 3,00
E+ (TPa) 0,99 1,14
B 0,60 2,97

Fonte: O autor, 2021.

Tabela 28 - PDF's a priori redimensionadas apds a primeira solugao dos problemas
inversos: SLGS

Parametro Notagao Classes de Modelos
PDF Mb MY MS
epa (nm)  7w(egal M?) U[1,11, 6] U[1,3;1,7] U[1,3;1,7]
E (Tpa) m(E|MP)  N(1,06;0,0532) - -
Ew (Tpa) 7w(Ex|M?) - N(1,06;0,053%)  N(1,06;0,0532)
C(kNs/m®)  7(C,y | M7) U0; 15] - -
na(Pas) — w(ng| M7) U[0;0, 1] - -
A (A | MP) - U|[0,15;0, 3] U[0;0, 3]
D (AMD) : : U[o;0, 3
0y (Trad/s) 7w(Q|M?) - U0, 5;1,5] Ujo; 1, 2]
Qy (Trad/s) 7w(QaM?) - - Uulo, 5; 3]
s (B M?) ZG(2;10) Z6(2;3) 76(2:3)

Fonte: O autor, 2021.
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segunda solugao dos problemas inversos, na Tabela 29 sao apresentadas as propriedades
estatisticas marginais das PDF's a posteriori dos parametros em todos os casos de estudo
avaliados e, nas Figuras 19 e 20, sao apresentados os graficos de espalhamento dos estados
nos casos de estudo 2B? e 3BP, respectivamente. Com a finalidade de avaliar as qualidades
de ajuste aos dados experimentais, tem-se as PDFs dos parametros modais nas Figuras 21
e 22. Adicionalmente, as predigoes 6timas, obtidas a partir das estimativas de MAP com
a solucao dos problemas inversos, sao apresentadas na Tabela 30. Na Figura 23, funcoes
de resposta em frequéncia, obtidas a partir dos estados amostrados das PDF's a posteriori

dos casos 1AP e 1BP, sao também apresentadas.

Figura 18 - PDFs marginais a posteriori dos parametros. Caso 2B? (Classe de modelos MY e

estimando a variancia do erro global), Solugao-1 e Solugao-2: SLGS
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Legenda: PDFs a posteriori marginais: (a) 7(8|y%, MY). (b) m(eoaly’, MY).
(e) m(Arlyg, M) (d) m(Qulyp, MT). (e) m(Euxlyp, MY).
Fonte: O autor, 2021.

Com relagao as PDFs a priori mais informativas, Tabela 28, destacam-se as esco-
lhas de nao alterar as PDFs Gaussianas para os parametros E e F., e de redimensionar a
PDF a priori do parametro de escala [ da variancia do erro aditivo para a classe de mo-
delos M} por 7(5%|M5E) = ZG(2;10), com base na primeira solu¢ao do problema inverso

1BP. De semelhante modo, todos os intervalos nas distribui¢oes uniformes dos demais
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parametros foram redimensionados baseados nos valores minimos e maximos amostrados

da primeira solugao dos problemas inversos, apresentados na Tabela 27.

Tabela 29 - Propriedades estatisticas dos estados amostrados (Solucao-2): SLGS

Caso Classe de Parametro L o o/u % IC 95 % Oriap
Modelos
coa (nm) 1315 0,017 126 [1,284,1,348] 1,316
L g, CulKNs/w?) 6276 0509 811 (3137277 6.263
na(Pa.s) 0,078 0,0021 2,70 [0,074;0,082] 0,078
E(TPa) 1,037 0010 099 [1,0181,058 1,037
eoa (nm) 1513 0,018 120  [1,479;1,549] 1,514
o M A 0218 0,004 1,90  [0,210:0,226] 0,218
Oy (Trad/s) 0,889 0,039 4,33 [0,819;0,970] 0,884
E. (TPa) 1,082 0011 1,04  [1,060;1,105] 1,082
coa (nm) 1,504 0,019 126  [1,4681,542] 1,514
A 0,128 0065 50,50 [0,006:0,216]  *
Ay 0,106 0,066 62,09 [0,0050218  *
3AP M
O, (Trad/s) 0,731 0,181 24,75  [0,091:0,925]  *
O, (Trad/s) 1,628 0,633 38,87 [0,872:2,855  *
E. (TPa) 1,077 0013 1,16  [1,053;1,100] 1,082
coa (nm) 1,327 0,051 3,87  [1,231:1.429] 1,323
C/(Ns/m?) 6,462 1,905 2948 [2,675:10,268] 6,258
1B? M, na(Pa.s) 0,078 0,007 9,09 0,064;0,092] 0,078

[
E(TPa) 1,045 0032 3,02 [0,9851,109] 1,042
8 3,726 0,873 2344  [2401:5,671] 2,824
eoa (nm) 1,512 0,021 1,37 [1,471;1,553] 1,515
A 0218 0,005 238  [0,209:0,229] 0,218
0B M, O (Trad/s) 0892 0048 543  [0,8090,100] 0,884

E. (TPa) 1,081 0,013 1,19  [1,0565;1,107] 1,083

3 1,148 0282 24,58  [0,769:1,873] 0,894
eoa (nm) 1,508 0,023 152  [1,458,1,550] 1,515
A 0,130 0,064 4899  [0,011;0,216 *

[ ]
[ ]
[ ]
A, 0,105 0,070 66,75  [0,004;0,224]  *
3BP M, O, (Trad/s) 0,747 0,171 22,86 [0,119;0,938]  *
Q, (Trad/s) 1484 0,614 41,39 [0,878;2,856  *
E. (TPa) 1,080 0015 1,36  [1,049:1,105]
3 1,193 0296 24,81  [0,783;1,948]

1,083
0,804

Legenda: * Valores de MAP néao identificados.
Fonte: O autor, 2021.
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Sobre o comportamento do algoritmo TMCMC nos dois cenarios de conhecimento
a priori propostos, a acuracia na determinacao da PDF a posterior: para o caso 2BP é ob-
servada na Figura 18, a titulo de exemplo. Verifica-se que o algoritmo TMCMC retornou
resultados comparaveis em ambos os cendrios de conhecimento a priori. Em comparacao
ao caso de aplicacao com o SWCNT, o desempenho do algoritmo, considerado satisfatorio
pelo exemplo da classe de modelos M7 na Figura 18, ocorreu com uma configura¢ao me-
nos rigorosa em termos de quantidade de amostras por estigio e coeficiente de variagao
prescrito. Para as demais classes de modelos, considerando todos os casos de estudo, com-
paragoes serao realizadas na proxima subsecao quando abordadas as evidéncias obtidas
e os resultados de selecao de classes de modelos nos dois estagios de solu¢ao dos proble-
mas inversos. Pela caracteristica das evidéncias, pode-se avaliar, de forma generalizada, a

consisténcia de todos os resultados obtidos com a configuracao escolhida para o TMCMC.

Figura 19 - Gréficos de espalhamento de estados. Caso 2B?P (Solucao-2). Classe de modelos

MY SLGS
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14 1.5 1.6 0.2 0.25 08 1 12 1 1.05 1.1
Probabilidade
0.4
n 2 2} 21 0.2
0 0 0 0 0
14 1.5 1.6 0.2 0.25 08 1 1.2 1 1.05 1.1 0 2
e,a (nm) A1 91 (Trad/s) E00 (TPa) B

Fonte: O autor, 2021.
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Figura 20 - Gréficos de espalhamento de estados. Caso 3BP (Solugao-2). Classe de modelos
ME: SLGS
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Fonte: O autor, 2021.

Sobre os resultados de estimacao de parametros na Tabela 29, em relacao aos
impactos da inclusao da variancia do erro aditivo como varidvel aleatéria a ser estimada
nos problemas inversos, podem-ser comparadas as propriedades estatisticas marginais
para os parametros das classes de modelos M, MY e M5, obtidas nos casos 147, 2A? e
3AP, quando nao estimada a variancia do ruido, com as respectivas nos casos 18P, 2BP
e 3BP, quando estimada a variancia do ruido. Verifica-se que ha um alargamento dos
suportes das PDFs a posteriori dos parametros das classe de modelos M§, enquanto que,
nas classes MY e M%), nao se verificam alteragoes significativas. A classe de modelos Mf é
aquela que maiores valores para o parametro [ foram estimados (caso 1B?), sendo também
a de menor complexidade dentre as classes de modelos propostas. Diferentemente, nos

casos 2B? e 3B?, classes de modelos MY e MY, respectivamente; foi obtido 8 ~ 1, sendo
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essas as classes de modelos de maior complexidade. Os valores mais elevados para a
variancia do erro global aditivo, a partir do parametro (3, indicam que ocorreram maiores
discrepancias de modelagem com a classe de modelos M5E, comparado-se com os valores
para o parametro de escala (3, obtidos a partir das classes de modelos M} e M?.

De acordo com os resultados na Tabela 29, tem-se ainda que as classes de modelos
MY e MY apresentam unicidade de solu¢ao para a MAP, sendo essas préximas as médias
marginais obtidas. Para a classe MY, Caso 2B?, tem-se, adicionalmente, o grafico de
espalhamento de estados apresentado na Figura 19, com o valor pontual da MAP indi-
cando a configuragao paramétrica 6tima entre os estados amostrados pelo TMCMC. Pelo
fato de haver uma solucao unica para a MAP, os suportes da PDF a posteriori, em con-
cordancia com as PDF's marginais na Figura 18, sao bem delimitados e definidos no espago
paramétrico. A classe de modelos MY, por outro lado, possui parametros viscoeldsticos
nao identificdveis. Dessa forma, para os parametros A}, AL OF e OF existem infinitas
solugoes 6timas de MAP nos casos de estudo 3AP e 3BP. As correlagoes paramétricas
nessas infinitas solugoes podem ser visualizadas na Figura 20, onde, além das dispersoes
dos estados amostrados na solucao do problema inverso 3BP, 60 diferentes pontos étimos
de MAP sao apresentados, o que permite caracterizar a topologia da PDF a posteriori
dos parametros no espaco paramétrico de solucao. Os estados amostrados da PDF a pos-
teriort sao localizados em torno dessas regioes planas de alta densidade de probabilidade.
Vale mencionar que as estimativas de MAP apresentadas sao a ultima geracao de estados
a partir do algoritmo de Evolugao Diferencial (STORN; PRICE, 1997), aplicado nesta
tese em conjunto com o algoritmo SIMPLEX de Nelder e Mead (1965), tal que todos
os pontos de MAP apresentados sao igualmente 6timos. Interpretando as compensacoes
paramétricas envolvidas, as estimativas de MAP para a classe de modelos M5 ocorrem
recuperando a configuragdo étima por MAP na classe de modelos MY, uma vez que as
classes de modelos M} e M} sao encaixadas de forma hierdrquica. Por exemplo, a esti-
mativa de MAP para o caso 24P ocorre com A2 = 0,218 e 224" = 0,884 Trad/s. Com
efeito, para a classe de modelos M} no caso 3AP, os parametros viscoeldsticos sao valores

equilibrados em uma das trés opgoes a seguir.

e Mantendo nao nulas as duas variaveis internas: A% + A = 0,218 e Q7 = QF =
0,884 Trad/s.

e Anulando a primeira varidvel interna: AY = 0, AY¥ = 0,218, Q¥ € [0;0,884]

Trad/s e Q57 = 0,884 Trad/s.

e Anulando a segunda variavel interna: AY = 0,218, AY =0, Q¥ = 0,884 Trad/s e
Q5 € [0,884; 3] Trad/s.
Destaca-se que as mesmas observagoes sobre as compensacoes paramétricas nos valores

obtidos de MAP podem ser igualmente realizadas para o caso de estudo 2BP, uma vez

que tratam-se dos mesmos valores 6timos, conforme a Tabela 29.
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Figura 21 - Predigdes de frequéncias naturais (Solucao-2): SLGS
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Fonte: O autor, 2021.

Nas Figuras 21 e 22 sao apresentadas as predigoes de parametros modais, obtidas
a partir das classes de modelos M5, MY e M5 calibradas. Observa-se que a classe de
modelos M§ tem a pior qualidade preditiva em relagao aos dados experimentais, enquanto
que as classes de maior complexidade, MY e M5, apresentam qualidades de ajuste, em
relacao aos dados experimentais, superiores e similares entre si. Faz-se necesséario observar
que a classe de modelos M} recupera relativamente bem as frequéncias naturais, mas nao
as razoes de amortecimento. Quando solucionados os problemas inversos 18?7, 2B? e 3BP?,
em relagao aos impactos da inclusao da variancia do erro global aditivo como variavel a
ser estimada, verifica-se que hd um alargamento dos suportes das PDFs dos parametros
modais na classe de modelos MJ e pouca alteragao ocorre pelas classes de modelos MY e
M.

Na Figura 23, considerando a classe de modelos M5, observam-se as predigoes de
funcao de resposta em frequéncia nos casos de estudo 1 AP e 1BP, considerando os estados
amostrados da PDF a posteriori. O atuador foi modelado posicionado nas coordenadas
espaciais * = 0,75L, e y = 0,67L, e o sensor em x = 0,25L, e y = 0,25L,. Nota-se
que o envelope estocdstico pelo intervalo de credibilidade de 97, 73% ¢é consideravelmente
expandido quando estimada a variancia do erro, com tendéncia a cobrir as caracteristicas

dinamicas do modelo de referéncia. Comparando as FRF's obtidas para o caso de aplicacao
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com nanotubo de carbono, Figura 13, verifica-se que o cenario em que o modelo adotado
para gerar os dados experimentais possui apenas uma tunica variavel interna, aparente-
mente, propicia que a hipotese do modelo de amortecimento viscoso para representar as
dissipacoes do sistema seja uma op¢ao com relativa maior qualidade preditiva. Esse fato
cabe ser investigado em trabalhos futuros, considerando diferentes modelos na geracao

dos dados experimentais dentro do mesmo caso de aplicacao.

Figura 22 - Predigdes de razoes de amortecimento (Solucao-2): SLGS
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Fonte: O autor, 2021.

Por fim, na Tabela 30, para serem comparadas as predicoes de parametros mo-
dais obtidas a partir da estimativa de MAP, consideram-se os erros relativos percentuais

médios, EM(%), calculados por

1 5 wMAP WP CMAP P
M(%) = -5 Z( 7 )+Z( ) x 100 (168)

P

onde w?. e (¥ correspondem, respectivamente, a i-ésima frequéncia natural e a i-ésima

razao de amortecimento e WMAY e (MAP As respectivas estimativas de MAP da solugao

€1
do problema inverso. Dessa forma, considerando os casos de estudo 1AP, 2AP e 3AP, de
acordo com a Tabela 30, a configuragao paramétrica étima para classe de modelos M}
fornece um desvio relativo médio em relagao aos dados experimentais 7,9 vezes maior que

as demais classes de modelos. Em concordancia com o fato de que a MAP para a classe



129

Figura 23 - Predigoes de FRFs. Casos 1AP e 1B? (Solugao-2): SLGS
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Legenda: FRF's obtidas considerando a posicao do atuador foi posicionado nas coordenadas
espaciais v = 0,75L, e y = 0,67L, e o sensor em x = 0,25L, e y = 0,25L,
(a) Caso 1AP - Nao estimada a variancia do ruido aditivo
(b) Caso 1BP - Estimada a variancia do ruido aditivo

Fonte: O autor, 2021.

Tabela 30 - Predigoes modais considerando as estimativas de MAP segundo
os casos 1AP, 2AP e 3AP: SLGS

Parametro Valor A(Oyiap|M?)
Modal Experimental ME MY M;
w (GHz) 44,15 44,04 44,05 44,05
wo (GHz) 77,21 77,62 77,46 77,46
w3 (GHz) 114,21 114,11 114,08 114,08
wy (GHz) 124,18 124,59 124,65 124,65
ws (GHz) 139,30 138,60 138,78 138,78
(1 0,031 0,033 0,031 0,031
(o 0,046 0,041 0,045 0,045
(3 0,051 0,040 0,051 0,051
4 0,050 0,050 0,052 0,052
(s 0,053 0,062 0,051 0,051
Erro relativo médio percentual - EM(%): 5,69 0,72 0,72

Fonte: O autor, 2021.
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de modelos M?% ocorre recuperando a configuracao paramétrica de MAP da classe de
modelos MY, o erro relativo médio percentual apresentado na Tabela 30 é idéntico entre
as classes de modelos M7} e M%. Em relacao a classe de modelos MY, a classe de modelos
ME nao é superior em qualidade de ajuste aos dados experimentais. Deste fato, dada a
nao identificabilidade dos parametros viscoeldsticos, conclui-se que a classe de modelos

ME & super-parametrizada.

3.3.5 Resultados numéricos. Problemas inversos de selecao de classes de modelos:

SLGS

As evidéncias das classes de modelos, obtidas das duas execugoes do TMCMC, nos
dois estagios de solugao dos problemas inversos de estimacao de parametros propostos,
Solucao-1 e Solucao-2; sao apresentadas nas Tabelas 15 e 16, respectivamente. Tem-
se as evidéncias obtidas nos casos de estudo 1AP, 2AP e 3AP, quando a variancia do
erro aditivo global nao foi estimada, e as evidéncias dos casos 18P, 2B? e 3BP, quando
essa variancia ¢ estimada junto aos parametros das classes de modelos, compondo dois
problemas inversos de selecao de classes de modelos. As plausibilidades das classes de
modelos sao atualizadas na primeira execugdo do TMCMC (Solugao-1) e utilizadas como
plausibilidades a prior: em uma segunda solucao dos problemas inversos de selecao de
classes de modelos. Novamente, tem-se entao trés estdgios de conhecimento sobre as
plausibilidades das classes de modelos. Define-se que o estégio 0 consiste das expectativas
a priori, o estagio 1, daquelas atualizadas quando consideradas as evidéncias obtidas na
Solugao-1, e o estagio 3, das plausibilidades obtidas a partir das evidéncias calculadas
na Solucao-2. Nesta aplicacao, também sao adotados dois cenarios de conhecimento a
priori, um em que as classes de modelos sao igualmente plausiveis a priori e um segundo,
adotando plausibilidades a priori informativas. Dessa forma, adotando plausibilidades

iguais a priori, tem-se
P(MGIM?P) = P(M]|M?) = P(M3|M”) =1/3 (169)

onde MP = [M§, MY, M%] e, para o cendrio com expectativas a priori informativas para

as classes de modelos, adota-se

P(M{IMP) =0,2

P(ME|MP) =0,3 (170)
P(M;|M”) = 0,5

Os resultados de selecao de classes de modelos sao apresentados na Figura 24 e

nas Tabelas 33 e 34. Na Tabela 33 sao os resultados quando consideradas as classes de



131

modelos como igualmente provaveis a priori e, na Tabela 34, quando as plausibilidades

sao distintas a priori.

Tabela 31 - Evidéncias das classes de modelos na 1# execu¢ao do TMCMC
(Solugao-1): SLGS

Caso de Classe Log-Valor Médio de Log-Ganho de .
Log-Evidéncia

Estudo de Modelo Verossimilhanca Informacao
1AP M} -25,66 14,50 -40,16
2AP MY 24,73 13,38 11,35
3AP M 24,34 14,53 9,81
1B? Mb 10,42 14,20 -3,77
2BP MY 23,65 13,13 10,52
3BP ME 23,33 13,85 9,48

Fonte: O autor, 2021.

Tabela 32 - Evidéncias das classes de modelos na 2% execucao do TMCMC
(Solugao-2): SLGS

Caso de Classe Log-Valor Médio de Log-Ganho de o
Log-Evidéncia

Estudo de Modelo Verossimilhanga Informagao
1 AP Mb -25,66 9,88 -35,53
2AP MY 24,66 8,98 15,67
3AP ME 24,37 9,94 14,43
1BP ME 10,82 5,84 4,99
2B? MY 23,93 8,39 15,54
3P M 23,66 9,39 14,26

Fonte: O autor, 2021.

Em relacao as evidéncias das classes de modelos, sao pontuadas as seguintes ob-

servacoes.

e O desempenho do algoritmo de amostragem, nos dois estagios de solucao dos pro-
blemas inversos de estimagao de parametros, Solugao-1 e Solugao-2; é notado pelo
nivel de correspondéncia dos logaritmos dos valores médios das fungoes de verossimi-
[hanca, considerando as Tabelas 15 e 16, para os mesmos casos de estudo. Portanto,
a configuracao adotada para o TMCMC foi assumida como satisfatéria para as in-

vestigacoes objetivadas. Reforca-se que este fato é importante para que os resultados
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nao sejam tendenciosos por conta das imprecisoes numéricas do TMCMC, sobretudo

nas estimativas das evidéncias.

e A estimacao da variancia do erro aditivo implica em um enfraquecimento dos termos
de penalizacao das evidéncias. Para a classe de modelos M}, o valor médio da fungao
de verossimilhanga foi aumentado e, para as classes de modelos MY e M5, reduzido,
favorecendo, por conseguinte, a classe de modelos M5, que possui a pior qualidade
ajuste aos dados experimentais. Em relagao aos ganhos de informacao, novamente,
todos eles foram obtidos com tendéncia de reducao quando estimada a variancia do
erro no problema inverso. Essa tendéncia é muito expressiva para a classe de modelos

b, uma vez que nesta classe de modelos houve maiores valores estimados para o

parametro (. Diferentemente, nas classes de modelos M} e M%, tem-se § ~ 1.

Dessa forma, nas classes de modelos que melhor recuperam os dados experimentais,

os impactos do enfraquecimento dos termos de penalizagao das evidéncias sao muito

pouco significativos.

e Comparando os valores de média do logaritmo da fungao de wverossimilhanca, a
menor qualidade de ajuste aos dados experimentais é novamente verificada para
a classe de modelos M. As classes MY e M} apresentam qualidades de ajuste
similares. Esse resultado é esperado, uma vez que, conforme verificado na Subsecao
3.3.4 pelas estimativas de MAP, o melhor ajuste aos dados experimentais pela classe
de modelos M} é obtido recuperando a configuragiao Gtima para a classe M7, sem

nenhuma melhoria adicional.

e Verifica-se que o uso de PDFs a priori mais informativas reduziu os ganhos de
informagao em todos os casos de estudo e, portanto, a penalizacao pela complexidade
das classes de modelos, comparando os resultados na Tabela 15 com os respectivos
na Tabela 16. Considerando as classes de modelos de maiores evidéncias, MY e
M?E. tem-se que os maiores fatores de Bayes sao BEyeime = 4,66 ¢ BEypive =
3,47, respectivamente, para as duas solucoes obtidas dos problemas inversos, a
Solucao-1 e a Solugao-2. Pela escala proposta por Jeffreys (1948), ocorrem evidéncias
substanciais em favor da classe de modelos MY nas solugoes dos problemas inversos,
sendo os respectivos fatores de Bayes convergentes no sentido de evidenciar a classe

I, independente dos niveis informativos nas diferentes PDFs a priori escolhidas.

Dos resultados de selegao de classes de modelos por inferéncia Bayesiana apresen-
tados nas Tabelas 33 e 34 e na Figura 24, realizam-se as observacoes e conclusoes listadas

a seguir.

e A classe de modelos M5 possui plausibilidades a posteriori quase nulas em todos

os cenarios analisados. O resultado esta de acordo com os resultados da Subsecao
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Tabela 33 - Plausibilidades das classes de modelos. Classes de modelos

igualmente provaveis a priori: SLGS

Casos de Classes de  P(MY|MP) (%) P(MY|yh, MP) (%)

Estudo Modelo Estagio 0 Estéagio 1  Estagio 2
1AP ME 1/3 0,00 0,00
2AP MY 1/3 82,33 94,18
3AP M 1/3 17,67 5,82
1BP M5 1/3 0,00 0,00
2BP MY 1/3 73,88 91,07
3BP M 1/3 26,12 8,93

Fonte: O autor, 2021.

3.3.4 e com os valores de evidéncia obtidos. Comparada com as demais, essa ¢é a
classe de modelos que apresenta uma qualidade de ajuste aos dados experimentais

muito inferior e, por conseguinte, possui os menores valores de evidéncia.

Tabela 34 - Plausibilidades das classes de modelos. Classes de modelos

distintamente provaveis a priori: SLGS

Casos de Classes de  P(MEZ|MP) (%) P(MY|yh, MP) (%)

Estudo Modelo Estagio 0 Estdagio 1  Estagio 2
1AP Mj 0,2 0,00 0,00
2AP MY 0,3 73,65 90,66
3AP Mb 0,5 26,35 9,34
18P ME 0,2 0,00 0,00
2BP MY 0,3 62,92 85,96
3BP ME 0,5 37,08 14,04

Fonte: O autor, 2021.

e Uma vez que houve o enfraquecimento das penalizagoes que compoem as evidéncias
das classes de modelos quando estimada a variancia do erro aditivo, as plausibilida-
des a posteriori das classes de modelos foram obtidas em valores mais aproximados
nos casos de estudo 1BP, 2B? e 3BP. Os impactos nas plausibilidades das classes
de modelos M} e M% foram, no méximo, em torno de 10% em favor da classe de
modelos M5, ndo sendo capaz da alteragdo da ordem do ranqueamento final das

classes de modelos em nenhum dos cendarios avaliados.
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Figura 24 - Plausibilidades a posteriori das classes de modelos: SLGS
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Legenda: (a) Casos 1AP, 2AP e 3AP (Sem estimar a variancia do erro): Classes de modelos

igualmente plausiveis a priori

(b) Casos 1BP, 2BP e 3BP (Estimando a variancia do erro): Classes de modelos

igualmente plausiveis a priori

(c) Casos 1AP, 2AP e 3AP (Sem estimar a variancia do erro): Classes de modelos com

plausibilidades distintas a priori.

(d) Casos 1BP, 2BP e 3BP (Estimando a variancia do erro): Classes de modelos com

plausibilidades distintas a priori.
Fonte: O autor, 2021.

e As plausibilidades a posteriori se mostraram afetadas pela natureza informativa das
plausibilidades a priori escolhidas para as classes de modelos propostas. Podem ser
comparados os resultados das Figuras 15a e 15b com os respectivos nas Figuras 15c

e 15d. Os impactos também foram na ordem de 10% para os resultados do primeiro
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estagio de plausibilidades e em torno de 5% no segundo estagio de plausibilidades,
em favor da classe de modelos M5, com a adocgao de plausibilidades a priori mais

informativas.

e Da primeira para a segunda solucao dos problemas inversos de selecao de classes
de modelos, houve um aumento da diferenga nos valores de plausibilidade obtidos.
O maior impacto foi de um ganho de 17,2% de plausibilidade relativa em favor da
classe de modelos MY, conforme pode ser observado na Figura 24 e nas Tabelas 33
e 34. Ademais, os fatores de Bayes ocorrem com pesos similares de decisao em favor
da classe de modelos MY e o principal ponto é que as duas solugdes dos problemas

inversos sdo convergentes na sele¢ao da classe de modelos MY.

De forma andloga aos resultados obtidos para o caso de aplicagao de nanotubo
de carbono como viga em vibragao transversal, é identificada a classe de modelos M7,
que, justamente, é aquela com maior similaridade ao modelo de referéncia utilizado para a
geracao dos dados experimentais. Também de semelhante forma, a classe de modelos mais
complexa, MY, consegue oferecer uma qualidade preditiva similar, porém é penalizada por
possuir maior quantidade de parametros. O fato que mais destaca esse caso de aplicacao
em relacao ao anterior é que, diferentemente, os dois estagios de solucao foram conver-
gentes. Em outras palavras, as diferencas de nivel informativo nas PDFs a priori foram
menos significativas neste caso de aplicacao. Por fim, reitera-se que todos os resultados
estao em concordancia com todas as observagoes discutidas nos resultados de estimacao
de parametros na Subse¢ao 3.3.4 e o ranqueamento das classes de modelos pelas plau-
sibilidades a posteriori foi indiferente em todos os cenarios avaliados, demonstrando-se,

novamente, a relativa robustez nos resultados obtidos.
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CONCLUSAO

Na presente tese, foi realizada a proposicao de modelos nao-locais viscoeldsticos de
vigas e placas e a formulacao e solugao de problemas inversos de estimacao de parametros
e de selecao de modelos por inferéncia Bayesiana.

Em termos de modelagem, além da viscoelasticidade (nao-localidade temporal)
e efeitos de escala (nao-localidade espacial), foram incluidas as ac¢oes de amortecimento
viscoso e de carregamentos transversais externos generalizados. Abordou-se a Teoria
da Elasticidade Nao-Local proposta por Eringen (1983), reportada na literatura como
apropriada para se equacionar efeitos de escala em nanossistemas, e o comportamento
viscoelastico abordado segundo o conceito de variaveis internas. A contribui¢ao em mo-
delagem de vigas e placas nao-locais viscoeldsticas foi realizada desde o desenvolvimento
das equagoes de movimento pelo principio generalizado de Hamilton a proposicao de mo-
delos discretizados espacialmente segundo o Método dos Elementos Finitos. Ademais,
para a modelagem de vigas foi adotado o modelo de viga de Euler-Bernoulli e, para a
modelagem de placas, o modelo de placas de Kirchhoff, adotando que as propriedades
viscoelasticas possuem variabilidade espacial, sendo func¢oes das coordenadas espaciais
dos sistemas. Essa variabilidade espacial foi introduzida por campos aleatérios Gaus-
sianos pela expansao de Karhunen—Loeve, possibilitando modelos de elementos finitos
estocésticos de vigas e placas.

Com respeito a formulacao e a solucao de problemas inversos de estimacao de
parametros e selecao de modelos, foram abordados os fundamentos da formulagao de
problemas inversos pelo formalismo Bayesiano, notadamente a construcao da funcao de
verossimilhanca, as PDFs a priori dos parametros e seus impactos nas inferéncias, a
obtencao de propriedades estatisticas sobre os parametros estimados a partir de métodos
MCMUC para a exploracao das PDF's a posterior: dos parametros, os conceitos envolvendo
as evidéncias das classes de modelos como critério para selecao de classes de modelos e,
por fim, o algoritmo TMCMC, utilizado nesta tese por possibilitar amostragem da PDF
a posteriori dos parametros e, como subproduto, as evidéncias das classes de modelos.

Nas exemplificagoes numéricas em solucao de problemas inversos de estimagcao de
parametros e selecao de modelos, dados pseudo-experimentais de parametros modais,
frequéncias naturais e razoes de amortecimento, foram gerados sinteticamente por mo-
delos nao-locais em que as propriedades viscoelasticas sao descritas plenamente quando
adotada a hipdtese de variabilidade espacial dos parametros viscoelasticos. Esses foram
denominados como modelos de referéncia ou perfeitos para a descricao do sistema obser-
vado experimentalmente. Dois casos de aplicagao foram considerados, um consistindo de
um nanotubo de carbono de tnica parede como viga e outro de uma lamina de grafeno

de tnica camada como placa, ambos em vibragao transversal amortecida. Na construcao
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dos problemas inversos de estimacao de parametros e selecao de modelos, a viscoelastici-
dade foi assumida como espacialmente homogénea nas classes de modelos propostas para
inferéncia. O erro aditivo foi modelado aplicando um ruido Gaussiano de média nula e
duas hipoteses foram investigadas na construcao da funcao de verossimilhanca, que foi a
inclusao ou nao da variancia do ruido como variavel aleatéria a ser estimada junto aos
parametros desconhecidos. Além disso, discutiu-se o impacto de niveis de conhecimento
a priori impostos sobre os parametros dos modelos e sobre as plausibilidades das classes
de modelos, gerando-se dois cenarios, um menos informativo e generalizado e outro mais
informativo e assertivo sobre as propriedades dos sistemas. O algoritmo TMCMC foi
adotado para a amostragem da PDF a posteriori dos parametros e o comportamento do
algoritmo de amostragem avaliado para a obtencao de propriedades estatisticas acuradas
sobre os parametros dos modelos e, por conseguinte, das predicoes tedricas obtidas e das
respectivas evidéncias.

Da solucao dos problemas inversos de estimacao de parametros e selecao de modelos

por inferéncia Bayesiana, conclui-se os seguintes topicos.

e Ao se estimar a variancia do ruido aditivo, enfraquecem-se as penalizagoes que
compoem as evidéncias das classes de modelos. Porém, esse efeito é pouco signifi-
cativo quando as classes de modelos em questao recuperam de forma satisfatéria os
dados experimentais, notadamente quando a escala da matriz de variancia do erro

nao ¢ significativamente alterada (8 ~ 1).

e Em relacao aos impactos de diferentes niveis de conhecimento a priori sobre os
parametros dos modelos, tem-se que as PDFs a priori mais informativas reduzem
o efeito da penalizacdo de modelos complexos, como ja seria esperado. A escolha
das PDFs a prior: deve ser decidida com o julgamento critico de como as evidéncias
sao comprometidas pelo ganho de informacao em funcao das PDFs a priori dos
parametros. Nos casos de aplicagao, nos diferentes problemas inversos propostos,
as PDFs a priori mais informativas nao alteraram os ranqueamentos obtidos. En-
tretanto, as plausibilidades podem ser afetadas significativamente, como pode ser
notado no caso de aplicagao da lamina de grafeno como placa em vibragao transver-
sal amortecida. Neste exemplo em particular, um percentual de 17,2% a mais em
plausibilidade relativa foi observado, porém em favor do resultado verificado no pri-
meiro ranqueamento das classes de modelos pelas plausibilidades, quando realizada

a Solucao-1 dos problemas inversos.

e O algoritmo TMCMC teve um desempenho relativamente satisfatorio para os proble-
mas inversos investigados, observado por meio das PDF's a posteriori dos parametros,
das caracteristicas preditivas das classes de modelos e dos valores coerentes obtidos

para as evidéncias das classes de modelos, de forma que todas as observacoes sobre
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os resultados foram plenamente de acordo entre si. A dificuldade maior ocorreu para
a calibracao do algoritmo nos problemas inversos no caso de aplicacao de um nano-
tubo de carbono como viga, tendo sido explicitados os motivos pelos quais alguns
ajustes nos parametros do algoritmo foram necessarios, como a queda das taxas de

aceitacao nos passos de MH ao longo dos avangos em estagios no TMCMC.

Por fim, a metodologia de anélise de problemas inversos de estimacao de parametros
e selecao de modelos por inferéncia Bayesiana abordada nesta tese é uma contribuicao para
o estudo de modelos de nanossistemas, assim como todos os tépicos em modelagem de
efeitos de escala e amortecimento abordados. Para trabalhos futuros, sao reconhecidos os

topicos que seguem.

e Anadlises complementares de propagacao de incertezas e paramétricas dos modelos

abordados.

e Investigagao do uso de versoes otimizadas do algoritmo TMCMC nos problemas
inversos investigados. Como exemplo, poderiam ser consideradas as melhorias ao

algoritmo propostas por Betz, Papaioannou e Straub (2016).

e Construcao e solucao de problemas inversos considerando dados advindos de si-
mulacoes atomisticas de nanossistemas, como o método da Dinamica Molecular, ou
dados experimentais reais de nanoestruturas, conhecimentos a prior: baseados em

cenarios de aplicagao reais e medicoes experimentais reais.

e Possibilidades em termos da geracao de dados experimentais sintéticos e da pro-
posicao de classes de modelos para inferéncia. Pode-se considerar outras teorias
nao-locais além da Teoria da Elasticidade Nao-Local de Eringen (1983). Em ter-
mos da nao-localidade espacial, a titulo de exemplo, tem-se a Teoria Nao-Local do
Gradiente de Deformagao (LIM; ZHANG; REDDY, 2015), consistindo de um outro
modelo nao-local para formulagao de problemas inversos de estimagao de parametros
e selecao de classes de modelos. Modelos de referéncia de diferentes niveis de com-
plexidade podem ser explorados e analisadas como essas configuragoes impactam
nas capacidades preditivas das classes de modelos propostas na inversao. Anélises
futuras poderiam também ocorrer considerando diferentes formas de amortecimento,
viscoso e viscoelastico, por exemplo. Nessa perspectiva, compensacoes paramétricas

adicionais ocorreriam e seriam um estudo complementar as analises apresentadas.
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APENDICE A - Expansao de Karhunen—Loeve: Variabilidade espacial aleatéria

A.1 Expansao de Karhunen—Loéve: Dominio unidimensional

Pela decomposigao espectral pela expansdo de Karhunen-Loeve (KL), de acordo
com Ghanem e Spanos (2003), dado um campo aleatério genérico Gaussiano H (z,6),
funcao de z € Qy e 6 € Qy, onde Qg é o dominio fisico onde é definido o campo aleatério

e {2y é 0 espaco de eventos aleatérios, a aproximacao H (x,0) desse campo é dada por

~ — ~

H(xz,0) ~ H(x)+ H (x,0) (171)

onde H (z) é o valor médio do campo aleatério, H (z, ) é a parcela estocastica de média
nula com a funcao de representar as propriedades de variancia dada a funcao de auto-

covariancia Cy(x1, z3), definida na forma de uma série de Fourier truncada por

NKL

1 (2.6)~ 3 VX&) (2) (172

onde NEL ¢ a ordem de truncamento da expansao KL, & () sao varidveis aleatérias nao
correlacionadas e A7 e ¢7 sao os autovalores e autovetores da funcao de auto-covariancia
Ch(x1,x9) pela solugdo da equagao integral homogénea de Fredholm do segundo tipo
(STEFANOU; PAPADRAKAKIS, 2007; ADHIKARI; FRISWELL, 2010; LIU et al., 2021).
Para tratabilidade numérica, o caso particular da funcao de auto-covariancia exponencial
¢ adotado e &; () sao definidos como varidveis Gaussianas aleatérias de média zero e des-
vio padrao unitario (GHANEM; SPANOS, 2003; ADHIKARI; FRISWELL, 2010; LIU et

al., 2021). Dessa forma, tem-se

L)2
Cr (1, 22) 07 (21)dx1 = N[ ¢} (22) (173)

L2
Cy(zq,x2) = exp (M) (174)

onde L é o comprimento do dominio e b, é o comprimento de correlacao. O dominio
espacial 2y é simetricamente dado por x € [—L/2,L/2] (GHANEM; SPANOS, 2003;

1
ADHIKARI; FRISWELL, 2010). Definindo ¢, = 0 e a;, = L/2, a seguinte solucao

T
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analftica é obtida (GHANEM; SPANOS, 2003; ADHIKARI; FRISWELL, 2010).

2
A= (175)
wi + (cz)
Y cos (w;x) .
7(x) = ' para i impar (176)
\/ sin (2w;a,)
Uy + —
2(,01'
. sin (w;x) ,
i (x) = . para i par (177)
\/ sin (2w;a,)
Uy — ———=
2(.01'
onde w; sao obtidos pela solucao das equacgoes transcendentais dadas por
w; tan (a,w;) —c, =0  para i impar (178)
¢ptan (a,w;) +w; =0  para i par (179)

A.2 Expansao de Karhunen—Loéve: Dominio bidimensional

Similarmente, para um dominio bidimensional Q g, tem-se (GHANEM; SPANOS,
2003)

~ — ~

H(z,y,0) ~ H(z,y)+ H(z,y,0) (180)

onde (z,y) € Qp.
A funcao de auto-covariancia é dada pelo produto de duas fungoes exponenciais de

auto-covariancia nas coordenadas espaciais x e y como segue.

—lz =@ |y - y2|)

181
5 5 (181)

CH($17I2;y17y2) = CH(l’l,Ig)CH(yl,y2) = exp (

onde b, e b, sao os comprimentos de correlacao em relagao as coordenadas espaciais x e y
da placa (LIU et al., 2021; GHANEM; SPANOS, 2003). Dessa forma, a equacao integral

de Fredholm pode ser representada pelo produto de duas solugoes independentes pela
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expansao KL em relagao as coordenadas espaciais x e y por

CH(951>IE2;ylay2)¢fy($1ay1)d$1dy1 =

Qg
La/2 Ly/2 (182)
/ OH(£17£2)¢§($1)dx1/ Cu(y1, y2) 0 (y1)dyr =
_La:/2 _Ly/2

)\fyﬁy(iﬂz, y2) = A%M(@M%(u)

onde A} e ¢¥ sdo os i-ésimos autovalores e autovetores pela solugao da equagao integral de
Fredholm bidimensional, respectivamente; A7, AL ¢j e ¢} sao, respetivamente, os j-ésimos
e k-ésimos autovalores e autovetores pelas solugoes individuais de equacoes integrais de
Fredholm definidas em z e y, com A} = M A\[ e &7 (7, y) = &% (x)](y).

O dominio da integragao é simétrico e dado por Qy € R? com z € [—L,/2, L, /2]
ey € [—Ly,/2,L,/2]. A parcela estocéstica H (z,y,8) do campo aleatério bidimensional é
a seguinte aproximagao (GHANEM; SPANOS, 2003; ADHIKARI; FRISWELL, 2010).

NKL

H(z,y,0) ~ D &(0) N6 (2y) (183)

onde o truncamento da expansao KL, N® consiste nos i-ésimos maiores autovalores
N =AM, com g =[1,.,N,] ek =[1,..,N,], onde N, e N, sdo a quantidade de termos

nas expansoes KL ao longo das coordenadas z e y, respectivamente, sendo N5 < N, N,.

1 1
Definindo ¢, = E’ cy = E

os autovalores A7 e \]| e autovetores ¢ e ¢; sao dados pelas Equagdes (175), (177) e

, az = L,/2 e a, = L,/2, solugdes analiticas para

(179), definidas para a realizagao da expansao KL para um dominio unidimensional. Por
exemplo, os autovalores \J e autovetores ¢7 pela substitui¢ao do subscrito (e); por (e); e,

para os autovalores \; e autovetores ¢, pela substituigoes (e); por (e); e (o), por (e),.



	Introdução 
	Modelos não-locais viscoelásticos: vigas e placas 
	Teoria da Elasticidade Não-Local
	Relação constitutiva viscoelástica não-local pela abordagem de variáveis internas e considerando variabilidade espacial
	Modelo viscoelástico de relaxação: Parâmetros e Propriedades
	Relação constitutiva viscoelástica não-local com variáveis internas dissipação

	Princípio de Hamilton
	Modelo não-local viscoelástico: Viga de Euler-Bernoulli
	Relação constitutiva: Viga de Euler-Bernoulli não-local viscoelástica
	Equação de movimento: Viga de Euler-Bernoulli não-local viscoelástica
	Modelo de elementos finitos: Viga de Euler-Bernoulli não-local viscoelástica

	Modelo não-local viscoelástico: Placa de Kirchhoff
	Relação constitutiva não-local viscoelástica: Placa de Kirchhoff
	Equação de movimento: Placa de Kirchhoff não-local viscoelástica
	Modelo de elementos finitos: Placa de Kirchhoff não-local viscoelástica

	Modelo Espaço de Estado e a Determinação de Parâmetros Modais

	Inferência Bayesiana: Estimação de Parâmetros e Seleção de Classes de Modelos 
	Estimação de parâmetros
	Propriedades estatísticas dos parâmetros a partir da PDF a posteriori
	Métodos de Monte Carlo com Cadeias de Markov

	Seleção de classes de modelos
	Média Bayesiana de modelos
	Transitional Markov Chain Monte Carlo
	Algoritmo TMCMC


	Resultados numéricos 
	Construção e solução dos problemas inversos: Metodologia adotada e investigações objetivadas por inferência Bayesiana
	Geração de dados experimentais sintéticos
	Os modelos de referência e as classes de modelo propostas nos problemas inversos 
	Hipóteses para a função de verossimilhança
	Metodologia de solução dos problemas inversos e análise do impacto da escolha da PDF a priori dos parâmetros
	Plausibilidades a priori das classes de modelos

	Resultados Numéricos: Nanotubo de carbono
	Descrição geral do sistema e do modelo de referência: SWCNT
	Geração de dados experimentais sintéticos: SWCNT
	Classes de modelos, PDFs a priori iniciais e problemas inversos de estimação de parâmetros e seleção de classes de modelos: SWCNT
	Resultados numéricos: Problemas inversos de estimação de parâmetros por inferência Bayesiana
	Resultados numéricos: Seleção de classes de modelos: SWCNT

	Resultados Numéricos: Lâmina de grafeno
	Descrição geral do sistema e do modelo de referência: SLGS
	Geração de dados experimentais sintéticos: SLGS
	Classes de modelos, PDFs a priori iniciais e problemas inversos de estimação de parâmetros e seleção de classes de modelos: SLGS
	Resultados numéricos. Problemas inversos de estimação de parâmetros por inferência Bayesiana: SLGS
	Resultados numéricos. Problemas inversos de seleção de classes de modelos: SLGS


	Conclusão 
	Referências 
	Apêndice A  –  Expansão de Karhunen–Loève: Variabilidade espacial aleatória 



