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RESUMO

VERA MORENO, M. A. Formalismo da integral funcional para dinâmica estocástica
multidimensional. 2014. 47 f. Dissertação (Mestrado em F́ısica) – Instituto de F́ısica
Armando Dias Tavares, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2014.

Apresentamos um estudo sobre os processos estocásticos, descritos por uma equação
fenomenológica de tipo newtoniano chamada equação de Langevin. Esta equação contém
duas forças caracteŕısticas, uma de atrito e outra aleatória chamado ruido. Com este tipo
de equações estocásticas com ruido multiplicativo aparecem diferentes prescrições para
integrar o ruido (ou para discretizar a equação diferencial), sendo que cada uma delas
produz uma evolução estocástica diferente e é associada a regras de cálculo particula-
res. Estas prescrições estão associadas ao chamado processo de Wiener. A variedade de
prescrições posśıveis para definir matematicamente estes processos ofe-rece um obstáculo
ao desenvolvimento de ferramentas gerais para seu tratamento. Por esse motivo fazemos
uso de uma ferramenta chamada formulação da integral funcional. Esta formulação foi
desenvolvida em detalhe para uma variável aleatória na ref.(13). O principal propósito
desta dissertação é estender este formalismo para o caso multidimensional de um sistema
de equações de Langevin com ruido multiplicativo. Para isso deduzimos uma integral de
caminho sobre um conjunto de variáveis fermiônicas e bosônicas sem realizar nenhuma
discretização. As prescrições habituais para definir a integral de Wiener aparecem no
formalismo nas definições das funções de Green no sector das variáveis de Grassmann na
teoria de campos. Finalmente chegamos a ter um funcional gerador dinâmico o qual é
uma ferramenta de estudo importante para descrever fenômenos f́ısico como por exemplo
transições de fase por ruido induzido.

Palavras-chave: Processos estocásticos. Equação de Langevin. Integral funcional.

Funções de Grassmann.



ABSTRACT

VERA MORENO, M. A. Functional integral formalism for stochastic dynamic
multidimensional. 2014. 47 f. Dissertação (Mestrado em F́ısica) – Instituto de F́ısica
Armando Dias Tavares, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2014.

We present a study of stochastic processes that describe a variety of physical phe-
nomena such as Brownian motion, described by a stochastic phenomenological equation,
called the Langevin equation. This equation contains two characteristic forces: a frictional
and a random force called noise. With this type of stochastic equations, with multipli-
cative noise, arise different prescriptions to integrate the noise (or to discretize of the
differential equation). Each of them produces a different stochastic evolution associated
to particular calculation rules. These prescriptions are related to the so called Wiener
process. The multiplicity of possible prescriptions to define mathematically these proces-
ses is an obstacle to the development of general tools for their treatment. For this reason
we used a tool called formulation of functional integral. This formulation was developed
in detail for a random variable in Ref.(13). The main purpose of this dissertation is to
extend this formalism to the case of a multidimensional system of Langevin equations
with multiplicative noise. We deduced an path integral on a set of fermionic and bosonic
variables without performing any discretization. The usual prescriptions to define the
Wiener integral arise in the formalism by the definitions of Green functions in the sector
of Grassmann variables in the field theory. Finally we obtain a dynamic generator functi-
onal which is an important tool to describe physical phenomena such as phase transitions
induced by noise.

Keywords: Stochastic processes. Langevin equation. Functional integral. Functions of

Grassmann.



SUMÁRIO
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INTRODUÇÃO

O tema geral desta dissertação é o estudo de processos estocásticos (1), os quais

tem sido de grande interesse na comunidade cient́ıfica desde muito tempo atrás.

As aplicações podem-se encontrar ao longo de um amplo campo da pesquisa cient́ıfica,

desde a f́ısica e a qúımica (2, 3), passando por outros ramos da ciência como a biologia e

a ecologia (4, 5), até nas ciências econômicas e sociais(6, 7). Estes processos estocásticos

estão associados a sistemas com ruido, o qual é um sinal aleatório, (processo estocástico)

que se caracteriza pelo fato de que seus valores em dois tempos diferentes não guardam

correlação estat́ıstica. Em este tipo de sistemas com ruido podemos encontrar uma grande

riqueza fenomenológica(8), é por isso que estudaremos desde o ponto de vista f́ısico este

fenômeno, no qual se assume que o ruido é uma força aleatória estocástica com distribuição

de probabilidade gaussiana de média nula e tempo de correlação pequeno.

Os formalismos mais conhecidos para tratar este tipo de problemas são os de Lange-

vin e Fokker-Plank (2, 3). A descrição de Langevin baseia-se em um conjunto de equações

diferenciais estocásticas. Em prinćıpio uma equação diferencial estocástica é aquela que

contém algum parâmetro definido por uma função de distribuição probabiĺıstica, enquanto

que a de Fokker-Plank é formulada através de uma equação diferencial parcial determi-

nista que descreve a evolução temporal de uma distribuição de probabilidade. O primeiro

formalismo (Langevin) surgiu como uma formulação do movimento browniano, o qual

é descrito por uma equação fenomenológica estocástica de tipo newtoniano que contém

duas forças caracteŕısticas, uma de atrito e outra aleatória (9, 10), fornecendo uma visão

muito clara sobre as propriedades microscopias do sistema.

Particularmente nos estamos interessados no estudo de sistemas que exibem um

comportamento ruidoso de maneira multiplicativa, o que significa que a intensidade das

flutuações estocásticas dependem do estado do sistema. Assim existem muitos sistemas

que se comportam de esta maneira, como por exemplo, difusão na presença de uma parede,

dinâmica de momentos magnéticos em sistemas ferromagnéticos, etc (38).

Embora existam muitas caracteŕısticas conhecidas destes processos, não existem

ferramentas matemáticas gerais para tratá-las. Por isso, nosso objetivo é encontrar uma

ferramenta que seja simples e fácil de trabalhar. Neste contexto vamos desenvolver uma

descrição de integrais de caminho para os processos estocásticos. Concretamente, estamos

interessados na formulação de integrais de caminho de processos estocásticos, modelado

pela equação de Langevin com ruido multiplicativo. Isto é um tema interessante desde que

o formalismo da integral de caminho fornece uma técnica útil para o cálculo de correlações

e funções resposta (39).

Nosso trabalho é construir um funcional gerador para as funções de correlação o

qual nos permitiria estudar um sistema estocástico com as ferramentas usuais desenvol-
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vidas na teoria de campos, tanto perturbativas como não-perturbativas.

Um detalhe técnico, porém muito importante no caso de ruido multiplicativo

branco, é a correta definição matemática da integral de Wiener. O problema básico é

que, devido à distribuição de ruido gaussiano branco, o limite ao cont́ınuo da evolução

temporal discretizada não é único. De fato, existem diferentes prescrições para reali-

zar este limite, sendo as prescrições de Itô (36) e Stratonovich (19) as mais populares,

cada uma produzindo uma evolução estocástica diferente e forçando diferentes regras de

cálculo. Existem prescrições mais gerais que vamos discutir em detalhe neste trabalho

como a chamada convenção generalizada de Stratonovich (20) (também conhecida como

convenção−α (21) na literatura de teoria de campos). Neste esquema, se define um

parâmetro continuo 0 6 α 6 1 de tal modo que cada valor do parâmetro corresponde

com uma regra de discretização diferente da equação diferencial estocástica. Os valores

particulares α = 0 e α = 1/2 se correspondem com as prescrições de Itô e Stratonovich

respectivamente.

É interessante notar que, o formalismo da integral de trajetória para descrever pro-

cessos estocásticos pode ser formulado por métodos funcionais sem necessidade de recorrer

a nenhuma discretização particular da equação de Langevin. Desta forma, as diferentes

prescrições podem ser tratadas de forma unificada, simplificado assim o tratamento. A

formulação da integral funcional para apenas uma variável aleatória foi desenvolvida em

detalhe na ref.(13). O principal objetivo deste trabalho é estender o formalismo para o

caso multidimensional de um sistema de equações de Langevin com ruido multiplicativo.

A essencia do método, originalmente proposto por Martin-Siggia-Rose, consiste

em impor a equação diferencial estocástica como um v́ınculo, implementado na integral

funcional a través de uma delta de Dirac. Logo após, representando a distribuição delta

de Dirac com variáveis auxiliares, é posśıvel realizar a integração sobre o ruido, obtendo

um funcional gerador que não depende mais do ruido, porém, sua ação ”clássica” já

contem a informação das médias estocásticas. Para realizar este processo é necessário

introduzir um sistema de variáveis auxiliares tanto comutativas como não-comutativas,

ou de Grassmann. Neste sentido, o processo estocástico é representado de forma similar

a uma teoria quântica de campos com conteudo ”bosônico” e ”fermiônico”.

Esta integral de caminho é uma ferramenta importante no qual nos permite estudar

diversos fenômenos f́ısicos aplicando a teoria de campos. Um exemplo de fenômeno f́ısico

que nosso funcional gerador poderia descrever é a transições de fase por ruido induzido

que é um área muito estudadas na atualidade (16, 17, 37).

A dissertação tem a estrutura seguinte. No Caṕıtulo 1 introduzimos os conceitos

básicos com os quais vamos trabalhar na dissertação como são os processos de Markov e a

descrição da equação de Langevin o qual é nosso modelo que vamos trabalhar. No Caṕıtulo

2 explicamos a dinâmica estocástica, detalhando o processo de Wiener que é de grande

utilidades para nosso cálculo, identificando as diferentes prescrições discretização entre as
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mais conhecidas são as de Itô e Stratonovich. No Caṕıtulo 3 deduzimos o funcional gerador

de funções de correlação, usando um formalismo funcional e chegando na expressão de

uma integral de caminho o qual contem a contribuição original da dissertação. Finalmente

apresentamos as conclusões.
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1 FORMALISMO DE LANGEVIN

O formalismo de Langevin surgiu como uma formulação do movimento browniano(9,

10) e fornece uma visão muito clara sobre as propriedades microscópicas do sistema. No

caso das part́ıculas brownianas elas sofrem sucessivas colisões com outras part́ıculas em

um fluido (ĺıquido ou gás) e como consequência das colisões entre todas as moléculas ou

átomos presentes no fluido elas descrevem uma trajetória errática. O primeiro em ob-

servar cientificamente o movimento foi o biólogo escocês Robert Brown, que descobriu

esse fenômeno em 1827 constatando que pequenas part́ıculas de pólen tinham movimento

aleatório sem razão aparente e suspeitou que elas fossem algum organismo vivo. Após

fazer a mesma experiência com outras substâncias, inclusive inorgânicas, ele se convenceu

que aquele movimento não tinha um origem orgânica(11). Alguns cientistas tentaram des-

crever este fenômeno, mas sem êxito até que em 1905 Einstein, em um de seus trabalhos

explica de forma correta este fenômeno e demostra a existência de átomos. Introduzindo

os conceitos fundamentais que deram lugar à moderna teoria dos processos estocásticos e

seu enorme impacto na f́ısica e outras ciência.

Nestes trabalhos Einstein percebe que no caso do movimento browniano, a gran-

deza que deveria ser medida é distância (deslocamento), ao invés de velocidade(12), e

deduz uma relação entre o coeficiente de difusão e a mobilidade da part́ıcula, conhecida

como relação de Einstein (também relação de Einstein-Smoluchowski). Depois dos traba-

lhos de Einstein e Smoluchowski, foi desenvolvido por Langevin, em 1908, um tratamento

alternativo do movimento browniano. Langevin escreveu uma equação diferencial para

o movimento browniano, na qual recupera a relação de Einstein, que contém uma força,

irregular e impreviśıvel, que pode ser tratada como um processo estocástico. A equação

de Langevin é o protótipo de equação diferencial estocástica e constitui o modelo mais

simples para estudar a dinâmica de sistemas nos quais as flutuações jogam um papel re-

levante. Estas flutuações são introduzidas adicionando termos aleatórios nas equações de

movimento, que são chamados de fontes de ruido.(13)

O objetivo deste capitulo é apresentar a teoria matemática necessária para tra-

balhar o movimento browniano. Vamos definir também o modelo com o qual vamos

trabalhar assim como a notação que usaremos. Para um estudo mais detalhado sobre

processos estocásticos e o formalismo de Langevin pode-se consultar os livros(1, 2, 3).
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1.1 Introdução aos processos estocásticos

A teoria dos processos estocásticos centra-se no estudo e modelagem de sistemas

que evoluem ao longo do tempo, o do espaço, estos processos são vistos como fenômenos

aleatórios. A maneira usual de descrever a evolução do sistema é mediante uma sucessão

de variáveis aleatórias, A ideia básica é identificar um processo estocástico com uma

variável aleatória. X (t) que evolui de uma maneira probabiĺıstica no tempo. Uma outra

definição usual é a do processo estocástico ser uma função aleatória (função de uma

variável aleatória) dependente também do tempo. Dentre os processos estocásticos mais

estudados encontra-se o processo de difusão.

Vamos considerar, em geral, que X (t) seja o conjunto de variáveis aleatórias

x1, x2, x3... nos tempos t1, t2, t3... e assumir que existem as densidades de probabilidade

conjunta(13).

p(x1, t1;x2, t2;x3, t3; ...) (1)

as quais descrevem completamente o sistema. No momento em que se fixa um valor para

cada uma das variáveis aleatórias, se diz que se tem uma realização do processo.

Dada uma variável aleatória x(t) que admite a função de densidade de probabili-

dade px, então a média ou valor esperado de x(t) pode ser calculado da seguente maneira:

〈x〉 =

∫ ∞
−∞
xpx dx (2)

De igual forma, para uma função Y = f(x) da variável aleatória x(t)

〈Y〉 =

∫ ∞
−∞
f(x)px dx (3)

A variância de x(t), σ2 se define como

σ2 ≡
〈
(x(t)− 〈x(t)〉2)

〉
=
〈
x(t)2〉− 〈x(t)〉2 (4)
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Ao longo de nosso trabalho vamos só a tratar com variáveis que seguem uma

distribuição de probabilidade normal ou gaussiana. Esta fica definida através da densidade

p(x) =
1√
2πσ

exp

[
−(x− µ)2

2σ2

]
(5)

onde σ e µ são a média e a variância da variável aleatória x.

Em termos das densidades conjuntas podem ser definidas as densidades de proba-

bilidade condicional:

p(x1, t1;x2, t2;x3, t3... | y1, τ1; y2, τ2; y3, τ3; ...) =

p(x1, t1;x2, t2;x3, t3; ...; y1, τ1; y2, τ2; y3, τ3; ...) / p(y1, τ1; y2, τ2; y3, τ3; ...) (6)

Mesmo que estas definições sejam válidas para qualquer ordenamento no tempo, conside-

raremos a ordem

t1 ≥ t2 ≥ t3 ≥ ... ≥ τ1 ≥ τ2 ≥ τ3 ≥ ... (7)

Olhando para a definição (6) como uma equação de evolução, podemos considerar as

probabilidades condicionais como predições dos valores futuros do processo X (t) (x1, x2...

nos tempos t1, t2...) dado o conhecimento do passado (os valores y1, y2, ... nos tempos

τ1, τ2, ...)

O processo estocástico mais simples que podemos imaginar é aquele da inde-

pendência total

p(x1, t1;x2, t2;x3, t3, ...) =
∏
i

p(xi, ti) (8)

o que significa que o valor de X (t) no tempo t é completamente independente dos seus

valores no passado (ou no futuro)(13).
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1.2 Processos Markovianos

A carateŕıstica principal de os processos estocásticos marcovianos é que a distri-

buição Xn+1 só depende da distribuição de Xn e não das anteriores (Xn−1,Xn−2, ...).

Se pode resumir dizendo que o estado futuro do processo, só depende do estado

presente e não do resto de estados anteriores (É um processo que não guarda memória dos

estados anteriores do sistema). Escolhendo a ordem temporal (7), a hipótese de Markov

se formula em termos das probabilidades condicionais como segue:

p(x1, t1;x2, t2;x3, t3... | y1, τ1; y2, τ2; y3, τ3; ...) = p(x1, t1;x2, t2;x3, t3; ... | y1, τ1) (9)

Esta é uma propriedade importante, pois determina que qualquer probabilidade pode ser

escrita em termos de probabilidades condicionais simples. Em geral, é posśıvel mostrar

que para esses processos, uma probabilidade conjunta arbitrária pode ser expressa como:

p(x1, t1;x2, t2;x3, t3; ...;xn, tn) =

p(x1, t1 | x2, t2) p(x2, t2 | x3, t3) p(x3, t3 | x4, t4)... p(xn−1, tn−1 | xn, tn) (10)

sempre que

t1 ≥ t2 ≥ t3 ≥ ... ≥ tn−1 ≥ tn... (11)

Então, ao carecer de memória, interpretamos o processo de Markov X(t) como a

função de estado de algum sistema, cujo valor no instante t + dt é predito de maneira

probabiĺıstica conhecendo o valor do estado no momento anterior t. Porém, não vai ser

posśıvel melhorar a predição tomando em conta valores de estados em momentos anteriores

a t. Em geral, um exemplo de processos sem memória pode ser escrito como:

x(t+ dt) = x(t) + F (x, t)dt (12)

onde F(x,t)é uma função genérica. Aplicando a propriedade de limite na equação (12)

temos como equivalência à equação diferencial de primeira ordem:

dx

dt
= F (x, t) (13)

sujeita a alguma condição inicial x(t0) = x0. Ao longo de nosso trabalho só vamos

tratar com processos de Markov. Na seguinte seção, estudaremos brevemente o processos

estocásticos que são de muita importância em nosso trabalho.
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1.3 Movimento Browniano

O fenômenos natural conhecido agora como o movimento Browniano tem uma

interessante historia. O primeiro registro ou primeira observação do fenômenos, data de

1828 (40) quando o botânico Robert Brown relatado em uma revista cient́ıfica que os grãos

de polem suspenso em uma certa substância e visualizado por meio de um microscópio,

realizando um movimento irregular e inexplicável. Este movimento estranho foi objeto

de muitas discussões e várias hipóteses foram formuladas na época com a intenção de dar

uma explicação para os fenômenos observados.

Hoje em dia este movimento é estendido e explicado através das múltiplas colisões

aleatórias das moléculas do ĺıquido com os grãos de pólen. Chegar a tal afirmação levou

muitos anos pois dévio aceitar-se primeiro a teoria cinética molecular. Com o trabalho

de Einstein de 1905 sobre o movimento Browniano (41) contribuiu decisivamente para

tal tarefa. As observações reais e direitas do movimento dos grãos de polem ou outras

part́ıculas sugere que o fenômeno satisfaz as seguintes propriedades:

a) O movimento é continuo

b) Parecem ter deslocamentos independentes em intervalos de tempos disjuntos

c) Devido ao grande número de colisões do grãos de polem com as moléculas circundan-

tes em comprimentos de tempo não pequenos, estos aumentos podem ser modelados

como variáveis aleatórias gaussianas.

A estrutura matemática de um processo estocástico, é dizer a coleção de variáveis aleatórias

{Bt : t > 0}, tem sido bem sucedida para o modelagem de este tipo de fenômenos. A

variável Bt pode ser interpretado como a posição da part́ıcula Browniana ao tempo t

Porém em 1923 o matemático norte-americano Nolbert Wiener demostrou a existência

de tais processos condicionais. É por essa razão que a este processo é chamado de processo

de Wiener e se denota também {Wt : t > 0}. No sentido estrito o movimento Browniano

é o fenômeno f́ısico enquanto no modelo matemático é o processo de Wiener, embora é co-

mum chamar a ambas coisas com o mesmo nome :movimento browniano. Este movimento

tem muitas propriedades e conexões com outras ramas da matemática, por exemplo é um

processo de Markov. É interessante também mencionar que quase todas as trajetórias são

não diferenciáveis em nenhum ponto.
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1.4 Equação de Langevin

Uma forma de estudar o movimento browniano foi realizado por Langevin em 1908

por efeito de introduzir o conceito de equação de movimento de uma variável aleatória

(neste caso, a posição de uma part́ıcula browniana) para citar a Nelson (14) ”iniciando

uma nova linha de pensamento que culmina em uma teoria verdadeiramente dinâmica

para o movimento browniano”.

Langevin começou a escrever a equação de movimento de uma part́ıcula browniana

de acordo com as leis de Newton sob os pressupostos de que a part́ıcula Browniana

experimenta duas forças, ou seja:

i) Uma força de amortecimento −γv, linear, que representa um atrito dinâmico. v é

a velocidade da part́ıcula com coeficiente de atrito constante γ (inverso da movibi-

lidade);

ii) Uma força rápida flutuante η(t) que é novamente devido à colisões das moléculas

do ĺıquido sobre a part́ıcula chamada agora ruido branco. Esta é a força residual

exercida pelo ambiente, ou banho de calor, quando a força de atrito foi subtráıdo.

Assim, a equação de movimento, de acordo com a segunda lei de Newton de uma

part́ıcula de massa m em um meio é:

m
dv

dt
= −γv + η(t) (14)

Estas caracteŕısticas fazem com que η seja tratada como uma força estocástica com as

propriedades fundamentais:

1) A força média devida as colisões é nula:

〈η(t)〉 = 0 (15)

A média é realizada sobre um conjunto de muitos sistemas. Isto equivale a promediar

sobre muitas part́ıculas browniana no mesmo fluido.

2) As colisões sucessivas são independentes, estão descorrelacionadas

〈η(t)η(t′)〉 = Γδ(t− t′) (16)

Γ é uma constante que mede a intensidade do ruido. A δ(t− t′) assegura que a part́ıcula

não guarda memoria das sucessivas colisões.
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A equação (14) é conhecida como equação de Langevin, que é um exemplo de

equação diferencial estocástica. Como exemplo consideremos um sistema de equiĺıbrio

de um gás, cada amostragem consistindo em uma cópia da part́ıcula browniana com

velocidade v(0) = v0. Podemos resolver a equação (14) para cada realização do ruido

t > 0 obtendo:

v(t) = v0e
−γt + e−γt

∫ t

0

eγt
′
η(t′)dt′ (17)

O processo estocástico pode ser interpretado como um ensemble de part́ıculas brownianas,

cada uma das quais está descrita pela equação (14), para uma realização particular do

ruido. Considerando que tratamos com processos estocásticos, vamos interpretar este

resultado em forma probabiĺıstica. Tomando a média sobre o ensemble de part́ıculas

brownianas, todas com a mesma condição incial v0, e usando as propriedades do ruido

(15) e (16), obtemos que a velocidade média é:

〈v〉 = v0e
−γt (18)

Vemos que a velocidade média das part́ıculas decai a zero exponencialmente rápido. Ele-

vando ao quadrado a equação (17) e fazendo a média temos:

〈[v(t)]2〉 = v2
0e
−2γt + Γe−2γt

∫ t

0

∫ t

0

eγ(t′+t′′)δ(t′ − t′′)dt′dt′′

= v2
0e
−2γt +

Γ

2γ
(1− e2γt) (19)

Como é posśıvel ver neste resultado, embora a velocidade média decai a zero para tempos

longos, a sua variância é:

〈v2(t)〉 =
Γ

2γ
(20)

Da teoria cinética dos gases sabemos que, para um sistema clássico em equiĺıbrio, vale o

prinćıpio de equipartição de energia, que para cada grau de liberdade equivale a:

1

2
〈v2(t)〉 =

1

2

kBT

m
(21)

Onde kB é a constante de Boltzmann e T a temperatura absoluta. Comparando

os dois últimos resultados obtemos:

Γ =
2γkBT

m
(22)

Que é conhecida como a relação de Einstein ou relação de flutuação-dissipação já que

prediz uma relação entre a intensidade das flutuações contidas em Γ com a intensidade da
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dissipação, contida em γ quando o sistema se encontra em equiĺıbrio com o banho térmico

à temperatura T .

1.5 O Modelo

Para nosso trabalho vamos a considerar um sistema formado por um numero grande

de graus de liberdade, como por exemplo o conjunto de variáveis microscópicas de um

sistema de muitos corpos, a dinâmica pode ser descrita pelo conjunto de equações de

Langevin:

dxi (t)

dt
= fi (xi (t) , ...., xn (t)) + gij (xi (t) , ...., xn (t)) ηj (t) (23)

com i = 1, 2, 3, .. e as variáveis do ruido branco obedecendo as propriedades:

〈η (t)〉 = 0 ; 〈ηi (t) ηj (t′)〉 = Γδijδ (t− t′) (24)

fi(x) representa a força externa ao sistema chamada geralmente de força de arrastro

(drift). ηi(t) representa a força estocástica com distribuição gaussiana dadas por (24).

gij(x) é chamada de matriz de difusão e depende do estado do sistema. A única condição

restritiva é que ela seja inverśıvel det(g) 6= 0

No caso simplificado de uma part́ıcula o sistema se reduz a:

dx (t)

dt
= f (x (t)) + g (x (t)) η (25)

Nesta ultima equação (25) é uma forma de considerar à equação (23) no caso unidimen-

sional. Ao considerarmos o limite superamortecido, vamos desprezar o termo de inercia

dv/dt na equação (14) (13).

Ao longo desta seção vamos a falar sob as propriedades do caso unidimensional já

que elas podem ser estendida para o caso multidimensional já que se baseia no mesmo

fenômeno f́ısico (movimento browniano).

Estas equações fenomenológicas que tem parâmetros externos ao sistema que flu-

tuam. Os ruidos aditivos (16) (g(x) = cte) só introduzem flutuações em torno da trajetória

determinista, enquanto os ruidos multiplicativos podem produzir efeitos inesperados no

análise determinista (17).

Do ponto de vista f́ısico, é frequentemente assumido que η(t) é uma força es-

tocástica gaussiana de média nula e tempo de correlação pequena. O limite de tempo de

correlação nulo leva a um ruido branco que é o normalmente utilizados devido à simpli-

ficações. Em particular, neste caso (25) (23) definem um processo de Markov (18).

O ruido apresentado se chama de branco porque no seu espectro de frequências
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contêm todas as frequências posśıveis com a mesma potência, o mesmo fenômeno que

ocorre com a luz branca. Ao ser descorrelacionado, o termo de ruido varia de maneira

descont́ınua com o tempo, fazendo com que a posição ou a velocidade da part́ıcula brow-

niana não seja suave. Em geral, trabalha-se então com funções que não são diferenciáveis,

de modo que para tratar com estas equações precisa-se de um cálculo especial. No seguinte

capitulo vamos tratar aspetos importantes que envolvem este formalismo descrevendo as

ferramentas necessárias para nosso cálculo.
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2 DINÂMICA ESTOCÁSTICA

O estudo de sistemas fora do equiĺıbrio representa um dos ramos mais interessantes

da f́ısica moderna. Evidentemente, tem sido neste tipo de sistemas onde foi encontrada

uma rica fenomenologia que tem inter-relação com outras áreas da ciência f́ısica.

Porém, ao contrário do que é encontrado na f́ısica do equiĺıbrio, estes proble-

mas não tem uma formulação geral e unificada para seu tratamento. Para cada sistema

desenvolveu-se somente aspectos parciais adotando em cada caso a metodologia que pa-

rece mais apropriada. Basicamente a origem desta carência é a complexidade dos sistemas

fora do equiĺıbrio envolvidos. É por isso que neste caṕıtulo vamos estudar as proprieda-

des necessárias nos quais basearemos para nosso cálculo seguinte. Esta propriedades são

fundamentais para estudar a dinâmica estocástica.

A formulação que utilizaremos possivelmente mais intuitiva é a equação de Lan-

gevin. Esta equação recibe o nome de equação diferencial estocástica, e tem a forma da

equação (25). No caso da Eq(25) as funções f(x(t)) e η(t) são as forças deterministas e

estocásticas respectivamente. A função g(x) contém o acoplamento entre as flutuações e

o sistema. A terminologia usual qualifica ao ruido como aditivo quando g(x(t)) = cte e

quando g(x(t)) 6= cte como multiplicativo. Para sistemas com várias variáveis a equação

pode-se entender como uma equação matricial.

Na equação (25) tanto η(t) como x(t) são conjuntos de variáveis aleatórias marcado

com parâmetro t, o qual é chamado Processo Estocástico. A virtude da abordagem da

equação diferencial estocástica é que ele nos permite relacionar as estat́ısticas de η(t) e

de x(t) (que, representa a dinâmica do sistema). Portanto, as propriedades estat́ısticas

do ruido definem completamente o sistema através da equação diferencial estocástica.

A justificação da equação diferencial estocástica a partir das equações microscópicas do

sistema tem sido realizada em alguns casos particulares e baixo certas aproximações(26).

Comumente, as flutuações são introduzidos de maneira mais fenomenológica, adicionando

simplesmente o ruido a uma equação determinista e verificação que o modelo descreve

corretamente o sistema f́ısico estudado. Para nosso caso estudaremos o processo de Wiener

que é uno dos pontos de nosso estudo.

2.1 Processos de Wiener e o ruido branco

Nesta seção apresentaremos alguns aspectos importantes sobre processos de Wi-

ener, o suficiente para tratar a integral estocástica em relação a este processo. Istos

processos são o exemplo mais simples e mais bem estudado de um processo de difusão.

Vamos agora considerar o tipo especial de processo estocástico conhecido como
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o processo de Wiener que é um processo estocástico gaussiano1 e markoviano (14) in-

troduzido por Wiener em 1923 (15) para fornecer uma descrição matemática rigorosa

das propriedades estat́ısticas da trajetória de uma part́ıcula Browniano, as propriedades

fundamentais do processo de Wiener são estabelecidos nesta seção. Este processo está

relacionado ao ruido η(t) de acordo com

η(t) =
dW (t)

dt
(26)

ou

W (t) =

∫ t

0

η(t′)dt′ (27)

Algumas das suas propriedades são:

1) 〈W (t)〉 = 0 para todo t

2) 〈W (t)W (t′)〉 = Γ min(t, t′)

3) de onde segue que a variância é σ2
W = 〈W 2(t)〉 = Γt

4) as diferenças, ou incrementos, do processo de Wiener, W (t2)−W (t1) para 0 6 t1 6

t2 6∞ são independentes e formam um processo gaussiano e markoviano,

5) definindo ∆W (t) = W (t+ ∆t)−W (t), a variância σ2
∆W 〈[∆W 2(t)〉] = Γ∆t

Estas propriedades fazem com que o processo de Wiener tenha caracteŕısticas ma-

temáticas singulares. Por exemplo, da propriedade (5) se nota que 〈(∆W )2〉 ∼ ∆t, o que

implica dW ∼ (dt)
1
2

dW

dt
= lim∆t→0

∆W

∆t
≈
√

∆t

∆t
→∞ (28)

Então, a expressão (26) assim escrita é um paradoxo, considerando que W (t) não é

uma função diferenciável. Em um senso matemático rigoroso, a equação (25) não existe.

Porém, a equação integral correspondente.

x (t)− x (0) =

∫ t

0

f(x)dt′ +

∫ t

0

g(x)η(t′)dt′ (29)

pode ser interpretada consistentemente. A integral
∫
g(x(t))η(t)dt pode ser escrita como∫

g(x(t))dW (t), onde definimos o processo de Wiener W (t) como η(t) = dW (t)/dt, ob-

1 Isto significa que o estado do sistema em um tempo t > s não depende do anterior t < s sendo s o
instante atual
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tendo, de esta forma, um tipo de integral estocástica de Stieltjes em W (t). Suponhamos

G(t) uma função arbitrária no tempo e W (t) um processo de Wiener. Para definirmos

a integral estocástica
∫ t

0
G(t′)dW (t′) como uma integral de Riemann- Stieltjes fazemos

uma partição em n subintervalos do intervalo [t0, t], t0 6 t1 6 t2 6 ... 6 tn−1 6 tn = t e

definimos pontos intermediários τj tais que τj−1 6 τj 6 tj A integral de Riemann-Stieltjes

é dada por:∫ t

0

G(x(t′))dW (t′) = lim
n→∞

n∑
j=1

G(τj)(W (tj)−W (tj−1)) (30)

onde o limite é definido no sentido da média quadrática (3). Para uma função W (t)

suave, o limite converge a um único valor, sem importar o valor de τj. Porém, neste

caso, W (t) não é suave, de fato, não é diferenciável. O valor da integral estocástica

(30) depende da escolha particular do ponto intermediário τj. Existem, portanto, diferen-

tes convenções para definir esta integral, sendo que qualquer valor para τj no intervalo

[tj, tj+1], é plauśıvel. A escolha de um valor qualquer (3) pode ser parametrizada na ex-

pressão τj = α̃tj + (1− α̃)tj−1, com 0 6 α̃ 6 1. Se define a integral estocástica de Itô ao

fazer a escolha α̃ = 0, i.e., tomando τj = tj−1.

Vamos definir agora o caso em que o integrando é função de x(t), sem dependência

expĺıcita em t. A integral estocástica de Itô, ao fazer a escolha de τj = tj−1. é dada:

∫ t

0

g(x(t′))dW (t′) = lim
n→∞

n∑
j=1

g(x(tj−1))(W (tj)−W (tj−1)) (31)

Uma definição alternativa foi dada por Stratonovich (19) usando apenas a média em x(t),

∫ t

0

g(x(t′))dW (t′) = lim
n→∞

n∑
j=1

g(
x(tj) + x(tj−1)

2
)(W (tj)−W (tj−1)) (32)

Esta definição dada por Stratonovich não tem relação a priori com a definição dada por

Itô; apenas no caso em que a função g(x) provenha de uma equação diferencial estocástica,

pode-se escrever uma relação entre as duas, como veremos mais na frente.

Na linha anterior de racioćınio, as diferentes prescrições permitidas para definir a

integral estocástica podem ser concentradas na “prescrição generalizada de Stratonovich”

(20) ou “ prescrição α ”(21), na qual:∫ t

t0

g(x(t′))dW (t′) = lim
n→∞

n∑
j=1

g(αx(tj) + (1− α)x(tj−1))(W (tj)−W (tj−1)) (33)

com 0 6 α 6 1. Nesta definição, α = 0 corresponde com a interpretação de Itô (31),
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α = 1/2 coincide com a de Stratonovich (32) e α = 1 é conhecida como a prescrição

cinética ou interpretação de Hänggi-Klimontovich (20, 22, 23, 24). Embora os casos

anteriores sejam os mais conhecidos e usados, qualquer valor de α : 0 6 α 6 1 pode ser

usado para definir a integral estocástica.

Cada prescrição escolhida para definir a integral estocástica determina uma equação

diferencial estocástica particular e, consequentemente, uma evolução temporal diferente do

processo x(t). Porém, entre as diferentes equações diferenciais estocásticas que aparecem

ao definirmos uma integral estocástica espećıfica pode-se estabelecer uma equivalência.

Por exemplo, se definirmos a equação diferencial segundo Itô

dx = f(x)dt+ g(x)dW (t) (34)

a equação equivalente (3), definida no sentido de Stratonovich, se corresponde com

dx =

[
f(x)− 1

2
g(x)

∂g(x)

∂x

]
dt+ g(x)dW (t) (35)

Uma forma de entender isto é que a equação (34) define um processo estocástico de Itô

e a equação (35) também define o mesmo processo estocástico só que no sentido de Stra-

tonovich (3). De maneira alternativa, se inicialmente defińıssemos a equação diferencial

estocástica no sentido de Stratonovich,

dx = fs(x)dt+ gs(x)dW (t) (36)

esta seria a mesma que a equação

dx =

[
fs(x) +

1

2
gs(x)

∂gs(x)

∂x

]
dt+ gs(x)dW (t) (37)

com a integral estocástica definida segundo a prescrição de Itô. Para um α qualquer,

tomando como ponto inicial a definição de equação diferencial estocástica de Itô (34),

definimos uma expressão geral para esta equivalência através de

dx =

[
f(x)− αg(x)

∂g(x)

∂x

]
dt+ g(x)dW (t) ; 0 6 α 6 1 (38)

Como se pode perceber, uma mudança na prescrição para o cálculo da integral estocástica,

implica, ao ńıvel da equação diferencial, uma variação no termo de arrasto, adicionando

uma “força” que depende da flutuação, g(x).

Um aspecto importante nesta teoria são as regras de diferenciação. Para formar

diferenciais de funções dependentes de processos de Wiener, todos os termos até segunda

ordem em dW (t) têm de ser mantidos, conforme explicamos na seção anterior. Vamos

ver como se comporta a regra da cadeia quando aplicada em uma função Y [x(t)], para
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x(t) obedecendo a equação de Langevin (25) na prescrição de Itô, escrita como dx =

f(x)dt+ g(x)dW . Expandindo o diferencial dY (x) até segunda ordem em dW (t),

dY (x) = Y (x+ dx)− Y (x) =
∂Y

∂x
dx+

1

2

∂2Y

∂x2
dx2 + ....

=
∂Y

∂x
[f(x)dt+ g(x)dW (t)] +

1

2

∂2Y

∂x2
[f(x)dt+ g(x)dW (t)]2 + .... (39)

Desenvolvendo a expressão quadrática, desprezando os termos de ordem superior a dt, e

usando que [dW ]2 = dt (3), chegamos na fórmula de Itô:

dY (x) =

[
f(x)

∂Y

∂x
+

1

2
g2(x)

∂2Y

∂x2

]
dt+ g(x)

∂Y

∂x
dW (t) (40)

Por conveniência na notação, vamos escrever a fórmula de Itô do seguinte modo,

dY [x(t)]

dt
=
∂Y

∂x

dx

dt
+

1

2
g2(x)

∂2Y

∂x2
(41)

Note-se que esta regra de diferenciação não coincide com a regra da cadeia usual, apare-

cendo um termo a mais, associado à condição dW (t) ∼
√
dt.

Quando definirmos a equação diferencial estocástica na prescrição de Stratonovich,

as regras de diferenciação correspondem-se com as regras usuais do cálculo; isto pode ser

comprovado usando a fórmula de Itô, Eq. (40), e as relações anteriores, (Eqs. 34–37).

Temos então, que a regra da cadeia no cálculo de Stratonovich, para uma função Y [x(t)],

com x(t) obedecendo a equação (36), é dada por:

dY (x) = fs(x)
∂Y

∂x
dt+ gs(x)

∂Y

∂x
dW (t) (42)

Escrevendo-a no mesmo modo da equação (41), temos a regra da cadeia do cálculo usual,

dY [x(t)]

dt
=
∂Y

∂x

dx

dt
(43)

Para qualquer função diferenciável Y (x(t)) da variável aleatória x(t), vamos definir a regra

da cadeia generalizada através de

dY [x(t)]

dt
=
∂Y

∂x

dx

dt
+

(1− 2α)

2

∂2Y

∂x2
g2 (44)

É claro que para α = 1/2, a equação (44) é a regra da cadeia usual, ao tempo que

para α = 0, esta expressão coincide com a fórmula de Itô. Para a convenção de Hänggi-

Klimontovich, α = 1, esta regra de diferenciação se distingue da fórmula de Itô apenas pelo
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sinal do último termo. Em prinćıpio, segundo temos visto, a escolha de um α particular

fixa uma evolução estocástica diferente. Em muitas ocasiões, na modelagem de um sistema

se considera um ruido gaussiano colorido, com variância finita (25). Nesse caso, a equação

(25) não tem problemas na sua interpretação e, ao final dos cálculos, se faz o limite

de variância infinita. Esse procedimento de regularização é equivalente à interpretação

de Stratonovich, α = 1/2 (2, 26). Porém, em outras aplicações do formalismo, como

equações qúımicas de Langevin (2) ou problemas econométricos (6, 7), o ruido tem de ser

considerado principalmente branco, podendo vir de um processo de Poisson, por exemplo.

Em tais situações, a interpretação de Itô, α = 0, pode ser mais adequada.

Por conseguinte, a interpretação da equação (25) depende do interesse por trás

da sua aplicação. Uma vez a interpretação seja determinada, a dinâmica estocástica fica

definida sem ambiguidade. Resumindo, para definir completamente o processo estocástico

descrito pela equação (25), precisamos fixar um par de funções (f, g) e o parâmetro

α : 0 6 α 6 1.

Para este tipo de problemas existem sofisticadas técnicas que incluem os formalis-

mos operacionais (27) e de integrais de caminho (28) no qual vamos a tratar no próximo

capitulo.
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3 FORMALISMO DA INTEGRAL FUNCIONAL

O formalismo da integral funcional pode ser utilizado no tratamento de sistemas

fora do equiĺıbrio como, por exemplo, ao estudar dinâmica cŕıtica (29). A ideia de usar

este formalismo é transformar o problema de modo que fique similar ao da mecânica

estat́ıstica do equiĺıbrio, com dimensões a mais.

Essa lógica se usa para estudar o comportamento cŕıtico quântico, mas o formalismo é

fartamente utilizado em outras áreas, por exemplo, na procura de funções de correlação

e resposta. Inicialmente, o esquema foi aplicado ao estudo do comportamento cŕıtico de

fluidos, por Martin, Siggia e Rose (30). Janssen (31) e De Dominicis (32) obtiveram

um formalismo eficiente de resposta funcional para a construção de uma teoria de campos

dinâmica. Em particular, o formalismo oferece uma possibilidade alternativa para estudar

processos estocásticos através da transformação de uma equação diferencial em uma teoria

de campos.

Nosso trabalho usaremos este formalismo de forma geral utilizando a equação (23)

que é a equação de Langevin para um sistema de equações acoplados. Com este forma-

lismo se obtém funcionais geradores dinâmicos generalizados, Z, com uma ”ação efetiva”

generalizada S, que são um bom ponto de partida para aplicar técnicas de cálculo da

teoria de campos no estudo da dinâmica de modelos clássicos e quânticos acoplados com

o entorno. Estas técnicas vão desde teoria perturbativa até o grupo de renormali-zação

funcional.

Para sistemas clássicos, que é o interesse deste trabalho, o sistema inicial é uma equação

diferencial estocástica. O nome de funcional gerador vem da sua capacidade para gerar

todas as funções de correlação dos parâmetros observáveis do sistema, as quais possuem

uma grande quantidade de informação. Além do mais, estas funções de correlação podem

ser medidas até certo detalhe usando um experimento apropriado. Isso as converte em

quantidades muito importantes a serem obtidas. A média de qualquer observável po-

derá ser calculada mediante a variação do funcional gerador Z em relação a uma fonte

dependente do tempo, J , da forma a seguir(39).

〈
x̄i1[η](t1) . . . x̄i2[η](tn)

〉
η

=
δnZ[J]

δJ(tn) . . . δJ(t1)

∣∣∣∣∣
J=0

(45)

Este formalismo funcional tem sido muito aplicado para sistemas com ruido aditivo. Na

maioria das aplicações, uma discretização do sistema é feita em algum ponto. No caso do

ruido multiplicativo, algumas ambiguidades na passagem ao continuo têm sido reportadas

na literatura (29, 33, 34). Neste caṕıtulo, apresentamos a dedução do funcional gerador

usando um formalismo funcional, chegando à expressão de uma integral de caminho sobre
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um conjunto de variáveis fermiônicas e bosônicas, sem realizar nenhuma discretização no

tempo. Em geral, o termo de variáveis bosônicas ou fermiônicas usado na dissertação

não é referido ao caráter quântico e sem à álgebra comutativa ou anticomutativa, res-

pectivamente, destas variáveis. Os resultados deste cálculo são uma generalização da

referência(35)

3.1 Funcional Gerador e as Funções de Correlação

Nos estamos interessados em cálcular funções de correlação de n-pontos

〈xi1(t1) . . . xin(tn)〉 , onde ik ∈ [1, . . . , n]. (46)

onde xi(t) são funções estocásticas descritas pela equação (23).

O formalismo que vamos desenvolver nesta seção não é baseado em uma discre-

tização expĺıcita da equação de Langevin (Eq.23). Vamos trabalhar independentemente

de qualquer prescrição para definir a integral estocástica. De fato, nosso principal re-

sultado,(funcional gerador), não depende da definição da integral de Wiener. É de se

esperar, no entanto, que as ambiguidades relativas à possibilidade de diferentes dinâmicas

estocásticas apareçam de alguma outra forma.

Para calcularmos o valor médio precisaŕıamos conhecer a probabilidade conjunta

de n-ésima ordem da variável aleatória x(t). Um procedimento alternativo equivalente

consiste em resolver a equação de Langevin (Eq. (23))

〈xi1 (t1) , ...., xin (tn)〉 ≡
〈
xi1[η] (t1) , ...., xin[η] (tn)

〉
η

(47)

onde x[η] (t) é uma solução da equação (23) para uma realização particular do ruido e

certas condições iniciais X(t0) = X0. O valor médio estocástico, calculado na variável η

pode ser representado com uma distribuição de probabilidade Gaussiana (Eq.5)

< . . . >η =

∫
Dη1Dη2 . . .Dηn . . . e−

∫
dt η·η (48)

Caso se tivesse uma distribuição de probabilidades P (x0) para as condições iniciais, o

valor esperado teria de ser calculado também nessa variável.

Considerando que não conhecemos a distribuição de probabilidade de x(t) e que

temos interesse em fazer um estudo anaĺıtico, não numérico, do comportamento assintótico

desta quantidade, as funções de correlação podem ser também obtidas a partir do funcional
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gerador:

Z[J(t)] =
〈
e
∫
dtJi(t)x̄i[η](t)

〉
η

=
〈
e
∫
dt J·x̄[η](t)

〉
η

(49)

diferenciando em relação à fonte J(t), de modo que,

〈
x̄i1[η](t1) . . . x̄i2[η](tn)

〉
η

=
δnZ[J]

δJ(tn) . . . δJ(t1)

∣∣∣∣∣
J=0

(50)

Note-se que Z[0] = 1 por definição, Z[0] = 〈1〉η = 1

Nosso objetivo é, então, encontrar uma representação funcional para Z[J ] evadindo o

problema do cálculo expĺıcito das soluções da equação de Langevin. Para este proposito

nós introduzimos uma integral funcional sobre a variável x(t) reescrevendo a equação (49)

temos:

Z[J(t)] =

〈∫
Dxi(t) δ[xi(t)− x̄i[η](t)] e

∫
dtJi(t)xi(t)

〉
η

(51)

Aqui vemos que a variável x[η] (t) aleatória já não está no exponencial ela agora fica na

delta de Dirac e a integração é feita sobre a variável x(t) então a expressão fica:

Z[J(t)] =

∫
Dxi(t)e

∫
dtJi(t)xi(t)

〈
δ[xi(t)− x̄i[η](t)]

〉
η

(52)

Uma vez obtida a expressão anterior (Eq.52) vamos usar a propriedade da delta funcional

a fim de eliminar a variável aleatória x[η] (t), então temos:

δ[xi(t)− x̄i[η](t)] = δ[Ôi(x)] det

(
δÔi

δxk

)
, k = 1, . . . , n, (53)

Onde x̄i[η](t) é uma raiz de Ôi(x), i.e., Ôi(x̄i[η](t)) = 0. Esta é uma extensão funcional da

conhecida propriedade δ(f(x)) =
1

f ′(a)
δ(x−a) se f(a) = 0 e f ′(a) 6= 0. Então o funcional

gerador ficaria da forma:

Z[J(t)] =

∫
Dxi(t) e

∫
dtJi(t)xi(t)

〈
δ[Ôi(x)] det

(
δÔi

δxk

)〉
η

(54)

A expressão (54) não tem mais de forma explicita a variável aleatória. Isso é um passo

importante. Nosso próximo passo será eliminar a expressão da media aleatória. A escolha

natural para Ôi(x) = 0 é

Ôi(x) =
dxi(t)

dt
− fi(xi)− gij(xi)ηj(t) (55)
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Realizar agora a diferenciação do operador (55) δÔi/δxk obtendo:

δÔi(x(t))

δxk(t′)
=

δ

δxk(t′)

[
dxi(t)

dt
− fi(xi)− gij(xi)ηj(t)

]
=

d

dt

∂xi(t)

∂xk(t′)
− ∂xi(t)

∂xk(t′)
∂kfi(x)− ∂xi(t)

∂xk(t′)
∂kgij(x)ηj(t)

= δik
d

dt
δ(t− t′)− δikδ(t− t′)∂kfi(x)− δikδ(t− t′)∂kgij(x)ηj(t)

=

[
d

dt
− ∂kfi(x)− ∂kgij(x)ηj(t)

]
δikδ(t− t′), (56)

onde ∂k significa a diferenciação com relação xk

definindo a matriz T tal que Tik = δÔi(x(t))
δxk(t′)

podemos escrever:

Z[J(t)] =

∫
Dxi(t) e

∫
dtJi(t)xi(t)

〈
δ[Ôi(x)] detT

〉
η

(57)

A diferença do caso aditivo, o det(T) depende do ruido η.

3.2 Representação integral funcional para Z[J ]

Nesta outra parte vamos trabalhar o funcional tentando eliminar o termo de ruido

na equação (57). Para isto introduziremos um par de funções de Grassmann os quais

obedecem à álgebra anticomutativa que leva seu nome.

{ξi(t), ξj(t′)} = {ξ̄i(t), ξ̄j(t′)} = {ξi(t), ξ̄j(t′)} = 0, (58)

Onde ξ2
i (t) = ξ̄i

2
(t) = 0 com {, } representando anticomutadores. Em termos destas

novas variáveis, o determinante pode ser representado como(29) (para mais detalhes veja

Apêndice A)

det

(
δÔi(x(t))

δxk(t′)

)
=

∫
DnξDnξ̄ e

∫
dtdt′ ξ̄i(t)

(
δÔi(x(t))

δxk(t
′)

)
ξk(t′)

(59)
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Continuando com nosso cálculo vamos a trabalhar com o determinante da equação anterior

e substituindo a equação (56) temos:

detT =

∫
DnξDnξ̄ e

∫
dtdt′ ξ̄i(t)Tikξk(t′)

=

∫
DnξDnξ̄ e

∫
dtdt′ ξ̄i(t)

δÔi(x(t))

δxk(t
′) ξk(t′)

=

∫
DnξDnξ̄ e

∫
dtdt′ξ̄i(t)[δik ddt−∂kfi(x)−∂kgij(x)ηj(t)]δ(t−t′)ξk(t)

=

∫
DnξDnξ̄ e

∫
dtξ̄i(t)[δik ddt−∂kfi(x)−∂kgij(x)ηj(t)]ξk(t)

=

∫
DnξDnξ̄ e

∫
dtξ̄i(t)ξ̇i(t) e−

∫
dtξ̄i(t)[∂kfi(x)+∂kgij(x)ηj(t)]ξk(t) (60)

Observe-se que o ruido fica acoplado com as variáveis de Grassmann.

Vamos agora a trabalhar a segunda parte que é δ
[
Ô(x)

]
. Para isso fazemos uma

transformação, (transformada de Fourier) com o objetivo de escrever a delta funcional na

sua forma integral. Introduzimo um conjunto de variável auxiliar, ϕ1(t)...ϕi(t), e obtemos:

δ
[
Ôi(x)

]
=

∫
Dnϕ e−i

∫
dt ϕi(t)[ẋi(t)−fi(x)−gij(x)ηj(t)]. (61)

Substituindo os resultados (60) e (61) na equação (53) temos:

〈
δ[xi(t)− x̄i[η](t)]

〉
η

=
〈
δ[Ôi(x)] detT

〉
η

=

∫
DnξDnξ̄Dnϕ ×

×e
∫
dt {ξ̄i(t)ξ̇i(t)−ξ̄i(t)∂kfi(x)ξk(t)−iϕi(t)[ẋi(t)−fi(x)]}

×
〈
e−

∫
dt [ξ̄i(t)∂kgijξk(t)−iϕi(t)gij(x)]ηj(t)

〉
η

(62)

Ordenando os termos, colocamos fora da média aqueles que não têm o fator ηj(t).

Agora pode ser calculado facilmente o valor esperado sobre o ruido, levando em conta

que o ruido tem uma densidade de probabilidade Gaussiana e aparece linearmente na

exponencial, como pode ser visto no último termo em (62). Calculando esta expressão
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separadamente obtemos:〈
e−

∫
dt [ξ̄i∂kgijηjξk−iϕigijηj]

〉
η

=

∫
Dnη(t)e−

1
2

∫
dt ηjηje−

∫
dt [ξ̄i∂kgijηjξk−iϕigijηj]

=

∫
Dnη(t)e−

1
2

∫
dt ηj

2+2(ξ̄i∂kgijξk−iϕigij)ηj

=

∫
Dnη(t)e

− 1
2

∫
dt
{
[ηj+(ξ̄i∂kgijξk−iϕigij)]

2
−(ξ̄i∂kgijξk−iϕigij)

2
}

= e
1
2

∫
dt(ξ̄i∂kgijξk−iϕigij)

2

1︷ ︸︸ ︷∫
Dnη(t)e−

1
2

∫
dt [ηj−(ξ̄i∂kgijξk−iϕigij)]

2

= e
1
2

∫
dt(∂mglj∂kgij ξ̄lξmξ̄iξk − 2iϕlglj∂kgij ξ̄iξk − ϕigijϕlglj) (63)

onde o valor da integral corresponde à integração sobre a probabilidade
∫
dη(t)P (η) = 1

Introduzindo a equação (62) na expressão (57) e usando (63), chegamos finalmente à

representação desejada para o funcional gerador das funções de correlação então temos:

Z [J(t)] =

∫
DnxDnξDnξ̄Dnϕ ×

×e
∫
dt {Ji(t)xi(t) + ξ̄i(t)ξ̇i(t) − ξ̄i(t)∂kfi(x)ξk(t) − iϕi(t)[ẋi(t) − fi(x)]}

×e
1
2

∫
dt(∂mglj∂kgij ξ̄lξmξ̄iξk−2iϕlglj∂kgij ξ̄iξk − ϕigijϕlglj) (64)

escrevendo:

Z [J(t)] =

∫
DnxDnϕDnξDn ξ̄ e−S[x,ϕ,ξ,ξ̄]+

∫
dtJi(t)xi(t) (65)

obtemos:

S =

∫
dt
{
−ξ̄i(t)ξ̇i(t) + ∂kfi(x)ξ̄i(t)ξk(t) +

1

2
ϕi(t)ϕl(t)gij(x)glj(x) +

+ iϕl(t)
[
ẋl(t)− fl(x) + glj(x)∂kgij(x)ξ̄i(t)ξk(t)

]
−

− 1

2
∂mglj(x)∂kgij(x)ξ̄l(t)ξm(t)ξ̄i(t)ξk(t)

}
(66)

Este resultado é de muito grande interesse em nosso trabalho porque representa

uma ferramenta de cálculo importante. Cabe destacar que nossa ação depende das

variáveis x(t), ϕ(t), ξ̄(t), ξ(t) que são variáveis dinâmicas e como tal podemos sempre pro-

curar suas equações de movimento. Em posse de uma ação clássica é posśıvel aplicar

as ferramentas usuais de teoria de campos para estudar diferentes sistemas porém, gos-

taŕıamos ainda retomar a difusão das diferentes prescrições estocásticas.
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3.3 Representações dependentes da prescrição

Na seção anterior obtivemos o funcional gerador e a sua ação correspondente,

equações (66) e (65), usando um método absolutamente funcional, sem fazer referência

a nenhuma discretização da equação de Langevin (23). Porém, como foi introduzido na

seção 1.3, ao fazer discretizações diferentes da equação de Langevin e, portanto, definir

maneiras diferentes do limite ao cont́ınuo, obtém-se evoluções estocásticas diferentes. A

razão para este comportamento é dada pelo ruido delta-correlacionado, pelo fato da in-

definição intŕınseca da integração no ruido branco (27). Na seção 1.3 definimos a forma

geral da integração estocástica para dar sentido à equação de Langevin e mostramos como

o valor da integral depende da prescrição usada para escolher τj. Na “prescrição-α” (Eq.

(33)), cada valor de α define uma convenção precisa para calcular a integral estocástica,

a qual leva, em principio, a uma dinâmica estocástica particular, diferente de uma outra

escolha de α. Aliás, a escolha da convenção não significa uma simples decisão inicial, ela

permeia o cálculo tudo, sendo que cada convenção tem suas próprias regras de cálculo. Só

na prescrição de Stratonovich (Eq.(32)) as regras de cálculo são aquelas do cálculo usual.

Nesta parte da dissertação vamos a demostrar que nosso funcional gerador obtido

na subseção anterior (Eq. (66)) pode ter uma dependência da prescrição visto no capitulo

2. O problema vem associado à definição do determinante na equação (59). Para calcular

formalmente esta expressão é preciso definir a função de Green do operador d/dt, de

fato, este é um problema comum na integração sobre variáveis de Grassmann, não está

relacionado com a presença do ruido multiplicativo. Continuando com nosso cálculo

vamos a realizar uma integração funcional das funções de Grassmann. Separando em (64)

os termos que contem variáveis de Grassmann

IG =

∫
Dn ξ̄Dnξe

∫
dt{ξ̄iξ̇i−[∂kfi+iϕlglj∂kgij]ξ̄iξk+ 1

2
∂mglj∂kgij ξ̄lξmξ̄iξk}

=

∫
Dn ξ̄Dnξ e

∫
dtξ̄iξ̇i e−

∫
dt[∂kfi+iϕlglj∂kgij]ξ̄iξk e

∫
dt 1

2
∂mglj∂kgij ξ̄lξmξ̄iξk (67)

Vamos analisar em uma primeira aproximação os dois primeiros termos exponenciais da

equação (67), através de uma expansão em serie de Taylor:
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I =

∫
Dn ξ̄Dnξ e

∫
dtξ̄iξ̇i e−

∫
dt[∂kfi−iϕlglj∂kgij]ξ̄iξk

=

∫
Dn ξ̄Dnξ e

∫
dtξ̄iξ̇i e−

∫
dtF1ξ̄iξk

=

∫
Dn ξ̄Dnξ e

∫
dtξ̄iξ̇i

{
1−

∫
dtF1(t)ξ̄iξk

+
1

2

∫
dtdt′F1(t)F1(t′)ξ̄i(t)ξk(t)ξ̄i(t

′)ξk(t
′)− . . .

}
=

∫
Dn ξ̄Dnξ e

∫
dtξ̄iξ̇i −

∫
dt

∫
Dn ξ̄Dnξ e

∫
dtξ̄iξ̇iF1(t)ξ̄iξk

+
1

2

∫
dtdt′

∫
Dn ξ̄Dnξ e

∫
dtξ̄iξ̇iF1(t)F1(t′)ξ̄i(t)ξk(t)ξ̄i(t

′)ξk(t
′)− . . . (68)

onde F1(x(t)) = ∂kfi(x(t))− iϕl(t)glj(x(t))∂kgij(x(t))

Multiplicando e dividindo a expressão anterior termo a termo por
∫
dξdξ̄e

∫
dtξ̄(t)T̂ ξ(t) onde

T =
d

dt
sabendo que det T =

∫
dξdξ̄e

∫
dtξ̄(t)T̂ ξ(t) obtemos uma média nas variáveis de

Grassmann,

I =

∫
Dn ξ̄Dnξ e

∫
dtξ̄iξ̇i

det T

det T
−
∫
dt

∫
Dn ξ̄Dnξ e

∫
dtξ̄iξ̇iF1(t)ξ̄iξk

det T

det T
+

+
1

2

∫
dtdt′

∫
Dn ξ̄Dnξ e

∫
dtξ̄iξ̇iF1(t)F1(t′)ξ̄i(t)ξk(t)ξ̄i(t

′)ξk(t
′)

det T

det T
− . . .

=

∫
Dn ξ̄Dnξ e

∫
dtξ̄iξ̇i

{
1−

∫
dtF1(t)

〈
ξ̄i(t)ξk(t)

〉
+

1

2

∫
dtdt′F1(t)F1(t′)

〈
ξ̄i(t)ξk(t)ξ̄i(t

′)ξk(t
′)
〉
− . . .

}
(69)

Sendo que a distribuição nas variáveis de Grassmann é gaussiana podemos usar

o teorema de Wick para separar as correlações de n-pontos em somas de produtos de

correlações de apenas dois pontos. Desenvolvendo um exemplo para quatro pontos pode-

se ver que

〈
ξ̄i(t)ξk(t)ξ̄i(t

′)ξk(t
′)
〉

=
〈
ξ̄i(t)ξk(t)

〉 〈
ξ̄i(t

′)ξk(t
′)
〉

+

0︷ ︸︸ ︷〈
ξ̄i(t)ξ̄i(t

′)
〉 0︷ ︸︸ ︷
〈ξk(t)ξk(t′)〉+

+
〈
ξ̄i(t)ξk(t

′)
〉 〈
ξk(t)ξ̄i(t

′)
〉

(70)

Considerando que
〈
ξ̄i(t)ξk(t

′)
〉

=
∫

Dn ξ̄ Dnξ e
∫
dtξ̄i(t)ξ̇i(t) ξ̄i(t)ξk(t

′), nos podeŕıamos

escrever correlações de dois pontos introduzindo as variáveis de Grassmann θ e θ̄, usadas

como fontes externas, e definir a funcional

Z[θ̄, θ] =

∫
Dn ξ̄ Dnξ e

∫
dt{ξ̄i(t)ξ̇i(t)+θ̄i(t)ξi(t)+ξ̄i(t′)θi(t′)} (71)
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Desta forma, as correlações de dois pontos podem ser escritas como

〈
ξ̄i(t)ξk(t

′)
〉

= − 1

Z[0]

δ2Z[θ̄, θ]

δθi(t)δθ̄k(t′)

∣∣∣∣∣
θ=θ̄=0

(72)

Agora vamos fazer uma troca de variáveis com a intenção de resolver a integral (71) dado

que é gaussiana

M = ξ̄i(t)Tξi(t) + θ̄i(t)ξi(t) + ξ̄i(t
′)θi(t

′) (73)

onde T = d
dt

fazendo uma translação equivalente temos:

M = (ξ̄k(t) + c̄)T (ξk(t) + c) +B (74)

onde B é qualquer constante, fazendo os cálculos temos:

M = ξ̄kTξk(t) + c̄T ξi + ξ̄iTc+ c̄T c+B (75)

Fazendo as comparações das equações (73) e (75) temos as relações seguintes:

θ̄i = c̄T θi = cT c̄T c+B = 0 (76)

Vamos encontrar agora os valores para c̄, c e B multiplicando cada termo por T−1 então

podemos chegar as relações:

c̄ = θ̄iT
−1 c = T−1θi B = − c̄T c (77)

É simples agora calcular Z[θ̄, θ]

Z[θ̄, θ] =

∫
Dn ξ̄ Dnξ e

∫
dt{ξ̄i(t)ξ̇i(t)+θ̄i(t)ξi(t)+ξ̄i(t′)θi(t′)}

=

∫
Dn ξ̄ Dnξ e

∫
dt{(ξ̄k(t)+c̄)T (ξk(t)+c)+B}

=

∫
Dn ξ̄ Dnξ e

∫
dt{(ξ̄k(t)+c̄)T (ξk(t)+c) − θ̄iT

−1θi}

=

∫
Dn ξ̄ Dnξ e

∫
dtξ̄iξ̇ie−

∫
dtθ̄i(t)T

−1(t−t′)θi(t′) (78)

onde T−1 é o inverso do operador T̂ e B = θ̄iT
−1θi obtendo finalmente de forma geral:

Z[θ̄, θ] = det(T)e−
∫
dtθ̄i(t2)T−1(t1−t2)θi(t1) (79)
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onde

det(T) =

∫
Dn ξ̄ Dnξ e

∫
dtξ̄iξ̇i = cte (80)

Para efetuarmos a derivação funcional em relação a θ e θ̄ desconsiderando a constante,

vamos escrever Z[θ, θ̄] em detalhe, como

Z[θ̄, θ] = e−
∫
dt1dt2θ̄i(t2)T−1(t1−t2)θi(t1) (81)

derivando a equação (79) duas vesses sabendo que T̂ = d
dt

então temos:

δZ[θ̄, θ]

δθ̄k(t′)
= −

∫
dt1T

−1(t1 − t′)θk(t1) e−
∫
dt1dt2θ̄k(t2)T−1(t1−t2)θk(t1) (82)

logo fazendo a segunda derivada temos:

δ2Z

δθi(t)δθ̄k(t′)
=

∫
dt2θ̄k(t2)T−1(t− t2)

∫
dt1T

−1(t− t′)θk(t1) e−
∫
dtθ̄k(t2)T−1(t1−t2)θk(t1)

−e−
∫
dtθ̄k(t1)T−1(t1−t2)θk(t2)

∫
dt1T

−1(t− t′)δikδ(t− t′) (83)

Ao avaliar o resultado (83) na equação (72) temos:

δ2Z[θ̄, θ]

δθi(t)δθ̄k(t′)

∣∣∣∣∣
θ=θ̄=0

= −T−1(t− t′)δik (84)

substituindo a equação (84) na equação (72) temos:

〈
ξ̄i(t)ξk(t

′)
〉

= T−1(t− t′)δik (85)

substituindo as equações (70) e (85) na equação (69) temos que:

I = det(T)

{
1−

∫
dtF1(t)

〈
ξ̄i(t)ξk(t)

〉
+

1

2

∫
dtdt′F1(t)F1(t′)

{〈
ξ̄i(t)ξk(t)

〉 〈
ξ̄i(t

′)ξk(t
′)
〉

+
〈
ξ̄i(t)ξ̄i(t

′)
〉
〈ξk(t′)ξk(t)〉 −

〈
ξ̄i(t)ξk(t

′)
〉 〈
ξ̄i(t

′)ξk(t)
〉}
− . . .

}
= det(T)

{
1−

∫
dtF1(t)T−1(0)δik +

1

2

∫
dtdt′F1(t)F1(t′)

{
[T−1(0)]2[δik]

2

+ T−1(t− t′)T−1(t′ − t)
}
− . . .

}
(86)

Agora é necessário definir estritamente a função de Green T̂−1(t−t′). Note-se que sempre é

posśıvel acrescentar uma solução da equação homogênea para ajustar as condições iniciais.

Escolhemos uma prescrição causal ao considerarmos a função de Green retardada, de tal
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forma que:

T−1
R (t− t′)T−1

R (t′ − t) = 0 (87)

exceto, possivelmente, no conjunto de medida nula t = t′.

Analisemos cuidadosamente a função F1(t). Se esta função fosse delta correlacio-

nada, então a segunda linha da equação (86) e todos os termos seguintes seriam identica-

mente nulos. Essa é uma consequência natural do caráter anticomutativo das variáveis de

Grassmann. Nesse caso, o resultado é linear em F1(t). Porém, se F1(t) fosse uma função

suave no tempo, podeŕıamos colocar T−1(t − t′)T−1(t′ − t) = 0 com total confiança na

equação (86)

I = det(T)

{
1−

∫
dtF1(t)T−1(0)δik +

1

2

∫
dtdt′F1(t)F1(t′)[T−1(0)]2[δik]

2

}
(88)

No caso que F1 combinasse termos suaves com outros delta correlacionados, cada integral

teria de ser analisada separadamente. Portanto, o resultado anterior, Eq. (88), é válido

sempre que se faça a escolha da prescrição causal para a função de Green do operador T̂

e considerando funções F1 suaves. Ainda nesta situação persiste uma ambiguidade, dada

por T−1
R (0) que não é definida.

Para completar a definição do determinante é preciso fixar este valor. Em consequência,

a função de Green retardada é T−1
R = Θ(t − t′) onde Θ(t) é a distribuição de Heaviside.

Para definirmos a integração precisamos estabelecer que Θ(0) = α, portanto, o resultado

anterior, Eq. (85) resulta:

〈
ξ̄i(t)ξk(t

′)
〉

= θ(t− t′)δik (89)

Onde a função de Green é o inverso do operador de diferenciação.

Re-exponenciando a equação (88) obtemos:

I =

∫
Dn ξ̄ Dnξ e

∫
dtξ̄iξ̇ie−

∫
dtF1(t)T−1(0)δik (90)

fazendo uma comparação com a segunda ĺınea da equação (68) temos que:

I =

∫
Dn ξ̄ Dnξ e

∫
dtξ̄iξ̇ie−

∫
dtF1(t)T−1(0)δik =

∫
Dn ξ̄ Dnξ e

∫
dtξ̄iξ̇ie−

∫
dtF1(t)ξ̄iξk (91)

Este resultado é muito importante porque as variáveis de Grassmann não se misturam

mais com F1 ou seja, que −
∫
dtF1 (t)T−1 (0) δik = −

∫
dtF1 (t) ξ̄iξk se comporta igual só

quando esta dentro da integral de Grassmann.
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A integral de Grassmann ficaria desta forma substitúıda a equação (91)

IG =

∫
Dn ξ̄Dnξe

∫
dt{ξ̄iξ̇i−F1ξ̄iξk+ 1

2
∂mglj∂kgij ξ̄lξmξ̄iξk}

=

∫
Dn ξ̄ Dnξ e

∫
dtξ̄iξ̇ie−

∫
dtF1(t)T−1(0)δike

1
2

∫
dt∂mglj∂kgij ξ̄lξmξ̄iξk

=

∫
Dn ξ̄ Dnξ e

∫
dtξ̄iξ̇ie−

∫
dtF1(t)T−1(0)δike

∫
dtF2ξ̄lξmξ̄iξk

= e−
∫
dtF1(t)T−1(0)δik

∫
Dn ξ̄ Dnξ e

∫
dtξ̄iξ̇ie

∫
dtF2ξ̄lξmξ̄iξk

= e−
∫
dtF1(t)θ(0)δik

∫
Dn ξ̄ Dnξ e

∫
dtξ̄iξ̇ie

∫
dtF2ξ̄lξmξ̄iξk (92)

Onde F2 = ∂mglj∂kgij/2

Vamos agora a avaliar a segunda parte da integral de Grassmann considerando da

representação da serie da função exponencial e seguindo o esquema do cálculo desenvolvido

sobre a primeira parte e tomando em conta as propriedades anticomutativa para ξ e ξ̄

temos que:

I1 =

∫
Dn ξ̄ Dnξ e

∫
dtξ̄iξ̇ie

∫
dtF2ξ̄lξmξ̄iξk (93)

Fazendo a expanção em serie de Taylor:

I1 =

∫
Dn ξ̄Dnξ e

∫
dtξ̄iξ̇i

{
1 +

∫
dtF2(t)ξ̄lξmξ̄iξk

+
1

2

∫
dtdt′F2(t)F2(t′)ξ̄l(t)ξm(t)ξ̄i(t)ξk(t)ξ̄l(t

′)ξm(t′)ξ̄i(t
′)ξk(t

′) + . . .

}
=

∫
Dn ξ̄Dnξ e

∫
dtξ̄iξ̇i +

∫
dt

∫
Dn ξ̄DnξF2(t) e

∫
dtξ̄iξ̇i ξ̄lξmξ̄iξk

+
1

2

∫
dtdt′

∫
Dn ξ̄Dnξ e

∫
dtξ̄iξ̇iF2(t)F2(t′)ξ̄l(t)ξm(t)ξ̄i(t)ξk(t)ξ̄l(t

′)ξm(t′)ξ̄i(t
′)ξk(t

′) + . . .

(94)

Multiplicando e dividindo a expressão anterior por det(T̂ ) =
∫

Dn ξ̄Dnξ e
∫
dtξ̄iξ̇i , fazemos

aparecer os valores médios nas variáveis de Grassmann, usando a sua própria definição

(Eq.(3))

I1 = det(T̂ )

{
1 +

∫
dtF2(t)〈ξ̄l(t)ξm(t)ξ̄i(t)ξk(t)〉

+
1

2

∫
dtdt′F2(t)F2(t′)〈ξ̄l(t)ξm(t)ξ̄i(t)ξk(t)ξ̄l1(t

′)ξm1(t
′)ξ̄i1(t

′)ξk1(t
′)〉+ . . .

}
= det(T̂ )

{
1 +

∫
dtF2(t)〈ξ̄l(t)ξm(t)ξ̄i(t)ξk(t)〉

+
1

2!

[∫
dtdt′F2(t)〈ξ̄l(t)ξm(t)ξ̄i(t)ξk(t)〉

]2

+ . . .

}
(95)
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Pela propriedade do álgebra de Grassmann utilizadas na equação (88), os termos quadráticos

são nulos e a equação anterior fica análoga (Eq.(88)):

I1 = det(T̂ )

{
1 +

1

2

∫
dtF2(t)〈ξ̄l(t)ξm(t)ξ̄i(t)ξk(t)〉

}
(96)

Aplicando o teorema de Wick para separar as correlações de n− pontos utilizamos

a equação (70) então temos:

I1 = det(T̂ )

{
1 +

∫
dtF2

[
〈ξ̄l(t)ξm(t)〉〈ξ̄i(t)ξk(t)〉 − 〈ξ̄l(t)ξk(t)〉〈ξ̄i(t)ξm(t)〉

+

0︷ ︸︸ ︷〈
ξ̄i(t)ξ̄i(t

′)
〉 0︷ ︸︸ ︷
〈ξk(t)ξk(t′)〉 ]

 (97)

re-exponenciando todo novamente e aplicando a equação (89) temos

I1 = det(T̂ )e
∫
dtF2(t)[〈ξ̄l(t)ξm(t)〉〈ξ̄i(t)ξk(t)〉−〈ξ̄l(t)ξk(t)〉〈ξ̄i(t)ξm(t)〉]

= det(T̂ )e
∫
dtF2(t)[δlmθ(0)δikθ(0)−δlkθ(0)δimθ(0)]

= det(T̂ )e
∫
dtF2(t)[δlmδik−δlkδim][θ(0)]2

= det(T̂ )e
1
2

∫
dt∂mglj(x)∂kgij(x)[δlmδik−δlkδim][θ(0)]2 (98)

Substituindo na equação (92) temos:

IG = det(T̂ )e−
∫
dtF1(t)θ(0)δike

1
2

∫
dt∂mglj(x)∂kgij(x)[δlmδik−δlkδim][θ(0)]2

= det(T̂ )e−
∫
dtF1(t)θ(0)δike

1
2

∫
dt[∂mglj(x)∂kgij(x)δlmδik−∂mglj(x)∂kgij(x)δlkδim][θ(0)]2

= det(T̂ )e−
∫
dtF1(t)θ(0)δike

1
2

∫
dt[∂mgmj(x)∂kgkj(x)−∂mgkj(x)∂kgmj(x)][θ(0)]2 (99)

Substituindo θ(0) = α. Ao eleger o valor, a integração nas variáveis ξ̄i ξi, fica:

IG = (const)e−
∫
dtF1(t)αδik+ 1

2

∫
dt[∂mgmj(x)∂kgkj(x)−∂mgkj(x)∂kgmj(x)]α2

(100)

Vamos utilizar este resultado na integração das variáveis no funcional gerador, da equação

(66). Escrevendo convenientemente este funcional, para entender melhor o cálculo então

temos:

Z [J(t)] =

∫
DnxDnϕe−S1[x,ϕ]+

∫
dtJi(t)xi(t)

∫
DnξDn ξ̄eS2

=

∫
DnxDnϕe−S1[x,ϕ]+

∫
dtJi(t)xi(t) IG (101)
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Onde

S1 =

∫
dt

{
1

2
ϕi(t)ϕl(t)gij(x)glj(x) + iϕl(t) [ẋl(t)− fl(x)]

}
S2 =

∫
dt
{
−ξ̄i(t)ξ̇i(t) + ∂kfi(x)ξ̄i(t)ξk(t) + iϕl(t)glj(x)∂kgij(x)ξ̄i(t)ξk(t)−

− 1

2
∂mglj(x)∂kgij(x)ξ̄l(t)ξm(t)ξ̄i(t)ξk(t)

}
(102)

Uma vez integrada as variáveis de grassmann em IG da equação (101) então IG fica da

forma da equação (100) no qual S2 fica:

S ′2 = −
∫
dtF1(t)α δik +

1

2
[∂mgmj(x)∂kgkj(x)− ∂mgkj(x)∂kgmj(x)]α2

= −
∫
dt {[∂kfi(x(t))− iϕl(t)glj(x(t))∂kgij(x(t))]α δik

+
1

2
[∂mgmj(x)∂kgkj(x)− ∂mgkj(x)∂kgmj(x)]α2

}
= −

∫
dt {[∂kfk(x(t))− iϕl(t)glj(x(t))∂kgkj(x(t))]α

+
1

2
[∂mgmj(x)∂kgkj(x)− ∂mgkj(x)∂kgmj(x)]α2

}
(103)

Somando S = S1 + S ′2 obtemos:

S =

∫
dt

{
α∂kfk(x) +

1

2
ϕi(t)ϕl(t)gij(x)glj(x) + iϕl(t) [ẋl(t)− fl(x) + αglj(x)∂igij(x)]

+
1

2
α2 [∂mgkj(x)∂kgmj(x)− ∂mgmj(x)∂igij(x)]

}
(104)

A equação (104) coincide com a ação proposta na referência (33), onde o parâmetro α foi

introduzido na discretização da equação diferencial. Diferentes valores de α correspondem

a prescrições diferentes para tratar o processo estocástico. Por exemplo, α = 0 e α = 1/2

identificam as convenções de Itô e Stratonovich, respectivamente
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CONCLUSÃO

Nesta dissertação estudamos o comportamento de processos estocástico markovi-

anos com ruido branco multiplicativo descritos por uma equação de Langevin (Eq.(23)).

Esta equação é um tipo de equação diferencial estocástica e representa o modelo mais

simples para o estudo da dinâmica de sistemas no qual as flutuações têm um papel im-

portante. As flutuações foram introduzidas em forma de termos aleatórios nas equações

de movimento e são chamados fonte de ruido.

Na definição e no tratamento de equações estocásticas com ruido multiplicativo

aparecem diferentes prescrições para integrar o ruido (ou para discretizar a equação dife-

rencial), sendo que cada uma delas produz uma evolução estocástica diferente e é associ-

ada a regras de cálculo particulares. Neste sentido, o limite ao continuo de uma evolução

estocástica discretizada não está bem definido ou, em outras palavras, ele não é único,

dependendo da prescrição de discretização. As prescrições mais utilizadas historicamente

tem sido as de Itô e Stratonovich. Na dissertação, discutimos em detalhe uma prescrição

geral, a convenção generalizada de Stratonovich ou convenção-α, a qual contém todas as

prescrições plauśıveis de serem definidas.

O principal objetivo da dissertação foi, desenvolver um formalismo de integral de

caminho que transforma um processo estocástico descrito por um sistema de equações

de Langevin, em uma teoria de campos efetiva usando apenas métodos funcionais, sem

realizarmos nenhuma discretização da equação original. Desta forma, generalizamos os

desenvolvimentos das referencias (13, 35, 33) onde esta análise é feita para apenas uma

variáveis estocástica. Obtivemos o funcional gerador das funções de correlação em um

espaço de variáveis auxiliares estendido, contendo variáveis comutativas e anticomutativas

(variáveis de Grassmann). O funcional gerador expresso nas equações (64) e (101), é o

resultado original importante apresentado nesta dissertação. Este formalismo apresenta

varias vantagens. Por um lado, ele é independente da prescrição usada para definir a

integração sobre o ruido, o qual permite o uso das regras de cálculo usuais. Por outro, as

complicações introduzidas pelo cálculo estocástico generalizado de Itô ficam codificadas

na álgebra das variáveis de Grassmann. Assim, desde que a integração nas variáveis de

Grassmann não seja realizada explicitamente, é posśıvel desenvolver qualquer cálculo sem

especificar uma prescrição particular. Se, por qualquer motivo, esta integração fosse feita,

o valor de α reaparece na teoria, ao ter que definir as funções de Green das variáveis de

Grassmann na origem como foi mostrado nas (Eqs(88,89))

Para identificar esta ambiguidade nas funções de Green fermiônicas com as pres-

crições estocásticas, integramos a (Eq(66)) nas variáveis de Grassmann utilizando a função

de Green retardada, compat́ıvel com causalidade da função resposta. Nesse momento

aparece o termo de ambiguidade (Eq.(88)) como uma distribuição de Heaviside Θ, a qual
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definimos na origem como o parâmetro α que varia entre 0 6 α 6 1. Desta forma, ob-

tivemos um novo funcional gerador dinâmico com sua ação correspondente. Esta nova

ação, que depende apenas de dois conjunto de variáveis comutativas e o parâmetro α

coincide com a ação proposta na referência (33) onde o parâmetro α foi introduzido na

discretização da equação diferencial. Desta forma, conseguimos identificar o parâmetro

que aparece na definição das funções de Green no formalismo funcional, com as prescrições

estocásticas utilizadas nas diferentes discretizações. Diferentes valores de α correspondem

à prescrições diferentes para tratar o processo estocástico. Por exemplo, α = 0 e α = 1/2

identificam as convenções de Itô e Stratonovich, respectivamente.

Nosso novo funcional gerador é uma ferramenta fundamental para as aplicações

das técnicas da teoria de campos, pois, podemos estudar uma variedade de fenômenos

f́ısicos interessantes. Um tipo de fenômeno f́ısico desafiador na área de processos es-

tocásticos fora do equiĺıbrio é o estudo de transições de fase dinâmicas. Recentemente

(16, 17, 37) foi proposto que o ruido multiplicativo induz transições de fase dinâmicas

que tem caracteŕısticas peculiares como reentrâncias. Isto é, o sistema tende a ordenar-se

com o aumento do ruido. Cálculos numéricos em modelos simples de osciladores mostram

que poderia se tratar de uma transição dinâmica continua na classe de universalidade de

Ising. Porém, os resultados numéricos demandam muito esforço computacional, e não são

suficientes para estabelecer sem dúvidas estes resultados. Com nosso funcional gerador

dinâmico (Eq.(104)) podemos estudar este tipo de fenômeno fazendo um cálculo de po-

tencial effectivo a um loop com o intuito de calcular analiticamente os expoentes cŕıticos.

Trabalhos nesta direção estão sendo realizados e serão importantes para o desenvolvimento

dos estudos de doutorado.
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35 GONZÁLEZ ARENAS, Z.; BARCI, D. Functional integral approach for

multiplicative stochastic processes. Phys. Rev. E, USA, v. 81, p. 051113, Mai 2010.
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APÊNDICE A – Representação do determinante em termos das variáveis de

Grassmann

Neste apêndice se apresenta uma revisão breve dos detalhes do cálculo com variáveis

de Grassmann que tem sido usado ao longo do trabalho. Para um estudo mais aprofundado

do tema, tanto na mecânica estat́ıstica quanto na teoria quântica de campos, recomenda-

mos a referência (29).

Vamos definir um conjunto de n variáveis de Grassmann ξi e suas conjugadas ξ̄i

{ξi(t), ξj(t′)} = {ξ̄i(t), ξ̄j(t′)} = {ξi(t), ξ̄j(t′)} = 0, (105)

onde {} vem da propriedade anticomutativas.

Consideramos uma integral de gaussiana. A ideia é mostrar a seguinte equivalência:

IGauss (A) =

∫ ( N∏
i=1

dηdη̄

)
eη̄Aη = det (A) (106)

vamos considerar A = U †DU onde D é uma matriz diagonal

IGauss (A) =

∫ ( N∏
i=1

dηdη̄

)
eη̄U

†DUη (107)

fazendo agora uma mudança de variável

ξ̄ = η̄U † ξ = Uη (108)

onde

ξ̄U = η̄U †U U †ξ = U †Uη (109)

então η fica

ξ̄U = η̄U †U U †ξ = U †Uη (110)
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substituindo na equação (107)temos:

IGauss (A) =

∫ ( N∏
i=1

dηdη̄

)
eξ̄Dξ

=

∫ ( N∏
i=1

dξdξ̄

)
eξ̄iDξ

=

∫ ( N∏
i=1

dξdξ̄

)
e

∑
i
λξ̄ξ

(111)

onde λ são os auto valores da matriz A

fazendo uma expansão em serie de Taylor e aplicando as propriedades a álgebra de Gras-

smann temos:

IGauss (A) =

∫ ( N∏
i=1

dηdη̄

)(
1 + λξ̄ξ

)
(112)

Também convencionalmente usamos as propriedades:∫
dη̄dη η η̄ = 1

∫
dη = 0 (113)

aplicando as propriedades anteriores temos:

IGauss (A) =
N∏
i=1

0︷ ︸︸ ︷∫
dξidξ̄i +

N∏
i=1

λi

1︷ ︸︸ ︷∫
dξdξ̄ξ̄ξ

=
N∏
i=1

λ (114)

Este resultado é o produto do valores próprios que é igual ao determinante da matriz A

IGauss (A) = det A (115)

Temos então que:

det A =

∫
dξ̄dξe

∫
dξ̄Adξ (116)
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