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RESUMO

SILVA, Michele Cunha da. Uma nova relagao constitutiva para o escoamento
com transicdo saturado/insaturado através de um meio poroso. 89f. 2020.
Tese (Doutorado) - Faculdade de Engenharia, Universidade do Estado do Rio de

Janeiro, Rio de Janeiro, 2020.

O presente trabalho propoe uma relacao constitutiva adequada para tratar o
processo de preenchimento de um meio poroso por um fluido. Esta relacao assegura
que o problema permaneca hiperbélico mesmo quando o meio poroso é saturado pelo
fluido. Quando a fragao de fluido atinge a porosidade, a relagao constitutiva proposta
aumenta a resisténcia da matriz porosa a uma maior entrada de fluido devido a uma
caracteristica importante: ser uma fun¢do continua e diferenciavel, com sua primeira
derivada também uma funcao crescente. Isso permite assegurar que a fragao de fluido
possa exceder a porosidade apenas por um valor muito pequeno, tornando a relagao
constitutiva mais realista. Esta relacao permite tratar tanto o preenchimento de
um meio poroso insaturado, quanto o esvaziamento de um meio poroso saturado.
Alguns exemplos comparam essa nova relacao constitutiva com outras anteriormente

propostas, destacando suas vantagens.

Palavras-chave: Escoamento através de meio poroso insaturado; transi¢ao insaturada—
saturada em matriz porosa quase rigida; descricao hiperbdlica; problema de Riemann

associado.



ABSTRACT

SILVA, Michele Cunha da. A new constitutive relation for a flow through
a porous medium with unsaturated—saturated transition. 89f. 2020. Tese
(Doutorado) - Faculdade de Engenharia, Universidade do Estado do Rio de Janeiro,
Rio de Janeiro, 2020.

The present work proposes a suitable constitutive relation to treat the process
of filling of a porous medium with a fluid. This relation assures the problem to remain
hyperbolic even when the porous medium is saturated by the fluid. When the fluid
fraction reaches porosity, the proposed constitutive relation increases the porous
matrix resistance to more fluid inlet due to an important feature: it is a continuous
and differentiable function with its first derivative also being an increasing function.
This ensures that the fluid fraction may exceed the porosity only by a very small
value, making the constitutive relation realistic. This relation allows modelling both
the filling up of un unsaturated porous media and the emptying of a saturated one.
Some examples compare this new constitutive relation with some previously proposed

ones, highlighting its advantages.

Keywords: Flow through unsaturated porous media; transition unsaturated—saturated

in almost rigid porous matrix; hyperbolic description; associated Riemann problem.



KURZFASSUNG

SILVA, Michele Cunha da. Eine neue konstitutive Beziehung fiir die Stro-
mung durch porése Medien mit ungesittigt—siittigt Uberleitung. 89f. 2020.
Tese (Doutorado) - Faculdade de Engenharia, Universidade do Estado do Rio de

Janeiro, Rio de Janeiro, 2020.

Die vorliegende Arbeit schlégt eine angemessene konstitutive Beziehung vor,
um den Prozess des Fiillens eines porosen Mediums mit einer Fliissigkeit zu behandeln.
Diese Beziehung stellt sicher, dafl das Problem hyperbolisch bleibt, auch wenn das
porose Medium von der Fliissigkeit gesattigt ist. Wenn die Fliissigkeitsfraktion die
Porositat erreicht, die vorgeschlagene konstitutive Beziehung erhoht den Widerstand
der porosen Matrix gegen einen groferen Fliissigkeitseintritt aufgrund eines wichtigen
Merkmals: sie ist eine stetige und differenzierbare Funktion, deren erste Ableitung
auch eine wachsende Funktion ist. Dies stellt sicher, dass die Fluidfraktion die
Porositat nur um einen sehr kleinen Wert iiberschreiten kann, wodurch die konstitutive
Beziehung realistischer wird. Die Beziehung erlaubt die Behandlung sowohl des
Fiillens eines ungesattigten porésen Mediums als auch des Entleerens eines gesattigten
porosen Mediums. Einige Beispiele vergleichen diese neue Beziehung mit einigen

zuvor vorgeschlagenen Beziehungen, und heben ihre Vorteile hervor.

Schliisselworter: Stromung durch ungesattigte pordse Medien; ungeséttigt—séttigt
Uberleitung in einer fast starren porésen Matrix; hyperbolische Beschreibung; ver-

wandtes Riemann—Problem.
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CONVENCOES

O espaco é o euclideano' tridimensional, R?.
O tempo é o tempo? newtoniano® .
Vetores sao representados em negrito, como v.

Indices latinos i, j, ... representam as coordenadas espaciais cartesianas, e vao
de 1 a 3, correspondendo a z, y, z. A métrica de R® ¢ a delta de Kronecker? ¢;;, de

modo que a distingao entre indices covariantes e contravariantes ¢ imaterial.

Lembramos que
1, 1=y

0, i#J

Tensores sao representados por letras sem serifa, e.g., C. Chamamos de |
o tensor identidade. Um tensor de segunda ordem pode ser transposto, operacao

denotada pelo sobrescrito 7: (CT);; = Cj;.

O produto diadico de dois vetores, gerando um tensor de segunda ordem,
é indicado pela simples justaposi¢do (abrimos mao, aqui, do simbolo ®). Assim,
C = ab significa, em componentes, C;; = a;b;.

Indices gregos como a, § etc. apostos a uma grandeza indicam que ela se

refere ao a-ésimo, (-ésimo etc. componente de uma mistura. Numa mistura de n

componentes, indices gregos vao de 1 a n.

Assim, v{* é a componente cartesiana ¢ do vetor v do a-ésimo componente da

mistura.

Indices latinos do inicio do alfabeto a,b, ... serao usados para discriminar
autovalores e autovetores num sistema N x N de equagoes diferenciais parciais. No

nosso caso, N = 2, logo a,b,... =1, 2.

Convencao de Einstein®: indices latinos 1, j, ... repetidos indicam um somatério

Euxheidec (Euclides) de Alexandria, matematico e gedmetra grego, circa 300 a.C.

Tempus absolutum, verum, & mathematicum, in se & natura sua sine relatione ad externum
quodvis, aequabiliter fluit, alioqgue nomine dicitur duratio: Relativum, apparens, & vulgare est
sensibilis € externa quevis durationis per motum mensura (seu accurata seu inequabilis) qua
vulgus vice veri temporis utitur; ut hora, dies, mensis, annus. (Newton, 1687)

Isaac Newton, fisico e matematico inglés, 1642-1727.

Leopold Kronecker, mateméatico alemao, 1823-1891.

Albert Einstein, fisico alemao, 1879-1955.



subentendido, p. ex.,
0 5.0
7axz 'Ui = E 76'%2 'Ui — V ° V,

i=1
exceto onde explicitamente assinalado.

Para melhor legibilidade, usaremos o simbolo de produto interno (-) para a
contracao de um indice de um vetor com um tensor, convencionando que os indices

adjacentes sao contraidos,

n- C = niCU,

C ‘n = Cijn]’.

Esta operacao nao é, em geral, comutativa, a menos que o tensor seja de

segunda ordem e simétrico.

Definimos o duplo produto interno (--) entre dois tensores de segunda ordem

como

C--D=C;;Dji,
produzindo um escalar.

Esta operacao pode ser generalizada para tensores de ordem m e n, resultando
num tensor de ordem m + n — 4. Os dois ultimos indices do primeiro tensor sao

contraidos com os dois primeiros do segundo, na forma acima.

Escrevemos a divergéncia (pela esquerda) de um tensor como

V-C= iCi .

3@» J
A operacao de divergéncia so é tinica no caso de um vetor ou de um tensor
simétrico de segunda ordem. Para tensores de ordem maior ou sem simetria definida,
a contracao de um indice de derivada com qualquer indice do tensor é igualmente cha-
mada uma divergéncia, sendo necessario especificar qual indice estd sendo contraido.
Vérias divergéncias podem, portanto, ser definidas. Neste caso, torna-se compulséria
a utilizacao da notagao de indices. No caso de um tensor de segunda ordem, pode-se

definir também a divergéncia pela direita como -2-C;;, esgotando as possibilidades.

D 77
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Introducao

O tema desta Tese de doutoramento é o escoamento em meios porosos, em

particular na transigdo insaturado/saturado, obviamente nos dois sentidos.

E proposta uma nova relacao constitutiva para a pressao como funcao da
fracdo de fluido, representada por uma func¢ao continua e diferencidavel, cuja primeira
derivada com respeito a fracao de fluido é uma funcao crescente. Além disso, esta
relacao constitutiva apresenta uma estrutura matematica apropriada para o calculo

6

dos autovalores e invariantes do problema de Riemann® associado. O problema é

estritamente convexo.

O ambiente tedrico desta obra sera a Teoria de Misturas, considerando a
matriz porosa como levemente deformavel, conduzindo a um modelo mateméatico
constituido por um sistema hiperbélico nao linear de equacgoes diferenciais parciais
para a velocidade e a fracao de fluido. Os resultados ilustram a solucao completa do

problema de Riemann associado a algumas condigoes iniciais.

6 Bernhard Riemann, matematico alemao, 1826-1866.
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1 Consideracoes Iniciais

1.1 Revisao Bibliografica

Fenomenos de transporte em meios porosos justificam o interesse em seu
estudo por diversos problemas de engenharia, além de problemas com impacto na
autossuficiéncia energética e no estado do meio ambiente. No caso de solos, por
exemplo, tem-se indiscutivel aplicacao na extracao de petroleo e, principalmente, a
recuperagao de pogos de petrdleo existentes (Martins-Costa et al., 2017a; Da Costa
Mattos et al., 2015; Martins-Costa e Saldanha da Gama, 2005 e Martins-Costa e
Saldanha da Gama, 2001).

Ao longo do tempo, diversos trabalhos tiveram origem no esforco para des-
crever adequadamente o preenchimento de um meio poroso por um fluido. Pode-se,
por exemplo, estudar a infiltracdo de meios porosos deformaveis inicialmente secos
(Preziosi, Joseph e Beavers, 1996). Mais especificamente, pode-se considerar também

a transicao de escoamento insaturado para saturado.

Saldanha da Gama (1986) propds uma relagao constitutiva levando em conta
um limite geométrico, que surge a partir da rigidez da matriz porosa e da incompres-
sibilidade do fluido, a fim de evitar solu¢oes sem significado fisico. Essas solug¢oes
corresponderiam a um valor tendendo a infinito para a pressao nos escoamentos
saturados — quando a fracao de fluido tende a porosidade. A equagao proposta por
Saldanha da Gama (1986) impoe um comportamento fisico para o fluido que o
impede de saturar a matriz porosa. Ja tanto em Saldanha da Gama et al. (2012)

quanto nesta tese o meio poroso pode realmente ser saturado pelo fluido.

A fim de aprimorar o trabalho de Saldanha da Gama (1986), Martins-Costa e
Saldanha da Gama (2011) propuseram uma melhoria na relacao constitutiva para a
pressao parcial na qual a restricdo geométrica unilateral para a fracao de fluido, em
vez de ser assumida em todo o dominio, é considerada somente em uma vizinhanca a
esquerda conveniente da porosidade, o que assegura continuidade para a pressao e
para sua primeira derivada, permitindo assim a computacao analitica dos invariantes

de Riemann associados ao problema.

Em Saldanha da Gama el al. (2012), uma restri¢ao fisicamente realista para
a pressao, que nunca permite que a fracao de fluido seja maior que a porosidade, foi

proposta. Essa relacao constitutiva, que é, na verdade, um limite superior, assegura
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que o problema permaneca hiperbdlico enquanto o escoamento for insaturado. No
entanto, quando a saturacgao ¢é alcancada, o problema perde sua hiperbolicidade e,
portanto, técnicas numéricas como o Esquema de Glimm nao podem ser aplicadas

para aproximéa-lo.

Um trabalho posterior (Martins-Costa el al., 2017) propoe uma relagdo cons-
titutiva para a pressdo que permite uma pequena supersaturagdo. Sua vantagem em
relagao ao trabalho anterior (Saldanha da Gama et al., 2012) é que a hiperbolicidade
do problema nunca ¢é perdida, mesmo quando a saturagao é alcancada. Embora esses
dois trabalhos mencionados anteriormente descrevam adequadamente a transicao do
escoamento insaturado para o saturado, o segundo assegura que a hiperbolicidade seja
sempre mantida. Observa-se, porém, que em Martins-Costa et al. (2017) a primeira
derivada da relacao constitutiva é uma fungdo descontinua. Sua segunda parte é na
verdade uma linha reta, de modo que nao é possivel aumentar a resisténcia da matriz

porosa a entrada de mais fluido quando a fracao de fluido atinge a porosidade.

A nova relagdo constitutiva para a pressao proposta neste trabalho para
descrever o preenchimento de uma matriz porosa por um fluido é uma fun¢ao continua
e diferencidvel e sua primeira derivada é uma funcao crescente. Além de manter a
boa caracteristica de garantir a hiperbolicidade do problema, independentemente do
valor da fragao de fluido, essa relagao é mais realista que a anterior (Martins-Costa
et al. 2017). Sua vantagem é permitir aumentar a resisténcia do meio poroso a uma
maior entrada de fluido quando a fracao de fluido atingir o valor da porosidade,
impedindo que a fragdo de fluido seja significativamente maior que a porosidade. Em
outras palavras, essa relagdo permite controlar a quantidade (muito pequena) de

fracao de fluido que pode exceder a porosidade.

Escoamentos através de meios porosos insaturados sao causados principal-
mente por uma for¢a dependente do gradiente de saturacao. Alazmy e Vafai (2000)
apresentam e comparam modelos distintos para fendmenos de transporte em meios
porosos. Segundo eles, a maioria dos problemas é tratada por meio de uma técnica
de densidades volumétricas de quantidades, o que permite empregar uma abordagem
de Mecanica do Continuo para lidar com problemas de interesse, como mudanca de

fase em meios porosos (Vafai e Whitaker, 1986).

Quando a deformagao do meio poroso é considerada, principalmente em
aplicagdes em solos, deve ser levado em conta o trabalho seminal de Biot (1941)
e seus seguidores na teoria de consolidagdo (na verdade uma reducao de volume
dependente do tempo do esqueleto do solo causada por uma carga, gerando velocidades

distintas de particulas do solo e do liquido nos poros).
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Uma outra abordagem para lidar com a deformagao de meios porosos é
considerar uma hierarquia de escalas de comprimento, os denominados modelos
multiescala, nos quais um upscaling do modelo microscépico é empregado para originar
o modelo macroscépico. Um exemplo interessante é a teoria hibrida desenvolvida
por Hassanizadeh e Gray (1990) para explicar os efeitos interfaciais no escoamento

bifasico em meios porosos.

No presente trabalho emprega-se uma abordagem distinta: uma abordagem da
Teoria de Misturas, que tem como hipdtese basica o fato de a mistura ser composta
por constituintes continuos superpostos, cada um deles ocupando simultaneamente
todo o volume da mistura. Além disso, cada constituinte é dotado de uma cinematica
e deve satisfazer as leis de balanco e a mistura como um todo deve satisfazer as leis
de balango e a Segunda Lei da Termodindmica (Atkin e Craine, 1976; Bowen, 1980;
Rajagopal e Tao, 1995).

No trabalho de Martins-Costa e Saldanha da Gama (2001) a descrigao unidi-
mensional da matriz porosa parcialmente saturada origina um sistema nao linear de
equagoes hiperbolicas. Considera-se uma placa porosa semi-infinita com condic¢oes
distintas, a fim de representar a maioria dos problemas unidimensionais de interesse.
Segundo Dias (2015), apds a solu¢ao do problema de Riemann associado, o sistema
é aproximado combinando uma técnica de fatoracao do operador (na qual ele é
separado em uma parte hiperbdlica homogénea e outra evolutiva no tempo) e um
esquema de Glimm. Com efeito, a solugdo do problema de Riemann associado ocupa
posto de importancia nos sistemas hiperbélicos. E importante ressaltar que a relacio
constitutiva proposta no presente trabalho permite que os invariantes de Riemann

sejam representados por formulas explicitas fechadas.

Escoamentos nao isotérmicos de fluidos através de meios porosos insaturados
(que nao sao o caso desta tese) foram tratados por Saldanha da Gama e Martins-
Costa (1997). Nestes problemas, a aproximagao da parte hiperbélica (representando
as equagoes de continuidade e momentum linear para o constituinte fluido) é usada
como entrada para o problema eliptico (representando as equagoes de conservacao
de energia para os constituintes sélido e fluido). Dias (2015) afirma ainda que o
problema hidrodinamico é resolvido pela combinacao de uma técnica de fatoracao do
operador e o esquema de Glimm, que, por sua vez, emprega a solucao de um ntimero

previamente definido de problemas de Riemann associados.

Outros exemplos relevantes envolvendo o esquema de Glimm sdo propagacao
de onda em tubulagoes elasto-visco-plasticas (Rachid et al, 1994), escoamentos de

gases em tubulagoes (Marchesin e Paes Leme, 1983), propagagao de ondas em fluidos
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(Sod, 1977), escoamentos em meios porosos insaturados (Martins-Costa e Saldanha
da Gama, 2001; 2005), e os estudos das equagoes de aguas rasas do problema de

quebra de barragem (Gupta e Singh, 2015).

Dias (2015) nos informa que a solugao completa do problema de Riemann
associado a um escoamento compressivel de um gés de Chaplygin generalizado foi
apresentada por Pang et al. (2018), levando em conta uma onda de choque delta.
Abbassi e Namah (2005) descrevem a interface éleo-dgua do deslocamento de 6leo
provocado pela injegdo de 4gua em meio poroso (representando um reservatério de
6leo). Um problema auxiliar de Riemann é resolvido para obter a expressao explicita
da velocidade de éleo-dgua. E interessante observar que Abbassi e Namah (2005)

empregam uma abordagem de Teoria de Misturas.

O problema de rompimento de barragens apresenta uma clara analogia com
o problema classico de Riemann, uma vez que os escoamentos provocados por
rupturas de barragens apresentam descontinuidade inicial em ambos os lados da
parede da barragem provocada por dois estados distintos. Gupta e Singh (2015)
resolveram o problema associado de Riemann a fim de implementar o método de
Glimm para aproximar as equacoes unidimensionais de dguas rasas do problema
de rompimento de barragens. Na sequéncia, eles usam uma técnica de fatoracado
do operador para se estender o estudo a um caso bidimensional. Martins et al.
(2016) resolveram as equagoes inerciais locais para a modelagem hidrodinamica de
inundacoes obtida desprezando os termos convectivos nas equagoes de Saint-Venant.
Segundo os autores, desprezar esses termos nao afeta a precisao do problema. Eles
calculam os invariantes de Riemann para usar o Método das Caracteristicas, derivado

para equacoes diferenciais quase-lineares.

Sistemas hiperbdlicos com restrigoes tém aplicacoes distintas como escoamen-
tos bifésicos, plasticidade compressivel com choques. Bouchut et al. (2000) modelam
escoamentos bifasicos gas-liquido, considerando liquidos incompressiveis. Objetivando
modelar a dindmica de oclusoes gasosas em tubula¢oes o modelo proposto, de ordem
zero, consiste de um sistema de duas leis de conservagao (um sistema de dindmica de
gases sem pressao) ao qual é imposta uma restri¢ao na fracao volumétrica — que tem
que ser menor que a unidade. Este modelo é capaz de capturar as grandes diferencas
entre a dindmica das regides congestionadas e daquelas livres, além de determinar a
transicao entre as referidas regides. A restrigdo empregada em Bouchut et al. (2000) é
andloga a restrigao de Saldanha da Gama et al. (2012), entretanto este tltimo artigo

apresenta a solucao exata para um problema de Riemann nao linear com restrigao.

Essencialmente, esta tese propde uma relagdo constitutiva muito conveniente
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para a pressao, capaz de descrever o preenchimento de uma matriz porosa por um
fluido, considerando uma abordagem de Teoria de Misturas (Atkin e Craine, 1976;
Rajagopal e Tao, 1995). Essa relagdo nao sé garante que a hiperbolicidade do sistema
seja mantida mesmo quando a saturacgao é alcancada, como em Martins-Costa et
al. (2017), mas também consiste em uma fungao continua e diferenciavel, tendo
como sua primeira derivada uma funcao crescente. Esta caracteristica importante
permite controlar a quantidade (muito baixa) de fragao de fluido que pode superar a
porosidade. A soluc¢ao completa do problema de Riemann associado é apresentada, e
algumas comparagoes significativas sao feitas com as relagdes constitutivas emprega-
das em trabalhos anteriores (Martins-Costa et al., 2017; Saldanha da Gama et al.,

2012) para mostrar a vantagem desta nova relagao constitutiva.

Apesar de a maioria dos problemas em fendmenos de transporte originar
modelos mecanicos que podem ser representados por sistemas de equagoes diferenciais
parciais elipticas ou parabdlicas, cujas simulagoes muitas vezes podem ser realizadas
por métodos bem estabelecidos como diferencgas finitas ou volumes finitos, os sistemas
hiperbdlicos tém a vantagem de levar em conta o fato de que a propagacao de
qualquer quantidade ou informacao pode ser caracterizada por uma velocidade finita.
Desta forma, eles permitem uma descrigao mais realista. Sua desvantagem ¢é que nem
sempre admitem solucoes regulares, requerendo, muitas vezes, um alargamento do
espaco de solucoes admissiveis, a fim de permitir solugoes descontinuas: as solugoes
generalizadas, envolvendo ondas de choque. A aproximacao numérica dos sistemas
hiperbélicos requer metodologias numéricas tais como os métodos de Godunov (1959)

ou de Glimm (1965), capazes de lidar com sua descontinuidade.

E importante ressaltar a principal motivacio para a proposicao da nova relacio
constitutiva para a pressao foi assegurar que o modelo matematico para o escoamento
permanecesse hiperbdlico, mesmo na presenca de uma pequena supersaturacao.
Portanto o esquema de Glimm poderia ser empregado para a simula¢ao numérica do

problema tratado nesta tese.

O método de Glimm (1965), um esquema de escolha aleatéria, especialmente
desenvolvido para tratar de problemas envolvendo propagacao de descontinuidades e
ondas de choque, requer, para sua utilizacao, o conhecimento a priori da solugdo do
problema de Riemann associado ao sistema hiperbélico correspondente ao modelo

mecanico.

O problema fisico estudado nesta tese é um escoamento unidimensional transi-
ente de um fluido através de uma matriz porosa, com transigao insaturado/saturado,

descrito via Teoria Continua de Misturas. A matriz porosa é fracamente deformavel e
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o constituinte gasoso tém densidade muito pequena, entao as equagoes de movimento
para o constituinte fluido originam um sistema de equacoes hiperbdlico nao linear,
que tem como incognitas a velocidade e a saturacao do constituinte fluido. Isto
permite apresentar a solucao completa para o problema de Riemann correspondente

a esse sistema.

1.2 Motivacao

O presente trabalho foi motivado em Martins-Costa et al. (2017), no qual a
transicao entre escoamentos insaturados e saturados foi identificada e uma restricao,
que permite descrever uma relagdo constitutiva para a pressao permitindo uma
pequena supersaturacgao, foi considerada. Isto garante que a hiperbolicidade do

sistema seja mantida, mesmo quando a saturacao for atingida.

Porém, como em Martins-Costa et al. (2017) a primeira derivada da relacao
constitutiva para a pressao é uma funcdo constante por partes, nao é possivel
aumentar a resisténcia da matriz porosa a entrada de mais fluido quando a fragdo de

fluido atinge a porosidade.

A principal motivagdo para propor a relagao constitutiva desta tese (uma
funcao continua e diferenciavel, cuja primeira derivada é uma funcao crescente) é
garantir o crescimento da velocidade de propagacao a medida que o meio poroso

tende a saturacao.

1.3 Organizacao do Trabalho

No capitulo 2 apresentam-se as ferramentas teéricas de Teoria de Misturas

que serao necessarias ao desenvolvimento do restante do texto.

No capitulo 3 apresenta-se o modelo mecanico para o escoamento unidi-
mensional de um fluido através de uma matriz porosa, considerando a transicao
insaturado/saturado, a luz da Teoria Continua de Misturas, utilizando hipéteses

constitutivas termodinamicamente consistentes.
No capitulo 4 a relagdo constitutiva proposta nesta tese é discutida.

No capitulo 5 discutimos generalidades sobre o chamado Problema de Riemann
e construimos as ferramentas tedricas necessarias a solu¢ao do problema central desta

tese.

No capitulo 6 apresenta-se e discute-se a solucao completa para o problema
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de Riemann associado, enfatizando a relevancia da relacao constitutiva proposta
nesta tese.

No capitulo 7 apresentam-se os resultados.

Finalmente, no capitulo 8, sdo apresentados comentarios finais sobre o traba-

lho.
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2 Teoria de Misturas

Embora para certas finalidades o ar possa ser tratado como um tinico continuo,
em muitos casos é necessario tratd-lo como uma mistura de gases. Liquidos podem
ser solugoes compostas de soluto(s) e solvente. Misturas como estas retém muitas
caracteristicas de um fluido, mas nao é possivel ignorar que possuem diferentes
quantidades de componentes distintos cujas propriedades podem ser medidas sepa-
radamente ponto a ponto. E o caso de ligas metélicas, suspensdes, meios porosos

preenchidos por fluidos (tema deste trabalho) e outros.

Para dar conta da descricao destes materiais, admitimos explicitamente que
sao formados de mais de um constituinte, e apresentaremos uma breve introducao a

teoria continua de misturas.

O dominio da mecéanica do continuo é um pressuposto para este capitulo.
Nossa referéncia principal no assunto serda “Fundamentos de Mecanica dos Fluidos”
(Saldanha da Gama, 2012a). Quando nos referirmos a alguma equagao necessaria ao
desenvolvimento deste texto contida no referido livro empregaremos a notacao [SG,
p. n], onde n é o nimero da pagina que a contém. Quando transcrevermos alguma
equagao da obra mencionada, pode haver ligeiras diferencas de notacao, mas o leitor

atento certamente nao tera problemas.

Outras referéncias sao Altenbach e Eremeyev (2013), Chorin e Marsden
(2000), Currie (2003), Fang (2019), Fay (1994), Fligge (1960), Fung (1994), Landau
e Lifschitz (1987), Malvern (1969), Spurk e Aksel (2019) e Whitaker (1968).

Devemos muito neste capitulo as referéncias seguintes: ainda uma vez ao
majestoso volume editado por Fliigge (1960), Atkin e Craine (1976), Bowen (1976),
Bedford e Drumheller (1983) e Hansen (1989). Especificamente para misturas entre

fluidos e sdlidos, referimos o leitor a Rajagopal, Massoudi e Ekmann (1990).

O primeiro a considerar o problema de uma mistura binaria de gases foi

Maxwell' (1860), porém no escopo da teoria cinética dos gases.

Stefan?, em seu artigo basilar sobre difusdao (Stefan, 1871), considerou o
problema da mistura binaria de gases no ambito da mecanica do continuo, e, tanto
quanto sabemos, foi o primeiro a considerar a difusao de um gés através de uma

matriz porosa, modelando o esqueleto solido da matriz como um gas em repouso e

James Clerk Maxwell, fisico e matemaéatico britanico, 1831-1879.
Jozef Stefan, fisico e matemético austro-esloveno, 1835-1893.
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introduzindo coeficientes de “resisténcia” nas equagoes do segundo gas (o que esté

fluindo). Com isso, obteve éxito em recuperar a equac¢ao de Darcy para o escoamento.

Definimos uma mistura continua como composta de n > 2 materiais, cada
um dos quais é tratado como um meio continuo com cineméatica independente. Cada

constituinte da mistura é chamado C%, com o =1, ..., n.

A hipétese basica que usaremos é que cada ponto x (em coordenadas euleria-
nas®) da regido de interesse pode estar ocupado simultaneamente pelos n componentes

da mistura.

Assim sendo, cada ponto x da mistura pode ser descrito a partir das confi-

guracoes de referéncia X de cada constituinte da mistura, como mostra a Figura
1.

— Configuragao
=n (X”’ t) Atual

Configuragao
de Referéncia

Figura 1 — Ponto x da mistura descrito a partir das configuragoes de referéncia X
de cada constituinte da mistura.

Isto leva a n equagoes da forma
x = B¥(X 1), (2.1)

sendo os 2 admitidos como suaves e inversiveis, o que permite, por exemplo, escrever

X* = (E*)(x,1). (2.2)

3 Leonhard Euler, matematico suico, 1707-1783.



Capitulo 2. Teoria de Misturas 25

2.1 Cinematica

Com isso podemos definir a velocidade do ponto material que ocupa a posicao

X% no ponto de vista lagrangiano, como a seguinte funcao temporal:

%@ = L =X, 1) . (2.3)
X>=constante

Trata-se, evidentemente, de uma derivada material. Utilizaremos o ponto

sobrescrito () para denotd-la. A derivada parcial comum em relagdo ao tempo sera

9
ot”

denotada por

Temos aqui um punctum saliens referente a questao da notacao da derivada
material de uma grandeza que acompanha o movimento de uma componente C* da
mistura. Denotaremos esta derivada apondo um indice ¢ a grandeza em questao.
Assim, e.g., ®P ¢ a derivada lagrangiana da grandeza ¢ acompanhando o movimento
do constituinte G da mistura. Nao ha que confundir-se com os indices gregos
sem ponto, cujo significado ja estabelecemos. Nao é impossivel, nesta notacao, o
surgimento de um duplo indice. O ponto sobrescrito a grandeza sera reservado para
indicar a derivada material acompanhando o movimento da mistura, como em (2.6).
A excec¢ado sao as velocidades em que mantivemos o ponto sobre x por nao haver

ambiguidade.

Seja G uma fungao diferencidvel de (x,t) que represente alguma quantidade
fisica de interesse. Assim como em (2.3), sua derivada do ponto de vista lagrangiano,

acompanhando o movimento da a-ésima componente da mistura, €, é

& a —_—y «@
Gf = S GIEN (X", 1)1 . (2.4)

X>=constante

Aplicando-se a regra da cadeia para derivadas parciais, lembrando que
=¢(X*,t) = z; e utilizando (2.3), a expressao (2.4) escreve-se em coordenadas

eulerianas como Y 9G o=o oG
_ T viE IS e (2.5)

A T O TR

Se agora calcularmos a derivada de G(x,t) acompanhando o movimento da

mistura, temos, pela regra da cadeia, que

. 0G :
G = E(x, t) + VGE(x,t) - x(x,1), (2.6)

onde % sera definido propriamente em (2.15).
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Tomamos a oportunidade para relacionar as derivadas lagrangianas com as
derivadas eulerianas de forma genérica. Em [SG, p. 68] vemos que a derivada material

de um campo escalar ou vetorial é o operador diferencial

D 0
Ft a +v- V (27)

aplicado ao dito campo.

Introduzimos por analogia, em consonancia com (2.5-2.6), para cada compo-

nente G sua derivada material:

D> 0
- _ = C v 2.8
Do Y (2:8)
e, para a mistura completa,
D 0
= = 2.9
Dt o XV (2:9)

Estas expressoes, como se vé, sao operadores diferenciais livres, podendo ser

aplicadas a quaisquer fungoes escalares ou vetoriais que se queira.

Fica clara aqui a necessidade da aplicacdo da notagao (2.4) ou qualquer
outra que promova a desambiguagdo entre a aplicacao de (2.8) a uma quantidade
desprovida de indice, como II, e a aplica¢ao de (2.9) & mesma quantidade provida do

indice «, I1*. Nossa opg¢ao aqui foi usar

D11 .

= II* 2.1
e (2.100)
DII* :

= 11" 2.10b

Numa mistura, os n componentes podem ocupar o mesmo lugar do espago
fisico. Para cada constituinte, designamos a densidade de massa do constituinte C*

como p®, dada como fungao de x e t:

pt = pt(x,t). (2.11)

Para a mistura, a densidade é
p(x,t) = 3 p%(x, 1), (2.12)

e usando (2.15) concluimos que (2.7) é

zn: g;. (2.13)
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Podemos definir também a concentracao do constituinte C* como
="t (2.14)

o que nos levaa ., c* = 1.

Outras quantidades como densidade molar, concentracao molar etc. também

podem ser definidas mas nao sdo de nosso particular interesse neste trabalho.

A welocidade média ou velocidade da mistura, em (x,t), é definida como a

média ponderada* das velocidades dos n constituintes:
: 1 & .o
x(x,t) = = > p*"x*(x,1). (2.15)
P a=1
Introduzimos uma diferenca de velocidades que serd chamada a velocidade de

difusao ou velocidade peculiar da componente C* em (x,t):

u®(x,t) = x%(x,t) — x(x,t). (2.16)
Juntando as equagoes (2.12), (2.15) e (2.16), vem que

> pfu® =0. (2.17)
a=1

Por fim, subtraindo (2.6) de (2.5) e utilizando (2.16) introduzimos uma

importante identidade em Teoria de Misturas que é

G — G = VG -u (2.18)

2.2 Equacodes de Balanco

2.2.1 Equacao de balanco da massa

A equacao de balanco da massa serd composta de duas partes: uma equagao

por componente da mistura, e uma equacao para a mistura completa.

A massa nao se conserva necessariamente para uma componente individual
da mistura, pois pode haver reagoes quimicas consumindo massa de uma certa
componente e aumentando a massa de outra. Porém a criagdo de massa na mistura

é proibida.

4 Aqui, ponderada pelas densidades de massa. Em outros problemas, pode ser interessante efetuar

a ponderacao pelas densidades molares.
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Temos, para uma componente C* e uma regiao arbitraria do espaco V uma
equagao andloga & contida em [SG, p. 121], que é
d Dp
4 dV:/ (+ V-v)dV:O, 2.19
dt Jo, P o, \ Dt P ( )
porém rearranjada e acrescida do termo provindo das reagoes quimicas entre as

componentes:

/V [aa;;a V- (paxa)l v = /V@adv. (2.20)

O termo ¢* é chamado fonte de massa e provém como dissemos de reagoes quimicas

entre constituintes.

Para a mistura, temos

ap .
. = 2.21
/\7[8t+v (px)]dV 0, (2.21)
e por conseguinte

3 / &dV = 0, (2.22)
a=1 v

pois nao pode haver producao liquida de massa na mistura (exceto em materiais

nucleares, o que nao é o nosso caso).

Passar estas equagoes para a forma local nao causa maiores dificuldades,

envolvendo a aplicagdo do teorema de transporte de Reynolds [SG, p. 101].

Obtemos, para a componente C,

8 (e}
% + V- (px%) = ¢, (2.23)
e para a mistura
@—FV(X)—O (2.24)
at p - Y .
implicando que
d e =0. (2.25)
a=1

Adiantamos que os constituintes da mistura neste trabalho sao quimicamente
inertes, e assim nao vale iniciar aqui consideragoes, de outro modo interessantissimas,

sobre estequiometria.

2.2.2 Equacao de balanco do momentum linear

Desejamos deduzir as equagoes de balango para o momentum linear, e no-
vamente para dois casos: para um constituinte C* da mistura e para a mistura

completa.
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2.2.2.1 Balanco do momentum linear por componente

Tomemos o primeiro axioma de Euler em [SG, p. 151]:

DV
Dt

e adaptemos esta expressao para o caso de uma componente C“ da mistura numa

Vv = / V. TdV + / pgdV (2.26)

regiao do espago arbitrario V. Faz-se necessario acrescentar um termo de criacao de
momentum linear do constituinte C* devida a interacao com os demais componentes

da mistura.

Os trés primeiros termos da equacao abaixo nos sao familiares. O tensor T
¢ chamado o tensor parcial de tensoes, e apreende toda a for¢ca de contato sobre
o constituinte C* devido a matéria no exterior de V. O termo b® corresponde a
densidade de forga de corpo atuante sobre o referido constituinte. Desenvolvendo a

derivada material & esquerda de (2.26), temos

a Qo O
/ N | g (prxexcy| av = / V. TV + / pobedV +/ (P + 2°%°) dV.
v ot % v v
(2.27)
O quarto termo
/ (P + 2°%%) dV (2.28)
%
representa o momentum linear gerado em € devido a presenca de todos os outros

componentes C?, o # 3, dentro de V.

Notemos que ele é composto de uma soma. O termo p* é chamado de fonte
de momentum linear e origina-se das forcas internas da mistura. O termo ¢*x® tem
sua génese na producao, por meio de reagoes quimicas, de massa de C* com uma

certa velocidade, portando, pois, momentum linear.

A forma local de (2.27) é andloga a vista em [SG, p. 152], acrescida dos termos

de criacao de momentum linear para a componente C*. Sem nenhuma surpresa, temos

que
a (e o7
(patX) £V (0°XO%%) = V- T 4 pob® + p° + %%, (2.29)
Desenvolvendo o lado esquerdo de (2.29), obtemos
a (87 o R o
g; “ 4 p” 5 +X [V - (pX)] 4 p*%* - VX* = V- T+ p*b* + p* + 7%, (2.30)

Por (2.23), sabemos que ao somar o primeiro e terceiro termos da equagao

acima, temos
a (0]
%x X[V - (pP%%)] = 7%, (2.31)
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o que reduz a expressao (2.29) a

0
P K KT VRS = VT D0 B (2.32)
Por (2.8),
ox* DUk .
5~ Dr X - VxX©. (2.33)

Multiplicamos a expressao (2.33) por p® e com isso, a equacao do balango do
momentum linear para a componente C* da mistura pode ser escrita em sua forma

mais conveniente possivel:

POX =V - T 4 p°b® + p°. (2.34)

2.2.2.2 Balan¢co do momentum linear para a mistura

Passemos a calcular o balango de momentum linear para a mistura total.

A densidade de forga de corpo para a mistura é dada por

1
b:EEM%% (2.35)
a=1

Em analogia com (2.27), lembrando que para a mistura nao hé fontes internas
liquidas de momentum linear (desde que vélida a Terceira Lei de Newton), a equagao

de balang¢o de momentum linear para a mistura fica

pk =V T+ pb. (2.36)

Este resultado é importantissimo e é conhecido como a primeira lei do

movimento de Cauchy® (Cauchy, 1828).

Os passos para sua dedugao, além de encontrarem-se expostos com pungente
beleza no trabalho do grande mestre citado justo acima, sao similares ao que foi feito

para chegarmos a (2.27), e seria tedioso repeti-los.

A partir dai, assim como para as Leis de Newton (Newton, 1687) devemos
prescrever a forma matematica das forcas envolvidas num dado sistema fisico, aqui
devemos elaborar a prescricao matematica do tensor de tensdes que modela um

sistema de interesse.

A relagao entre os tensores de tensoes parciais T e o tensor de tensoes da

mistura T é um tanto mais complicada.

5 Augustin-Louis Cauchy, matemético francés, 1789-1857.
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Toupin (1960) argumenta que o tensor de tensdes da mistura é a soma dos
tensores parciais de tensoes com as tensoes efetivas oriundas das transferéncias de

momentum, assumindo a forma

T =3 (T" - puu®), (2.37)
a=1

O primeiro termo de T costuma ser chamado de parte interna ou interior
do tensor de tensdes da mistura. E bastante usual que, em primeira aproximacio, o
termo em segunda ordem na velocidade de difusao seja desprezado (Bowen, 1976),

adotando-se, para a mistura,
n
T~T, = Z T
a=1
Um fato interessante é que nao ha obrigatoriedade da simetria de cada tensor T¢,

porém pode demonstrar-se que ainda assim T; é um tensor simétrico.

O segundo termo de T, relacionado as velocidades de difusao,
n
o Z pauaua
a=1

é o tensor de tensoes aparentes devidas as transferéncias de momentum.

Acrescenté-lo é uma forma simples e natural, proposta por Lorentz (1907),
para que a primeira lei do movimento de Cauchy (2.36) seja satisfeita em sistemas
que exibem transferéncia de momentum linear entre suas componentes em virtude

da difusao.

Para terminar, desejamos demonstrar que o somatério das fontes de mo-

mentum linear no interior da mistura se anula, em analogia a (2.25), isto é, que
n
S (P + éu®) = 0. (2.38)
a=1

Demonstragio. Tomemos a equagao de balango da massa (2.23)

8p0¢ Qo) _ AQ
E%—V-(px)fc (2.39)

e apliquemos a conhecida identidade vetorial
V-(vA)=A -Vy+~V- A, (2.40)

obtendo -
%+Vpa-xa+pav-xa 3 (2.41)
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Da identidade (2.5), tomando-se G = p*, segue:

P 4 p°V - XY = (2.42)

Por outro lado, (2.6) nos da que
o Op”

i oL 2.4
p BT + Vp*-x (2.43)

Subtraindo (2.43) de (2.42), temos, pela identidade (2.18),

8 (%
Vo™ u® 4 gV XY = o % V% (2.44)
Nao é dificil ver de (2.16) que p*V - X% = p*V - u® + p*V - %, e aplicando a
identidade (2.40) organizamos o lado esquerdo; no lado direito vemos que os dois

ultimos termos sao simplesmente —p®. Finalizamos, portanto, com

Pt + V- (p*u®) + p*V - x = ¢ (2.45)

Nao nos esquegamos que uma expressao analoga a (2.43) também vale para
a densidade total p, e a utilizaremos para eliminar o termo com V - X na equacao

anterior. Assim,

o
P~ o

Aplicando (2.24) e (2.40), ficamos com

+Vp-x. (2.46)

p+pV-x=0, (2.47)

que, substituido em (2.45), d4

5o — ppp =& — V- (p"u) (2.48)

Recordemos a ja remota definicdo de concentracao ¢ (2.14). Se calcularmos

: N\ pp® — pp”
o= () =P 2.49
()= (249
vemos que (2.48) torna-se
pc =¢* =V - (p*u®) (2.50)

Prosseguimos a demonstragao introduzindo uma grandeza que é a média

ponderada de u®:
1 n n
YT =-) p'u*=> u” (2.51)
poczl a=1
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Desejamos calcular Y, multiplicando por p j& por conveniéncia futura, lem-

brando que ele nao possui indice a e pode penetrar no somatorio. Temos

n

pY =p > (c*a® +*u®) = Y [pra® — p*(Vu*)u® —uV - (p*u”) + ¢“u?].
a=1 a=1
(2.52)

Com o uso de (2.40), ficamos com a forma final

Z p*u® — V- (p*u®u®) + ¢*u?. (2.53)

J& sabemos, no entanto, que o termo pY é zero, ja que o préprio Y é nulo
por (2.17).

Isto nos traz de volta ao que desejamos provar. Lembremos que a® = X% — X.

Assim,
n

[0°%% — p°% — V - (p*uu®) + &*u®] = 0, (2.54)
a=1

ou seja,

Z px* — V- (p"u*u®) + é*u] (2.55)

Substituindo p®%* de (2.34), vem:

pX=> [V T+ p*b* +p* — V- (p*u®u®) + é*u’ (2.56)

a=1
Mas sabemos que a primeira lei do movimento de Cauchy (2.36) nos diz que

px =V - T+ pb. (2.57)

Basta entao lembrar que T = >0 (T* — p®u*u®) (2.37) e pb = >0, (p*b%)
(2.35), que a comparagao de (2.56) com (2.57) nos leva diretamente a

n

(P + ¢u®) = 0. (2.58)

a=1

]

2.2.3 Equacao de balanco da energia

Queremos escrever aqui a equacao de balango para o a-ésimo constituinte da

mistura, apenas por completude [ver Truesdell e Toupin (1960)]°:

i (g x) £ 9 [ ()] -
9 x £ —x%.x X
at” 2
1
V-(Ta-xa—q‘“)+pa>‘<a-b”+pah“+é“+xa-ﬁa+6”<€“+2X )(2-59)
6 Secdo 243
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onde, em adicdo as quantidades ja definidas anteriormente, h* é a fonte externa de
calor para o constituinte C*, q® é o vetor densidade de fluxo de calor por unidade de
tempo deizando a componente C* através da superficie 9V e £“ é a fonte de energia
interna para C% devido as interacoes com os demais constituintes da mistura, em

analogia com ¢“ e p® para a massa e momentum linear respectivamente.

Assim, na linha inferior de (2.59), vemos que os trés tltimos termos sao fontes
de energia internas da mistura, oriunda de todos os constituintes C# com a # f3,
enquanto os trés primeiros termos sao fontes de energia com origem no exterior da

mistura.

Nao iremos, no momento, elaborar mais sobre o assunto, ja que neste trabalho
nao ocorre a conservagao da energia e esta equacao nao serd utilizada. Porém,
em analogia com (2.25) e (2.58), exibiremos a condigao de consisténcia necessaria
relacionando as fontes internas de massa, momentum linear e energia interna para a

componente €% da mistura (Bowen, 1976),” que é

Z |:é~a + ua . IA)OZ + éa(ga + %ua . ua):| — 0 (260)

a=1

7 Equacdo 1.5.46
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3 Modelagem Mecanica

Construir um modelo (neste caso, mecénico) significa descrever matemati-
camente um fenémeno de interesse. Em nosso caso, o referencial tedrico necessario
¢é o de Teoria de Misturas, e em especial as equagoes de balango das varidveis rele-
vantes terao protagonismo nesta modelagem. Nao se pode, porém, negligenciar a

compatibilidade com as leis da termodinamica.

Este trabalho trata de um sistema que sera modelado, como dissemos, no
ambito fisico-matematico da teoria de misturas continuas desenvolvida no capitulo

anterior. O sistema contera trés constituintes:

I. uma matriz porosa insaturada fracamente deforméavel em repouso;
II. um géas de inércia e pressao supostas extremamente pequenas;

II1. e um fluido newtoniano incompressivel.

O sistema é considerado quimicamente inerte.

As caracteristicas impostas sobre os constituintes (I) e (II) tornam supérfluo
considerar qualquer equacao de balanco para eles. Assim, o modelo requer apenas a
satisfacao as equagoes de balango de massa e momentum linear para o constituinte
fluido (I11).

Por uma questao de compatibilidade com o restante da literatura, especial-
mente dentro do grupo de pesquisa a que esta autora tem a honra de pertencer,
conectaremos as notacoes dos dois capitulos fazendo o = F' para este constituinte,
chamando-o CF. Pela mesma razao, doravante chamaremos vy, em lugar de x*', a
velocidade do componente Cf na mistura e utilizaremos o indice F' para qualquer

quantidade atinente ao fluido newtoniano cujo escoamento é modelado.

Nesta esteira, devem valer

0
% + V- (pFVF) =0 (31&)
aVF A
PF 7((% +(VVF) Vp :V-TF+pF+prF, (31b)

que sdo simplesmente as equagoes de balango (2.23) e (2.29) aplicadas & componente

(I1I), ja levando-se em conta a auséncia de reagoes quimicas (ép = 0).
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Uma sucinta explicacao sobre o tensor parcial de tensoes Tr encontra-se logo
acima de (2.27), embora a teoria tenha sido desenvolvida muito além do necessério
para este trabalho [ver (2.37), por exemplo, para compreender as simplifica¢oes

empreendidas neste modelo].

Introduzamos a quantidade fracio de fluido ¢ definida como a razao entre a
densidade massica local de fluido na mistura pr e a densidade massica real do fluido

py medida de acordo com a mecanica do continuo:

PF
o =—. (3.2)

Pt
Adotaremos, daqui em diante, a convencao de que o indice F' indica as
quantidades relativas ao fluido no ambito da mistura, enquanto o indice f indica as
quantidades “reais” do fluido, isto é, quando medidas numa bancada de laboratério

tendo o fluido como constituinte inico do ponto de vista da mecanica do continuo.

Sendo € é a porosidade da matriz sélida, a satura¢do 1» = — emerge com
€

naturalidade como grandeza util.

Eis que a matriz porosa é apenas fracamente deformavel, descortina-se a
possibilidade de relaxar a restricao ¢ < 1 que seria obrigatéria para a matriz rigida,
permitindo-se que a saturagao ultrapasse em pouco a unidade, isto é, ¢ < 1+ 9, com
0 < 1.

3.1 Forma Explicita do Modelo

A abordagem que utilizaremos aqui, na linha de Williams (1978), sera propor
a forma mais simples possivel para Tr e pr capaz de descrever forcas de capilaridade,
forcas de arrasto e tensoes de cisalhamento num problema de escoamento de um

fluido incompressivel viscoso através de um soélido rigido.

O tensor parcial de tensoes T utilizado no presente modelo tem sua forma
motivada pelo préprio Williams. Considerando as equacoes do balanco de forcas!,
embora nao despreze a presenca do soélido, ele conclui que se o fluido sofre uma
pressao real interna p e que se ¢ mede a fracdo da drea contactada pelo fluido, o

tensor parcial de tensoes do fluido é dado por

sendo p suposta constante enquanto o escoamento for insaturado.

L Equacdo 4, p. 256.
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Allen (1986) advoga que o terceiro elemento que mencionamos dois para-
grafos acima (as tensbes de cisalhamento) pode ser desprezado no tensor parcial
de tensoes pois a tensdao normal do fluido predomina. Esta discussao em torno do

desmembramento da forga de superficie remonta a época de Cauchy.

Simplifiquemos o problema e admitamos que a densidade de forca de corpo

br sobre o fluido é identicamente nula.

Vejamos agora como encontrar a forma de pg, a fonte de momentum linear,

e teremos todos os elementos do lado direito de (3.1b).

Ela contera dois termos somente. Um deles ¢ proporcional a velocidade do
fluido, e em determinados casos permite recuperar a equagao classica de difusao
(Fick, 1855). O outro termo em circunstancias particulares reduz-se a equacao de
Darcy (1856).

Executando-se as duas particularizagoes das equagoes de movimento sugeridas
no paragrafo anterior para recuperar respectivamente a equagao de Darcy e a lei de
Fick, e impondo as leis da termodindmica, obtém-se o termo Ppr neste modelo como

_ P

o Vo, (3.4)

A ,r]
pr = _?f(bQVF

onde 7y ¢ a viscosidade dinamica do fluido, K representa a permeabilidade especifica
da matriz porosa e ® é um coeficiente de difusdo. Estas trés quantidades devem ser

determinadas experimentalmente, variando de acordo com os materiais envolvidos.

O primeiro termo, habitualmente chamado darciano, origina-se da velocidade
relativa entre os constituintes de uma mistura (Srinivasan e Rajagopal, 2014), e o
segundo, relacionado com o gradiente da fracao de fluido, procura representar as

forcas de capilaridade.?

Obtém-se o modelo mecénico combinando-se as equagoes (3.1a-3.1b), (3.3) e

(3.4).

Fazemos aqui a opcao de tratar o caso unidimensional, em que todas as
quantidades dependem apenas da posicao x e do tempo t, e a velocidade tem sua

componente x como a tnica componente nao nula (vp = v?1).

Assim, o problema pode ser representado pelo sistema de equagoes

o6 0
9t + %(qﬁv) =0 (3.5a)
v wl o, pmDod ny o,

Py l%t + (bvax] = —%(@9) — o Y (3.5b)

2 Equacao 6, p. 257.
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Despreza-se o termo darciano em (3.5b) e redefine-se a pressao como p tal

que

dp 0

9y %(@5) +

pinyD 9¢

= (3.6)

Num sistema natural de unidades em que p;y = 1, as equagdes (3.5) podem

ser reescritas como

o6 0
D00+ () =0, (3.1)

recaindo na forma usual.

Tanto foi feito e tantas hipoteses foram impostas a mao, de forma ad hoc, ao
modelo, que olvidou-se que (3.7a) e (3.7b) sdo as simples e franciscanas equagao da
continuidade e equacao de Euler, respectivamente equagoes (1.2) e (2.3), pp. 2-3, de
Landau e Lifschitz (1987):

dp B

o V- (pv) =0, (3.8a)
ov 1
g TV Vv=—"Vp, (3.8b)

particularizadas para uma dimensao espacial e p = 1.

As equagdes da continuidade e de Euler (3.8a-3.8b) tém abrangéncia incom-
paravelmente mais ampla que (3.7a-3.7b) tal como deduzidas; ou, por outra, embora
resultem idénticas, pesam sobre elas muito menos hipdteses, de sorte que o caminho

reverso teria sido muito mais expedito.

O climax deste trabalho nao esta distante, pois logo sera fixada a relagao
constitutiva inédita p = p(¢). Antes, porém, serdo apresentadas duas tentativas

anteriores de imposicao de alguma forma de relagao constitutiva.
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4 Relacao Constitutiva Proposta

4.1 Trabalhos anteriores

Em Saldanha da Gama et al. (2012), o sistema (3.7a-3.7b) é tratado para a

relagdo constitutiva p(¢) dada por

p(¢) = 9, (4.1)

para ¢ < €, e onde ¢ > 0 é uma constante, ¢ representa a fragdo de fluido, v é a

velocidade do constituinte fluido, p representa a pressao e ¢v costuma chamar-se a

velocidade de encharcamento.

Este trabalho apresenta alguns pontos problematicos. Os proprios autores

salientam alguns deles, como

(@)

(8)

(€)

A relagao p(¢) é constitutiva apenas enquanto o escoamento é insaturado, id

est, ¢ < e.

Quando ¢ = €, p(¢) deixa de ser constitutiva e p pode assumir qualquer valor

em [c*¢, +00), mesmo com ¢ constante.’

Os autores afirmam que o caso ¢ > € nao tem significado fisico?, e reiteram

que qualquer relagio constitutiva sé faz sentido no intervalo aberto (0, ¢).?

Além disso, se para a fracao de fluido do estado intermediario ¢, verificar-se
¢ > €, o sentido fisico do problema é perdido, seja quando os autores resolvem

o problema com o vinculo ¢ < ¢, seja para o problema sem vinculo.*

Os autores concluem que se o vinculo ¢ < € nao for imposto, podem ocorrer

solucdes nao fisicas, dependendo das condicoes iniciais escolhidas.’

O problema sem vinculo também é incapaz de prever o instante em que ocorre

a saturacao.’

D Ut R W N =

Equagao 9, p. 5

T T DT T

4, abaixo da equacao (6)
5, abaixo da equagao (8)
8

16

11
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De todo modo, seguiu-se na busca de uma relagdo constitutiva p(¢) que
apresentasse propriedades satisfatérias e comportamento adequado em simulagoes,

podendo de fato modelar situagoes reais.

Com vistas a mitigar as limitagoes do trabalho mencionado acima, Martins
Costa et al. (2017) aventaram a relacao constitutiva p(¢)

p(o) =

, com ¢ > ¢ > 0. (4.2)

2o, para ¢ < €
o4 ct(p—¢€), para ¢ >e

Neste trabalho, a ideia dos autores é relaxar (pouco) a condigdo de saturagao,
permitindo valores de ¢ superiores a €. Quanto mais alto o valor da constante cq

escolhida, menor a tolerancia a supersaturacao do modelo.

Manipulando-se, porém, a segunda linha de (4.2) vemos que a fragao de fluido

p — c’e

o=

o que nos mostra que nao ha cota superior para ¢ neste modelo.

4.3
Z T (43)

Deste modo, durante uma simulagao, se a pressao se tornar muito elevada, ha
o risco da obtencao de valores fisicamente irreais para ¢, ilimitados mesmo, refletindo

o fato de que plgglo ¢ = +00.

Uma das formas de implementar-se a pequena supersaturacao é utilizando-se
a teoria de pequenas deformacoes, em que as configuracoes de referéncia e deformada
sao praticamente coincidentes. Maiores supersaturacoes demandariam abrir mao da

condi¢ao de (quase) indeformabilidade da matriz sélida.

Supersaturagoes pequenas tém a vantagem de preservar a hiperbolicidade do
sistema de EDPs do problema, porém neste modelo perde-se o controle dos valores
que a velocidade pode atingir numa simulagao, podendo tornar-se extremamente

elevados a medida que a fragao de fluido ultrapassa a saturacao da matriz porosa.

A relagdo a ser proposta no presente trabalho contornara os problemas

elencados até aqui.

4.2 Relacao Constitutiva Proposta

O presente trabalho propoe uma nova relagao entre a pressao e a fragao de
fluido que permite estabelecer, a fronte, uma cota superior para a fracao de fluido,
propiciando uma simulagdao fisica confidavel e sempre consistente. Além disso, a relagao

constitutiva proposta nesta tese origina um problema de Riemann conveniente, no
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qual os autovalores dao origem a invariantes de Riemann que podem ser representados

por formulas explicitas escritas apenas com fungoes elementares.

A relacao constitutiva proposta relacionando a pressao a fragao de fluido e a

porosidade é dada por

po) = o+ & =2 ~2acE (‘ (’5), (04

sendo € = € + 4, com ¢ > 0 uma constante que pode ser tomada tao pequena quanto

se queira, e c¢; e ¢y constantes positivas.

A partir da equagao (4.4) verifica-se facilmente que

p>cggi5¢ = (C%ip>e>gb, (4.5)

o que implica que sempre vale
O < €e+0. (4.6)

Se vale (4.6), a fortiori temos um limite para a supersaturagao, mesmo no
caso de pressoes muito elevadas, uma vez que
lim ¢ < e+ 0 < +4o00. (4.7)
p—00
Esta relacao constitutiva foi construida de maneira a aproximar-se da expres-

sao linear sem restricao quando a fracao de fluido for pequena frente a €, e de forma

a ter autovalores ilimitados quando a fracao de fluido se torna grande.

O escoamento sera considerado supersaturado nas regidoes em que a fracdo de
fluido seja tal que € < ¢ < e+9. Quando ¢ > €, a medida que a fragao de fluido cresce,
tanto as velocidades de propagacao quanto a pressao aumentam rapidamente. Isto
garante uma resposta fisicamente realista, além da preservacao do comportamento

hiperbdlico do sistema de equagoes diferenciais parciais.
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5 O Problema de Riemann

Antes de proceder a enunciagao formal e a resolucao do problema de Riemann
associado a nova relagao constitutiva proposta, cabe desenvolver brevemente a teoria
geral relativa a este assunto, a fim de que os resultados originais deste trabalho

possam ser inteiramente compreendidos pelo leitor.

Apo6s iniciar com generalidades sobre sistemas hiperbdélicos de equagoes dife-
renciais parciais de conservagao e introduzir consideragoes sobre solugoes fracas e

entropia, apresentaremos o que se conhece por problema de Riemann.

Estudaremos, entao, a teoria relativa a ele. Principiaremos pelo caso linear,
que nao ¢ o do presente trabalho mas apresenta aspectos altamente instrutivos sobre
solucoes do tipo choque, e a seguir trataremos do caso genuninamente nao linear, em

que aparecem naturalmente também as solugoes do tipo rarefacao.

Lamentavelmente, por brevidade, nao discutiremos as solugoes do tipo des-

continuidade de contato, associadas a campos degeneradamente lineares.

Com isso, deteremos todas as ferramentas matematicas para expor a solucao
do problema de Riemann associado a relagao (4.4) proposta de modo inédito neste
trabalho.

Particularizaremos nossa exposic¢ao para o caso do sistema N = 2 equacoes
diferenciais parciais, porém a generalizacao para o caso com N > 3 ou a restricao para
o caso N = 1 nao apresentam extremas dificuldades. O caso N = 2 apresenta, porém,
algumas particularidades que lhe sao exclusivas, como a existéncia dos invariantes

de Riemann.'

5.1 Sistema hiperbdlico de equacdes de conservacao

Sejam u(x,t) : R x RT — R? e f(u) : U C R? — R? uma fungao vetorial que

seja no minimo? C? em algum conjunto aberto U, dita a funcio de fluzo do problema.

L' Para N # 2, os ‘invariantes” de Riemann existem mas ndo sdo invariantes ao longo das

caracteristicas. O nome pode permanecer por abuso de linguagem.

2 Isto garante que \,, r, e 1, definidos mais adiante sejam ao menos C?.
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Queremos estudar o sistema de equacoes diferenciais parciais da forma?®

—u+ —f(u) =0, (5.1)
onde as condi¢Oes iniciais dadas sao por

u(z,0) = up(x). (5.2)

Sistemas como (5.1) sdo chamados de sistemas de equagées de conservagao
pois as leis de conservagao de quantidades fisicas (e.g. massa, momentum angular,

momentum linear, energia, etc.) assumem exatamente esta forma (Smoller, 1983).

A expressao (5.1) pode ser reescrita como
f(u), = A(u)u,, (5.3)

onde a matriz A € R**? é a matriz jacobiana da fungao f(u):

A = Of; (5.4)
Ou; ij=1,2

Dizemos que o sistema de EDPs (5.1) é estritamente hiperbdlico se A possui

dois autovalores reais e distintos, A\; # A9, € convencionaremos A; < .

5.1.1 Solucdes Fracas

Para um sistema de equacodes de conservacgao sujeito a condigoes iniciais
contendo descontinuidades espaciais, como o problema de Riemann, é conveniente
relaxarmos a exigéncia de que as solugoes u(z,t) sejam continuas, e admitirmos que
elas possam ser solugoes num sentido fraco, ou seja, solugdes que satisfacam a forma

integral das equacgoes de conservacao.

Tecnicamente, estamos estendendo o espaco de solugoes para o espago de
funcoes u Lebesgue! mensuraveis L°(R x RT, U). A norma deve ser entendida daqui

por diante como || - || = || - || zee-

Como se verd na proxima segao, solugoes fracas sao realizdveis como um
limite de uma familia de solu¢oes de uma extensao do sistema de EDPs considerado.
No limite tomado, naturalmente, o sistema de EDPs estendido regressa ao sistema

original.

3 Também denotamos esta equagio como u; + f(u), = 0, onde o subscrito indica a varidvel em

relagdo a qual tomamos a derivada parcial.

4 Henri Lebesgue, matematico francés, 1875-1941.
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Em particular, interessa-nos a classe de solugoes fracas correspondente a
exigir que u(x,t), ainda que descontinua em algum ponto (ou, rigorosamente, num
conjunto de pontos com medida nula), satisfaca, para todos z; e x5, a

2
dt Ja,

que ¢ a forma integral de (5.1).

u(z, t)de = f(u(zy, b)) — f(u(as, t)), (5.5)

Estas solugoes sao descontinuidades propagando-se, mas sé serao solugoes
fracas de (5.1) se se propagarem com uma determinada velocidade s, dita a velocidade

de choque, que calcularemos a seguir.

Estudemos uma descontinuidade candidata a uma solugao deste tipo e verifi-

quemos as condigoes necessarias para que se trate, de fato, de uma solucao fraca de

(5.1):

_ <0
u(z,0)=4{ 0 (5.6)
u,, .T>O

com u_ e u; constantes.

Considere o instante ¢ = 0. Neste instante a descontinuidade (5.6) estd
localizada em x = 0. Deixemos decorrer um tempo t. Dado que a descontinuidade se

propaga com velocidade s, ela estara agora situada em x = st:

(2,1) u_, x<st (5.7)
u(z,t) = . .
uy, T > st

Supondo 27 < 0 e 25 > st na expressao (5.5), o que nao implica perda de
generalidade pois x; e x5 sao quaisquer, notamos que a integral contida na dita

expressao foi acrescida de st(u_ —uy).

Portanto, tomando sua derivada total em relacao ao tempo, vem

2

@l u(x,t)dr = s(u_ —uy). (5.8)

Pela suposicao acima, sabemos que u(xs,t) = uy e u(zy,t) = u_. Juntando
com (5.5), vem que

fu) —f(uy) = s(u- —uy) (5.9)

¢ a condicao para que uma descontinuidade propagando-se com velocidade s seja
uma solucao fraca de (5.1). Em outras palavras, s é a velocidade permitida para
este choque propagar-se. Denotando por [-] o salto ou descontinuidade em uma

quantidade, reescrevemos (5.9) como

[f] = s[ul. (5.10)
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Esta é a chamada condi¢gdo de Rankine-Hugoniot® para que uma descon-
tinuidade seja uma solugao (fraca) do sistema de EDPs (5.1), que é chamada um

choque.

5.1.2 Entropia

As solugoes fracas que apresentamos na secao anterior nao sao, em geral,
solugoes univocas do problema (5.1). O exemplo mais popular e citado deste fato é a
equacao de Burgers, que apresenta mais de uma solugao fraca. Nao entraremos neste
detalhe por brevidade, mas fato é que, a ocorrer um impasse deste jaez, é necessario

que possamos selecionar a solugao apropriada do problema.

A entropia é uma quantidade fisica frequentemente mal interpretada, confun-
dida com desordem, caos e um sem ntmero de absurdos. Para uma visao fisica da
entropia, tanto em sua dimensao estatistica quanto em sua dimensao termodinamica,
bem como uma explanagao da Segunda Lei da Termodinamica, referimos o leitor,
por exemplo, a Salinas (2005), com o fito de prestigiar um admiravel cientista brasi-
leiro ainda em atividade, embora nao faltem excelentes textos de Termodindmica e

Mecanica Estatistica que possam suprir este tema.

Interessamo-nos aqui, entretanto, pela entropia matemaética, cuja definicao e

em seguida variantes equivalentes, porém mais simples e trabalhaveis apresentaremos.

Lembremos que estamos tratando do problema de Cauchy (5.1-5.2). Passemos

as definigoes.

Uma funcao suave (U, F) : U — R? é dita um par de entropia se toda

solugdo continua e diferenciavel u, isto é, solugao forte, de (5.1) também satisfizer a

0 0
;U (W + 5-F(u) = 0. (5.11)

Chama-se U entropia e F fluxo de entropia. Diz-se que um par de entropia é

estritamente convero se D*U(u) > 0 Vu € U, isto ¢, for uma matriz positiva definida.

Como vimos de dizer, as solugoes fracas de (5.1) ndo sdo univocamente
definidas pelas condi¢oes iniciais (5.2). A entropia serd o seletor da solugao apropriada,

como mostraremos logo a seguir. Trata-se, aqui, do método da entropia evanescente.

Sejam u® uma familia de solugoes fracas de um sistema de EDPs aumentado

0 0
—u‘+ —f(u) = ¥" 5.12
St f(u) = O, (512
5 William Rankine, fisico escocés, 1820-1872;
Pierre-Henri Hugoniot, fisico e matematico francés, 1851-1887.
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admitindo que o sistema possui um par de entropia estritamente convexo (U, F') e

e > 0 é um parametro pequeno tal que

limu® = u. (5.13)

e—0
Por pequeno entendemos que exista uma constante B > 0 tal que [[u‘]|p~ < B.

Naturalmente esta bola fechada deve estar contida em U.

W€ pode ser encarado como uma pequena corre¢ao ao modelo mecanico, como

a adicao de uma pequena viscosidade.

Iremos agora definir em que sentido o limite (5.13) deve ser compreendido,
i.e., como u é uma solucao fraca de (5.1). Para toda funcao © € C*(R x RY),

encontramos que

/ (ua@ + a@f(u)> dxdt = lim (uga6 + agf(ue)> dxdt

ot Ox =0 ot Ox
RxR+ RxR+
= lim Y Oduzdt. (5.14)
e—0
RxR+
Dizemos que W€ é conservativo se
lim [ ¥Odxdt = 0, (5.15)
e—0
RxR+

com © em C*°(R x RT).

Adicionalmente, dizemos que W€ dissipa entropia se

limsup [ VU(u®) - ¥Odzdt < 0, (5.16)
e—0 RuR+

com © em C®°(R x RT) e © > 0.
As equagoes (5.15-5.16) dé-se o nome de regularizagao de We.
Chegamos, por fim, a desigualdade de entropia:

Seja u® uma familia de aproximagoes de u nos termos de (5.13), em que u® é
sempre finito na norma L e converge para o limite u. Suponha que W€ é conservativo
(5.15) e dissipa entropia (5.16) para algum par de entropia (U, F'). Entao, u é uma
solugao fraca de (5.1-5.2) e satisfaz a desigualdade

00 00
Uun)— + F(u)— | dzdt > 0 5.17
[ oG+ re 52 asar > o (.17

RxR+

com © em C°(R x RT) e © > 0, o que nos leva diretamente a

0 0
—fU(u)+-5;

o F(u) < 0. (5.18)
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A prova mais detalhada pode ser encontrada em Godlewski e Raviart (1996).6

Para sistemas que possuem apenas campos genuinamente nao lineares (que
definiremos adiante, e é o nosso caso de interesse), a desigualdade de entropia (5.18)

é suficiente para discriminar a solucdo correta e tnica’ para o sistema de Cauchy
(5.1-5.2).

Como consequéncia direta de (5.18), temos que atravessando-se uma descon-
tinuidade vale
S[U,—U+]—[F,—F+] SO, (519)

onde os subscritos — e + indicam a quantidade a esquerda e a direita da desconti-

nuidade, respectivamente. Trata-se de outra formulacao das condigoes (5.10).
Chamaremos (5.18) e (5.19) doravante condigoes de entropia (Lax, 1972).

As condicoes de entropia podem ser escritas de forma mais simples e utilizavel,
conforme o proposito desejado. Apresentaremos aqui algumas delas, seguindo LeVeque

(1999). Todas sdo equivalentes entre si.

A primeira delas, devida a Lax, nos diz
Alu) > s> Auy), (5.20)

sendo s a velocidade do choque e A o autovalor.
A segunda, devida a Oleinik® (Oleinik, 1959), reza
f(u) —f(u-)
—f

_)>s(u—u_)
(u,) < s(u—u,

,para todo u entre u_ e uy, (5.21)
naturalmente ao longo do choque considerado.

A terceira, devida a mesma matemética (Oleinik, 1957), é particularmente
util para métodos numéricos. Ao discretizar o problema, naturalmente teremos saltos,

digamos de U; para U, com tamanho Az.

Como validar o método e certificar-se de que o salto de U; para U;;; nao

viola as condi¢bes de entropia? Esta condi¢ao nos da a resposta:

E preciso que exista uma constante £ > 0 tal que

Upai(t) — Uy(t) < <f) Az (5.22)

Teorema 3.3

A unicidade é um tanto mais complicada de demonstrar; ao leitor interessado recomendamos o
capitulo X de LeFloch (2002).

Olga Arsenievna Oleinik, matematica soviética, 1925-2001.
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para todo t > 0.

A demonstragao pode ser encontrada em Smoller (1983).°

5.2 O Problema de Riemann

Considere um tubo infinito contendo géas ao longo de um eixo x.

Existe uma parede em x = 0 e as quantidades fisicas relevantes (densidade,

pressao) sao constantes e distintas de cada lado desta parede.

Em t = 0, a parede ¢é subitamente removida, e deseja-se estudar a evolugao
do sistema a partir dai.

Este é o problema original proposto em Riemann (1860), que citamos, em
0

suas proprias palavras:!
Para esclarecer por meio de um exemplo simples o exposto até
aqui, em que o movimento pode ser determinado pelos meios até
agora obtidos, desejamos admitir que a pressdo e a densidade
dependem uma da outra segundo a lei de Boyle e que, no inicio,
a densidade e a velocidade sofrem uma mudanga abrupta em x =

0, porém sdo constantes de cada lado deste ponto.

Emt=0:
membrana

¢®=0op; V="1g O =¢p; v="1p
x=10

Figura 2 — Ilustragao do problema descrito acima, inspirada em Smoller (1983).

Por extensao, chamamos problema de Riemann a todo sistema de equagoes
da forma (5.1) em que as condigoes iniciais sejam dadas por uma constante em todo
0 semieixo negativo e uma constante distinta em todo o semieixo positivo, isto é,

(5.2) tém a forma

<0
u(z,0)=4 "B TS0 (5.23)
up, x>0

9 Teorema 16.1

10" Riemann (1860), §7, p. 157, trad. do original para o verndculo pela autora.
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sendo up e ug constantes.

Esta descontinuidade nas condicoes iniciais leva-nos a intuir que nao podere-
mos fazer grandes exigéncias quanto a continuidade e diferenciabilidade das solucGes,

dai a razao de termos devotado as segoes precedentes a nogao de “solugoes fracas”.

Trataremos, inicialmente, do caso A constante, que é o sistema linear de
equagoes de conservacao, em virtude de seu carater instrutivo; depois passaremos ao

caso nao linear A = A(u), que é o que de fato nos interessa.

5.2.1 Caso Linear

O caso em que a matriz A de (5.3) é constante merece ser tratado por algumas
razoes. Em primeiro lugar, ele possui solugao exata, o que é sempre esclarecedor. Ele
também representa sistemas fisicos relevantes como a equacgao de onda e também a
forma linearizada (aproximacao de primeira ordem) de sistemas nao lineares. Nao se
pode tampouco negar seu carater didatico, que nos permitird apreender conceitos

imprescindiveis ao estudo do caso nao linear que desejamos.

Se a matriz A de (5.3) é constante, e ja nos decidimos pela restrigdo ao caso
dos autovalores reais distintos A\; # Ao, ela pode ser diagonalizada (Hoffman e Kunze,

1971) pela expressao

A=RDR™, (5.24)
com
A0
D=|" : (5.25)
0 Ao
R=(r;]|r2), (5.26)

e r; e ro 0s autovetores associados aos autovalores \; e Ag:

.Arl :)\11'1 (527&)
.AI'Q :)\21'2 (527b)

Passemos a resolucio do sistema (5.1). Multiplicando esta expressao por R~!

e fazendo uso de (5.24), temos

R, + DR, = 0. (5.28)

Invocando uma nova varidvel w = R~1u, o sistema fica

w; + Dw, = 0. (5.29)
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Como D ¢ diagonal, o sistema de EDPs foi completamente desacoplado na

variavel w, podendo ser escrito como

{ (w1)e + A(wi)z =0

(wa); + Ag(wy)y =0 (5.30)

Cada uma destas equagoes desacopladas é uma equacao de advecgao a coefi-

cientes constantes, com solu¢do dada (Dafermos, 2016) por

{ wi(w,t) = wi(@ = Mt, 0) (5.31)

wy(z,t) = wa(r — Aaot, 0)
Retornando ao sistema original por meio da relagao u = Rw, temos que

u(z,t) = wy(z, t)r; + wa(x, t)rs. (5.32)

Resta agora impor as condigdes iniciais (5.23) para termos nossa primeira

solugao do problema de Riemann: a do caso linear.

Podemos escrever ug e up na base dos autovetores ry e ry:

Up = 1Ty + QT

. (5.33)
up = Biry + Bory
Comparando com (5.32), vem que
) <0 , <0
wi(z,0)={ e wy(z,0)=1{ ¥ 7 (5.34)
pr, x>0 By, x>0
e, por forga de (5.31),
, r—Mt <0 , T — Xt <0
wi(a,t)y =4 ‘T e wy(z,t) =14 2 TS (535
517 l’—)\1t>0 /62, £L'—>\2t>0

A solucao do problema de Riemann linear esta, portanto, concluida, sendo
dada por (5.32) e (5.35), podendo ser didaticamente representada no plano x — ¢

como mostra a figura 3.

Discutiremos, agora, propriedades importantes desta solucao, introduzindo

conceitos que serao cruciais no entendimento do caso nao linear.

As familias de curvas satisfazendo z'(t) = A\, s@o chamadas no caso geral

de a-ésimas caracteristicas. No caso em que a matriz A é constante, a 1* e a 22
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x = A,t

(2& caracteristica)

T = At

(1ﬂ caracteristica)
u(z,t)=p6,r tayr,

u(m,t):ﬁlrl +ﬁ2r2

u(:r,t):al r,tagr,

W
b

Figura 3 — Solugao do problema de Riemann linear retratada no plano = — ¢

caracteristicas sao as familias de retas com inclinacoes respectivamente A\; e Ay, das

quais retratamos na figura as que passam pela origem.!!

Nota-se que a solug¢ao do problema de Riemann é constante em cada regiao
entre caracteristicas, porém sofre um salto, uma descontinuidade, ao passar por uma

caracteristica.

Ao passar pela 1* caracteristica, a solugao u(z,t) sofre um salto dado por

[u]; = (b1 — a1)ry, (5.36)

enquanto ao passar pela 2* caracteristica o salto é dado por
[ul = (B2 — az)ra. (5.37)

No caso linear, é trivial demonstrar que a descontinuidade [u]; se propaga
com velocidade constante \; pois A é constante e portanto a condicao de Rankine-
Hugoniot lé-se

[f] = Afu]y = Mi[uls, (5.38)
e analogamente a descontinuidade [u], propaga-se com velocidade constante A.

Dizemos que A\ e Ay sdo as velocidades caracteristicas do sistema.

Nao é surpreendente que a solugao de um sistema de EDPs que tem em suas
condic¢des iniciais justamente um salto seja composta ela mesma de saltos. Mais

ainda, devemos interpretar a resolugao do problema de Riemann como uma tentativa

1 Por cada ponto do plano x — t passa exatamente uma curva caracteristica de cada familia.
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de escrever o salto original up — ug como uma combinacao dos saltos que ocorrem

ao passar pelas caracteristicas.

Ha, porém, restricdes fisicas para isto. As velocidades caracteristicas do

sistema sao as unicas velocidades com que uma descontinuidade pode propagar-se.
Assim, estamos diante de dois casos possiveis.

No caso mais simples, a descontinuidade presente nas condicoes iniciais
up — ug pode ji ser um autovetor de A, digamos, up — ug = x[u];.'? Neste caso,
esta descontinuidade inicial simplesmente propaga-se com a velocidade permitida \;

e esta ¢ a solugao do problema.

Num caso mais geral, porém, a descontinuidade original up — ug pode nao
ser igual a um multiplo escalar de [u]; nem [u],. Lembremos que nao é fisicamente
permitido que ela propague-se com qualquer velocidade. Neste caso, a solucao tem
que ser construida como uma sucessao de descontinuidades propagando-se com

velocidades permitidas.

H4, ainda, uma restricio adicional. E fisicamente invidvel que a primeira
descontinuidade propague-se com velocidade maior que a segunda descontinuidade.
Como estamos tratando do caso N = 2, e convencionamos \; < Ay, temos apenas
uma op¢ao. Devemos partir de ug com a descontinuidade [u]; propagando-se com
velocidade Ay até um determinado estado intermediario u*, a partir do qual a

descontinuidade [u], seja capaz de atingir up com velocidade As.

Nao é dificil ver que este estado intermediario é dado por

u = 511'1 + Qiors. (539)

Pode ser particularmente esclarecedor no caso N = 2 fazer uso do plano
de fase, que é como chamamos o plano u; — us. Nele, cada vetor u é um ponto,
e representa um estado do sistema. Curvas passando por um estado genérico u_
representam as evolugoes possiveis governadas pelo sistema de EDPs a partir deste
estado. Para N > 2, perdemos a comodidade de ter o “plano” de fase como um
plano stricto sensu, é dizer, bidimensional, e esta representacao fica bem menos

esclarecedora.

A figura 4 retrata, neste plano, exatamente o caso em que a descontinuidade
inicial nao é um autovetor de A, ou seja, o segmento de reta ligando ug a up nao é
paralelo a nenhum dos autovetores de A. Faz-se necessario, portanto, progredir de

ug ao estado intermediario u* e, deste, até up, como narrado acima.

12O argumento seria idéntico para [u]s.
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1nao ’
fisico
’
- =
— , }

s
£

Figura 4 — Solucao do problema de Riemann linear no plano de fase. Estado inter-
mediario. Loci de Hugoniot.

Note que um estado u_ qualquer s6 pode evoluir ao longo de uma reta
determinadas pelas direcoes dos autovetores de A que passe por u_. Isso é equivalente
a afirmar que as velocidades caracteristicas sao as tnicas permitidas para a propagacao.

Cada uma dessas retas é chamada uma curva ou um locus de Hugoniot.

Dizemos que todos os pontos do plano de fase sobre o locus de Hugoniot
contendo u_ correspondente ao autovetor r; estao ligados a u_ por um 1-choque, e
todos os pontos sobre o locus de Hugoniot contendo u_ correspondente ao autovetor

ry estao ligados a u_ por um 2-choque.

A solugao do problema de Riemann linear consiste, portanto, em encontrar o
estado intermediario u* localizado na intersecao do locus de Hugoniot correspondente
a r; contendo ug com o locus de Hugoniot correspondente a ro contendo up. Temos,

esquematicamente, portanto:

1—choque> u* 2-choque

Uug > Up (540)

A figura mostra também um eventual segundo estado intermediario possivel.
Ele corresponde, porém, a situacao ja aventada em que a velocidade de propagacgao
da primeira descontinuidade é maior que a da segunda descontinuidade. Esta situacao
¢ fisicamente inviavel e nao daria origem a solugoes univocas para o sistema que se

esté tentando resolver.
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No caso nao linear, a generalizacao do conceito de loci de Hugoniot é direta,
mas eles nao serao mais retas e mostraremos como calcula-los. Continuara valendo o
fato de que um estado u_ qualquer pode evoluir ao longo de um locus de Hugoniot'?

que o contenha.

Esta nao sera, porém, a tnica possibilidade, ja que também introduziremos
uma classe de solugoes que nao sao descontinuidades propagando-se, ou seja, solugoes
continuas, a que chamaremos rarefacoes. As rarefagdes nao sdo possiveis no caso
linear (nem para uma componente degeneradamente linear no caso nao linear) por

razoes relacionadas a entropia.

5.2.2 Caso Nao Linear

Trataremos agora do problema de Riemann em que o sistema de EDPs a ser
resolvido é nao linear. Faremos analogias com a deducgao do caso anterior, percorrendo,
mutatis mutandis, os mesmos passos, e obteremos os loci de Hugoniot e as solugoes
do tipo choque. Mostraremos, em seguida, como seremos levados naturalmente a
classe de solugoes do tipo rarefagao. Por fim, implantaremos as condig¢oes de entropia.

Excelentes referéncias para esta discussao sao Lax (1972) e LeVeque (1999).
Estamos tratando ainda do caso estritamente hiperbodlico, com N = 2.

O sistema de EDPs pode ser escrito na forma
u; + A(u)u, =0, (5.41)
onde fizemos questao de explicitar a dependéncia em u da matriz A, que é o jacobiano
de f(u).

O problema é estritamente hiperbélico, de modo que A(u) possui autovalores
reais e distintos A\ (u) < Aa(u), aos quais correspondem os autovetores ri(u) e ra(u).
E por vezes conveniente utilizar também os autovetores em sua forma de vetor linha

(autovetores a esquerda), 1;(u) e ly(u), normalizados de modo que
laI'b = (Sab- (542)

Mais adiante escolheremos a normalizacao desejavel de r,, que fixara também a de
l,.

O par [rg, A] costuma ser chamado de a-ésimo campo caracteristico do

problema.

13 H4 aqui uma dissidéncia seméntica na literatura. Alguns autores preferem chamar locus de
Hugoniot ao conjunto de todas as retas (mais adiante, curvas) de Hugoniot.
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5.2.2.1 Invariantes de Riemann

Estamos resolvendo o problema (5.3). Como explicitado acima, temos autove-

tores pela esquerda e pela direita correspondentes a A e \o:

LA =)L, (5.432)
Ar, =\,r,. (5.43b)

Defini¢ao 5.1. Um a-invariante de Riemann (Smoller, 1983)"* ¢ uma fungdo
I',: U — R tal que se u € U,

(ro(u), VI (u)) =0, (5.44)

onde (-,-) denota o produto interno usual em RN e V é tomado em rela¢io ds

varidvess u.

Consideremos agora as equagoes (5.44) no R% Lembrando de (5.42), elas

asseguram que I',(u) é colinear a I(u).

Agora invocaremos um fato que sé vale para o caso N = 2: os autovetores a

esquerda e a direita sdo biortogonais, o que nos leva a

VFLA :)\QVFl, (545&)
VIA =\ VD, (5.45Db)

Multiplique agora (5.41) escalarmente por VI'y. Teremos
VI -u, + VI - Au, = 0. (5.46)
Por (5.45a), vem

VFl -y + >\2VF1 U, = 0. (547)

Aplicando a regra da cadeia, obtemos

FLt —|— /\QFLJ} - O (548)

Calculo analogo conduz a

o+ Ay = 0. (5.49)

14 Definicao 17.1, p. 321
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A expressoes (5.48-5.49) conduzem a que, respectivamente, as derivadas
direcionais sejam

Do, '1'=0 e DgT'y=0, (5.50)
onde as caracteristicas Cy e (7 sdo dadas respectivamente por

dx dx

pri A(u(z,t)) e pri Ao(u(z,t)). (5.51)
Trata-se de um caso especial do problema de integrabilidade de formas de Pfaff
(Whitham, 1974).

As equagoes (5.50) mostram que I'y é constante ao longo de Cy e I'y é constante
ao longo de ;. Em homenagem ao seu descobridor, que os introduziu em Riemann

(1860), eles sao chamados invariantes de Riemann.

Note que para chegar a conclusao da constancia dessas fungoes ao longo das
caracteristicas, fizemos uso de um fato que é privativo do R?. Para N # 2 as funcoes
I', ainda podem ser construidas, mas nao sao mais invariantes em geral. Neste caso

levam o nome de varidveis ou fungoes de Riemann (Whitham, 1974)'.

Definicao 5.2. Chama-se uma a-rarefac¢@o a uma solugio u de (5.41) num dominio

G C U onde o a-invariante de Riemann seja constante (Smoller, 1983)'°.

5.2.2.2 Choques

Desejamos encontrar os dois loci de Hugoniot, correspondentes a ri(u) e
ro(u), que contém um ponto escolhido u_, i.e., o lugar geométrico dos pontos ligados

a u_ respectivamente por um 1-choque e um 2-choque.

Tomemos a condi¢ao de Rankine-Hugoniot (5.10). Fixando o ponto de interesse
u_, a condi¢ao para os pontos de um locus de Hugoniot traduz-se como o lugar

geométrico dos pontos u tais que
f(u.) —f(u) = s(u_ —u), (5.52)

para algum s.

Trata-se de uma equagao vetorial que contém duas equagoes escalares, e
possuimos, como incognitas, além das duas componentes de u, a velocidade dos

choque s, que pode ser entendida como parametro livre.

15 5. 125
16 Definicao 17.3, p. 322
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Assim, (5.52) fornece duas familias a um pardmetro de solugbes, uma corres-

pondente a cada autovetor.!”

Para obtermos as duas familias de solugoes, parametrizaremos (5.52) conveni-

entemente como
flu) — f(u(&)) = sa(&a)[u- —u(&a)l, (5.53)

onde a =1, 2.

Para fixar a solucao desejada dentro de cada familia, escolhemos impor as

condigoes que u(0) = u_ e que s(0) é a velocidade do choque em u_.

Diferenciando a expressao (5.53) em relagao a &,, temos

of 87u ou

T e 5.54
Sege = Sl oe (5.54)
sendo conveniente lembrar que 2& denota a matriz jacobiana A(u).
Fazendo o pardmetro &, = 0, temos que
ou ou
A— = 54(0)=— : (5.55)

aga £a=0 afa £a=0

o que implica que a% 6o ¢ um autovetor de A em u_ com autovalor s,(0) = A\ (u_).

A curva de Hugoniot construida a partir do ponto u_ onde o autovetor r,
é, portanto, tangente a r,(u_) neste ponto. Construir a curva completa equivale a
resolver (5.53) sujeita a condigao de tangéncia da curva ao autovetor correspondente

no ponto u_ com a velocidade do choque naquele ponto igual ao respectivo autovalor

Aa-

Isto deve ser feito para a = 1 para encontrar os pontos ligados a u_ por um
1-choque, e 0 mesmo procedimento para a = 2 para obter-se o 2-choque. Chamemos

Ho(uo), a = 1,2, a essas duas curvas.

Em principio, o problema de Riemann entao poderia ser resolvido construindo-
se a curva H; (ug) e percorrendo-a de & = 0 até encontrar o ponto onde ela intercepta
a curva Hs(up), que é o estado intermediario u*. Percorre-se agora Hy(up) até

& = 0, obtendo a solugdo como a sucessao dos dois choques como em (5.40).

Isto nem sempre, entretanto, é possivel. Para que uma solucao assim exista,
¢é necessario primeiramente que ug e up estejam suficientemente préximos, pois
pode-se garantir [Lax, 1957; LeFloch, 2002'®] apenas que, para f suave, a solugao de

(5.52) exista numa vizinhanca N C U de u_.

17 No caso linear isto ndo ocorre pelo fato de s ndo ser um pardametro a fixar, e sim igual a um dos
autovalores de A, que sdo constantes.

18 cap. VI



Capitulo 5. O Problema de Riemann 58

Assim, a depender da distancia entre ug e up e dos tamanhos das vizinhancas
de ug e up onde a dita solucao existe, a curva do 1-choque contendo ug e a curva do
2-choque contendo up podem nao interceptar-se. Neste caso, o estado intermediario
u* nao existiria e tampouco uma solugao para o problema de Riemann na forma

(5.40).

Esta nao é, porém, sequer a inica nem mais importante restrigao, pois ainda
nao introduzimos as consideracoes de entropia discutidas em 5.1.2 no problema, que

restringirdo ainda mais a possibilidade de uma solugdo da forma (5.40) existir.

Em verdade, apenas a “metade” de cada curva H,(u_) é o lugar geométrico

Y a
de estados u ligados a u_ por um choque compressivo de forma fisicamente viavel,
isto é, que respeite as condig¢oes entropia. A outra “semicurva”, contendo estados u

que se ligam a u_ de forma a violar as condi¢oes de entropia, tem que ser descartada.

Chamemos H,(u_) a “meia curva” correspondente ao lugar geométrico de es-
tados u ligados a u_ por um choque que satisfaz as condig¢oes de entropia. Lembremos

que s,(&,) € a velocidade do choque no ponto u(&,) e é o autovalor A\ (u(&,)).

A condi¢ao de entropia de Lax, porém, impoe que percorrer a curva de

Hugoniot de u_ para u, por exemplo, s6 é admissivel se

Aa(us) > 54 > Ag(u(&y)). (5.56)

Lembramos que o ponto u_ corresponde a { = 0 e o ponto u a um &,
arbitrario. O ponto u_ pode ser encarado como nosso ponto de interesse, a partir
do qual estamos construindo as curvas de Hugoniot. H4 autores que o chamam

curiosamente de o “pé” da curva.

Prosseguindo na linha iniciada em (5.54-5.55), vamos agora diferenciar a
relacao (5.53) em relagao a &,, denotando, para maior conveniéncia, a derivada em

relagdo em relagao a &, pelo simbolo '

s [u] + s,u’ = £ (5.57)

Tomando &, = 0, vem (pois [u] = 0):
54(0)u’(0) = A(u_)u’(0), (5.58)

mostrando o que ja sabiamos, isto é, que s,(0) é autovalor de A em u_, e, mais, que

u/'(0) = r,(u-).
Diferenciando (5.57) novamente e levando &, a zero, temos

54(0)u”(0) + 25, (0)u’(0) = Au"(0) + A'W'(0). (5.59)
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Substituindo os fatos conhecidos, reescrevemos

Ao(u_)u”(0) 4+ 25, (0)ra(u_) = Au"(0) + A'ry(u) (5.60)

Socorremo-nos da prosaica relagao A\,r, = Ar, e também a diferenciamos em

relacao a &,, sendo certo que ela ¢ valida em particular para &, = 0:

N, + Arl, = A'r, + Arl. (5.61)

Subtraindo (5.61) de (5.60), temos que

Aa(u)[u”(0) = rf (u)] 4 [25,(0) = Ay (u)Jra(u-) = A[u”(0) — ri((u-)].  (5.62)

Como u'(0) = r,(u_), concluimos ser nulo o segundo termo desta equagao:

25/ (0) — X, (0) = 0. (5.63)

Para finalmente concluir a demonstracao, retomemos (5.63). Podemos escrever,

sem perda de generalidade,
25" (0) = X\ (0) = 1. (5.64)
O valor numérico exato depende apenas da normalizacao escolhida. O valor

1, porém, é bastante comodo, e é compativel com a normaliza¢ao que escolheremos

ao falar de nao linearidade genuina.

Dai decorre, expandindo \,(&,) e s4(&,) em série de Taylor e retendo termos

até primeira ordem em &,, que

ha(6a) = Ma(0) + &+ O(€D) (5.65)
sal€) = 2a(0) + % +0(@), (5.650)

Reescrevendo as condigoes (5.56):
Aa(0) > 54 > Aa(&a), (5.66)

torna-se muito claro que (5.65) sé pode ser satisfeita para o pardmetro &, < 0.

Isto demonstra cabalmente que apenas o trecho de JH, correspondente a
valores negativos do paramentro &, é fisicamente realizavel, pois obedece as condigoes
de entropia (5.66).
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Pode-se percorrer a curva de Hugoniot a partir de £, = 0 no sentido decrescente

do parametro &,, até que ela termine. Chamamos a este trecho H,.

A outra “metade”, com &, > 0, é fisicamente inviavel, violando a entropia, e

deve ergo ser descartada.

Para o caso estritamente convexo, como o nosso, esta condicao de entropia
simplesmente garante que as caracteristicas entram no choque com o avancar do

tempo, resultando num requerimento mais simples que é apenas
Aa(0) > Aa(&a), (5.67)

pois A\, varia monotonicamente ao longo da mesma curva de Hugoniot.

5.2.2.3 Rarefacoes

Ampliemos nossas possibilidades estudando uma segunda classe de solugoes,
relacionada as campos integrais dos autovetores r,(u) de A. Contrariamente aos
choques, estas solugoes sdo continuas — ou melhor, enquanto o rigor matematico for

uma preocupagao nossa, digamos Lipschitz continuas.

Elas originam-se da propriedade de que todas as solu¢oes do problema de
Riemann sdo constantes ao longo de raios da forma x = &t, ou, dito de outro modo,

sdo fungoes apenas da razao £ = x/t.

Podemos pensar também em termos de autossimilaridade, isto é, se executar-
mos a transformagao (z,t) — (Jx,9t), sendo ¥ constante, uma solu¢do do problema

de Riemann nao deixa de sé-lo.

Pelas consideragoes acima, sentimo-nos motivados a buscar solugdes continuas
para o problema de Riemann que dependam apenas da varidvel de similaridade &,

respeitando, naturalmente, as condigoes de contorno do problema.

Em nosso caso bidimensional, esperamos encontrar duas familias de solugoes,

que serao indexadas pelo indice a, a = 1, 2.

Um candidato a solucao desta forma seria

u_, x <&t
u(z,t) =< Balx/t), Et<w<Eft (5.68)
u., x> &t
onde B, é uma funcao suave com B,({_) =u_ =uge B,(&y) =uy = up.

Procederemos como antes. Tomaremos um ponto u_ de interesse. Como o pro-
blema é estritamente convexo, ou seja, p” > 0, todos os campos sdo genuinamente

nao lineares.
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Lembremos que um campo degeneradamente linear nao permite rarefacoes,
embora possua invariantes de Riemann. Suas solugoes sao descontinuidades de contato.
J&4 um campo linear (tratado em 5.2.1) ndo admite nenhum dos dois, mas tao

somente choques com velocidades iguais aos autovalores.

Dizemos que o a-ésimo campo caracteristico ¢ genuinamente nao linear

VA (u) -ry(u) #0 Vue U (5.69)

Tomamos a oportunidade para impor uma normalizacao conveniente para r,:

VA (u) ry(u)=1 Vuel (5.70)

A solugao desejada deve satisfazer a EDO

—&B,+£(B.) =0, sendo B, = B.(£), (5.71)

que é apenas a reescritura da EDP original em termos da varidvel £ no lugar de (x,t),

o que é trivialmente verificavel, com condi¢oes de contorno
Bu(—0) =u_ e Bu(o0)=1u,. (5.72)

As rarefagoes serao solugoes suaves e autossimilares da equacao (5.71). Pode-

mos construi-las resolvendo a EDO equivalente

[—& + A(Ba))B;, =0, (5.73)

ou, para maior clareza,
A(Ba)B, = £B. (5.74)

o que mostra que, obviamente, B, é um autovetor de A, desde que B/(§) # 0.

Sendo r, normalizado, existem escalares ¢,(§), a = 1,2, tais que

6;(5) = Ca(f)ra(ﬂa(f))7 (575)

sendo

g = /\a(ﬂa(g))' (576)

A equagao (5.75) demonstra que as solugdes continuas do problema proposto

formam as curvas integrais dos autovetores de A.

Se a condigao de genuina nao linearidade (5.69) estiver em vigor, as constantes

¢, podem ser determinadas diferenciando-se (5.76), levando a

1= Ca(g)V)‘a(:Ba<§)) ’ ra(ﬁa(&))? (577>
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donde .
“) = TN raBa©) 57
Aplicando esta expressao a (5.75), vem uma EDO para B,(§):
A p— L £ <t<gn (5.79)

Aa(Ba(8)) - Ta(Ba(€))’

Note que o denominador de (5.79) permanece finito apenas se A,(§) for
monotonico entre {_ e £, e que as equagoes (5.77) a (5.79) nao sdo aplicéveis ao caso

degeneradamente linear ou linear.

As condigoes iniciais sao, naturalmente
Ba() =u_. (5.80)

Como haviamos desde o inicio definido o ponto u_ como nosso ponto arbitrario
escolhido a partir do qual construir a curva (& maneira da segao anterior — “o pé”),

escrevemos a rarefa(;éo como

u_, x <&t
u(z,t) =< Bulz/t;ul), Et<x<Et, (5.81)
Uy, x> €+t

que é uma solucao Lipschitz continua e autossimilar.

A equagao (5.75) nos mostra, de fato, que o conjunto de pontos u ligados ao
nosso ponto escolhido u_ por uma rarefacao consiste em uma curva integral tangente

ao campo vetorial r, em todos os seus pontos. Chamé-la-emos de J,(u_).

Sera ela inteira constituida de estados u ligados ao nosso ponto inicial u_
por uma rarefacao fisicamente admissivel, obediente as condigdes de entropia, ou

teremos, a maneira do capitulo anterior, que fazer algum tipo de “amputacao”?

Responderemos a esta pergunta agora. Podemos definir a velocidade da onda

Sa > Aa(Ba(sq;ul)). (5.82)

Dado que a condigdo de nao linearidade genuina VA, - r,(u_) = 1 > 0 vale no
ponto u_, ao menos na vizinhanca deste ponto, esta funcao é crescente. Escolhendo
qualquer valor s, > 0 e definindo uy = B,(s,; u_) obtemos uma a-rarefagao ligando
u_ e uy, que é o que desejamos. Ja se escolhermos um valor s, < 0, a férmula da

rarefacao nao produz valores univocos e nao seriamos capazes de atingir u, .
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Desta forma, concluimos que em se tratando de uma rarefacdo, devemos
desprezar o trecho da curva J,(u_) com valores de s, < 0 e conservar apenas
a “metade” da curva que possui s, > 0. Chamaremos a este trecho fisicamente

admissivel da rarefacio J,(u_).

Lembremos que s, = A\,(B.(§)) = £ (5.76) e que ela admite uma inversa, que

chamaremos

§ = (&) = C(z/1). (5.83)

Assim, chegamos a forma final da a-rarefacao:

u_, T < A(u_)t
u(z,t) = Ba(C(z/t);u), Ag(u)t <z <A (ug)t (5.84)
ug, x> A (uy)t

tal como Godlewski e Raviart (1996)," LeVeque (1999),%° LeFloch (2002)2!.

Nunca é excessivo lembrar apenas o trecho com s, > 0 serve para construir
uma rarefacao fisicamente admissivel, o trecho s, < 0 daria uma funcao multivalorada

e deve, pois, ser descartado.

Ora, a curva H,(u_) comega justamente em u_, e a curva J,(u_) comega
precisamente no mesmo ponto. Nada mais natural que tentar uni-las numa tnica
solucgao, e é exatamente isso que faremos na préoxima secao. A esta solucao chamaremos

onda.

5.2.2.4 Ondas

Definimos uma a-onda construida a partir de u_ como

Op(u_) = Hy(u ) UJ,(u). (5.85)

A a-onda O,(u_) é o conjunto de todos os estados u que estao ligados a u_
por um a-choque ou uma a-rarefagdo que respeitam as condi¢oes de entropia, como

ilustrado na figura 5.

Tanto ff{a(u,) quanto ja(u,) podem naturalmente ser parametrizadas por
s, de modo que em O, (s;u_), o trecho com s < 0 corresponde a H,(u_) e o trecho
com s > 0 a J,(u_) (LeFloch, 2002).?2

Equagao 3.5, p. 51
Equacao 8.1, p. 81
21 Equacdo 1.22, p.144
Teorema 1.6
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A Onda O4(s;u_)

\

Figura 5 — A a-onda O,(s;u_) representada no plano de fase.

Mais ainda, as curvas H,(u_) e J,(u_) se juntam no ponto u_ suavemente,
com mesma inclinagdo e mesma curvatura (Lax, 1972). Apenas a terceira derivada

em relacdo ao pardametro comum s difere para as duas curvas.

Construiremos, no proximo capitulo, a solu¢gao completa do problema de

Riemann como uma sucessao de a-ondas.
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6 Solucao do Problema de Riemann Asso-

ciado a Relacao Constitutiva Proposta

Introduzimos, no capitulo 4, com as devidas justificativas e motivacoes, a
relacdo constitutiva p = p(¢) (4.4) estudada neste trabalho. Nao é redundante
recordar a sua forma

p=co+d 2~ 2uaveh (H)) | (6.1)

€

sendo ¢; e ¢y constantes positivas.

O problema de Riemann associado para a fracao de fluido ¢ e a velocidade de

encharcamento ¢v que nos propomos a resolver, escrito na forma de (5.3) é, portanto,

o[ o 0 1Yo [¢e) (O
ot (gbv) * (—U2 + 21}) ox (qbv) N (O) ’ (6:2)

sujeito a condigoes iniciais da forma (5.23) dadas por

(pv)p, <0
(pv)p, x>0

¢p, <0

¢D7 x>0 ’ (63)

¢(x,0) = { e (¢v)(z,0) = {

onde ¢g, ¢p, (pv)r e (¢v)p sdo constantes conhecidas.

O Teorema 5.4 de Lax (1972) garante que, para estados ((;) e (j)
v v
E D

suficientemente préximos, o problema de valor inicial (6.2-6.3) possui uma solucao

que consiste, para N = 2, em ligar o estado por uma l-onda a um estado
v

intermediario ¢ , e, em seguida, atingir o estado ¢ a partir de ¢ por
o), o), o),
meio de uma 2-onda.

Esquematicamente, temos:

( ¢ ) 1-onda, ( ¢ ) 2-onda ( ¢ ) : (64)
o), o), o),

em analogia com o que mostramos, anteriormente, para um caso bem mais simples
em (5.40).
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Ora, sabemos pelo capitulo anterior que uma a-onda é uma uniao de um
trecho fisicamente admissivel de um a-choque com um trecho também fisicamente
admissivel de uma a-rarefagdo, que tém natureza fisica substancialmente distinta.
A solucao completa de nosso problema passard, necessariamente, por discernir, em
(6.4), os casos em que a primeira passagem é uma l-rarefagdo ou um 1-choque e,

igualmente, a segunda passagem ¢é uma 2-rarefagao ou um 2-choque.

Por contagem elementar, temos quatro possibilidades, que encontram-se
exibidas na tabela 1. Estudaremos detidamente cada um dos casos, demonstrando as
condicOes necessarias e suficientes para que ocorram e apresentando a forma de suas

solugoes.

Tabela 1 — Possiveis solu¢oes para o Problema de Riemann

| | (¢5,vE) = (s, 04) | (¢s,0) = (¢p,vD) |

Caso 1 1-rarefacdo 2-rarefacao
Caso 2 1-choque 2-choque
Caso 3 1-rarefagdo 2-choque
Caso 4 1-choque 2-rarefacao

Antes de dedicar-nos a este detalhamento dos quatro casos, é conveniente
recapitular, organizar e deduzir algumas expressoes que serao instrumentais a tarefa
que estamos propondo. Notemos que por conveniéncia doravante nao faremos mais

mengao a (¢v), mas simplesmente v.

Primeiramente calculamos sem dificuldades os autovalores da matriz A exibida

m (6.3). Ordenando-os segundo a convencao ja estabelecida A; < Ag, temos

M(b,v) = vy (6.5a)
(6, v) = v+ [y, (6.5b)

Podemos fornecer a forma explicita de /p’ para uso futuro, escrevendo

\/]?:cl—f-cQ E\fib (66)

Notemos também que

P, Ve eVe
P o T\ T ) e op

é sempre positiva, fato que sera invocado em algumas provas mais adiante.

(6.7)

Os invariantes de Riemann serao também ingredientes importantes das de-

monstragoes que se seguem. Passemos agora a calculé-los.
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E conveniente introduzir aqui uma fungao de ¢ (definida a menos de uma

constante) dada por

¢ /
A0 = [Las. (63)

Os invariantes de Riemann tomam a forma [ver, por exemplo, a equagao

(1.43) em Zel’dovich (1966)]:

I =v— A(¢), (6.92)
T, = v+ A6), (6.9D)

estando também sempre definidos a menos de uma constante.

Para a relagao constitutiva (6.1), a forma explicita da fun¢ao A(¢) é

N . c CcoVE Co
A(¢)=/\{f_ds@=/<;+gp(g_fgp)> dgpzclln¢+7€ln (Eib)jtcg, (6.10)

onde c3 é uma constante de integracao, que geralmente tomamos como zero por

conveniéncia.

Acreditamos estar, agora, de posse de todas as expressoes necessarias para
analisar os quatro casos possiveis para a solucdo do problema de Riemann desta
tese, estabelecendo e provando as condi¢des necessérias e suficientes para que ocor-
ram, bem como fornecendo (mesmo que implicitamente) expressoes para os estados

intermedidrios.

6.1 1-rarefacao — 2-rarefacao

N _ 1-rarefacé 2 rarefaga
A sucessio de duas rarefacoes (g, V) ———2s (¢, Vs) ——2 ($p, vp)

ocorre, pelo proprio conceito de rarefagao, quando
O < O € ¢y < Op. (6.11)

Uma discussao interessante que, nolens volens, precisaremos adiar é a impos-
sibilidade da existéncia de solugoes continuas de natureza compressiva. Nao fosse a

limitacao de espaco, certamente seria um tema digno de ser abordado neste trabalho.

Proposigao 6.1. A solugao do problema de Riemann (6.1, 6.2, 6.3) é da forma

I-rarefagio — 2-rarefacao se e somente se

. <ln j;z) + CQ}g <ln M) ‘ | (6.12)

UVp — Vg >
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Demonstragio. Sabemos pela definicdo 5.2 que ao longo da 1-rarefagdo o invariante
de Riemann I'_ é constante, assim como o invariante de Riemann I'; o é ao longo

da 2-rarefacao.

Assim, temos que

I'_(¢p) = T'-(¢s), (6.13a)
Iy () = T'i(op), (6.13b)
o que se traduz em
vg — Nor) = v — A(ds) (6.14a)
Ve + A(oy) = vp + A(ép). (6.14Db)
Somando (6.14a) e (6.14b), temos
VEp — Up = A(¢E) + A(¢D> — 2A(§Z§*) (615)
Usando (6.8), temos que
0 8 min{¢p.¢p} — max{¢p.¢p}
vp —Up = / ﬁdg@ + / \/ﬁdgo = 2 / @dgo + / \/ﬁdgp. (6.16)
b« v b v P 7 min{¢g,¢p} 4
/
Dado que L) e, pela hipétese (6.11), ¢, < min{¢g, ¢p}, vem que
min{¢p.¢p}t —
Voo, (6.17)
¥
P
donde tonom)
max EsPD 7
ve—w> | o= 1a60) - Aos)l. (6.18)
min{¢g,¢p}
0 que prova que
P« <o e ¢.<édp = wvg—uvp>|Aep)— Adg)l, (6.19)

e (6.12) é uma condigdo necessaria.

Resta provar a afirmagao inversa, demonstrando que (6.12) é também uma

condicao suficiente, isto é, que

Vg — Up > |A(¢D) — A<¢E)’ — ¢* < ¢E‘ (S ¢* < QZ5D. (620)
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Retomamos (6.15), escrevendo-a de forma mais conveniente
2M(¢+) = M¢r) + AMép) — (ve — vp). (6.21)
Por outro lado, a hipétese (6.20) implica

2M(¢.) < A(dE) + AMép) — [AM(ép) — Mop)]- (6.22)

Abrindo o médulo da equagao acima, temos que

(i) Se ¢p < ép: [M¢p) — AldE)| = Mop) — A(dE), implicando 2A(¢.) <
2A(¢E) e por conseguinte ¢, < ¢ < ¢p.

(ii) Se ¢p > ¢p: [AM(dp) — AM¢p)| = A¢r) — A(¢p), implicando 2A(¢.) <
2A(¢p) e por conseguinte ¢, < ¢p < ¢g.

Como (i) e (ii) esgotam todas as possibilidades, (6.20) estd demonstrada e,

com isso, a proposicao 6.1. [

6.1.1 Calculo do estado intermediario

Recapitulemos a igualdade dos invariantes de Riemann I'_ e I'} (6.13) ao

longo, respectivamente, da 1-rarefacao e da 2-rarefacao. Ela nos leva a

¢ In ¢, + 027E1n (g_ ¢*> +v, =ciIlnop + 627\@ In (E— ¢E> +vg, (6.23a)
1 ¢* o 1 (bD
—ci1In¢, — CQTgln (g_ ¢*> +v, = —c1lngp — 02—\/E In (g_ ¢D> +vp. (6.23b)

Somando as duas equagoes e multiplicando por %, chegamos a uma expressao
para a velocidade do estado intermediario, v,:

—} C n@ Ci ning(E_ng) v v
U*—2[1<1 ¢D>+ 2\/?<1 ¢D(€_¢E)>—|— E+ D‘|- (6.24)

Da propria condigao (6.12), devidamente provada, vemos que médulo da soma
dos dois primeiros termos do lado direito é menor que vp — vg. Assim, desdobramos

novamente o médulo em dois casos, substituindo em (6.24):

(i) & (ln i—i) + 02% (111 %) < vp — vg. Neste caso, segue diretamente

que Vp > V.

(il) ¢ (ln %) + 02% (ln iiiizgg) > vp — vp. Aqui, segue que v, > vVg.

Demonstrado esta, pois, que

Up > Uy > UR. (6.25)
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Resta apenas apresentar uma expressao para a fracao de fluido ¢, neste caso.
Ela estd determinada implicitamente em qualquer das linhas de (6.23), onde todas

as quantidades, exceto o préprio ¢,, sao conhecidas explicitamente.

6.2 1-choque — 2-choque

~ . . 1-choque 2-choque
A sucessdo de dois choques compressivos (¢p, vp) ——— (¢s, V) ———

(¢p,vp), como sugere o préprio nome, dé-se na hipdtese de ter-se

O > O € Op > ¢p. (626)

Proposigao 6.2. A solug¢ao do problema de Riemann (6.1, 6.2, 6.3) é da forma

1-choque — 2-choque se e somente se

vp —vp > |6p —@IJ (f;j — ) - ¢D1¢E - (6.27)

Demonstrag¢io. Retomemos (6.1). Vemos que p(¢) é crescente e, destarte, pp — pg e

¢p — ¢p tém o mesmo sinal.

Se os estados (¢g,vE) € (¢p,vp) estdo ligados por uma sucessdo 1-choque —

2-choque, as condig¢oes de Rankine-Hugoniot (5.10)
[¢v] _ [¢v* + ]

= = S

[4] [9v]

tém de ser satisfeitas, separadamente, para cada um dos choques, brindando-nos com

duas equagoes independentes:

¢*U* - ¢EUE . ¢*Uf - ¢EU]257 + (p* - pE)

Oy — OE - sV« — QEUE
ODUD — Quy . CbDszj - ¢*UE + (pD - p*)
¢D - QS* B (bDUD - Qb*v* <628)

Resolvemos agora as duas linhas das condigoes de Rankine-Hugoniot (6.28)
para vy, o que tera grande utilidade futura. Tomaremos por exemplo a primeira linha

e faremos o devido desenvolvimento, sendo o da segunda inteiramente analogo.

A primeira linha nos fornece
(¢vs — dpvE)® = (¢s — dF) [ﬁb*vf — ¢pvE + (ps — pE)} (6.29)
Desenvolvendo ambos os lados, temos:

le?ff - 2¢*U*¢EUE + ¢2EU%? - Qﬁvi - ¢*¢EU}2E + ¢2EUJ2E - QS*QZ)EU»% + (gb* - ng)(p* - pE)'
(6.30)
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Com os devidos cancelamentos e rearranjos, ficamos com

¢*¢E(U* - UE)2 = (¢* - qu)(p* _pE)7 (631)

0 que nos permite isolar v, como

D+ —PE 1

Vy = Vg — (qb* - ¢E) (632)

O mesmo tratamento, se empregado a segunda linha de (6.28), nos da

PpD — P« . 1
¢D - ¢* (b*(bD '

Vs = vp — (¢p — &) (6.33)

Podemos agora igualar v, em (6.32) e (6.33), que sdo equagoes independentes,

o que nos dara

_ _ po—p. L p»—pe 1
Rearranjando, vem
o _ pp—p. 1 p»—pe 1
vp —vg = (¢p — ¢:) . (¢« — ¢5) 5 —on Ddp (6.35)

Com a devida atengdo ao sinal de (¢p — ¢.) que é negativo, tomamos o

negativo da equagao inteira e introduzimos estes termos na raiz quadrada, obtendo

1 1 1 1
VE—Up =D« —Pp | — TV —PE | — - (6.36)
D ¢* ¢E ¢*
Sabemos que p, > pp pois p(¢) é crescente. Pela hipdtese, ¢, > ¢p. Assim,
se trocarmos em (6.36) * por D, estaremos zerando o primeiro termo, que é positivo,

e diminuindo o segundo termo. A igualdade transforma-se, entdo, numa desigualdade

com sinal >.

Portanto, a substitui¢do * — D leva (6.36) em

1 1
Vg — Up > \/PDp — PE gbi_gf)i’ (637)
E D

que é um rearranjo de (6.27), demonstrando que esta expressdo é uma condi¢ao

necessaria para que a solucao seja do tipo 1-choque — 2-choque, isto é,

¢« >¢p e ¢.>¢p = Ug—Up>+Pp—DPE i—i (6.38)
¢e  ¢p
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Nao hé risco de perda de realidade na expressao (6.37) pois os termos contidos
nos radicais tém sempre o mesmo sinal, de modo que seu produto é garantidamente

positivo e o radical um ntmero real.

Precisamos agora provar a afirmacao de que ela também é uma condigao

suficiente, ou seja,

Vg —VUp > \Pp — DE —;D = . >0 € ¢.> op. (6.39)

Adotaremos uma prova por contradi¢do. Suponhamos e.g. que ¢p < ¢,.. Ao

efetuar a troca * — D em (6.36), seremos levados a

_L
¢p’

o que contradiz a hipétese. Com isso provamos que (6.26) é também condigao

Vg —Up < VPD —DPE {\| — (6.40)

suficiente para a ocorréncia de uma solugao do tipo 1-choque — 2-choque.

Assim esta provada a proposicao 6.2. 0

6.2.1 Calculo do estado intermediario

A fragao de fluido do estado intermediario ¢, esta implicitamente determinada

m (6.35), onde é a tnica quantidade desconhecida

Quanto a velocidade do estado intermediario vy, ja a calculamos em (6.32) e
(6.33), porém estas equacoes ainda dependem da fragao de fluido intermediaria, ¢..
Isto nao ¢ problema algum pois indicamos imediatamente acima como calcular ¢,.

Abaixo apresentaremos ainda uma outra expressao para ..

Somando (6.32) e (6.33), e multiplicando por 3, temos uma expressao adicional

para vy, que €

1

Vy = 5 (vE +vp — (¢p — @) - ¢*¢D \/Cb ¢E ¢ O )
(6.41)

Lembremos da condigao (6.27) devidamente provada para que a solugao seja
do tipo 1-choque — 2-choque. Na mesma esteira da explicacao detalhada fornecida
para a obtengao de (6.37), e evitando tornar-nos repetitivos sobrecarregando o leitor
com anélise e técnicas de estimativa, vemos claramente que, em (6.41), a troca * — D
leva a conclusao

Vg > Uk,
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assim como a troca x — E comprova que

Ve > Up.

Sintetizamos estas conclusoes em

vp < Vs < VR. (6.42)

6.3 Casos “mistos”

Quando nenhuma das condigoes elencadas e demonstradas acima (Proposigoes
6.1 e 6.2) é satisfeita, i. e.,

(23] S ¢p(€— ¢p) B RV pp—pe\ 1
“ (ln ¢D> +CZ\/E_<IH ¢D(E—¢E)> >vp=ve > ~|ép ¢E’J <¢D—¢E> ¢poE’
(6.43)

estaremos diante de um dentre os que denominamos Caso 3 e Caso 4 na tabela 1,
isto é, de uma solucao do tipo 1-rarefacdo — 2-choque ou 1-choque — 2-rarefacao.
Todo o recém exposto pode ser aplicado sem maiores delongas a estes casos, pois
a teoria ja se encontra inteiramente desenvolvida em detalhe tanto para choques

quanto para rarefacoes. E é o que faremos nas duas préoximas breves segoes.

6.4 1-rarefacao — 2-choque

A solucao do tipo 1-rarefacdo — 2-choque caracteriza-se, naturalmente, pelas
condigoes ¢ > ¢, € ¢, > ¢p, resultando diretamente em ¢p > ¢p, fato que, no
caso de estarmos numa situagao onde (6.43) vale, serve para discernir entre as duas

possibilidades remanescentes.

Valerao, portanto, para a primeira passagem (a rarefa¢do), as equagoes obtidas

na sec¢ao 6.1; e na segunda passagem (o choque), o que foi deduzido na segao 6.2.

Assim, vemos que as equagoes que determinam o estado intermedirio sao

(6.23a) e (6.33):

1 « 1
Cllnqﬁ*—l—CQ\/Eln( (b >—|—U* = 011H¢E+Cg\/gln<€¢E >—|—UE,

€ — Q. — ¢p
v = o= O =0 g G (04

bastando resolver o sistema para ¢, e v, que sao as unicas quantidades desconhecidas.
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A andlise de sinais nas duas equacoes acima, mais imediatamente visivel na
segunda linha, a luz dos fatos conhecidos ¢g > ¢, € ¢p > @, € Pg > pi € Pp > Dx,

nos mostra que este caso exibe o comportamento de velocidades
v, < Vg € v, <Up, (6.45)

inexistindo elementos para qualquer afirmacgao ulterior.

6.5 1-choque — 2-rarefacao

A solugao do tipo 1-choque — 2-rarefagdo caracteriza-se, de modo igualmente
esperado, pelas condi¢oes ¢ < ¢, € ¢, < ¢p, 0 que importa automaticamente

or < ¢p, fato patognomonico desta classe de solugdes na vigéncia de (6.43).

Valera, portanto, para a primeira passagem (choque), a teoria desenvolvida
na se¢ao 6.2; e na segunda passagem (rarefacdo), o que logramos deduzir na segao
6.1.

O estado intermedidrio fica completamente determinado por (6.23b) e (6.32),

na forma do sistema

1 % 1
—Clln¢*—021n< ¢ )—l—v* = —01ln¢D—021n< oo >+’UD>

=

Para concluir, com base nos mesmos elementos de analise de sinais, tudo que

podemos afirmar sobre o comportamento de velocidades é

Ve > Vg € Uy > Up. (6.47)

6.6 Recapitulacdo e Sintese Final

Nas tltimas secoes, dedicamo-nos a analisar em algum detalhe as quatro
possiveis classes de solugoes para o problema de Riemann associado a nova relagao
constitutiva desta tese, conseguindo estabelecer as condi¢oes necessarias e suficientes
para que cada uma delas ocorra, suas principais propriedades, e formas (ora implicitas,
ora explicitas) para a fragao de fluido e a velocidade do fluido no estado intermediario.
Analisamos também o comportamento relativo das velocidades do fluido para cada

caso nos trés trechos de interesse (E, * e D).

Procuramos sintetizar todo este trabalho na tabela 2 abaixo.
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Tabela 2 — Tipos de Solugoes para o Problema de Riemann associado a este trabalho
e atributos de suas fragoes de fluido e as velocidades do fluido.

’ | (¢5,vE) = (¢4,v.) | (¢s,v:) = (¢p,vp) | Fragdes de Fluido |

Velocidades

Caso 1 1-rarefagdo 2-rarefacao O« < g € ¢ < ¢p vE < Uy < Up
Caso 2 1-choque 2-choque b« > Op € ¢ > dp VE > Vs > UD
Caso 3 1-rarefacao 2-choque O > ¢« > Op Ve < Vg € Vs < VUp
Caso 4 1-choque 2-rarefacio o < ¢« < Op Ve > VR € Vs > Up

Nao medimos esforgos para produzir um texto autocontido, que iniciasse a

teoria dos primeiros principios e a desenvolvesse até que o leitor, mesmo relativamente

pouco versado no assunto, pudesse compreender os resultados centrais e inéditos deste

trabalho, ligados a propositura de uma relacao constitutiva inovadora (4.4)/(6.1).

Foi neste espirito que tentamos, modestamente, oferecer esta pequena contri-

bui¢ao ao tema, que ora submetemos a apreciacao de nossos preclaros colegas.

O capitulo seguinte, para encerrar a exposicao, exibe diferentes resultados

ligados ao problema em questao.
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7 Resultados

A fim de ilustrar as caracteristicas da relagdo constitutiva (4.4) proposta

neste trabalho, consideram-se os seguintes dados iniciais (em ¢ = 0):

(¢p,v) = (0.85,10.0), para —oo <z <0
(¢,v) = (0.60,0.0), para 0<x < o0,

representados na figura 6.

¢, =085

=10

o, =0.60
- 0.60

Figura 6 — Dados Iniciais

Todos os resultados apresentados neste capitulo sao obtidos supondo uma
porosidade € = 0.9 e uma saturacao de 5%, ou seja, com § = 0.045. Cabe ressaltar
que esta supersaturacao pode ser escolhida e pode ser feita tdo pequena quanto se

deseje.

As figuras 7 a 10 representam o comportamento da fragdo de fluido em fungao
da posicao para quatro instantes de tempo, considerando alguns valores escolhidos de
c1 e ¢y em (4.4). Ja as figuras 11 a 14 representam o comportamento da velocidade do
constituinte fluido em funcio da posicdo para quatro instantes de tempo, mantidos
os mesmos valores de ¢; e ¢;. Em todos os casos foram empregados os seguintes
valores para a constante ci: ¢; = 1.0, ¢; = 10.0, ¢; = 20.0 e ¢; = 30.0, enquanto para

a constante ¢y foram empregados os valores ¢ = 0.5, co = 1.0 e ¢5 = 2.0.
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—_—— s — — s — s — . = —_— e — e —f — e — . = —_— e — e — e — s = — s e s — i — . — i} e
=2
[4
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c; =1 ‘
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¢ =1 ¢ =10 ¢ =20 ¢, =30

Figura 7 — Comportamento da fracao de fluido ao longo do eixo x para valores
escolhidos de ¢; e ¢ em ¢t = 0.25.

J— —_— _—— —_——— e — —_— —_— —_— —_— — . — J— —_—— —_——— . —— —f —— — s —h — s —r — . — .} E
c =2 ‘ ‘
[
e S -
- ———
c =1
oL J L
— = —y———— — —}f — = = ——— — — - O 1=
nintiblebb | it | bbb —\—‘—5
c, =05
oL L J L J

Figura 8 — Comportamento da fracao de fluido ao longo do eixo x para valores
escolhidos de ¢; e ¢y em ¢t = 0.50.



Capitulo 7. Resultados 78
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Figura 9 — Comportamento da fracao de fluido ao longo do eixo x para valores
escolhidos de ¢; e ¢ em ¢t = 0.75.
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_] —] — T ——\ €
c, =05
oL L J L

Figura 10 — Comportamento da fracao de fluido ao longo do eixo x para valores
escolhidos de ¢; e ¢y em ¢t = 1.00.
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Nas figuras 7 a 10 existem duas linhas tracejadas: a linha superior representa
€, e a linha inferior representa €. Neste ponto, vale ressaltar que a relagao constitutiva
(4.4) proposta neste trabalho evita que a fragdo de fluido exceda €. Esta caracteristica

¢ mantida para qualquer valor de ¢, uma vez que é sempre positivo.

Relagoes constitutivas como (4.2), proposta por Martins-Costa et al. (2017),
assim como a rela¢do para a pressao apresentada na equagao (4.1) (veja Saldanha
da Gama et al., 2012), ndo garantem um limite superior para a fragdo de fluido,

podendo levar a resultados nao realistas.

- _ 4 J 10

c =2
L L L 0
i [ S 10

=1
L L L [i]
i q |10

¢ =05
L L L 0

c =1 c; =10 ¢, =20 c =30

Figura 11 — Comportamento da velocidade ao longo do eixo x para valores escolhidos
de ci e cg em t = 0.25.
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c; =05

— |

—

1

¢ =1

¢, =10

€, =20

¢, =30

Figura 12 — Comportamento da velocidade ao longo do eixo x para valores escolhidos
de ¢; e ¢p em t = 0.50.

I —
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c; =10
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Figura 13 — Comportamento da velocidade ao longo do eixo x para valores escolhidos
deci ecgemt =0.75.
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410

J10

410

1 i e
¢, =05
¢ =20

¢ =30

Figura 14 — Comportamento da velocidade ao longo do eixo x para valores escolhidos
de ¢; e cp em t = 1.00.

Como pode ser observado nas figuras, o limite superior pré-estabelecido €
jamais é atingido, mostrando assim que a estrutura da relacao constitutiva proposta
atende plenamente aos objetivos. Observa-se também que quanto mais a fracao de
fluido ultrapassa a porosidade nominal, maiores ficam as velocidades de propagacao,
gerando assim uma penalidade cinematica que impede a ocorréncia de situacoes

inconsistentes.
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8 Consideracoes Finais

Neste trabalho foi proposta uma relacao constitutiva continua e com primeira
derivada continua para a pressao como funcao da saturagao, como uma continuagao
de uma sequéncia de trabalhos anteriores. Em Martins-Costa et al. (2017), por
exemplo, a relacao constitutiva continua para a pressao como funcao da saturacao
ja identificava a transicao entre escoamentos insaturados e saturados, considerando
um meio poroso fracamente deforméavel (desnecessario analisar o movimento do

constituinte sélido), preservando a fisica do escoamento.

Na verdade, o modelo mateméatico permite uma pequena supersaturacao da
matriz porosa, correspondendo a admitir uma matriz porosa fracamente deformavel,
o que permite garantir que a hiperbolicidade do sistema seja mantida, mesmo quando

a saturacao for atingida.

A principal vantagem da relagdo constitutiva proposta nesta tese é garantir
o crescimento da velocidade de propagacao quando se tenta saturar o meio poroso
muito além da unidade. Além disso, a supersaturacdo pode ser controlada e a
relacao constitutiva apresenta uma forma conveniente para os autovalores e para os

invariantes de Riemann.

A relacao constitutiva para a pressao proposta neste trabalho, além de dar
origem a uma férmula explicita para os invariantes de Riemann, fornece uma cota
superior para a fracao de fluido. Assim, qualquer simulacdo realizada com base
nessa relacdo nao apresentara resultados fisicos inconsistentes. Portanto, tem-se uma
ferramenta confiavel para descrever a transicao de escoamento saturado-insaturado

em meios porosos rigidos. Vice versa, a ferramenta sera também confidvel.

Foram obtidas as solucoes completas para o problema de Riemann associado
ao modelo proposto: demonstracao das condigoes necessarias e suficientes para a
ocorréncia de cada um dos quatro casos, determinacao da fragao de fluido e da
velocidade (implicita ou explicitamente) do estado intermedidrio e relagoes entre

velocidades e fragoes de fluido dos estados E, x e D.

A partir da solucao completa do problema de Riemann, foi possivel analisar
resultados numéricos para os casos 1-rarefacdo — 2-rarefacdo, 1-choque — 2-choque,

1-rarefacao — 2-choque e 1-choque — 2-rarefacao.
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