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RESUMO

GUZMAN ARANA, A. E. Efeitos da nucleagio em sistemas fermionicos. 2011. 62 f.
Dissertagao (Mestrado em Fisica) — Instituto de Fisica Armando Dias Tavares,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2011.

Neste trabalho abordamos a teoria da nucleacao de Langer e seus efeitos em um sis-
tema fermionico fortemente correlacionado em (2+41) dimensoes. Em principio analisamos
a orientagao anisotrépica metaestavel de um fluido de Hall quantico nemético (BARCI,
ARENAS, 2008). Para isso empleamos o modelo XY de baixas energias para descrever
uma fase nematica quantica efetiva com um potencial externo de quebra de simetria.
Posteriormente a interpretacao da “rotagao ” dos eixos anisotrépicos como uma nucleagao
permite estudar o decaimento de estados metaestaveis homogéneos. Como veremos, uma
equacao diferencial de segundo ordem é estabelecida para estudar nosso sistema, mas a
dificuldade de resolver analiticamente esta equacao nos levara a postular um ansatz como
solugao . Este ansatz, ou bolha critica nemdatica, permite que interpretemos a energia
da bolha através da aproximacao de parede fina como uma competicio de sua energia
superficial e perimetral para lograr seu equilibrio por meio de um raio critico. Estas duas
expressoes para a energia através do modelo XY e a teoria da nuclecao , como veremos,
sao equivalentes. Por outro lado, a realizacao de uma aproximacgao semiclassica ao redor
da bolha e uma constante de interacao entre bésons e férmions muito pequena permite
a “inclusdo"dos bésons a acao fermionica quiral através de uma “massa'local com um
defeito circular. Finalmente, com o formalismo desenvolvido na referéncia (FOSCO; LO-
PEZ, 1999) estudaremos sistemas fermionicos em presenga desta massa local com defeito
circular. E em correspondencia com a referéncia (CALLAN JR; HARVEY, 1985) teremos

modos zeros quirais ao redor do defeito circular.

Palavras-chave: Teoria da nucleacao de Langer. Transi¢oes de fase de primeira ordem.

Nucleacao. Modos zeros quirais.
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Robert Frost



ABSTRACT

GUZMAN ARANA, A. E. Effects of nucleation in fermionic systems. 2011. 62 f.
Dissertacao (Mestrado em Fisica) — Instituto de Fisica Armando Dias Tavares,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2011

In this work we boarded Nucleation Theory of Langer and its effects in a Strongly
Correlated Fermionic System in (2 +1) dimensions. In princpio we analyzed the metas-
table anisotropic orientation of a nematic fluid quantum Hall (BARCI; ARENAS, 2008).
For this we use the XY model of low energy to describe a effective nematic phase with
a external potential breaking of symmetry. Thereafter the interpretation of the rotation
anisotropic axis as a nucleation allows studying the decay of metastable states homoge-
neous. As we shall see, a second order differential equation is established to study our
system, however, the difficulty of solving this equation analytically take us to postulate
an ansatz as a solution. This ansatz, or nematic critical bubble, allows interpret the bub-
ble energy through the thin wall approach a competition between its surface energy and
perimeter energy to achieve equilibrium by a critical radius. These two expressions for
the energy through the XY model and nucleation theory, as we shall see, are equivalent.
Furthermore, performing a semiclassical approximation around the bubble and a constant
interaction between bosons and fermions very small allows the "inclusion'of bosons to a
chiral fermionic action through a "mass'local with circular defect. Finally, the formalism
developed in (FOSCO; LOPEZ, 1999) study fermionics systems in the presence of the lo-
cal mass with circular defect. And corresponding to reference (CALLAN JR; HARVEY,
1985) have chiral zeros modes around the circular defect.

Keywords: Theory of Langer nucleation. Phase transitions of first order. Nucleation.

Quirid zero modes.
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INTRODUCAO

A dinadmica das transi¢oes de fase de primeira ordem vem fascinando ao cientistas
ja desde os tempos de Maxwell e van der Waals. Muitos trabalhos na teoria classica da
nucleacao foram explicados na tultima etapa do século pasado, culminando na teoria de
Becker e Déring (BECKER; DORING, 1935). Camaras de bolhas e névoa assim como o
congelamento e precipitacao de liquidos na atmosfera sao algumas das implica¢oes desta
teoria. Uma teoria moderna da nucleagao foi proposta por Langer (LANGER, 1969). A
teoria de Langer ¢ baseada em um enfoque mais fundamental das interagoes dos dtomos
e as moléculas, e tem por finalidade calcular a probabilidade de que uma bolha, com uma
fase inical, aparega em um sistema de fase final perto da temperatura critica. Finalmente,
a teoria da nucleacao foi estendida para a teoria quantica de campos por Callan e Coleman
(COLEMAN, 1977) a temperatura zero e por Affleck (AFFLECK, 1981) e Linde (LINDE,
1983) a temperatura finita. O decaimento de estados metaestaveis homogéneos explicados
a través das transi¢goes de fase de primeira ordem sao conjecturados para acontecer em
algumas areas importantes da fisica, tais como por exemplo: Na QCD, uma transicao de
fase de primeira ordem pode descrever a hadronizagdo do plasma quark - gluon, o qual
poderia ter sido produzido nos inicios do Universo no instante de 1073 segundos depois do
Big Bang ou na colisao relativistica de iones pesados. Na teoria eletrofraca, uma transicao
de fase de primeira ordem ¢é proposta para demonstrar o problema da violacao do niimero
barionico (bariogenesis). Em cosmologia, as transi¢oes de fase de primeira ordem sao
propostas como mecanismos para explicar o Modelo Inflacionario. Em fisica da matéria
condensada, elas aparecem em diferentes sistemas como por exemplo: na transi¢ao de
polimeros, liquidos misturados, no decaimento de estados de dimerizacao metaestaveis,
em sistemas ondulatorios de densidades de carga quasi unidemensionais e em condutores

organicos nao degenerados.

Estas transi¢oes de fase de primeira ordem estao presentes também nos cristais
liquidos quanticos que sao condensados eletronicos sem gap que quebram espontanea-
mente a simetria rotacional ou translacional. Estas novas fases de sistemas fortemente
correlacionados estao sendo estudados em diferentes apresentagoes tais como, sistemas de
Hall quantico, superconductores de alta temperatura critica (7.), e compostos de férmions
pesados [(KIVELSON; FRADKIN; EMERY, 1998), (CARVALHO; BONATO; COSTA-
MILAN;, 1989) y (CARVALHO, 1989)].

Os estados quanticos ou fases que caracterizam um cristal liquido quantico sao
a fase cristalina, esméctica, nemédtica e isotrépica, todas elas mostradas na figura 1 (KI-
VELSON; FRADKIN; EMERY, 1998). No entanto, o estado esméctico quantico bidimen-



13

sional, também referido como a fase de faizas(stripe phase), é um estado metélico que
quebra a invariancia translacional em uma direcao. Esta configuragao eletronica modu-
lada foi proposta como um bom estado fundamental de um gés de elétrons bidimensional

(2DEG) sob valores especificos de um campo magnético externo.

De fato, com o fator de prenchimento parcial o sistema tende a separarse em fluidos
homogéneos com diferentes densidades, mas a repulsao de Coulomb frustra esta tendéncia
e o sistema é forcado a reorganizarse através da reducao de sua dimensionalidade.
Flutuagoes térmicas fortes, asim como flutuagoes quanticas das faixas podem gerar uma
transicao de fase a través da producdo de defeitos topolégicos’. No caso de um cristal
liquido quéantico, este defeito topoldgico pode ser entendido como dislocamentos ou des-
clinacoes que, sob circunstancias apropiadas, podem mudar a ordem das faixas em un
liquido homogéneo, porém, anisotrépico. Este novo estado é chamado de estado nemdtico
quantico, e este é provavelmente o melhor candidato para explicar a anisotropia obser-
vada em 2DEG com os niveis de Landau semi-cheios. De fato, alguns experimentos sao
compativeis com a interpretacao de uma quebra expontanea de simetria rotacional com
aproximadamente 150 mK e um potencial nativo fraco, responsavel pelo alinhamento do

eixo principal da resisténcia, da ordem de um 1 mK por elétron.

Como vemos as transicoes de fase de primeira ordem estdo presentes em muitas
areas da fisica, assim, estudar estas transi¢oes, como um processo da nucleacdo em sis-
temas fermionicos, podem resultar muito interesantes. Esta dissertacao esta dividida da
seguinte forma: primeiro, estudaremos as transicoes de fase de primeira ordem através da
teoria da nucleacao de Langer. Segundo, analisaremos a nucleagao em sistemas bosonicos
no marco de uma orientagao anisotropica metaestavel de um fluido de Hall quantico ne-
matico (BARCI; ARENAS, 2008). Para isso usaremos o modelo XY de baixas energias
visando descrever uma fase nematica quantica efetiva com um potencial externo de quebra
de simetria explicita. Posteriormente a interpretacao da “rotagdo”observada dos eixos de
anisotropia como uma nucleagao permitira estudar o decaimento dos estados metaestaveis
homogéneos. Veremos que uma equacao diferencial de segunda ordem é estabelecida para
estudar nosso sistema, mas a dificultade de resolver analiticamente esta equacdo, e tra-
balhos feitos anteriormente (KLINKHAMER; MANTON, 1984), nos levaram a postular
um ansatz como solucao. Este ansatz ou bolha critica nematica, permite que interpre-

temos a energia da bolha através da aproximacao de parede fina como uma competicdo

! Na verdade, além de uma transicio de fase em um sistema fisico, o defeito topolégico também tem que
ver com o quebre expontaneo de sua simetria. Tal é o caso, como no magnetismo, eles sdo chamados de
“domain walls"(paredes de dominio); em hélio superfluido e modelo XY, sdo chamados de “vértices”;
e em teorias de campo de gauge nao-abelianas, sao chamados de monopélos.
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Figura 1 - Diagrama de fases de um cristal liquido eletrénico
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Legenda: A temperatura estd no eixo vertical, e o dopamento no eixo horizontal. O
isolamento de Mott (B) com a) um cristal; as regides com a ordem das faixas
correspondentes para b) uma fase esméctica de um cristal liquido; a regiao
superconductora no diagrama de fases correspondente com c) uma fase
nemédtica e a regido sobredopada é relacionada com d) uma fase isotrépica.

Fonte: KIVELSON; FRADKIN; EMERY, 1998, p. 550.

entre sua energia superficial e perimetral para lograr seu equilibrio por meio de um raio
critico. As duas expressoes para a energia da bolha através do modelo XY e da teoria da
nuclecao , como veremos, sao equivalentes e permitird expressar o raio critico, a energia
critica e comprimento critico em fungdo dos coeficientes do potencial externo. Terceiro,
estudaremos os efeitos da nucleagao em sistemas fermionicos de Dirac. Uma aproximacao
semiclassica ao redor da bolha critica nematica e uma constante de interagao entre bosons
e férmions muito pequena nos permitira a “inclucao” dos bdsons a agao fermionica quiral
através de uma “massa” local com um defeito circular. Finalmente, o formalismo ma-
tematico desenvolvido na reférencia (FOSCO; LOPEZ, 1999), nos fornecera ferramentas
necessarias visando estudar sistemas fermidnicos fortemente correlacionados em presenca
desta massa local com defeito circular e, em correspondéncia com a teoria de Callan-
Harvey (CALLAN JR; HARVEY, 1985), os surgimentos dos modos zeros quirais ao redor

do defeito circular vao estar presentes.
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1 TRANSICOES DE FASE DE PRIMEIRA ORDEM - TEORIA DA
NUCLEACAO

1.1 Transicoes de fase de primeira ordem, conceitos e definigoes

Antes de desenvolver o tema da transicao de fase de um sistema, primeiro explica-
remos o significado de uma fase. Este conceito é familiar da termodinamica e mecanica
estatistica, neles definimos uma fase como um sistema homogéneo. Um exemplo simples
e cotidiano seria o café solivel, o qual consiste de pd de café dissolvido na agua e depois
de mover temos uma combinagdo homogénea, ou seja, apenas uma fase. Se adicionamos
uma colherada de acticar e movemos bem, temos novamente apenas uma fase, café doce.
No entanto, se adicionamos colheradas cheias de agicar, dentro da xicara podemos nao
chegar a ter uma combinacao homogénea, mas no promedio temos uma combinacao de
dois sistemas homogéneos o fases, café liquido doce na parte de acima e café combinado

com agucar (sélido) na parte de embaixo.

No exemplo anterior, obtemos dois diferentes fases mediante a mudanca da com-
posicao do sistema. No entanto, a forma mais usual da mudanca de uma transicao de
fase é quando apenas uma solucao , isto é, uma fase, muda as suas caracteristicas quando
mudamos seus condicoes externas, tais como, a temperatura, a presao, campo elétrico o
magnético. Um exemplo muito familiar é o que acontece com a dgua a temperatura am-
biente e pressao atmosférica normal, ou seja, um liquido. Se esta temperatura é reduzida
para 0°C, a fase liquida muda para gelo, um sélido. Agora, se aumentamos a tempera-
tura acima dos 100°C muda para um vapor, um gas. A mudanca de fases e as curvas de

coexisténcia entre as fases sdo apresentadas no grafico 2.

Do diagrama de fases da dgua (GITTERMAN; HALPERN, 2004), vemos que o
aumento da temperatura e da pressao ao longo da curva AB, indica a coexisténcia de duas
fases (liquido e gas) até o ponto critico B. Apds de atingir esta temperatura critica, temos
uma fase homogénea com um comportamento anémalo da agua sob estas caracteristicas.
Naturalmente, a densidade é continua nesta fase, no entanto, uma segunda derivada no
potencial temodinamico, o coeficiente de expansao térmico, se comportam de forma ano-
mala. E, certamente, anomalias como acima descrito, tal como no caso da densidade, sao
as caracteristicas de uma transi¢do de fase. Na secdo seguinte analisaremos as caracte-
risticas que descrevem estas transicoes de fase, a de primeira ordem em particular, desde
que nosso trabalho, o decaimento de estados metaestaveis através de uma nucleacdo, é

uma transicao de fase de primeira ordem.
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Figura 2 - Diagrama de fases da dgua

o

Legenda: Pontos criticos: A, ponto triplo da dgua (273,16°K = 0,001°C). B (374°C, 220 atm).
Caminhos termodindmicos: 1, aumento da temperatura a uma pressao constante de 1
atmosfera. 2, coexisténcia entre as duas fases, liquido e vapor.

Fonte: GITTERMAN; HALPERN, 2004, p. 2.

1.2 Caracteristicas de uma transicao de fase de primeira ordem - nucleacao

Estudaremos com maior detalhe a transicdo de fase do vapor da agua 2. Isto vai
permitir obter algumas caracteristicas esscencias que descrevem uma transi¢ao de primeira
ordem. Para isso tomaremos um parametro dependente das condigdes do sistema, isto é, a
densidade do sistema p(7T') como fungao da temperatura T. Agora bem, se a temperatura
é aumentada com uma pressao constante de latm (caminho termodindmico 2, figura 2),
entdo inicialmente a densidade é aproximadamente 1g/cm?, e quando o sistema atinge a
linha de transigao de fase (100°C ) uma segunda fase (vapor) aparece com uma densidade
de 0.001g/cm? consideravelmente menor que da fase inicial, e ambas fases podem coexistir.
Depois de cruzar esta linha, o sistema torna-se totalmente em um sé sistema homogéneo,
fase de vapor. Este tipo de transicao , com uma descontinuidade em sua densidade, é proé-
pria das transicoes de fase de primeira ordem. A descontinuidade da densidade é "visto'na

primeira derivada do potencial termodindmico em uma temperatura de transiciao de fase?.

Em Termodinamica cada estado de um sistema esta definido mediante alguma ca-

racterizacao da energia. Se o estado do sistema é definido mediante uma temperatura 7',

2 Aqui estudamos a transicdo de fase da 4gua para o vapor, en condicdes normais, ou seja, ndo temos
superaquecimento, que é uma conseqiiéncia da anulagdo das correntes de convecgao .

3 A classificacdo de uma transicio de fase, através do ordem das derivadas da energia livre, e que tem
uma descontinuidade na temperatura de transicao de fase, é devido ao fisico austriaco Paul Ehrenfest.
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uma pressao P, ou volume V', esta energia é chamada de energia livre. Parte desta energia
com temperatura zero, é a energia interna F, e o resto da energia depende da temperatura
e a entropia S do sistema. Se as varidaveis independentes sdo a temperatura e pressao,

entao o potencial termodinamico relevante é a energia livre de Gibbs, G = E—-T S+ PV.

Agora bem, podemos considerar os efeitos na energia livre G, ao mudar um de
seus parametros externos, por exemplo a temperatura, isto faz que tenhamos pequenas
perturbagoes na energia do sistema. Entao, se consideramos a energia livre de Gibbs por
unidade de volume, g, de um sistema com um numero fixo de particulas e escrevemos
G = gV, o qual apresenta s6 dois tipos de mudanca. Qualquer das dois pode acontecer; a
mudanca 0G em G surge, desde a mudanca na densidade de energia livre g, 6G = Vg ou
a mudanga no volumen V', §G = gdV'. Isto é, quando as propriedades de um sistema mu-
dam como resultado de uma transicao de fase, eles podem sofrer uma pequenha mudanca
dg sobre o sistema todo ou inicialmente s6 em algumas partes §V (A figura 3 apresenta as
duas formas que podem ter a varia¢ao do potencial termodindmico 0G, devido a alteracao
de um parametro externo, neste caso a temperatura 7). E precisamente as mudancas que
surgem em algumas partes de 0V as caracteristicas de uma transi¢ao de fase de primeira
ordem. Isto é, se a nova fase aparece como 0G = gdV, s6 que esta aparece em partes de
0V do sistema, entao esta requer a formagdo de nucleos estaveis ou regides de uma

fase com um crescimento medio com o qual emergem.

Na seccao seguinte, estudaremos a formacao desses nucleos através de a Teoria da
Nucleagao de Langer. Basicamente, analisaremos o decaimento de estados metaestaveis (a
fase liquida da dgua pode ser considerado como um estado metaestavel que, através do au-
mento da temperatura (varidvel externa), mudaria de fase ou estado metaestéavel, vapor),
que como o seu nome sugere, sao estados com pouca estabilidade. A outra possibilidade
para a mudanga da energia livre, Vdg. Corresponde a uma transi¢ao de fase de segunda
ordem que, embora a densidade ou o momento magnético do sistema sdo continuos na
derivada de primeira ordem da energia livre, ndo é assim com as derivadas de segunda
ordem em a energia livre para a compressibilidade ou susceptibilidade magnética. Nosso
interesse estd nas transi¢oes de fase de primeira ordem, portanto, nao profundisaremos

nas segunda ordem.

1.3 Teoria da nucleagao - Formalismo de Langer

A teoria general da nucleagdo desenvolvida por J. S. Langer (LANGER, 1969),
comega com uma introducao de um grupo de variaveis 7;(similar as coordenadas genera-

lizadas, ¢;), i = 1,..., N, que descreve N graus de liberdade do sistema em interes.
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Figura 3 - Transi¢des de fase de primeira e segunda ordem
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Legenda: Diferentes possibilidades para a mudanca da energia associados com as transigoes de

# ORDEW

fase de primeira e segunda ordem.
Fonte: GITTERMAN; HALPERN, 2004, p. 6.

No sistema de decaimentos de estados metaestaveis, por exemplo, a variavel 7; pode ser a
densidade de energia e(r) e um fluxo de momento M (7) com posigoes 7 no sistema. Isto
é, uma soma sobre o indice i representa uma integragao sobre 7 e uma soma sobre cada

um dos campos de densidade e fluxo.

Se introduzimos uma fungao de distribuicdo p({n},t), que é uma densidade de
probabilidade sobre as configuragoes {n} = {n1,...,nn}, e também uma fungao do tempo

t. Podemos assumir que p({n},t) satisfaz a equacao de continuidade da forma:

E_atp__zé’m’ v

=1

com a corrente de probabilidade J; [2] dada por

877j

Sendo M;; uma matriz generalizada e F'{n} uma energia livre efetiva.

E importante notar que ambas equacdes (1) e (2) podem ser obtidas a través de
técnicas estatisticas estandar (LANGER, 1969) por meio do adicionamento de uma forga

adecuada a equacao de movimento de Langevin, de tal forma que podemos ter:

N OF
Oni = =) Az (3)
t jzl janj
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donde A é uma matriz antisimétrica com valores 0 e 1.

Com nosso sistema descrito no espago 7, a densidade de probabilidade na superficie
de transicao sera estacionaria (ver figura 4). Por tanto podemos estabelecer uma condi-
¢ao de equilibrio nesta superficie d;p({n}) = 0, e a equagdo (1) faz que a distribuigao de

probabilidade tenha a seguinte forma

pln} oc e UL, (4)

Esta configuracdo , contém estados mestaestaveis? do sistema no espaco n. Isto é,
um estado metaestavel inicial denotado por {7} y um estado metatestével final o pos-
terior denotador por {n}. Neste espaco, a transi¢do de fase comeca desde um estado
metaestavel {7y} e move-se para seu vizinho mais préximo, um estado estével.

A energia livre, F', neste ltimo estado tem um minimo; energia no estado fundamental,
por exemplo. Por outro lado, em uma transicao de fase do sistema o caminho mais prova-
vel é passar através de um ponto de sela {77}, como se mostra na figura 4. No ponto de sela,
podemos asumir um fluxo estacionario, d;p = 0, entdo podemos calcular a corrente cru-
zando esta sela {n}. A taxa do fluzo de probabilidade cruzando o estado {n} determina a
taza de formagdio ou nucleagio (CSERNATI; KAPUSTA, 1992) de uma bolha. Esta taxa é:

I = Iyexp{—AF/T}, (5)

que indica o numero de criacoes de bolhas de tamanho critico em unidade de volume e
tempo (LANGER, 1969). Aqui AF é a energia de activac¢do estabelecida como:

AF = F{n} — F{no}. (6)

4 Estado metaestavel, é um estado que possui precéria estabilidade, podendo facilmente ser perturbado.
Uma pequenha perturbacgao determinard que um sistema em um estado metaestavel caird para um nivel
de energia mais baixo. Por exemplo, na transicao de fase da dgua, liquido - vapor. A fase liquida (fase
metaestdvel inicial), pode ser aquecida (perturbada) aumentando a temperatura (condigdo externa)
para atingir o ponto de ebuligio e eventualmente transformarsse tudo em vapor (fase metaestavel final).
E claro que, neste caso, o estado final atingido ndo é um estado de menor energia em comparacdo com
o estado inicial, no entanto, uma transicio de fase inversa (se resfriamos o sistema), o estado final é
uma fase de menor energia.
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Figura 4 - Fluxo de probabilidade cruzando o ponto de sela.

sk {1} el

Legenda: Ilustracao esquemaética do fluxo de probabilidade cruzando o ponto de sela.
Fonte: CSERNAI; KAPUSTA, 1992, p. 1381.

O prefactor I é o produto de dois termos:

]0 = 7907 (7)

C
N fm
Ao € A9 da matriz 88277%2]} avaliada nos pontos {n} e {ng} respectivamente, o prefator

estatistico é escrito da seguinte maneira (LANGER, 1969):

0 2T i ﬁ orT mﬁ A V2 ®)
= U —_— [
" | Mol ) am\27T)

a=ag+2

o prefator dindmico x[+%] e o prefator estatistico Qo[fm™3]. Em termos dos autovalores

onde v ¢ o volume do espaco n avaliado para o fluxo da probabilidade.

O decaimento de estados metaestaveis estudados através teoria da nucleacio de
Langer, nos permitiu quantificar o nimero de bolhas criticas criadas, o qual é representado
por uma taxa de nucleagao . Esta taxa de nucleacao , s6 é valida para transicoes de
fase com um tempo de duracao muito pequeno. Nés podemos pensar, por exemplo, na
transicao de fase da gua, da fase liquida para a fase de vapor. Esta teoria de nucleagao nao
sO se limita aos casos comumente conhecidos, as implica¢oes sao muitas e variadas, como
os mencionados na parte da introdugao deste trabalho. Assim, decaimentos de estados
metaestaveis é o que podemos ver em potenciais A¢* com um termo que quebra a simetria,
e, assim, gerar metaestabilidade. Este e outros sistemas que apresentam metaestabilidade

é o que estudaremos no préximo capitulo.



21

2 NUCLEACAO EM SISTEMAS BOSONICOS

Um modelo simples para estudar a nucleagao e as transi¢coes de fase de primeira
ordem ¢é através da teoria de campos de A\¢* com um pequeno termo de quebra de simetria
explicito, que quebra a degenerescéncia entre os estados de menor energia (estado estavel
ou minimo global) e por tanto conduzir & existéncia de um estado metaestavel (minimo
local). Veremos agora como estos decaimentos de estados metaestéveis podem ser feitos

em (1 + 1) e (2 + 1) dimensoes através de diferentes potenciais.

2.1 Decaimento de estados metaestaveis em (1+1)D através de um

potencial quartico efetivo

Consideremos um campo escalar real ¢(z), cuja dindmica é determinada mediante

a seguinte densidade lagrangiana:

1
L= nuwd’¢0"é=V(9), 9)

onde V(¢) é um pogo de potencial duplo com um minimo metaestavel, ¢_ e um mi-
nimo estavel, ¢,. O qual pode ser parametrizado da seguinte forma (KLINKHAMER,;
MANTON, 1984):

V(9) = Mo — ¢-)°0(¢ — ). (10)

Esta forma de potencial esta ilustrada na figura 5.

O minimo estavel ¢, é dado por

b, = ; <2¢_ + 30, — \/402 + 992 — 4¢_¢*). (11)

Aqui o ponto ¢, é parametrizado mediante a massa m de pequenas oscilagoes harmonicas

ao redor do minimo metaestavel ¢_ como

¢* = ¢— (1 - E) (12)
com

2
€= 2?& . mi=V"(6) (13)

e A é uma constante de acoplamiento quéartico.
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Figura 5 - V(¢) vs ¢

(®)
v(#)f (a)
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Legenda: Quando ¢_(z), é um estado metaestavel (a) e um estado degenerado (b).
Fonte: KLINKHAMER; MANTON, 1984, p, 2212.

E importante ressaltar que e representa a “profundidade ” do poco ou medida do
estado metatestével global ¢ (x). Se esta profundidade € — 0, entdo ¢*(x) = ¢_(z) e, por
conseguinte, o estado de energia mais baixo ¢ (z) = 1/4¢_(x). Se analisamos o potencial
V() sob estas caracteristicas, vemos que esta tem um minimo local ¢y, () = 1/4¢_(x).
Assim, podemos concluir que o sistema apresenta estados degenerados quando ¢ — 0

A solucao da equacao de movimento que descreve nosso sistema sob o Lagrangiano
L= 11,09 0"¢—V (), ¢ o que vamos discutir na préxima se¢ao . De fato, esta solugao
unidimensional tem que apresentar minimos locais e globais nos limites assintoticos. Isto
é, esta solucdo representa a formagao ou nucleacdo de uma bolha em uma dimensao.
Finalmente, como veremos mais adiante, esta solu¢do unidimensional ira permitir-nos a

compreender melhor a nucleagao em sistemas de duas dimensoes.

2.1.1 Sphaleron

A nucleacao , entendida através do decaimento de estados metaestaveis, implica
uma transi¢ao sobre una barreira. Klinkhamer e Manton (KLINKHAMER; MANTON,
1984) sugeriram que estas transigoes sobre uma barreia correspondem a configuragoes
estaticas que extremizan a energia funcional pelo menos com um modo inestavel. Estos
autores chamaram a esta configuracao de o sphaleron ¢g,,(x). Tal expressdo para o spha-
leron, apresenta uma configuracdo de campo que comega em um minimo local ou falso
vacuo ¢_(z), para em seguida quase atingir o minimo global ou verdadero vacuo ¢, (z),

e retornar para ¢_(x).
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Em um caso estacionario, uma solu¢do da equacao de movimento satisfaz:

d*¢(x) | OV[p(x)]
 da? + 0o (x)

~0. (14)

Esta equacao é similar a descrigdo do movimento de uma particula no“tempo" (aqui
denotado por z) sob um potencial —V[¢(z)]. A solu¢do que comega em ¢_(x) con z —
—o0 e volta para ¢_(x) com z — +oo é facilmente encontrada (CARVALHO; BONATO;
COSTAMILAN, 1989):

Gspn () = p—(x) + WO [tanh (2(35 —x9) + so) — tanh (2(35 — o) — so)] : (15)

1 1
tal que  sg = 5 arceos Zi—l : (16)
2
m
€ € = m (]‘7)

Aqui zy é uma constante de integracao arbitraria e reflete a invaridncia translaci-
onal das equagoes de movimento. Esta solugao ¢gp,,(z), corresponde para um par tor¢ao
— antitorgdo ° ou uma bolha com um raio 2sy/m, e é similar a solugio de um polaron
encontrados em polimeros quasi unidimensionais (CARVALHO, 1989).

O parametro adimensional €, representa a “profundidade” do poc¢o ou medida do minimo
global ¢, (z). Por outro lado, quando € — 1 o sistema apresenta degeneragao nos estados
de menor energia, ou seja, nao temos estados metaestaveis locais o glabais, e sg — o0.

A particularidade € &~ 1; e sg > 1, correspondente para uma bolha de parede fina pelo
qual o raio é muito maior que a largura ou “pele'da bolha unidimensional £ = 2/m, como

o mostrado na figura 6.

2.2 Decaimento de estados metaestaveis em (2+1)D através de um

potencial com simetria nematica

A anélise bidimensional da teoria da nucleagao estd enmarcada no estudo da ori-
entacao anisotropica metaestavel de um fluido de Hall quantico nematico (BARCI; ARE-

NAS, 2008). Um estado nemadtico é entendido como um estado com ordem orientacional,

5 O termo torcdo — antitorcdo vem da configuracio da solucdo de uma equacdo diferencial unidimen-
sional estaciondria de primeira ordem, ou seja o séliton. E assim que temos um séliton (torgdo ) =
m/(2v2X) tanh(m/2(xz — z0) + s¢) e um antiséliton (antitor¢iao ) = m/(2v/2X) tanh(m/2(x — z¢) — s¢).
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Figura 6 - Sphaleron

I

Legenda: ¢gpn(2) vs x para um sphaleron (bolha) de “parede fina” z/¢.
Fonte: KLINKHAMER: MANTON, 1984, p. 2213.

ou estado anisotropico, e que forma um angulo 6 com seu eixo de orientacao . Este estado
apresenta uma simetria, # — f#+n. Em duas dimensoes, esta propiedade é codificada
na definicdo do pardmetro de ordem complexo, Q = pe’?’, com o argumento 26 garan-
tindo a simetria nematica. A dinamica dos modos de baixas energias é governado pela

hamiltoniana efetiva do modelo XY (Ver apéndice A).
H=— /d%‘;\wf +V(6), (18)

aqui J é a escala de energia tipica da transicao de fase Kosterlitz-Thouless (KOSTER-
LITZ; THOULESS, 1973) e V() é justamente nosso potencial que apresenta minimos
metaestaveis que especifica quebras de invariancia rotacional, mas preserva a simetria ne-
matica, isto é , V(0) = V(0 + ).

O qual nos permite parametrizar o potencial em termos dos coeficientes de Fourier pares
V(0) = hoycos(2nd) (19)
n

aqui hg esta relacionado con um campo externo nematico, hy é um coeficiente de quebra
de simetria com simetria tretragonal.

O estabelecimento de minimos locais e minimos globais, faz que consideremos o estudo
de harmonicos nos campos externos. Para este propésito analisamos o efeito do segundo
termo, n = 2, para o potencial proposto anteriormente (19). Isto é, consideramos o po-

tencial da seguinte forma

V(0) = hacos(260) — hy cos(46) , (20)
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Figura 7 - Potencial: V(6) = hg cos(26) — hy cos(40)
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Legenda: Potencial da equagio (20) com he < 4hy. Estados metaestaveis com 6 = nr,
estados estéveis com 6 = 7(2n +1)/2, paran =0,+1...
Fonte: BARCL: ARENAS, 2008, p. 085303-3.

com hy > 0 e hy > 0, coeficientes que meden os pesos relativos da componente nematica
e tetragonal respectivamente. A estrutura de minimos e maximos é fixado pela relagao
hy < 4hy, ver figura 7, o qual permite estabelecer um minimo local com 6 = nm e um
minimo global ou estado de menor energia com 6 = 7w(2n + 1)/2 paran = 0,£1.... Por
outro lado, o potencial apresenta um maximo com cos(0yre) = ho/(4hy). A diferenga

entre o minimo estével e o minimo metaestavel é 2h,.

A dindmica do decaimento de estados metaestaveis em sistemas bidimensionais é
determinada mediante o dominio de energia que, em geral, é uma “competicdo ” entre
uma contribugdo do volume (proporcional ao area) e um termo de fronteira da bolha
(proporcional ao perimetro)

Consideramos a nossa solu¢ao bidimensional como uma bolha com simetria esférica de
raio R como o descrito na figura 8. Na aproximacao de parede fina, ou seja, quando a
largura da parede é menor que o raio, a contribuicdo do volume e a fronteira da bolha

para a energia esta definido mediante

E(R) = —mAFR?* + 210R (21)

aqui AF = |V (¢4, T) — V(¢p_,T)| é a diferenca de energia entre os estados metaestaveis

(¢1) e estaveis (¢_) por unidade de &rea e o é a tensdo superficial.
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Figura 8 - Bolha simétrica

FASE ESTAVEL

FASE METAESTAVEL

Legenda: Grafico de uma bolha simétrica
Fonte: BARCL; ARENAS, 2008, p. 085303-3.

A energia, E(R) = —TAFR?*+ 270 R, tal e como estd expressado, representa como
j& dissemos, uma “competicao "entre o volume e seu perimetro para alcangar um equili-
brio. Isto ¢, para um raio pequeno o termo preponderante na energia ¢ o que nos brinda
2ro R, enquanto que, para raios grandes, o termo a ser tomado em conta é —TAF R

Devido a esta competicao entre os dois termos na energia, podemos obter alguns resulta-

dE(R) _o_

dR AF"
. /. . sy 2 .

A energia maxima ou energia critica, E. = m3%. Obtendo assim, uma bolha em um

dos dela, obtendo seus pontos criticos, ou seja, |r=r, = 0. O raio critico, R, =
estado de equilibrio. As bolhas supercriticas obtidas quando R > R., podem crescer para
preencher toda a area com o estado de menor energia, estado estavel. Enquanto que
uma bolha subcritica obtidas quando R < R.., pode encolher-se até desaparecer. As duas
contribugoes sao importantes em uma transicao de fase, desde que o mecanismo atual é
dado através de flutuagoes térmicas de comprimento de onda grandes aleatorias que geram
todo tipo de bolhas. Algumas delas crescem e outras podem desaparecer. Neste sentido,
uma transicao de fase é completada quando o estado estavel percola o volume disponivel.
Naturalmente podemos obter, a partir da solucao da bolha critica, alguns parametros

relacionados a esta bolha como por exemplo, a taza de nucleacao por unidade de area

I =QDe B/T (22)

aqui F, é a energia de uma bolha critica, T" é a temperatura de equilibrio final, €2 é o

crescimento médio de uma bolha supercritica e o prefactor D é obtido através de calculos
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de flutuagoes ao redor do perfil de uma bolha supercritica.

A referéncia (VOLOSHIN, 1985) demonstra que uma andlise bidimensional, e na apro-
ximagao de parede fina (AF — 0), a taxa de nucleacdo é expressada em termos de
variaveis macroscopicas AF em contraste com a nucleagdo em trés dimensoes, que leva
em conta quantidades quanticas microscépicas. Por tanto podemos escrever a equacao

(22) novamente como

F — E efEC/T

2
- : (23)

o qual curiosamente nao tem corregoes em séries de poténcias de parametros adimensio-
nais de parede fina (VOLOSHIN, 1985) 2%,

[

Também podemos obter o tempo tipico para completar uma transicao considerando ape-

nas um evento

TTTA AFA ’

1 2rh
M0 BT (24)

aqui 7 é o tempo estimado para completar uma transicao de fase. I' é a taxa de nucleacao
por unidade de area e A é a area de uma mostra considerada. E importante observar, que

esta aproximacao ¢ valida, desde que a taxa de nucleagao seja suficientemente pequena.

2.3 Bolha critica nematica 6,(r — R.) e a aproximagao de parede fina
§/R. << 1

A igual que no Sphaleron, caso unidimensional; uma bolha critica é uma configura-
¢ao de campo estatico, que neste caso apresenta simetria radial, e é determinada através

da equacao diferencial que ja estamos habituados a ver:

V39 Lovie) _ 0 (25)

g a0

com as condigdes de fronteira lim, o, 6(r) = 0 e lim, o, &'(r) = 0. V(0) é o potencial da
equagao (20).

A solucao desta equacao diferencial tem uma configuracao semelhante ao de uma bolha
que comega fechada (r = 0) para o estado fundamental ou estado estavel, § = 7/2, com
energia, F/_ e posteriormente percolar até um estado metaestavel, § = 0, com distancias
assintoticamente longas (r — o00) e energia F,. A mudanca desde um estado estével
para um estado metaestavel ocorre em torno de um raio critico R., sobre uma distancia
& que define a largura da parede da bolha, e que esta relacionada com o comprimento de

correlagdo na fase metaestavel. A figura 9 ilustra uma configuracao tipica de esta bolha.
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Figura 9 - Configuragdo tipica de uma bolha com simetria radial.
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Legenda: A linha continua representa a uma bolha que comega fechada em 6 = 7/2
(minimo global) e percola para 6 = 0 (minimo local) com distancias

assintoticamente longas.

Fonte: BARCI; ARENAS, 2008, p. 085303-4.

Resolver a equagao diferencial (25) é muito complicada analiticamente. Em estas
circunstancias e tendo em conta o comportamento da bolha em seus estados metaestaveis,
isto é, tendo en conta R, e £ como parametros variacionais, os quais podem ser calculados
extremizando a energia critica. Podemos propor um ansatz (BARCI; ARENAS, 2008)

da seguinte forma:

0y(r) = % [1 — tanh (T ;RC>

Este ansatz esta inspirado no problema de um potencial quartico assimétrico, como
no caso unidimensional (CARVALHO, 1989), (CARVALHO; BONATO; COSTAMILAN,

1989) e tem como solugdes aos sphaleron. Na aproximacao de parede fina para uma bolha,

(26)

¢/R. << 1, este ansatz corresponde a uma solu¢ao exata do problema.

Sustituindo o ansatz, equagao (26) dentro do Hamiltoniano do sistema (18), obtemos a

energia da bolha como funcao dos parametros variacionais, R. y &,

2

B ©) = [ #0390 R + V010 ). 7

Integrando até a primeira ordem en &/R. encontramos uma expressao similar a ji esta-
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belecida em (21),
E(R.,§) = —mAFR; + 2n0(§)Re + O((§/Rc)?) (28)
onde como ja sabemos,

AF = V(94 T) = V(¢-,T)| = V(0) = V(m/2)
= hy — hy— (—h2 — ha)

AF =2hy. (29)

Por outro lado, o(&) tem contribuigbes desde ambos termos da equacao (27); da integral
e do potencial, esta é estabelecida por:

(€) s G 30V (0)¢ (30)
oé)=—=\|=-— . .

32\2¢

O primeiro termo é devido a contribucao do gradiente e cresce quando a largura da
parede da bolha é reduzida. Contrariamente ao que acontece no segundo termo que tem
um incremento linear de £. Por tanto podemos fixar este parametro estabelecendo uma

solucao estacionaria

OE(R.,¢) do
—— =21R.— =0 31
O¢ e (31
que ao substituir (30) em (31), obtemos
J
=2
5 V//(O)
J
S 32
S\ = (32)
Por tanto de (30), podemos obter uma solu¢ao aproximada para a tensao superficial da
forma:
J
Naturalmente podemos encontrar os pontos criticos da energia F, como o raio critico R.,
impondo:
OE(R.,§)

oR. —21RAF 4+ 2710(£) =0 (34)
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Figura 10 - Ansatz variacional.
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Legenda: Comparagdo entre uma solu¢do numérica (linha continua) eo ansatz variacional
(26) (linha cortada).

Fonte: BARCI; ARENAS, 2008, p. 085303-4.

Obtendo:
J(4hy — h

Rc _ g _ ( 4 2) ' (35)

AF 2hy
Ao subtituir (29), (33) y (35) en (28) obtemos uma expressao para a energia da bolha
critica:

™ 4h4
E.=J-|—-1]. 36

(2 "

Lembramos que na aproximacao de parede fina para a bolha critica, estabelecemos que
¢/ R. << 1, isto faz que também podamos restringir nossos parametros hy e hy & seguinte

exXpressao

-1
4h
2 (4 - 1) <<l (37)
heo

Finalmente, o ansatz ficaria expreso através destes pardmetros da seguinte forma

Gb(r):Z{l—tanh [(Zlhil]_hz) (r—W)]}, (38)

e que por meio de calculos numéricos, podemos darnos conta que ¢ uma boa aproximacao
para a solucao da equagao diferencial (25). (BARCI; ARENAS, 2008). Figura 10.



31

3 EFEITOS DA NUCLEACAO EM SISTEMAS FERMIONICOS DE
DIRAC EM (2+1) DIMENSOES

3.1 Introducgao

O objetivo fundamental deste trabalho é estudar o efeito que tem os bosons, atra-
vés da nucleagdo, em sistemas fermioénicos de um campo de Dirac p(r,0,t) em (2+1)
dimensoes, ou seja, estudar um sistema descrito pela densidade lagrangiana E[@, ), 0] =
L[, ]+ L[]+ L[, 4, 0]. A qual representa as densidades lagrangianas para os férmions,

bodsons e a interacao entre eles respetivamente.

Em principio, sistemas fermionicos de um campo de Dirac bidimensional livre
L[,7)] sem interacio com os bésons, podem ser estudados através do mecanismo de
Callan-Harvey (C-H) (CALLAN JR; HARVEY, 1985). Este mecanismo C-H explica a
existéncia e propiedades de modos zeros quirais fermionicos, e que aparecem sempre e
quando, a massa local M (&) de um campo de Dirac 1vp em 2k+1 dimensées (k =1,2,...)
tenha um defeito de parede de dominio. De fato, trabalhos feitos (FOSCO; LOPEZ, 1999)
para uma massa local com defeito linear mostram o surgimento de modos zeros quirais
do(z) = Noe VAM'Ol* Jocalizados ao redor dele, corroborando assim o mecanismo de
C-H. A generalizagdo (FOSCO; TORROBA, 2003) deste mecanismo, para o caso das
acoes com um termo de massa nao local para os férmions, mostra também a existencia e
propiedades de modos zeros quirais localizados. Por tanto, sistemas fermionicos quando

a massa € nao local, podem ser consistentemente estudados.

Por outro lado, no capitulo anterior analisamos o termo L[] de forma isolada
dos férmions de nossa densidade lagrangiana L[+, v, 6] através da teoria de nucleacio de
Langer e do modelo XY (descrevendo uma fase nemética quantica efetiva). Este sistema
submetido a um potencial externo de quebra de simetria V' (0) = hq cos(20) — hy cos(46),
no qual o primeiro termo hy cos(26) tem simetria nematica e o segundo termo hy cos(46)
tem simetria tetragonal, apresenta como solucao estacionaria, uma “bolha'critica nema-
tica com simetria radial ,(r — R.) que descreve um minimo global com 6 = 7/2 (r = 0)

e um minimo local com 6 =0 (r — o).

Resta agora por entender a forma do termo de interacao L,[@,w,e] em 1Nosso
sistema E[JJ,@D,Q]. Se consideramos a natureza estrutural da funcional geradora Z de
nosso sistema, ela leva consigo a uma integracdo sobre a acio do sistema S[t, 1), 0] =
[ d*z L[, v, 0], mas, se nés fazemos uma aproximacio semiclassica ao redor da solucio

0p(r — R.) que extremisa a agao boésonica S[f], ficariamos apenas com uma funcional ge-
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radora expressa através de uma acao funcional S [1;, 1, 0p]. Esta aproximagao semiclassica
sO € possivel se a constante de acoplamento entre bésons e férmions é muito pequena.
Por tanto, £;[t, 1), #] depois da aproximacio semiclassica ficaria como L;[1, 1, 6], o qual
levaria com ela o termo de uma “nova” massa fermionica. Esta nova massa mantém a
simetria nemética através do argumento dela 20. A natureza radial desta massa local faz
que a consideremos como um defeito circular de parede fina, porém podemos estudarla
através do formalismo matemadtico feito na reférencia (FOSCO; LOPEZ, 1999).

Como veremos mais adiante, a aparicao dos modos zeros quirais localizados é natu-
ral. O desenvolvimento sistematico de todo o expresso aqui sera feito, primeiro, estudando
de maneira geral as propriedades dos férmions de Dirac com uma massa com defeito cir-
cular, logo faremos algumas aproximacoes para esta massa, e finalmente estudaremos as

correntes quirais.

3.2 Férmions na presenca de uma parede de dominio

3.2.1 Expressao geral para a agdo fermionica

Consideremos a acao S, para férmions de Dirac em 2 + 1 dimensdes Euclideanas
na presenca de um campo de gauge Abeliano A, e uma massa com quebra de paridade e

dependéncia espacial M (Z), & = (z1,x2). Esta agdo fermionica é estabelecida como:

5= [ dinta) (0, + e M@ (o) (39

com z = (¥, x3), sendo x5 a coordenada temporal Euclideana. As matrizes de Dirac v,

sao Hermitianas ), =, além de cumplir a seguinte relagao 6
FY,UJ = 0#7 :u: 17273' (40)

{7#771/} = 25uu- (41)

6 Aqui 0, sdo as matrizes de Pauli:

J_J_Ol U_J_O—z' J_J_lO
1 x 10»2 y i 0 s U3 Z 0_1
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Mediante defini¢ao, a massa fermidnica M (%) tem um defeito de parede de dominio im-
plicando assim uma mudanca de sinal. Estes defeitos sdo provenientes das regides onde a
superficie se estende através da fungdo M (Z) e cruza o plano M (Z) = 0. Esta idéia pode
ser estendida para uma curva qualquer com defeitos de parede de dominio, como é o caso
de um defeito circular o qual consideramos a massa como positiva em seu interior e com
um raio critico. Naturalmente esta curva que representa a massa pode ser parametrizada

da seguinte forma:
T — Z(1), TE [M, Tl
M(Z(t)) = 0, V7€ [n, ] (42)

A andlise seguinte serd estabelecer uma estrutura apropriada para a configuracao da

massa, tendo em consideragdo o acima exposto.

3.2.2 FExpressao paramétrica geral para a agdo fermidnica

Considerando a referéncia (FOSCO; LOPEZ, 1999) como base de nosso estudo, o
qual incorpora uma configuragao para a massa com dependéncia espacial linear; nos estu-

daremos o caso da configuragdo da massa com um defeito de parede de dominio circular.

A parametrizacdo de uma curva definida em termos do pardmetro de comprimento de

arco s é

dz(t") dz(7")

dr’ dr’ '

s(t) = / dr’
T1

s — Z(s), sel0,L], (43)

sendo L o comprimento total da curva. Esta parametrizacao é definida através dos vetores

tangente, normal e binormal, e sdo denotados por €}, €, e €3 respectivamente. Como é

usual, estes vetores tem a seguinte forma

1 dgl

A 44
e s (44)

Devido a que a curva é plana, podemos entao escrever o vetor normal de maneira mais
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simples como:
ey = el (45)

que é explicitamente ortogonal ao vetor tangente €;. Devido as caracteristicas
destes vetores que definen a curva, pode-se estabelecer que €3 seja um vetor constante e
apontando numa terceira direcao, isto é, podemos escrever det[e;'-] = +1.
Agora bem, se denotamos por u;, us € uz aos parametros descrevendo os pontos ao longo
de cada uma das integrais de linha, entao a acao correspondente para a regiao ao redor
do defeito é

S = /d?’udet[e;] g [’yaefﬂ? + M(m)] YE ,

= /d?’udet[ez] Vg [’yaefx(@- +ied;) + M(m)] Vg, (46)

notamos que o det [eé] =1, €!,0; é a derivada direcional ao longo da integral curvili-
nha « e e/, A; é a componente do campo de gauge ao longo da mesma diregdo. A equaciao
(46) é uma expressao paramétrica geral para a a¢do Euclideana fermiénica. Da acao
Euclideana fermibnica, equacao (46), podemos considerar algumas caracteristicas para o

campo de gauge Abeliano, isto é, a configuracdo do campo de gauge é de tal forma que

Fp=0, p=13 (47)

que corresponde naturalmente a nao ter um campo magnético, Fy; = 0, assim como
também nao ter um campo elétrico perpendicular ao defeito, Fo3 = 0. Estas condigoes

permanecem invariantes ante o gauge A, = 0, é dizer:
hA, =0, p=13. (48)

Com estas consideragoes feitas para o campo de gauge, a acao (46) ficaria expressa como

S = /dguﬂ;p [71Du1 + ’Ygauz + ’73Du3 + M(UQ> iﬂp . (49)
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3.2.3 Defeito circular

A parametrizacao para um defeito circular de raio R e massa positiva dentro do
circulo permite fazer uma elecdo conveniente das coordenadas polares, com a parametri-

zagao usual em termos do comprimento de arco s. Por tanto temos que:
sz(cos(s/R),sin(s/R)) , 0<s<2nR. (50)

Os vetores tangente e normal sao desde logo

& — (—sm(s/R),cos(s/R)>,
ey = <cos(s/R),sin(s/R)). (51)

As coordenadas locais sao definidas como: u; = rf, com r igual a distancia radial
para a origem e 6 o angulo polar. uy = r — R e uz = t. Por tanto de (49), a agdio
fermionica Fuclideana para um defeito circular Sc com uma largura A, em funcao dos

termos r, 6, e t, toma a seguinte forma:

—A

R+A 21 _ 1 )
Sp = / rdr/ de/dt Dr(r,0,8) | ~71(9p + ieAg) + 20, + 73Dy + M(r — R) | v (r,0,1)
R 0 T

que também pode ser escrita como:

S = / T / 43 Y (r, 2) Dbp(r, 2) | (53)

R—-A

sendo & = (0,t) e

1
D = ~31(0 + ieAs) + 720, + 35Dy + M(r — R). (54)

(52)
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Mas podemos reescrever o operador D da seguinte forma:

D= (a+d)Pr+ (a' +d)Pr, (55)
com a e a' operadores atuando em funcio de r

a=0,+M(r—R) , a =-0,+Mr—R), (56)
P e Pr sao os projetores ao longo do espago propio da matriz ~s:

1 1
PL= 5(1 +v%) ., Pr= 5(1 —2) (57)

e d é o operador de Dirac Euclideano bidimensional em funcéo das coordenas 6 ¢ t, que

simplificamos através da notacao
- 1 : . . .
d:7q(@+w%u0+w(@+wm@0. (58)

Agora bem, como D é nao hermitiano, entao podemos formar um operador hermitiano

positivo da seguiente forma

H=D'D, (59)
e assim chegamos a seguinte expressao

H=(h—d)Pr+ (h—d*)Pg, (60)

com h = afa e h = aa’. A expressio para h e h nos faz pensar em uma configuracio

adecuada para o campo fermidnico g(r, &) que de alguma forma pode se integrar sobre
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a variavel r, é dizer, podemos expandir o campo fermidnico através de suas autofuncoes :

Yrp(rd) oo D dn(r)ya(t),

n

be(rd) = 3 |on(r)i (@) + dulr) Eé”(:f:)],

Yp(rz) = Y &ém’@)amw;m)(@)&in(r)], (61)

m

onde L e R descrevem a quiralidade definida através da matriz 7. Fazendo uso das

relades U} (%) = Prpt"™ y O} p(2) = 0" Pr,y, escrevemos

hn(r) = Xatn(r) , hon(r) = Aron(r)
< ¢n|¢m >= 5n,m s < anlggm >= 5n,m- (62)

Com a observacdo de que o \, € R e é 0o mesmo para h v h. Por outro lado, para

qualquer ¢,, com A, # 0, entao existe uma autofuncao com autovalores idénticos, ou seja:

hon(r) = A?L¢n (r)

dla[.(r)] = K2[ou(r)

aal )\1na<bn(r) = /\721 iaqﬁn(r)

A L] = 2| Laour) (63)
_)\n n _ n_)\n n _-

Por tanto as autofuncoes de h séo ﬁagbn(r) com o mesmo espectro que h, A\2.

Agora bem, se expressamos g (r, Z) através da expansdo de suas autofungoes e

substituindo na acao fermionica Euclideana (52), temos uma expressao:
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Se = /RjLA rdr/dx@bp 7, 2) Dp(r, )

R

- / rdr/dm

(a + d)PL +

(@) (r) + wm@)&m)] x

R| 2 [ (&) + Gulr) ”)(i“)]

_ /’“rdr /dx [ m)w*<>+%’”’<¢>&;<r>]x

x [P+ a' P+ d| 3 |6u(r) e (2) + dulr)l (af)] , (64)
que podemos escrever da seguinte forma:
Sc = Sapy+airy T 54 (65)

com

R+A - R A
Sap,+atPr = / 7”dr/dl’ Yp(r, ) (GPL + aTPR) Yp(r,2)

R-A
R+A
= ; R_+ rdr/dxwp ) <a+ ay, +al —a 72> Yr(r, &), (66)

devido a que tanto a e a' apresenta autovalores iguais entdo, a equacio (66) fica da se-

guinte maneira:
1 rR+A - . A
SaPL+aT77R = 5 ~/R A rdr / di wF(Ta l‘) (CL + CLT> ¢F(7"a l’)

<a+cﬁ> X

X i + asnw}?’}

1 R+A T (m T(m) 7
=52 rdr/df:[wé o), + 05,
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S = I i [ 42| 506t a + 300G +
aPr+atPr 9 _A L m R m
m,n

+ 9ol + gl

[qwgmegn ;:ﬂ] |

considerando os autovalores para a e a', ou seja \,; a relacio de ortogonali-
dade fdr&m(r).gbn(r) = 0; ortonormalidade fdrqu(r)m.(E(r)n = S [ drol (r).o.(r) =
Omn; campos muito perto do defeito, isto é [rdrét(r)m.¢(r)n = R [ drét(r)m.o(r), v

[ rdr@h,(r).gu(r) = R | drel,(r).gu(r), entdio

Suppsatr = R [N + RY. [diifn ey

sustituindo ¢ 5(2) = Pppy"(2), ¥} z(2) = ¥"(2) P, € (56) na tltima equagao, obtemos

Suppratpy = BY. [ di0"(8) h v (@), (67)
n#0

Agora restaria escrever a outra parte para a acao fermionica (65)

S; = /}T;A Tdr/dfg/;p(r, ) <d> Yp(r, 1)

R

wF(Tv '%)7

R—-A

— /R+A frdr/d:% Yp(r, 2) {i% (39 +i€140(f)> + 73 (&t +Z'€At(~%))

(68)

Se considerarmos um campo magnético uniforme e estacionario B atravessando
este defeito circular de raio R e drea wR?, entdo o fluxo através de esta superficie é
o = [ B.ndA' = BrR® Mas nés sabemos que, VX A = B —» JsV x AndA =
JgBadA —s §, Adl = & — Ay = &/(2nR)H = (BR/Q)@A. Vemos apenas uma com-
ponente que nao desaparece na direcao angular 6; se consideramos este potencial vetor

magnético perto do defeito, entao isso significa que podemos avalia-la através de um valor
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fixo R, de tal forma que Sj ficaria expressa como’

R+A _ 1
Si=R [ dr [daip(r.a) |z (00 + iedold)) +7(0+ ieAdd) )| ve(r3), (69)

se chamamos JC = %71 <89 + ieAg(i)> + 73 (@ + z'eAt(i)), entao
R+A _
Sp=R [ dr [divrd)| K] v, (70)

e considerando ¥ e ¥p através da expansao de suas autofungoes

&==R§/ﬁP€K%/W%%

+RY [di [wz Ko [ den]

= RY. [aiy joup + RY. [did Ko

- R/d:ng K2 +R/dw% K%+ RS /dri: [1/32 UL + U Kw%]
n#0

— R [dad Kol + R [divh cuh+ RY [dir o, (71)
n#0

finalmente ao substituir (67) e esta tltima equagdo em (65) teremos:
So = R [} b+ R [ dadh, Ko+ RS [dain] [+ ] v (72)
n#0
= 59 4+5%4+8M (73)

sendo S%, S? e SM:

7 O fato de ter estas consideracdes sobre Ay muito perto do defeito circular, faz que a integracio sobre
r nao seja tao complicada. E assim que podemos tomar r na integracdo como uma constante R.
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Acdo para o modo zero quiral dereito, S% = R / di:zﬁ% by,
Acdo para o modo zero quiral esquerdo, S = R / di? Joa?.

Acio de modo n, S™ = RZ/dcﬁxE"
n#0

K+ )\n} " (74)

Com a integracao fermionica descomposta em produtos infinitos

DYDY = DY) DY) DYDY, [ DY Dy (75)
n#0

e a acao efetiva I’

P=T9+T%+Y 1" (76)
n#0

sendo I'%, TY e Ym0 L™ as agoes efetivas quirais dereita, esquerda e massiva bidimensional

com massa )\, respectivamente, escrita como

I'% = —Indet KPr, TY =—Indet XP,, TI" = —Indet()+ \,). (77)



42

3.2.4 Inclusao dos bdsons para um campo de Dirac fermidnico através da aproximacao

semicléssica

Nesta parte do capitulo, faremos algumas consideragoes importantes a nossa den-
sidade lagrangiana, L[], que tem de forma implicita a acao funcional da equacao (39),
ou seja, L[Y] = ¥p(r, #)(7,0, + iev, A, + M(r — R.))p(r, #)%. Estas modificagdes tem
apenas um objetivo, que é incorporar de alguma forma aos bdsons em nosso sistema a

descrever.

Como vimos anteriormente a densidade lagrangiana que descreve nosso sistema
involucra apenas férmions, ¥ g(r, Z), na presenga de um campo de gauge Abeliano, A,,.
Agora, nés consideraremos bdsons, 0(r, ), e também a interagao entre bdsons e férmions,
(YE,0), através de uma constante de interagdo ou acomplamento g (posteriormente vere-
mos que caracteristicas tem esta constante de acoplamento). Entao nossa nova densidade
Lagrangiana, E[@Z) e, Vi, 0], que por comodidade sera apresentada no espago de Minkowsky,

ficaria da seguinte forma.’

Llp,vp,b) = Lip,vp]+ L0+ Li[p, vp, 0],
_ 1 _
— (70— 1" Ay — M ) + 50,60°0 ~ V(8) + ( — gOirn) .
(78)
O primeiro, segundo e terceiro termo do segundo membro da tltima equacao sao
as densidades Lagrangianas para campos fermidnicos, bosonicos e a interacao entre eles

respectivamente. Esta é uma expressao geral, ainda sem as consideracoes feitas que

contem o nosso sistema. Podemos agora escrever a acao funcional para este caso, como:

Scltw s 0] = [Lat = [dt [ravdoc = [ daLlbpvn.), (79)

ao substituir (78) na equacao (79)°, temos

8 Notar que aqui, tanto, ¥g(r,2) como ¥g(r, ), sdo dependentes das coordenadas paramétricas, r,
6(angulo polar) e t, pois estamos interesados em postular uma massa como um defeito circular.

9 Bastaria s6 fazer uma rotacdo no eixo do tempo, t = —i7, para modificar nossas matrizes y* por Vu €
assim estar novamente acorde no espago Euclideano.

10 Notar que na equacéo para a acdo funcional, o integrando para a densidade Lagrangiana df, § é um
angulo polar.
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" 1
= Jp e (Z”V“au — e A, - M) et [ d%{Zaueaue ~ V(@)} +

+ /R?+1 &’z ( - QO@DEwE) ;

(80)

Agora faremos consideragoes importantes a nosso sistema, especificamente a S[6]
e St [@E, g, 0]. Na verdade, as consideragoes que vamos a fazer tem que ver muito com a
orientacao anisotropica metaestavel de um fluido de Hall quéntico nematico desenvolvido
na referéncia (BARCI; ARENAS, 2008), o qual faz uso do modelo XY (ver apéndice A)
para descrever uma fase nematica quantica efetiva com um potencial de quebra de sime-
tria externa, V' (0) = hycos(26) — hg cos(460), como foi explicado na segao 2.3 do capitulo

anterior.

Por outro lado, sabemos que os cristais liquidos quanticos sao condensados sem
gap, com quebra expontanea de simetria rotacional ou translacional. Este cristal liquido
apresenta fases ou estados muito importantes, tais como os mostrados na figura 1. Pre-
cisamente o estado nematico quantico é um estado com ordem orientacional homogénea,
mas anisotrépica, com as direcoes de frente e para tras identificadas. Isso significa que se
o sistema tem um eixo de preferenca ao longo de um angulo 6, entao o estado tem uma
simetria nemédtica ao fazer a rotagao § — 6 4+ m. Em duas dimensdes, esta propriedade
é estabelecida através da definicio do pardmetro de ordem complexo, @ = pe?’, com o

argumento 26 garantindo a simetria nematica.

Em seguida, neste panorama, podemos fazer algumas modificagoes a agao (80)
de nosso sistema. A primeira de elas, fica da definicao de um liquido quantico, que ao
nao ter gap, podemos fazer que o termo da massa da equagao (80) seja zero, M = 0.
Outra consideragao a nosso sistema vem da simetria nematica, que ao apresentar uma
simetria com o angulo orientacional € o sistema tem que permanecer invariante. Porém,
o termo bosdnico @ que se acopla com a densidade fermidnica 1 g1)p da equacdo (80) tem
que preservar esta condigdo, entdo nds fazemos que @ tenha a forma de cos(20) com o
argumento de aquela fun¢ao trigonométria garantindo a simetria neméatica. Na verdade
esta forma de € tem relagdo com o potencial V' (6), que como veremos depois, através de
uma aproximagao semicldssica, o termo 6 avaliado na solugao classica 6,(r) e que mul-

tiplica a densidade fermidnica ¥ g faz que ela fique dentro da acdo funcional fermionica.
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Muito bem, ja neste contexto de levar em conta estas consideragoes feitas para

nosso sistema, podemos entao escrever novamente a agao funcional (80) de nosso sistema:

) _ 1
Sc[@ZJE, Vg, 9} = /]{2+1 A3 Vg (Z'YMOM — efy“AM — gCOS(?@))@bE + /R2+1 de{zﬁuéaﬂe _

- {hg cos(20) — hy cos(49)] } (81)

Com esta acao funcional podemos escrever a funcional geradora:

z = /D1EE,DQ/}E,D9 exp [;SC[TZE, Vg, 9]] (82)

que pode tomar a forma:

2= [ DisDosess |1 Slir. v { [ ooesp 5 (5161 + 51l6m.05.1) } S
com:
Slw.vsl = [ dods(iv"0, - er 4, )vs.
s[o] = /R . d%{;aueaﬂe— {hz Cos(29)—h4cos(49)}},
Silipved) = [ dois( - geos(20) e,

por tanto, (82) pode ser transformada em:

Z = /DQZED%E exp [;S[&anE]] X

x{ /DQ exp [; (/Rz+1 d%(;é?uﬁﬁ"@ — K cos(26) + COS(49)>>:| } ,

(85)
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aqui, K = hy + gptbp. O termo entre chaves da tltima equagdo tem uma acio
funcional S[f] modificada pelo termo K, mas se consideramos & constante de interacdo
entre bosons e férmions muito pequena, podemos entao ter uma agao similar ao da segao
(2.3). Ou seja, a esta agdo funcional S[f] podemos fazer uma variagdo funcional para
determinar suas equagdes de movimento e assim obter as solugoes que minimizan esta
acao. Como ja vimos no capitulo anterior, a solucao ou ansatz estacionaria que minimiza
esta agdo é uma bolha com a configuragao 6,(r — R.) = %{1 — tanh [1/§(r — RC)] } Agora,
se nés fazemos uma aproximagao semiclassica ao redor da solugao classica 6,(r — R..) desta

funcional geradora correspondente para 6, naturalmente podemos obter

zZ = /D?ZED%E exp [;S[¢E;¢E]] X

X exp {;(5[91)] + Si[E, Ve, 9b]> }

?
= exp %S[Qb]

/ ’D@EE,D¢E €xp

;5[1/1157 VYE) + ;_LSIWE, Vg, Qb]]
= K//DQZEpwE exp [; /R2+1 PPy (’W“au — ey Ay, — gcos(20,(r — RJ))%E] :

(86)

com K" = exp |£5[6;]

Desta tltima equacao podemos extrair a agdo funcional fermionica

Sclvr, vr] = /B2+1 g (i’Y“au — ey A, — geos(20y(r — Rc))>¢E ;

que no espaco Euclideano é

SC [QZEa ¢E] = /Rz+1 dgx&E (PYHaU + iePYHA# + g COS(29[,(7’ - RC))>wE .

Nesta tltima expressao vemos que o termo g cos(26(r— R..)) se comporta como uma
“massa fermionica”. Mas lembramos que esta expressao vem da aproximacao semiclassica

da funcional geradora bosonica, porém entao temos um “aporte” da parte bosdnica com-
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portada como se fosse uma massa fermidnica nesta acao .

Naturalmente, como é logico e em concordancia com o “comportamento normal” da massa
dos férmions este termo g cos(26,(r — R.)) muda de sinal quando r — 0 e ¥ — 00, no
intervalo de [—1, 1] respectivamente. A idéia seguinte é estudar as implicagoes que tem
este termo na parte dos férmions. Obtendremos de maneira natural os modos zeros quirais

ao redor de esta massa com defeito de parede de dominio circular na aproximacao de uma
parede fina({/R, << 1).

3.2.5 Modos zeros quirais

O termo g cos(26,(r — R.)) da “nova massa” fermidnica dentro da ac¢ao pode levar a
calculos dificeis de resolver, porém faremos uma linealiza¢cdo do termo da massa ao redor
do ponto donde ela muda de sinal, ou seja donde ela é zero, r = R./§. Para facilitar os
calculos faremos uma mudanca de varidvel, g cos(26,(r — R..)) por A(f). Entao podemos

escrever
A(‘gb) = 9C05(29b) ) (87)

expandindo em potencias de (r — R,)

M) — afon}

~ A{Hb(Rc)} + A’{Hb(Rc)}(r - R,)

OA(6s)

o,
A
{Qb(Rc)} + o9,

)dr

Q

. (r—Re), (88)

0p=0,(Rc

sabemos que a configuracao da bolha ¢ o ansatz 6,(r) = § |1 — tanh ("f“)],

avaliando isso em r = R, obtemos, 0,(R.) = Z{l - tanh(O)} =m/4.

Entao o primero termo da equagao (88) ficaria
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A{@b(Rc)} = A(n/4) = geos(n/2) = 0 |, (89)

assim como o segundo termo

1
8/(;(991)) @ = —2¢sin(20) — %*Sech2 (7" _ Rc)
b loy=0(R.) =R, — £ £ & Jlzre
ml
g
~ 9¢ 90
2¢ (90)

por tanto a aproximacao linear ficaria como

A{e(r)}hmr - gz(r ~R.). (91)

Da equagao (56), vemos que com esta aproximagao podemos escrever os operadores a y

al

a=0,+M(r—Rc) = 8T+97T(T—RC)

o' =8, + M(r—R.) = —@#”(T—RC), (92)

at = éaT
\/ gm

Q>
I
Q
S|
S
—~
Nej
w
S~—
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Finalmente podemos determinar o modo zero ¢y(r) para a da seguinte condigao :

ago(r) = 0

{ar+g;<g—§c)}¢o(r) = 0

— ¢O(T):N8Xp{—W<T—RC)2}, (94)

sendo A uma constante de normalizagao ¢y(r) é um modo zero quiral. Na verdade
nao tem muito misterio esta determinagao, pois trabalhos anteriores [9,10] dan referencias
da aparicao de modos zeros quirales ao redor do defeito. Agora, é possivel calcular os
autovalores de h y h j4 que ambos apresentam o mesmo espectro \, entdo com ajuda dos

operadores (92) podemos escrever a relagdo para o operador niimero de particulas a'a :

ataln) = nln)
alaln) = ggn n)
hin) = ggn n)
PR— ggn n)
A= zn, (95)

com a agao efetiva

r=r% 4+ ZF(”) (96)

sendo

"= —lndet( K+, /ggn) . (97)
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3.3 Densidade de corrente fermidnica

Agora determinaremos o valor esperado da corrente fermionica j,(r, £) na presenca
de um defeito circular, e baixo a influenca de um campo elétrico externo. Entao o valor
esperado no vacuo da corrente fermionica na presenga de um campo de gauge externo que

satisfaz as condicoes impostas anteriormente, isto é, F5, = 0, tem a seguinte forma

, . 0S(r, z) 1

]H(T, I) = 8714” = —etr 7#5(x7$>_
jr =0

, . 0S(r, ) , e T

Ju(r, &) = TAu — Jo = —ETr _%S(:U,x) (98)
Jr=0

Sendo S(x,y) o propagador fermibnico, a inversa do operador define a forma quadratica
da acao fermionica:

Sap(a,y) =< z,0|D 7'y, 5 > (99)
com

D= (a+d)Pr+ (a' +d)Pr

e através da identidade D! = (D'D)~'D' obtemos:

D= (h—d&)'Prla’ —d)+ (h— d*)'Pr(a —d) (100)

Extraemos a dependéncia em r do propagador fermionico introduzindo as relagoes
de completeza Y-, |¢, >< én| = 1, 3, |0m >< ¢m| = 1, ortonormalidade das autofungoes
< OnlOm >= Opm , < ggn@m >= 0p.m , autovalores de h, h, hon(r) = )\igbn(r),ﬁggn(r) =
226, (r). Entao:
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Sus(@2) = 3 bu(P)B (), al(A2 — ) AP B)mn

n=0,m=1

Y a6 () (@ a0 — B) PRI, B

n=0,m=0

LY () (@ al (02— B) AP B)m

n=1,m=0

= i Ou(r) o8, (r') (@, al (X, — &) dPLIZ', B) b (101)

n=1,m=0

por tanto o valor esperado para a corrente fermidnica jy ficaria expresso da seguinte ma-

neira;:
Ju=Js = —;CTr {%s(x,x)}
- —%%(T)Tr [71@: d Py jﬁ + }% i {qﬁi(r)Trlyl(j (02 — d2)_1d733|£>]
¢ ¢ n=1

T [w 02— @) dpy) fc>] ()P T [m:z 02— &)70, Py 2 >]

~n(r)¢n(r) Tr [Mfﬁ (A% = &) 7'\ Pl )] } : (102)

aqui, naturalmente, o raio critico R. se expressa através dos parametros hs y hy como
R. = 7“1%22_112). O primeiro termo do segundo membro da equagdo (101) vem desde
a corrente fermidnica quiral, entdo, o valor esperado no vacuo para a corrente quiral
bidimensional atravessando o defeito circular, que representamos através de j&(#) fica

expressa comao:

) =~ [79@ Pl fc>] (103)

isso faz que podamos escrever jy(r,Z) como

Jo(r, @) = 65 (r) g (2) — i [(5531(7“) + G5 ()8 + (G (1) = D (1)) ey | G5 (104)

n=1
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sendo j; o valor esperado da corriente fermionica vetorial bidimensional no vacuo.

Do resultado (103), podemos determinar a corrente fermidnica devido a um campo
elétrico externo, F, constante no tempo e uniforme no espago. Para uma aproximacao de
resposta linear, o valor esperado de uma corrente massiva j EL") é zero, devido a existencia
de um gap, ou a massa \,. A contribuicdo do modo zero quiral é obtido desde a parte da
conservacao da paridade da acdo fermidnica e nos proporciona uma metade da contribu-

¢ao correspondente para um férmion de Dirac sem massa:

62

- 21 R,

7y (1) EL, (105)

onde L é o comprimento do sistema na direcdo de 6. Por tanto a corrente em (2+1)
dimensoes é:

62

.9
Jjo = qSO(T)TWRCEL, (106)

onde ¢3 é o modo zero quiral para um defeito circular em uma aproximagao linear, equagio

(93).
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CONCLUSAO

A motivacao principal deste trabalho foi estudar a influéncia que tem os bdsons
através da nucleagdo em um campo de Dirac fermionico. Por meio de uma aproximagao
semiclassica, ao redor de uma solu¢ao que tem a configuracao de uma bolha critica nema-
tica que extremisa a acao funcional bosonica, fomos capazes de expressar uma nova agao

fermidnica.

Esta nova acao fermionica contém uma “massa'local que é interpretada como um
defeito circular com uma aproximacao de parede fina. O estudo feito de esta acao atra-
vés do formalismo matematico proposto na referéncia (BARCI; ARENAS, 2008) resultou
como o previsto pela referéncia (CALLAN JR; HARVEY, 1985), o surgimento de modos
zeros quirais ao redor do defeito circular, mas estos modos zeros estdo em funcao dos

parametros da nucleacao, ou seja, o raio critico e o comprimento de correlagao .

Também determinamos a corrente fermionica quiral devido a um campo elétrico
externo. HEsta corrente fermidnica como vimos é dada através dos modos zeros quirais.
Mas como é natural, a corrente fermionica, para os modos diferentes do modo zero quiral,

é zero.

O tratamento para as interagdes entre bdsons e fermions foi o mais simples, por-
que nos consideramos a constante de acoplamento entre eles muito pequena. Assim como
também a nao presenca de flutuagdes quanticas dos bosons, por que s6 temos em conta

as solucoes classicas.

Entao fica ainda por ver que repercussoes tem no campo de Dirac fermionico o fato
de considerar as flutuacoes quanticas ao redor da solu¢ao ja conhecida, a de uma bolha

critica nematica.

Também seria interesante ver que resultados obtemos para a corrente quiral ao
substituir os valores dos parametros da nucleacao, toda vez que estos parametros sejan

calculados através de métodos ntimericos.
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APENDICE A — O modelo XY

A.1 Estudo qualitativo

No modelo XY (TEIXEIRA, 2010) o spin no sitio ¢ é um vetor com duas compo-
nentes S;-, que pode ser considerado no plano da rede como S, = (COS 0;,sin Oi) tal que
5’1@ = 1. A Hamiltoniana é invariante sobre rotagoes no plano; em outras palavras, tem

simetria O(2), sendo dada por

H = —J Z g;--g;-:—J Z (COSQi,sinéi)(cost,sian)
<iyj> <iyj>
= —J ) cos(b; —9;), (107)
<iyj>

onde < i,j > representa os vizinhos préximos e 6; é o angulo entre o spin com sitio 7 e

alguma diregao de referencia (por exemplo ). A fungao de particao serd

0¢] <1,5>

Z = [z:exp (7{ > cos(b; —Oj))

<i,7>

= /027r ﬁ df; exp (7{ > cos(6; — 0]-)> (108)

onde tomamos o limite continuo para 6.
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A.2 A expansao de Z em altas temperaturas

Quando T" — oo expandimos a exponencial em poténcias de (J/T') e ficamos apenas

com os termos de ordem mais baixa, ou seja:

<i,j> <i,j>

~ H {1—1—(;)008(@—@)—%...}

_ 1+; I1 eXp{i(@—@j)}

<i,7>

exp (7{ > cos(6; — Gj)) = ][ exp (; cos(6; — «%))

= 1+;exp{i > (b —Qj)}. (109)

<i,7>

A funcao de particao devido a altas temperaturas ficaria como

Zpsos = /Ozﬂgzﬁld@e{lﬂL;eXP [iZwi—@j)”

<i,5>
2 N 2 N
- / Hdeﬁf [ docexp i S (6: — 6;)
0 = 0 =1 <ig>
Zrsee = (2m)" (110)

Entao fomos capazes de estimar utilizando este método a fung¢do correlagdo entre os dois

spins, um no sitio 0 e o outro no sitio p:

(S0 - Sp) = (cos(By — 6,)) = R(e'® =) (111)

Assim, devemos calcular

g%(ei(eo—ep)) = 1
T—o0

/027r 1 d6; expli(by — 6,)] exp (; > cos(0; — 9]-)) (112)

<i,7>

de onde ao substituir (108) e (109) na equagao (111), obtemos

<i,j>

. J 2 .
<ez(90—9p)> — ﬁ/o H df; exp [@ Z (90 — Qp +6;, — 93):| (113)
l
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Figura 11 - Possivel caminho entre 0 e p.

Legenda: Possivel caminho entre 0 e p.
Fonte: BELLAC, 1991, p, 128.

onde C' = (21)". Mas sabemos que

21 21 .
df = 2r; dfe”® =0 (114)
0 0

isso nos permite imaginar “um possivel caminho'sobre a rede que podemos tomar, pois
para a funcao correlagao nao ser nula (resultado trivial) devemos ter integrais de df e nao
e”?df como mostramos acima, desde que elas ndo contribuem para o resultado da funcéo

de particdo. Assim, escolhemos um caminho tal que (ver Fig. 11)

Y T e e (115)

Como existem muitos caminhos possiveis, podemos escolher como um “caminho médio"o
caminho classicamente favoravel e entao a contribuigdo “média'do termo (J/T)" sera

aproximadamente (J/7)"/*. Reunindo estas suposicdes chegamos ao seguinte resultado:

r/a
(i00=00)y _ ( z{ ) _ o (r/a)in(T/]) (116)

de onde extraimos o comprimento de correlagao
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mIs

62(0070P)> — 6_

$ = @ (117)

que corresponde exatamente ao comprimento de correlagao classico.

A.3 A expansao de Z em baixas temperaturas

Quando T' — 0 as flutuagoes dominantes sao aquelas com grande comprimento de

onda, e entao a funcao de particao sera

com o termo % — 00, por tanto o termo cos(6;,—0;) tem que ser << 1. Porén expressamos
cos(f; — 0;) em série de poténcias e nés ficamos apenas com a potencia de ordem mais

baixo, ou seja

1
COS(Qi - 9]) ~1— 5(91 - 0]')2,

isso faz que a Hamiltoniana do sistema tenha a seguinte forma

1
H— Hy+-J Z (01 — 0j)2 (118)

<i,j>
Podemos introduzir uma notagao mais conveniente
0u0; = 0i4, — 0; (119)

assim reescrevemos a Hamiltoniana como

H= ;JZ S (0,6,)? (120)
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ou no limite continuo
1 2 2
H= 5J/d (V) (121)

Entao, a correlagao entre os spins o e p fica

(7

(ei(00=0r) Z/ Hdel exp (z‘(eo —0,) — 2‘;2(8“01-)2) (122)

sendo

Z= /_ [Taoesp ( 2JT Z(aueif) . (123)

Primeiramente, podemos calcular a fungao correlagdo do modelo para dois spins proximos
iej. O resultado é bem conhecido na literatura (BELLAC, 1991).

-

A2k etk (z5—73)

Gij (@i — ) = a2/ (2m)? 4 — 2cos(kia) — 2cos(k»a) e

Vemos que a funcdo correlacao apresenta uma divergéncia infravermelha (k;a ~ 0 —
Gi; — 00). Baseado nisso, regularizamos G;; subtraindo 1 da exponencial e definindo

uma funcgao

- &k R 1
oo 12
GE) =a / (2m)2 4 — 2cos(kya) — 2cos(kqa) (125)

Também é possivel mostrar que

(100=00)) — o= 37(Con+ Gy —2G0,] _ ((T/1)G(E) (126)

desde que

Goo + Gpp — 2Gop = 2Goo — 2Go, = —G() (127)
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Pela versdo continua teriamos o resultado

—V2G(%) = 6(%) (128)

~ 1. r
——In— t. 129
5 + cons (129)

«Q
Q
I

/27 T
(10000)y — o= aEgin(r/a) _ (a> G (CL)"( ) (130)

onde n(T) = % Esta expressao mostra que o modelo XY nao gera magnetizacao
espontanea:

. i(Bo—0p)\ _ /T . T\ _

lim (e"®=%)) = (5, - S,) =0 (131)

Das diferencias entre a funcao de correlacao entre baixas e altas temperaturas podemos
concluir que deve existir um determinado ponto da transicio de fase onde o compor-
tamento da fungao correlagio muda de um comportamento de lei de poténcias (baixas
temperaturas) para uma exponencial (altas temperaturas). Pode-se concluir entao que
acima de algum ponto de transi¢do eventual, o argumento de baixas temperaturas comeca
a falhar. No cédlculo da funcdo correlagdo entre os spins o e p em baixas temperaturas
consideramos, assim como no de altas temperaturas, a periodicidade de 6. Integramos
0 de —o0 a 400, e portanto poderiamos nos perguntar se a periodicidade de 6 torna-se
importante uma vez que as flutuagoes tornam-se grandes. E exatamente isso que ocorre;
a quase-ordem obtida em baixas temperaturas é eventualmente destruida por excitacoes

topoldgicas (o mesmo que defeitos topologicos) ou vortices que dependem da periodici-
dade de 6.

Os vortices na transicao de fase

O gradiente em coordenadas polares é dado por

- 0. 100 4
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mas obviamente % = 0, e entao temos

b — (o, 1) . (133)

Se C é uma curva fechada em torno de uma origem O sobre o plano dos spins, entao

N N 1 2
§ Vo= (o, (dr, rd@)) = [Tdo =2, (134)
c c r 0
Geralmente, devido a periodicidade de #, tém-se
fﬁe.df: g, q=0+1,42,... (135)
c

onde q é a vorticidade, que nada mais é que a “intensidade'do vortex. Notamos que os
sinais positivo e negativo nos fornecem uma informagdo extremamente importante; os
vortices (¢ > 0) podem ser acompanhados por antivértices (¢ < 0) para o mesmo |q|.

A energia associada com o vortex pode ser posta como

Er~ /Hd%g - ‘é/(ﬁ@)%ﬂm (136)
T e (0)? , L
B=3 /W/L S = min” (137)

A entropia associada com a criagdo de um vortex é

S —1In (L)Q, (138)

a

desde que existem (L/a)? sitios. Com isso, a energia livre correspondente serd

L
F=FE—-ST=(n]-2T)in- (139)

e conseguimos notar que os vortices se desestabilizaram para uma quase-ordem quando
T>Te=mnJ/2.
Todos os resultados obtenidos ate agora concordan plenamente com a descricao proposta,

no ano 1973, por Kosterlitz e Thouless para as fases do sistema. Em baixas temperatu-
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ras, somente flutuacoes de grande comprimento de onda contribuem (também conhecidas
como “ondas de spin"); a fungao correlagdo entre os spins decresce de acordo com leis de
poténcia, e o sistema ¢ quase-ordenado com ilhas de magnetizacao de todos os tamanhos.
Nessa fase nao existem vértices “livres", mas encontramos pares de vortices (um vortice e
um antivortice de vorticidades opostas), cuja influéncia sobre o sistema estd confinada a
pequenas distancias. A medida que aumentamos a temperatura o tamanho destes pares
vortice-antivortice aumenta também e ele diverge em 7' = T, onde os vortices livres
comecam a aparecer. Kstes vortices desestabilizam o quase-ordenamento das ondas de

spin, e a funcao correlagdo decresce exponencialmente.
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