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RESUMO

EIRAS, J.P.C. Sistemas dinamicos em trés dimensdoes com integrais primeiras
Liouvillianas: abordagens concretas. 2021. 80 f. Tese (Doutorado em Fisica) — Instituto
de Fisica Armando Dias Tavares, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de
Janeiro, 2021.

Nesta tese apresentamos um método semi algoritmico para determinar integrais
primeiras Liouvillianas de sistemas dinamicos polinomiais em trés dimensoes. O procedi-
mento que apresentamos aqui é uma extensao do que construimos em minha dissertacao
de mestrado (onde busciavamos integrais primeiras elementares) e segue, inicialmente,
uma linha anéloga. Contudo, no caso de integrais primeiras Liouvillianas nao elementa-
res, a estrutura do fator integrante muda e, assim, para determiné-lo, se torna necessario
a determinacao de fatores exponenciais. Dessa maneira, neste trabalho, aprimoramos o
método mostrado em (1) e desenvolvemos dois algoritmos (semi): O primeiro é uma ex-
tens@o do método mostrado em (1, 2) e necessita do computo de polinémios de Darboux e
fatores exponenciais do campo vetorial associado ao sistema dinamico; o segundo ¢é base-
ado em uma técnica anédloga a que foi desenvolvida em (3) e se apoia na determinagao de
campos vetoriais em duas dimensoes associados ao campo vetorial 3D original. Também
fazemos duas aplicacoes tedricas do segundo algoritmo para dois casos importantes:

1. Equagoes diferenciais ordindrias racionais de segunda ordem (2EDOs racionais) —
Melhoramos a eficiéncia do algoritmo desenvolvido em (3) e demonstramos que a deter-
minagao dos campos vetoriais associados se constitui em um algoritmo completo.

2. Equacoes diferenciais ordindrias de primeira ordem (1EDOs) com uma fungao elemen-
tar — Ampliamos o algoritmo desenvolvido em (4) para incluir a resolugao de 1IEDOs com
funcgoes algébricas.

Os procedimentos que desenvolvemos foram implementados em um pacote computacional
(LeapS3Dim) em Maple. O pacote LeapS3Dim possui varios comandos que realizam
os céalculos intermedidrios necessarios para a obtencao da integral primeira tornando-o,
assim, 1til para a pesquisa em fisica e matematica.

Palavras-chave: Sistemas dinamicos em trés dimensoes. Equagoes diferenciais ordinérias
de primeira e segunda ordens. Campos vetoriais associados. Integrais

primeiras Liouvillianas.



ABSTRACT

EIRAS, J.P.C. Dynamic systems in three dimensions with Liouvillian first integrals:
concrete approaches. 2021. 80 f. Tese (Doutorado em Fisica) — Instituto de Fisica
Armando Dias Tavares, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2021.

In this thesis we present a semi-algorithmic method to determine Liouwillian first
integrals of polynomial dynamical systems in three dimensions. The procedure we present
here is an extension of what we built in my master’s thesis (where we were looking for
elementary first integrals) and, initially, follows a similar line. However, in the case of
non-elementary Liouvillian first integrals, the structure of the integrating factor changes
and, thus, to determine it, it is necessary to determine exponential factors. Thus, in this
work, we improve the method shown in (1) and develop two algorithms (semi): The first
is an extension of the method shown in (2, 1) and requires the computation of Darboux
polynomials and exponential factors of the vector field associated to the dynamical system;
the second is based on a technique analogous to the one developed in (3) and is based
on the determination of vector fields (in two dimensions) associated with the original 3D
vector field. We also make two theoretical applications of the second algorithm (for two
important cases):

1. Second order rational ordinary differential equations (2 rational ODEs) — We improve
the efficiency of the algorithm developed in (3) and demonstrate that the determination
of the associated vector fields constitutes a complete algorithm.

2. First order ordinary differential equations (10DEs) with an elementary function — We
extend the algorithm developed in (4) to include the resolution of 10DEs with algebraic
functions.

The procedures we developed in this thesis were implemented in a computational package
(LeapS3Dim) in Maple. The LeapS3Dim package has several commands that perform
the intermediate calculations necessary to obtain the first integral, thus making it useful
for research in physics and mathematics.

Keywords: Dynamic systems in three dimensions. Ordinary differential equations of first

and second orders. Associated vector Fields. Liouvillian first integrals.
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INTRODUCAO

A determinacao de uma integral primeira Liouvilliana para um campo vetorial é
um problema antigo e dificil. Embora essa questao tenha sido colocada ha muito tempo
atras, foi apenas em 2017 que G. Cheze e T. Combot (17) resolveram (de maneira geral) o
problema para campos vetoriais polinomiais no plano (R?). No caso de campos vetoriais
em trés variaveis, a complexidade aumenta consideravelmente e, portanto, o problema
geral permanece em aberto. A questao da integrabilidade estd entre as principais difi-
culdades que surgem, pois, no caso de campos vetoriais no R3, a existéncia de integrais
primeiras analiticas globais nao é garantida.

Uma das primeiras tentativas para abordar o problema da integrabilidade remonta
a segunda metade do século 19, quando Darboux (5) iniciou o desenvolvimento de uma
teoria (atualmente conhecida como teoria da integrabilidade de Darboux) que buscava
relacionar a integrabilidade de sistemas polinomiais de 1IEDOs com a existéncia de curvas
algébricas invariantes sobre as solucoes do sistema. Essa teoria se mostrou muito frutifera
e tem sido desenvolvida / ampliada / generalizada por diversos pesquisadores ao longo
dos anos. Podemos destacar: Jouanolou, Schlomiuk, Singer, Christopher, Llibre, Zhang,
Giacomini, Pantazi, Weil, Ferragut, Gasull, Cheéze, Combot entre outros (veja os trabalhos
‘pioneiros’: (6, 7, 8, 9, 10)).

Nessa tese vamos apresentar dois procedimentos (semi-algoritmicos)! para calcular
integrais primeiras Liouvillianas (IPL) de campos vetoriais polinomiais no R* (3CVP):
o primeiro deles é uma extensdao do método apresentado em (1, 2) e busca determinar
um fator integrante para o 3CVP; o segundo consiste em uma generalizacao do método
da fungao-S (veja (3)). Em resumo, o primeiro procedimento se assemelha a abordagem
Darbouxiana para encontrar as integrais primeiras e o outro tenta evitar os problemas
envolvidos no céalculo dos polinomios de Darboux, usando para isso, campos vetoriais
polinomiais no plano (2CVP) associados ao campo vetorial 3D original®>. Os método
apresentados aqui usam semi-algoritmos nao lineares. Em dois casos, podemos aprimorar
o segundo procedimento (e em um desses dois casos, podemos construir um algoritmo
linear).

Estes sao os nossos principais resultados e a tese sera organizada da seguinte forma:

1 Semi-algoritmico significa que o procedimento (como um todo) pode nao terminar, isto é, o procedi-
mento nao é um algoritmo completo.

2 Mostramos que, com o conhecimento de um desses campos vetoriais 2D associados, o problema da
determinagao de uma integral primeira Liouvilliana para um 3CVP torna-se equivalente ao problema
de se encontrar uma integral primeira Liouvilliana para um campo vetorial polinomial no plano (e mais
algumas quadraturas ocasionais).



1. Nessa introdugao, apresentamos a estrutura deste trabalho e introduzimos (breve-

mente) a notagao usada.

2. No capitulo 1, desenvolvemos o arcabougo tedrico que usaremos no restante deste
trabalho:

(a)

Na primeira segao, estabelecemos as bases e os resultados necessarios para
construir as extensoes ao que foi realizado em minha dissertagao (1). Apre-
sentamos os principais conceitos envolvidos e alguns teoremas-chave para os

desenvolvimentos posteriores:

i. Comecamos por apresentar os conceitos centrais a abordagem Darbouxi-
ana: campo vetorial associado, polinomio de Darboux; integral primeira

Liouvilliana; fator integrante etc.

ii. Em seguida apresentamos os resultados principais envolvidos na aborda-
gem Darbouxiana: os teoremas de Prelle-Singer, Singer e Christopher e

alguns métodos que podem ser construidos com esses resultados.

iii. O método da fun¢ao-S aplicado a sistemas (do modo como foi desenvolvido
em (1)).

Na segunda se¢ao, com base nos resultados obtidos por Singer e Christopher em
(9, 10) (que se aplicam a campos vetoriais polinomiais no plano) nds provamos
um resultado para campos vetoriais polinomiais em trés varidveis (3CVPs):

resumidamente, considere o campo vetorial dado por
X=F0,+Go,+HO.,,

onde F', G, H sao polinémios coprimos em Clz, y, z]. Mostramos que a existéncia
de uma integral primeira Liouvilliana I(z,y, z) para o campo X com derivadas
daforma I, = RQ, I, = RP, I, = RN (onde R é uma fun¢io Liouvilliana em
(z,y,2) e @, P, N sao polindmios coprimos em C[z, y, z]), implica na existéncia
de um fator integrante de Darboux, isto é, em um fator integrante que é da

forma

R = exp(A/B) [ .

onde A, B sado polinomios coprimos em C[z,y, 2], os p; sao polinémios irre-
dutiveis em C[z,y, z] e os n; sd@o constantes. Além disso, os polinémios p; e B
sao polinémios de Darboux do campo vetorial X. Esse resultado nos permite

construir duas abordagens distintas para resolver o problema:

i. Procedimento 1 — Uma abordagem mais classica no estilo do procedimento

original de Darboux, i.e, o calculo de polinomios de Darboux para construir
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um fator integrante. Nesta vertente, construimos um sub-procedimento
que tornou pratico um método que abandonamos em (1) por ser ctibico
nos indeterminados. Em relagao a ideia central, é uma generalizacao do
semi-algoritmo apresentado em (13, 14, 15, 16) e, em termos gerais, muito
semelhante ao procedimento seguido em (2) (que se aplica a 3CVPs com
integrais primeiras elementares).

ii. Procedimento 2 — Basicamente, uma generalizacao do método da funcao-
S para sistemas (como foi construido em (1)), isto é, mostramos que é
possivel construir campos vetoriais polinomiais no plano (2CVPs) que
apresentam como uma integral primeira Liouvilliana (IPL) a mesmo IPL
admitida pelo campo vetorial 3D original (X). Essa técnica é uma extensao

do processo apresentado em (3) para lidar com 2EDOs racionais.

Ao final de cada secao, os passos do método desenvolvido sao aplicados a um

exemplo para esclarecer seu funcionamento.

3. No capitulo 2, apresentamos um aperfeicoamento do método apresentado no capitulo
1, que se aplica a campos vetoriais tridimensionais associados a 1IEDOs que possuem

uma func¢ao elementar e que podem ser escritas como

dy
=== 0 1
y = =owy.0), (1)
onde ¢ é uma fungao racional de (z,y,0), i.e., ¢ € K = C(x,y,0), 0 = 0(z,y).
Se (1) apresenta uma solugao geral Liouvilliana I (x,y,0) = ¢ de tal modo que as

derivadas parciais de I (relacionadas as varidveis z,y e #) possam ser expressas como

Ia: - RQ7
I, = RP,
I, = RN,

onde R é uma funcao Liouvilliana de (z,y,0) e Q, P, N € Clz,y,6], entao é

3 campos vetoriais polino-

possivel construir um algoritmo linear para determinar
miais X; no plano (2CVPs) que apresentam I(z,y, z) como integral primeira. Em
outras palavras, podemos construir um algoritmo linear que reduz o problema ori-
ginal ao de encontrar uma integral primeira Liouvilliana de um campo vetorial

polinomial no plano (problema que foi recentemente resolvido por Chéze e Combot

3 As funcoes S definem os 2CVPs que ‘compartilham’ a integral primeira Liouvilliana I com o campo
vetorial tridimensional original.
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(17)). Apresentamos em seguida um exemplo e fazemos alguns comentérios sobre o

desempenho do algoritmo.

4. No capitulo 3, tratamos de campos vetoriais associados a 2EDOs racionais que
apresentem ao menos uma integral primeira Liouvilliana I(z,y,z) tal que, para
a funcao I, valem as mesmas condigoes descritas no capitulo 2. Mostramos que,
neste caso, dependemos da determinacao de apenas um dos polinomios @, P, N
(e nao de dois como acontece para os procedimentos desenvolvido no capitulo 2).
Desenvolvemos um procedimento que melhora o método apresentado em (3) e o
torna muito menos oneroso (do ponto de vista computacional). Também mostramos
que o procedimento para determinar os 2CVPs associados se torna, neste caso, um

algoritmo completo. Apresentamos, ao final da se¢ao, dois exemplos comparativos.

5. No capitulo 4 apresentamos uma implementacao computacional dos algoritmos de-
senvolvidos. Criamos o pacote LeapS3Dim — Liouvillian, Elementary, Algebraic,

Polynomial Solutions of 3D Systems.

(a) Na primeira se¢do, mostramos um resumo dos comandos que compoe o pacote
LeapS3Dim e sua funcionalidade e, em seguida, uma descrigao mais detalhada

de cada um dos comandos que o compoe.

(b) Na segunda secdo, apresentamos exemplos do uso dos comandos do pacote

aplicados a exemplos especificos.

6. No capitulo 5, apresentamos alguns exemplos para melhor ilustrar os procedimentos

e discutir o desempenho dos algoritmos:

(a) Na primeira se¢ao, mostramos uma comparacao entre os métodos apresentados
no capitulo 1 (para 3CVPs em geral) e outros métodos disponiveis: compara-
mos os tempos gastos pelo nossos procedimentos (PRO1 e PRO2) em uma

‘implementacao teste’ em Maple?.

(b) Na segunda segao, apresentamos alguns exemplos de 1EDOs com fungoes ele-
mentares e sua solugao com o algoritmo de ‘reducao’ linear (PRO3). Também
mostramos os tempos gastos e a quantidade de memdéria utilizada em cada

caso.

(¢) Na terceira subsec¢ao, comparamos o método apresentado no capitulo 3 com

seu ‘predecessor’ (o método apresentado em (3)) e com o Maple (o comando

4 Maple é um sistema de computacio algébrica de propésito geral (CAS) que é também uma linguagem
de programagao.
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dsolve) para varias 2EDOs racionais. Também mostramos, como nas subsegoes
anteriores, os tempos de CPU gastos e a quantidade de memoria RAM utili-

zada.

(d) Na ultima secdo, discutimos um pouco sobre as vantagens e desvantagens,

limitagoes e generalizabilidade dos algoritmos apresentados.

7. Por tultimo, apresentamos nossas conclusoes e possiveis desenvolvimentos.
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1 CAMPOS VETORIAIS POLINOMIAS EM 3D (3CVPS) COM
INTEGRAIS PRIMEIRAS LIOUVILLIANAS

Neste capitulo vamos construir a base tedrica necessaria para lidar com campos

vetoriais polinomiais em trés variaveis. O capitulo tera a seguinte estrutura:

e Na primeira se¢ao vamos apresentar alguns conceitos e os principais teoremas rele-

vantes para a abordagem Darbouxiana e para o método da funcao-S.

e Na se¢ao 2, vamos desenvolver mais formalmente as ideias apresentadas em (1) e
construir dois procedimentos para buscar integrais primeiras Liouvillianas de siste-

mas diferenciais polinomiais em trés dimensoes.

1.1 A abordagem Darbouxiana e o método da fungao-S

Em fins do século XIX, G. Darboux (5) iniciou o desenvolvimento de uma teo-
ria (atualmente conhecida como teoria da integrabilidade de Darboux) que era centrada
no conceito de certos polindmios especiais hoje chamados de polinémios de Darboux®.

Darboux mostrou em (18) que se um campo vetorial polinomial X possui pelo menos
( ”t‘f‘l ) + 1 polindémios de Darboux irredutiveis (onde d é o grau do sistema e n a sua

dimensao), entdo X tem uma integral primeira que pode ser expressa por meio desses po-
linémios. Em 1983 (em (8)), Prelle and Singer mostraram ser possivel construir um fator
integrante algébrico para um campo vetorial polinomial 2D (2CVP) se este possuisse uma
integral primeira elementar. Este artigo indicava a possibilidade de se construir um semi
algoritmo para determinar a integral primeira de um 2CVP. A ideia central, portanto,
era calcular os polinomios de Darboux e construir um fator integrante e, a partir dele (ou
diretamente), uma integral primeira. Assim, o primeiro passo neste caminho é determinar

esses autopolinomios. ©

5 Existem muitos nomes diferentes na literatura para polinémios de Darboux como, por exemplo: inte-
grais especiais, autopolinémios, hipersuperficies algébricas invariantes, polindomios especiais ou integrais
segundas.

6 Na realidade, as coisas sio um pouco mais complicadas do que isso porque é necessario saber (em
primeiro lugar) se o campo vetorial em questdo possui polindémios de Darboux. Para pesquisas neste
campo, veja (19). Além disso, também é necessério saber se existe uma integral primeira Liouvilliana
uma vez que os algoritmos envolvidos s&o, na verdade, semi-algoritmos. Assim, além dos desenvolvi-
mentos que buscam diretamente por melhores algoritmos para computar polinémios de Darboux, ha
uma extensa pesquisa que estuda a integrabilidade de campos vetoriais apresentando integrais primeiras
Liouvillianas (integrabilidade de Darboux). Veja, por exemplo, (20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27).



14

No entanto, este passo inicial também é o mais ‘dificil ’: determinar polinémios de
Darboux é, como regra, computacionalmente caro. Mesmo em graus baixos (na prética,
em torno de quatro) a determinagao dos polinémios de Darboux pelo método dos coefici-
entes indeterminados (MCI) comeca a se tornar impossivel na préatica. Por este motivo,
tem havido, nas tultimas duas décadas, uma extensa busca por procedimentos para me-
lhorar esta situagao, ou seja, determinar os polinémios de Darboux em menos tempo de
processamento computacional ou menos uso de meméria. Ou seja, uma busca por algo-
ritmos mais eficientes (mais rdapidos e / ou menos onerosos). Nesse sentido, destacamos
os trabalhos de G. Cheze, A. Ferragut, A. Gasull, A. Bostan, T. Cluzeau, J.A. Weil, H.
Giacomini, T. Combot, C. Christopher, J. Llibre, C. Pantazi, S. Walcher, C. Galindo, F.

Monserrat, X. Zhang entre outros:

e Em (22, 24) C. Christopher, J. Llibre, C. Pantazi e S. Walcher desenvolveram uma
abordagem algoritmica para determinar os campos vetoriais polinomiais no plano
que apresentam um determinado polinémio de Darboux. Seu método pode fornecer
uma expressao explicita para esses campos vetoriais se todos os pontos singulares
(finitos) das curvas algébricas (definidas pelos polinomios de Darboux) forem nao-

degenerados.

e Em (28), A. Ferragut e H. Giacomini desenvolveram um algoritmo rapido para
calcular as integrais primeiras racionais de um campo vetorial polinomial no plano.
O algoritmo também permite o calculo das curvas notaveis associadas a integral

primeira racional.

e Em (29) G. Cheze mostrou como calcular (para um campo vetorial polinomial no
plano, D = N 0, + M 0, de grau d) todos os polinomios Darboux irredutiveis de
grau menor que k com O((dk log(H))°W) operacdes bindrias”. Ele baseou seu

método na fatoracdo da curva extética (sugestao de J.V. Pereira (23)).

e Em (30) A. Bostan, G. Cheéze, T. Cluzeau e J.A. Weil, com base na ideia de Fer-
ragut e Giacomini (28),construiram algoritmos para calcular integrais primeiras ra-
cionais por meio de sistemas de equacoes lineares em vez de sistemas de equacoes

quadraticas.

e Em (31) A. Ferragut e A. Gasull constroem um método que melhora (e muito) o
método dos coeficientes indeterminados (MCI) para a determinacao dos polinomios

de Darboux de um campo vetorial polinomial.

" H = max(| M|, [Nllxc); d=max(deg(M),deg(N)).
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e Em (32) A. Ferragut, C. Galindo e F. Monserrat desenvolveram um método para
calcular as integrais primeiras integrais Darbouxianas do tipo [ [, p;** onde os p; sao

polinomios de Darboux.

e Em (17), G. Cheze e T. Combot generalizam (para o caso Darbouxiano, Liouvilli-
ano e de Riccati) a curva extética introduzida por J. Pereira em (33) e constroem
novos algoritmos para computacao de integrais primeiras racionais, Darbouxianas,

Liouvillianas ou de Riccati de um campo vetorial polinomial no plano (2CVP).

Na subsecao seguinte apresentaremos os procedimentos classicos (usando o método
dos coeficientes indeterminados — MCI) para encontrar integrais primeiras elementares
(método de Prelle-Singer) e integrais primeiras Liouvillianas nao elementares (método de

Christopher-Singer) para campos vetoriais polinomiais no plano.

1.1.1 Os métodos de Prelle-Singer (PS) e de Christopher-Singer(CS)

Considere um sistema diferencial polinomial em duas dimensoes dado por

{ T = N0($>y)a (2)

y = M()(I', y)a

onde My e Ny sao polindomios coprimos em C[z,y]. Uma integral primeira I do sistema

(2) é uma fungao que é constante nas solugdes de (2).

Definigao 1.1. Seja L(x,y) uma extensao Liouvilliana do corpo de fungées C(x,y). Uma
fungao I € L(x,y) € dita ser uma integral primeira Liouvilliana do sistema (2) se
Xop(I) =0, onde Xop = Ny 0, + My 0, € 0 campo vetorial associado (ou o operador

de Darboux associado) com o sistema (2).

Observagao 1.1. Se I € E(z,y), onde E(z,y) € uma extensio elementar® do corpo

C(x,y), I € dita ser uma integral primeira elementar.

Observacao 1.2. Como o sistema (2) € auténomo, podemos dividir y por & para obter

uma 1EDO racional

My(z,y)
No(e.) @)

Para esta 1EDO racional, a fungdao I define sua solugao geral na forma implicita: 1(x,y) =

c. Além disso, a 1-forma v = Mydx — Nydy ¢ nula sobre as solu¢oes da 1EDO (3) e,

8 Para uma definicdo formal de extensdo Liouvilliana ou elementar de um corpo, veja (11).
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portanto, a 1-forma exata w = dI € proporcional a v, ou seja, w = Rvy. A funcio R é

comumente chamada de fator integrante.

O método PS pode ser facilmente compreendido se prestarmos atencao aos seguintes

resultados obtidos por Prelle e Singer (8):

Teorema 1.1 (Prelle-Singer).:

Se o sistema (2) apresenta uma integral primeira elementar, entdo:

(i) O sistema (2) apresenta uma integral primeira da forma I = Wy + Z]K:l ¢j In(WW;),
W'’s sao funcoes algébricas.

(ii) A 1-forma Mydx — Ny dy apresenta um fator integrante da forma R =[], p;"™*, onde

08 p; sao polinomios irredutiveis e 0s n; SG0 NUMETOS TACIONALS.
Prova Para uma prova veja (8).
Defini¢ao 1.2. Seja p(x,y) € Clx,y|]. Diz-se que o polinémio p é um polinébmio de

Darboux do campo vetorial X5p, se Xop(p) = qp, onde q € um polinémio em Clz,y| que

¢ chamado de cofator de p.

Corolario 1.1. Se a hipdtese do teorema 1.1 for satisfeita, entdao

Zni %22(1)1) _ —diV(%QD),

%

onde Xop € o campo vetorial associado a (2), p; sdo polinémios de Darbour de Xop e div

significa divergente.

Prova: Para uma prova, veja a segao 2 de (12).

O corolario 1.1 é a chave para o método PS:

Procedimento (esbogo):

1. Construa os candidatos para p e ¢ com coeficientes indeterminados. Vamos chama-

los de: p. e g.. Substitua-os na equagao X2p(p.) — g.pe = 0.

2. Colete a equagao nas variaveis (x, y) obtendo um conjunto de equagoes (quadréticas)
para os coeficientes dos candidatos. Resolva este conjunto de equacgoes para os

coeficientes indeterminados.

3. Substitua as solucdes na equacdo Y. n;q; + No, + Mo, = 0 (ver corolario 1.1) e

reina a equagao nas variaveis (z,y). Resolva o conjunto de equagdes para n;.

4. Construa o fator integrante R = [[,p;"* e encontre (por quadraturas) a integral

primeira elementar I.
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O método CS segue diretamente dos resultados obtidos por M. Singer (9) e C.
Christopher (10):

Teorema 1.2 (Singer).:
Se a 1-forma Mydx — Nody associada ao sistema (2) apresenta uma integral primeira

Liouvilliana, entao ela tem um fator integrante da forma

R(z,y) = exp U Ulx,y)de +V(z,y)dy| , (4)
onde U eV sdo fun¢oes racionais com U, =V, de forma que a integral de linha (4) €
bem definida.

Prova: Para uma prova veja (9).

Teorema 1.3 (Christopher).:
Se o sistema (2) tem um fator integrante da forma (4) onde U eV sao fungoes racionais

com U, =V, entao existe um fator integrante para o sistema (2) da forma

R(z,y) = exp (g) Hp" (5)

onde A, B e os p; sao polinomios em x e y.

Prova: Para uma prova veja (10, 14).

A
Corolario 1.2. B e os p; sao polinomios de Darboux do campo vetorial Xop € Xop (E)

€ um polinomio.
Prova: Para uma prova veja (10, 14).

O corolario 1.2 permite a construcao de um semi-algoritmo na linha do método PS:

Procedimento (esbogo):

1. Construa os candidatos para p e ¢ com coeficientes indeterminados. Vamos chama-

los de: p. e g.. Substitua-os na equagao X2p(p.) — g.pe = 0.

2. Colete a equagao nas variaveis (x, y) obtendo um conjunto de equagoes (quadréticas)
para os coeficientes dos candidatos. Resolva este conjunto de equagoes para os

coeficientes indeterminados.

3. Construa todos os candidatos possiveis para B (até certo grau) e um candidato para
A. Substitua os candidatos na equacio B, X¥2p(A.) — A. Xop(B.) + B,” O inig+
No,+Mo,) = 0 (veja (14)) e colete a equagao nas varidveis (z,y). Resolva o conjunto

de equacoOes para n; e para os coeficientes de A..
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4. Construa o fator integrante R = exp(A/B) [[, pi™ e encontre (por quadraturas) a

integral primeira Liouvilliana I.

Apresentaremos a seguir, o método da funcao-S aplicado a campos vetoriais poli-

nomiais em 3D desenvolvido em (1).

1.1.2 O método da fungao-S para sistemas

Considere o sistema diferencial polinomial abaixo

T =F(r,y,2)
y=Glz,y,2) (6)
z=H(z,y,z),

onde F, G, H sao polinémios coprimos em Clz, ¥, z]. Uma integral primeira I do sistema

(6) é uma fungao de (x,y, z) cujo valor é constante sobre todas as solugoes de (9).

Definicao 1.3. Seja I(z,y, z) uma integral primeira do sistema (6) e seja S uma fun¢ao
de (z,y, z) definida por S = I,/I,. Chamamos S de fun¢io-S associada ao sistema (6)

através de 1.

Teorema 1.4. Considere que o sistema (6) apresenta uma IPL I e uma fung¢do-S racional
assoctada ao sistema através de I. Além disso, seja X = F 0, + G 0y + H 0, seu operador

de Darboux. Entao S obedece a equacao

(7)

FG, - GF GF,—-FG,+ FH, - HF FH,— HF,
_ Q2 z z y y z z\ _ y y
X(S) =S ( 7 >+S< 7 ) ( 7 )

Prova: Para uma prova veja (1).

Teorema 1.5. Considere que a equagao (1.4) possui uma solugdo racional P/N (P e N
polinémios coprimos). Entao, o polinémio ps = P(x,y,z)s — N(x,y,z) é um polinémio
de Darbouz do operador definido por Dy = F D+ ®0;, onde ® = (FG, — GF,)s*+ (GF,—
FG,+ FH, — HF,)s — (FH, — HF,).

Prova: Para uma prova veja (1).

Teorema 1.6. Considere que o sistema (6) apresenta uma IPL I e uma fung¢do-S racional
associada ao sistema através de I. Considere ainda que a equag¢ao (1.4) possui uma
solugdo racional S = P/N (P e N polinémios coprimos). Entao, I(x,y,z) = ¢ é uma

solucao geral para a 1EDO racional definida por

dz _ P(z,y,2)
By~ Ny ®)
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Prova: Para uma prova veja (1).

Com esses resultados pudemos elaborar uma estratégia da qual apresentaremos (a
seguir) apenas a ideia central:

Procedimento: (esbogo)

1. Usando o resultado do teorema 1.5, podemos buscar polinomios de Darboux da
forma P s — () do operador D,. Ao encontrarmos um teremos determinado P e V.

2. Resolva a 1EDO racional
dz  P(z,y,2)

dy  N(z,y,2)’

e encontre a integral primeira /.

Alguns comentarios:

Observacgao 1.3. Os polinomios de Darboux do operador Dy sao fungoes de 4 varidveis

(x,y,2,8) e, portanto, ‘dificeis’ de computar.

Observacao 1.4. O fato de que I(x,y,z) = ¢ € uma solugao geral para a 1EDO racional
definida por Z—; = —%, nao implica que uma solucao geral desta 1EDO serd uma
integral primeira para o sistema (6). Isso pode acontecer porque x, que € uma varidvel em
relagdo ao sistema (6), € apenas um parametro em relagio ¢ 1EDO dz/dy = —P/N (veja

(3, 1) para mais detalhes).

Observagao 1.5. Na prozima se¢do vamos apresentar um algoritmo mais eficiente (e
mais geral) para computar integrais primeiras Liouvillianas de sistemas diferenciais poli-
nomiais em trés dimensoes. O aperfeicoamento do método estd ligado a uma generaliza¢ao
dos teoremas 1.4, 1.5 e 1.6 e a um detalhe envolvendo o teorema 5.1 de (1) (que serdo

detalhados na se¢do sequinte).

1.2 Campos vetoriais polinomias em 3D com uma integral primeira

Liouvilliana

Em 1999, Christopher mostrou (baseado no trabalho de Singer (9)) que uma in-
tegral primeira Liouvilliana de um campo vetorial polinomial (no plano) estava ligada a

existéncia de um fator integrante Darbouxiano® (veja (10)). Esse resultado foi estendido

9 Uma funcdo de Darboux é uma funcéo da forma e%° [L; pi™, onde os n; sdo constantes, Zy é uma fungao
racional e os p; sdo fungdes polinomiais (nos seus argumentos). Um fator integrante Darbouxiano é
um fator integrante que é, também, uma fungao de Darboux.



20

para mais dimensoes (veja, por exemplo, os trabalhos de J. Llibre e X. Zhang (27, 34, 35))
e foi mostrado que, para campos vetoriais polinomiais em n dimensoes, a existéncia de
(n — 1) integrais primeiras Liouvillianas (IPLs) implicam na existéncia de um multiplica-
dor de Jacobi Darbouxiano (veja (27)). Assim, para 3CVPs (n = 3), duas I[PLs I; e I,
implicam em um multiplicador de Jacobi Darbouxiano J. O uso pratico do multiplicador
de Jacobi é, em geral, o seguinte: a partir do conhecimento de uma das IPLs (suponha
que I; seja conhecida), podemos eliminar uma das varidveis (por exemplo, z) e obter
um sistema reduzido. Assim, se conhecemos um multiplicador de Jacobi J, podemos
construir um fator integrante R para o sistema reduzido: R = J/I;, (U, denota 0,U).
Porém, se 0 3CVP em questao possuir apenas uma IPL I (que ainda nao foi determinada)
o método mencionado nao se aplica e, o que normalmente se faz nesses casos, é buscar
um fator integrante R que permita determinar I. Como o fator integrante R nao é um
multiplicador de Jacobi (no caso tridimensional), nessa tese, o termo fator integrante nao
serd utilizado para designar multiplicadores de Jacobi. Vamos, a seguir, fazer algumas

definicoes e estabelecer uma notacao adequada ao que desenvolvemos neste trabalho.

Considere o sistema dinamico polinomial abaixo

T = F(z,y,2)
y=Glz,y,2) (9)
z=H(z,y,z),

onde F, G, H sao polinémios coprimos em C|z, ¥, z]. Uma integral primeira I do sistema

(9) é uma fungao de (z,y, z) cujo valor é constante sobre todas as solugoes de (9).

Definigao 1.4. Seja L uma extensao Liouvilliana do corpo de fungoes racionais C(z,y, z).
A funcao I(x,y, z) € L € dita ser uma integral primeira Liouvilliana (IPL) do sistema
(9) se X(I) =0, onde X = F 0,+G 0,+ H 0, é o campo vetorial associado ao sistema
diferencial (9).

Defini¢ao 1.5. Seja p(x,yz) € Clz,y,z]. O polinémio p é dito ser um polinébmio de
Darboux do campo vetorial X se X(p) = qp, onde q é um polinémio em Clx,y, z| o qual

¢ chamado de cofator de p.

Defini¢ao 1.6. Seja I(z,y,z) uma IPL do sistema (9) e considere que suas derivadas

podem ser escritas como

I, = RP, (11)
I, = RN, (12)

onde R € uma fungao Liowvilliana de (z,y,z) e Q, P, N sao polinémios coprimos em
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Clx,y,z|. Entdo dizemos que I é um membro do conjunto Ls e que R é um fator

integrante associado a integral primeira Liouvilliana 1.

Definigao 1.7. Seja J(z,y,z) uma funcio Liouvilliana tal que'® (V,JX) = 0 (i.e.,
Ox(J F) 4+ 0y(JG) + 0.(JH) = 0). Dizemos que J é um multiplicador de Jacobi

Liouvilliano do sistema (9).

Definigao 1.8. Seja I € Lg uma integral primeira do sistema (9) e que suas derivadas
sejam escritas como em (10,11,12). O campo vetorial I definido por I = Q 0,+P 0,+N 0,

serd chamado campo vetorial associado a integral primeira I.

Definicao 1.9. Seja v uma 1-forma polinomial definida por v = Qdx + Pdy + N dz
onde Q, P, N sao polinomios coprimos em Clz,y,z]. A func¢io R é dita ser um fator

integrante para a 1-forma v se a 1-forma R~ for exata.

Alguns comentarios:

Observacgao 1.6. Se o sistema (9) apresenta uma integral primeira Liouvilliana I como
descrita na definigao 1.6 (isto é, I € Lg), entdo a func¢ao R, que é um fator integrante para

(9) associado com I, € também um fator integrante para a 1-formay = Q dz+ P dy+ N dz.

Observacao 1.7. Um multiplicador de Jacobi J do sistema (9) € comumente chamado

de fator integrante. Isto, provavelmente, se deve a dois fatos:

1. Para duas dimensao (n = 2), ou seja, para campos vetoriais polinomiais no plano,
um multiplicador de Jacobi J também € um fator integrante (do tipo descrito na

observagao (1.6)).

2. Para dimensoes n > 3, um multiplicador de Jacobi J estd diretamente associado ao
fator integrante do sistema reduzido (obtido apds usar os n — 2 integrais primeiras
conhecidas - veja (36) para uma descri¢ao detalhada do processo). Além disso, para
tornar as coisas ainda mais confusas, o fator integrante do sistema reduzido (n = 2)

¢ um multiplicador de Jacobi (conforme observado no item 1 desta observagdo).
Portanto, a fim de evitar termos ambiguos, neste trabalho usaremos o termo fator inte-

grante para denotar fatores integrantes do tipo descrito na defini¢ao 1.6.

Observagao 1.8. O campo vetorial X associado com o sistema (9) é chamado também

de operador de Darboux associado com (9).

10 No que se segue, os operadores V(.), (V,.), V A. significam grad, div, rot, respectivamente.
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Observagao 1.9. Se I € Lg é uma integral primeira do sistema (9) escrita como na
defini¢ao 1.6, entao a condi¢io X(I) =0 € equivalente a (X,3) = FQ+GP+ HN = 0.

Observacao 1.10. Em principio, para determinar uma integral primeira I, precisariamos
determinar o fator integrante R e os polinomios (), P, N. Porém, como veremos, se pu-
dermos calcular dois polinomios do conjunto @), P, N, teremos a nossa disposi¢ao outras
maneiras de determinar a integral primeira I. Uma delas é encontrar uma integral pri-
meira Liouvilliana de um campo vetorial polinomial no plano (2D) ‘associado’ ao sistema
(9) através de I.

Observacao 1.11. Um dos campos vetoriais polinomiais 2D ‘associados’ ao sistema (9)
(referido na observagio acima) estd diretamente relacionado o 1EDO racional (8) (veja

o teorema 1.6 acima). A representa¢ao que usaremos € bem mais clara que a usada em

(1).

A seguir, mostraremos como construir um campo vetorial polinomial 2D (2CVP)

que “compartilha” a integral primeira Liouvilliana I com o campo vetorial X.

1.3 Campos vetoriais polinomiais no plano associados com X

Lema 1.1. Seja I € Lg uma integral primeira do sistema (9) escrita como na defini¢do
1.6 e seja T o campo vetorial associado a I. Entao, o campo vetorial definido por £ = VAT
obedece a condi¢ao (£,T) = 0.

Prova. Da hipotese do teorema I, = RQ, I, = RP, I, = RN. Entao, podemos escrever

J como % que leva a

Logo, (£,7) = (V (%) AV(I), ¥> =0. O

Lema 1.2. Seja I € Lg uma integral primeira Liouwvilliana do sistema (9) e sejam X, J

e £ campos vetoriais polinomiais definidos como acima. Entio X N £ = @ J.

Prova. Do lema 1.1 temos que £ = V () A V(I). Entao ™

11 Usando a identidade A A (BAC) = (A,C) B — (A, B) C.
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XNLE=XN(V(§)AVU))=(X,VU)) V(F)— (X, V() V().

——
x(I)
Como X(I) =0, XA L= —(X,- Yy y(r)= XD YD _ 2B 5

Agora, podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 1.7. Seja I € Lg uma integral primeira do sistema (9) e sejam X, J e £ campos
vetoriais polinomiais definidos como acima. Entao, para os campos vetoriais polinomiais
no plano definidos por X, = N0, — P0,, X, = -NO, + Q0,, X3 = P0, — Q0,, as

sequintes afirmacoes sao vdlidas:
(a) X1(I) = X5(1) = X5(1) = 0,
(b) 2P = (VX)) = —(£,0,), (i €{1,2,3}).
Prova. A afirmagao (a) segue diretamente da definicao:

X(I)=No,(I)—P0,I)=NRP—-PRN=0;
X2(I)=—-N0.(I)+Q0.(I)=—NRQ+QRN =0;
X3(I)=P0,(I)—-Q0,([)=PRQ—-QRP=0.

):

Agora vamos provar (b): temos que

z
VAVI)=VARI)=| 0, 9, 0, |=0. (13)
RQ RP RN

Isso implica em

Jy(RN)—0,(RP) =R, N+RN,—R,P—RP,=0 = X(R)+R(N,—P,) =0,
0,(RP)-0,(RQ) =R,P+RP,—R,Q—RQ,=0 = X3(R)+R(P,—Q,) =0.

Da definigao de £ e X;, temos

£ =VAI=(N,—P,)0,+(Q, — N;) 0y + (P — Qy) 0,

Xy =N0o,—P0, = (V,X1)=N,— P, =(£,0,),

Xo =—-N0O,+Q0. = (V,X3) =Q.— N, =(£,0,),

X3 =P0,—Q0, = (V.X3)=PFP,—Q,=(£,0,).

Substituindo essas defini¢bes nas equagoes obtidas a partir da identidade V A V(I) = 0,
a afirmagao (b) segue diretamente. O

Algumas observagoes:
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Observacao 1.12. Como (X,3) = FQ+GP + HN = 0, a partir de qualquer par de

polinémios no conjunto {Q, P, N}, podemos obter o terceiro.

Observagao 1.13. XA £ = @3 = @ € Clx,y, z].

Observacao 1.14. (X,7)=(£,7) =0 = ([X,£],J)=0.

Observacao 1.15. Observe que os campos vetoriais associados X; sao 2CVPs e apre-
sentam uwma integral primeira Liouwvilliana I (que é a mesma IPL admitida pelo campo
vetorial X). Portanto, pelos resultados de Singer (9) e Christopher (10), eles apresentam

um fator integrante Darbouziano.

Observagao 1.16. Devido ao fato de que os campos vetoriais polinomiais X1, Xo, X3 tém
I como uma primeira integral Liouvilliana, podemos considerar o cdlculo desta integral

primeira I a partir do conhecimento de um desses campos vetoriais.

Defini¢ao 1.10. Seja I € Lg uma integral primeira do sistema (9). Entdo, as fungoes
definidas por Sy, = P;/P; (onde P, =Q, P, =P, Ps=N,,4,5,k=1,---,3 andi < j)

sao chamadas fungoes-S associadas ao campo vetorial X através da integral primeira I.

Desenvolvendo o que foi apontado nas observacoes 1.15 e 1.16, podemos inferir os seguintes

resultados:

Teorema 1.8. Seja I € Lg uma integral primeira do sistema (9). Entdo o SCVP X tem

um fator integrante Darbouxiano.

Prova. O caminho seguido para demonstrar este teorema vem dos resultados de Singer e
Christopher (SC) para campos vetoriais polinomiais no plano'?: A ewisténcia de uma in-
tegral primeira Liouwvilliana admitida por um campo vetorial polinomial (no plano) implica

na existéncia de um fator integrante Darbouxiano.

Da hipétese do teorema (I € Lg) e da afirmacao (b) do teorema 1.7 (@ =—(V.X)))
segue diretamente que existem campos vetoriais polinomiais no plano (X, X5, X3) admi-
tindo R (um fator de integrante do campo vetorial X) como fator integrante. Usando o
resultado SC, temos que os campos vetoriais X; (para qualquer i € {1,2,3}) admitem
funcoes de Darboux R; como fatores integrantes. Logo, eles podem ser escritos como
R, = Fi(I) R, onde F;(I) sao fungoes da integral primeira I. Portanto, os R; também sao
fatores integrantes do campo vetorial X. Como cada R; é um fator integrante Darbouxi-

ano (em um dos pares (z,y), (z,2) ou (y, z)) e todos sao fatores integrantes para o campo

12 Veja (9) e (10).
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vetorial X, entdo R; = F;;(I) R;, onde F;;(I) sao fungdes da integral primeira /. Isso

implica que: ou existe uma integral primeira Darbouxiana (uma vez que F;;(I) = % ) ou
J
um fator integrante Darbouxiano (no caso em que F;;(I) = k;j, ou seja, R; = k;; R; onde

ki; sdo constantes) para o campo vetorial X. O

1.4 Possiveis algoritmos para determinar integrais primeiras

O teorema 1.8 aponta possiveis estratégias para determinar uma integral primeira
Liouvilliana para o sistema (9), devido a existéncia de um fator integrante de Dar-
boux. Mostraremos (na presente segao) que as condigdes que os polinomios {Q, P, N}
devem satisfazer podem ser escritas como equagoes diferenciais parciais de primeira or-
dem (1EDPs). Essas 1EDPs serdo a base para os nossos métodos. A primeira delas é

construida de forma semelhante & apresentada em (15) e, a seguir, iremos estabelecé-la.

1.4.1 Procedimento 1: Determinando um fator integrante

Vmos comegar com o lema 1.2 (junto com a observacao 1.13) para obter:

Teorema 1.9. Seja I € Lg uma integral primeira do sistema (9) escrita como na defini¢ao
1.6 e seja X o campo vetorial associado ao sistema. Entao, os polinomios P e N

obedecem as sequintes 1EDPs:

P%+Fay<%> P+Fay(%) N+X(P)=0, (14)
N%FHF@(%) P+F82(%> N +X(N)=0. (15)

Prova. Para evitar calculos desnecessarios, indicaremos apenas o processo de obtencao
do resultado desejado: A partir das hipdteses do teorema temos que (X,7) = FQ +
GP+ HN = 0. Resolvendo a equacao F(Q+ G P + HN = 0 para o polinomio @ e
substituindo o resultado na equacao vetorial X A £ = @ J (lema 1.2), obtemos (para
os componentes y e z, apés reorganizar os termos) as condigoes expressas pelas 1EDPs

(14,15) para os polinémios P e N. O

Observacao 1.17. A condicdo expressa pela equacao que resulta da componente x €

dependente das equagoes (14,15).
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Observacao 1.18. FEzistem condi¢oes andlogas para os outros dois pares {Q,N} e
{Q, P} que resultam da resolugio da equag¢ao FFQQ+G P+ HN =0 para P e N, respec-

tivamente, e da substituicao dos resultados na equacao X N\ £ = @ J. Esses pares de
equacoes sao:
X (R) F H B
R G@x(a)Q+G8m(5> N+X(Q)=0, (16)
X(R) r i) _
7 \g) @G5 ) N+E(N) =0, (17)
e
X(R F G
Q ](%>—|-H0( )Q—i—F@( )P—I—%(Q):O, (18)
PXE%R)-FHa <F)Q+Fa <G)P+3€(P):0. (19)

Observacao 1.19. Uma vez que o fator integrante R € um fator integrante de Darboux

(ou seja, R = exp(Zy) [, pi™, onde Zy = A/B e A, B sao polinomios coprimos) e % é

um polinémio, isso implica que p; e B sao polinémios de Darboux de X (Para uma prova,
consulte (14, 15) ).

(R
Usando a estrutura de R, podemos escrever % €como

X(R) _ X(e? L pi™) _x (%) +Zni :{(pz)’ (20)

R €Z0 Hz pini i

qi

onde o0s ¢; sao os cofatores dos polindémios de Darboux p;. Substituindo (20) nas equagoes

(14,15) e multiplicando ambas as equagoes por B, teremos

P(%(A)—Ax(f) +anzqz> +B(Fa (G>P+F8 (%)NHE(P)) =0, (21)

N(SE(A) A@—i—BanqZ)—i—B(Fa (G)P+Fa (%)NJr%(N))_O. (22)

Como B é um polinomio de Darboux de X, podemos escrevé-lo como Zj py,™, onde
py; sao polinomios de Darboux irredutiveis e os m; sao inteiros positivos. Usando este
conhecimento nas equagoes (21,22), podemos construir um possivel (semi) algoritmo para

determinar um fator integrante R para o sistema (9):

Procedimento 1 (esbogo): (Pro;)
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1. Calcule os polinomios de Darboux p; de X (o 3CVP associado ao sistema (9)) até

um certo grau.

2. Defina o grau (inicial) para os polinomios A e B. Construa um polinomio A, com
coeficientes indeterminados e um polindmio B, com os polinomios de Darboux p;
encontrados na etapa anterior. Observe que, apds definir o grau (inicial) de B,
ficamos com um conjunto finito de possibilidades {{m;}1, {m;}2, -+, {m;}x} para

os Inteiros m;.

3. Defina os graus (iniciais) para os polinémios (), P e N. Construa os polinomios Q..,
P. e N, com coeficientes indeterminados e substitua na equacao FFQ+G P+ H N =
0. Colete a equagao polinomial resultante nas varidveis (x, y, z) obtendo um conjunto
de equacoes lineares para os coeficientes indeterminados. Resolva este conjunto de

equacoes e substitua a solucao nos candidatos )., P. e N.,.

4. Para cada conjunto possivel de {m;}, substitua os candidatos em uma das equagoes
de base ((21) ou (22)) e colete a equagao polinomial resultante nas varidveis (z, y, z)
obtendo um conjunto de equagoes para os coeficientes indeterminados. Tente resol-
ver este conjunto de equagoes. Se uma solucao for encontrada, construa um fator
integrante R e determine as derivadas I, = RQ, I, = RP,I, = RN de uma

integral primeira I .
5. De I, I, I,, calcule uma integral primeira / por quadraturas.

Observagao 1.20. Os Termos P(%(A)—A@—FBZW qz-> e N(%(A)—A@ +B> n; qi>
presente nas equagoes (21,22) dao origem a mondémios quadrdticos nos coeficientes inde-
terminados. As equagdes para os coeficientes podem se tornar (na prdtica) muito dificeis
de resolver (computacionalmente falando). Podemos usar o fato de que X (%) ¢ um po-
linomio para determinar os coeficientes do candidato A. antes de substitui-lo nas equagoes
(21,22). Isso divide o problema de resolver o sistema algébrico para coeficientes em duas
partes, uma das quais € linear. Portanto, podemos melhorar muito nosso algoritmo adi-
cionando a sequinte etapa entre as etapas 2 e 3:

FEtapa intermediaria - Construa um polinomio P com coeficientes indeterminados. Para

X(Bc)
Bc

(x,y,z) obtendo um conjunto de equagoes para os coeficientes indeterminados (que € li-

cada conjunto possivel de {m;}, colete a equagio X(A.)— A, — B.P = 0 nas varidveis

near). Tente resolver este conjunto de equagoes. Se uma solugao for encontrada, podemos

determinar um candidato A, (para este conjunto particular {m;}).

Vamos ver este procedimento na pratica:

Exemplo 1.1. — Considere o sistema representado pelo campo vetorial

X = (2% —yr® +222)0, + (—22%y° + 29°2 + 29)0, + (22%y%z + 22y + 22%)0.. (23)
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Passo 1 — Calcule os polinomios de Darboux (PDs) de X: Até o grau 3, os PDs
encontrados sdo p; = ¥, po = y e p3 = 2%y — z, e os respectivos cofatores sao

=22 -2y +2z @ =-22"+2yz+2eq =22y +2z.

3

Passo 2 — Para grau 3, os conjuntos possiveis para o polinémio B sao z° — {m; =
3,my =0,m3 =0}, 2% — {my =2, my=1,m3=0}, 29> = {my =1, my =
2,mg=0}y> = {m =0, me=3mg=0} 2%y —2 = {m; =0, my =0, m3 =

1}.13

Passo intermedidrio — Para B = 2%y — z, podemos fazer A = constante =1, P = 2.

Passos 3 e 4 — Para os graus 7, 8, e 5 para os polinomios ), P e N, podemos obter:

Q=-2vy%x (x2y2 —yz — 1) , (24)

P = —ahy3 + o'y? + 0y — 22%yz + 2Py + 22 (25)

N =y (% —yz - 1), (26)
e(x2y7Z)71

RS0 (27)
(z%y —2)"y

e Passo 5 — Finalmente, podemos obter

[= # + B (1, — (a%y - z)_1> (28)

Observacao 1.21. A obtencdo do polinomio de Darboux ps = x>y — z no passo 1 e o
passo 4 sao de longe os processos mais custosos (do ponto de vista computacional) do

procedimento como um todo. Discutiremos o tempo de CPU e o uso da memoria do

computador no capitulo 5.

Observagao 1.22. O tempo gasto no passo 4 (ao resolver para os coeficientes) depois de
substituir os candidatos em uma das equagoes de base ((21) ou (22)) nao depende (neste
exemplo particular) de qual equagdo base usamos (o tempo de CPU e o uso de memdria

sao praticamente os mesmos nos dois casos).

13 Para os graus 1 e 2 nenhuma solucdo foi encontrada.
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1.4.2 Procedimento 2: Calculando X;

A outra maneira (citada acima) de calcular uma primeira integral para um 3CVP
é usar o fato expresso no teorema 1.7, ou seja, que os campos vetoriais associados X;
compartilham a integral primeira I do sistema (9) com X. Para fazer isso, podemos usar
as equacoes (X,J) = (£,7) = 0 para obter os polinémios @}, P e N. A partir deles,
podemos construir os campos vetoriais associados X; e usar um deles para construir a
integral primeira I usando, por exemplo, o método da fungao-S (veja (3)), onde podemos
encontrar a integral primeira / de X construindo uma integral primeira para um dos

2CVPs X;. Entao, comecamos com o resultado:

Teorema 1.10. Seja I € Lg uma integral primeira do sistema (9) de modo que suas
derivadas sejam escritas como em (10, 11, 12) e seja X o campo vetorial associado ao

sistema. Entdo, os polinomios @, P, N obedecem as sequintes 1EDPs:

()= na) (' (002) () () mo(3).

onde Ple,PQIP,P3:N, Fle,FQZG,F3:H, &-E%,xl:x,m:y,

7

3 =z, e (i,7,k) € qualquer permuta¢do do conjunto {1,2,3}.

Prova. A partir das hip6teses do teorema, temos que (X,7J) = (£,7) = 0, (onde £ =

V A J). Essas condigbes implicam nas seguintes equagoes:

Q2

(X,3) = FQ+GP+HN =0,

2

Como na prova do teorema 1.9 (para evitar cdlculos desnecessarios), indicamos apenas o
caminho: resolvemos a equacgao F'QQ+G P+ H N = 0 para um dos polinomios ), P, N e
substituimos a solugao na equacao (N,—P,) Q+(Q.—N,) P+(P,—Q,) N = 0. Obtemos
(dependendo de qual polindémio escolhermos) as condigdes expressas pelas 1IEDPs (29)

para as outras duas fungoes polinomiais. O

Como as equagoes (29) sao escritas em termos de apenas um par de polindémios, podemos
usa-los diretamente para construir um algoritmo para determinar os campos vetoriais

associados. Um possivel algoritmo seria:

Procedimento 2 (esbogo): (Pros)

1. Defina o grau (inicial) para os polinomios P; e P;. Construa dois polinomios
P,. e P;_, com coeficientes indeterminados e substitua-os na equagao (29). Co-
lete a equagao polinomial resultante nas varidveis (z,y,z) obtendo um conjunto
de equagoes quadréticas para os coeficientes indeterminados. Resolva este conjunto

de equagoes e substitua a solugao nos candidatos F;. e P;, para obter F; e P;.
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2. Use algum procedimento (o algoritmo Cheéze-Combot (17), o método da funcao-
S (3), etc) para encontrar uma integral primeira Z; para o campo vetorial X; =

P; 0; — P; 0; (onde (i, j, k) é qualquer permutacao do conjunto {1,2,3}).
3. Substitua I = F(xy,Zy) em X(I) =0 para obter a integral primeira I (veja (3)).

Agora, vamos ver como este segundo procedimento se comporta quando aplicado

ao exemplo anterior (exemplo 1.1 — campo vetorial (23)):

e Passo 1 — Para os graus 2 e 0 para os candidatos (). e N, encontramos Q =2xy.
Usando a equacao FF'QQ + G P+ H N = 0 obtemos:

Q = —2y%x (m2y2 —yz — 1) ,
P = —a:4y3 + x4y2 + $2y2z -2 nyz + ny + 22,

N = y(x2y2—yz—1).

e Passo 2 - X; = N0, — P 0,; resolvendo a 1IEDO

dz  aty® —aty® — 2?yPz 4 22%yz — 2y — 2 (30)
dy y(a?y? —yz — 1) ’
(associada com X;) temos
e(zgyfz)71
I=Fi(l,—(z*y—2)"")+ —. (31)

Y

e Passo 3 — Nao precisamos usar esta etapa porque Z = I, ou seja, neste exemplo Z

ja é a integral primeira que estavamos procurando.

Observagao 1.23. As equagoes (29), bem como os pares de equagoes (14, 15), (16, 17)
e (18, 19) sao equagoes quadrdticas nos indeterminados, implicando que as equagoes para
0s coeficientes indeterminados (em cada um dos procedimentos) também sao quadrdticas.
Dessa forma, nenhuma das abordagens tem uma vantagem geral sobre a outra, ou seja,
haverd casos em que um dos métodos sera provavelmente muito mais vantajoso do que o

outro e vice-versa.

Observacao 1.24. Como % = —2uxy, o procedimento encontra QQ/N quase instantane-
amente. O exemplo 1.1 mostra um dos casos descritos na observa¢ao acima: uma das
funcoes-S € muito simples e, portanto, o procedimento 2 leva vantagem em rela¢ao ao
procedimento 1. No capitulo 5 apresentaremos mais alguns casos comparativos e comen-
taremos (brevemente) as possiveis razoes para essas diferencas de desempenho entre os

algoritmos.
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2 1IEDOS COM UMA FUNCAO ELEMENTAR

Neste capitulo, vamos apresentar um caso em que o procedimento 2 (veja se¢ao
1.4.2) pode se tornar muito mais eficiente: 1EDOs que apresentam uma fungao elementar.
Na primeira secao mostraremos uma equivaléncia entre um certo tipo de 1IEDOs e campos
vetoriais polinomiais em trés variaveis. Na segunda, generalizaremos o método construido
em (4) (construiremos uma versao aprimorada do procedimento 2). Na terceira, mostra-
mos que, assim como na tese (4), também para esta generalizagdo que fizemos, podemos

encontrar os campos associados X; linearmente.

Comecamos definindo o tipo de 1IEDO que podemos resolver usando uma asso-

ciagao com um 3CVP.

Definicao 2.1. Considere uma 1EDO que pode ser escrita na forma

,_dy
Y :—:¢($,y,9):

. (32)

onde ¢ € uma funcao racional de (x,y,0), i.e., My, Ny sdo polindmios coprimos em
Clz,y,0]. Além disso, a funcao 0(x,y) estd em uma extensao elementar £ do corpo di-
ferencial C(z,y) tal que a torre definidora'* de £ tem comprimento 1, ou seja, a torre
definidora € C(z,y) = Ky C Ky = €. Suponha ainda que a solu¢ao geral da 1EDO (32)
pode ser escrita (na forma implicita) como I1(x,y,0) = ¢, onde I é uma fun¢do Liouvilli-
ana de (z,y,0) tal que suas derivadas parciais (relacionados as varidveis x, y e ) possam

SET exrpressas como

I, = RP, (34)
I, = RN, (35)

onde R € uma fun¢ao Liouvilliana de (x,y,0) e Q, P, N € Clz,y,0]. Entdo dizemos que
a 1EDO (32) é um membro do conjunto Lg.

Podemos escrever um sistema 2D associado® com a 1EDO (32) como

T = NO(x7ya9)7
(36)
y = MO(:an?e)'

14 Veja a definicao em (9).

15 No sentido de que a funcio Liouvilliana I que representa a solucio geral de (32) é uma integral primeira
para o sistema (36).
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Observacao 2.1. Das condi¢oes da 1EDO (32), i.e, do fato de que as derivadas de I po-
dem ser expressas como (33,34,35) e que as derivadas de 6 estao em &, podemos, a partir
do sistema (36), definir um campo vetorial polinomial tridimensional (3CVP) cuja inte-
gral primeira I(x,y, z) pode ser obtida da integral primeira do sistema (36) simplesmente

substituindo 0 por z .

O processo pode ser descrito pelas seguintes etapas:
1. Calcular o campo vetorial 2D X5 associado com o sistema (36):

Xap = No Oy + My 9,

2. Aplicar X5p na integral primeira I usando a regra da cadeia:
Xop(I) = No0u(1) + Mo 0y(I) = Ny Oy(1)+ No Og(1) 0, + Mo 0y (1) + My 0p(1) 6, = 0

3. Como 6, and 6, sdo fungoes racionais podemos multiplicar a equacao Xop(I) = 0
por'® §y = mme(den(N 6,),den(M 6,)) obtendo

59 %2D<[) — 59N0 ax([) —|— 59M0 3y(I) —|— (59 (Ng 055 —|— MO Gy) (%}([) — 0

4. Defina X = T'(6p Xop), onde T' = {0 = z}, i.e., defina F' = T'(0pNy), G = T'(69M,),
H=T(6y(Nob, +Mob,) e X=F0,+G0,+ HO..

Definicao 2.2. Considere uma 1EDO da forma (32) em Lg. Dizemos que o campo
vetorial polinomial 3D definido por X = T(dg Xap) € 0o 3CVP associado a 1EDO (32).

Observacao 2.2. Observe que, pela forma como foi construido, o campo vetorial X tem,
como integrais primeiras, I(x,y,z) (que, fazendo a substituicao z — 0(x,y) torna-se a
integral primeira de Xop) e z — 0(x,y). Entdo, se pudermos encontrar a IPL I(x,y, z)

para o campo vetorial X, teremos encontrado a IPL de Xop (e, portanto, a solugdo geral

da 1EDO (32)).

A partir da observagao acima (observagao 2.2), podemos inferir que uma maneira
possivel de encontrar uma integral primeira Liouvilliana para o sistema (36) (ou equiva-
lentemente, para determinar uma solugao geral Liouvilliana para uma 1EDO em Lg) é

realizar a seguinte sequéncia de etapas:

16 Onde den significa denominador.
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Procedimento 3 (esboc¢o): (Pros)

1. Determinar o campo vetorial polinomial 3D associado X.
2. Encontrar a integral primeira Liouvilliana usando os algoritmos Pro; ou Pros.
3. Substituir z por (z,y).

Alguns comentérios:

e Para o caso em que o campo vetorial Xyp apresenta uma integral primeira elementar,
o uso do procedimento 1 (Prp;) seria basicamente o método usado por Y.-K. Man
em (37). Nesse caso o procedimento 2 (Pgrps) fornece uma forma alternativa para

calcular a integral primeira.

e No caso onde X,p apresenta uma integral primeira Liouvilliana nao elementar, os
dois algoritmos (Pro; € Pro2) sd@o uma extensdo do procedimento sugerido por
Shtokhamer et al em (38) (veja (37)).

A seguir, vamos mostrar que o procedimento 2 (o caminho que elimina o termo @ das
1EDPs) é a chave para (no caso de campos vetoriais que representam 1EDOs em Lg)
fazermos um aprimoramento do método, aprimoramento este que nos permitird tornar
linear o computo dos campos vetoriais 2D associados. Vamos comecar com o seguinte

exemplo:

Considere a 1EDO dada por

dy e’ ((x2 +2x) (e’”)2 — (22%y + 2% + 4 ay) ® + 2%y? + 2 29% + y)
da ()’ + (=22 — 2y)e* + 92+ y

. (37)

Vamos seguir as etapas do procedimento 3 (Pro3) e usar Pros (na etapa 2) depois de
determinar o 3CVP X associado com a 1EDO (37):

1. X =F0x+ GOy + HOz, onde

F = 22—y 4+ 22y — 22 — v, (38)

G = —z(2%® — 2%z + 2%0" — za® + 22y — dayz +222° +y) (39)

H = z(z22" -y +22y— 2" —y). (40)
2. PRO2:

(a) Para os graus dg =4, dp = 3 e dy = 4, temos:
Q = 2u2(y—2), (41)
P = z2? —y* +2yz— 2% —y, (42)
N = 2% —22%z + 2%2% — 22% + . (43)
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(b) Usando o método da func¢ao-S, obtemos a seguinte integral primeira:

—In(za? —y)z+In(z2? —y)y —1

I = 44
— (44)

3. Substituindo z por 6 (no caso, § = e”) obtemos a solucao geral da 1IEDO (37):
—In(e®2? —y)e” +In(e”a? —y)y -1 _ . (45)

y—et

Observacao 2.3. Comparando as componentes (F,G,H) de X com as componentes
(Q, P,N) de 3, podemos notar que:

H=:F F=P (46)

Ou seja, F' e H so diferem pela varidvel multiplicativa z e, além disso, a sequnda equa¢ao
nos fornece informagoes sobre um dos polinomios (neste caso, P) ligados a derivada da

integral primeira I (lembre que I, = R P) e, em principio, desconhecido.

Observacao 2.4. Se soubéssemos (a priori) que P = F, calcular N (ou Q) usando
o algoritmo Pros seria um processo muito mais eficiente, pois, messe caso, apenas um

dos polinomios (N ou Q) seria desconhecido na equacao base relevante (29) (onde P; =

P7Pj:N OUR:Q,PJZP)

Agora, considere a 1IEDO

dy <(9c4+23:2y—2x2+y2)1n<%)+a:4+23:2y+233y+92>y

= (47)
dz <m5 + 2ty + 223y + 222y? + In (%) ry + xy? + y3 —y2>
e vamos repetir o procedimento que aplicamos ao exemplo anterior:
1. X = FOx + GOy + HOz, onde
F = (2 +a'y+22%y+22%° + oy +ayz +y° — ) o, (48)
G = (2242 +2z22% +22% — 222° + 2y” + 20y + °) ya, (49)
H = — (2" +22%y—22>+y" —y) (zz —y). (50)

2. PROQ:
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(a) Para os graus dg =5, dp =4 e dy = 5 temos que

Q = 2'z+2z20% — 2227 + 2” + 2y, (51)
P = —a*—22% —xz—y* 4y, (52)
N = (49)= (53)

(b) Usando o método da func¢ao-S, obtemos a seguinte integral primeira:
-1
[ = el*+y) (xz —y). (54)

3. Substituindo z por In <"”) temos a solugao geral da 1EDO (47):

Y

Jﬁ+w_10n(§>a»—y)::a (55)

Observacao 2.5. Desta vez, nenhum dos componentes de J é um componente de X. A
diferenca entre os exemplos 1 e 2 reside no fato de que, no exemplo 1, a funcao ele-
mentar presente na 1EDO (37) € uma fungdo de apenas uma das varidveis (e*, neste
caso), enquanto no exemplo 2 a fun¢ao 0 na 1EDO (47) € uma funcao das duas varidveis
(hl(g)y

Na préxima se¢dao, mostraremos que o fato observado (F' = P) na 1EDO (37)
nao é apenas um acaso. Podemos, para uma grande classe de 1EDOs, conhecer um
dos polinomios (@, P, N) antes de usar as equacgoes (29). Este resultado (descrito na
sentenga anterior) nao é uma novidade; ele aparece na tese (4). A novidade é que podemos
generalizar o resultado principal (que mostraremos na segao a seguir) para incluir fungoes

algébricas.

2.1 Um aprimoramento de Py, para uma classe de 1IEDOs

Vamos comecar definindo uma classe de 1EDOs para a qual podemos tornar o

algoritmo Prp, mais eficiente:

Definigao 2.3. Seja ¥y uma 1EDO em Lg e seja 0 = 0(r), onde r € C(x,y). Seja T
a transformagio {u = r(z,y),v = y} (ou {u = x,v = r(z,y)}) e seja T™!' = {x =
ri(u,v),y = v} (resp. TV ={x =u,y = r2(u,v)}) a sua inversa. Se r; estd em C(x,y)

(i =1 ou 2) entdo dizemos que ¥y é um membro do conjunto Ls,.

Observacao 2.6. Se uma 1EDO estd em Lgs,, entao, com uma transformacgao simples,
podemos levd-la em outra 1EDO da mesma classe onde, agora, 8 é uma fun¢ao de apenas

uma das varidveis.
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Agora vamos mostrar que a igualdade F' = P no 1EDO (37) néo é um mero acaso.

Teorema 2.1. Considere uma 1EDO (32) em Ls e seja X seu 3CVP associado. Assuma
também, que os campos vetoriais X e J sao definidos como acima. Entao, as sequintes
afirmacoes sao verdadeiras:

a) Se § =¢e* entio F|P, H=zF e G|(Q+ zN).

b) Se 0 =1In(x) entdo HIP, F=x2H e G|(xQ+ N).

c) Se 0 =¢Y entio G|Q, H=2G e F|(P+ zN).

d) Se 0 =1n(y) entio H|Q, G=yH e F|(yP+ N).

Prova.

a): Se § = e” entao 0, = z e §, = 0 assim
F = Ny(z,y,2), G = My(z,y,z), H=2No(x,y,2). (56)

Temos que X(/)=F 1, +G1,+ HI, = FRQ+ GRP + HRN (por hipétese) = R (F' Q) +
G P+ HN) = 0. Substituindo (56) ae notando que R nao é nulo, podemos escrever
NoQ + My P+ z Ny N = 0 implicando que Ny (Q + z N) = — M, P. Portanto, podemos

escrever

MyP o, No(@+zN) (57

N = —
Q+ = N i

Uma vez que My e Ny sdo coprimos, temos que No|P = F|P e My|(Q +z2N) =
Gl(Q + z N).

b): Se § =In(z) = 6, =1/z e, =0. Temos dois casos:

F =2 Ny(z,y,2), G=xMy(z,y,2), H= No(z,y, 2), (58)
se £ nao é um fator de Ny ou

F = 2" Pol(x,y,2), G = My(z,y,2), H=2"""Pol(x,y,z), (59)

onde Pol = Ny/x™ é um polinémio, n é um inteiro positivo e x e Pol sdo coprimos.
Primeiro caso (z e Ny sdo coprimos): Ny (x Q+N) = —z My P. Portanto, No|P = H|P
e x Mol(zx@Q+ N) = Gl(x@Q+ N).

Segundo caso (x| Ng): 2" 1 Pol (x Q + N) = — My P. Uma vez que My e Ny sdo coprimos,
temos que "' Pol (= H) e My sao coprimos. Portanto, H|P e G|(zQ + N).

c): Se 6 =e¥ entao 0, =0 e 6, = z assim

F = Ny(z,y,2), G= My(z,y,2), H=2zMy(x,y,=z). (60)
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Podemos escrever No@Q + My P + z My N = 0 implicando que Ny @ = —My (P + z N).

Portanto, podemos escrever

No @ andQ:—M. (61)

P N =—
+z M, N

Uma vez que My e Ny sao coprimos, temos que Ny|(P+2zN) = F|(P+zN) e My|Q =
G|Q.
d): Se§ =1In(y) = 6,=0¢e0,=1/y. Temos dois casos:

F = yND(xay7Z>7 G = yMo(.T,y,Z>, H = Mo(l',y,Z), (62)
se y nao ¢ um fator de M, ou
F = Ny(z,y,z), G=y"Pol(x,y,z), H= y”’lpol(x,y, z), (63)

onde Pol = My/y™ é um polinémio, n é um inteiro positivo e y e Pol sdo coprimos.
Primeiro caso (y e My s@o coprimos): Noy Q = —M, (y P+N). Portanto, My|Q = H|Q
e yNo|yP+N) = F|(yP+ N).

Segundo caso (y|My): y" *Pol (y P+ N) = — Ny Q. Uma vez que My e Ny sao coprimos,
temos que y" ' Pol (= H) e Ny sao coprimos. Portanto, H|Q e F|(y P+ N). O

Observacao 2.7. A partir da definicao 2.3 e teorema 2.1 temos que para qualquer 1EDO
€ Ls, podemos realizar uma transformagao de varidvel que leva 0(z,y) em exp(x), In(z),
exp(y) ou In(y). Portanto, para qualquer 1EDO em Ls,, podemos melhorar o algoritmo
Pros (que usa o algoritmo Pros na sequnda etapa), jd que para esta classe precisamos

calcular apenas wm polinomio nas equagoes (29).

O teorema 2.1 foi apresentado em (4). Podemos aprimorar o resultado usando o fato
que 6(z,y) é uma fungao algébrica ou transcedental de uma funcao racional r de (z,y)
cuja inversa ¢ racional. Portanto, podemos usar uma transformagao de coordenadas para
transformar r(x,y) em y ou x e, assim, transformar 6(r(z,y)) em 6(x) ou O(y). Baseado

nesse fato, podemos enunciar o seguinte resultado (que abrange as fungoes algébricas):

Teorema 2.2. Seja ¥y uma 1EDO em Ls e seja X seu 3CVP associado. Considere
também, que os campos vetoriais X e J sao definidos como acima. Entao, existe uma

transformacao de varidveis T elementar (com inversa T~ elementar), tal que para a

Prova.

Das hip6teses do teorema (I € Lg), existe, por defini¢cao, uma transformagcao de varidveis

Ty (com inversa racional) que leva (r(x,y)) em 6(z) ou 6(y). Uma vez que 6 é uma
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funcao elementar, podemos fazer outra transformacao (elementar com inversa elementar)
que leva §(z) ou O(y) em exp(x). Assim, a conclusao segue diretamente da afirmagao (a)

do teorema 2.1. O

Observacao 2.8. F'|P nao implica que F = P, i.e., os polinomios P e Q + z N podem
ter um fator em comum. No entanto, com uma simples mudanca de varidveis podemos
determinar um possivel fator multiplicativo polinomial, uma vez que o fator comum nao
pode ser comum aos trés polinomios QQ, P e N. O fator comum € construido a partir de
uma soma de polinomios (dada por Q+z N ) que nao se transforma diretamente por uma
mudanca de varidveis. Mais claramente, se fizermos uma transformacao de varidveis T
o0 polinémio Qy,. que corresponde ao novo (Q nao serd T(Q), pois, uma vez que I, = RQ,

temos que Iy, = T(I), implicando em:

u=u(z,vy,2) r = x(u,v,w)
T=1< v=uv(x,y,z2) T7'=¢ y= y(u, v, w) (64)
w=w(z,y,z), z = z(u,v,w).
Logo
ou ou ou ou ou
L = L2+ v RO 4 RPE  RNZ = R, O,
u zax—l- yay—l- e RQ —I—R 8y+R o Ry Qy (65)
ov 81} 8 ov ov
I, = I, I L rRPY A RNE =R, P
v 8 + i a a RQ R a R az Rt’l" t’/‘) (66)
ow ow ov ow ow ow
I, = I,—+1,—+1.— = — P— N — = N,
v x8x+ y8y+ * 0z RQ@x+R 8y+R 0z Far Nir- (67)

Dessa maneira, uma transformacdao simples deve servir para a maioria dos casos.

Observacao 2.9. Em relagao a observagao anterior (obs. 2.8): “uma transformagdao
simples deve servir para a maioria dos casos” — se uma particular transformac¢ao ndo
resolver, entdo qualquer outra (também muito simples) deve fazer o trabalho. Isso nos
permite gerar um algoritmo probabilistico: se uma dada transformac¢ao nao resultar uma

outra bastante simples deve bastar.

Observagao 2.10. Ainda em relagao a observacao 2.8, a unica exce¢do € o caso em que
a varidvel z € um fator de P e @, pois nesse caso os polinomios P e Q4+ z N tém o fator

Z em comum.

Procedimento 3.1 (esbogo): (Pros.1)

Passos:

1. Use uma transformagao de variavel T' para obter uma 1EDO;, tal que § = exp(z).
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2. Construa o campo vetorial X associado a 1EDOy,., onde F' = Ny(z,y,2), G =
MO(J:?y:Z)) H= ZN0<m7y72)7

3. Escolha P = Ny ou P = z Ny e construa um candidato polinomial POL em (z,y, z)
com coeficientes arbitrarios e substitua-o na equacao (29). Colete a equagao poli-
nomial resultante em (z,y, z) obtendo um sistema (quadratico) para os coeficientes

de Pol. Resolva o sistema quadratico para os coeficientes indeterminados.

4. A partir da solugao, obtenha os 2CVPs associados e calcule (com algum método) a

integral primeira I.

5. Aplique a transformagao inversa T~1(I) para obter a solugao geral do 1EDO original.

Observacgao 2.11. O procedimento Pros; (descrito acima) € apenas uma maneira possivel
de implementar um algoritmo para gerar uma melhoria no procedimento 3. Poderiamos,
por exemplo, transformar a fungao 6 em exp(y) em vez de exp(x). O principal ponto
a enfatizar € que, qualquer que seja a escolha do 6 transformado, estaremos procurando
apenas 1 e nao 2 polinomios. Fssa diferenca se traduz em uma diminuicdo exponencial
no tempo de CPU gasto e na quantidade de memdria RAM utilizada no processo (consulte

o capitulo 5).

Counsidere a 1IEDO

dy (( v)? gt 4 2e¥ad — daeVy — 2y + yH)y (68)
dv g ((ey)2 aty + evady — 3x2evy? — evad + a2evy — ay?® + 3 + ay) '
Agora, vamos aplicar os procedimentos Pros € Prosi:
Pros:
1. X = Fox + GOy + HOz, onde
F = =z (z2x4y + 22’y — 322y — i+ 2%y — xyt + 7 + :Ey) , (69)
G = -y +22% — 42”2y — 22y + ), (70)
H = —yz ($422 + 2232 — 42’2y — 22y + yQ) . (71)
2. PRO2:
(a) Para os graus dg = 8, dp = 6 e dy = 8 teremos:
Q = yz (:L‘422 +22%2 — 42’2y — 22y + y7) (72)
P = —a*z (22 —z2y —y), (73)

N = z(z*2”+2°2 =322y — 2y +v°) . (74)
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(b) Usando o método da func¢ao-S, obtemos a seguinte integral primeira:

I:xzexp( 7 )+E¢ (1,— 7 ) (75)
za? —y za? —y
3. Substituindo z por #(z,y) obtemos, finalmente, a solu¢ao geral da 1IEDO (68):
Y - Y
xe? exp <ZQ}2 — y) + B (1, —m) = C. (76)

Pros1:

1. A mudanga de varidveis dada por {x = y,y = x} transformam a 1EDO (68) na
1EDO

dy Yy ((ex)Z yiz + e®ydx — 3yPe”x?® — "3 4 yPefr — yr? + 23 + xy)

ha AN : 7

dz x ((e””)2 yr +2e%y3 — 4y2er — 2xy + :Jc2) (77)
2. %ﬁ« = Ftrax + thﬁy + Ht»,«aZ, onde

F, = (Y —day’z+220° +2° — 2ay) «, (78)

Gy = —vy (xy422 —32%2* + Pz + ayty — 2P + 2P —ya® + xy) ) (79)

Hy, = z(2y' —day’z+220° +2° — 2ay) . (80)
3. Escolhendo P, = z F},, teremos:

Qw = vz (yze —y’z+x), (81)

P, = z(2Py' —day’z+ 220" + 27 — 2ay) x, (82)

Ny = (2%y' = 3zy’z + 2° + 2 — ay) ay. (83)

4. Da etapa 3, obtemos a seguinte primeira integral:

I, = yz exp( 5 : )—i—Ez’ (1,—+>. (84)
Yz —x ylz—u

5. Usuando a transformagao inversa {x = y,y = x} e substituindo z por 0(x,y) obte-

mos, a solugao geral da 1EDO original.
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Observagao 2.12. Em um teste de implementacdo usando o Maple'”, a 1EDO (68) foi
resolvida por Pros gastando 15,3 sequndos de tempo de CPU (e usando aprorimadamente
216 Mb de memdria RAM). O algoritmo Pros, fez o trabalho em 0,1 sequndos (usando

aprozimadamente 4 Mb de memdria RAM)'® .

Observacao 2.13. Para esta 1EDO (68), caimos no referido caso da observagao 2.10,

ou seja, Py, = z Fy,.

2.2 Calculando (@, P, N) linearmente

Nesta segao, mostraremos que podemos tirar mais proveito da classe de campos
vetoriais polinomiais associados a 1EDOs em Ls,. Comecamos chamando a atencao
para o fato de que cada 1EDO desta classe pode ser colocada em uma forma ‘canonica’
onde # = exp(x). Portanto, pelo teorema 2.1, o 3CVP associado serda dado por X =
Pox + GOy + 2P0z ou X = (P/z)0x + GOy + POz (ver observacao 2.8). Agora,
olhando para as equagdes (29) e escolhendo a configuragao adequada (k =2,i =3,j = 1),

obtemos

Q) _ F\ (@) G F\\ (@ G
2(#)-waln) (7)o (0(5) (7)) (7)-#o(z)
Como F'= P (ou F = P/z) e H = zF (resp. H = P), o termo que multiplica (%)2 é

9y (%) = 9,(2) = 0. Portanto, a equagao (85) se torna:

£(3)-:ra(9) (9)-+ra(5)

Observacao 2.14. A equacao (86) € linear em @ e, além disso, todos os outros po-
linémios presentes (incluindo P) sdo conhecidos. Portanto, a equagdo é linear em todos

0s coeficientes desconhecidos.

A observacao acima nos aponta para um possivel procedimento linear para determinar os

campos vetoriais 2D associados X;. A equagdo (86) pode ser escrita como

PQ,+GQ,+ 2PQ,+ (-P.z—G,— P,)Q —GP, +G, P =0, (87)

17 Maple é um sistema de dlgebra computacional de uso geral (CAS), ou seja, uma plataforma para
célculos simbdlicos e, ao mesmo tempo, uma linguagem de programagao. Os principais CAS de
propdsito geral sdo Axiom, Maxima, Magma, Maple, Mathematica e SageMath.

18 Apresentamos mais algumas informacoes deste tipo no capitulo 5.
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e usada como base para o método.
Procedimento 3.2 (esbogo): (Pros.s)

Etapas: O procedimento 3.2 é idéntico ao procedimento 3.1 em todas as etapas, a menos

da etapa 3 que sera substituida por:

e Escolha P = F ou P = z F e construa um candidato polinomial Py, em (z,y, 2)
com coeficientes arbitrarios. Substitua-o na equagao (87). Colete a equagao polino-
mial resultante em (z,y, z) obtendo um sistema linear para os coeficientes de Ppy.

Resolva o sistema linear para os coeficientes indeterminados.
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3 2EDOS RACIONAIS

Neste capitulo, mostramos como melhoramos a técnica desenvolvida em (3) para

encontrar uma integral primeira Liouvilliana de uma 2EDO racional.

Definicao 3.1. Considere a 2EDO racional dada por

Mo(z,y,y')

! / 1

y =0z, y.y) = , 88
( ) No(l',y,y/) ( )
onde ¢ é uma fun¢ao racional de (x,y,y’), i.e., My, Ny sdo polindmios coprimos em
Clx,y,y']; além disso, y = d—g ey’ = le—zi. Suponha ainda que uma integral primeira da

2EDO (88) pode ser escrita como I(z,y,y'), onde I é uma fun¢do Liouvilliana de (z,y,y)

tal que suas derivadas parciais (relacionadas as varidveis x, y e y') possam ser expressas

como
I, = RP, (90)
I, = RN, (91)

onde R é uma funcao Liouwvilliana de (x,y,y') e Q, P, N € C[x,y,y']. Entao dizemos que
a 2EDO (88) é um membro do conjunto Lgy.

Sobre as solugdes de (88), a derivada total % ¢ equivalente ao operador D, = 0, + 20, +

¢ 0,. Portanto, para obter um 3CVP, basta multiplicar D, por Nj.

Defini¢ao 3.2. Considere uma 2EDO racional escrita como em (88) e seja X o 3CVP
definido por X = Ny(x,y, 2) 0y +2 No(x,y, 2) Oy+ Mo(z,y, 2) 0,. Dizemos que X € o 3CVP
associado com a 2EDO (88).

Observacgao 3.1. Claramente, se I(z,y,y’) € uma integral primeira da 2EDO (88) entdo

I(x,y,z) € uma integral primeira do vetor campo X (uma vez que X = NoD,).

O campo vetorial X associado a um 2EDO racional que tem uma integral pri-
meira Liouvilliana carrega (como no caso de 1IEDOs com uma funcdo elementar) mais
informagoes do que o caso geral: temos (antecipadamente) conhecimento da componente
N do campo vetorial J. Desta forma, as equagoes (29) para os pares (P,N) e (Q,N)
se tornam condigoes para apenas um polinomio desconhecido. Veremos que, como con-
sequéncia, o procedimento para determinar os campos vetoriais 2D associados (X;) se

torna um algoritmo completo.

Teorema 3.1. Seja ¥ uma 2EDO (88) em Lp; e seja X seu S3CVP associado. Além

disso, suponha que o campo vetorial J seja definido como acima. Se N e QQ + z P sao
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polinémios coprimos, entdo o cdlculo dos campos vetoriais 2D associados (X;) se torna

um algoritmo completo.

Prova. A partir das hipdteses do teorema (¥ € Lr;, N e Q + z P sao coprimos) 9,
apresenta uma integral primeira Liouvilliana [ e, além disso, a 2EDO 95 pode ser escrita

como
) = L+ 21, _ Q+zP

I, N
implicando que My = —(Q + z2P) e Ny = N. Escolhendo i = 1, j = 2, k = 3 em (29)

temos

2(w) e () () +0 (() - (5) (7)),

levando a X (P) = P>+ (N, 4z Ny,+M,) P+M N,—M,N, (N = Ny, M = M,). Isolando

P? no lado esquerdo, temos

P*=NP,+z2NP,+MP,— (N, +zN,+ M,)P— MN, + M,N. (92)

O grau do termo P? no lado esquerdo da equacgio (92) é 2degp (uma vez que o termo
¢ um quadrado). Os graus (méximos) dos seguintes termos (no lado direito) sao, res-
pectivamente, degp + degy — 1, degp + degyn, degp + degyr — 1, degp + degn — 1, degp +
degn, degp + degy; — 1, degys + degy — 1, degyy + degy — 1.

Existem, portanto, quatro casos distintos:

caso 1: degp < degn — 1;
caso 2: degp < degy;

caso 3: degp < degy — 1;

< degys + degy — 1

- 2

O caso 1 implica o caso 2 e os casos 2 e 3 (combinados) implicam o caso 4. Portanto,

caso 4: degp

se degy > degy + 1 entao degp < degpr — 1, caso contrario, se degy < degy + 1 entao
degp < degy. Em ambos os casos, o grau de P (degp) tem um limite superior e, portanto,

o procedimento termina. O

Corolario 3.1. Seja ¥ uma 2EDO (83) em Lp; e seja X seu 3CVP associado. Além

disso, assuma que o campo vetorial I € definido como acima e que N e QQ + z P sao
X(R)

polinémios coprimos. Se R ¢ um fator integrante para X entio =z> = —((V,X) + P).

Prova. Das hipéteses (V9 € Lpr, N e Q+ z P sao coprimos) temos que My = —(Q + z P)

e Ng = N. Do lema 1.2, temos que X A £ = @3. Assim, a terceira componente
. e X(R X(R
desta equagdo vetorial implica que F (—N, + Q,) — G(N, — P,) = % N = % =

—N, —2N,+Q,+ 2P, =—-N, — 2N, — My, — P. O



45

Procedimento 4 (esboc¢o): (Proy)

Etapas:

1. Construa o campo vetorial X associado a 2EDO (88), onde F' = Ny(z,y,z), G =
2z No(z,y,2), H= My(z,y, z),

2. Escolha N = Nj e construa um candidato polinomial P, de grau dp = max{dy;, —

1,dn,} em (2,9, z) com coeficientes indeterminados.

3. Substitua P = P, na equagao P> =NP,+zNP,+M P, — (N, +2zN,+ M,) P —
M N, + M,N. Colete a equagao polinomial resultante em (z,y,z) obtendo um

sistema (quadrédtico) para os coeficientes de P..

4. Resolva o sistema quadratico para os coeficientes indeterminados. Substitua a

solugao em P, obtendo P.
5. Substitua P na equagao My = —(Q + z P) para obter Q.

6. De posse dos 2CVPs associados, calcule (com algum método) a integral primeira 1.

Observacao 3.2. Se N e Q + z P tém um fator polinomial comum, podemos encontrd-lo
simplesmente fazendo uma transformagao simples ({x = y,y = x}, por exemplo, por uma

razdo andloga d razdo mencionada na observagao 2.8).
Nao podemos aplicar o procedimento que acabamos de descrever para a 2EDO!?

2,3 _ 342 2
y,,:_:vy Yz +y z (93)

2

porque Ny = 22 mas N = — (2zy + y + 2) 2. Isto acontece porque Q+2z P = — (2xy + ¥
+2) (%y® — 32%yz + y* — 2), ou seja, @+ 2z P e N tém o fator (2zy + y + 2) em comum.

Aplicando a transformagao T'= {x = y,y = x} para 2EDO (93) nés achamos
Noy = = 2zy + 2 +2) 9,
Mo, = —(2 2%y 2+aty?2—4 22322 +2 239?22 2292 22+ 23 23+ 2 a3y 2 — 2 2%y —2 1?22+

Y223+ 2tz — 2ty — 2ay2? — 2932 + 2022 — day? — w2 — Pz — 227%).
Agora, podemos aplicar o procedimento 4 a essa 2EDO transformada:
Proy:

1. X = Ny, Oz + z No,.0y + Moy, 0z, (Noy, € My, definidos logo acima).

19 2EDO nao linear do livro do Kamke (40) com f(z) = 1/z2.
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2. ,3.,4.,5. Paraograu dp = 7 encontramos P = — (2% — 2) (22%y3 + 22y* — 222+
2ay* — P2+ 2zy+x+2), Q= 22%y +2*+2yz +4x+ 2) >

ev (22 — 2)

3. [ = .
2y — 2z +2zy++2

er (y* — 2)
22y? — a2z 4+ 2xy+y+2

Aplicando a transformacao inversa, obtemos:

primeira da 20DE original (93).

, que ¢ a integral

Podemos usar mais algumas consequéncias das hipoteses do teorema 3.1 para aprimorar

ainda mais o método. Vamos usar o seguinte corolario:

Corolario 3.2. Considere que as hipoteses do teorema 3.1 valem. Se nenhum dos termos

monomiais de z P e Q) se cancelam, entao todos os monomios de P estao em M,.

Prova. A conclusao decorre diretamente do fato de que My = —(Q + 2z P). O

Portanto, se as condigoes do corolario 3.2 se aplicarem, podemos usar apenas os monomios

de My, para construir o candidato P.:
Procedimento 4 (esbogo): (Proy)

Etapas:

1. Construa o campo vetorial X associado a 2EDO (88), onde F' = Ny(z,y,z2), G =
2 No(x,y,2), H= My(z,y, z),

2. Escolha N = N, e construa um candidato polinomial P, usando os monomios de
My, com coeficientes indeterminados. Substitua-os na equacao (29) por k=1, j =
2,1 = 3. Colete a equagao polinomial resultante em (z,y, z) obtendo um sistema

(quadratico) para os coeficientes de P..

3. Resolva o sistema quadratico para os coeficientes indeterminados. A partir da

solugao, obtenha os 2CVPs associados.

4. Calcule (com algum método) a integral primeira I.

Observacao 3.3. No caso em que alguns dos termos monomiais de z P e () se cancelam,
podemos sequir uma estratégia semelhante aquela que foi descrita na observagao 2.8 para
determinar esses monomios: podemos fazer uma transformacao de varidveis simples que
muda os polinomios P e ) de formas diferentes, dessa maneira, desfazer os cancelamen-

tos.

Considere a 2EDO

g 222 FAay?R’ + 29" — w2 + Y0 4+ P2 — Bayz — 0 —az

(94)

x2yz? + 2xy3z + y° + xy?z — a2
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Para esta 2EDO, temos que Q = y32? — 2222 — 22?2 — y* — ayz e 2P = 22%y2* +
4z 4+ 29°2% — xy?2® + y*2? + 2222 — zy?2. Uma segunda olhada nos mostra que o

2

mondmio z2z? aparece com o sinal alterado Q e zP e, portanto, cancela. Aplicando a

transformaciao {x = x?}, os polinomios zP e @) tornam-se, respectivamente, —2 z°2? —
43?2422y 22 —223yz —2 a2yt e 2ty +4 22323 — 2223 420 2 ot 2 4yt 2t — 2y e,

e nao ha cancelamento.

No préoximo capitulo iremos apresentar uma implementacao dos métodos construi-

dos neste capitulo e nos capitulos 1 e 2.
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4 O PACOTE LEAPS3DIM

Neste capitulo apresentamos uma implementacao dos procedimentos discutidos
nos capitulos 1, 2 e 3, a saber, para buscar integrais primeiras Liouvillianas de sistemas
diferenciais polinomiais 3D (3CVP) em geral, 3CVP representando 1EDOs com fungoes
elementares e 3CVP associados a 2EDOs racionais, respectivamente. Esses procedimentos

sao aprimoramentos e extensoes de métodos desenvolvidos pelo nosso grupo:

e O procedimento geral que implementa os métodos desenvolvidos no capitulo 1 é
uma extensao do trabalho que realizei em minha dissertacao de mestrado (1) e
esta implementacao é uma extensao do pacote Leaps3D. As principais mudancas

consistem em:

— Uma extensao ao procedimento mais cldssico (no estilo Darbouxiano) que pra-
ticamente ‘jogamos fora’ na minha dissertagdo por ser muito oneroso (com-
putacionalmente falando). Neste trabalho, descobrimos que podemos usar de

modo mais eficiente a estrutura do fator integrante:
A .

Como vimos, o fator exponencial exp (%) ¢ uma autofuncao do 3CVP X, le-
vando a que X (%) ¢ um polinomio. Pudemos usar este conhecimento para

‘dividir’ o célculo de P e N nas equagoes (veja as equagoes (21) e (eqlpdeN2))

P (x(A)—A$+B; n; qi) +B (F 0, (%) P+F9, (%) N+X (P)) =0,

N(%(A)—A@JFB; n; qz-> +B(F 0, <%>P+Faz (%)N +X (N)) = 0.

O termo %(A)—A%%—BZW ¢; que aparece é, a principio, desconhecido.
Contudo, usando o fato de que X (%) ¢ um polinomio, podemos determinar o
polinémio A (de maneira linear — veja a segdo 1.4.1 sobre o algoritmo Pgro,)
antes de substitui-lo nas equagoes acima. Isso divide o algoritmo em duas
partes, uma parte quadratica apenas nos n; e uma linear, ao invés de uma

quadratica nos coeficientes de A e nos n;.

— Uma melhoria no algoritmo que usava o método da fungao-S (materializada
no algoritmo Pgrpy) que nos permite calcular os campos vetoriais associados
X; de uma maneira mais abrangente (usando o fato de termos trés 2CVPs

associados).
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e O procedimento 3 que implementa os métodos desenvolvidos no capitulo 2 é uma
extensao do trabalho realizado em (4) e esta implementacao (algoritmo Pros) ¢ um
aperfeicoamento do pacote LeapSlode e uma implementagao do capitulo 5 de (4).

As principais mudancas consistem em:

— Em relagdo ao primeiro aperfeicoamento (algoritmo Pgrps;) a novidade é a

inclusao de funcoes algébricas.

— Em relacao a implementacao do algoritmo Prps9, a implementacao ¢é original
e inclui a mesma vantagem do algoritmo Pgros 1, ou seja, a inclusao das fungoes

algébricas.

e O procedimento 4 que implementa os métodos desenvolvidos no capitulo 3 é uma
extensao do trabalho realizado em (3) e esta implementacao (algoritmo Proy) se

constitui em dois aperfeigoamentos do pacote InSyDFE:

— O primeiro aperfeicoamento é baseado no teorema 3.1 e no corolério 3.1. Na
verdade, a grande ‘revolucao’ consiste no fato expresso pela observagao 3.2: que
é possivel suspender a obstrucao causada pelo cancelamento de um fator
polinomial comum entre os termos N e z P + () com uma transformacgao

de variaveis simples.

— O segundo aperfeicoamento é baseado no corolario 3.2 e, da mesma forma
que no primeiro aperfeicoamento, também aqui a melhoria reside no fato ex-
presso pela observacao 3.3: que é possivel suspender a obstrucao causada
pelo cancelamento de termos monomiais de mesma assinatura e coeficientes
com sinais contrarios nos polinomios z P e () com uma transformacao de

variaveis simples.

Esses algoritmos foram implementados em um pacote computacional escrito na lin-
guagem Maple (LeapS3Dim), com algumas modificagbes para melhorar sua flexibilidade

e praticidade. O pacote serd apresentado da seguinte forma:

1. Na primeira se¢ao, mostramos os comandos que compoe o pacote LeapS3Dim:
fazemos uma descricao detalhada da funcionalidade e das chamadas de cada um dos
comandos que compoe o pacote. Como o pacote em si, consiste em uma conjun¢ao
da extensao de pacotes semelhantes com especificidades bem distintas, resolvemos
criar um chaveamento que permite ao pesquisador escolher o caminho a tomar, onde

cada um deles contempla basicamente um dos capitulos (1, 2 ou 3).

2. Na segunda secao, apresentamos exemplos praticos do uso dos comandos do pacote

aplicados a exemplos especificos.
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4.1 Os comandos do pacote LeapS3Dim

Nesta se¢ao apresentaremos uma descrigao (detalhada) dos principais comandos
do sub pacote LeapS3Dim.

Resumo dos comandos:

e Dx constréi o operador D, (o operador derivada total sobre as solugoes) associado
com a 1EDO (32).

e XX - constrdi o operador X (3CVP) associado com o sistema diferencial 3D (9), com
a 1EDO (32) ou com a 2EDO (88).

e Tr3Dsys - aplica uma transformacao (dada pelo usuério) no sistema (9) e retorna o

sistema transformado e a transformacao inversa.

e Trlode - aplica uma transformacao (dada pelo usudrio) na 1IEDO (32) e retorna a

1EDO transformada e a transformagao inversa.

e Tr2ode - aplica uma transformagao (dada pelo usuario) na 2EDO (88) e retorna a

2EDO transformada e a transformacao inversa.

e Xi2D - tenta determinar os 2CVP X; (que determinam as fungoes S) associados com

o campo vetorial X.
e Darboux - tenta determinar os polinomios de Darboux do 3CVP X.
e FindA - tenta determinar o polinémio A (numerador do fator exponencial exp(A/B)).
e InFa - tenta determinar um fator integrante (usando o algoritmo Pgro1).

e InFa2 - tenta determinar um fator integrante (usando o algoritmo Pgrp,) usando as

solugoes gerais para as 1EDOs racionais associadas.
e Invar - tenta determinar a integral primeira do campo vetorial X.

e Solde - tenta determinar a integral primeira do campo vetorial X ou, equivalente-

mente, a solugao geral da 1IEDO (32).
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4.1.1 Comando: Dx

Funcionalidade: Este comando retorna o operador D,, que é o operador derivada total
(sobre as solugdes da 1EDO).

Sequéncia de chamada:
[> Dx(ode);

Parametros:

ode - a 1EDO (32).

Sinopse:
O comando Dx retorna o operador derivada total sobre as solugoes da 1IEDO (32), i.e., o
operador d, = 0, + y'0, restrito ao limite I(z,y) = ¢, que sdo as curvas de solu¢do. Uma

vez que sobre as solugdes, ¥y’ = ¢(z,y), isto implica que

, d
Do =@ty )l = 0400, (v =), (95)

4.1.2 Comando: XX

Funcionalidade: Este comando retorna o campo vetorial X (3CVP) associado com o sis-
tema diferencial 3D (9).

Linha de comando:
[> XX (s3d);

Parametros:

s3d - o sistema diferencial 3D (9) — uma lista com os trés polinoémios [F,G,H].

Parametros extras:
ALG = [1,2,3] - onde ALG € {1,2,3} diz ao comando se é um sistema (ALG=1),
uma 1EDO com fungoes (ALG=2) ou uma 2EDO racional (ALG=3). O default é ALG=1.

Sinopse:
O comando XX retorna o campo vetorial X associado com o sistema (9), i.e., o comando

retorna um operador © — F0,(u)+G0,(u)+ HO,(u). Se o parametro ALG estiver presente
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entao ALG=2 faz com que o programa escreva o 3CVP equivalente a uma 1EDO com uma

funcao elementar e ALG=3 devolve o 3CVP equivalente a uma 2EDO racional

4.1.3 Comando: Tr3Dsys

Funcionalidade: Este comando aplica uma transformagao ao sistema (9) e retorna o sis-

tema transformado e a transformacao inversa.

Linha de comando:
[> Tr3Dsys (s3d);

Parametros:

s3d - o sistema diferencial 3D (9) — uma lista com os trés polinémios [F,G,H].

Parametros extras:
TR = [x=f(x,y,2), y=g(x,y,2),z=h(x,y,2)], onde [x=f(x,y,2),y=g(x,y,2),

z=h(x,y,z)] é uma transformacao inversivel - O default é a transformacao identidade.

Sinopse:

O comando Tr3Dsys aplica uma transformacdo 7' (fornecida pelo usudrio) ao sistema
(9) e retorna uma lista com duas entradas: o sistema transformado e a transformagao
inversa 7! da transformagao fornecida (pelo parametro TR). Se a transformagao inversa
nao puder ser obtida, o comando retorna somente o sistema transformado. Se nenhuma

transformacao ¢é fornecida, o default é a transformagao identidade.

4.1.4 Comando: Trilode

Funcionalidade: Este comando aplica uma transformacao a 1EDO (32) e retorna a 1IEDO

transformada e a transformacao inversa.
Linha de comando:

[> Triode(ode);

Parametros:
ode - a 1IEDO (32).
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Parametros extras:
TR = [x=F(x,y), y=G(x,y)], onde [x=F(x,y), y=G(x,y)] é uma transformacao

inversivel - O default é a transfornacao identidade.

Sinopse:

O comando Trilode aplica uma transformagao 7" (fornecida pelo usuério) a 1IEDO (32) e
retorna uma lista com duas entradas: a 1IEDO transformada e a transformacao inversa 7'~
da transformacao fornecida (pelo parametro TR). Se a transformagao inversa nao puder
ser obtida, o comando retorna somente a 1EDO transformada. Se nehuma transformagao

é fornecida, o default é a transformacao identidade.

4.1.5 Comando: Tr2ode

Funcionalidade: Este comando aplica uma transformacao a 2EDO (88) e retorna a 2EDO

transformada e a transformacao inversa.

Linha de comando:
[> Tr2ode (ode);

Parametros:

ode - a 2EDO (88).

Parametros extras:
TR = [x=F(x,y), y=G(x,y)], onde [x=F(x,y), y=G(x,y)] é uma transformacao

inversivel - O default é a transfornacao identidade.

Sinopse:

O comando Tr2ode aplica uma transformacao 7' (fornecida pelo usuério) a 2EDO (88) e
retorna uma lista com duas entradas: a 2EDO transformada e a transformacao inversa 7"~
da transformacao fornecida (pelo pardmetro TR). Se a transformagcao inversa nao puder
ser obtida, o comando retorna somente a 2EDO transformada. Se nehuma transformagao

é fornecida, o default é a transformacao identidade.
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4.1.6 Comando: Xi2D

Funcionalidade: Este comando retorna os 2CVP X; (que determinam as fungoes S) asso-

ciados com o campo vetorial X.

Linha de comando:
[> Xi2D(s3d);

Parametros:

s3d - o sistema diferencial 3D (9) — uma lista com os trés polinémios [F,G,H].

Parametros extras:
DegQPN = [degQ,degP,degN] - onde [degQ,degP,degN] ¢é uma lista de graus dos
candidatos a @), P e N, respectivamente. O default é [3,3,3].

QPN = QP ou PN ou QN - diz ao comando Xi2D que par de polindmios utilizar, i.e.,

qual das equacoes (29) utilizar.

Sinopse:

O comando Xi2D tenta encontar os 2CVPs X; associados (através de uma integral primeira
Liouvilliana I) ao sistema diferencial 3D (9). O comando computa, se possivel, dois
polinémios do conjunto {Q, P, N} (lembrando que com qualquer par podemos achar o
terceiro através da relaggo Q F + PG + N H = 0). Os campos vetoriais associados
formam a base para um dos caminhos para encontrar a integral primeira Liouvilliana [
do campo vetorial X, associado ao sistema (9). Temos o parametro DegQPN, uma lista
com trés inteiros [degQ,degP,degN] que diz ao comando o grau dos candidatos a @), P e

N, respectivamente.

4.1.7 Comando: Darboux

Funcionalidade: Este comando determina os polinomios de Darboux do 3CVP X.

Linha de comando:
[> Darboux (s3d);

Parametros:

s3d - o sistema diferencial 3D (9) — uma lista com os trés polinémios [F,G,H].
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Parametros extras:
Degp = dp - onde dp é um nimero inteiro positivo que informa o grau do candidato

a polinomio de Darboux p.. O default é 3.

Degg = dq - onde dq é um ntumero inteiro positivo que informa o grau do candi-
dato a cofator g.. O default é o grau méximo possivel para o sistema (9), ou seja, dq =

max{degr,degq,degy} — 1.

Sinopse:

O comando Darboux tenta determinar os polinomios de Darboux do campo vetorial X
até um certo grau determinado. O método empregado consiste em construirmos dois
polinoémios associados (através de uma integral primeira Liouvilliana I) ao sistema dife-
rencial 3D (9). O comando constréi, dois polinomios candidatos p. e g. com coeficientes
indeterminados e tentarmos resolver o sistema resultante da equacao X(p.) = ¢.pe. O
parametro Degp nos diz o grau maximo para construirmos o candidato a polindmio de
Darboux p. e o parametro Degq nos diz o grau maximo para construirmos o candidato a
cofator g.. O comando retorna, se tiver sucesso, uma lista de listas com os polinomios de

Darboux e seus respectivos cofatores: [ [pl,qll, [p2,92],...].

4.1.8 Comando: FindA

Funcionalidade: Este comando determina o polinomio A que é o numerador do argumento
do fator exponencial que compoe o fator integrante (para uma possivel configuragdo do

polinomio B que é o denominador do argumento do fator exponencial).
Linha de comando:

[> FindA(s3d,Bc);

Parametros:

s3d - o sistema diferencial 3D (9) — uma lista com os trés polinomios [F,G,H].

Bc - uma configuracgao possivel do polinomio B.

Parametros extras:
Dega = da- onde da é um numero inteiro positivo que informa o grau do candidato

a polinémio A. O default é 3.
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Degb = db - onde db é um nimero inteiro positivo que informa o grau do candidato
B.. O default é 3.

Sinopse:
O comando FindA tenta pré-determinar o polinomio A usando o fato que X(A/B) é um
polinomio. O parametro Dega nos diz o grau maximo para construirmos o candidato A..

Este computo do polindmio A s6 vale para a configuracao B, do polinomio B.

4.1.9 Comando: InFa

Funcionalidade: Este comando determina um fator integrante para a 1-forma @ dx +
Pdy + N dz, baseado nas equagdes (21) e (22).

Linha de comando:
[> InFa(s3d);

Parametros:

s3d - o sistema diferencial 3D (9) — uma lista com os trés polinémios [F,G,H].

Parametros extras:
Degp = dp - onde dp é um numero inteiro positivo que informa o grau do candidato

a polinomio de Darboux p.. O default é 3.

Degg = dq - onde dq é um ntumero inteiro positivo que informa o grau do candi-
dato a cofator g.. O default é o grau méximo possivel para o sistema (9), ou seja, dq =

max{degr,degq, degy} — 1.

Dega = da- onde da é um numero inteiro positivo que informa o grau do candidato

a polinomio A. O default é 3.

Degb = db - onde db é um nimero inteiro positivo que informa o grau do candidato

B.. O default é 3.

PD = pd - onde pd é uma lista de listas com os polinomios de Darboux e seus

respectivos cofatores.

AB = ab - onde ab é uma lista com os polinémios A e B.
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Sinopse:

O comando InFa tenta determinar um fator integrante para o campo vetorial X (ou, equi-
valentemente, para a 1-forma Q dz + Pdy + N dz) até um certo grau determinado para
os polinomios de Darboux. O método empregado consiste, basicamente, em uma imple-
mentacao do algoritmo Pgro,: calculamos os polinomios de Darboux até um certo grau
e, de posse deles, podemos construir diversos candidatos para o polinomio B. Para cada
candidato B, possivel de um determinado grau, tentamos determinar o A linearmente. A
partir dai tentamos encontrar n; que satisfagam as equagoes (21) e (22). Uma solugao

encontrada nos leva a um fator integrante K.

4.1.10 Comando: InFa?2

Funcionalidade: FEste comando determina um fator integrante para a 1-forma ) dx +

Pdy + N dz, baseado no algoritmo Prps.
Linha de comando:

[> InFa2(s3d);

Parametros:

s3d - o sistema diferencial 3D (9) — uma lista com os trés polinomios [F,G,H].

Parametros extras:
DegQPN = [degQ,degP,degN] - onde [degQ,degP,degN] ¢ uma lista de graus dos
candidatos a @, P e N, respectivamente. O default é [3,3,3].

QPN

gpn - onde gpn é QP ou QN ou PN. O default é PN.

X2D
default é 1.

x2d - onde x2d é 1, 2 ou 3, correspondentes aos campos X, X5 e X3. O

Sinopse:

O comando InFa2 tenta determinar um fator integrante para o campo vetorial X (ou,
equivalentemente, para a 1-forma Qdz + Pdy + N dz) até um certo grau determinado
para os polinomios @), P e N. O método empregado consiste, basicamente, em uma
implementagao do algoritmo Pgrps: calculamos os polinomios @), P e N e, de posse deles,

podemos construir o fator integrante comum aos 2CVPs X; e, portanto, ao 3CVP X.
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4.1.11 Comando: Invar

Funcionalidade: Este comando tenta encontrar integral primeira Liouvilliana para o sis-

tema (9), ou de forma equivalente, a integral primeira para o campo vetorial X.

Linha de comando:
[> Invar(s3d);

Parametros:

s3d - o sistema diferencial 3D (9) — uma lista com os trés polinémios [F,G,H].

Parametros extras:
DegQPN = [degQ,degP,degN] - onde [degQ,degP,degN] ¢é uma lista de graus dos
candidatos a @), P e N, respectivamente. O default é [3,3,3].

QPN = gpn - onde gpn é QP ou QN ou PN. O default é PN.

Degp = dp - onde dp é um numero inteiro positivo que informa o grau do candidato

a polinomio de Darboux p.. O default é 3.

Degq = dq - onde dgq é um numero inteiro positivo que informa o grau do candi-
dato a cofator g.. O default é o grau maximo possivel para o sistema (9), ou seja, dq =

max{degr,degqg, degy} — 1.

da - onde da é um numero inteiro positivo que informa o grau do candidato
a polinémio A. O default é 3.

Dega

Degb = db - onde db é um ntimero inteiro positivo que informa o grau do candidato
B.. O default é 3.

PD = pd - onde pd é uma lista de listas com os polinomios de Darboux e seus

respectivos cofatores.
AB = ab - onde ab é uma lista com os polinomios A e B.

PRO = nk - onde nk é um dos numeros do conjunto {1,2,3,4,31,32,42}. Os

numeros se referem aos procedimentos desenvolvidos nos capitulos 1, 2 e 3.

Sinopse:
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O comando Invar tenta determinar a integral primeira Liouvilliana para o campo vetorial
X ou, equivalentemente, para o sistema (9). Este comando é responsavel pelo processo
como um todo, isto é, ele devolve a parte final do processo (a integral primeira ). Por
isso temos um grande numero de parametros extras, onde o responsavel pelo caminho

seguido é o parametro nk que é um dos seguintes nimeros: {1,2,3,4,31,32,42}:

e nk =1 — Corresponde ao algoritmo Pro;, isto é, a implementacao do procedimento
Darbouxiano ‘classico’: calculamos os polinomios de Darboux e tentamos determinar

um fator integrante usando as equagoes (21) e (eqlpdeN2) — veja a segao 1.4.1.

e nk =2 — Corresponde ao algoritmo Prps, ou seja, a implementacao do procedimento
que determina os campos vetoriais polinomiais 2D associados X; (usando as equagoes
(29)) e os usa para obter (pelo método da fun¢ao S ou qualquer outro) a integral

primeira [ do campo vetorial original X — veja a secao 1.4.2.

e nk =3 — Corresponde ao algoritmo Pgos que usa a correspondéncia entre 1EDOs

com uma func¢ao elementar e um 3CVP X — veja o inicio do capitulo 2.

e nk =31 — Corresponde ao algoritmo Pgrps3; que usa o fato que para uma 1EDO em

Ls podemos conhecer de antemao um dos polinomios {Q, P, N} — veja a segao 2.1.

e nk =32 — Corresponde ao algoritmo Pgrp3 5 que usa o fato que podemos, para uma
1EDO em Lg, construir um algoritmo linear (Prp32) para determinar os polinémios
{Q, P, N} — veja a secao 2.2.

e nk =4 — Corresponde ao algoritmo Pgrp,4 que usa a correspondéncia entre uma 2EDO

racionail e um 3CVP X — veja o inicio do capitulo 3.

e nk =42 — Corresponde ao algoritmo Prp, com o uso do fato que, se os polinomios
z P e () nao possuem termos monomiais de mesma assinatura e coeficientes com
sinais contrarios, entao todos os monomios de P estao em M, — veja o corolario 3.2

na parte final do capitulo 3.

4.1.12 Comando: Solde

Funcionalidade: FEste comando tenta encontrar uma solucao geral Liouvilliana para a
1EDO (32), ou de forma equivalente, a integral primeira do campo vetorial X. Ela retorna

I(x,y,0) = ¢, onde 0 é uma fungao elementar de (z,y).

Linha de comando:
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[> Solde(ode);

Parametros:
ode - a 1IEDO (32).

Parametros extras: O mesmos acima e:
II - Se este parametro esta presente na chamada de comando, entao o comando
retorna uma lista com a integral primeira Liouvilliana do campo vetorial X e a trans-

formagao z — 0 : [I(x,y, 2), z = 0(x,y)].

Sinopse:

O comando Solde é a parte final do processo (no caso de campos vetoriais representando
1EDOs com uma fun¢ao elementar), i.e., ele retorna, se possivel, a solu¢ao geral da 1IEDO
(32). Com o parametro IT o usudrio pode fazer o comando retornar a integral primeira

do campo vetorial X, junto com a transformacao z — 6.
Observacao 4.1. Os parametros extras nao sao mandatorios, alguns sao até redundan-
tes. Por exemplo, se nos fornecermos a fung¢ao-S, nao precisamos fornecer o grau do

polinomio candidato P.. Se estes parametros redundantes forem fornecidos simultanea-

mente, o pacote (esperamos) fard a melhor escolha.

4.2 Exemplos da utilizagcao dos comandos do pacote

Nesta se¢ao vamos mostrar o uso dos comandos do pacote LeapS3Dim simulando

seu uso em uma plataforma Maple para exemplificar (de maneira prética) como operé-lo.

4.2.1 Lidando com 3CVPs gerais

Counsidere o sistema diferencial abaixo
& =2%y? —yrd + 222
=222 +2vy%z + 2y (96)

i =22%%2 + 22%y + 2 2%

Depois de abrir uma sessao do Maple, carregaremos os seguintes pacotes:
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[> with(DEtools): read(‘LeapS3Dim.txt‘):

O sinal de dois pontos (:) no final de uma linha de comando evita a impressao (na tela)
do resultado. O sinal [> simula o ‘prompt’ de uma se¢ao de Maple. O pacote DEtools
carrega varios comandos para lidar com EDOs. O comando read (‘LeapS3Dim.txt‘):

carrega nosso pacote. Vamos carregar o sistema (96) digitando

[> sys := [X"3*y 2-X"3*y+2%kx*z,—2%X " 2%y " 3+2ky " 24z +2%y , 2kX " 2%y " 2%Z+2%X " 2%y
+2xz"2] ;

sys = [2°y* —ya® + 22z, —22%y° + 272 + 2y, 20772 + 227y + 2 27 (97)
O campo vetorial associado X é
X = (2% —yr® + 222)0, + (—22%y° + 29°2 + 29)0, + (22%y%2 + 22%y + 222)0..

Podemos representa-lo como um operador usando o comando XX. Basta digitar
[> X3D := XX(sys):

Em seguida, se quisermos seguir pela abordagem Darbouxiana classica, precisamos cal-
cular os polinémios de Darboux associados com o campo vetorial X. Podemos fazer isso

usando o comando Darboux:
[> darbs := Darboux(sys);
darbs = [[z,7%y* — 2%y +22], [y, —22°y* + 2yz + 2], [v?y — 2, —2 2%y + 2 2]] (98)

Em seguida, podemos tentar usar esses polinomios de Darboux para encontrar um fator
integrante. Nesse caso, como estamos usando o procedimento 1 (algoritmo Pro,), i.e., as
equagoes que envolvem o termo X (%), podemos usar o comando FindA para calcular o
polinomio A em primeiro lugar e tornar o processo viavel. Para a configuracao B = z%y—z

(o terceiro polinomio de Darboux em darbs) podemos digitar:
[> AA := FindA(sys,darbs[3][1]);
AA =1 (99)
Usando essas informagoes podemos tentar determinar um fator integrante para o sistema:
[> RR := InFa(sys,PD=darb,AB=[AA,darbs[3][1]]);
-1
o(+1-2)

RR:=————— (100)

y? (2?y — 2)
Por fim, podemos usar esse fator integrante para encontrar a integral primeira I. Para

isso usamos o comando Invar:
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[> Inv := Invar(sys,InF=RR);

Inv := # + Ei (1, — (2%y — z)_1> (101)

Também poderfamos ter chegado a este resultado usando o procedimento 2 (algoritmo

Pros). Podemos calcular os campos vetoriais 2D associados X; digitando:
[> X2D1 := Xi2D(sys,QPN=PN,DegQPN =[7,8,5]);
X2D1 := [y (2*y® —yz — 1) ,2'y® — 2y — 2’2 + 22%yz — 2y — 27 (102)

A saida é uma lista com os coeficientes do campo vetorial 2D associado X; = N 0, — P 0,.
Podemos usar esse campo vetorial 2D para encontrar um fator integrante para o campo

vetorial X

[> RR2 :=InFa2(sys,x2d=X2D1);

e(x2y—z)_
RR2 = ———s (103)
y? (z%y — 2)
4.2.2 Lidando com 1EDOs com um funcao elementar
Considere a 1EDO (37):
dy e (22 +2x)(e")’ — (22%y + 2% + day) e” + 2%y + 23y° + y) (104)

dv () + (=22 —2y)e" + 12 +y

Vamos carregar a 1EDO (104) digitando

[> _lode := diff(y(x),x) = exp(x)*((x"2+2*x)*(exp(x)) "2+ (-2*x"2*y(x)-x"2-4
*xxky (%) ) *exp (x) +x7 2%y (x) "2+2*x*xy (x) "2+y (x) ) / ((exp(x) ) "2+ (-x"2-2%y (x) ) *exp (
x)+y(x) "2+y(x)) :

Primeiro, podemos encontrar o campo vetorial associado usando o comando XX (sem o
)
parametro FGH para gerar o operador X, e com o parametro FGH para determinar os

polinémios F, G e H — os coeficientes de X). Digitando

[> Xlode := XX(_lode,ALG=2):
[> fgh := XX(_lode,FGH,ALG=2);
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obtemos (o comando [> Xlode := XX(_lode,ALG=2): atribui X lode como o campo ve-
torial X e [> fgh: = XX (_lode, FGH); atribui fgh como uma lista com seus coefici-
entes [F, G, H|):

fgh = [CL’QZ — P2y — 22—y, —2 (a:2y2 — 222z + 222 — 2P 4+ 22y — dayz + 2x2°
+y)]

Podemos calcular os campos vetoriais 2D associados X; digitando:
[> X2D1 := Xi2D(sys,QPN=PN) ;

X2Dlo = [~ (2?2 — y* + 22y — 2* —9), 2*y® — 2t — %%z + 22%y2 — 2%y — 2] (105)

Usando o campo 2D X; podemos (aplicando o método da funcao-S — veja (3)) encontrar

uma integral primeira para o campo vetorial X e a solugao geral da 1EDO:

[> Sol := Solde(_lode,x2d=X2D10,II);

—In(z?2 —y)z+In(2?z —y)y —1

Sol = | ——

,z2=¢€" (106)

[> Inv := Sol[1];

—In(2?z2 —y)z+In(z?2 —y)y — 1

Inv = (107)
—z+y

[> solger := subs(Sol[2],Sol[1])=c;

solger = ele” v (e“””ac2 — y) =c (108)

Podemos confirmar que I é uma integral primeira do campo vetorial X digitando
[> Xlode(Inv);

0
E podemos testar a solucao encontrada com:

[> DX := Dx(_lode):
[> DX(1hs(solger));
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4.2.3 Lidando com 2EDOs racionais

Considere a seguinte 2EDO:

, 1Pz —at2? =3zt 43 —aytaztyzr— 22—y
2 = .

109
o (109)

Entramos com a 2EDO digitando:

[> _20de := diff(y(x),x,x)=(x"5x(diff(y(x),x))-x"4*x(diff(y(x),x))"2-
3x(dff (y(x),x)) "2-x*xy(x)+x* (diff (y(x) ,x) ) +y(x)*(diff (y(x),x)) "2-x*xy(x)+
x* (Aiff (y(x),x))+y(x)*(diff (y(x),x)) " 2-y(x))/(x"5-y(x)):

O campo vetorial associado X é
X=(2"—y)0, +2(z° —9)0, + (2°2 — 2*2% — 3z + 42°2% — 2y + 22 +yz — 2* — y)0..

Podemos representa-lo como um operador usando o comando XX. Basta digitar

[> X2o0de := XX(_2o0de,ALG=3):

Podemos calcular os campos vetoriais 2D associados X; digitando:

[> X2D20 := Xi2D(_2ode);

X2D20 =[x — z,2° — 9] (110)
Podemos usar o método da funcao S para encontrar a integral primeira [. Para isso
usamos o comando Invar:

[> Inv := Invar(_2ode,x2d=X2D20) ;

(za! —y)e”

111
—z+ (111)

Inv =
Podemos testar a integral primeira:

[> X2o0de(Inv);
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5 DESEMPENHO

Neste capitulo vamos discutir o desempenho dos procedimentos desenvolvidos nos

capitulos 1, 2 e 3. Vamos estruturar este capitulo da seguinte maneira:

1. Na primeira se¢ao, comparamos os procedimentos apresentados no capitulo 1 (para
3CVPs em geral): comparamos os tempos gastos pelos algoritmos Pro; € Proy em

uma implementacgao em Maple?® (pacote LeapS3Dim).

2. Na segunda secao, apresentamos alguns exemplos de 1IEDOs com fungoes elementa-
res e sua solugao com o algoritmo de ‘reducao’ linear (Pros5). Também mostramos

os tempos gastos e a quantidade de memoria utilizada em cada caso.

3. Na terceira subse¢ao, comparamos o método apresentado no capitulo 3 com seu
‘predecessor’ (o método apresentado em (3)) para duas 2EDOs racionais. Também
mostramos, como nas subsecoes anteriores, os tempos de CPU gastos e a quantidade

de memoéria RAM utilizada.

4. Na ultima secao, discutimos um pouco sobre as vantagens e desvantagens, limitacoes

e generalizabilidade dos algoritmos apresentados.

Observagao 5.1. Neste trabalho, todos os programas / informagoes computacionais —
tempo de CPU gasto, consumo de memoria etc — foram rodados / obtidas em wm mesmo

Laptop que apresenta a sequinte configuracao: Intel(R) Core(TM) i5-8265U @ 1.8 GHz.

5.1 Procedimento 1 (Pro,) x Procedimento 2 (Pgo,)

Nesta secao apresentamos dois sistemas diferenciais que sao muito complicados
para a grande maioria dos métodos. Estes dois sistemas sao uma pequena amostra de
uma vasta classe cujos membros sao muito refratarios a grande maioria dos métodos.
Assim, escolhemos apenas dois sistemas nos quais fica evidente que os algoritmos Pgro; €

Pro- atuam eficientemente em ‘areas’ disjuntas.

20 Maple é um sistema de computagao algébrica de propésito geral (CAS) que é também uma linguagem
de programagao.
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Considere os seguintes sistemas:

=2z (xz+2y* — x) (xz — 2¢?)
y=2%yz? — 35 + 2232 + 42%y? — 2Pyz + 2y — 23 — 2?2 — P (112)

2= 223+ 3ytzr —42%yz — Sy + 222y + 2ayz + 293

i =23y? —ya® + 222
= —2x%° +29%2 + 2y (113)

2 =2a%2z +22% + 222

Apéds abrirmos uma sessao de Maple, ‘entrarmos’ com os sistemas

[> sys[1] := [ 2xxx(x*z+ ...
[> sys[2] [X~3*y~2- ...

e aplicarmos o comando Invar aos dois sistemas usando o parametro PRO que diz ao
comando Invar qual o algoritmo a ser seguido (veja os detalhes do comando Invar na
segao 4.1.11):

[> Inv([1][1] := Invar(sys[1],PRO=1,...);
[> Inv([1][2] := Invar(sys[1],PR0=2,...);
[> Inv[2][1] := Invar(sys[2],PRO=1,...);
[> Inv([2][2] := Invar(sys[2],PR0O=2,...);

Ambos encontram para o sistema [1]:

z x
Inv|l][1] ;= e==+v? (— Eill — 114
1] i= o557 (s +a) 4 B (1) (114)
€

z x
Inv(l]|2] ;= e==+v? (— Eill — 115
w2 i= o557 (—y ) 4 B (1) (115)

Ambos encontram para o sistema [2]:

Inv[2[1] := — (—yEz’ (1, (—2*y + z)_l) - e_(_ﬁy“)il) Yy (116)
o(z—2)" | »
Iwf2)[2] i= = — + Bi (1, — (2% — 2) ) (117)
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O desempenho dos algoritmos Pro; € Pros:

e Para o procedimento 1 (Pgo,):

Sistema | Tempo (seg.) | Meméria (MB)
1] (112) 2 42
2] (113) 13 150

e Para o procedimento 2 (Pgos):

Sistema | Tempo (seg.) | Meméria (MB)
1] (112) 20 260
2] (113) 0,9 16

Observagao 5.2. Alguns comentdrios:

e Quando iniciamos uma sessao de Maple, so o fato de carregarmos os pacotes bdsicos
(que compde a estrutura central) que sdo ativados com a abertura da plataforma
padrao do programa ja € responsdvel pelo consumo de mais de 4 MB de memoria.
Por isso, se apds alguma operagdo, o nimero que o aparece (indicando o gasto
de memdria) € perto de 5 (MB), o que realmente estd sendo ‘dito’ é: a operagao,

praticamente, nao consome memoria.

e Em relagdao a memdria consumida e ao tempo gasto pelos algoritmos (materializados
nos comandos do pacote LeapS3Dim), colocamos apenas os algarismos que nos

pareceram significativos (e nao exatamente os nimeros que apareceram na Se¢ao).

e (Colocamos dois exemplos que ‘demonstram’ o que foi comentado nas observagoes
finais do capitulo 2 (observagoes 1.23 e 1.24)): no sistema [1] (112) o procedimento
1 (que usa a abordagem Darboziana mais cldssica, i.e., o computo dos polinomios de
Darbouz para determinar um fator integrante) foi mais eficiente que o procedimento
2 (que determina os campos vetoriais associados 2D X;), ao passo que no sistema

[2] (113) o procedimento 2 é que foi mais eficiente.

e Um detalhe muito importante e que tem relacao com as reticéncias colocadas nas
entradas do comando Invar ([> Inv[1][1] := Invar(sys[1],PRO=1,...);): Os
numeros que indicam a memoria consumida e o tempo gasto que estao sendo mos-
trados nas tabelas acima so dizem respeito a setagem final dos parametros, i.e., ndao
estda sendo levado em conta o tempo gasto nas configuracoes que nao levam a ne-
nhum resultado. Mais claramente, o tempo (e consumo de memdoria) das tentativas

frustradas nao estda sendo computado.
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e Em relagio ao comentdrio acima, esses tempos (das tentativas do comando que
resultam FAIL) nao foram computados porque nao temos o conhecimento prévio das
setagens que resultam em sucesso. Na verdade, isso ainda estd incipiente tanto na
teoria quanto no programa, isto €, ndo sabemos ainda (nem heuristicamente, uma
vez que nao fizemos testes suficientes) a configuracio ‘6tima’ (para colocar como
default nos valores dos parametros nas entradas dos comandos) que o0s parametros
devem ter (na média estatistica dos casos) para que a solucao seja determinada em

um tempo minimo.

e 'm relacdo ao ‘demonstram’ que aparece no terceiro comentdrio, parece bastante
suspeito o fato de haver apenas dois exemplos. O que dois exemplos demonstram?
Num sentido mais amplo, dois exemplos sequer podem ‘mostrar’ algo estatistica-
mente, quanto mais demonstrar. O ponto de termos colocado somente estes exem-

plos se deve a (principalmente) trés razoes:

1. Nao consequimos ainda realizar uma grande bateria de testes para nos dar
uma ‘visao estatistica’ mais precisa do que acontece na matoria dos casos ‘em
média’.

2. Gerar uma base estatistica de confidvel também nao € muito facil. Nao esta-
mos nos referindo aqui apenas ao numero de exemplos que € necessdrio, mas
também a dificuldade (de resolugdo por parte do algoritmo) de cada um dos
exemplos. Devido ao fato que os procedimentos Pro, € Pros ‘atacam’ siste-
mas muito dificeis para outros métodos, nao dispomos de uma ‘arena comum’
que seja interessante para nos. Erplicando melhor: Vamos supor que tal arena
comum existisse e vamos denomind-la AC. Poderia ser que, por exemplo, o al-
goritmo Pro, fosse muito muito mais eficiente que o Proy em, digamos, 80%
dessa arena comum AC (vasta e confidvel). Contudo, vamos supor que quase
todos 0s casos que correspondem a esses 80% fossem resolvidos com facilidade
por outros métodos. Se isso acontecesse e o Pros fosse muito mais eficiente
que 0 Proy nos 20% restantes dos casos (que nenhum dos outros métodos con-
seque resolver), a conclusio seria que, do ponto de vista prdtico, o algoritmo
Proy € muito melhor que o algoritmo Pro,, apesar de perder ‘feio’ nos siste-
mas ‘fdceis’ (pois nesses sistemas teriamos uma variedade de outros métodos

para dar conta do problema).

3. Ainda em relagao a questao anterior (a dificuldade de estabelecer uma arena
comum vasta e confidvel) mas ligado a outra origem temos o sequinte problema:
vamos ‘aumentando’ a dificuldade dos sistemas simplesmente aumentando o
grau dos polinomios envolvidos. Contudo, como o método de resolver o sistema
algébrico de coeficientes indeterminados (as equagdes quadrdticas citadas na

observagao 1.23) € baseado na teoria das bases de Grobner (veja (39)), nao
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sabemos se a dificuldade (de resolugdo) de cada sistema que geramos estd (pelo
menos estatisticamente) diretamente ligada (i.e., proporcionalmente ligada) a
dificuldade gerada pelo aumento no grau dos polinomios. Além disso, como 0s
sistemas sao quadrdticos e o método das bases de Grobner é construido para
sistemas polinominais gerais (de qualquer grau), pode haver outros métodos
mais especificos (para solucionar sistemas quadrdticos ‘do nosso tipo’) que nao
apenas melhorem a eficiéncia como também mudem o tempo de solucdao de

maneira nao proporcional.

5.2 O Algoritmo Pgrp;5 — 1IEDOs com uma fungao elementar

Nesta secao também vamos ser ‘econémicos’ com o numero de exemplos. Além
de motivos andlogos aos citados anteriormente, neste caso, estamos apenas testando uma
implementagao com o algoritmo linear Prp3 9 em comparacao com o algoritmo Pgrosq que
ja foi testado em (4). Assim, vamos apenas mostrar o ganho em termos de memoria e

tempo para dois exemplos e mostrar um exemplo de 1IEDO com uma funcao algébrica.

Considere as seguintes 1EDOs:

dy (e¥y® + 22) (e¥y® — 2%y + 2) y

dx x((ey)2y9—|—3(ey)2y8—eyx2y6—2(ey)2y6—3ey332y5~|—4eyx2y3~|—xeyy4+3xeyy3—23:4)
(118)

d 4 4,3 1 4,3 1 o

dy _ (4zy” +1) (¢%y” +In () — y) (119)

dx z ((In (2))? + (2243 4+ 324y2) In (z) + 285 + 3285 — 3 z4y?)

Apébs abrirmos uma sessao de Maple, ‘entrarmos’ com os sistemas

[> _1ode[1]
[> _1lode[2]

e aplicarmos o comando Invar aos dois sistemas usando o parametro PRO que diz ao
comando Invar qual o algoritmo a ser seguido (veja os detalhes do comando Invar na
secao 4.1.11):

[> x2d[1][1]
[> x2d[1][2]

Xi2D(_lode[1] ,PR0O=31,...);
Xi2D(_lode[1],PR0=32,...);
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[> x2d[2] [1] := Xi2D(_lode[2],PR0O=31,...);

[> x2d[2] [2] := Xi2D(_lode[2],PR0O=32,...);

Ambos encontram para a _lode [1]:

X2[1)[1] := [-39°2* + 32%y°2 + 2¢°2° — 42y’ 2 — Buwzy® + 22%, (—y°2 + 2°y° — 2) ']
(120)

e

X2(1)[2] == [-3¢°2* + 3%y 2 + 29°2° — 42?y’z — 3wy’ + 22, (= 2 + 27y — 2) YY)
(121)

Ambos encontram para a _lode [2]:

X2[2)[1] := [-3y* (2"’ — a2+ 2) 2"y’ — ¢ — a2 + 2% — 27 + 2] (122)

e

X2[2)[2] := [-3y” (2" — a2+ 2) 2"y’ — ¥ — a2+ 2y%2 — 27 + 2] (123)

O desempenho dos algoritmos Prps3; € Prosa:

e Para o procedimento Prosq:

1EDO | Tempo (seg.) | Meméria (MB)
1] (118) 2,8 42
2] (119) 11 42

e Para o procedimento 2 (Pgross):

1EDO | Tempo (seg.) | Meméria (MB)

1] (118) 0,2 17

[2] (119) 0,5 17

Considere agora a 1EDO
d (—zy™ + 2 zgy® — 2*y* + 22 /TYY* — JTYY® — Yt + JTYT — 2y)
ay Y Y yy ) vy vy  —y Y Y

do 2 (=5 zy" +10/Tyyd — a2yt +4ay® + 23, /TYy? — /Yy — day? — Syt + /Ty — xy)
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(124)
O algoritmo encontra a solugao em 0,2 segundos (e usando 17Mb de memoria):
% 3 —1
eva—? Juy (—y’ +a)  =c (125)

5.3 O Algoritmo Pgp,, — 2EDOs racionais

Nesta se¢ao, assim como na anterior, em relacao ao desempenho pratico dos al-
goritmos, vamos apenas comentar os ganhos relativos de tempo e memoria por conta
dos aperfeicoamentos realizados. Na secao seguinte faremos uma breve discussao dos

beneficios tedricos e no que resultaram para as melhorias de desempenho.

Considere as seguintes 2EDOs:

;2 (22 — 2t + 2y — w2t — 2wyt —y w2 P — 2927 — 7 — y2) (126)
z =
(22 —zz4yz+y) (222 —y) ’

e

— (335,27 + 32y2® + 220yt 4+ 6 21922 + 2Pyt e — 2202t + Byt + 32ty + aty? —
6 23y2® — 2atyz + 2%y — 6 2%y — 25 + 2Pz — 12® + 32%y — y2?) /(—22ty2d +
2220 4 oty 4 22%y 4 222t — Py + %y - 222 —wyr — 2y + 2+ 1), (127)
Apés abrirmos uma sessao de Maple, ‘entrarmos’ com as 2EDOs

[> _2o0de[1] :=

[> _2o0de[2] :=

e aplicarmos o comando Xi2D a primeira 2EDO usando o parametro PRO (que diz ao

comando qual o algoritmo a ser seguido):

[> x2d[1][1] := Xi2D(_2o0de[1],PR0O=4,...);
[> x2d[1]1[2] := Xi2D(_20de[1],PR0=42,...);

O primeiro encontra para a _2ode [1]:
X2[1)[1] := [—2 (2?2 + 22y — a2tz + y* —yz —y), (22° — w2+ yz + y) (z2° — y)]
e o segundo nao encontra nada:

X2[1][2] := (128)
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O que acontece é que o polindomio z P tem um termo monomial que cancela com outro de

Q. Fazendo a transformacao T = {x = 2%,y = y} na 2EDO, obtemos
7 = —z(2 232t — 222?416 23y2? — 8y + 3243y? — 82327 —
16 2%y%2 + 2222% + 22" + 82%yz + 16 xy2? + 292> + 16 2y +
82y%)/(x (—2* +4y) (222% — 22° — 4oy — 2yz2)) (129)
e ambos encontram
X2(1[1] = [—(2z*+8zyz® +8z2” +16xy* — 4x2” — 163y — 8yz) 2,

(—2" +4y) (220" — 22° — day — 2yz)]

X2(1)[2] = [—(2z"+8zyz®+8z2® +16xy” —4x2® — 167y — 8yz) 2,

(—z2 +4y) (22962 —x2? —day — 2yz)]

Agora aplicando o comando Xi2D a segunda 2EDO:

[> x2d[2] [1]
[> x2d[2][2]

Xi2D(_2ode[1] ,PRO=4,...);
Xi2D(_2ode[1] ,PRO=42,...);

Ambos encontram:
X2[2][1] = [~x(x*2® 4+ 22%y2® + 2%y? — 22°23 + 2Py — 228y + 2 — 2?), 22y +

2220 4 aty? 4 22%y 4 222t — 2Py + 2%y - 222 —wyr — 22y + 2 + 1]

X22[2) = [~w(x*2® 422ty + 2ty® — 22%2° + 2Py — 228y + 2% — 22), 22ty +

2225 + oty + 22%y23 + 202 — 2y + 2%y — 2223 —zyz —2xy + 2 + 1]

O desempenho dos algoritmos Pro, € Proyo:

e Para o procedimento Pgroy:

2EDO | Tempo (seg.) | Memdria (MB)
(1] (129) 3,8 42
2] (127) 125 345
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e Para o procedimento Pgroys:

1EDO | Tempo (seg.) | Meméria (MB)
(1] (118) 0,06 17
[2] (119) 0,08 17

As respectivas integrais primeiras sao:

Tno[lf] = e @0 (22 —y) + Ei (1,2 —— 130
nu[lt] = e (2 —y) + Z( T (Z1dy) (130)
€

I 2 e:cz3+zzy71 131
nv[2] = m (131)

5.4 Uma breve discussao sobre os algoritmos

Nesta se¢ao vamos comentar um pouco sobre o desempenho dos métodos partindo
do ponto de vista de sua construcao. Em primeiro lugar vamos falar dos algoritmos mais

genéricos, Pro, € Pros € depois, sobre os mais especificos Pros € Proy-

Observacao 5.3. O dsolve, resolvedor do Maple, nao conseque resolver um exemplo se-

quer dos mostrados aqui.

5.5 Os procedimentos 1 e 2

O procedimento 1 (como haviamos dito) é um procedimento Darbouxiano classico,
e assim, sua obstrugao principal costuma ser a dificuldade de computarmos polindémios de
Darboux de grau elevado. Como a maioria dos métodos de calculo de polinémios de Dar-
boux (PDs) tendem a crescer muito em complexidade a medida que o grau dos polinémios
aumenta, esta é (a dificuldade de computar os PDs) a principal obstrugdo aos métodos
Darbouxianos classicos. Além disso, essa vertente tinha sido descartada por nés ha alguns
anos porque, além dessa dificuldade, nos casos em que o sistema apresentava uma integral
primeira Liouvilliana nao-elementar, o sistema algébrico dos coeficientes era ctibico em
alguns deles e isso tornava o processo invidvel. Com a melhoria que vislumbramos (usar o

fato que X (%) € Clx,y, z] — veja a observagao 1.20) o procedimento 1 se tornou bastante
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mais palatavel, embora ainda dependa da determinacao dos polinomios de Darboux. Ou-
tra grande vantagem (tedrica / prética) que decorre desse detalhe com essa melhoria é
que temos uma maneira semi-algoritmica (razoavelmente pratica) de encontrar integrais
primeiras Liouvillianas nao-elementares de sistemas diferenciais em trés dimensoes.

O procedimento 2 é focado em evitar o problema de determinar os polinomios de
Darboux: a ideia central é construir campos vetoriais polinomiais em duas dimensoes (que
neste trabalho, denotamos por X;) que apresentam como integral primeira a mesma fungao
que é uma integral primeira do 3CVP X. O processo de determinar esses campos vetoriais
associados é também quadratico nos coeficientes indeterminados e, assim, o procedimento
2 nao apresenta uma superioridade global sobre o procedimento 1. Isto é, ambos sao
processos que envolvem a resolucao de sistemas algébricos quadraticos e, portanto, em

certas situagoes o procedimento 1 é superior e, em outras, o procedimento 2 é o vencedor.

Observacgao 5.4. Em geral, nos casos em que os polinomios de Darbouzr sao mais fdceis
de calcular o Pro, € mais eficiente e nos casos em que um dos campos vetoriais associados

¢ mais simples, o Proy leva vantagem (veja a se¢ao 5.1).

Observacao 5.5. Um grande avango (do ponto de vista tedrico) consiste no resultado

apresentado pelo teorema 1.8: Para qualquer sistema diferencial 3D que apresente uma

integral primeira Liouvilliana em Lg, temos que o campo vetorial associado X possui

um fator integrante Darbouziano (i.e., da forma eA/B) [L,p™). Isso nos permite, por
X(R)

ezemplo, usar o fato que =z= € Clz,y,2] e que torna vidvel o procedimento 1.

Ainda falta talvez uma maneira de calcular os polinomios de Darboux de uma
maneira mais eficiente, ou por outro lado, encontrar uma forma mais eficiente de calcular
os 2CVP X; associados. No caso geral nao encontramos (ainda) uma maneira de computar
apenas um polinomio do campo associado nem uma maneira muito eficiente de calcular

um polinomio de Darboux em trés variaveis.

5.6 Os procedimentos 3.1 e 3.2

No caso de um campo vetorial polinomial 3D X representando uma 1EDO com uma
funcao elementar implementamos um algoritmo capaz de determinar os campos vetoriais
2D associados X; linearmente. O algoritmo implementado tinha sido criado em (4). Neste
trabalho pudemos tornar mais clara a definicao da classe Lg e assim, incluir nos algoritmos
3.1 e 3.2 as 1EDOs com funcgoes algébricas. Também pudemos esclarecer a questao da
existéncia de fatores polinomiais comuns aos polinomios P e () + z N e mostrar que essa
obstrucao é apenas aparente, i.e., com uma transformacao simples de variaveis podemos
suspender o problema. Por causa desse detalhe pudemos tornar o procedimento 3.2 um

algoritmo completo. As consequéncias praticas desse algoritmo linear sao bem claras
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quando examinamos os tempos de CPU gastos e a quantidade de memoria consumida:

sao praticamente nulos. Assim, nessa direcdo temos um caminho promissor para seguir.

5.7 Os procedimentos 4 e 4.2

Também no caso de um campo vetorial polinomial 3D X representando uma 2EDO
racional pudemos fazer aprimoramentos pequenos mas com grandes consequéncias tedricas
e praticas. A base para o que fizemos neste trabalho foi desenvolvida em (3), mas apenas
para os casos em que o denominador da 2EDO coincidia com o polinomio N. Pudemos

mostrar que:

e Os casos em que o denominador da 2EDO nao é o polinomio N sao devidos a can-
celamentos de fatores comuns aos polinomios N e @) + z P. Esses cancelamentos
podem ser evitados (como mostramos no capitulo 3) facilmente com uma trans-

formagao simples como T' = {x = y,y = x}.

e O item anterior nos permite transformar (sem dificuldade) qualquer 2EDO racional
(com uma integral primeira Liouvilliana) em uma outra tal que o denominador é o
polinomio N. Esse fato tem uma consequéncia tedrica: o algoritmo que obtém os
2CVPs associados é um algoritmo completo; e uma consequéncia pratica: um
dos polinémios que compoe X; é previamente determinado e, portanto, o algoritmo

¢ muito mais eficiente (uma vez que temos que determinar apenas um polinémio).

e Os casos de 2EDOs nas quais existem termos monomiais em P que nao estao em
My, (devido ao fato que termos de z P cancelam com termos de ()) podem ser
tratados com facilidade (com uma transformagao simples como T' = {z =%y = y}
— veja a se¢ao 5.3). Além da abrangéncia, os casos em que nao ha cancelamentos

desse tipo sdo muito mais eficientes (veja o exemplo da 2EDO (127)).
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CONCLUSAO

Neste trabalho desenvolvemos um novo método (na verdade aperfeicoamos dois
procedimentos antigos) para determinar integrais primeiras Liouvillianas de campos ve-
toriais polinomiais em treés dimensoes. Para campos vetoriais tais que a integral primeira
I é um membro da classe Lg (veja a definicao 1.6), pudemos mostrar que ela apresenta
um fator integrante Darbouxiano. Este fato nos permite gerar dois procedimentos (semi-
algoritmos Pro, € Pros) para encontrar integrais primeiras Liouvillianas

Os métodos desenvolvidos se apresentaram de forma eficiente em ‘areas’ de atuagao
diferentes o que é um ponto muito positivo. Contudo, para a grande maioria dos casos
‘complicados’ fica muito dificil avaliar a eficiécia dos nossos algoritmos, uma vez que nao
existe uma ‘arena’ razoavelmente vasta e, além disso, na maioria dos casos complicados
o nosso método é a unica opgao que consegue algum sucesso (veja os comentdrios na
observagao 5.2, no fim da segao 5.1).

Nos capitulos 2 e 3, desenvolvemos varios resultados tedéricos que nos permitiram
aprimorar (em muito) a eficiéncia dos procedimentos 1 e 2: no capitulo 2, gragas a uma
generalizacao do teorema 2.1 (veja o teorema 2.2) pudemos incluir as 1EDOs que apre-
sentam funcoes algébricas e implementar um algoritmo linear para encontrar os campos
vetoriais 2D X; associados. E no capitulo 3 pudemos mostrar que o algoritmo 4 é um al-
goritmo completo e, além disso, conseguir computar os campos vetoriais 2D X; associados
com um algoritmo tao rapido que até parece linear (veja a 2EDO (127) e o tempo gasto
pelo algoritmo para encontrar X;.

Os métodos (que usam os algoritmos desenvolvidos nos capitulos 1, 2 e 3) foram
implementados em um pacote computacional na plataforma de computacao simbélica Ma-
ple. O pacote, além de encontrar as integrais primeiras Liouvillianas usando os métodos
citados acima, apresenta comandos que materializam todas as etapas do processo de re-
solucao. Os comandos também possuem varios parametros que ajudam tanto no processo
de busca de integrais primeiras como também na pesquisa em fisica e matematica.

Também discutimos o desempenho do pacote (e dos algoritmos que desenvolvemos)
brevemente, no capitulo 5.

Resultados que queremos buscar:

1. Pesquisar uma maneira (talvez na linha do método de A. Ferragut (31)) de tornar

mais eficiente o computo dos polinémios de Darboux em trés variaveis.

2. A determinacao dos 2CVPs associados para sistemas diferenciais polinomiais gerais

de uma maneira mais eficiente.
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