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RESUMO

GAMA, Rogério Pazetto Saldanha da.segunda lei de Fick com coeficiente de difuséo
dependente da concentrac@022. 80f. Dissertagdo (Mestrado em Engenharieaiiea) —
Faculdade de Engenharia, Universidade do Estadtialde Janeiro, Rio de Janeiro, 2022.

O foco principal deste trabalho é a segunda leFidk em um contexto em que o
coeficiente de difusdo pode depender da concemptralgihdo origem a um problema nao
linear. E empregada a transformacao de Kirchhéifhale simplificar a estrutura matematica
da segunda lei de Fick, dando origem a uma descnigis conveniente. A fim de fornecer
um protocolo geral, o coeficiente de difusdo sesumido como uma funcdo constante por
partes da concentracdo. Férmulas exatas sao aa@gempara a transformada de Kirchhoff e
sua inversa, de forma que ndo haja limite de @ecidlguns exemplos numéricos séo
apresentados com o auxilio de um procedimento sepiieito associado a uma aproximacao
de diferencas finitas.

Palavras-chave: Transferéncia de Massa. Transfernd®l Kirchhoff. Esquema Semi-

Implicto.



ABSTRACT

GAMA, Rogério Pazetto Saldanha daick's second law with concentration-dependent
diffusion coefficient2022. 80f. Dissertacdo (Mestrado em Engenharieaiea) — Faculdade
de Engenharia, Universidade do Estado do Rio deirdaiRio de Janeiro, 2022.

In this work it is considered Fick's second lawancontext in which the diffusion
coefficient may depend on the concentration, givisg to a nonlinear problem. It employs
the Kirchhoff transformation in order to simplifge mathematical structure of Fick’s second
law, giving rise to a more convenient descriptibmorder to provide a general protocol, the
diffusion coefficient will be assumed as a piecen®nstant function of the concentration.
Exact formulas are presented for both the Kirchlwaffisformation and its inverse, in such a
way that there is no limit to accuracy. Some nuoaexamples are presented with the aid of
a semi-implicit procedure associated with a fiditéerence approximation.

Keywords: Mass Transfer. Kirchhoff Transformati@emi-Implicit Scheme.
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INTRODUCAO

A difusdo molecular de massa ¢ um fendmeno fisi@versivel em que ocorre o
transporte de massa pelo movimento de ions ou maima presenca de um gradiente de
potencial quimico, sem o envolvimento de velocidadecroscopicas. De acordo com a
Segunda lei da Termodinamica, havera fluxo de naatier uma regido de maior concentracao
a outra de menor concentracao de uma determingdaiegjuimica. O gradiente de potencial
quimico pode ser substituido pelo gradiente de emtr@cdo. O movimento causado pelo
gradiente se d& no sentido oposto a este, oursejdirecdo e sentido de maior para menor

concentracdo, procurando encontrar um equilibrio.

:v_‘_%h — /
[ ,_,1"
'*:a::___ —

Figura 1 — llustragdo do processo de difusdo mtdecuextraido do sitio

http://coral.ufsm.br/eba2018/images/IVANILDO _ESCQp4).

O fluxo de massa (por difusdo molecular) é regid@a rimeira Lei de Fick sendo
expresso como um multiplo do gradiente de conceds O fator de proporcionalidade entre
o gradiente de concentracdes e o fluxo de massargéazio de coeficiente de difuséo.

O coeficiente de difuséo [1] pode ser consideruma constante em muitas situagoes.
Por exemplo, a hipotese do coeficiente de difusétstante € sempre uma boa suposicao
guando estudamos a difusdo de gases.

No entanto, quando fluidos muito densddceenvolvidos, a hipétese de coeficiente
de difus@o constante néo reflete a realidade [R,B@r exemplo, o processo de difusdo de
solventes liquidos e gasosos em 0leo pesado oleemé apresenta coeficientes de difusao

fortemente dependentes da concentracao.
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Em particular, quando as interacdes mddees entre os componentes da mistura n&o
sao despreziveis, o coeficiente de difusédo torrfartemente dependente da concentracdo, de
forma que a relacdo entre eles deve ser levadaesideracao.

A motivacgdo principal deste trabalho € gusela lei de Fick [5,6] em um contexto em
que o coeficiente de difusdo é uma funcéo da coragg.

A Segunda Lei de Fick e sua andlise maiesné um assunto cada vez mais frequente
na literatura atual. Botar e Ruff [7] tratam a ddo como um processo de movimento
aleatério em uma rede cubica. Jou et al. [8] canaid um modelo hidrodindmico de ordem
superior para o movimento do material em um meio sondi¢cbes arbitrarias de néo-
equilibrio. Van Milligen et al. [9] estudam as lels Fick e de Fokker-Planck e apresentam
alguns resultados numéricos. Sasaki et al. [10dest a Lei de Fick aplicada a transferéncia
de massa em solos. Na referéncia [11], de auterizghdng et al., é considerada a variacao do
coeficiente de difusdo com o tempo. Siepmann enep [12] apresentam um estudo do
fendbmeno de difusdo aplicado ao processo de fagdcade farmacos. Guenneau e
Puvirajesinghe [13] consideram fendmenos envolverifasdo anisotropica (onde o
coeficiente de difusdo é um tensor de segunda Qrdem

O objeto desta Dissertacdo € a equacércedifial parcial parabdlica néo linear [14]

ot ox\ odx) dy\ dy) 0 0
onde
D=D (c) =2 constante:0 (2)

a qual pode representar a transferéncia de massadiro a transferéncia de calor.

A equacao diferencial parcial representada pelagipn (1) é chamada de Equacéo da
Difusdo. Sempre qu® depender da concentracdo a equacdo da difusdo&edinear. A
equacdao (1) deve ser considerada juntamente codicées iniciais e condi¢cdes de contorno
[15].
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A incognita é a concentracdo (no casoatesferéncia de massa) ou a temperatura (no
caso de transferéncia de calor), que pode dep&aterda posicao quanto do tempo.

Os fundamentos do modelo matematico, em especiagem da equacao diferencial,
séo tratados na proxima secao.

Aqui, a letra ‘c” representa a concentracao da espécie que saldigih é chamado
coeficiente de difusdo. Dependendo das espéciedviaas, este coeficiente pode variar com
a concentracdo. Fontes sdo representadassp(jue no caso de serem negativas sao
chamadas de sorvedouros).

A equacao acima tem a mesma estrutura matematieguicao geral da conducao de
calor num sdlido rigido, opaco e em repouso. No dasconducao de calor (considerando um
corpo com densidade e calor especifico constatgdamosa no lugar deD e T no lugar
de c. A letra gregax representa a difusividade térmicd erepresenta a temperatura.

Genericamente, vamos usar também neste trabaloapequacéo (1) a representacao

% =div(Dgrad ¢+ ¢ (3)

que € independente de sistemas de coordenadas.

O operador “divergente”, denotado paliv”, € dado por

divw =i(W-i)+i(W-')+i(w«k) W - campo vetoria (4)
0X oy 0z
ondei, j e k sdo os unitarios associados aos eixpsy e z respectivamente. No sistema

cartesiano retangular o campo vetomale dado pomw =w,i +wWj + WK .

O operador “gradiente”, denotado aqui pgrdd”, € dado por

grad qa=a—¢i +a—¢j +a—¢k :

— campo escal: 5
ox dy 0z ¢ P ®)

Os operadores “divergente” e “gradiente” podem faeilmente representados nos
sistemas cilindrico e esférico de coordenadasabdstpara isso levar em consideracdo a

correlacdo entre as varidveis associadas a cddmaisom o sistema cartesiano retangular.
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No caso do sistema cilindrico temos que

r=yx*+y’

y X =rcosfd
6?=arctar(¥j o JYy=r sirg (6)
zZ=2 2=z

X2 +y2+ 72 _
X =rcosd sinp
6= arctar(%) o ly=r s sig @)
Z=rcosp

Os vetores unitarios da base ortonormal (baseajisissociada ao sistema cilindrico

sao dados por

e =cosf i+ sind |
e, =-sindi+ codj (8)
e,=k

Os vetores unitarios da base ortonormal (baseajisissociada ao sistema esférico sdo dados

por

e =cosf sing i+ sird sigj+ cogk
e, =—sindi+ cod | (9)
e, =cosd cog i+ sif cogj- sik



O vetorw, representado por

W =W i +wj + wk {10

no sistema cartesiano retangular, € represemadsistema cilindrico, por

W=We +we +w k (11)

e, no sistema esférico, por

W:Wrer +W999+VV¢% (12)

Os operadores divergente e gradiente, anteriornmeateionados, ficam entéo

. 10 10 0 . . .
dw=="—(rw )+-— +— -~ sistema cilindric 13
= () g (W) g (W) | e a3
. 10 1 0 1 o0 . .
dlvw——— rew, |+ —(w, )+ sing w sistema esféric (14
reor ( ) rsin¢69( ) rsm¢a¢( 4 ) (14)
0@ log 0@ . e
radp=—"Te +——Le, +—k - sistema cilindric 15
I o & T 967 & ' (13)

grad¢—a—¢e 1 aw 16(0

o " T rsing a0 ® Tt g ©

- sistema esféric (16)

16
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1 — FUNDAMENTOS DA TRANSFERENCIA DE MASSA
MOLECULAR

Apesar de ja ter sido apresentada a equacao fue ebjeto desta Dissertacdo, vamos
aqui ilustrar sua origem a partir de fundamentosldaanica dos Meios Continuos [6].

A transferéncia de massa € um processo de traaspaade um ou mais constituintes
contidos em um dado meio se deslocam. O transpode ocorrer por difusdo molecular e
também por conveccao.

O processo de difusdo molecular € um fenbmen@nuelve a transferéncia de massa
em funcdo da nao uniformidade da distribuicdo deentracdes. O transporte por conveccao
envolve velocidades macroscopicas do meio.

De acordo com a Segunda Lei da Termodinamica, &aiexo de massa de uma
regido de maior concentragdo a outra de menor ntacdo de uma determinada espécie
qguimica. Esta espécie que é transferida é usuandemominada de “soluto”. As regides que
contém o soluto podem abrigar populacdo de uma &8s Bspécies quimicas distintas do
soluto, as quais sdo denominadas de “solvente’oruito soluto/solvente, por sua vez, é
conhecido como mistura (para gases) ou solu¢céd@ (fgwidos). Tanto uma quanto outra

constituem o meio onde ocorrera o fendémeno defadrgia de massa.

Figura 2 — Regido espacial fixa, sua fronteiravetor normal unitario exterior.
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Vamos considerar aqui apenas um constituinte (espgécie quimica) e um meio,
compondo um sistema binario. A taxa de variacadquimtidade do constituinte numa dada
regido fixa no espac@ € igual a taxa de entrada deste constituinte edrda fronteira de€ ,

denotada podQ , mais a taxa de geragcao do constituinte(2rmEm outras palavras,
d [wdv + [ jn dA=[ sdv (17)
dt Q 0Q Q

onde ¢ representa a massa (por unidade de volume) dditcame em questdoj (néo
confundir com o unitario associado ao eixprepresenta o vetor fluxo de massa (por unidade

de area) do constituinte ® representa a taxa de geracao deste constituintanpdade de

volume. Integrand@/ sobre toda a regid@ teremos como resultado a massa do constituinte

presente enf .
Supondo que as velocidades macroscépicas sejano mpeguenas (despreziveis),
podemos considerar que (Primeira Lei de Fick)

j =—Dgrady (18)

onde D é chamado de coeficiente de difusdo (sempre poks#io sinal negativo indica que o
fluxo ocorre no sentido oposto ao do gradiente, wem que os fenbmenos de transporte
naturais ocorrem sempre no sentido da busca dbtl@auie o gradiente aponta no sentido de
maior crescimento da funcéo).

Combinando os resultados acima, ficamos com

%jt/ldv+ J' —D( grady)-n dA:j sd\ (19)

0Q

0 que, pelo Teorema da divergéncia de Gauss, mostpeconcluir (supondo a regularidade

necessaria) que
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%jwdv+j—div( D( grady)) dV=j sd\ (20)

Q Q

Uma vez que a regid@Q é fixa no espaco, podemos escrever

J'{%—(’ty—div(D(grack//))— s} dv=0 (21)

Como Q é arbitraria, a equacao acima nos leva a segepiacdo diferencial parcial
oy _ .
E—dlv(D(gradw))+ S (22)

que é exatamente a equacdao (3), no cagb de. Qualquer multiplo constante da
quantidadely pode ser usado no lugar ge Por exemplo, podemos definir a quantidade

como sendo a densidade de um dado constituinensadhde molar do constituinte, etc...
Esta equacéo € conhecida como a “Segunda Leclé Na grande maioria dos casos

o coeficiente de difusdo é suposto constante.
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2 — ALGUMAS SOLUCOES ANALITICAS

Fartamente encontrados na literatura, os fendmemaslvendo a equacéo (3) no caso

linear comD constante admitem a seguinte representacao

% = Ddiv(grad ¢+ s (23)

e podem, em diversos casos, apresentar solucdtcnal

Particularmente, os problemas unidimensionais @omgtria plana sdo o0s que
apresentam solucdes analiticas mais simples.

Vamos nos concentrar no fenbmeno de difusdo ueitsional transiente em
geometria plana (lembrando que estamos num contexte a difusividade é constante) sem

fontes ou sorvedouros. Neste caso a equacgao (88)gao escrita como

oc d°c
T-pZ> 24
ot ox? (24)

enquanto o dominio espacial é representadoxpsrx< x .

A equacgéao (24) deve ser resolvida a partir de condicdo inicial, ou seja, a partir do
conhecimento da distribuicdo de concentracdes sw@ritet =0. Além disso, no caso de
dominios limitados, sdo necessérias 2 condicéesmerno.

Vamos comecar nos limitando as condicdes de aomito tipo “Dirichlet” (onde ha a
prescricdo do valor da variavel na parte do coot@m questédo) e do tipo “Neumann” (onde
a derivada é prescrita na parte do contorno entéples

No caso de duas condi¢des de contorno de Diriahigtpblema (24) fica

2
@:DE
ot ox?
c=f(x), %<x<x+L t=0 (25)

c=¢g, t>0, x=x
c=¢q, t>0, x=x+L
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A partir de uma escolha conveniente da origeme(fda x, =0), o problema (24)

pode ser escrito como

1 dc _d°c

Dot o

c=f(x), 0O<x<L t=0
c=g, t>0, x=0
c=¢, t>0, x=L

(25)

Com o auxilio do método da separacao de vari@ds superposicado de solugdes, a

solucéo do problema acima pode ser representadaigerApéndice 1)
o S nir\’ 77X X

c= z B, exp{— D(Tj t} sir(T) + G +( G - Q’)I (26)
n=1

onde as constante®, sdo dadas por

B =2(" —c—(c - c) X lginl X
Bn—Ljo{f(x) ¢-(g Q)L}sm( C jdx (27)

No caso da concentragdo ser nula no instantelmisiconstanteB, ficam

B =_2(" G&~% inl V77X Gye oc[ L9 |-
B, ng{qﬁ( i jx}sm( 3 jdx ZQ(WT( ])j 2¢ (28)
Assim sendo

C:i(ZCL (%T(—l)”j— Zq,j exp[—%( rw)z} sir{ m%} 6+(¢- 9)—: (29)

n=1
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A figura abaixo mostrac/ ¢ como funcédo dex/ L para diversos valores do tempo

adimensionaD t/L* (aqui foi suposta, # 0) para o caso onde, = 0.

cle, |

Figura 3 — A razdcc/c versusx/L para 16 valores d®t/L* no caso de concentragéo

inicial nula.

A figura 3 mostra resultados obtidos com 50 terrdasSérie de Fourier para 16
valores deDt/L* (de 0,01 até 0,16). No limite, quanddt/L* - o, teremos a reta
c/q =x/ L.

Consideremos agora uma condicdo de Neumanrxerh e concentragdo nula em

x=0. Neste caso o problema fica

10c 0%

Dot ox

c=f(x), 0O<x<L, t=0
c=0, t>0, x=0

Jc

—=0, t>0, x=L
1) 4

(30)
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A solucdo exata deste problema também € obtides@oaracdo de variaveis (vide
Apéndice 1)

oS e -o{ 3] (31T

Falta agora satisfazer a condicdo inicial. Noan inicial a expressdo acima
corresponde a uma expansao em % periodo em Sérkamider, ou seja

B =%j: £(x) sinKm%}’{ }d) (32)

No caso da concentracéo inicial ser suposta umitum seja,f (x) =1, ficamos com

6,2 snl (o2 xfoce-| i oof (w2 s o

e a solucéo fica
2
- 4 Dt 1 : 1\
=y —— -—|| n+= += |— 34
- nz:c:)(Zn+1)ﬂeXp( 12 [(n 2}7} }S”{(n 2) L Xj (34)

A figura 4 apresenta resultados obtidos com 5@dsrda Série de Fourier para o caso

em gue a concentracao inicial € suposta unitaria.
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Dt/L*

- |
x/L

Figura 4 — A concentracdo versus x/ L para 20 valores d® t/L*, considerando uma

concentracao inicial unitaria.

A figura 4 mostra resultados obtidos com 50 terrdasSérie de Fourier para 20
valores do tempo adimensionBIt/L* (de 0,05 até 1,0). No limite, quanddt/L* — oo,

teremos que =0.

O uso de Séries de Fourier e outras ferramentditieas € bastante limitado além de,
paradoxalmente, algumas vezes impreciso. S&o podmwsnios e poucas condicbes de
contorno que admitem solu¢cdes como as apreserdatEsormente.

O calculo de um valor através de uma Série dei€totequer o calculo de senos e
cossenos. Cada “seno” e cada “cosseno” requer onpot&omputacional muito maior que
uma operacao de multiplicagcdo. Uma funcdo de Bepselexemplo, requer mais esforgo
computacional ainda.

Assim sendo, levando em conta a crescente dishdade de softwares,
compiladores e computadores, devemos consideran, aiguma prioridade, os métodos
numericos.

Alguns problemas apresentam singularidades queeass, inviabilizam o uso de
certas técnicas numeéricas. Nestes casos devemgsest&ambrar que, na natureza, ndo ha

singularidades. As singularidades séo, em gernahdas da descricdo
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matematica escolhida. Assim, €& possivel inserirgul@rizacfes” e retirar possiveis
singularidades. Note que ndo ha particulas coommloulo e massa diferente de zero (como
usualmente estudado na Fisica), ndo ha descorgdwiigerceptivel numa distribuicdo de
temperaturas (exceto aquelas associadas a qudatidacenergia), ndo ha meio continuo (é
uma aproximacdo muito bem vinda), ndo ha um lugae e encontre um fluido estatico,
nao ha fonte pontual de energia, ndo existem “guimas”, etc...

Além de tudo isso, existem 0s erros experimentaigjefeitos nas geometrias reais a

serem estudadas e as imperfeicGes nos materi@isra fratados.
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3 — APROXIMACOES NUMERICAS

Dentro do mundo ilimitado de metodologias numérigemra a aproximacdo de

solucdes de equacdes diferenciais, vamos nos fjmgata etapa, as seguintes:

1) Métodos de Euler explicito e implicito para a egéalmtemporal.

2) Método das diferencas finitas centradas para aepagao das derivadas espaciais.

3.1 O Método de Euler explicito

Seja a equacgéo diferencial
—=1f(u,) (35)

cuja incognita é a funcéo e onde a variavel independente ¢m geral o tempo). O Método
de Euler explicito (ou esquema explicito de Eudgmoxima a funcdas no instantet™ a

partir do conhecimento ddu/ dt no instantet”, quando a funcada vale u", da seguinte

forma
u™ Ou" +(%j At=u"+ f( u", t”)At (36)
dt

sendoAt o incremento (de tempo) considerado.

Este esquema é dito explicito porque, uma vez cichbet” e u", u™ é obtido
explicitamente.

A simplicidade de aplicacdo deste esquema € dm&nacada pelo risco de perda de
estabilidade na aproximagao.
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3.2 — O Método de Euler implicito
Seja, novamente, a equacéao diferencial

(37)

cuja incognita é a funcéo e onde a variavel independente ¢m geral o tempo). O Método

de Euler implicito (ou esquema implicito de Eul@pyoxima a funcias no instantet™ a

partir do conhecimento deu/ dt no mesmo instante (ou sejd'), quando a funcda vale

u™, da seguinte forma

n+l
u”1DU“+(%Ej At=u"+ (U™, ") At (38)

sendoAt o incremento (de tempo) considerado. Assim,

t™ =t" + At (39)

Este esquema é dito implicito porque envolve umaelagdo funcional entre

f (u“+l,t“+1) e a derivada temporal.

Este esquema é sempre estavel.

3.3 — O Método das Diferencas Finitas centradas

Para efeito de ilustracdo, vamos considerar adigubaixo

Figura 5 — Dominio unidimensional uniformementeditizado.
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Podemos aproximar a derivada da funcdo regulazom respeito ax na posicao

X1, =(i=1/2) Ax (centro do intervaldx, X,,)) como

[%} 0 ui+1 B q (40)
dX Jis/2 AX

Se o objetivo for uma aproximagéao para a deriverdpontox, podemos também usar

a seguinte formula

[%} Di(uiﬂ_q + u‘lﬂ-lj: W™ By (41)
dx], 2\ Ax AX 20 X

Para aproximar a derivada segunda na posig&mos a expressao

{du} _{du} (uiﬂ_qj_(q_u—lj
dzg [ OX Jiz L OX i1/ [ AX AXx (ua—2y : Y.,) (42)
ox* | AX Ax (Ax)

3.4 — Emprego das aproximagdes na equacao da difosa

Comecando com a equacao da difusdo unidimens@mnafeometria plana e com

coeficiente de difusdo constante, ou seja,

2
au_Dau

P _pl= 43
ot ox? (43)

e denotando pou® a aproximacdo para a func@iono instantet”, na posicdox podemos

representar a aproximacao, no esquema expliciEubbe, como
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u™t -y D (uirll —2u"+ l1lr11)

i = 44
e, no esquema implicito, como

ntl_on uin:l —2u™t+ Tl
U, u -D ( 1 u Y-y ) (45)

At (Ax)2

Uma vez que a equacao diferencial parcial estgeita a condicdes de contorno e a

condicdes iniciais as quantidade’s estardo sujeitas a outras equagfes além da apgiim

acima. Por exemplo, se a condic¢ao inicial f((rx) teremos

u’ = f(x) (46)

Se na posicaox =L tivermos uma condicdo de Dirichlet, por exemple 55

teremos que
uy =55, paran>0 (47)

No caso mais geral, com coeficiente de difusastemte, em geometria plana a
equacao diferencial é aproximada por

n+l n

Uik Uk -
At

— D{(uirll,m _qujjk + l’llrlljk) (Ur}w, _Z'fj?,k, + Hn,—n,) ( il’r,k,+ 1 2ilfk,+ i"IFk - )}

i

(48)
no caso explicito.

E sera aproximada por



n+1 n
Uik Uk
At

— D{(”Tfj kK 2”

(8%)°

n+l

Jk

+ UTlljk ) +(Lr'T+lk, _ZUTkl, + Ur—lu,) ( ierl,+ T Zilrkl,"' i"lﬁi!r )

no caso implicito.

Em todos os casag’,, € a aproximagdo para a fungéono instantet”, na posicao
(x..3)-

oy

(82

Por exemplo, a Segunda Lei de Fick num caso bitsoaal plano ficaria

ac __(0°c 0°c
____D [
ot x> oy’

|

(49)

{50

Denotando poc; a concentragdo no pon(q, yj) no instante de tempin, dados por

x =(i-1)Ax
y, =(i-1)ay
tn+1=tn+At
:1 :2 A‘ ::\“'
7 I X i =
AJA
i=N—x=L
PONTO x,.y, j=M—y=H
v
. Ax—-\L =X, =X
= Ym Y
J=2
J=1
-

Figura 6 — llustracdo de uma discretizacao bidinosias.

(51)

30
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podemos aproximar, por diferencas finitas centradaSegunda Lei de Fick, da seguinte
forma

Ol =G _pf P28 G AR (52)
At (Ax) (8y)*

3.5 - Uma comparacéo

Vamos considerar um caso particular do problemtamegtico em foco neste trabalho,
representado abaixo (onde se considera um codéaikndifusdo unitario, em algum sistema
de unidades). Especificamente, a questao que sé: gdeontrar a funcdo (que depende do

tempo e da posicéo) que satisfaz a equacéao

%:g—;:, O<x<1, t>0C (53)
sujeita a condicdes de contorno (condi¢cdes impastegs=0 e emx=1) e a uma condi¢ao
inicial (condi¢cao imposta no tempa=0).

A condicao inicial consiste na distribuicdo esphapresentada pela funcdo incognita
c no instante inicial. Por exemplo, podemos estakelguec seja uma constante em todo o

dominio espacial no instante=0. Poderiamos estabelecer que, no instarted, a
distribuicdo de concentracbes fosse senoidal (digacre sin(ﬂx) no instante inicial) ou

outra funcdo qualquer, desde que atendendo agdestifisicas inerentes ao significado da
incognita (por exemplo, atendendo ao requisito @a megatividade). E importante ressaltar
que a condicao inicial ndo precisa satisfazer aagfp diferencial e nem sequer ser
diferenciavel.

Tomemos, por exemplo, o problema abaixo, o qualiteduma solucdo exata em

forma fechada (ndo € uma série infinita).

26
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dc 0%
o o
c=0, t>0,x=0 (54)
c=0, t>0,x=1

c=sin(7x), t=0,0< x< !

t>0, O<x<1

No problema acima temos que as condicfes de cuntio do tipo Dirichlet. A

condic&o inicial é dada par=sin(77x) . A solugio exata é
c= exp(—nzt) sin( 77x) (55)

E facil notar que a solucdo apresentada acima atendodas as condicdes do

problema, visto qusin( 0) = sin(77) = C, queexp( 0 = 1e que

o -1 exp(—nzt) sin( 77x)
gﬁ (56)
a_xg =77 exp(—nzt) sin(77x)

Um problema que admite uma solucdo exata serveamwiezes para facilitar a
validacdo de ensaios numéricos, como 0s que sprésemtados mais adiante.
Para ilustrar a condicdo de contorno de Neumaadermpos considerar o problema

(que também admite solucdo exata em forma feclzasi@yuir

2
9_0¢C 150, 0<x<1
ot ox
c=0, t>0,x=0 (57)
@:O, t>0,x=1
[1)4

c=sin(77x), t=0,0< X<’

Neste caso, a solucdo (exata) € dada por



33

c= exp[—?j sir(%) (58)

A grande maioria dos problemas ndo admite solucdo exata em forma fecpadaaE
simulacdo (neste caso aproximada) desta imensa maioria de problemas qeenoscaos
métodos numéricos.

O uso da computacao eletrbnica deu um impulso extraordinario atosisnétodos
numeéricos, uma vez que possibilita a execucdo de milhares, mikh@ascdlos com enorme
rapidez, o que seria invidvel para a execugdo “manual”.

As equacbes explicita e implicita podem ser convenientemente reescritdmssona

discretizac&o anteriormente apresentada,

n+l _ n n_

G -G -Gu"2¢* 6 j334..N-1. EXPLICITO (59)
At Ax

ntl _ An 1l _ 5l 1

G 76 _Gu 2‘92 all , 1=2,3,4,..N- 1. IMPLICITO (60)
At AXx

n+l

No caso explicito, cadg™ é calculado explicitamente a partir do$ (que ja séo

todos conhecidos).
No caso implicito, o calculo dos cad¥" requer a solugédo de um sistema simultaneo
de equacdes algébricas (sistema linear neste caso).

n+l

E importante ressaltar que, em fung&o das condiges de contoratores dec™ e

de ¢ séo conhecidos.

No caso de condiges de Dirichlet ens 0 e emx =1, os valores de'™ e decy™

séo diretamente conhecidos para ted®0. No caso de uma condigdo de Neumann em uma

das extremidades do intervalo, teremos uma codelagtrec!™ e c;™ (para condi¢do de
Neumann enx =0) e/ou entreci™ e ¢ (no caso de condigdo de Neumannieml).

Para obter os valores dg™ no método implicito, lancaremos m&o do método

iterativo de Gauss-Seidel. Apesar de ndo termosgassda, a priori, a convergéncia,
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verificamos que, em todas as simulacdes feitaa,fesbbtida. No método de Gauss Seidel a

equacao implicita apresentada em (60) € reesorita c

C|n+1(1+ Z%J - qn+(QTil+ szl)(AA_):zj, i=2,3,4,.N- (61)

ou ainda,

At
Cn+ n+1+ _r1+1
"+ (g J{AXZJ
14280
AX

n+l _

G i=2,34,.N-: (62)

A equacao (61), associada as condi¢des de con®mmpregada como uma formula

de recorréncia. Apés um certo niumero de iterac@®s $e& observam mais alteracbes
significativas nos valores d&**. Dizemos entdo que a convergéncia foi obtida.

Neste trabalho, como critério de parada, foi edealido que a diferengca maxima (em
maddulo) entre os valores obtidos para o né ceetratiuas iteracdes consecutivas deveria ser
inferior a 10°. Valores inferiores a este ndo demonstraram gaglglevancia no que tange
0s resultados a cada instante.

A titulo de ilustracdo, vamos comparar as solugteséricas (esquema implicito e

esquema explicito) com a solucéo exata para oqrabl

2
9P _0C 50, o<x<1
ot ox
c=0, t>0,x=0 (63)

c=0, t>0,x=1
c=sin(77x), t=0,0< x< !

consideranddN =11 (ou seja,Ax =0,1).

Neste caso teremos que
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=)
e :sinﬁ%j i=1,2,3,4,56,7,8,9,10, (64)

As tabelas abaixo mostram uma comparacdo entre a solucdo exata e resultados
numéricos obtidos para os 11 nds. As duas primeiras tabelaseransid instante de tempo
0,1 e as duas ultimas consideram o instante 0,2. Os resultah@sicos foram obtidos com

diversos valores dAt .

Tabela 1 Resultados para o instantee 0.1 olgidom At= 0,01 eéAx= 0

C|10 - Solugéo Exata Método Explicito Meétodo Implicito
x=0.0 0.000000000 0.0000000 0.0000000
x=0.1 0.115173056 0.1102835 0.1214524
x=0.2 0.219072171 0.2098677 0.2310162
x=0.3 0.301526975 0.2886726 0.3179665
x=0.4 0.354466218 0.3396357 0.3737920
x=0.5 0.372707838 0.3567783 0.3930282
x=0.6 0.354466218 0.3396357 0.3737920
x=0.7 0.301526975 0.2886726 0.3179665
x=0.8 0.219072171 0.2098677 0.2310162
x=0.9 0.115173056 0.1102835 0.1214524
x=1.0 0.000000000 0.0000000 0.0000000

Tabela 2 -Resultados para o instante= 0.1 olgidom At= 0,001 é&x=

CI100 = Solugéo Exata Método Explicito Método Implicito
x=0.0 0.000000000 0.0000000 0.0000000
x=0.1 0.115173056 0.1155501 0.1166627
x=0.2 0.219072171 0.2197893 0.2219056
x=0.3 0.301526975 0.3025141 0.3054268
x=0.4 0.354466218 0.3556266 0.3590507
x=0.5 0.372707838 0.3739280 0.3775283
x=0.6 0.354466218 0.3556266 0.3590507
x=0.7 0.301526975 0.3025141 0.3054268
x=0.8 0.219072171 0.2197893 0.2219056
x=0.9 0.115173056 0.1155501 0.1214524
x=1.0 0.000000000 0.0000000 0.0000000
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Por que alguém usaria um esquema implicito? A stapem com a tabela abaixo,

onde o0 método explicito passou a apresentar rdsslsem sentido.

Tabela 3 -Resultados para o instante= 0.2 olgidom At= 0,01 e\x= 0

C|20 — Solucéo Exata Método Explicito Método Implicito
x=0.0 0.000000000 0.0000000 0.0000000
x=0.1 0.042925900 -1.7906235 0.0477342
x=0.2 0.081649915 3.5968977 0.0907959
x=0.3 0.112381467 -4.8145433 0.1249698
x=0.4 0.132112338 5.9687654 0.1469108
x=0.5 0.138911133 -6.0478396 0.1544712
x=0.6 0.132112338 5.9687654 0.1469108
x=0.7 0.112381467 -4.8145433 0.1249698
x=0.8 0.081649915 3.5968977 0.0907959
x=0.9 0.042925900 -1.7906235 0.0477342
x=1.0 0.000000000 0.0000000 0.0000000

Se diminuissemos o intervalo de tempo, teriamos:

Tabela 4 -Resultados para o instante= 0.2 olgidom At= 0,0001 é&x=

C|2000 — Solugéo Exata Método Explicito Meétodo Implicito
x=0.0 0.000000000 0.0000000 0.0000000
x=0.1 0.042925900 0.0435844 0.0436680
x=0.2 0.081649915 0.0829024 0.0830614
x=0.3 0.112381467 0.1141053 0.1143242
x=0.4 0.132112338 0.1341388 0.1343961
x=0.5 0.138911133 0.1410419 0.1413125
x=0.6 0.132112338 0.1341388 0.1343961
x=0.7 0.112381467 0.1141053 0.1143242
x=0.8 0.081649915 0.0829024 0.0830614
x=0.9 0.042925900 0.0435844 0.0436680
x=1.0 0.000000000 0.0000000 0.0000000




37

Agora, fagamos uma simulagédo extrema com apenas.3Neste caso havera apenas

uma incognita, visto que os nos 1 e 3 corresporateoontorno. No caso explicito teremos

Cg+l—Cg_Cg—ZCS+CF n+l _ An At
= = =c|l-2— 65
At AX? & @ AX (65)
Enquanto, no caso implicito, teremos
n n+ At
<:2+(<:31+CF”)[A j .
n+l _ X n+l _ Cz
C = = G T 166
At At
1+2— 1+ 2—
Ax AX

Levando em conta a condigdo inicial dada, teregues =1. Assim sendo, langando
mao desta discretizacdo bastante grosseira, foidavér que a escolha dést e deAx nédo é
livre no método explicito.

A partir das expressdes acima temos que

n+l — An At ml _ At ™ 1
n+1
T S B IMPLICITO (68)
> T At @ =G At -
14228 1+ 2288
DX AXC

No caso em questdix=1/2 e c; =1. Assim,

n+l

¢ =(1-8at)" - EXPLICITO
(69)

n+l
ot = ! -~ IMPLICITO
1+ 8At
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Quandot - c (ou seja,n —» «), ¢, deve ser nulo. Isso se observa nos dois métodos,
desde queAt<1/8. Caso At=>1/8 apenas o método implicito fornecerd um resultado
consistente. Sé\t =1/8 o método explicito fornecera como resultado unorvaulo para
todos osc;, comn>0, o que & inconsistente.

Este resultado ilustra a condicdo de estabiliddgld/on Neumann para o esquema

explicito. Essa condicédo estabelece que, paraahikdade do método explicito, € necessario

e suficiente (no caso do problema aqui em estuge) q

At 1
F < E (70)

O método implicito € incondicionalmente estavel[1
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4 — A TRANSFORMADA DE KIRCHHOFF

A Transformada de Kirchhoff € uma ferramenta amplate utilizada para auxiliar na

descricdo de problemas de transferéncia de calajuena condutividade térmica depende da

temperatura [16-26].
A transferéncia molecular de massa e a transferédei calor sdo fendbmenos

matematicamente analogos e, por isso, vamos empesga ferramenta aqui, para as

situacOes onde a dependéncia do coeficiente dsadifotom a concentracdo deva ser levada
em conta.

Seja a funcéo reah = A(B), com dominio real, com as seguintes propriedades

A=A(6)>0, paratoddd
A= A(f)<w, paratoddd tal qudd|<

(71)

e seja a fungéoH:é(&,@,...,x(). A Transformada de Kirchhoff surge como uma

ferramenta para construcéo da fung@dal que

2
O’e _ 9 (Aae

o ox (o

o j A= A(8)>0, a = constante (72)

Desta forma, definimos (Transformada de Kirchhofx funcdo @,

® =D (%, %,..., % ), COMO
¢=&J(6)=aIA(E)dE, @ = constantet (73)

onde"a" € uma constante definida de forma conveniente. &mwal,gisamos =0 (desde que
a funcioA= A(H) seja definida par& =0).

Uma vez que
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o) a (4
—=a—(jA(f)df] (74)
podemos escrever que

0P A 04
0X, ( )6xK (75)

e, consequentemente,

0 00 0D 0 ( ~ 00
——=——=a—| A(8)— 76
ox, 0%, 0% aaxk( ()M] (7o)

Assim, o primeiro objetivo associado ao uso da Ji@mmada de Kirchhoff fica
demonstrado (foi alcancado).

Uma questdo fundamental para o uso da Transformead&rchhoff envolve a sua
inversibilidade. Em outras palavras, para usar an§formada de Kirchhoff, & preciso
assegurar uma relacéo biunivoca eiétre @ .

Quando existir uma constante positiaal que

A

A=A(0)ze>0 paratodo (77)

a inversibilidade € assegurada e, dessa formanlteconento dep para quaisquek, X, ...

assegura o conhecimento d& para quaisquerx, X,,... permitindo que um problema,

originalmente formulado em termos €e seja resolvido em termos de (e vice-versa).
Para demonstrar este resultado, iniciamos tomamnaovalor qualquer par#, por

exemplod =g, ao qual estara associado um vator @, da fun¢ésb . Em outras palavras,

O, =a j A(&)dé (78)
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Uma vez queA(B) € limitada superiormente e inferiormente no immv(a,ﬁo), temos
assegurada a existéncia@g (—oo <P, <o0).
A questdo agora € demonstrar que, para qualdyedado, existe un#, associado.

Uma vez que a derivada de com relagdo & é dada pela funcdéd e é sempre positiva e
limitada inferiormente,® é uma fungéo continua e estritamente crescenté,deom a

propriedade

6

lim ® =lim aA(E) dé - integral divergente

(79)

|
8- —0

g
im @ = lim J'aA(E) dé - integral divergent

Desta forma, para qualquéy, dado, havera um (e somente uff)associado.

Apesar de explicitamente demonstrado, vamos ceraidima situacéo ondé(ﬁ) é

positiva e nao € limitada inferiormente por um néonmositivo. Consideremos que

N

A= A(6)=exp(-ab), a>0 (80)
Neste caso

8
o=0(f)=a[e“df=a(-67) =( &= - &) 81}

Assim, a integra“. e “ dé converge (para o val@ ™ <),
a

Quem seriad =g, de tal forma queb = d, =2e**? Em outras palavras, qual seria

6 =g, (real) solucédo da equacéo abaixo?

2e—aa = e—aa_ e—aeo N éaa - é}/@o (82)
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Resposta: ndo ha qualquer valor real possivel @acpe satisfaga a equagao. Isso demonstra

a importancia das restricoes impostas sobre acﬁuAgéA(H) :
E importante ressaltar que ndo ha qualquer raéetrigobre a continuidade da
funcdoA = A(H). Assim sendo, o uso de funcbes continuas por pée® particular as

funcdes constantes por partes) € permitido.

Um dos grandes problemas associados ao uso dafdmaada de Kirchhoff esta
associado a dificuldade de obtencédo de sua inv&rimcéo A= A(H) pode representar, por

exemplo, a condutividade térmica de um certo nateti o coeficiente de difusdo envolvido

num dado processo de transferéncia de massa. Asl€im,de ser necessario trabalhar com
A= A(H) dentro de uma preciséao realistica é necessanoercesso facil e direto a inversa

da Transformada de Kirchhoff.
Em outras palavras, é facil obtér como funcédo d&g. Mas é preciso tornar facil a
obtencédo d&g como funcéo depb .

Um procedimento bastante eficaz para atingir estatas consiste em supor que

A= A(6) seja uma fungao constante por partegde

4.1 — O emprego de uma funcéo constante por partes

Vamos imaginar quéA = A(@) tenha sido obtido a partir de experimentos. Rado#t

experimentais sao sempre discretos. Por vezestiaggmuma aproximacao (geralmente com

0 auxilio do método dos minimos quadrados), podewio®r uma funcdo continua

representante dé = A(H), como sugere a figura a seguir.

Os pontos em azul seriam os resultados experinseissa mesma funcéo poderia ter

sido aproximada por uma funcgao linear por par@syocsugere a figura a seguir.
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-
0

Figura 7 - Resultados experimentais e uma curvéiraem linear por partes, aproximando a

funcao.

Ou por uma funcdo constante por partes, como sagegara a seguir.

4‘

>
0

Figura 8 — Resultados experimentais e uma func&@staonte por partes, aproximando a

funcao.

Todas as aproximacdes ilustradas nas figuras i@amtersdo validas. No entanto,
guando se constréi uma curva a partir de pontearssp e do método dos minimos quadrados

€ possivel encontrar funcdes para as quais a aweata Transformada de Kirchhoff seja
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muito complicada. O mesmo se pode afirmar parar@xapacao continua linear por partes,
cuja inversao costuma ser complicada.
Ja a aproximacéao constante por partes apresessa/dntagens incontestaveis:
1) sempre admite inversdo analitica em forma fexliseld mostrado mais adiante) e
2) ndo tem limite de precisdo, desde que se pospaatos suficientes para utilizar.

Esses argumentos foram fundamentais para, nebt@hoa se optar por representar a

funcdo A= A(@) como uma funcéo constante por partes.
Se levarmos em conta quk= A(H) representa um coeficiente de difusdo e fue

representa uma temperatura absoluta ou uma coacéotra funcad\ = A(H) ter4 a seguinte

forma:

A para &6<@ ,6,> 0
A=A(6)=1<A para §=6>6_, ,i= 2,34, N~ (83)
A, para >6_,

ja qued so faz sentido quando nao negativo.

No entanto, para evitar que se trabalhe com ¢éstsimatematicas, vamos considerar

que a funcdcA= A(6) tera a seguinte forma

A para <6
A=A(6)=<A para §=6>6_, ,i= 2,34, N~ (84)
A, para 8>6_,

possibilitando queé? assuma valores em toda a reta. Assim, qu#htieer significado fisico
apenas se for ndo negativo, um valor negativo amdicma falha do modelo mateméatico ou
erro no esquema de simulagéo.

Esta equacgdo é ilustrada nos diagramas a seguér,upa caso ondédN =2, onde a

fungdo A= A(8) é dada por



Az A(B)— A para <6,
- - A, para 8>6,

4‘

: -
& (9

Figura 9 — Uma aproximacao constante por partesapmnas 2 degraus.

Utilizandoa=0, a funcdo® ¢ dada por

o=2{(A+A)o+(A-A)(o-6]-0)

sendo sua inversa é entdo dada por

e e

Para um caso ondd =10, onde a fungad\= A(6) é dada por

(85)

(86)

187
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A para <6
para 6,26>6,
para 6,26>6,
para 6,26>0,
para 6,26>0,
para 6,26>6;
para 6,26>6,
para 6,26>6,
para 6,=28>6,

A, para 9>99

(88)

>
11
/Z)
=
11
e e g g 2» .

teriamos o seguinte diagrandaversusé

4A

f f f
| &, &, 8, 0s 0, 6,0, &

Figura 10 — Uma aproximacao constante por parteslébdegraus.

Apesar de aparentemente complexo, a represerdag@océo® e da sua inversa séo
facilmente obtidas a partir de férmulas analiteasforma fechada.
Em patrticular, considerando (sem perda de gedaddi e por conveniénciag=0

teremos, para qualqué\ > 2, as seguintes relacdes

o=2l(a+a)0+5(a- A)(o-0-4.)) o8

e



a7

[t tlithoned

onde as constanteg,, ®, ,®, ,...»,_, sdo dadas por

®,=Y A(6,-6.) 6=0, 1<n<N (91)

=
A inversa poderia ser expressa entdo como

i-1

(2832 e Era-a £

A8 —@-1)]} (92)

4.2 — Uma estimativa de erro

Para ilustrar a precisdo associada ao uso da apQdD constante por partes,

consideremos uma situacao onde a fun@é@A(H) seja conhecida (na sua forma exata),

para um certo intervalé,,, << §,,, . Em outras palavras, conhecemos a funcéo
A=A(8), B <O By (93)

Consideremos entdo a aproximacao congpanteartes com as seguintes caracteristicas:

= (BMIN ) (94)
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como sugerido na figura a seguir, onde é ilusttad@&ém uma extensdo para valoresdde

menores qué,,,, € maiores qué),,, -

A

4 0., — 0 = A0 = constante
! A
N =8 -
1
1 1 | | 1 1
R T T T
EXATO E i E i i |
T
S T T T
| | | | 1
1 | | 1 | | 1
1 | | 1 | | 1
| | | 1 | | 1
1 1 | 1 | | 1
1 | 1 | | 1
41“ T T
y 1 1 1 1 1 1 1
3 S T S B N N N >
91 92 93 94 95 96 9? H
Figura 11 - A aproximagdo constante por partes idereda, no caso de

a..—8 =A@ =constantt.

i+1 i

Vamos empregar aqui a Transformada de Kirchhoff camx1l. Assim, a

Transformada de Kirchhoff (exata), denotada aqui g,,;,, € €xatamente a area sob a

curva (dita exata), entre zerade sendo dada por

6 a4 b g9 .
q)EXATA:,[A(f) df:.“ A(E) d£+.[ A(E) &+t .[ /‘(f) ¢ (95)
0 0 & 64

A Transformada de Kirchhoff (aproximada), obtidanca aproximacdo constante por

partes, € a area dos retangulos entre zé&rpsendo dada por

P oroximaoa™= AGL * A2(62_61) Tt A) (6_0j—1) (96)
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Escolhendo o$ como (valor médio)

A=3i_QlIA(E)dE=—jA(E)dE (97)

teremos a diferenca entre o valor exato e o vgorxamado da Transformada de Kirchhoff
dada por

Deyara™ P aproxivaoa™ 9',[ A(f) dé - {ﬁ] J. A(f) a¢ (98)

Assim sendo, par# =6, e parad=¢, a diferenca € zero. Dessa forma, a maior
diferenca (em valor absoluto) sera atingida quaamdierivada deP.,,;a= P rproximan; COM

respeito ad for zero, dentro do intervalo aber(téj_l,é’j ) . Essa derivada é dada por

d ~
@ (CDEXATA_ ® APROXlMADA) = A(H) —-A (99)

e, assim, o erro maximo ocorrera quardle §,, sendo qued, é raiz (ndo necessariamente

Gnica) de

A(8)= A (100)
Definindo o erro como

ERRO=|® 13~ P soroxmaok (102)

e levando em conta que 0 erro maximo ocorre qu#wlé,, podemos escrever que
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ERRQ/IAX =

% .

'[ 45) af—(HD—Bj_l) ’?’ (102)
64

Levando em conta qu&,_; <8< 6,,, podemos concluir que

ERRQ,. =

)~ pag (103)

6
I A¢) d-(6.-6,.) A’mfglx

Uma vez que a diferenca entre 0 maior e o0 menor da funcaoA = A(H) € sempre

um valor finito (limitado), entdo o erro decresamedida que diminuimoAd.

Com isso fica demonstrado que néo ha limite deégite@uando se usa a aproximacao
constante por partes. Além disso, como a impleméotacomputacional das formulas é
extremamente simples, podemos aumentar baskard& reduzir o erro ao valor desejado.

E importante ressaltar que um grande erro absolufbransformada de Kirchhoff ndo
representa um grande erro relativo e tampouco wandgr erro na funca® (que poderia
representar uma concentragdo ou uma temperatura).

Muitas vezes, a Transformada de Kirchhoff apreseatares muito grandes. Essa
questao serd ilustrada na préxima secao, por neeionéd comparacao direta.

4.3 — Uma comparacao explicita para um caso partitar

Para apresentar uma comparacdo explicita, vamosbassar numa correlagdo

empregada para descrever a condutividade térmicailidio na faixa entre 200 e 1200

Kelvin. Esta correlacdo da origem a funcie A(H), dada por

o~ v | 1220 i
A= A(e)_{—@ (Inﬁ)} , 200<8< 120( (104)

Vamos considerar a funcdo acima como sendo exatde aso teremos que
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[ 120 | _ 1220 |
Al_{«/z_oo(ln 20()} ° A _{\/ 1200( |n120)} (109

A Transformada de Kirchhoff (comr =1) fica

L

Ao 1220 | 1220 |’ |
qn_qn(e)_zoo{m(mzog} +2£0{—\/? ( ln{)} dé se 20& f< 120 (106)

E sua inversa é dada por

1

0 =exp (207)

1 1 (0]
+ ==
In 200 (In 200) 1226

As tabelas a seguir apresentam os resultados ebpa@ N =11 (tabela 5) e para
N =31 (tabela 6). Consideramos, em cada tabela, deeesgakires parad (entre 200 e
1200). Para cada um desses valores calculamosafdmaada de Kirchhoff exata e também

a aproximada para avaliar o erro relativo.

Tabela 5 - O erro relativo na transformacéo de Hiadf (22 coluna), a aproximacéo obtida
parad (32 coluna) e o erro relativo pafa(42 coluna), obtido conN =11.

| CDEXATO - APRoxJ ‘m
0 ‘ Deyaro ‘ gAPRox g
200.00 0.000% 200.00 0.000%
250.00 2.521% 241.88 3.250%
300.00 0.697% 296.69 1.104%
350.00 0.788% 344.97 1.437%
400.00 0.465% 396.19 0.954%
450.00 0.308% 446.88 0.693%
500.00 0.303% 496.30 0.739%
550.00 0.118% 548.30 0.309%
600.00 0.201% 596.66 0.557%
650.00 0.028% 649.47 0.081%
700.00 0.134% 697.12 0.412%
750.00 0.024% 749.43 0.076%
800.00 0.088% 797.64 0.295%

900.00 0.056% 898.20 0.200%
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1000.00 0.032% 998.79 0.121%
1100.00 0.014% 1099.39 0.056%
1200.00 0.000% 1200.00 0.000%

Tabela 6 - O erro relativo na transformacéo de Hiaéf (22 coluna), a aproximagé&o obtida
parad (32 coluna) e o erro relativo pafa(4? coluna), obtido conN =31.

| CDEXATO -® APRoxJ ‘m
o ‘ Pexato ‘ QAPROX g
200.00 0.000% 200.00 0.000%
250.00 0.241% 249.21 0.318%
300.00 0.054% 299.74 0.087%
350.00 0.079% 349.49 0.145%
400.00 0.040% 399.67 0.083%
450.00 0.031% 449.68 0.071%
500.00 0.028% 499.66 0.067%
550.00 0.012% 549.82 0.032%
600.00 0.019% 599.68 0.053%
650.00 0.003% 649.95 0.008%
700.00 0.013% 699.72 0.040%
750.00 0.002% 749.95 0.007%
800.00 0.009% 799.77 0.029%
900.00 0.006% 899.82 0.020%
1000.00 0.003% 999.88 0.012%
1100.00 0.001% 1099.94 0.006%
1200.00 0.000% 1200.00 0.000%

a7

O valor aproximado parél, denotado aqui pof,...y, foi obtido a partir da equagéo

abaixo (inversao da Transformada de Kirchhoff), esgando os valores aproximados obtidos

para a funcaaep .

1
0APROX = exp 1 1

(108)

— CDAPROX

+
IN200  (In 200)2 12268

E importante ressaltar que uma aproximacdo porepanio envolve 0S erros

decorrentes de ajustes de curvas (polinomiais pareqciais).
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5 — COEFICIENTE DE DIFUSAO DEPENDENTE DA
CONCENTRACAO

5.1 A Transformada de Kirchhoff no contexto de trarsferéncia de massa

Vamos considerar a Transformada de Kirchhadfcontexto de transferéncia de massa,

definida da seguinte forma
®=d(c)=—[D(4)d1, D=D(q) (109)
onde a constant®, poderia representar, por exemplo, o coeficientdifliséo para o caso da

concentragdo ser nula (mas n&o necessariamenteutems palavra®, = D (O) :

E facil constatar que

aﬁ:iij‘[}(,})d,} _Doc (110)
ox 0xDyy D, 0x
e, consequentemente,
2
ox~ D, ox\' 0x

O mesmo se aplica as derivadas com respejtceaa z.

Além disso, temos que

_01 - Doc (112)
ot dtD,e D, ot

Desta forma, podemos escrever
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oc _D, o®
ot D ot
0 (poe)_p 00
ax\  ox 9%
0 dc)_ . 9°d &1
—| D—|=D,
oy oy oy’
9o, 00
9z\ 9z) ‘o?
e, assim, representar a equacao da difusdo naxgefpima
2 2 2
10b 0°@ aq>+aq> (114)

— " = +
Dot ox* ady* 07

onde o coeficiente de difusd® €, a partir de agora, tratado também como umatude® .
A relacéo funcional inversivel entre o coeficied difusdoD e a funcdo® € garantida

desde que exista uma constante positivtal que
D=D(c)2&>0 (115)

para qualquec.

Na secéo anterior foi apresentada uma aproximegastante por partes que oferece
uma forma simples e confiavel para a obtencaddeomo funcdo de e dec como funcao
de ®, sem limite de precisao.

Com o uso da Transformada de Kirchhoff, a Unicalm&aridade restante sera aquela
associada ao coeficiente de difusdo (que aparetsmo transiente da equacao diferencial).

Este fato nos induz a trabalhar sempre com a apepédo constante por partes.

5.2 — A aproximagao constante por partes

Adequando os resultados da secdo anterior, vaomssderar que



D, para &c¢
D=D(c)={D para c2c>¢,, ti<N (116)
Dy para cc,

ondeD,,D,,D,,....D,_,.D, € ¢,c,C,...,G_, SA0 constantes positivas.

Com a aproximacao acima a Transformada dehKoff € dada por

D s G
DO
1
E{Dz(c—q)+ Dc}, se gzc>g
®= (117)

1
F{ Dy (C_ CN—l) + DN—l(CN—l_ CN—Z) +

0

.+D,(c,-c)+Dc}, se e,

A relacéo (117) pode ser reescrita como

1 1 (<
¢ = 0. (D, +D,)c+ 2D, (i:z (D,-D.)(jc-6./- (;_l)j (118)
Definindo as constantes n&o negat®asb,,®,,....» _, como
i D .
®,=>—"L(c-c,) 1<isN-1, ¢=C (119)

D, [(1, 1 N1
R et SRS
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A relacdo (120) é valida para qualquer aproximagastante por partes. Assim

sendo, € completamente geral.

Por exemplo, s&\ =2, teremos [18]

D=5(c)= D, para &c
- " |D, para ec

DA

D

D

t
Uy

Figura 12 — Uma aproximacao com 2 degraus-@).

Nesse caso teremos que

(121)

(122)

(123)

Por exemplo, quande =8, teremos um resultado analogo aquele apresengado n

equacao (88) e na figura 10.
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c<c

G2C>G
G=Cc>g,
G=C>cC,

124
Cs 2 C>C, (124)

Cs=C> G
C,=2Cc>g
c>c,

D,

D, Ly

D,

D,

Figura 13 — Uma aproximacao com 8 degraNs=@8).
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6 — O ESQUEMA NUMERICO PROPOSTO

Nesta secdo apresentaremos um algoritmo semieitopbara a simulacdo numerica,
via diferencas finitas, da equacédo da difusdo coefidente de difusdo dependente da

concentracéo.
O emprego da Transformada de Kirchhoff permue avancemos do instamteaté o
e °d  9*d 9D

considerando o termg—-+—+
x> ay* 07

instantet calculado no instantg™*.

A Unica quantidade que sera calculada no instamtierpot” sera o coeficiente de
difuséoD.
O algoritmo semi-implicito para avancar do instatiteao instantet™ pode ser

sumarizado da seguinte forma

N+l _ N 2 2 n+1
O™ - P _{aqa R OZCD} (125)

= + +
D"At x> ay> 07

onde o indice superiar indica que a quantidade é calculada no instdhte

Na equacao acim®" é uma funcéo d&". Assim sendo, a aproximagao no instante

t™' é obtida a partir de um problema linear, espe@ats quando temos condi¢des de

contorno do tipo Dirichlet e/ou Neumann.

Empregando um esquema de diferencas finitas castracequacgéo (125) fica

(Dunle T -
D"At
- q)rfll,i K —2cbi”’j*}( + q)in:llj koo (Din;}x - 20 Tkl +Q Tfa, + Q ?,kl,— B jﬁkl, + q?jﬁkl,+ 1
(&%)’ (ay)’ (82)°

(126)

onde ®/;, representa a aproximag&o pa&rano ponto espacia(lx, Y 4) no instantet”. As

coordenadas espaciais sao dadas por
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x =(i-1)ax; y, =(j-1ay; z=(k-1A: (127)
E o tempot” é dado por
t" = nAt (128)

A equacao (126) deve ser satisfeita em qualquaop(oq] Y 4) gue néo esteja na
fronteira.

A equacao (126) representa um esquema serficitapuma vez que o coeficiente de
difusdo é calculado no instartte e ndo no instantg"™*.

Uma vez conhecid®?;, , a concentragda’,, € obtida diretamente da inversa da
Transformada de Kirchhoff. Fica claro qeg, representa a concentragdo no ponto especial

()g Y 4) no instante de tempts .

6.1 — Alguns resultados unidimensionais em geomedrplana

Para ilustrar o procedimento proposto e o efeitocdeficiente de difusividade
dependente da concentracdo, consideremos o0 segoioldema unidimensional (com

condicdes de contorno de Dirichlet [14])

9e_9[p) xd(o,L), t>0
ot ox\ O0x

~ D, =constante, c< 1/:
D=D(c)=

D, =constante, 1/Zc

c=C, em x=0, t>0 (129)
c=C, em x=L, t>0
c=0 para xO(0L) ,t=0

Com o emprego da Transformada de Kirchhgifablema (129) fica



60

2
100 _00 xd(o,L), t>0

Dt o
~ D, =constante, ® < ®,
D=D(®)=
D, =constante, ®, <®
d=d, em x=0, t>0 (130)
b=, em x=L, t>0
®=0 para xO(OL) ,t= 10
onde
D.
®, =c—+
1 DO
®, = D, +D, C,+ D,-D, CA_E _1 (131)
2D, 2D, 2

Neste caso 0 esquema numérico é representado pier gne N e N possuem

significados diferentes)

n+l _ n ml_ nl nl _
q)i q)i :q)i‘f-l 2q)I +q)i—1 1<| <N

D"At (Axf
o=, (132)
q)%+l - q)B
®’=0, 1<i<N

onde
s _ L

t"=t"+At, t°=0

Para cada=>0, o sistema (132) é linear e tem como incognipds
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(i=2,3,4,...N - ). Este sistema pode ser escrito de forma maisetoente como

7+ 1Y) DAL+ (%)

i+l

cDin+1 - (

2 ,1<i<N
(Ax)"+2D"At
P =0, (134)
o=,
@®’=0, 1<i<N

Considerando uma condicdo de contorno de Neumathdh x=L, teremos o

seguinte problema

oc_ 0 (Dac

ot x| ox

j, xO(o,L), t>0
A D, =constante, c< 1/:
D=D(c)=
D, =constante, 1/&c
c=C, em x=0, t>0 (135)
ac

—=0 em x=L, t>0
0X

c=0 para xO(OL) ,t= 0

Nesse caso, 0 esquema numeérico fica

oMt = (q)in:ll M q:i“jll) D"At+ cDin(AX)2 1<i<N
| (8x)* +2D"At '
O =0,; PF=0 (136)

P’ =0, 1<is<N

onde as incdgnitas sdo d5™.

As figuras 14 e 15 apresentam resultaddsias com condi¢des de contorno de
Dirichlet supondo qué, =5D, e ¢, =0.5.

Nessas figuras temos uma comparacao dintta a hipotese de coeficiente de difusédo
constante (onde o coeficiente de difuséo foi supasinédia aritmética entrB, e D,) e a

aproximacao constante por partes chins 2.
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Na figura 14 temos a mesma condicdo de oomtem x=0 e em x=L
(C, =C; =1) enquanto, na figura 15, as condi¢cbes de contemax=0 e emx=L séo
diferentes C, =1, C, = 0).

Em ambas as figuras é facil observar a ateswidade na primeira derivada da

concentracdo quando=0.5 (nos casos em que a concentragdo atinge estg.vBdbrfato

ndo ocorre quando o coeficiente de difusdo é somoststante.

1.0
(5]
E t=0.10
S
c
[0
Q
[~
Q
<
=0.03
0.5
=0.01
D'O v » rer
0.0 dimensioless position x/L 1.0

Figura 14 — A concentracao como fungéo da posicado adimensioralL para trés instantes

de tempo, supond@, =C, =1 e D, =5D,.

1.0
<
3 £=0.10
®
3
<
L
Q
5 t=0.05
Q
0.5¢
t=0.01

0.0 - - —

0.0 dimensioless position x/L 1.0

Figura 15 — A concentracdo como fungéo da posicado adimensioralL para trés instantes

de tempo, supond@, =1, C,=0e D, =5D,.
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Nas figuras 14, 15 e 16 as linhas finasesgmtam o resultado obtido sob a hipbtese
de coeficiente de difusdo constante £ 3D, =constante), enquanto as linhas com pontos
consideram o coeficiente de difusdao dependenteoti@eatracdo. Em todos os casos o
namero de nds empregado na discretizacadfei201.

A figura 7.3 apresenta alguns resultadosb&an considerando qu®, =5D, e
¢, =0.5, porém com uma condicdo de Neumann emL. Como nas figuras 14 e 15, €

apresentada uma comparacao direta entre a apr@ondaccoeficiente de difusdo constante e

uma aproximacéao constante por partes dom2.

Py
<

concentration ¢

=
2

0.0
0.0 dimensioless position x/L 1.0

Figura 16 — A concentra¢cdom como funcado da posi¢cao adimensioralL para quatro

instantes de tempo, supondQ =1, dc/d0x=0 emx=L e D, =5D,.

Nas figuras 7.4 e 7.5 é apresentada a concentcagdo funcdo do tempo para sete

posicdes espaciais selecionadas. Na figura 17 t&nesC, =1 (como na figura 14). Na

figura 18 temo<C, =1 e C, =0, como na figura 7.2.

As letras mailsculas A, B, C, D, E, F edi&e associadas aos resultados obtidos com
coeficiente de difusdo dependente da concentragsitetras minusculas a, b, ¢, d, e, fe g

estdo associadas aos resultados obtidos sob adepde coeficiente de difusdo constante

(D =3D,).
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concentration ¢ =
=

o

0.0 time t 0.3
Figura 17 — A concentracao como fun¢éo do tempb, supondoC, =C, =1 e D, =5D,,

para x/L=0.875e 0.125 (A e a); 0.75e 0.25 (B e b); 0.6253&5 (C e c) e 0.5 (D e d).

concentration ¢ =
(S

=]
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time t 0.3

Figura 18 — A concentra¢am como funcdo do tempb, supondoC, =1, C;=0e D, =5D,,
para x IL=0.875 (A e a); 0.75 (B e b); 0.625 (C e c); 0.5¢(DB); 0.375 (Ee e); 0.25 (Fef) e
0.125 (G e Q).
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A solucao dos sistemas de equacdes foi feita canxdio de um esquema de Gauss-
Seidel [15], por meio de um cédigo FORTRAN muitmgles. As figuras foram construidas
com o uso de um codigo JAVA especifico, criado peltor.

Nas Figuras 15 e 16 observa-se que, nos casos ena glifusdo varia com a
concentracdo e existem concentragfes superiorés guandoc € maior que 0.5 a inclinacao
da derivada cresce bastante, uma vez que o cowfice difusdo é pequeno para0.5 .

Na Fig. 17 observa-se descontinuidade na pringeir’kada em todas as curvas (A. B.
C, e D) em que a difusédo varia com a concentrggéis,todas elas passam pelo ponto no qual
a concentracdo € igual a 0.5. Ja na Fig. 18 camaside as curvas nas quais a difusdo varia
com a concentracdo, esse efeito é observado apanasrva G, porque ela é a Unica que
apresenta concentracdes superiores a 0.5. Issoeoeor decorréncia das condi¢coes de

contorno consideradas nas duas figuras.
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7 - CONCLUSOES

Este trabalho apresentou uma ferramenta muito esnpficaz e poderosa para
descrever e simular a segunda lei de Fick, lev@md@onsideracdo qualquer relacdo entre o
coeficiente de difuséo e a concentragéo.

Aléem de permitir a representacdo de qualquependéncia funcional entre o
coeficiente de difusdo e a concentracdo, o us@uxianacao constante por partes da origem
a fébrmulas exatas muito simples, tanto para asfttemacdes de Kirchhoff quanto para sua
inversa, por meio de equagfes computacionalmemeeo@ntes. Além disso, ndo hé limite
de precisdo para essas aproximacoes.

A implementacdo computacional da aproximagéaoconstante por partes torna-se
mais interessante quando se leva em conta que etfieerr o uso de nenhuma funcéo
sofisticada. S&o necessarias apenas as operactasatieas basicas e o célculo do valor
absoluto de um numero real.

Deve ser (novamente) salientado que a roktgih considerada aqui ndo tem limite
de precisdo e € computacionalmente barata e facded implementada. Essas vantagens
tornam a abordagem proposta a primeira escolhaspardar problemas com coeficiente de
difuséo dependente da concentragéo.

Na verdade, o procedimento consideradcernesbalho ndo se restringe a segunda lei
de Fick. Fendmenos transientes de transferénciacadler com difusividade térmica
dependente da temperatura (e condutividade térde@pandente da temperatura) podem ser
simulados por meio do protocolo aqui apresentademAlisso, qualquer equacao diferencial
parcial com estrutura semelhante pode ser resolridaericamente com o auxilio das
ferramentas apresentadas aqui.

Como uma primeira sugestdo para trabalhtsds, poderiamos considerar o uso de
condi¢bes de contorno do tipo Robin e/ou condigigEsontorno de Dirichlet variaveis no
tempo.

Além disso, alguns problemas transientexjat@ados sob o ponto de vista da Teoria
Continua de Misturas [27,28], poderiam ser simudaztom as ferramentas apresentadas neste

trabalho.
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APENDICE 1 — SEPARACAO DE VARIAVEIS

Utilizando como motivacdo o problema de conducéocdlor unidimensional em
geometria plana, vamos ilustrar aqui a técnicaeg@racdo de variaveis em conjunto com a
técnica de superposicao de solugdes.

Estas ferramentas séo validas apenas para prablereares.

Al.1 — O caso mais simples (problema fundamental)

Considere o seguinte problema (transferéncia d& calma placa plana infinita com
condutividade térmica e difusividade térmica com&ts) cuja incognital representa o

campo de temperaturas, funcédo da posicaodo tempd.

———=— para &Kx<L e> 0

para x= 0 ¢>

0

T=0 (A1-1)
com <T=0 parax=L &>

T=1

E_) condicdes de contorr

(X)) parat= 0e®x<L- condicdo inic

Vamos chamar o problema acima de problém# solucdo para o problema acima
sera obtida supondo que (técnica da separacaaideeis)

T=T(x9)=X0= X(36() (Al1-2)
Substituindo esta expressao na equacao diferqranieial obteremos o seguinte

10
a ot

o _ d*x_ 11d_ 1dX

92 1
xg] =2 1 xo] = L x9¢ 11 _1dX Al-
[X6] =3 alXbl= X =0 = o T X @& (AL-3)

onde, evidentemente, o lado esquerdo da igualdaskeaéfuncdo apenas do tempo e o lado

direito uma funcéo apenas da posi¢cdo. Logo, andré@e sguais a uma constante, ou seja
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11d6_ 1d°X

———=_—_—"=y=constantt Al-4

agdt X de (AL
Assim,

%—mﬁ:O = G@=Cexpayt)

4% X = Acosm\/;_/ X+ Bser(tg/;_/ )xse y >C (A1-5)

o VX0 = Xx= Acog\/-y ¥+ BseR/-y )xse y <(
X =Ax+B sey=20

Uma vez que o produtX g deve ser nulo emx=0 e emx=L & preciso que

O=Acosr(\/;_/0)+ Bsen({/;_/O),sey > A O

O=ACOS(HO)+ Bseq/-y0),sey <6 A O
0=A0+B, sey= =B= 0 (A1-6)

O=Acosr(\/;_/ D+ Bsen(q/J_/ LLsey>= B O

O=ACOS(H D+ Bsef/-y Lsey <G> B 0 ou\/:/ En
O=AL+B, sey=0= A= 0

0 que nos permite concluir que<0 e que

X =Bserfd ¥, com A=.-y =(%Tj (A1-7)

Uma vez que para todo inteiro positimoa expressao acima satisfaz as condi¢des de

contorno, vamos utilizan como indexador. Assim teremos

X,=B,serf4, ¥, com A, =(nTﬂj (A1-8)

Logo, a solucéo do problema tera a forma
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T=>6,X, (A1-9)
=1

onde

8, =C, expal’t) (ADYL

0 que € equivalente a
T=)6,X,=)Y BiexpCalt) serth, 3 (A1-11)
n=1 n=1

Falta agora satisfazer a condicdo inicial. Noaint inicial a expressdo acima

corresponde a uma expansao em % periodo (impa8genss de Fourier, ou seja

f(x) =) Bu serfd, X (A1-12)
=1

Logo, os coeficientes serdo dados por

s -2t Xy g4 _
B, = Ljo f(X) ser{ : jd, (A1-13)
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Al.2 — Condigbes de contorno ndo homogéneas

Considere agora o0 seguinte problema (novamentaféréncia de calor numa placa
plana infinita com condutividade térmica e difudadle térmica constantes) cuja incogfita

representa o campo de temperaturas, fungao daiposie do tempd .

2
la—T:a—I para Gx<L et> 0
a ot 0x
T=T ara x= 0d> . Al-14
o P —. condicdes de contorr ( )
com {T=T  parax=L &>
T=f(X) parat= 0e@x<L- condicao inici

Uma vez que sabemos resolver o problénaszamos decompor este problema em
dois, sendo um deles o problera cuja solu¢do sera denotada aqui figr. O outro
problema (vamos chamar de probleBjasera construido com o Unico objetivo de satisfaze
as condicdes de contorno e a equacao diferencidbs@or conveniéncia, sem dependéncia
no tempo, ja que o objetivo é apenas satisfazeordicbes de contorno. O probleBacuja

solugéo sera denotada pdg, sera entdo o seguinte

0=—2- para &x<L
dx

(Al-15)
T. =T =
com s =1, para x= (
T, =T, para x=1L
E facil de notar que
X
T =T, +(T, -TO)I (A1-16)

Desta forma a solucéo do problema inicialmentegsto sera dada por

T=T,+T, (A1-17)
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ondeT, sera escolhido de tal forma que

10 0’
[T +T.|=—[T, + ara &Kx<L et> 0
aat[A o] 6X2[A te

T,+Tg =T, parax= 0d>

com <T,+T,=T parax= L &

FO_, condicBes de contort (AL-18)

T, +T,=1f(XY parat= 0e® x< L- condic¢ao inici
ou seja,

2
EGLZ_G_I;A para &x<L et> 0
a ot  0x

T, =0 arax= 0e> -
A P - condicOes de contorno (AL-19)
com T,=0 parax=L & |0

T,=f(x-T, parat= 0e® x< L- condicdo inic

Assim,
T, = 3 B —a)? A1-20
A = Baexptai?t) ser(), 3 ( )
n=1

com

s 220 ¢ -1 - (T - 1) XL sin[ 7 :
Bn_Ljo{f(x) T-(T 'I;)L}sm( : jd) (A1-21)

Logo,

T= i Brexp-aA?t) sind, x )+ T +(T - T) .

= A1-22
2. C ( )

Esta técnica chama-se “técnica da superposicaoldgdes” e é aplicavel a problemas
lineares.
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Al.3 — Condicao de Neumann enx =L

Considere o seguinte problema (transferéncia der calma placa plana infinita
isolada na facex=L e com a facex=0 mantida na temperatura zero, com condutividade
térmica e difusividade térmica constantes e seracgerinterna de calor) cuja incognifa

representa o campo de temperaturas, fungéo daéposie do tempda .

2
%%—-[:3—: para &x<L et> 0
X
T=0 = 0e¢>
para X N (AL-23)
oT - condicdes de contort
com a—:O parax=L &>
X

T=1f(x) parat= 0e 8@ x<L- condicdo inicii

A solucdo para o problema acima sera obtida suponeé (técnica da separacéo de
variaveis)

T=T(x0=X0= X(36() (A1-24)
Substituindo esta expresséo na equacao difergranieibl obteremos o seguinte

19

2
de:gﬂ
a ot

92 1 11 1
xgl =9 1 xg] = L x99 1l 1dX AL-2
[X6] =g alXbl= X =0 = T X g (A1-25)

onde, evidentemente, o lado esquerdo da igualdasheaéfuncdo apenas do tempo e o lado

direito uma funcéo apenas da posi¢cdo. Logo, amdré@e sguais a uma constante, ou seja

11d6 _ 1d>X

afdt X d¥

= y = constantt (Al1-26)

Assim,
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%—mﬂ:O = G=Cexpoyt)
42X X = ACOSN\/}—/ X+ Bser(Q/;_/ )xse y >C (A1-27)

¢ VX0 = x= Acog\/-y 3+ Bsefa/-y )xse y <(
X =Ax+B sey=20

Uma vez que o produtX @ deve ser nulo enx=0 e ter derivada em rela¢do a posicdo nula

em x= L €é preciso que

O=Acosr(\/;_/0)+ Bsenh/;_/O),sey > A O

0= Acog/-y0)+ Bse/-y0),sey <@ A 0

0=A0+B, sey= &= B= 0

0=B./ycoshy/y D+ Aly senf/y L.sey>6> B 0 (A1-28)
0= BHCOS(H D- A/:/ se(x/:/ ),

se y<=B=0 ouJ—yL:(n+%jﬂ
0=A sey=0=A=0

0 que nos permite concluir qye<0 e

X =BserfA ¥ com A :H:K n%)’—j A1£29)

Uma vez que para todo inteiro positinoa expressédo acima satisfaz as condicdes de

contorno, vamos utilizan como indexador. Assim teremos

X, =B serf) ¥ com )IH:H ﬁ%)’ﬂ (A1-30)

Logo, a solucdo do problema tera a forma
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T=36,X, (A1-31)
n=0

onde

8, =C, expal’t) (AD)3

0 que € equivalente a

T=)6,X,=)Y BiexpCalt) serth, 3 (A1-33)
n=0

n=0

Falta agora satisfazer a condicdo inicial. Noaint& inicial a expressdo acima

corresponde a uma expansao em % periodo (impa8genss de Fourier, ou seja
f(x) =) Bu serfd, X (A1-34)
n=0

Logo, os coeficientes serdo dados por

s _ 2" Lm )
B, = Ljo f(X) se{( nrzj : % d (A1-35)
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Al.4 — Condigéo de Neumann enx =0

Considere o seguinte problema (transferéncia der calma placa plana infinita
isolada na facex=0 e com a facex=L mantida na temperatura zero, com condutividade
térmica e difusividade térmica constantes e seracgerinterna de calor) cuja incognifa

representa o campo de temperaturas, fungéo daéposie do tempda .

2
%%—}—3: para G&x<L et> 0

X

oT

—= arax= 0é> 0 . -
com 0Xx P - condic¢des de contort (A1-36)

T=0 parax=L &>
T=1f(x) parat= 0e 8 x<L- condicdo inici

A solucdo para o problema acima sera obtida suponeé (técnica da separacéo de
variaveis)

T=T(x0=X0= X(36() (A1-37)
Substituindo esta expresséo na equacao difergranieibl obteremos o seguinte

10
a ot

0 g 180, EX 11

@
— A1-38
p ( )

11X
X dx

onde, evidentemente, o lado esquerdo da igualdasheaéfuncdo apenas do tempo e o lado

direito uma funcéo apenas da posi¢cdo. Logo, amdré@e sguais a uma constante, ou seja

11d6 _ 1d>X

afdt X d¥

= y = constantt (A1-39)

Assim,
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%—mﬂ:O = G=Cexpoyt)
42X X = ACOSN\/}—/ X+ Bser(Q/;_/ )xse y >C (A1-40)

™ —yX=0 =14X = Acog.[-y ¥+ Bsefy/-y )xse y <
X =Ax+B sey=20

Uma vez que o produtX & deve ser nulo enx = L e ter derivada em relacdo a posi¢éo nula

em x=0 é preciso que

0= B\/;_/cosk(\/;_/0)+ A/J_/ sen(q/J_/O), sey > B O
0= BHCOS(HO)— A/:/ seWO),sey < B 0

0=A sey=0=A=0

0= Acosh/y D+ Bsenf/y L.sey>0> A 0 (A1-41)
O=ACOS(H D+ Bsef/-y Lsey <G> A O ouH I;( m%)n
O0=AL+B, sey= 0=B=0

0 que nos permite concluir qye<0 e

1\mr

X = Acogd §, com A =H=K mzjﬂ 1A42)

Uma vez que para todo inteiro positimoa expressao acima satisfaz as condi¢des de

contorno, vamos utilizan como indexador. Assim teremos

X =Acog) ¥ com A"ZK m%)ﬂ (A1-43)

Logo, a solucdo do problema tera a forma

T=>6,X (A1-44)
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onde
gn = Cn exptaA rft) (ABA

0 gque é equivalente a

T=)6,X,=Y AexpCailt) cosh, 3 (A1-46)
n=0

n=0

Falta agora satisfazer a condicdo inicial. Noan inicial a expressdo acima
corresponde a uma expansao em %2 periodo (impa8genss de Fourier, ou seja

f(x) =) A codA, ¥ (A1-47)
n=0
Logo, os coeficientes serdo dados por

~ _ 2L 1\ i )
A _EJ-O f(X) co{( NEJE % d: (A1-48)



