@%‘%’ Universidade do Estado do Rio de Janeiro

%v z

g - . A

2 UERJ§ Centro de Tecnologia e Ciéncias
%fsl‘}LQQQ Faculdade de Engenharia

: T

Lucas Encarnacéo Silva

Analise de segunda ordem de elementos de portico baseados nas
solucbes exatas das equacdes diferenciais utilizando o método dos

dois ciclos iterativos

Rio de Janeiro
2022



Lucas Encarnagéo Silva

Anélise de segunda ordem de elementos de portico baseados nas solucdes

exatas das equac®es diferenciais utilizando o método dos dois ciclos iterativos

Dissertacdo apresentada, como requisito
parcial para obtencéo do titulo de Mestre,
ao Programa de Pés-Graduacdo em
Engenharia Civil, da Universidade do
Estado do Rio de Janeiro. Area de
concentragao: Estruturas.

Orientador: Prof. DSc. Rodrigo Bird Burgos

Rio de Janeiro
2022



CATALOGAGAO NA FONTE
UERJ / REDE SIRIUS / BIBLIOTECA CTC/B

S586  Silva, Lucas Encarnacao.
Anglise de segunda ordem de elementos de portico baseados
nas solugBes exatas das equagdes diferenciais utilizando o
método dos dois ciclos iterativos / Lucas Encarnagdo Silva. —
2022.
86f.

Orientador: Rodrigo Bird Burgos.
Dissertagéo (Mestrado) — Universidade do Estado do Rio de
Janeiro, Faculdade de Engenharia.

1. Engenharia civil - Teses. 2. Pdrticos estruturais - Teses. 3.
Analise funcional ndo-linear - Teses. 4. Método dos elementos
finitos - Teses. 5. Equacdes diferenciais - Teses. |. Burgos,
Rodrigo Bird. Il. Universidade do Estado do Rio de Janeiro,
Faculdade de Engenharia. Ill. Titulo.

CDU 692.299:519.61

Bibliotecaria: Julia Vieira — CRB7/6022

Autorizo, apenas para fins académicos e cientificos, a reproducéo total ou parcial

desta tese, desde que citada a fonte.

4 - // K L )
Bl B Yoo 226212822

Assinatura Data




Lucas Encarnagéo Silva

Anélise de segunda ordem de elementos de portico baseados nas solugdes

exatas das equac0@es diferenciais utilizando o método dos dois ciclos iterativos

Dissertacdo apresentada, como requisito
parcial para obtencado do titulo de Mestre,
ao Programa de P6s-Graduacdo em
Engenharia Civil, da Universidade do
Estado do Rio de Janeiro. Area de
concentragao: Estruturas.

Aprovado em:

Banca Examinadora:

Prof. DSc. Rodrigo Bird Burgos (Orientador)
Faculdade de Engenharia — UERJ

Profa. DSc. Maria Fernanda Figueiredo de Oliveira
Faculdade de Engenharia — UERJ

Prof. DSc. Marcos Antonio Campos Rodrigues
Universidade Federal do Espirito Santo - UFES

Rio de Janeiro
2022



AGRADECIMENTOS

Aos meus pais, Salvador e Nadja, por todo subsidio emocional e financeiro ao

longo da minha formacé&o profissional e pessoal. Sem eles nada seria possivel.

A minha irm& Nayana por todo auxilio moral, companheirismo e pela ajuda com
impressodes e xerox ao longo do curso. Aos meus avos por todas as oracdes e palavras

de incentivo durante a trajetoria.

A minha noiva Jhulia, por todo amor, amizade, paciéncia e compreensao

durante os longos periodos de estudo.
Ao meu orientador, professor Rodrigo Bird Burgos, pela paciéncia,
disponibilidade, tempo cedido e pelos valiosos ensinamentos durante a orientacdo e

as disciplinas.

A todos os professores do PGECIV que contribuiram diretamente para minha

formacao académica.

Aos meus colegas de trabalho que me ajudaram com permutas para que eu

pudesse assistir as aulas no horario e estudar para o curso.

E, por fim, a Deus pelo dom da vida e pela saude.



RESUMO

SILVA, Lucas Encarnacdo. Analise de segunda ordem de elementos de portico
baseados nas solugfes exatas das equacgdes diferenciais utilizando o método dos
dois ciclos iterativos. 2022. 86 f. Dissertacdo (Mestrado em Engenharia Civil) —
Faculdade de Engenharia, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de
Janeiro, 2022.

Em problemas geometricamente ndo-lineares, utlizando do Método dos
Elementos Finitos (MEF), a resposta da estrutura € diretamente influenciada pelo
modo como a estrutura € discretizada pelo analista. Como forma de reduzir essa
dependéncia, com o emprego de funcdes de interpolacdo correspondentes a solucao
homogénea da equacao diferencial do problema, desenvolveu-se elementos com
solugdes “exatas” baseadas no equilibrio de um elemento infinitesimal em sua
configuragdo deformada. Diante disso, com a intengdo de avaliar as formulagdes
desenvolvidas na literatura, dois objetivos foram propostos: o primeiro, realizar uma
andlise de segunda ordem de elementos de poérticos obtendo as trajetérias de
equilibrio pelo método simplificado dos Dois Ciclos Iterativos utilizando a formulacéo
de elementos “exatos”; segundo, obter cargas criticas utilizando a expansdo em série
de Taylor da matriz de rigidez do elemento baseado na solugao “exata”. Para a analise
néo-linear pelo Método dos Dois Ciclos Iterativos, além dos resultados na obtencao
das curvas de equilibrio, foi realizada uma comparacdo com os resultados de uma
analise pelo programa Mastan2 v3.5 e com os resultados analiticos do problema. Ja
para a obtencdo das cargas criticas, foi analisada a carga critica de cada grau da
expansao em série de Taylor comparando os resultados com a andlise tradicional por
MEF e com os resultados analiticos. Os resultados mostram que a analise ndo-linear
pelo Método dos Dois Ciclos Iterativos utilizando o elemento baseado nas solucdes
“exatas” sdo idénticos aos resultados analiticos, e a combinacéo da utilizacdo desse
método simplificado com o elemento “exato” mostrou ser simples e eficiente
comparado com o0os métodos numéricos “tradicionais”, que além dos resultados
dependentes do grau de discretizacdo na modelagem pode apresentar um maior
esfor¢co computacional para obté-los. E na analise para a obtencéo das cargas criticas
com a utilizacdo da expansdo em série de Taylor, apresentou resultados confiaveis,
préximos ao “exatos”, com a utilizacédo da aproximacao a partir de 5 termos para todos
os elementos estudados.

Palavras-chave: EquacOes diferenciais. Cargas Criticas. Analise Nao-Linear.

Elementos Finitos.



ABSTRACT

SILVA, Lucas Encarnacdo. Second-order analysis of frame elements based on exact
solutions of differential equations using the two-cycle iterative method. 2022. 86 f.
Master’s thesis (Master of Science in Civil Engineering) - Engineering Faculty, Rio de
Janeiro State University, Rio de Janeiro, 2022.

In geometrically nonlinear problems, using the Finite Element Method (FEM),
the structure response is directly influenced by the way the bars are discretized by the
analyst. To reduce this dependence, using interpolation functions corresponding to the
homogeneous solution of the differential equation of the problem, elements with “exact”
solutions were developed based on the equilibrium of an infinitesimal element in its
deformed configuration. Therefore, with the intention of evaluating the formulations
developed in the literature, two main objectives were proposed: the first, to carry out a
second-order analysis of frame elements, obtaining the equilibrium paths by the Two-
Cycle iterative method using the proposed formulation; second, obtain critical loads
using the Taylor series expansion of the element based on the “exact” solution. For the
non-linear analysis using the Two-Cycle method, in addition to the results in obtaining
the equilibrium paths, a comparison was made with the results of an analysis using
Mastan2 v3.5 software and analytical results of the problem. To obtain the critical
loads, the critical load of each degree of the Taylor series expansion was analyzed
comparing the results with the traditional analysis by FEM and analytical results. The
results show that the non-linear analysis by the Two-Cycle Method using the element
based on the "exact" solutions are identical to the analytical results, and the
combination of the use of this simplified method with the "exact" element proved to be
simple and efficient compared with the “traditional” numerical methods that, in addition
to the results depending on the degree of discretization in the modeling, can present
greater computational effort. The computation of critical loads using the Taylor series
expansion also presented reliable results, close to the "exact" ones, with the use of the
approximation from five terms for all the elements studied.

Keywords: Differential equations. Critical Loads. Non-Linear Analysis. Finite elements.
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INTRODUCAO

Com a evolucéo tecnoldgica, os engenheiros estruturais sdo cada vez mais
demandados a desenvolverem estruturas mais econdémicas, reduzindo seu peso e
consumo de materiais, sem que haja perda de seguranca e durabilidade. Para tal
finalidade, € comum o uso de materiais de alta resisténcia juntamente com o0 emprego
de elementos mais esbeltos e/ou com sec¢édo variavel.

Ao passo em que o elemento estrutural se torna mais esbelto, é natural a
ocorréncia do processo de flambagem, em que os elementos perdem sua estabilidade
e pode haver ruptura devido as grandes deflexdes. A perda de estabilidade esta ligada
aos efeitos de segunda ordem que sao decorrentes de dois principais tipos de nao-
linearidade: a fisica e a geométrica.

No contexto da nado-linearidade geométrica, em estruturas de porticos, uma
andlise de estabilidade de segunda ordem pode ser realizada de muitas maneiras
diferentes, variando de verificacdes simples baseadas em andlises lineares de
primeira ordem a analises numéricas nao-lineares de ordem superior. E, ainda que
existam solucdes analiticas capazes de resolver problemas de estabilidade, em geral,
emprega-se uma solucédo numérica pelo método dos elementos finitos (MEF), em que
a andlise de segunda ordem ¢€ realizada utilizando um conjunto de simplificacdes.
Desse modo, a resolucdo do problema depende diretamente da forma como séo
discretizados os membros estruturais e, por consequéncia, da experiéncia do analista
na escolha adequada do numero de elementos que deve ser utilizado na analise
estrutural (Burgos; Martha, 2013).

Segundo Rodrigues (2019), para melhorar a resposta de uma analise numérica,
alguns fatores importantes podem ser citados, tais como: teoria de flexdo considerada,
a descricao cinematica do problema, a metodologia de analise ndo-linear empregada
e, por fim, as fungbes de interpolagéo utilizadas.

Com relacédo a teoria de flexdo considerada, a teoria de flexdo de Euler-
Bernoulli é a mais utilizada em problemas que contemplam a néo linearidade
geométrica. Inclusive, os principais softwares de analise estrutural tém por default a
configuragcéo dessa teoria. Entretanto, para elementos com baixo indice de esbeltez
ou secdes compostas, a teoria de flexdo de Timoshenko fornece resultados mais

precisos. A teoria de vigas de Timoshenko foi abordada por diversos autores, tais
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como: Timoshenko & Gere (1963), Friedman & Kosmtka (1993), Pilkey et al. (1995) e
Scramm et al (1994).

Ja em relacdo a descricdo cinematica, as aplicacbes mais comuns em
problemas de n&o-linearidade geométrica baseiam-se em duas principais
formulagbes: a Lagrangeana Total e a Lagrangeana Atualizada. Essas descrigoes
diferem basicamente com respeito a configuracao de referéncia considerada (Felippa,
2017, apud Rodrigues, 2019). Mais detalhes das formulacdes podem ser encontrados
em Bathe (1996) e De Borst et al (2012).

Com relacdo a metodologia de analise ndo-linear empregada, segundo Fuina
(2004), quando ha ocorréncia de pontos de instabilidade, diversos procedimentos tém
sido propostos para obtencdo da solucdo de uma trajetéria de equilibrio. Esses
procedimentos, em geral, envolvem processos incremental-iterativos de tal forma que
uma variavel ou conjunto de variaveis do problema sejam controladas. Dentre elas
destacam-se os métodos de Newton-Raphson, método da secante, método do
comprimento de arco (Wempner, 1971; Ricks, 1972, 1979; Ramm, 1981; Crisfield,
1981, 1983), método de controle do deslocamento (Yang e Shieh, 1990; Yang e Kuo,
1994), método de controle indireto de deslocamento (de Borst, 1986, 1987), entre
outros.

Cabe ressaltar, que além dos métodos mais tradicionais supracitados, ha
também métodos simplificados que sdo capazes de solucionar problema de analise
nao-linear de estruturas de forma a gerar um menor esforco computacional (Silva,
2017), tais como o método do coeficiente y: (NBR 6118, 2014), método de
amplificacdo dos momentos (Chen; Lui, 1991), método da forca lateral equivalente ou
método P-Delta (Chen; Lui, 1991) e, por fim, o Método dos Dois Ciclos Iterativos
(Chen; Lui, 1991), que é um dos objetos de estudo deste trabalho.

Quanto as funcdes de interpolacéo utilizadas, segundo Rodrigues (2019) as
polinomiais (cubicas) sdo as mais utilizadas e correspondem a solucdo da equacao
diferencial do equilibrio de um elemento infinitesimal na configuracdo indeformada,
sendo exata apenas para analises lineares. Nos casos de problemas nédo-lineares
geometricamente, tal fato ndo ocorre, o que torna necessario a discretizacdo da
estrutura. Por conta disso, muitos autores exploraram alternativas para esse tipo de
analise e buscaram solugbes “exatas” baseadas no equilibrio de elementos
infinitesimais em suas configuragdes deformadas, levando ainda em consideracéo a

combinacdo (ou ndo) de efeitos, como: carregamento transversal, carga axial,
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deformacdo por cisalhamento e bases elasticas com um ou mais parametros
(deslocamento e rotagao).

Davis et al. (1972) elaboraram um elemento considerando a deformacao por
cisalhamento (teoria de Timoshenko), a partir do equilibrio de um elemento
infinitesimal em sua configuracdo deformada, sem levar em consideracdo a carga
axial. Zhaohua & Cook (1983) apresentaram elementos finitos de vigas sob bases
elasticas de dois parametros, mas sem considerar a deformacgéo por cisalhamento. Ja
Ting & Mockry (1984), assim como Eisenberger & Yankelevsky (1985) formularam a
solucdo exata de viga sob bases elasticas de um parametro (deslocamento), mas
também sem considerar a deformacéo por cisalhamento.

Chiwanga & Valsangkar (1988) calcularam a matriz de rigidez e os
carregamentos nodais de uma viga apoiada em uma base elastica de dois parametros,
sem também considerar deformagé&o por cisalhamento. Shirima & Giger (1992), por
sua vez, obtiveram a matriz de rigidez e o vetor de cargas externas derivados da
solucéo exata das equacles diferenciais do problema, levando em consideracao a
teoria de Timoshenko. J& Areiza-Hurtado et al. (2005) apresentaram a matriz de
rigidez e o vetor de carga de uma viga-coluna, incluindo a combinagéo de efeitos de
forca axial constante, a base elastica de Winkler, a teoria de vigas de Timoshenko e
as conexdes elasticas dos extremos do elemento.

Segundo Burgos & Martha (2013), Onu (2008) foi o primeiro autor a apresentar
a combinacdo de todos os efeitos de cargas axiais, carregamento transversal,
deformacdo por cisalhamento e a fundacao elastica de dois parametros. Inclusive,
Burgos & Martha (2013) apresentam todo o desenvolvimento de maneira didatica e o
calculo das solucdes analiticas para funcées de forma, incluindo a combinacéo de
efeitos do carregamento transversal, carga axial e a deformacgé&o por cisalhamento.
Em Rodrigues (2019), desenvolveu-se a matriz de rigidez tangente tridimensional e
cargas equivalentes nodais, por meio das fun¢des de interpolacdo, considerando a
carga axial, a deformagéao por cisalhamento e os termos de ordem elevada do tensor
de deformacgéo.

Portanto, nota-se, que na literatura ha diversos estudos, alternativas e
combinacao de analises que tornam os problemas de néo-linearidade geométrica com

uma discretizacdo minima, um campo promissor de pesquisas.
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Objetivos

Este trabalho é baseado fundamentalmente nos trabalhos de Chen & Lui
(1991), Burgos & Martha (2013) e Rodrigues (2019), e tem dois objetivos principais:

e Realizar uma andlise de segunda ordem utilizando o elemento “exato”
desenvolvido por Burgos & Martha (2013) e verificar o caminho de equilibrio
utilizando o método dos Dois Ciclos Iterativos desenvolvido por Chen & Lui
(1991) em elementos de portico;

e Obter as cargas criticas dos elementos classicos de colunas e elementos de
portico utilizando a aproximagédo em série de Taylor do elemento “exato”

desenvolvido por Burgos & Martha (2013) em seu trabalho.

Além disso, para ambos 0s objetivos, planeja-se comparar o resultado obtido com as
solucdes analiticas dos elementos propostos.

Organizacéao do trabalho

O presente capitulo apresentou um breve resumo dos trabalhos que foram
realizados ao longo dos anos, o objetivo e uma descri¢cdo da organizacao do trabalho.

No capitulo um s&o introduzidos conceitos importantes da analise nao-linear
geométrica que é abordada neste trabalho. Nele, o conceito de estabilidade estrutural
€ apresentado. Apdés isso, introduz-se o Método dos Elementos Finitos (MEF)
seguindo pela formulacdo do elemento de pértico em que se aborda o importante
conceito das funcdes de interpolacao, referenciais Lagrangeanos e desenvolve-se, a
partir das funcdes de interpolacdo cubicas, as matrizes de rigidez eléstica e
geomeétrica, inclusive considerando termos de alta ordem do tensor de deformacéo.

No capitulo dois, estudam-se os principais métodos simplificados para analise
nao-linear geomeétrica. Primeiramente, é apresentado o método P-Delta, seguido pelo
método do coeficiente vy, utilizado pela adotado pela ABNT NBR 6118 (2014) e pelo
Método da Amplificacdo dos Momentos. E, por fim, apresenta-se o método dos Dois
Ciclos Iterativos que € objeto de estudo deste trabalho.

No capitulo trés, desenvolve-se o elemento “exato” proposto por Burgos &

Martha (2013). Neste capitulo, formula-se o elemento finito baseado nas funcfes de
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interpolacao obtidas a partir da solugao “exata” das equacgdes diferenciais. Ainda neste
capitulo, sdo apresentadas a matriz de rigidez tangente e uma aproximacao utilizando
a expansao em série de Taylor e, também, o conceito de cargas nodais equivalentes.

No capitulo quatro sdo apresentadas as aplicacbes numéricas decorrentes dos
objetivos propostos para este trabalho. E, por fim, sdo apresentadas as conclusbes
obtidas com o desenvolvimento do presente trabalho, além de algumas propostas

para trabalhos futuros.
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1 ANALISE NAO-LINEAR GEOMETRICA

1.1 Introducéo

No estudo de estabilidade estrutural, h& varias formas de anélise que podem
ser empregadas de acordo com os resultados do comportamento real da estrutura que
se deseja obter. Tais resultados podem ser mais proximos da realidade ao passo que
se introduz fontes de néo-linearidade durante o processo de analise estrutural,
fundamentalmente divididas em: ndo-linearidades geométricas e fisicas.

A forma mais simples de analise — analise elastica de primeira ordem —, em que
nao se considera fontes de ndo-linearidade, pressupde para o calculo de esforgos e
deslocamentos o equilibrio da estrutura em sua posicéo inicial indeformada e um
comportamento linear dos materiais. Introduzindo uma fonte de n&o-linearidade
geométrica, obtém-se a analise elastica de segunda ordem, em que os esforcos e
deslocamentos sdo calculados considerando o equilibrio da estrutura na posicéo
deformada, na qual surgem esforcos adicionais devido as forcas aplicadas sobre os
deslocamentos, mas ainda com comportamento linear do material.

As fontes de ndo-linearidades geométricas tém dois fenbmenos caracteristicos,
os efeitos P-A e P-6. O primeiro deles esta relacionado com a estabilidade global da
estrutura, em que € produzido um momento de tombamento decorrente da atuacéo
da carga vertical sob o deslocamento lateral produzido. Por outro lado, o segundo
efeito esta relacionado a estabilidade de cada barra, ou seja, um efeito local provocado
pela influéncia da forca axial na rigidez a flexdo do elemento estrutural (Paulin, 2007).

Na Figura 1, observa-se os dois efeitos supracitados:

NN
ST ¥ p
kA

I"F_—‘-—ﬁ:

Figura 1 - Efeitos de segunda ordem P-A e P-&
Fonte: Paulin (2007)
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Por outro lado, quando a fonte de n&do-linearidade fisica € introduzida a partir
da forma de analise mais simples, obtém-se uma terceira forma de andlise, a andlise
inelastica de primeira ordem. Esse tipo de analise, pressupde o calculo de esforgos e
deslocamentos para o equilibrio da estrutura em sua posicao inicial indeformada,
considerando efeitos n&do-lineares do comportamento do material. Em outras palavras,
a fonte de ndo-linearidade fisica caracteriza-se por ocasionar rela¢cdes néo lineares
entre tensdo e deformacao, ou seja, relaciona as propriedades intrinsecas do material
e gera a ndo proporcionalidade entre causa e efeito (Borges, 1999).

Por fim, a ultima forma de andlise e a mais completa, € a combinacao dos
efeitos de ndo-linearidade geométrica e ndo-linearidade fisica, em que séo calculados
esforcos e deslocamentos considerando o equilibrio da estrutura na sua posi¢ao
deformada e as relacdes entre tenséao e deformacao néo-linear do material. A Figura

2, resume todas as formas de andlise e as correspondentes trajetérias de equilibrio:

Carga
Lateral, H

= 1 It . . .
~ Andlise elastica de primeira ordem

_Bifurcagdo

% Carga critica elastica

Limite de estabilidade elastico

Bifurcagio

L)

_Bifurcagiio Vi & qmiue
< Anlisc clastica de scgunda ordem Carga critica ineldstica

e et e e o 0 A R v o, S EBE I VINCRASRER

Anilise ineldstica de primeira ordem . Limite plastico

H Limite de estabilidade inelastico
R e e = e e
\ 3 ) _r"_‘ v
LS wear| o
"Analise inelastica de segunda ordem ]

Deslocamento Horizontal, A

Figura 2 - Niveis de andlise
Fonte: Silva (2017) adaptado de McGuire et al. (2000)

1.2 Estabilidade Estrutural

McGuire et al. (2000) constataram que o aumento de forma progressiva da

resposta nao-linear € o mecanismo de ruptura mais comum em uma estrutura. Desse
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7

modo, durante o projeto, a detecgdo dos pontos-limite € uma tarefa de suma
importancia. Para isso, & necessario o estudo da estabilidade estrutural, analisando
as configuracdes de equilibrio possiveis em cada caso de carregamento.

A estabilidade do equilibrio de um corpo rigido pode ser representada por uma
esfera de massa m em repouso em trés superficies potenciais distintas, conforme
Figura 3. Na figura 3a, onde a superficie € concava, qualquer forma de perturbacéo
levara a esfera voltar ao estado inicial, portanto, ela estara em equilibrio estavel. Ja
na figura 3b, é o equilibrio neutro ou indiferente, ou seja, qualquer perturbacédo na
esfera ndo alterard a quantidade de energia potencial. Por fim, na figura 3c, o equilibrio
instavel, pois qualquer perturbacgédo fara a esfera procurar um estado de menor energia
(Burgos, 2005).

N (s Q e

Equilibrio instavel

Equilibrio Estavel Equilibrio indiferente

(a) (b) (c)

Figura 3 - Posi¢cdes de equilibrio estatico

1.2.1 Formas de Instabilidade

Segundo Burgos (2005), uma configuracao de equilibrio tem sua caracteristica
modificada quando um determinado nivel de carregamento (eixo vertical da Figura 2)
é alcancado, alterando a forma como a energia potencial se comporta para pequenas
perturbacdes. Tal nivel de carregamento é denominado carga critica e 0 seu ponto
correspondente no eixo horizontal da Figura 2 é denominado ponto critico.

A carga critica de um sistema estrutural pode ser elastica ou inelastica. A carga
critica elastica de um sistema estrutural e a forma de sua configuragdo deformada no
estado pos-critico podem ser determinados por meio da resolu¢cdo de um problema
de autovalor. A carga critica inelastica, por sua vez, pode ser obtida de maneira
semelhante, porém a analise deve admitir a possibilidade de o material se comportar
de forma inelastica no estado pré-critico — estado que antecede o atingimento da carga
critica (McGuire et al., 2000).
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J& o ponto critico, ou ponto de fronteira, pode ser um ponto limite ou de
bifurcacdo. As bifurcac¢des, conforme Figura 2, sdo pontos de mudancas bruscas na
trajetoria de equilibrio, em que dois ou mais caminhos de equilibrio se cruzam. Elas
sao caracterizadas de acordo com 0s possiveis caminhos de equilibrio quanto a sua
estabilidade, tais como: bifurcagdo simétrica estavel, bifurcacéo simétrica instavel e
bifurcacdo assimétrica. Os pontos limites, por sua vez, sdo pontos que correspondem
a valores de maximo, ou minimos, relativos de carga, ou deslocamento em torno de

um ponto (Goncalves, 1994).

1.2.2 Critérios de Estabilidade

Usualmente, sdo empregados 3 critérios para determinacdo da estabilidade
estatica de um sistema elastico conservativo. Os critérios empregados para a
determinacdo da estabilidade dos caminhos de equilibrio de sistemas mecéanicos

sujeitos a cargas estéticas sao: estatico, dinamico e energético (Gongalves, 1994).

1.2.2.1 Critério Estético de Estabilidade

Neste critério, delineia-se as equacdes de equilibrio estatico para o sistema
estrutural que esta sujeito a uma perturbacéo a partir do estado original de equilibrio
e verifica-se se as forcas resultantes tendem a restaurar o sistema a seu estado
original de equilibrio. Conforme Figura 3, se a forca resultante restaurar o sistema a
sua posicao inicial, o equilibrio é estavel. No caso de a for¢a resultante afastar o
sistema da sua posicao original, o equilibrio é instavel. Por ultimo, se, todavia, o
sistema permanecer na posicao perturbada, o equilibrio € neutro (Croll; Walker, 1972;
Gongalves, 1993).

1.2.2.2 Critério Dinamico de Estabilidade

O segundo critério — critério de estabilidade dinamico —, analisa o
comportamento das oscilacbes do sistema perturbado. Este comportamento se
relaciona com as equacdes diferenciais que governam todo o sistema. As frequéncias
naturais sao raizes do problema de autovalor do sistema linearizado em torno de uma

posicdo de equilibrio do sistema. Se as frequéncias naturais de vibracdo séo
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verificadas e todas elas sejam reais, tem-se um equilibrio estavel. No caso de alguma
frequéncia se tornar imaginéria, o equilibrio é instavel. Por fim, se alguma das

frequéncias for nula, tem-se um estado critico (Croll; Walker, 1972).

1.2.2.3 Critério Energético de Estabilidade

O terceiro critério — critério de estabilidade energético —, formulado a partir do
Teorema de Lagrange, estabelece que se a energia potencial total € minima em uma
posicao de equilibrio, entdo esse equilibrio é estavel. Por outro lado, o equilibrio sera
instavel quando estiver em uma configuracdo que corresponda a um maximo da
energia potencial. Sendo assim, podemos definir a energia potencial total como na

equacao (1):

Mm=1U+V (1)

Em que U é a energia interna de deformacéo elastica e V € o potencial das forcas
externas conservativas.

Portanto, pelo Principio da Energia Potencial Estacionaria, a energia potencial
do sistema em um estado de equilibrio sera definida em um extremo (maximo ou
minimo). Desse modo, para verificar se uma posi¢cao de equilibrio é estavel ou
instavel, basta avaliar se a energia € minima num ponto onde a derivada de primeira
ordem é nula e a proxima derivada ndo nula é positiva (equilibrio estavel). E, maxima
num ponto onde a derivada de primeira ordem é nula e a proxima derivada ndo nula

€ negativa (equilibrio instavel), conforme equacéo (2):

0%(ATl
( 6( > ) < 0 (equilibrio estavel)
(AT 1
— = 0 (2)
1 0% (AID)

PP > 0 (equilibrio instavel)

Em que q representa uma posicéo de equilibrio (Burgos, 2005).
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1.3 Método dos Elementos Finitos

Devido a sua eficiéncia e aplicabilidade, o Método dos Elementos Finitos (MEF)
€ um dos métodos amplamente utilizados no contexto da analise estrutural. Ele
consiste na discretizagdo de um meio continuo em subdominios chamados elementos,
interligados por pontos nodais (nés), onde os graus de liberdade sé@o definidos. O
principal objetivo da aplicacdo deste método é a obtencdo da solucdo para a

distribuicdo de tensdes e deformacdes no dominio da estrutura (Cook, 2001).

Estrutura Real Modelo

Figura 4 - Estrutura reticulada de vigas e correspondente modelo estrutural
Fonte: Alves Filho (2000)

Ja o campo de deslocamentos € descrito através da relacdo do calculo dos
deslocamentos nodais do elemento discretizado e das funcbes de forma (ou de

interpolacao), conforme a equacéo (3) abaixo:

uG) = ) M u @)

Em que u(x) é a funcdo que descreve o deslocamento no interior do elemento em
qualquer ponto, N;(x) sao as funcbes de forma e u; sdo os deslocamentos nodais.
Segundo Alves Filho (2000), em Andlise Matricial de Estruturas e, por
consequéncia, no Método dos Elementos Finitos, o campo das forcas, por sua vez, é
obtido pela relacdo entre as forcas nodais e deslocamentos nodais para cada
elemento finito da estrutura discretizada através do coeficiente de rigidez, conforme a

equacao (4):

f=Kd 4)
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Em que f é o vetor de cargas nodais, K é a matriz de rigidez e d sé&o os deslocamentos
nodais.
Neste trabalho € utilizado o elemento finito de pértico plano para todas as

aplicacdes numéricas; a formulacao desse elemento € descrita a seguir.

1.3.1 Formulacdo do Elemento de Pértico

A formulacdo do elemento de portico plano € decorrente da combinacdo do
elemento finito de trelica e do elemento finito de viga. As componentes de
deslocamento e rotacdes nodais sdo os graus de liberdade do elemento discretizado.
Para que haja a possibilidade de substituir o comportamento continuo da estrutura
por um comportamento discreto em fungéo dos graus de liberdade, € necessario
interpolar através de uma funcdo — funcédo de interpolacdo — os deslocamentos e
rotacdes nodais do elemento para se obter os deslocamentos e rotacdes de qualquer
ponto do eixo desse elemento (Martha, 2018).

Segundo Martha (2018), a utilizacdo de fungOes de interpolagdo baseadas na
solucdo homogéneas analiticas de vigas fara com que a solucéo discreta do modelo
global forneca resultados para os deslocamentos e rotagdes nodais iguais aos da
solucdo analitica do problema, ou seja, solucdes exatas que independem da forma
como o elemento foi discretizado. Portanto, as funcdes de interpolacdo a seguir séo

baseadas nas solucdes analiticas homogéneas da barra.

1.3.1.1 Funcdes de Interpolacao

Em um elemento de pértico plano, as configuracdes deformadas elementares
sdo definidas no sistema de eixos locais pelo deslocamento axial u(x) e pelo
deslocamento transversal v(x). Segundo Martha (2018), os comportamentos axial e
transversal de uma barra s&o considerados independentes. Desse modo, o
deslocamento axial s6 depende de u, e u, e o deslocamento transversal e rotacoes
s6 dependem de vy, v,, 6; € 6,.

Podemos descrever o0s deslocamentos axiais dentro do elemento,

considerando a solugdo homogénea da seguinte forma, conforme equagéo (6):

u(x) = Ny(x) ug + Nu(x) uy (6)
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As equagOes que definem as fungbes de forma axiais do elemento de trelica sao as

equacoes (7) e (8) abaixo:

X
NG = 1-7 (7)
X
Ny(x) = 7 (8)
u(x) \ Ny(x) u(x) g Ny(x)

T 'l ~—1F

l:l:\ / 1

o L

L L

Figura 5 - Func¢des de interpolacdo do elemento de trelica
Fonte: Adaptado de Martha (2018)

Observe que a representacao grafica evidenciada na Figura 5 é o equivalente
da Figura 6 com a consideracdo unitaria no deslocamento de interesse e zero nos

demais.

Figura 6 - Elemento de trelica

Fonte: Elaborado pelo autor

Analogamente ao deslocamento axial, podemos descrever o deslocamento

transversal dentro do elemento da seguinte forma, conforme equacgéao (9):

v(x) = N(x) v; + N3(x) 8; + Ns(x) v, + Ne(x) 6, 9

As equacdes que definem as fung¢des de forma transversais do elemento de viga sé&o
as equacoes (10), (11), (12) e (13):
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No() = —3— - +1 (10)
2x% «x3
N3(x) = x— - + z (11)
3x? 2x3
Ns(x) = Tz 3 (12)
x3  x?
Ne(x) = —— T (13)
No(x) -
rix) A / 21X vix) N (x)
T~ [ >
| r
L L
v(x) Na(x) vix)
/—\ Nﬁ{xﬁ L
’ |L . 7 1\

Figura 7 - Func¢des de interpolacdo do elemento de viga
Fonte: Adaptado de Martha (2018)

Observe que a representacado grafica evidenciada na Figura 7 é o equivalente
da Figura 8 com a considerag&o unitaria no grau de liberdade de interesse e zero nos

demais.
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V1 & A V2

Figura 8 - Elemento de viga

Fonte: Elaborado pelo autor

Como ndo ha qualquer interacdo entre os efeitos axiais e transversais, a
combinacgéo das contribuicdes dos elementos de trelica e viga formam o elemento de
portico plano, conforme Figura 9. Sendo assim, podemos descrever as matrizes de
funcéo de interpolacao do elemento de pértico da seguinte forma, conforme equacéo
(14):

(*

)
%1
{u(x)}_[Nl(x) 0 0 N,(x) 0 0 Hell
v)) L 0 Ny(x) N3(x) 0 Ns(x) Ne()] )up

)

(14)

V1 4 A V2
g )
u 1 s

Figura 9 - Elemento de poértico

Fonte: Elaborado pelo autor

A partir das fun¢Bes de forma do elemento e pelo Principio da Energia Potencial
Estacionaria (PEPE), pode-se definir as matrizes de rigidez elastica e geométrica.
Outra forma € através dos coeficientes de rigidez do Método da Rigidez Direta. Nas
secOes seguintes é definida a matriz de rigidez elastica e a matriz de rigidez

geométrica considerando as parcelas lineares e nao-lineares.
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1.3.1.2 Referenciais Lagrangeanos

Grande parte das formulacdes de elementos finitos com a presenca da fonte
de nao-linearidade geométrica se baseiam em referenciais Lagrangeanos. Nesses
referenciais, os deslocamentos de um sistema estrutural — decorrentes de um
carregamento qualquer —, sdo medidos em relacdo a uma configuracao inicial desse
sistema. Em uma analise ndo-linear pode-se adotar dois modos de referenciais
Lagrangeanos: referencial Lagrangeano total e referencial Lagrangeano atualizado
(Galvéo, 2000).

No referencial Lagrangeano atualizado, utilizado neste trabalho, os
deslocamentos sao medidos em relagdo a Ultima configuracdo t de equilibrio obtida
no processo incremental. Em outras palavras, as equacdes de equilibrio de uma
configuragdo desconhecida t + At s@o descritas utilizando variaveis conhecidas da
configuragdo de referéncia t — um referencial que é atualizado a cada incremento de
carga.

Em McGuire et al (2000) todas as formulacdes para a configuragéo t + At sao

descritas com detalhes.

1.3.1.3 Matriz de Rigidez Elastica e Geométrica

As componentes de deformacéo axial e deformacéo transversal do tensor de
deformacéo de Green-Lagrange, ja considerando as parcelas lineares (15) e (16) e
nao lineares (17) e (18) sdo descritas abaixo. Vale ressaltar que u,(x), v,(x) e 8 sao
o deslocamento axial e transversal do centroide da secédo, e rotacdo da secéo

transversal, respectivamente. E, para todo o desenvolvimento a seguir, considera-se

a teoria de flexado de Euler-Bernoulli (6 = %):
_ Ou _ 0y, 0%v
= ox T ox Y ox? (15)
_0v N Ju 0, 9= v, 0v, 0 (16)
Yy = By dy  ox - ox ox
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1 ou\? 6172_1 ou\? ov\ 2 5 92v\° 0%v ou 17
”xx—z(a)+(a) 7(5)*(5) i 5) |7 Vaee 0

ou au ov dv 0%?vdv Odvou

= —— 18
ey = 9x ay dx dy Y 9x2ox  oxox (18)

A matriz de rigidez elastica do elemento de poértico plano pode ser obtida
através da parcela linear (15) e (16) do tensor de deformacéo de Green-Lagrange. A
partir da equacao (1), podemos descrever a energia de deformacdo U da seguinte

forma:

L
U_f f ou 0%v p ou 0%v x| an (19)
-, ax 7 oxz ox Y axz)
0
L L
U—Ej ou ou, dA+EfJ Uy
“ L\ ) axax N\ a2 ae ™
0 0
) . (20)
EJ j 0% O e \aa Ef LN P
A\ Y ax? ax W\ a9
0 0

Considerando fAyZdA =le fAy dA = 0, chegamos na seguinte expressao:

U= EA faadx + EI Wﬁdx —0-0 (21)

Como mencionado, € possivel obter as matrizes de rigidez elastica e
geomeétrica a partir das funcdes de forma. Desse modo, com auxilio das funcdes de

interpolacgéo (6) e (9) e aplicando o Principio da Energia Potencial Estacionaria, temos:
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L L T

U = {5u)" | E4 f (%) (%)T dx| w) + (6v)7 | EI f (‘ZZ”) (‘Zﬁ") dx|w (@2
0 0

Obtemos assim, substituindo as func¢des de forma e resolvendo as integrais, a

partir da equacéao (22), a matriz de rigidez elastica do elemento de portico plano em

que E é o modulo de elasticidade do material, | o momento de inércia da secao

transversal, L o comprimento do elemento e, por fim, A area da secao transversal,

conforme equacéao (23):

r EA 0 0 EA 0 0
L L
12E1 6EI 12E1 6EI
. 1z Y TTm Iz
6E] 4F] 0 6EI 2E1
K = 12 L 12 L
e EA 0 0 EA 0 0 (23)
L L
12E1 6E1 12E1 6E1
3 2 0 I3 2
6E] 2E1 0 6E1 4FE]
L2 L L2 L

A matriz de rigidez geométrica do elemento de portico plano pode ser obtida
através das parcelas ndo-lineares (17) e (18) do tensor de deformacao de Green-
Lagrange. A partir da equacédo (1), podemos descrever a energia de deformacéo U
para mover-se de uma configuracdo de equilibrio t para uma secundéria t + At da

seguinte forma:

L
U_j J 1 (au)2+ (av)2+ AN L e
), P 51\ 9x ax) T\ ox2 Yoxzox |
L (24)

+f f 0?vov  dvou ix laa
M o \Y gxzox ~ axox) ™
0



31

U= 1[ f (au>2d -dA+ f f av dx | dA
=32), T\ 5y) 4% Tox x x
0 | 0
. L
+1f f 2 (270 4 dA—f f v ou, Naa 25
2 A Txxy axz A Txxya 2 a ( )
| 0 | 0
L L
+f f d0%v avd A f f ov aud A
A Y 5x2 ax X " " 9% ax

0 0

Tomando as relagdes [, 7y, dA =P, [, T,y dA=Q, [, 14 ydA = —M e aplicando na

equacao (25), temos:

L L ) L 2
—1f P+1f(av>d P+1fazvd P
-2 2] \ox) ¢ 2 \axz) “* "2
i 0 i 0 0 (26)
f ou Iy j‘avau
2 0x dx x Ox Q
0

Analogamente ao que foi realizado para determinacdo da matriz de rigidez

elastica, aplica-se as funcdes de forma (6) e (9) na equacao (26):
ON,\ (ON,\T
<6x) <6x) dx]{v}

(5) (G2) |

u}+ {sv}T|P

F AN (ONNT L
P (5) ) o J
+{6v}T %f(a;jiﬂ a;;\iu>T dx|{v}+ {6v}T Mf

0 | | 0
|

+HowT | M f (%) (‘ZZ”) dx| v} — (v} |0
0 |

(27)

Obtemos assim, substituindo as fun¢des de forma e resolvendo as integrais, a
partir da equacgéo (27), a matriz de rigidez geométrica do elemento de pértico plano
considerando os termos de ordem elevada do tensor de deformacgédo de Green-

Lagrange:



32

r P 0 M1 P 0 Mz
L L L L
0 6P 4 12P] P 4 6P1 0 6P N 12P] P 4 6P1
5L  AL3 10  Al? 5L  AL3 10 AL
M, P 4 6PI 2PL 4 4P M, P 6P] PL 4 2PI
K. = L 10  AlZ2 15 AL L 10 Al? 30  AlL2
g P . M, P . M, (28)
L L L L
0 6P 12PI P 6P] 0 6P + 12P1 P 6PI
5L AL3 10 AlL? 5L  AL3 10 AL?
M, P 4 6PI PL + 2P M, P 6P] 2PL 4 4P]
L 10  AlZ2 30 AL? L 10 Al? 15 AL -

Assume-se que a uma forga cortante constante, o momento fletor M e a forca
constante Q podem ser calculados a partir de M; e M, conforme as equagdes (29) e
(30) respectivamente:

M= M, + w (29)
Q - _ (Ml-ll_l MZ) (30)

Figura 10 - Esforgos resultantes iniciais
Fonte: Galvao (2000)

Vale ressaltar que na literatura € comum desconsiderar os termos de ordem
elevada no tensor de deformacdo na matriz de rigidez geométrica, ou seja, tomando

1 ou\? ov\? . . .
Nex = 5 [( 5) + (E) ] e n,, =0, 0 que resulta na seguinte matriz de rigidez

geomeétrica, conforme equacgéo (31):
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I 0 Py 0 |
L L
6P P 6P P
0 — — 0 —-——
5L 10 5L 10
P 2PL P PL
0 — = o0 —— =
K - 10 15 10 30
N 0 0 P 0 0 (31)
L L
6P P 6P p
0 —— —— 0 — ——
5. 10 5L 10
p PL P 2PL
0 — —— 0 -—-— ==
i 10 30 10 15

1.3.2 Obtencdo da Carga Critica

A andlise matricial para equilibrio estatico de um sistema estrutural discretizado
€ obtida através da equacao (4) onde K é a matriz de rigidez elastica K,. Em
problemas que envolvem a néo-linearidade, introduz-se a matriz de rigidez geométrica

K, que depende da forga axial. Em outras palavras, a matriz K da equagéao (4) assume

a forma da matriz tangente K, (34):

K.d=(K,+ K;)d=f (32)

Nestes casos, a carga critica (quando existe) corresponde a um ponto de
bifurcacdo. Desse modo, pode-se dizer que ha um nivel de carga em que é possivel
ocorrer um incremento Ad sem que essa carga sofra uma modificacdo significativa

Af = 0, conforme equagéo (33) (Burgos, 2005):

(K. + K;) Ad = 0 (33)

A expressao (33) também pode ser utilizada para a determinagéo do fator de
carga critica A, que representa a majoracao das cargas nodais f necessarias para
produzir o processo de flambagem elastica. Dessa forma, convenientemente,

podemos reescrever.

(Ke+ 2K;) Ad =0 (34)
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A expressao acima recai em um problema de autovalor, em que para uma
solucéo néo trivial Ad # 0, o parametro A s&o os autovalores e Ad sao os autovetores
obtidos para cada autovalor, representando os modos criticos da estrutura. Neste
contexto, a obtencéo da carga critica advém da determinacédo dos valores de carga
para os quais o determinante da matriz de rigidez tangente se anula (det(K;) = 0)
(Vaz, 2011). Neste trabalho, a obtencdo da carga critica ocorre através da expansao
em série de Taylor dos coeficientes da matriz rigidez tangente e o problema de

autovalor passa a ser ndo-linear ou polinomial.
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2 METODOS SIMPLIFICADOS

2.1 Introducéao

Quando uma estrutura é submetida a um carregamento que atua sob sua
configuracdo geométrica deformada, é produzido um fenémeno chamado efeito de
segunda ordem. Esse efeito €, geralmente, prejudicial a estabilidade e resisténcia da
estrutura e € prudente sua consideracdo no seu dimensionamento, caracterizando
uma analise ndo-linear.

Os efeitos da ndo-linearidade geométrica em um dimensionamento estrutural
normalmente sdo considerados, a rigor, através de técnicas que demandam robustez
de processamento computacional e tempo hébil para solu¢cdo. Para o caso em que
nao sdo necessarios solucdes tdo precisas, € mais vantajoso recorrer aos metodos
simplificados em que os efeitos sdo considerados de forma aproximada (Chen; Lui,
1991).

Na atualidade, ha uma gama de métodos simplificados para analise ndo-linear
geomeétrica de estruturas. Dentre eles, destacam-se alguns, como o método P-Delta,
o método do coeficiente y, adotado pela ABNT NBR 6118 (2014), o método da
amplificagdo dos momentos adotado pela ABNT NBR 8800 (2018), e, por fim, o
método dos Dois Ciclos Iterativos, proposto por Chen & Lui (1991) e objeto de estudo

deste trabalho.

2.2 Método P-Delta

O método P-Delta ou método da Forca Lateral Equivalente ou Ficticia € um
método simplificado para analise de segunda ordem elastica que considera apenas o
efeito global P-A em sua composicdo. Ele é baseado na aplicacdo das forcas
horizontais atuantes nos nés da estrutura que causam deslocamentos de 12 ordem.
As forgas verticais, por sua vez, quando aplicadas nesses nos ja deslocados, geram
momentos de 22 ordem gue provocam novos deslocamentos horizontais e assim
sucessivamente. Todos esses esforcos e deslocamentos adicionais podem ser
obtidos pelo método P-Delta, através de um processo iterativo, até que haja

estabilizacdo e uma nova condi¢édo de equilibrio para a estrutura seja encontrada.
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A Figura 11, adaptada por Silva (2017), ilustra as forcas horizontais e verticais
aplicadas nos nos. Ap0s uma analise de 12 ordem, obtém-se os deslocamentos
relativos entre os pavimentos e, considerando a estrutura deformada, calcula-se a
forga cortante ficticia V/, no andar i, resultante do efeito P-A, dada pela equagao (35)

abaixo:

,_ Lb
Vi = =— (D1 — D)

h; (35)

Em que }; P; € o somatorio das forcas normais que atuam nos pilares do andar, h; € a
altura do andar e, A;;; € A; sdo os deslocamentos horizontais dos niveis i +1 e i,
respectivamente.

Ap6s o célculo da forga cortante ficticia V;, a for¢a horizontal ficticia H; atuante

no mesmo andar i é calculada pela equacéo (36):

H{ 1= Vi (36)

A forca lateral ficticia H; é somada a outras cargas laterais previamente
presentes no mesmo andar i, resultando em forcas horizontais modificadas, dando
inicio a um processo iterativo até que o deslocamento encontrado no ciclo atual seja
muito proximo ou igual aquele do ciclo anterior. Quando isso ocorre, 0 método
converge e as forgcas e momentos resultantes nas barras agora incluem o efeito P-
Delta.

Segundo Silva (2004), Macgregor e Hage (1977) recomendaram que O
processo pode ser interrompido quando o deslocamento de uma iteragéo n&o exceder
em mais de 5% o da iteragdo anterior. No entanto, vale ressaltar que h& trabalhos
como o de Silva (2004) que estabelecem critérios de convergéncia mais rigidos como
o de 1%.
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Figura 11 - Equilibrio de forgas em uma coluna isolada
Fonte: Chen e Lui (1991)

2.3 Coeficiente y,

Criado por Franco e Vasconcelos (1997), o coeficiente y, € um parametro capaz
de avaliar a estabilidade global de uma estrutura e também de estimar os esfor¢os de
segunda ordem através da majoracao dos esforcos de primeira ordem. Introduzido a
partir da observacéo de que em estruturas regulares submetidas a forcas horizontais
e verificais uniformemente distribuidas ao longo do eixo, as razbes entre 0s
acréscimos de deslocamentos de uma iterag@o e os acréscimos referentes a iteracao
anterior de cada passo do método P-A tém valores aproximadamente iguais

independente de quaisquer que sejam essas iteracdes. Desse modo, assumindo essa



38

hip6tese, pode-se aproximar os deslocamentos horizontais na forma de uma
progressdo geométrica (Lima, 2001).

Conforme o método P-A, o momento de segunda ordem M,, € dado pela soma
do momento de primeira ordem M; com o somatério do acréscimo no valor do
momento AM; na i-ésima iteracdo ap0Os n iteracdes necessarias para o equilibrio,

pode-se escrever:

M”: MI+AM1+AM2+ +AMn (37)

Por meio do quociente entre dois termos, pode-se calcular a raz&do da

progressao geomeétrica:

_AM;  AM, AM,,

r

M, My M, (38)

Pode-se, convenientemente, reescrever a equacgao (37) da seguinte forma:

MII: MI (1+7’+T2 ...+7’n) (39)

Quando n tende ao infinito, o momento de segunda ordem pode ser reescrito como:

My =
-, (40)

Denominado vy,, este coeficiente pode ser entendido como a soma da
progressao geometrica, cuja razao € a relagéo entre o acréscimo de momentos AM,; 4

e 0 momento de primeira ordem M, 4, conforme equacgéo abaixo:

Yz = _ A1\/11.“0t,d

MItot,d (41)
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Adotado pela ABNT NBR 6118 (2014), o coeficiente y, é aplicavel para
estruturas reticuladas com no minimo quatro andares. Além de sua usabilidade para
classificacdo das estruturas quanto a deslocabilidade dos nés, ele pode ser usado

para majoracdo de momentos de primeira ordem.

2.4 Método da Amplificagdo dos Momentos

O método de amplificagdo dos momentos, ou método B;-B, consiste no célculo
do momento fletor de segunda ordem através dos fatores de majoracéo B, e B, sobre

0S momentos de primeira ordem M,,; e M, respectivamente:

Mgy = BiMyp: + BoM,, (42)

Em que M,,; pode ser definido como o0 momento fletor solicitante de calculo na
estrutura em que ndo se admite deslocamentos horizontais. Desse modo, é
necessario a modelagem da estrutura com apoios ficticios que impecam o
deslocamento horizontal em cada andar. Por outro lado, M;; pode ser definido como
o momento fletor solicitante de calculo na estrutura em que ha os deslocamentos
horizontais. Os momentos M,,; e M;; sédo calculados de forma independente.

O B, é o coeficiente responsavel pela consideracdo do efeito P-0 (local) que
ocorre na estrutura tanto em forma deslocavel quanto indeslocéavel. Ja, o B,, por sua
vez, considera apenas o efeito P-A (global) que ocorre na estrutura em sua forma
deslocada. E importante ressaltar que os coeficientes de B, e B, também devem ser

calculados de forma independente para cada um dos eixos principais de inércia.

2.4.1 Coeficiente B,

Pode-se definir o coeficiente B, a partir de uma barra indeslocavel submetida a
uma forca normal de compressao P, um carregamento distribuido q(z) e a dois
momentos M; e M, aplicados em sua extremidade, conforme Figura 12.

Para quaisquer valores de P, q(z), M; e M, € possivel garantir que a solucao
M, na barra é igual ao momento de primeira ordem vezes um fator de majoracao

devido a carga axial de compressao P. Desse modo, segundo Chen e Lui (1991) é
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necessario encontrar o valor maximo de M, para que a peca seja dimensionada

corretamente.
\1' T, l_ —— --CL(ZJ" 1___——— — M
o T S
? \\,,_.;---_L__‘_n y 7*"_/ P z
I
L

y
Figura 12 - Carregamento em uma barra de partico
Fonte: Silva (2017) adaptado de Silva (2004)

Assumindo que a deformada da viga da Figura 12 possui a forma de uma curva
senoidal e que a deflexdo maxima do véo ocorre exatamente no meio da barra, pode-
se definir o momento de segunda ordem M;; em que § € dado pela soma das deflexdes

de primeira e segunda ordem:

M;; =P § sen (%) (43)

O momento fletor na barra se relaciona com sua deflexdo por meio da seguinte

equacao diferencial:

2

d
My = —El dz2 (44)

Aplicando as condi¢bes de contorno adequadas e substituindo a equacgao (43) na

equacao (44), chega-se a equacao para a deflexdo de segunda ordem de viga:

P& /L\?
6=~ 57 (7) sen(T) (45)
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S ~ - L
Para uma coluna biapoiada, a deflexdo maxima ocorre na metade da barra (z = > ).

- L ~ I 2
Substituindo z = 5 € colocando em funcdo da carga critica de Euler (P, = ”Lfl) a

equacao (45), é possivel escrever a expressao para a deflexdo maxima da seguinte

forma:

1— = (46)

De forma analoga, pode-se escrever o momento M, 4, COMO:

-
My max = Mpmax + P§ = | —5= M max
_P (47)
Fe
Em que o coeficiente i é definido por:
_ &k
MI,méx (48)
Dessa forma, portanto:
1+ ¢§ 1+ w§
Mz,méx = —Pe Ml,méx = BlMI,méx ~ By = —Pe
1- 5 1- 5 (49)
e e

Ao multiplicar o momento de primeira ordem pelo fator B;, os efeitos de
segunda ordem decorrentes da deflexdo do elemento serdo incluidos. No caso da
forca P ser igual a zero, o coeficiente B, sera igual a 1 e o momento fletor maximo
ficara restrito ao momento de primeira ordem. A expressdo encontrada para o

coeficiente y é valida apenas para 0s casos em que 0 momento maximo ocorre no
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meio do vdo. Para os demais casos, € necessario deduzir novamente a expressao

para . Essa deducéo é feita por Chen e Lui (1991) em sua obra.

2.4.2 Coeficiente B,
O coeficiente B, € aquele que considera apenas o efeito P-A (global) na

estrutura indeslocada. A partir da Figura 13, visualiza-se o efeito P-A sobre um portico
de um andar qualquer de uma estrutura. A Figura 13 (a) representa apenas o efeito

de primeira ordem e o deslocamento horizontal A; de primeira ordem. Ja Figura 13 (b),

por sua vez, representa o deslocamento horizontal de segunda ordem A.
P
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Figura 13 - Efeito P-A
Fonte: Silva (2017) adaptado de Chen e Lui (1991)

Pode-se escrever a igualdade da equacédo (50) que diz que o quociente do
somatorio das forcas horizontais atuantes no pavimento pelo deslocamento de
primeira ordem é igual ao quociente do somatdério das forcas horizontais acrescidos
pela forca lateral ), PA/h pelo deslocamento total do andar, a partir da Figura 13,

assumindo que o momento de segunda ordem que atua nas colunas oriundo do efeito
P-A é o equivalente ao causado por uma forca lateral de magnitude ), PA/h, onde h é
a altura do andar:
YH YH+XYPA/h
A, A (50)

Rescrevendo a igualdade, pode-se chegar a seguinte expressao:
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A:(1—2PL/ZH0A’ (51)

Assim como em B;, a expressao (51) nos permite escrever o deslocamento
total que considera os efeitos de segunda ordem decorrente do efeito P-A (global) em
funcé@o do deslocamento horizontal A; de primeira ordem. Analogamente, podemos
reescrever a mesma equacao em funcdo dos momentos atuantes nas colunas, ja que
sao diretamente proporcionais aos deslocamentos horizontais no andar. Dessa forma,

o momento fletor final pode ser escrito:

Ty eyt

1-YPA/YHK 1-YPA/YHK (52)

Desse modo, é definido o coeficiente B,. Vale ressaltar que Andrade e Vellasco
(2016) sugerem que o B, deve corrigir o esforco em até 40% do esforco de primeira
ordem, do contrario € indicado o uso de contraventamentos ou de peca com uma

rigidez maior, ja que a estrutura é considerada muito flexivel (Silva, 2017).
2.5 Método dos Dois Ciclos lIterativos

Proposto por Chen & Lui (1991), o método dos Dois Ciclos Iterativos faz uso de
duas iteracdes para obter esforcos de segunda ordem. Nesse método, utiliza-se a
seguinte equacao de equilibrio (53) em dois passos (ou dois ciclos), onde K é a matriz
de rigidez do elemento, d é o vetor de deslocamentos e, por fim, f é o vetor de forcas

externas aplicadas na estrutura.

f=Kd (53)

No ciclo 1, é realizado a andlise linear elastica da estrutura, em que K é a matriz
de rigidez elastica K, da equacéo (23). Com a obtencdo dos esfor¢os axiais obtidos

na analise de primeira ordem realizada no primeiro ciclo, deve-se incluir os efeitos de



44

segunda ordem com o acréscimo da matriz de rigidez geometrica K, do elemento e
reanalisar a estrutura com a matriz de rigidez K atualizada. Dessa forma, conseguimos
incluir os efeitos da ndo-linearidade da estrutura (Chen; Lui, 1991).

Vale ressaltar que neste trabalho, a matriz de rigidez geométrica K, utilizada é
uma matriz de rigidez geométrica cuja funcdo de forma é oriunda da solugdo
homogénea da equacéo diferencial do equilibrio do elemento infinitesimal em sua
configuracdo deformada, conforme equacéo (94) para os casos de compressao e

equacao (95) para os casos de tragao.
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3 ELEMENTO FINITO EXATO

3.1 Introducéao

Na literatura, € comum encontrar o desenvolvimento de elementos finitos
utilizando funcdes de forma cubicas (Hermitianas) que sdo calculadas a partir do
equilibrio de elemento infinitesimal na sua configuracdo indeformada. Nelas, a nao-
linearidade geométrica em um nivel infinitesimal é desconsiderada gerando funcbes
cubicas conforme as apresentadas nas equacgdes (10) a (13) para um elemento de
poértico. Entretanto, em problemas nao-lineares geometricamente, para reduzir a
dependéncia da discretizacdo da estrutura, muitos autores buscaram solucdes a partir
do equilibrio de elementos infinitesimais em sua configuracédo deformada, levando em
consideragao a carga axial do elemento. E, uma vez que, as fungdes de forma s&o
obtidas dessas solu¢cdes homogéneas das equacgOes diferenciais — chamadas de
“‘exatas” — a discretizacdo da estrutura ndo é necessaria.

Neste capitulo, portanto, desenvolve-se o elemento finito baseado nas funcdes
de interpolagdo obtidas a partir da solugdo “exata” das equacdes diferenciais,
chamado de elemento finito exato. Vale ressaltar que esse elemento é descrito nas
secdes seguinte e é baseado fundamentalmente nos trabalhos de Burgos e Martha
(2013) e Rodrigues (2019).

3.2 Equilibrio do Elemento Infinitesimal na Configuracao Deformada

Com auxilio da Figura 14 em que € apresentado um elemento infinitesimal em
sua configuracdo deformada, submetido a um carregamento distribuido g e a uma
carga axial P constante, imp&e-se o equilibrio do elemento resultando nas seguintes

expressoes (54) e (55):

av
ZFy =0 -> —dV+qgx)dx=0 - I q(x) (54)

2

dx
ZMO=O—>dM—(V+dV)dx—Pdv+q(x)T=O (55)
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Figura 14 - Equilibrio de um elemento infinitesimal em sua configuracédo deformada

Fonte: Martha e Burgos (2015)

Em que v(x) é o deslocamento transversal, V(x) € a componente vertical do
esforco na secéo transversal e M(x) € o momento fletor na se¢éo transversal. A partir
da equacéo da linha elastica M(x) = EI %, obtém-se a equacéo diferencial (56) que

descreve o problema:

d?0(x) V) - Pdv(x) —0 > EI d30(x) _dv) szv(x) — 0

El dx? dx dx3 dx dx? (56)

Como pode-se descrever o carregamento da viga igual derivada do esforco

av ~ .
cortante q(x) = —.ea rotacdo como a derivada do deslocamento transversal 6(x) =

d . . . ~ p . N
d—z — ja que a teoria de flexdo adotada € a de Euler-Bernoulli —, pode-se chegar a

equacao diferencial que rege o equilibrio de um elemento infinitesimal em sua

configuracéo indeformada, convenientemente expressa pela equacao (57) abaixo:

d*v(x) _idvz(") _q(x)
dx* EI dx? = EI (57)

A partir da solucdo da equacéao diferencial acima, pode-se deduzir a solugéo
dos deslocamentos e rotacdes que serdo utilizados para definir as funcdes de forma
do elemento. Segundo Rodrigues (2019), essa solucdo v(x) € obtida pela composicdo

de uma solucdo homogénea v, (x) que corresponde a uma situacao da barra sem
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carregamento (q(x) = 0), dependendo apenas das condicfes de contorno; e uma
solugéo particular v,(x) da estrutura que se relaciona com a condi¢éo de contorno

com valores nulos, podendo ser interpretadas como solucdes locais de engastamento

de barras com carregamento, conforme equacéo (58):

v(x) = vp(x) + v,(x) (58)
Por um lado, considerando a parcela da solugdo homogénea em que o

carregamento € nulo (q(x) = 0) na equacao (57), temos a seguinte expressao:

dv(x) ,dv*(x) P
z M > =0 K
dx dx El (59)

A solucédo da equacéo diferencial acima é dada pela equacéo (60):

vp(x) = ciet* +ce ™™+ c3x + ¢y (60)

E, para a teoria de flexdo adotada, pode-se relacionar a rotagdo com o deslocamento

dv(x)

através da relacédo 6(x) = 0

conforme equacéo (61):

O0n(x) = ucie™* — uc,e™ + 3 (61)

Por outro lado, a parcela da solu¢éo particular ndo introduz nenhum coeficiente
na solucéo geral. Dessa forma, a solucao geral fica s6 a cargo da parcela da solucéo
homogénea em que c;, ¢;, c3, € ¢, Sao coeficientes de uma funcéo exponencial.

Conforme Burgos e Martha (2013), para o caso em que a forca axial seja de
tracdo P > 0, u € um numero real e a solugdo da equacéo diferencial pode ser descrita

por funcdes hiperbdlicas tanto para o deslocamento (62) quanto para a rotacéo (63):

v (x) = ¢ysenh(ux) + ¢, cosh(ux) + c3x + ¢, (62)

0, (x) = ciu cosh(ux) + cyusenh(ux) + c3 (63)
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De forma analoga, para o caso em que a forca axial seja de compresséo P < 0,
1 € um namero complexo e a solucdo da equacao diferencial pode ser descrita por

funcdes trigopnométricas tanto para o deslocamento (64) quanto para a rotacao (65):

vp(x) = c;sen(ux) + ¢, cos(ux) + c3x + ¢, (64)

(65)
On(x) = cyucos(ux) — cyusen(ux) + c3

Em forma matricial, podemos convenientemente escrever as equacdes (60) e (61)
abaixo. Vale ressaltar que 0 mesmo processo pode ser feito com os pares de equacao
(62), (63) e (64), (65):

C1

v(x)} _ et e x 1 e
ool =@ M= | e 1 | =18 -
Cq
Assim como descrito na se¢éo 1.3.1.1, conforme Figura 8, avaliando a equagéao
(66) nos nos, podemos escrever:

[H].{C} = {d},
v, v(0) 1 1 01 -
0, 6(0 — 7
@={nt=100t =g 1Y
02 o(L) pelt —pe~t* 1 0

3.3 Fungodes de interpolagao da solugao “exata”

Considerando uma nao-linearidade a nivel infinitesimal, como realizada na
secao anterior, as funcdes de forma ou interpolacdo podem ser obtidas diretamente
da solucdo homogénea da equacdo diferencial do equilibrio de um elemento
infinitesimal em sua configuragéo deformada, que tem a solucdo para o deslocamento

transversal v(x) e rotacdo 6(x) dada por funcdes exponenciais. Entretanto, para o
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caso de forcas de compresséao, a solucdo € dada por funcdes trigopnométricas e para
o caso de forgas de tracdo, a solucao é dada por fun¢des hiperbdlicas.

Como supracitado na secdo 1.3, as funcdes de forma interpolam os
deslocamentos nodais do elemento discreto, obtendo os deslocamentos dentro do

elemento da solucdo continua do problema, conforme a equacéo (68):

U

v(x)) _ _ [N N§ N¢ N¢ )6
o) = V-, V] = IN—? N9 N2 Niel = Z; (68)

Invertendo a equacéao (67) e substituindo em (68) temos:

{v(x)} = [X].[H]"Y.{d} - [N]=[X].[H]*

0(x) (69)

Dessa forma, as funcdes de interpolacdo desenvolvidas a partir da solugéo
homogénea do equilibrio de um elemento infinitesimal na sua configuracao deformada

sdo dadas pelas expressdes (70) a (77):

ehL4x) L il _ ohX _ o2ux _ [ oh(LHX) 4 sy oh(LH+X) _ | olX 4 xyohX
2eH% — 2eRUHX) 4 [yer(L+2) 4 [ enx (70)

Ny = —

ehl _ o2ul _ oux + e2HxX _ eu(L+2x) + eu(2L+x) + L,ueZL” _ 2x‘ueu(L+x)

v _
N3 - ‘u(zeux _ 4e/,t(L+x) + zeu(2L+x) + LMe,ux _ L/,le'“(ZL"'x))

71
—Lue" — Lue?** — [yet@L+x) 4 yyoh¥ 4 xyeh(2L+x) (71)

‘u(zeux _ 4eu(L+x) + zeu(2L+x) + L‘ueux _ Lﬂe“(ZL"'x))

elt — ei(L+X) L ohX _ 020X 4y ol(L+X) |y oHX

2eHx — 2eh(L+X) 4 [ ehL+x) 4 [ ek (72)
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ehl _ p2ul _ opx 4 p2px _ eu(L+2x) + eu(2L+x) + Lue“‘ _ 2L'ueu(L+x)

v _
N¢ n(2ekx — 4ot (L+x) 4 Don(L+x) 4 Luet* — L#eu(2L+x))
7
2x'ueu(L+x) + L'ueu(L+2x) _ 'uxeux _ ‘uxeu(ZL+x) ( 3)
‘u(zeux _ 4eu(L+x) + zeu(2L+x) + L‘ueux _ L'ueu(ZL+x))
N9 'u(eu(L+x) _ euL 4 eH¥ _ eZux)
27 emx — 2eu(ltn) 4 Luet@+x) 4 [ enx (74)
Ne _ e2HL _ oul _ ze“(“'x) + ef*  e2Hx _ eu(L+2x) + eu(2L+x) _ L'ueZLu _ Luezx“
3~ 2ehx _ 4eu(L+x) 4+ Zeu(2L+x) + Luer* — Lueu(2L+x) (75)
0 M(ey(L+x) — ehl 4 gx _ eZyx)
5 7 emx — peulltn) 4 Luet+) 4 [ yepx (76)
Ne ehl — Zeu(L+x) _ eZHL + elx _ g2ux 4 ey(L+2x) + eu(2L+x) + L,ueL" _ L‘ueu(L+2x)
6 — 2ehx _ 4eu(L+x) + Zey(2L+x) + Luetx — L[,Le”(ZH'x) (77)

Se u € um nuamero real (P > 0), a solugdo da equacgédo diferencial pode ser
descrita por funcbes hiperbdlicas e as funcbes de interpolacdo ficam do seguinte

modo, conforme equacdes (78) a (85):

» _ cosh(ux) — cosh[u(L — x)] — cosh(uL) + u(L — x)senh(uL) + 1
2= 2 — 2 cosh(ul) + uLsenh(ul) (78)

NY = senh(ux) + senh[u(L — x)] — senh(uL) + u(L — x) cosh(ul)
3 ul2 — 2 cosh(uL) + puLsenh(uL)] +

—uLcosh[u(L — x)] + ux (79)

+ u[2 — 2 cosh(uL) + uLsenh(ulL)]




» _ —Ccosh(ux) + cosh[u(L — x)] — cosh(uL) + u(L — x)senh(uL) + 1
> 2 — 2 cosh(uL) + uLsenh(ulL)

N = —senh(ux) — senh[u(L — x)] + senh(uL) + uL cosh(ux) — pxcosh(uL) N

6 ul2 — 2 cosh(uL) + uLsenh(ul)]

—u(L —x)

+
ul2 — 2 cosh(uL) + pLsenh(ulL)]

NG — u[senh(,ux) — senh(Lu) + senh[u(L — x)]]
z - 2 — 2 cosh(uL) + uLsenh(uL)

_ cosh(ux) — cosh(uL) — cosh[u(L — x)] + uLsenh[u(L — x)] + 1

N@
3 2 — 2 cosh(uL) + uLsenh(ulL)
NO — /,t[—senh(yx) + senh(ulL) — senh[u(L — x)]]
5 2 — 2 cosh(ulL) + uLsenh(ul)
NG =T cosh(ux) — cosh(uL) + cosh[u(L — x)] + uLsenh(ux) + 1
9 =

2 — 2 cosh(ulL) + uLsenh(ul)
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(80)

(81)

(82)

(83)

(84)

(85)

Se u € um numero complexo (P < 0), a solucao da equacéo diferencial pode

ser descrita por fungbes trigonométricas e as fungbes de interpolacdo ficam do

seguinte modo, conforme equacdes (86) a (93):

NP = cos(ux) — cos[u(L — x)] — cos(uL) + u(L — x)sen(ul) + 1
2 2 —2cos(uL) + uLsen(ul)

_sen(ux) + sen[u(L — x)] — sen(uL) + u(L — x) cos(uL) N

NU
3 ul2 — 2 cos(uL) + uLsen(uL)]

(86)

(87)



—uLcos[u(L — x)] + ux
u[2 — 2 cos(uL) + uLsen(ulL)]

N = —cos(ux) + cos[u(L — x)] — cos(uL) + u(L — x)sen(uL) + 1
5T 2 —2cos(uL) + uLsen(ul)

NY = —sen(ux) — sen[u(L — x)] + sen(uL) + uL cos(ux) — uxcos(uL) N

6 ul2 — 2 cos(uL) + uLsen(ul)]

—u(L —x)

+ u[2 — 2 cos(uL) + uLsen(ulL)]

NE - pu[sen(ux) — sen(Lp) + sen[u(L — x)]]
2 2 — 2 cos(uL) + uLsen(ul)

NO — cos(ux) — cos(uL) — cos[u(L — x)] + uLsen[u(L — x)] + 1
3 2 —2cos(ulL) + uLsen(ulL)

_ u[—sen(ux) + sen(ul) — sen[u(L — x)]]

NE
5 2 —2cos(uL) + uLsen(ul)

_ —cos(ux) —cos(uL) + cos[u(L — x)] + uLsen(ux) + 1

N9
6 2 —2cos(ulL) + uLsen(ulL)
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(83)

(89)

(90)

(91)

(92)

(93)

Por fim, vale ressaltar que se considerarmos o elemento infinitesimal em sua

configuracéo indeformada as respectivas funcdes de formas sao as da equacéo (10)

a (13), ou seja, sao funcdes de forma cubicas.
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3.4 Matriz de Rigidez Tangente

A partir da mesma abordagem utilizada na secéo 1.3.1.1 para definir a matriz
de rigidez elastica, pode-se definir a matriz de rigidez tangente nesta secao, que é
obtida da derivada das funcdes de interpolagao das solugdes “exatas”. Vale ressaltar
gue 0s componentes axiais da matriz de rigidez tangente sdo os mesmos da matriz
da equacéao (23). Utilizando as funcdes de forma das equacdes (70) a (77), em sua

configuracdo exponencial, os coeficientes da matriz de rigidez tangente (94) séo:

12E1 (uL)3 (et + 1)
kaz = kss = —kzs = ksp = I3 12D

6EI (uL)? (et — 1)
kas = kae = k3p = —k3s = —ksz = —kse = kep = —kgs = 3 6D

o = _AElpL[uL(e®* +1) — (e —1)]
33 e T 4D(eHL — 1) (94)

o = _ 2EIuL[(e®* +1) — 2ulLet*]
se —hes T 2D (et — 1)

P
D=upuL(et +1)—2(et -1), u= 7l

Em termos de func¢Bes hiperbdlicas (95), para o caso de u ser um namero real

(P > 0), temos:

o = ke ke = _ 12E1 (uL)*senh(uL)
22 = Ns5 = —Ka5 = K52 = —3 12D

6EI (uL)? (cosh(uL) — 1)
ks = ke = k3 = —k3s = —ksz = —kse = kgz = —kes = —5-

L3 6D (95)

AET uL[uL cosh(uL) — senh(ulL)]
a3 = ke = 4D
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_ 2ElpL[senh(uL) — ulL]

kzg = =—
36 63 =7 2D

P
D =2 —2cosh(uL) + pLsenh(ulL), u= 7l

Ja em termos de funcdes trigopnométricas (96), para o caso de u ser um namero

complexo (P < 0), temos:

12EI (uL)3sen(ulL)
ka2 = kss = —kzs = ksp = I3 12D

6EI (uL)? (cos(uL) — 1)
kas = kae = k3p = —k3s = —ksz = —kse = kep = —kgs = I3 6D

_AEI uL[uL cos(pL) — sen(uL)]

Kas = Koo =~ 4D (96)
2EI uL[sen(uL) — uL]
Koo =kea =7 p

-P
D =2—2cos(uL) + uLsen(uL), u= T

A matriz de rigidez tangente pode também ser escrita na forma de aproximacéo
em série de Taylor. Desse modo, a matriz de rigidez tangente em expansao da série

de Taylor até u'° (P%) (97) € dada por:

koy = kss = —kys = ksy =
_ 12E1 N 6P  P2L N P33 37P4L° N 59P°L7
E 5L 700FEI 63000E2[2 194040000E3I3 = 25225200000E414

ks = kye = k3p = —k3s = —ksz = —kse = kgp = —kes = 97)
6EI] N P P?L N p3L* 37P4L6 N 59P518
L3 10 1400EI 126000E2I2 388080000E3I3 50450400000E4[4
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k33 = kee =

4EI 2PL 11P%L3 P33 509P*L7 14617P5L°

+—- + — +
L ~ 15 6300EI ' 27000E2[2 582120000E3I3 ~ 681080400000E4]*

kse = ko3 =

2E1 PL 13P2%I3 11P3L° 907P*L7 27641P>L°

L 30 12600EI 378000E2I? = 1164240000E3I® 1362160800000E4[*

3.5 Cargas Nodais Equivalentes

Segundo Martha (2017), as cargas nodais equivalentes sao correspondentes
as reacOes de engastamento perfeito dos elementos de barra carregados — com
alguma solicitacdo externa em seu interior — com sentidos invertidos. Tanto para o
meétodo da rigidez direta, quanto no método dos elementos finitos, as solicitaces
externas que atuam no modelo estrutural devem ser transformadas em cargas nodais
combinadas, pois a discretizacdo desse modelo estrutural esta fundamentada na
representacdo do comportamento do modelo continuo por parametros de rigidez e
carregamentos nos noés, que sao os pontos de discretizacao.

As forgas nodais equivalentes séo calculadas utilizando as mesmas fungdes de
interpolacdo utilizadas para definir as matrizes de rigidez, através da equacédo (98)
abaixo. Desse modo, fica claro que dependendo da abordagem utilizada para definir

as funcdes de forma, as cargas nodais equivalentes “mudam”.

() = f [N]"{q} ds 8)

Em que {f} é o vetor de cargas nodais equivalentes, [N] € a matriz com as
funcdes de forma e {q} € o vetor com o carregamento aplicado no elemento estrutural.
Todas as formulagcbes para a determinacéo das cargas nodais equivalentes,
tanto para a consideracdo da solugdo do problema de equilibrio de um elemento
infinitesimal em sua configuracao indeformada — em que geram fun¢des de formas

cubicas — quanto para a consideracdo da solucdo do problema de equilibrio de um
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elemento infinitesimal em sua configuracao deformada, sdo encontradas nas obras de
Rodrigues (2019) e Burgos e Martha (2013).

3.6 Exemplos comparativos entre as funcdes de interpolagao “exatas” e cubicas

utilizando o Método dos Dois Ciclos lterativos

Neste item, compara-se as duas abordagens em elementos finitos utilizando as
funcdes de interpolagcédo “exata” e a cubica (Hermitiana). Para esses exemplos de
aplicacéo, utiliza-se o Método dos Dois Ciclos lIterativos, em que o primeiro ciclo é
realizado utilizando a matriz de rigidez elastica, conforme equacao (23), em que se
obtém os esforcos de primeira ordem. Em seguida, para o segundo ciclo, aplica-se os
esforcos na matriz de rigidez tangente “exata”, conforme equacao (95) ou (96), para
obter os deslocamentos e esfor¢cos de segunda ordem. Por fim, compara-se 0s
resultados de deslocamentos, rotacdo e momento para cada funcao de forma (“exata”
e clbica) com a solucdo analitica do elemento. E importante pontuar que para todos
os exemplos estudados, no segundo ciclo, é considerado que o comprimento L original

da barra mesmo apds a aplicacdo da carga axial.

3.6.1 Viga biapoiada com momento de mesmo sentido nas extremidades

Nesta andlise, estuda-se a viga biapoiada com momento de mesmo sentido
nas extremidades, conforme Figura 15. A coluna possui comprimento L = 6m, médulo
de elasticidade do material E = 108kN/m?, I = 10~°> m*, carga P = 1000kN, a = 0,01
e EA =10°kN.

M Gl
C o 2

L =

Figura 15 - Viga biapoiada com momento de mesmo sentido nas extremidades

Fonte: Elaborado pelo autor
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Os resultados analiticos caracteristicos para a viga estudada sao 6(0) = 6(6) =
—0,4409 rad e M(0) = —M(6) = 60 kNm, que por sua vez, sdo oriundos da equacao
analitica (99) que descreve o deslocamento da barra a seguir (0 momento fletor &

obtido a partir da segunda derivada de v(x)):

2x  sen(ux) [cos(uL) + 1] B 1}

v(x) = alL {cos(,ux) + — -

L sen(uL) (99)

Aplicando o método dos Dois Ciclos Iterativos, obtém-se os vetores de esforgos

fi1 e deslocamentos d;; de segunda ordem.

(0 \m ( 1000 \ kN
| 0 | m —-20
. =4—0,4409>md_ ; =! —60 LkNm
1 0 m’ u 1000 (100)
L 0o | m | 20 | kN
—0,4409) Tad U0/ renm

Observa-se que os resultados encontrados pelo método dos Dois Ciclos
Iterativos na equacéo (100) utilizando a matriz de tangente “exata” sao idénticos ao
encontrados pela solucao analitica considerando o efeito da carga axial no elemento.
Os valores de deslocamentos transversais e rotagdes obtidos na equagéo (100) foram
interpolados utilizando as fungdes de forma “exatas” e as fungdes de forma Hermitiana
relativas a eles, além da solucao analitica. Desse modo, conseguimos obter o gréafico

gue descreve o deslocamento transversal na barra:
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Deslocamento - Comparativo
04 r P
Analitico
FF "Exata"
———— FF Hermitiana

Figura 16 - Comparacdo do deslocamento transversal da viga biapoiada com

momentos de mesmo sentido

Fonte: Elaborado pelo autor

De forma anéloga, derivando as fun¢des de interpolacdo dos deslocamentos
(ou utilizando diretamente as funcdes de interpolacao de rotacdo), obtemos o grafico
que descreve as rotacdes na barra, conforme Figura 17. Neste caso, a rotacéo
maxima € de 6,5, = 6(3) = 0,4052 rad tanto para a solucdo analitica, quanto para a
solugao utilizando as fungbes de forma “exatas”, como € de se esperar. Neste
exemplo, em que a barra esté discretizada em apenas 1 elemento, fica muito claro
como as funcdes de forma Hermitianas (quadraticas no caso da rotacdo) acabam
sendo ineficazes para encontrar a rotacdo maxima que fica em x = 3, pois ndo ha né

nesse ponto.
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i Rotagao - Comparativo

Analitico
FF "Exata"
— ——— FF Hermitiana

Figura 17 - Comparacgao da rotacdo da viga biapoiada com momentos de mesmo

sentido

Fonte: Elaborado pelo autor

E, por fim, o momento fletor que € calculado utilizando as fun¢cBes de
interpolacdo correspondentes (segunda derivada das func¢des de deslocamento).
Nota-se que no caso das fun¢des Hermitianas néo é captado o efeito P-6 do braco de
alavanca gerado por v(x), o que fornece uma interpolacgéo linear para momento fletor.

Ja as fungdes “exatas” ja incorporam naturalmente tal efeito.
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60

Momento - Comparativo

Analitico
FF "Exata"
— — — — FF Hermitiana

Figura 18 - Comparagcao do momento fletor da viga biapoiada com momentos de

mesmo sentido

Fonte: Elaborado pelo autor

3.6.2 Pértico de Roorda

Nesta analise, estuda-se o portico de Roorda com um momento no apoio da

esquerda, conforme Figura 19. Cada barra do portico possui comprimento L = 6m,

modulo de elasticidade do material E = 108kN/m?, I = 107> m*, carga P = 1000kN e

EA = 10° kN.

Os resultados analiticos caracteristicos para a primeira barra do portico

estudada sdo de
M(6) = 40,11 kNm,

8(0) = —0,0659 rad , 6(6) = —0,0802 rad, M(0) = 60 kNm e

gue por sua vez, sdo oriundos da equacdo analitica (101) que

descreve o deslocamento da barra abaixo:

[BuLsen(uL) + (3 + u%L?) cos(ul) — 3]

v(x) = al

[BuLcos(uL) — (3 + u?L?)sen(uL)]

[sen(,ux) — sen(ul) f]
L (101)

+ a{x[1 — cos(uL)] — L[1 — cos(ux)]}

Aplicando o Método dos Dois Ciclos Iterativos, obtém-se os vetores de esforgos

fi1 e deslocamentos

d;; de segunda ordem (102):
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( 0 Y m 1000 kN
d _{_0'0659}rad. B 60 kNm
=9 —0,006 ( m’ fir=1y-1000( kN
m (102)
l 0 J 33 | kN
—0,0802/) Tad \ 4011/ kNm
lP
x 4
L
VAN
M = 0,01 LA
= L !

=

Figura 19 - Pértico de Roorda

Fonte: Elaborado pelo autor

Observe que os resultados encontrados pelo Método dos Dois Ciclos Iterativos
na equacao (102) utilizando a matriz de tangente “exata” sdo idénticos ao encontrados
pela solucdo analitica considerando o efeito da carga axial no elemento. Os valores
de deslocamentos transversais e rotacdes obtidos na equacdo (102) foram
interpolados utilizando as funcdes de forma “exatas” e as fun¢des de forma Hermitiana
relativas a eles, além da solucdo analitica. Desse modo, conseguimos obter o gréafico

gue descreve o deslocamento transversal na barra:
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8 - Deslocamento - Comparativo

Analitico
FF "Exata"
— ——— FF Hermitiana

0.12

0.1

0.08

0.06

0.04

0.02

-0.02

-0.04 ! 1 1 | ! |

Figura 20 - Comparacao do deslocamento transversal do portico de Roorda

Fonte: Elaborado pelo autor

De forma analoga, derivando as equacfes dos deslocamentos, obtemos o

grafico que descreve as rotacdes na barra:

Rotagao - Comparativo

Analitico
0.08 FF "Exata"
— ——— FF Hermitiana

0.06

0.04

0.02

6(x)

-0.02

-0.04

-0.06

-0.08

X
Figura 21 - Comparacdo da rotagdo do portico de Roorda

Fonte: Elaborado pelo autor
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7z

E, por fim, o momento fletor que € calculado utilizando as fungbes de
interpolacdo para o deslocamento axial e o efeito P-A do brago de alavanca gerado

por v(x):

— Momento - Comparativo

Analitico
FF "Exata"
— — — — FF Hermitiana

80 [

60F-————_____

40

20

20
-40
-60 I

-80

-100 . I ! . . )

Figura 22 - Comparagdo do momento fletor do poértico de Roorda

Fonte: Elaborado pelo autor
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4 APLICACOES NUMERICAS

4.1 Introducao

Para satisfazer os objetivos propostos, as analises foram divididas em duas
partes. Na primeira parte, é realizada uma anélise de segunda ordem utilizando o
elemento “exato” e o Método dos Dois Ciclos Iterativos para obtencdo das curvas de
equilibrio de cada elemento estudado. Ja na segunda, sédo obtidas as cargas criticas
dos elementos de pértico e elementos classicos de coluna utilizando a expansdo em
série de Taylor. Vale ressaltar que todas as andlises foram realizadas com o auxilio
do software MATLAB.

4.2 Anélise de segunda ordem pelo Método dos Dois Ciclos Iterativos utilizando

o elemento “exato”

Neste item, foram analisados 5 tipos de estruturas: viga engastada e livre, viga
biapoiada com momentos de sentidos opostos nas extremidades, portico de Roorda,
poértico biengastado com modos simétrico e assimétrico.

Para validar a eficacia do Método dos Dois Ciclos Iterativos para analise de
segunda ordem, obtém-se as curvas de equilibrio de cada elemento utilizando o
método (TwoCycle) e seus resultados sdo comparados com as solugbes analiticas
presentes na literatura e a andlise pelo programa Mastan2 v3.5 (McGuire et al., 2000).
No software Mastan2 v3.5, o elemento finito utilizado é o oriundo das funcdes de
interpolacdo Hermitianas, conforme equacao (23). O programa Mastan2 v3.5 ndo
considera os termos de ordem elevada no tensor de deformacéo de Green-Lagrange,
ou seja, a matriz de rigidez geométrica € a mesma da equacao (31). Pelo software, as
analises séo realizadas com as barras modeladas com a discretizacdo minima de 1
elemento e, também, com a discretizagdo em 4 elementos utilizando o método

predictor-corrector para a analise nao-linear geomeétrica.

4.2.1 Viga engastada e livre

Nesta analise, estuda-se a viga engastada e livre, conforme Figura 23. A viga

possui comprimento L = 6m, médulo de elasticidade do material E = 108kN/m?, I =
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107> m*, a = 0,01 e EA=10%kN. A carga critica de Euler para a viga engastada e

livre neste caso é de P,,;; = m?EI /(2L)? = 68,54 kN.

Figura 23 - Viga engastada e livre

Fonte: Elaborado pelo autor

A expressédo analitica (103) e os resultados para os caminhos de equilibrio do

elemento s&o apresentados na Figura 24:

tan(uL)
v(l) = al |———=—1
uL
Engastada e Livre - Comparativo
70r R i &
60 —-G- — Mastan2 - 1 elemento
— -3~ — Mastan2 - 4 elementos
Analitico
50 *  TwoCycle
40
o
30 4
20
10%
k 1 1 1 J
0 0.5 1 1.5 2

v(L)
Figura 24 - Caminho de equilibrio para viga engastada e livre

Fonte: Elaborado pelo autor

(103)



66

Analisando as curvas de equilibrio, pode-se observar que a anélise de segunda
ordem pelo Método dos Dois Ciclos Iterativos (TwoCycle) € equivalente a da solucéo
analitica, isso ocorre pois o elemento utilizado para a analise de segunda ordem pelo
TwoCycle é oriundo da solucédo “exata” das equacdes diferenciais. Além disso, as
analises pelo Mastan2 apresentaram resultados muito préximos do analitico,
principalmente, com a barra discretizada em 4 elementos. E interessante notar que
pela analise numérica “tradicional” do Mastan2 seria necessario a discretizacdo em

mais alguns elementos para obter o resultado “exato” como o do elemento proposto.

4.2.2 Viga biapoiada com momento de sentidos opostos nas extremidades

Nesta analise, estuda-se a viga biapoiada com momento de sentidos opostos
nas extremidades, conforme Figura 25. A viga possui comprimento L = 10 m, médulo
de elasticidade do material E = 108 kN/m?, | = 10> m* a =0,01e EA=10°kN. A
carga critica de Euler para a viga engastada e livre neste caso é de P.,;; = n2EI /1? =
98,70 kN.

Figura 25 - Viga biapoiada com momento de sentidos opostos nas extremidades

Fonte: Elaborado pelo autor

A expressao analitica (104) e os resultados para os caminhos de equilibrio sé&o

apresentados na Figura 26.

aulLfcos(uL) — 1] (104)
sen(ulL)

0(L) =
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120

100

— -G~ — Mastan2 - 1 elemento
——0- — Mastan2 - 4 elementos
Analitico

*  TwoCycle

80

40

0.5 1 1.5
(L)

Figura 26 - Caminho de equilibrio para viga biapoiada

Fonte: Elaborado pelo autor

Analisando as curvas de equilibrio, pode-se observar que a analise de segunda
ordem pelo Método dos Dois Ciclos Iterativos (TwoCycle) é equivalente a da solucéo
analitica, pelo mesmo motivo da analise anterior. Por outro lado, as andlises pelo
Mastan2 apresentaram resultados muito ruins comparados com o analitico. A carga
critica da andalise com 1 elemento alcanca um valor de P..;; = 120kN, ou seja, tem
um erro de 21,58% da carga analitica, sendo necessario uma modelagem mais
discretizada para se tornar confidvel. Ja a discretizacdo em 4 elementos melhora
bastante a performance, mas ainda fica aguém da performance da andlise pelo
Método dos Dois Ciclos Iterativos.

4.2 .3 Portico de Roorda

Nesta andlise, estuda-se o portico de Roorda, conforme Figura 27.
Diferentemente do pértico de Roorda “tradicional”’, conforme apresentado na Figura
27, este possui um apoio de primeiro género na direita. Cada barra do poértico possui
comprimento L = 6m, moédulo de elasticidade do material E = 108 kN/m? I =

10~>m*, H =0,01P e EA = 10° kN. A carga critica de Euler para o portico de Roorda
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neste caso é de P,,;; = 0,144 n2EI /1? = 39,48 kN, conforme apresentado por Bazant

e Cedolin (2010) em sua obra.

.l
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v

Figura 27 - Portico de Roorda

Fonte: Elaborado pelo autor

A expresséao analitica (105) e os resultados para os caminhos de equilibrio do
elemento séo apresentados na Figura 28 a seguir:

aLcos(ul) alL L asen(uL)[3EI + L?u? cos(uL) + 3uLsen(ul)] (105)
—_—

v(l) = El El UEI[3 cos(uL) — uLsen(ulL)]
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Figura 28 - Caminho de equilibrio para o pértico de Roorda

Fonte: Elaborado pelo autor

Assim como nos exemplos anteriores, analisando as curvas de equilibrio, pode-
se observar que a analise de segunda ordem pelo Método dos Dois Ciclos Iterativos
(TwoCycle) é equivalente & da solugdo analitica. Por outro lado, as analises pelo
Mastan2 apresentaram resultados bem aquém quando comparados com o analitico.
E interessante notar que para este caso do portico de Roorda, a modelagem pelo
Mastan2 considerando 1 e 4 elementos apresentam uma performance praticamente

idénticas e igualmente ruins comparadas com o analitico.

4.2 .4 Pértico Biengastado de Modo Simétrico

Nesta analise, estuda-se o pértico de biengastado de modo simétrico, ou seja,
sem deslocabilidade, conforme Figura 29. Cada barra do poértico possui comprimento
L =6m, mddulo de elasticidade do material E =108 kN/m? I =10"°"m* M =
0,001PL e EA = 10° kN. A carga critica de Euler para o pértico de biengastado sem
deslocabilidade neste caso é de P,,;; = 2,5515 m2EI /L? = 699,51 kN.
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™

Figura 29 - Pértico biengastado de modo simétrico

Fonte: Elaborado pelo autor

A expressédo analitica (106) e os resultados para os caminhos de equilibrio do

elemento séo apresentados na Figura 30 a seguir:

aul?[2p cos(uL) — 2 + p*Lsen(ul)] (106)

L) =
o(L) 4 cos(uL) + p?L? cos(ul) + uLsen(ul) — 4

Pértico Biengastado Simétrico - Comparativo

1300
1200
/
/
1100 F !/ ———— Mastan2 - 1 elementos
I’ ——-C- — Mastan2 - 2 elementos
1000 F ! ——0- — Mastan2 - 4 elementos
Analitico
900 | *  TwoCycle

o 800 r

0.2 0.25

0.15

0 0.05 0.1
(L)

Figura 30 - Caminho de equilibrio para o pdrtico biengastado de modo simétrico

Fonte: Elaborado pelo autor
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Diferentemente dos demais exemplos, a curva de equilibrio para anélise no
Mastan2 é realizada com 1, 2 e 4 elementos nha modelagem. A carga critica da analise
com 1 elemento alcanga uma carga critica de P..;; = 1251,56kN, ou seja, com um
erro de 44,10% da carga analitica. E interessante notar que a carga critica com apenas
2 elementos, ja apresenta uma performance muito superior a com 1 elemento e bem
proxima do analitico. Ja a discretizacdo em 4 elementos, por sua vez, apresentou uma
performance muito boa quando comparada ao analitico. Por fim, a analise pelo Two

Cycle apresenta, como as demais, uma performance analoga a do analitico.

4.2.5 Portico Biengastado de Modo Assimétrico

Nesta analise, estuda-se o portico biengastado de modo assimétrico, ou seja,
com deslocabilidade lateral, conforme Figura 31. Cada barra do pértico possui
comprimento L = 6m, médulo de elasticidade do material E =108 kN/m? I =
107>m* H =0,001P e EA=10°kN. A carga critica de Euler para o portico de
biengastado sem deslocabilidade neste caso é de P.. = 0,74766 n2El /1? =
204,98 kN.

Figura 31 - Portico biengastado de modo assimétrico

Fonte: Elaborado pelo autor
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A expressédo analitica (107) e os resultados para os caminhos de equilibrio do
elemento s&o apresentados na Figura 32 a seguir:

a[12 cos(uL) + L?u? cos(uL) + SuLsen(uL) — 12] (107)
v(l) =
ul6sen(uL) + uLcos(uL)]
Portico Biengastado Assimétrico - Comparativo
I e e S
200 |
00 | — G- — Mastan2 - 1 elemento
! — -0~ — Mastan2 - 4 elementos
Analitico
180 1 *  TwoCycle
170 -
160 - @
% 150 | ¢
140 &
130 ;
120
110
100 * . L I . i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

v(L)
Figura 32 - Caminho de equilibrio para o pértico biengastado de modo assimétrico

Fonte: Elaborado pelo autor

Analisando as curvas de equilibrio, pode-se observar que a anélise de segunda
ordem pelo Método dos Dois Ciclos Iterativos (TwoCycle) € equivalente a da solucéo
analitica. Além disso, as analises pelo Mastan2 apresentaram resultados muito
préximos do analitico, principalmente, com o elemento discretizado em 4 elementos

que é praticamente “exato” assim como o TwoCycle.

4.3 Obtencao das cargas criticas utilizando a expansdo em série de Taylor

Neste item, as cargas criticas foram obtidas utilizando a expansao em série de
Taylor para 7 exemplos. Os 4 primeiros sdo as colunas classicas geralmente

encontradas na literatura para o estudo de flambagem: engastada livre, biapoiada,
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engastada e apoiada e biengastada. Os demais elementos séo 3 porticos: pértico de
Roorda, poértico biengastado com deslocabilidade e portico biengastado sem
deslocabilidade.

Para cada exemplo, foi calculada a carga critica para cada ordem em uma série
de Taylor até u'° (5° termo) e comparado com o valor analitico. Nos exemplos, foram

utilizadas as seguintes legendas:

e P € acarga critica analitica,

e P, € acarga critica utilizando a matriz de rigidez geométrica discretizada
em 1 elemento;

e P, €acargacritica utilizando a matriz de rigidez geometrica discretizada
em 2 elementos;

e P, €acargacritica utilizando a matriz de rigidez geometrica discretizada
em 4 elementos;

e P, € acarga critica para aproximacao em série de Taylor com 2 termos
em 1 elemento;

e P, € @carga critica para aproximacao em série de Taylor com 3 termos
em 1 elemento;

e Py, € acarga critica para aproximacao em série de Taylor com 4 termos
em 1 elemento;

e P, € acarga critica para aproximacao em série de Taylor com 5 termos

em 1 elemento.

Além disso, foi calculado o percentual de erro de cada carga critica utilizando o
MEF referente a carga critica analitica. Vale ressaltar que todas as analises foram
realizadas com a utilizacdo da funcéo polyeig do software MATLAB para calculo dos
autovalores polinomiais, e que, para fins de calculo e simplificacéo, foi considerado

E =1 =L = 1. Quer dizer, todas as cargas criticas apresentadas nas tabelas podem

ser consideradas sendo adimensionalizadas pelo fator EI/LZ.
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4.3.1 Carga Critica de Colunas

Para a obtencado e estudo das cargas criticas de colunas utilizando a matriz
tangente com a expansdo em série de Taylor até ul®, utiliza-se os seguintes
elementos conforme Figura 33.

Da esquerda para a direita, a primeira coluna analisada € a engastada e livre.
De acordo com os resultados descritos na Tabela 1, observa-se que para esse
elemento, o calculo “tradicional” utilizando apenas a matriz de rigidez eléstica e
geométrica, conforme equacéo (34), j& possui 6timos resultados bem préximos ao
analitico. Outro ponto interessante, é que considerando 4 casas decimais apés a
virgula no valor da carga critica, ja na expansdo de Taylor de ordem 4 na matriz de
rigidez tangente, o valor ja “converge” para o analitico. E, na expansao de Taylor de
ordem 5 na matriz de rigidez tangente, o valor é praticamente “exato”. Em nenhum

outro exemplo estudado de colunas neste trabalho os resultados séo tdo proximos.

i 7 lﬂ| T lﬂ‘ 2 LLL

Eal

<E T T =

Figura 33 - Colunas classicas para o estudo de flambagem sob diferentes condicfes

de contorno

Fonte: Elaborado pelo autor

Pcrit PcritG Pcrith PcritT3 PcritT4 PcritT5
Engastada e Livre 2,4674 | 2,4860 2,4685 2,4675 2,4674 2,4674
% de Erro - 0,7500% | 0,0433% | 0,0027% | 0,0000% | 0,0000%

Tabela 1 - Resultados para a coluna engastada e livre
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J& na segunda analise, para a coluna biapoiada, nota-se que na andlise
“tradicional” por MEF, o resultado para o calculo de carga critica discretizado em 2
elemento (P..;.,) ndo € satisfatorio. Se discretizamos em 4 elementos, a fim de
melhorar os resultados, temos uma carga critica de P, = 9,9683, com um erro de
1,000% em relacéo ao valor da carga critica analitica, e mesmo assim os resultados
utilizando a expansao em série de Taylor da matriz de rigidez tangente a partir da
ordem 3 sdo melhores, conforme Tabela 2:

Pcrit PcritG PcritGZ PcritT2 PcritT3 PcritT4 PcritT5

Biapoiada | 9,8696 | 12,0000 9,9683 10,2492 | 9,9562 9,8907 9,8748

% de Erro - 21,5854% | 1,0000% | 3,8463% | 0,8779% | 0,2136% | 0,0530%

Tabela 2 - Resultados para a coluna biapoiada

Dentre as analises de coluna, a engastada e apoiada é aquela que apresenta
0s piores resultados na obtencdo da carga critica por MEF de acordo com os
resultados na Tabela 3. Utilizando a analise “tradicional” discretizada em 2 elementos,

obtemos uma carga critica de P, = 20,6701, com um erro de 2,6221% em relagéo

ao valor da carga critica analitica. E interessante notar que neste caso, diferente da
analise anterior, a discretizacdo em 2 elementos, produziu resultados melhores que
os utilizando a expansdo em série de Taylor de ordem 4, s6 ficando atrds dos de

ordem 5 que teve uma performance melhor.

Pcrit PcritG Pcritgz Pcrith PcritT3 Pcritm Pcrith
Engastada
. 20,1420 | 30,0000 | 20,6701 | 23,0453 | 21,3385 | 20,7098 | 20,4390
e apoiada
% de Erro - 48,9421% | 2,6221% | 14,4139% | 5,9398% | 2,8188% | 1,4743%

Tabela 3 - Resultados para a coluna engastada e apoiada
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Por fim, a Gltima coluna analisada é a biengastada, os resultados descritos na
Tabela 4 mostram 6timos resultados de carga critica para as analises utilizando a
expansao de Taylor. A analise “tradicional”’ discretizada em 4 elementos produz um
resultado de carga critica de P, = 39,78, com um erro de 0,7639% em relacéo ao
valor da carga critica analitica. Ou seja, o resultado discretizando em 2 elementos é
pior que os encontrados nas analises com a matriz de rigidez tangente utilizando a
expansao em série de Taylor a partir da ordem 2. Vale notar também, que na analise

de ordem 5 da expanséao de Taylor o resultado € praticamente “exato”.

Pcrit PcritGZ PcritG4 Pcrith PcritTg PcritT4 Pcrith

Biengastada | 39,4784 | 40,000 39,78 39,5348 | 39,4851 | 39,4792 | 39,4785

% de Erro - 1,3212% | 0,7639% | 0,1429% | 0,0169% | 0,0020% | 0,0002%

Tabela 4 - Resultados para a coluna biengastada

4.3.2 Carga Critica do Poértico de Roorda

Este exemplo, assim como os demais, procura obter as cargas criticas com a
aproximac&o em série de Taylor até u'° da matriz tangente do elemento “exato” para

o0 pértico de Roorda, conforme figura 34:

:ﬂ:l <E
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Figura 34 - Pértico de Roorda

Fonte: Elaborado pelo autor



7

Para o portico de Roorda, a obtencdo da carga critica segundo a analise
“tradicional” discretizada em 1 elemento ndo apresenta uma boa performance em
relacdo ao analitico, sendo necessario uma discretizagcdo maior do elemento pelo
método “tradicional” ou a utilizagcdo de mais termos na expansédo em série de Taylor.
Nesta analise, segundo a Tabela 5, os resultados sédo mais confiaveis somente a partir
da ordem 4, sendo necessario mais alguns termos da expansdo da série para o

elemento ficar praticamente “exato” como os de ordem 5.

Pcrit Pcritg Pcrith PcritTg Pcrit7~4 Pcrith

Pértico de Roorda 13,8855 | 18,6061 | 14,9600 | 14,2114 | 13,9938 | 13,9230

% de Erro - 33,9969% | 7,7381% | 2,3471% | 0,7800% | 0,2698%

Tabela 5 - Resultados para o pértico de Roorda

4.3.3 Carga Critica do Pdrtico Biengastado

Este exemplo, assim como os demais, procura obter as cargas criticas com a
aproximacao em série de Taylor até u'° da matriz tangente do elemento “exato” para
o pértico de biengastado, conforme figura 35. Para este elemento, analisa-se dois

casos: o primeiro, aquele em que ha deslocabilidade do portico, ou seja, ndo-simétrico.

Depois, aquele em que ndo ha deslocabilidade do pértico, ou seja, simétrico.

Figura 35 - Portico biengastado com e sem deslocabilidade

Fonte: Elaborado pelo autor
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Da esquerda para a direita, conforme figura 35, o elemento analisado é o pértico

biengastado com deslocabilidade. As analises da Tabela 6 apresentam resultados

bastante confiaveis, mesmo para analise “tradicional” discretizada em 1 elemento. E

na analise utilizando a matriz de rigidez tangente com aproximacao em série de Taylor

de grau 5 produziu resultados praticamente “exatos”

Pcrit PcritG Pcrith PcritT3 PcritT4 Pcrith
Com deslocabilidade 7,3792 7,4446 7,3871 7,3803 7,3793 7,3792
% de Erro - 0,8873% | 0,1075% | 0,0159% | 0,0026% | 0,0004%

Tabela 6 - Resultados para o portico biengastado com deslocabilidade

Por fim, em contraste com a andlise anterior, o portico biengastado sem

deslocabilidade ndo produziu resultados tdo bons, mesmo utilizando a expansao em

Taylor de grau 5. Neste caso, seria necessario discretizar em muito mais elementos

utilizando o método “tradicional” ou adicionar mais termos na expansao de Taylor,

caso o interesse seja em uma solugcdo numeérica.

Pcrit PcritG Pcrith PcritT3 PcritT4 PcritT5
Sem deslocabilidade | 25,1675 | 45,0000 31,7768 28,2652 | 26,8230 | 26,1155
% de Erro - 78,8020% | 26,2614% | 12,3084% | 6,5780% | 3,7668%

Tabela 7 — Resultados para o pértico biengastado sem deslocabilidade
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5 CONCLUSAO

Na literatura, a busca por solu¢bes que procuram reduzir a dependéncia da
discretizacdo do elemento a partir do equilibrio de elementos infinitesimais em sua
configuracéo deformada, levando em consideragao a carga axial do elemento e outras
combinagdes como carregamentos transversais, deformagéao por cisalhamento, bases
elasticas com um ou mais parametros (deslocamento e rotacéo) e secdes variaveis
geram grandes oportunidades para valiosos estudos e aplicacdes de métodos.

Desse modo, este trabalho consistiu em atender dois principais objetivos: o
primeiro, realizar uma analise de segunda ordem de elementos de portico e obter as
curvas de equilibrio pelo método simplificado dos Dois Ciclos Iterativos utilizando a
matriz de rigidez tangente “exata” baseado nas fungdes de interpolagado obtidas a
partir da solugédo “exata” das equacgoes diferenciais; segundo, obter cargas criticas
com a utilizacdo de uma aproximacao em série de Taylor até u'° da matriz de rigidez
tangente “exata”. Em todos os casos, a discretizacao adotada foi a minima necessaria.

Quanto ao primeiro objetivo, para problemas nédo-lineares geometricamente,
todas as analises apresentadas demonstram de forma evidente como a “combinag¢ao”
da abordagem utilizando da matriz de rigidez tangente “exata”, que produz um
comportamento exato da estrutura para uma discretizacdo minima que independe da
experiéncia do analista, com o método simplificado para analise de segunda ordem
como o Método dos Dois Ciclos Iterativos foi bastante eficiente do ponto de vista de
custo computacional e tempo para resolucao dos problemas de viga e pértico até a
carga critica. Devido sua eficiéncia, praticidade e assertividade, sua aplicacdo em
software como o MASTANZ2, FTOOL, Frame Design, entre outros, pode ser de grande
valia.

Além disso, € interessante pontuar que para alguns elementos, na analise pelo
software Mastan2, como o da viga submetida a momento opostos nas extremidades
e pértico de Roorda tém performances ruins para discretizacdo em 1 e até em 4
elementos. Nestes casos, por exemplo, para a obtencédo de resultados confiaveis,
seria necessario contar com a experiéncia do operador tanto em relacdo a
discretizagdo quanto aos parametros da analise ndo-linear. Por outro lado, os demais
elementos, apresentaram uma performance aceitavel pelo Mastan2, principalmente
guando discretizado em 4 elementos, mas inferior quando comparado ao Método dos

Dois Ciclos lIterativos utilizando o elemento proposto, que consegue reproduzir o
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comportamento “exato” da estrutura, sendo a melhor opcéao para analise de segunda
ordem neste trabalho.

Ja na obtencéo das cargas criticas utilizando a expansédo em série de Taylor, a
confiabilidade do resultado em relacdo ao analitico depende diretamente da condicéo
de contorno do elemento analisado. Em outras palavras, a precisdo depende da
qguantidade e do tipo de graus de liberdade livres que o elemento estudado apresenta.
Entdo, para os elementos como a coluna engastada e livre, biengastada e portico com
deslocabilidade apresentam otimos resultados utilizando a expansao em Taylor ja nos
primeiros termos (2° e 3°), enquanto os demais elementos necessitam de pelo menos
4 termos para ter resultados confidveis 0 que onera um pouco mais o desempenho
computacional. Outro ponto interessante de notar, € que a discretizacdo em 2
elementos dependendo da condicdo de contorno analisada, por ora apresenta
resultados melhores que a expansdo em 2 termos, por ora a expansao em 4 termos.
Mas com a utilizacdo da expanséo de Taylor em 5 termos, de maneira unanime, os
casos apresentam uma performance bem superior comparado com a discretizacao
em 2 elementos.

Neste caso, portanto, € um trade-off do que é mais vantajoso para o
desenvolvimento da analise: depender da experiéncia do analista para discretizar em
mais elementos ou adicionar mais termos da expansao em série de Taylor, onerando
0 custo computacional, de modo que ndo ha uma “resposta certa’ como teria caso
utilizasse a matriz de rigidez tangente “exata” como na andlise de segunda ordem

utilizando o Método dos Dois Ciclos Iterativos.

5.1 Sugestdes para trabalhos futuros

Para trabalhos futuros sugere-se o desenvolvimento de analises analogas as
realizadas neste trabalho, mas para elementos “exatos” que considerem deformacao
por cisalhamento, bases elasticas ou se¢bes variaveis, por exemplo. Ainda também a
utilizacdo de carregamentos distribuidos. Outra sugestdo é a implementagdo de um
algoritmo para encontrar a carga critica diretamente a partir da matriz de rigidez

tangente “exata”.
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