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RESUMO

FERREIRA, Wallace Ribeiro. Controle Extremal e por Modos Deslizantes Aplicado a
Freios Automotivos do Tipo ABS. 54 f. Dissertacao (Mestrado em Engenharia Eletronica)
- Faculdade de Engenharia, Universidade do Estado do Rio de Janeiro (UERJ), Rio de
Janeiro, 2021.

O freio ABS Anti-lock Braking System é um importante dispositivo utilizado em
veiculos automotivos, sendo imprescindivel nos dias atuais em produgoes de automédveis
de uso popular. O grande avanco tecnolégico e o aumento na linha de produgao de
veiculos automotivos faz com que se aumente a aplicacao e melhoria nas implementacoes
do freio ABS. O seu funcionamento consiste em controlar o escorregamento das rodas,
evitando assim que as rodas travem durante a frenagem, maximizando a forca de atrito
e encurtando a distancia de frenagem, mantendo o veiculo controlavel pelo piloto. A
natureza nao linear da interagao estrada-pneu, bem como as incertezas relacionadas a
cada condicao particular da estrada, tornam este um problema desafiador. Neste trabalho,
um novo projeto é proposto para controlar o escorregamento da roda. Um controlador
por busca extremal é projetado para estimar o valor de escorregamento ideal para cada
condicao da estrada em tempo real, e um controlador por modos deslizantes é empregado
para regular o valor de escorregamento desejado. A andlise de estabilidade do sistema em
malha fechada é apresentada. Simula¢oes numéricas mostram um bom desempenho do

controlador proposto.

Palavras-chave: Freio ABS, Controle Exremal, Controle por Modos Deslizantes, Regulacao

do Escorregamento, Sistema de Controle.



ABSTRACT

FERREIRA, Wallace Ribeiro. Eztremum Seeking and Sliding Mode Control Applied
to Anti-lock Braking Systems. 54 f. Dissertagao (Mestrado em Engenharia Eletronica)
- Faculdade de Engenharia, Universidade do Estado do Rio de Janeiro (UERJ), Rio de
Janeiro, 2021.

ABS is a important anti-lock braking system widely used in a variety of automotive
applications. Its operation consists in controlling the wheel slip, thus preventing the
wheels from locking up during braking, maximizing the braking force and shortening the
braking distance while maintaining maneuverability. The nonlinear nature of the road-tire
interaction as well as the uncertainties related to each particular road condition make this
a challenging problem. In this work, a new design is proposed to control the wheel slip.
An Extremum Seeking Controller is designed to estimate the optimum slip value to each
road condition in real time, and a Sliding Mode Controller is employed to regulate the
desired slip value. The stability analysis of the closed-loop system is presented. Numerical

simulations show a good performance of the proposed control strategy.

Keywords: Anti-lock Braking System , Extremum Seeking, Sliding Mode Control, Slip
Regulation, Control System.
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INTRODUCAO

O sistema de freio ABS é um importante dispositivo que aprimora o desempenho
da frenagem, conferindo uma significativa melhoria no sistema em comparacao com o
freio convencional. Este dispositivo além de evitar que as rodas travem no processo de

frenagem reduz significativamente a perda de dire¢ao por parte do piloto ou motorista.

Breve Historico

O freio ABS originou-se no inicio do século XX, onde foi implementado um freio
hidratlico ABS especifico para trens [1]. Em 1947 o dispositivo de freio ABS comegou
a ser utilizado em avides bombardeiros para auxiliar na aterrissagem em linha reta. O
sistema de freio permite um processo de frenagem mais estavel, evitando que o piloto ou
motorista perca o controle, e foi dessa forma que os avides tiveram um excelente avanco,
pois com a implementacao do controle de freio permitiu-se que a aterrissagem pudesse ser

feita para diferentes condicoes de pista [2].

Jé em 1954 projeta-se um um sistema de freio ABS em um veiculo automotivo da
Lincoln [3], com isso os projetos envolvendo freio ABS em veiculos automotivos aumenta-
ram e empresas como Ford, Chysler, Mercedes e BMW incluiram o ABS no processo de

fabricacao de seus veiculos.

Se no inicio de sua implementacao o sistema de freio ABS era utilizado para um
namero limitado de carros, que por sua vez eram de alto padrao e luxuosos, nos dias atuais
tem-se um nuimero elevado de veiculos automotivos populares e de passeio que possuam
em sua fabricacao o sistema de freio ABS integrado muito por conta do proprio avanco da
tecnologia em veiculos automotivos, mas também com relacao as exigéncias na legislagao
dos paises, como por exemplo o Brasil, a partir de 2014 se tornou lei a fabricacao de carros
0 km com o ABS ja instalado [4]. A busca de melhorias no desempenho do sistema se
torna uma motivacao para literatura, pois o freio ABS sendo cada vez mais eficaz aumenta

a seguranca de quem pilota e dos passageiros.
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Aplicagoes Recentes com o Freio ABS

Aplicagoes voltadas para o sistema ABS podem ser divididos em trés segmentos.
O primeiro, projeta-se um controle para o sistema de freio ABS para um escorregamento
especifico [5-12]. Esta condigao se aplica quando se conhece de forma significativa as

condicoes de pista e o modelo do veiculo.

Em segundo, desenvolve-se uma estimativa do coeficiente atrito da estrada de forma
prévia ao processo de frenagem, permitindo a partir dai um escorregamento desejado para

cada condigao de pista [13-16].

Em terceiro, estima-se o valor de escorregamento ideal para que se obtenha uma
forca de atrito médxima do pneu sobre a pista. Esta estimativa é feita em tempo real,
permitindo que o veiculo trabalhe sobre qualquer condigao de pista [17-19]. Nesta meto-
dologia, é necessario que se estime de forma satisfatéria o valor 6timo de escorregamento
de forma continua, permitindo que o freio tenha um desempenho satisfatério em qualquer

condicgoes de frenagem.

Freio ABS da Inteco

Utiliza-se neste trabalho o modelo de freio ABS da Inteco. Este modelo permite
que se tenha compatibilidade com o Matlab/Simulink, proporcionando facilidade & im-
plementagao de projetos que envolva este sistema em laboratério. O sistema tem como
estrutura basica a composicao por uma roda superior representando a roda de um veiculo
e uma inferior que representa o préprio veiculo. Além disso, tem-se o pedal do freio acio-
nado por um motor DC. A Figura 1 apresenta uma imagem do software da Inteco que é
composto por duas entradas e seis saidas.

As duas entradas tém como proposta atribuir a ambientacao de um piloto com
a capacidade de aumentar a velocidade acelerando o dispositivo e diminuir a velocidade
acionando o pedal do freio. As saidas do sistema tém como objetivo tracar uma estratégia
de controle a partir das variaveis que se tém disponivel. A Figura 1 apresenta as entradas
do sistema denominadas de Drive e Breake que representam a aceleracao e frenagem por

parte do piloto respectivamente, e as saidas Car e Wheel representam a posi¢ao da roda
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inferior e da roda superior respectivamente, Bump é a posicao relativa angular das rodas,
obtidas através de um encoder, Slip é o escorregamento relativo das velocidades lineares de
ambas as rodas, VCar e VWheel sao as velocidades angulares da roda inferior e superior
respectivamente, dentre as variaveis pode se destacar o valor de escorregamento, pois o
controlador em malha interna tem como proposta a regulacao desta variavel. Projetos
anteriores que envolvam a utilizacao desse software se destacam também na regulagao
do valor de escorregamento para um valor desejado pré existente, como pode ser visto

em [11,20,21].

Car

Drive Wheel

Bump

Slip

VCar

Breake

YVVYVYVVY
L L] L] ] [

VWheel

ABS

Figura 1 - Diagrama de Blocos do freio ABS da INTECO.

Objetivo principal

O principal objetivo do trabalho é apresentar de forma eficaz a atuacao do freio
ABS da Inteco com a utilizagdo do controle por busca extremal em malha externa e o
controle por modos deslizantes em malha interna. A proposta de controle é encontrar o
valor méximo de coeficiente de atrito a partir da estimagao deste valor étimo de escorrega-
mento, diferentemente de outros projetos com a utiliza¢ao deste software [11,21-24]. Além
disso, apresenta-se a regulacao do escorregamento desejado em tempo finito, baseando-se
no controle por modos deslizantes, pois é uma técnica que tem forte robustez em suas

implementagoes [25-27].
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Metodologia

A execucao do trabalho é dividido em trés etapas, a primeira é a modelagem ma-
tematica do sistema de freio ABS da Inteco. Em seguida, apresenta-se as propostas de
controle para otimizagao e regulagao do sistema pelo controle por busca extremal e con-
trole por modos deslizantes respectivamente. Por fim, realiza-se a analise de estabilidade
do sistema em malha fechada, bem como apresenta-se os resultados obtidos através da
estratégia de controle aplicada sobre o sistema. Como forma de dividirmos o trabalho, a

estrutura deste se dara da seguinte forma:

e Modelagem matematica do sistema de freio ABS, além das motivagoes para aplicagao

das propostas de controle;

Anélise matematica do Controle por Busca Extremal baseado em Krstic e Wang [28];

Analise matematica do Controle por Modos Deslizantes;

Aplicagao da lei de controle em malha fechada no sistema de freio ABS;

Prova de estabilidade utilizando funcao de Lyapunov, método da média e per-

turbacao singular.

Organizacao da Dissertacao
No Capitulo 1, apresenta-se o modelo matemético do freio ABS do software da Inteco, cujo
modelo sera utilizado para o projeto de controle. No Capitulo 2 apresenta-se a proposta de
controle por busca extremal em malha externa, baseado no trabalho publicado por Krstic¢
e Wang [28] em 2000, além da proposta de malha de controle interna utilizando controle
por modos deslizantes da forma cldssica [29]. No Capitulo 3, apresenta-se a anédlise de
estabilidade do sistema em malha fechada. O Capitulo 4 tem como proposta apresentar
os resultados numeéricos neste trabalho. No tultimo capitulo serao pontuadas as conclusoes

da dissertacao, além de sugestoes para trabalhos futuros.
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1 FREIO ABS DA INTECO

Conforme visto anteriormente, o sistema de freio ABS é um dispositivo de se-
guranca desenvolvido para melhorar o processo de frenagem, aumentando a eficacia do
freio, garantindo mais seguranca ao usuario numa condi¢ao de perigo. Para se obter uma
condicao satisfatoria no processo de frenagem é necessario atingir um coeficiente de atrito
desejado. Desta forma, o freio ABS aumenta a forca de atrito, gerando uma distancia de
parada menor, além de evitar que o piloto ou motorista perca o controle em uma der-
rapagem. Visto que atribuir medigoes do coeficiente de atrito torna a tarefa bem mais

complexa, utiliza-se na estratégia de controle o escorregamento do pneu com a roda.

1.1 Modelagem Matematica

A Figura 2 apresenta as variaveis que se tem disponiveis em simulacao via Ma-
tlab. As varidaveis em simulacao se assemelham ao sistema proposto em ambiente real,
porém dentre as apresentadas em simulagao tem-se acrescidas o troque de frenagem M,
o coeficiente de atrito mu, a forca normal aplicado na roda superior denominada Normal
Force e a forga de atrito entre as rodas denominada Friction Force. Vale ressaltar que a
em ambiente de simulacao nao é possivel acelerar as rodas para uma velocidade desejada,

pois assume-se que em simulacao estas velocidades ja foram atingidas.
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Wheel g a

Car g=

VWheel g a

VCar g=
Slip =

M1 g a

mu "=

Normal Force >

Friction Force =.

ABS

Figura 2 - Modelo de Simulacao do freio ABS da INTECO.

As velocidades de ambas as rodas tem papel fundamental na informacao do escor-
regamento, cuja a varidvel otimizara o coeficiente de atrito. O estado da planta é definido
por

r = [my,19)7, (1.1)

onde 1 é a velocidade angular da roda superior e x5 é a velocidade da roda inferior, e a

dinamica de ambas as velocidades sao, respectivamente:

Jix1 = Fyrisp(x) — dywy — s1 Mg — s1. My, (1.2)
Jote = Fyrosu(x) — doxe — $9May, | (1.3)
sendo:
e M, é o torque de frenagem;
e .J o momento de inércia;

e [, a forca gerada na roda superior aplicada na roda inferior;
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r o raio da roda;

s variavel auxiliar das velocidades lineares;

e () o coeficiente de atrito entre as rodas;

dy o coeficiente de atrito viscoso da roda superior;

ds o coeficiente de atrito viscoso da roda inferior;

M o atrito estatico da roda superior;

My o atrito estatico da roda inferior.

A dinamica do torque de frenagem é:
M1 = KlQ(b(U) - M1)7 (14)
onde K75 é uma constante dada pelo fabricante. A equagao b(u) é:

biu+by, u>b
buy=4{ " (1.5)

0, u < by

onde u é a entrada de controle. As constantes dada pelo fabricante sao by = 0.415,
by = 15.24, by = —6.21 e K15 = 20.37. O sistema pode ser ilustrado com as grandezas

apresentadas na Figura 3:
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M, +M,#d,x, A

L

Figura 3 - Modelo do freio ABS em vista de suas varidveis.

A forca gerada sobre a roda inferior tem uma relacao com o torque de frenagem

que é gerado no ponto A. A equacao que representa tal relagao é dada por

F, L(seny — sp(z) cos p) = My + s1 My + s1 My + dy 24, (1.6)

Mg+ s1 My + 51 My + dyay

En= L(senyp — su(z) cos ¢) (1.7)

onde L é a distancia entre o ponto de contato entre as rodas e o acionamento do freio, ¢ é
o angulo entre a forca gerada aplicada sobre a roda inferior e a distancia L, M, é o torque
gravitacional atuado no ponto de acionamento do freio e M; é o torque de frenagem.

Dessa forma, aplicando-se (1.7) em (1.2) e (1.3), tem-se

Mg + s My 4+ siMig + dixy

L(seny — sp(z) cos p)
My + si My + s1 Mo + dyq

L(seny — su(x) cos p)

Jyiy = risp(z) — dyxy — s1. Mg — s M, (1.8)

TQS/L([E) — dg&')g — SQMQ(). (19)

Joky =
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O presente modelo tem parametros constantes que sao apresentados na Tabela 1.

Tabela 1 Parametros da Inteco ABS

Parametro Valor Unidade
71 0.0995 m
79 0.0990 m
L 0.370 m
©» 65.61 °
J1 7.53X1073 kgm?
Jo 25.60X1073 kgm?
d; 1.1874X10~* | kgm?/s
ds 2.1468X10~% | kgm?/s
Mg 0.0032 Nm
My 0.0925 Nm
M, 19.62 Nm

1.2 Formulagao do Problema

O escorregamento A(x) é obtido através de varidveis auxiliares s, s € so que tém

sinais em funcao das velocidades lineares de ambas as rodas. As varidveis auxiliares sao

apresentadas a seguir:

s = sgn(rexs — 1121),

s1 = sgn(zy),

So = sgn(z3).

O escorregamento A(z) € [0,1] estd diretamente relacionado

ambas as rodas, onde tal variavel é definida de acordo com

(

T2T2
T1Z1

Az) = et

171

L,

1

Y
\

T2x2—T1x1

T1T1—T2%2

T2X2 =112

T1T1—T2X2

ToXoy 2 I,
ToZo < TT7,
TroXg < T1271,

Toly > 717,

1 <0, z92>0

$120,$2<0.

(1.10)
(1.11)
(1.12)

as velocidades lineares de

(1.13)
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Através das equagoes (1.6) e (1.9) é extraido um fator em comum de ambas, a

seguir

) su(x)
S) = L(seny — sp(x) cos ) (1.14)

As equagodes (1.13) e (1.14) apresentam o coeficiente de atrito e o escorregamento,
onde ambas as funcoes tém dependéncia das velocidades das rodas superior e inferior
do freio ABS. Duas variaveis sao de extrema importancia para o projeto de controle, o
coeficiente de atrito u(x) e o escorregamento relativo da roda inferior e superior A\(x). O

coeficiente de atrito pode ser aproximado com a seguinte equacao

waA(x)P

@y T @) A ) +wA(), (1.15)

() =

onde wy, wq, w3, Wy, a € p sao constantes cujo valores estao na Tabela 2.

Tabela 2 Parametros constantes da func¢ao S(x)

Parametro Valor
w1 - 0.04240011450454
Wa 0.00000000029375
w3 0.03508217905067
Wy 0.40662691102315
a 0.00025724985785
P 2.09945271667129

O escorregamento é a variavel de regulacao da malha interna que discutiremos
no Capitulo 2. Conforme mencionado anteriormente, os projetos de controle com o freio
ABS sao direcionados em trés segmentos. Nesta dissertacao o controle tem como proposito
estimar o melhor escorregamento que leve a um coeficiente de atrito méaximo no momento
da frenagem. A relacao entre escorregamento e coeficiente de atrito faz com que se tenha a
motivagao da implementacao do controle extremal, pois existe um valor de escorregamento
6timo para cada condicao de pista. A efeito de simulacao utiliza-se como base o software
da Inteco. Na Figura 4 o gréafico de relagao entre o coeficiente de atrito e o escorregamento

que devera ser estimado é apresentado.
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Figura 4 - Relagao Escorregamento A\ x Coeficiente de Atrito p.

Vale ressaltar que no momento da frenagem as velocidades x; e x5 sao estritamente

positivo e dessa forma pode se considerar a seguinte desigualdade

roxa(t) > rxy(t), x1(t) > 0,29(t) > 0. (1.16)

Tal condigao permite realizar uma anélise do escorregamento no momento da frenagem,

onde ela apresenta o seguinte comportamento:

)= e o

Vale ressaltar que A € R e [0,1) para a equagao (1.17). O projeto de controle no capitulo

seguinte utiliza a equagao (1.17). A dinamica do escorregamento em condigao de frenagem

é dada por
A=y oG (1.18)
T2Z2 ToXy

Substituindo as equagoes (1.6), (1.9) e (1.14) em (1.18) obtém-se

Aw) = f(z, 1) + g(a,t) M, (1.19)
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onde
flz,t) = T |:<Mg + 81 Mo + dywy)r1S(x) — dyzy — 81M10:| .
ToXo J, o)
At {(Mg + 81 Myg + dyx1)2S(2) — dowy — 82M20:| )
2 Y
Troly J2

gz, 1) = l_“ (“S(x)sl $—1> - M} . (1.21)

7222 Ji Ji roT3

Utilizando-se a equagao (1.17) e colocando-se em evidéncia xy, tem-se

1—A
T, = u (1.22)
1

Visto que na condigao de frenagem as velocidades angulares sao z; > 0 e x5 > 0,
as equagoes (1.10), (1.11) e (1.12) sdo estritamente positivas e usando a equacao (1.22)

em (1.20) e (1.21), tem-se:

Flet) = %’“’) + (), (1.23)
g(x,t) = glx(;E), (1.24)
onde M,r2S(x) — Myor2S(x) + M
e [ —]\/[7027:]19(37) — Myor S:;i) — M. (1.25)
H1 = M) (SR = Sona S = S

folz) = {(1 ~\z) (_dlrlij) i dl) +(1—\2) (‘dlr%s(m)) + (‘ZQH . (1.26)

1 r1Jo

(1.27)

—r2S(z) +r1  mS(x)(1 — A(x))
roJi * Ja ] '

gi(x) = {

Diante deste cendrio é necessario verificar o comportamento de f(z,t) e g(x,t) para que
se obtenha um controle eficaz para qualquer escorregamento. Inicialmente as equagoes

(1.25) e (1.26) sao simplificadas como
fi(z) = K1S(x) + Ko+ (1 — AM(2)) K3S(z) + (1 — A(x)) Ky, (1.28)

fol@) = (1= M) K5S(2) + (1= M@) Ko + (1 — M@) K7S(2) + Ks,  (1.29)



91(1') = KgS(ﬁ) + Kl() + (1 — /\(ZL‘))KMS(QT),
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(1.30)

onde Ky, Ky, K3, K4, K5, K¢, K7, Kg, K9, K19, K11 sao constantes atribuidas através dos

parametros tabelados do freio ABS da Inteco, podendo ser descritas

2 2

roJi

Ky

Y

My

Ky =—>

2 T'QJl’
—MgT‘Q — More
Jo ’
—MgT‘Q — More
Jo ’

K3 =

onde as constantes sao apresentadas na Tabela 3.

(1.31)

(1.32)

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)

(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)
(1.41)

(1.42)
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Tabela 3 Constantes das funcoes fi e fs

Constante Valor
K, - 260
K, 4.29
K; -76
K, -3.6
K - 1.56X1073
K 0.01577
K -4.6X107°
Ky - 8.38X1073
K, - 13.28
Ky 133.47
Ky 3.86

Como visto anteriormente, a maioria dos projetos que envolvem a tecnologia ABS
estabelecem uma referéncia de escorregamento de forma prévia para regulacao, porém este
trabalho visa encontrar o escorregamento desejado em tempo real, tornando-o motivador
para a histéria da arte. Visto que a utilizacao do controle extremal para a otimizacao
do sistema em uma situacao de emergéncia faz com que tenha melhorias significativas da
tecnologia ABS, como observado em [21,30]. Além disso, a implementac¢ao do controle
extremal e do controle por modos deslizantes de forma conjunta em um software especifico
como o da Inteco auxilia no desenvolvimento deste controlador tanto na tecnologia ABS

quanto no software ja mencionado.
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2 PROJETO DO CONTROLADOR: BUSCA EXTREMAL E CONTROLE
POR MODOS DESLIZANTES

Conforme apresentado no capitulo anterior, o projeto de controle do sistema de
freio ABS utiliza a regulacao do escorregamento para que se obtenha de forma satisfatoria
o desempenho do freio. Tal regulacao é executada pelo controlador por modos deslizantes
para a malha interna por outro lado, o valor desejado de escorregamento ¢ obtido pelo
controle extremal para a malha externa. Tal desempenho permite a utilizagao do freio
ABS em quaisquer condigoes de pista, visto que mesmo que se mude o escorregamento
ideal da pista o sistema de controle é capaz de reencontrar seu valor 6timo. A figura

Figura 5 apresenta a estrutura de atuacao de ambos os controles no freio ABS da Inteco.

iieeeluiefoteiiieieieiieilell - Freio ABS
sMalha Interna :
; SMC ; jgf :
7] o T " - | H
¢ D i wa— (A
e m m m m m m m m m m m o " =
A

O,
s
|7
Iy
X

Figura 5 Malha interna e externa de controle.

2.1 Malha Externa: Controle por Busca Extremal

Um dos controladores promissores na classe dos adaptativos é o controle extremal,
pois tem como definicao encontrar o extremo de uma funcao custo desconhecida nao linear
e estatica a partir da saida de um dado sistema. O extremo dessa funcao pode ser um
minimo ou maximo. Este método de controle nao necessita do conhecimento da planta,

fazendo com que o controle extremal ganhe cada vez mais atencao na literatura como em
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projetos na utilizagdo de painéis fotovoltaico [31,32] e em extragao de petrdleo [33,34].

O controle extremal iniciou na literatura por Leblanc [35] em 1922 e teve como
proposta obter a maxima transferéncia de poténcia entre uma linha de transmissao e um
bonde elétrico. Apds 29 anos, mais precisamente em 1951, Draper e Li [36] propuseram
otimizar a combustao interna de um motor, a partir do controle por busca extremal.
Apoés esta publicacao se elevou o numero de estudos na literatura de controle extremal
assim como o crescente interesse em controle adaptativo nas décadas seguintes, tendo-se
como foco principal algoritmos que garantissem desempenho e estabilidade. Porém, foi
no ano de 2000 que o controle por busca extremal floreceu com a prova de estabilidade do
sistema classico dada por Krsti¢ e Wang [28]. Desta forma o controle por busca extremal
passou a ser um método adaptativo extremamente promissor pois além de nao necessitar
do conhecimento da planta, permitia-se que a planta tivesse seu melhor desempenho,

proporcionando menos perdas ou uma maior eficacia em seus processos.

2.1.1 Busca extremal para mapeamentos estaticos

O controle por busca extremal tem o objetivo de encontrar o valor extremo de
uma funcao custo ou da prépria saida do sistema. De certa forma pode ser visto como
uma otimizagao em tempo real da planta, que nao necessita do conhecimento completo do
modelo. Esse valor extremo ¢é obtido através do método de adaptacao gradiente no qual
adota-se a utilizacao de perturbacoes senoidais para estimacao do gradiente. O método
basico de controle por busca extremal necessita que a planta tenha um comportamento

estatico, conforme é apresentado na Figura 6.
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Figura 6 Controle extremal para mapeamentos estaticos com f(6) = f* + %/(9 — 0%)2.

Nota-se que o mapeamento é SISO e estatico, além disso por simplificagao utiliza
uma funcao quadratica. No diagrama da malha fechada percebe-se a utilizacao de trés
variacoes de 6. O parametro 6* é o otimizador desconhecido da planta, 6(t) é a entrada
do mapa e é(t) ¢ a estimativa de #*. Conforme dito anteriormente, o controle por busca
extremal nao necessita do conhecimento geral da planta, logo, f*, f” e 6* sdo parametros
desconhecidos. Os parametros utilizados no projeto de controle sao a, w e k. Vale ressaltar
que na implementacgao deve-se ter conhecimento se o mapa tem valor de extremo maximo
ou minimo e tal informagao é obtida através do sinal de f”(Hessiana): f” > 0(minimo)
e f” < 0(méximo), vide Figura 6. O ganho de adaptagao tem sinal dado por sgn(k) =
—sgn(f").

Para projeto e analise do controlador o erro de estimacao é dado por
0(t) = () — 0. (2.1)
De acordo com a Figura 6, tem-se:
0(t) = 0(t) + asen(wt). (2.2)

Substituindo (2.25) em (2.2) obtém-se
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0(t) = 0(t) + 6 + asen(wt). (2.3)

Assim sendo, a dinamica da estimacao do valor de #* é dada por
0=k a sen(wt) | f* + %(9(15) —0")?] . (2.4)

Vale ressaltar que o valor que leva a saida ao extremo é #*. A caracteristica do controle
extremal além de identificar o valor de 6* que é previamente desconhecido é fazer com que

é(t) esteja préoximo da vizinhanca de 6*. Desta forma a dinamica do erro de estimacao é

dada por
d=10 (2.5)
Substituindo (2.3) e (2.4) em (2.5) realizando as devidas simplificagdes, obtém-se
N g f// N2 " 2 2 f” 3 3
0 = f*kasen(wt) + ?9 (t)kasen(wt) + f"0(t)a*sen”(wt) + Eka sen”(wt). (2.6)

Aplicando-se o Teorema da Média [37] nos termos senoidais da equagao acima tem-se

eav(t> - kf”éav(t)a (2'7)

onde 0,(t) é a média de 0(t). A equacao (2.7) é similar aquela da publicacao de Krsti¢ [28]
no qual é possivel notar que a dinamica do erro de estimacao ¢ exponencialmente estavel.

Uma vez que k = |k|sgn(k) = —|k|| "], tem-se
éav@) - _|k||f/,|éav(t)- (2.8)

Segundo [28] o Teorema da Média [37] garante-se a estabilidade assintdtica da
busca pelo extremo caso w seja suficientemente grande com relagao aos parametros k e a.

Desta forma, a convergéncia de 6 para * é estabelecida.
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2.1.2  Exemplo numérico de controle extremal para mapeamentos estaticos

De forma a ilustrar o comportamento do controle por busca extremal para mape-

amentos estaticos, ¢ realizado uma simulagao numérica cujo mapeamento ¢ dado por
f(0) =7—(6-3) (2.9)

A equacao (2.9) é equivalente aquela apresentada na Figura 6 pois admite-se f” = —2. Os
parametros utilizados no controlador foram 6(0) = 0, w = 50rad/s, a = 0.35 ¢ k = 4. Na
Figura 7, a estimativa do gradiente se mostra satisfatéria visto que o controle extremal

garante a convergéncia 6(t) para uma vizinhanga pequena de 0*.

0 5 10 15 20 25 30
Tempo (segundos)

Figura 7 Estimativa de 6*.

A saida também apresenta resultados satisfatérios ja que converge para uma vizi-

nhanca de f*, como ilustrado na Figura 8.
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Figura 8 Saida do mapa estatico.

2.1.3 Busca extremal para mapeamentos dinamicos

Este tipo de mapeamento é o foco principal desta dissertacao, visto que o freio
ABS contém um comportamento dinamico. Nao precisar do conhecimento do sistema de
forma completa é uma das caracteristicas importantes e vantagens do controle extremal,
onde é necessario pelo menos se conhecer a entrada ou saida do sistema. E utilizado como
referéncia o trabalho publicado em [28]. A planta a ser considerada no estudo é nao linear,

estavel e SISO, conforme é apresentado a seguir

@ = f(t,u), (2.10)
y = h(z), (2.11)
u=a(z,0), (2.12)

sendo = € R é o estado da planta, u € R é a lei de controle parametrizada por 6, y € R é a
saida da planta e # € R é o parametro escalar que otimiza a saida. A Figura 9 apresenta

o o controle por busca extremal para mapeamentos dinamicos.
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u = a(z,0)
|
0 . = f(x,a(x,0)) y .
y = h(z)
S(t) M (1)
N0 m e

) Ll /)

Figura 9 Controle extremal para mapeamentos dinamicos com S(t) = M (t) = asen(wt).

Sendo assim, a planta em malha fechada é dada por

T = f(t,a(x,0)). (2.13)

Assume-se as mesmas hip6teses de [28]:

(H1) Existe uma fungao suave [ : R — R" tal que

f(z,a(z,0)) = 0 se e somente se z = 1(6). (2.14)

(H2) Para cada valor de # € R, o equilibrio z = [(f) do sistema ¢é localmente
exponencialmente estavel.

Dessa forma, a lei de controle (2.12) é robusta em relagdo ao préprio parametro
0, tornando capaz de estabilizar localmente o sistema local sem a necessidade do conhe-
cimento de f(x,u) ou [(f). Estabelecida a funcao [(f), [28] ainda introduz a seguinte
hipotese:

(H3) Existe #* € R tal que

(hol)(6*) =0, (2.15)

(hol)"(6%) < 0. (2.16)
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Pode-se concluir que o equilibrio do sistema faz com que

y = h(l(9)), (2.17)

e que caso # — 0*, a saida é entao otimizada (maximizada de acordo com (2.16)).

Para a correta eficdcia e convergéncia para o ponto extremo, o controle extremal
para mapeamentos dinamicos contém trés escalas de tempo distintas: a escala de tempo
mais rapida é a da planta estavel ou que tenha sido estabilizada por um controlador de

malha interna; a escala de tempo médio sao as perturbacoes senoidais

S(t) = M(t) = a senwt (2.18)

e a escala de tempo mais lenta dada pelo integrador. Essas diferencas nas escalas de
tempo do controle extremal fazem com que o sistema tenha um comportamento estatico,

segundo [28].

2.1.4 Controle Extremal aplicado ao Freio ABS

No sistema de freio ABS utiliza-se a estimagao do gradiente para encontrar o valor
de escorregamento para qualquer condicao de frenagem. Em outras palavras, existe uma
relacao entre o escorregamento e o coeficiente de atrito que “possui um ponto méximo,
como ilustrado na Figura 4. Vale ressaltar que é encontrada a melhor condi¢ao de frenagem
quando se obtém o maior coeficiente de atrito. A Figura 4 mostra a relacao entre o
escorregamento e o coeficiente de atrito, onde o valor étimo para a condi¢ao da frenagem
do escorregamento e do coeficiente de atrito é 0.1974 e 0.3954, respectivamente.

Com base na obtencao do valor maximo de coeficiente de atrito é atribuida a seguinte
correlacao

0 = A", (2.19)

y = (). (2.20)

onde \* é o escorregamento 6timo desejado que levara ao coeficiente de atrito maximo, e
consequentemente a melhor frenagem.
A implementacao do controle por busca extremal para mapeamentos dinamicos

em sistemas que admitem as hipdteses (H1)-(H3) proporciona a estimativa do gradiente



35

do mapeamento entrada-saida, além da convergéncia do parametro de otimizacao numa

regiao proxima de 6*. Desse forma, pode-se notar que se
0 — 0", (2.21)

tem-se que

0 — 0" + asenwt. (2.22)

Consequentemente, conclui-se que a busca pelo extremo ¢é satisfeita quando
6 — X" + asenwt. (2.23)

Na secao seguinte sera apresentado o controle em malha interna para regulacao do

escorregamento A para A\*.

2.2 Malha interna: Controle por Modos Deslizantes

O controle por modos deslizantes é uma técnica da classe dos sistemas de controle
a estrutura varidvel (variable structure control - VSC). Esse tipo de controlador iniciou
no comego dos anos 1960 através do trabalho de Emel’yanov e Barbashin [38], porém
ele s6 obteve grande popularidade apés a publicacao do livro de Itkis [39] e em seguida
a publicagdo de Utkin [40]. Desde entdo, a classe de sistemas de controle a estrutura
variavel se mostrou 1til em diversas aplicacoes, podendo se destacar aplicagoes em siste-
mas mecanicos e elétricos, tais como controle de velocidade em motores de indugao [41],
controle de conversores DC-DC [42], e também em sistemas de freio ABS [11]. Um impor-
tante aspecto do controle por modos deslizantes é a sua capacidade de gerar algoritmos de
controle robustos que sao invariantes sob certas condigoes [43]. Permitir que o sistema seja
robusto sob incertezas e perturbacoes, torna a implementacao desta técnica de controle
atrativa para ser aplicada no sistema de freio ABS.

O objetivo do controle por modos deslizantes é estabelecer uma superficie deslizante
satisfatéria para o projeto, permitindo que as variaveis de estado possam estar nesta ou
proximo desta superficie em um tempo finito. Em seguida, é necessério que essa superficie
seja atrativa para as variaveis de estado do sistema. Esta alteracao na dinamica do sistema

é realizada através de um controle descontinuo chaveado em alta frequéncia.



36

2.2.1 Objetivo do Controle

O Freio ABS tem como proposta estabelecer uma parada segura e com o melhor
desempenho em uma situagao de emergéncia. Esta condicao ¢ concretizada quando se
atinge no momento da frenagem o valor de escorregamento 6timo desejado. Dessa forma,
o coeficiente de atrito 6timo também ¢é alcangado. Visto este trabalho tem o objetivo
de encontrar o valor de escorregamento desejado A\* para qualquer condicao de pista, o

Controle por Modos Deslizantes é utilizado com a proposta de fazer com que
x —1(0), (2.24)

e com isso as correspondéncias [28] possam ser realizadas. A superficie é escrita da seguinte

forma:

o= 0(t) — Maz(t) £0, £ 1(6), (2.25)

onde # é o parametro otimizador da planta obtido através do controle em malha externa.

Espera-se que §# — A e com essa condi¢ao = — [(f). A dinamica do erro ¢ é dada por
G=10-\ (2.26)

Visto que p(z) e A(z) tém limitantes superiores e inferiores conhecidos, é possivel
conhecer os limitantes superiores e inferiores de S(z) conforme é dado em (1.14), sem
que haja qualquer acao de controle envolvida. Com o intuito de alcancar este objetivo é
considerado as seguinte hipétese adicional:

(H4)Admite-se que no momento da frenagem as velocidades z; e xo atendem a
inequagao (1.16) e que as velocidades angulares maximas do Freio ABS da Inteco em [20]
sejam para x1 e x5 180 rad/s e 200 rad/s, respectivamente.

As velocidades maximas de simulacao sao escolhidas levando em consideracao um cenario
de uso real de um veiculo, respeitada a inequagao (1.16).

Visto que p(z) e A(x) tém limitantes superiores e inferiores conhecidos, é possivel

conhecer os limitantes superiores e inferiores de S(z) conforme a Eq. (1.14), sem que haja

qualquer acao de controle envolvida. Desse modo, pode-se considerar que

f > max[| f(z,1)]], para xa # 0, (2.27)
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0 < g < minl|g(z,1)]], para xo # 0, (2.28)
f > max||pu(x)]]. (2.29)

A partir da Figura 9 e substituindo (1.19) em (2.26), tem-se:
0 = u(x)asen(wt) + aw cos(wt) — f(x,t) — gz, t)u. (2.30)

A equagao (2.30) apresenta a variavel de controle u que tem como objetivo alterar

a dinamica do sistema em malha fechada.

2.2.2 Lei de Controle

Esta secao tem como proposta trabalhar na regulacao do escorregamento A. Vale
ressaltar que o valor de referéncia é incerto, pois dependera da estimacao do valor 6timo
obtido pelo controle extremal. Com isso, faz necessario ter um controle por modos desli-
zantes que atue de forma satisfatoria na regulacao do escorregamento entre os valores 0 e

1. A lei de controle a estrutura variavel é dada por

u = upsgn(o) (2.31)

ou, equivalentemente

Uug , se o >0
U= , (2.32)

—uy, seo <0

onde ug é atribuido como:

up = }](7 + |pu(x)asen(wt) + aw cos(wt)| 4 9), (2.33)

com 6 > 0 sendo uma constante arbitrariamente pequena, sendo utilizada para que as
trajetérias dos estados se desloquem para a superficie deslizante ¢ = 0 em um tempo
finito.

E importante ressaltar que para baixas velocidades as equagoes podem ter severas
complicagoes como é visto em (1.23) e (1.24). Desse modo, o controle é desconsiderado

para velocidades abaixo de 18 rad/s e 20 rad/s para x; e xq, respectivamente.
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3 ANALISE DE ESTABILIDADE

Como proximo passo, o intuito é realizar a andalise de estabilidade do controlador
em malha interna.

Teorema Considere o sistema em malha fechada dado pelas equagoes (1.6), (1.9),
(1.14), (1.15) e (1.17). A regulacao do escorregamento em (2.25) pela lei de controle em
(2.81) é garantida se a hipdtese (H4) for satisfeita, tal que a superficie de deslizamento
o =0 € de fato alcancada em tempo finito.

Prova Considere a seguinte funcao de Lyapunov
V(o) =5(0) (3.1)

e sua derivada ao longo de (2.30)

V(o) = 06. (3.2)
Substituindo (2.30) em (3.2) e simplificando a equagao resultante, tem-se:
V(o) = op(x)asen(wt) + caw cos(wt) — o f(x,t) — g(z, t)ugsgn(a)o. (3.3)
Substituindo (2.33) em (3.3), tem-se
V(o) = op(x)asen(wt) + caw cos(wt) — o f(x, 1)+

f x)asen(w aw Ccos(w (3'4)
— <f+!u( Jasen( t)g+ ( t)\+5))‘

Aplicando-se o limitante inferior (2.28), tem-se:

V(o) <ou(z)asen(wt) + caw cos(wt) — o f(x,t) — |o|(f+

(3.5)
+ |pu(x)asen(wt) + aw cos(wt)| 4 9)).
Por fim, aplicando-se os majorantes da equagao (2.27) e (2.29) em (3.5), tem-se:
V(o) < —dlo| < 0. (3.6)

Pode se notar que (3.6) é satisfeita, logo V(o) tende zero em algum tempo finito
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t*, ou seja, V t > t*.
Com a desigualdade em (3.6), pode-se notar que a lei de controle (2.31) leva o

sistema ao modo deslizante ¢ = 0 e pode se concluir que

u = a(z,0) = ugsgn(o), (3.7)

estd de fato parametrizada em 6 visto que se 0 = 0, z = [(¢). Porém com o intuito de
utilizar uma func¢do suave na lei de controle conforme é requerido em [28], é possivel a

substituicao de uma funcgao sinal por uma aproximagao sigmoide. Ou seja, ao invés de

USarmos
u = uoi, (3.8)
o]
emprega-se
o
U = Uy, (3.9)
(lol + )

onde ¢ > 0 é uma constante arbitrariamente pequena. Com isso, pode se concluir que
a(z,0) em (3.7) é alei de controle interna (2.12) denotada no controle por busca extremal.
Além disso, a malha interna do controle por modos deslizantes é capaz de levar x — [(0)

em tempo finito. Desse modo, pode se considerar que

0(t) = A(t) para x =1(0), ¥Vt >t (3.10)
y = h(z) = p(At)) para x =1(0), Vt >t (3.11)

Finalmente, invocando o Teorema A.1 e A.2 (Apéndice), concluimos que 0(t) —
AN+ O0(a+w+e€) e que p(z,t) = p* 4+ O(a+ w + €) em algum tempo finito. Onde p* é

o coeficiente de atrito maximo.
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4 RESULTADOS E SIMULACOES

Utiliza-se o controle extremal para encontrar o parametro 6timo, obtido através
da estimacao do gradiente do mapeamento entre coeficiente de atrito e coeficiente de
escorregamento. Com o intuito de eliminar as componentes DC, adiciona-se filtros no
controle extremal conforme sugerido em [28]. A Figura 10 apresenta o esquema base
de controle em malha externa com os filtros envolvidos na busca pelo extremo, cuja as
constantes de projetos sao k = 0.4, a = 0.01, w; = 50, wy, = 20 obtendo os seguintes

resultados de simulag¢do na obtengao do valor 6timo (Figura 11 a Figura 15).

w = oz, 0)
0 |t = f(fioz(x; 0)) y .
y = h(x)
S(1) Ve I
D] T pa— /i\

) Ls 1™ sta]” /vy

Figura 10 - Controle extremal para mapeamentos dinamicos com S(t) = M(t) = asen(wt)

com filtros em malha fechada.
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Figura 11 - Melhor estimativa de 6*.

Percebe-se que 0(t) converge para um valor préximo de 0.2 em aproximadamente
0.1 segundos. Essa convergéncia é satisfatéria considerando o valor de escorregamento

ideal dado na Figura 4.

A regulagao do escorregamento pode ser visto em Figura 12, onde a Figura 13
apresenta o desempenho da lei de controle em (2.31). A Figura 14 apresenta as velocidades

da roda superior x;(t) e inferior z5(t).
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Figura 12 - Regulagao do escorregamento 6* = 0.2.
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Figura 13 - Entrada de Controle ().
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Figura 14 - Velocidade da roda superior x; e da roda inferior x,.

Conforme pode ser visto na Figura 12 o escorregamento atinge o valor satisfatério
em aproximadamente 0.2 segundos. Vale ressaltar que em simulacao apds 1.4 segundos
a roda superior e inferior encontram-se praticamente paradas, como visto na Figura 14,
logo valor de escorregamento neste tempo é aproximadamente 0.95, porém esta situacao
nao prejudicaria o desempenho do freio ABS, pois estas condig¢oes acontecem no momento
em que as rodas atingem baixas velocidades, em torno de 6 km/h e 7 km/h para a roda
superior e inferior, respectivamente.

Por fim, pode se observar que as distancias de parada em metros da roda superior

e inferior, denotadas por p; e py, respectivamente na Figura 15.
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Figura 15 - Distancia de parada das rodas.
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CONCLUSAO

O crescente avango tecnoldgico da sociedade trouxe diversos aspectos positivos no
que diz respeito a qualidade de vida do ser humano, o que nao ¢ diferente para veiculos
automotivos, fazendo com que tenhamos mais conforto em viagens tripuladas. O Freio
ABS se tornou um dispositivo de grande importancia em projetos automotivos, pois a
crescente preocupacao com seguranca veio a partir de inimeros acidentes que poderiam
ter sido evitados com a utilizagao deste sistema.

Conforme mencionado neste trabalho o freio ABS tem diversas implementacoes
técnicas na literatura, porém, ainda tem-se grande espaco para evolugao no desempenho
do freio ABS. Além disso, é importante ressaltar que o aprimoramento no desempenho
dos veiculos devem ser acompanhadas com o avanco nos dispositivos de seguranca, como
o do freio ABS.

Este trabalho propos um controlador que fosse capaz de atuar para quaisquer
condicao de pista, nao necessitando o conhecimento prévio da estrada. O desempenho
do controle é realizado através de uma estimacao do valor 6timo de escorregamento de
acordo com a condicao da estrada através do controle por busca extremal e a concomi-
tante regulacao do valor de escorregamento através do controle por modos deslizantes.
Os resultados obtidos neste trabalho se tornaram potencialmente eficazes, pois houve a
regulacao do escorregamento A e a estimacao do escorregamento desejado A\* em tempo

adequado para uma situacao de emergéncia.

Trabalhos Futuros

Este trabalho focou na regulagao e estimacao do escorregamento no Freio ABS da
inteco. Para trabalhos futuros, indica-se a implementacao deste controlador em ambiente
real, com resultados experimentais além das simulacoes ja realizadas aqui. Neste tipo de
projeto o desafio adicional é a estimagao do coeficiente de atrito p(z) para obtencao do
gradiente através do controle por busca extremal, visto que na estratégia proposta nesta

dissertacdo assumiu a medigao direta de p(z).
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APENDICE

Revisao do método classico de busca extremal com sinais de Hessiana conhecida.

Em [28] é considerado um modelo nao linear SISO e a seguinte lei de controle

T = f(t,u), (4.1)
y=h(z), (4.2)
u=az,0). (4.3)

A partir do sistema (4.1) - (4.3), sdo realizadas as seguintes hipéteses sobre o

sistema de malha fechada.
Hipé6tese A.1: Existe uma lei suave [ : & — R", tal que

f(t,a(x,0)) =0 se e somente se x =1(0).

Hipé6tese A.2: Existe 6* € R tal que:

(hol)Y(6") =0, (4.4)
(hol)(6%) < 0. (4.5)

O sistema é simplificado como

i = f(t,a(z,0 4 asen wt)), (4.6)
6= ke, (4.7)
§ = —wi§ +wi(y —n)a sen wi (4.8)
1) = —WhN + WY . (4.9)
0=0—06", (4.10)
i=mn—hol(f%). (4.11)

O estudo da estabilidade é dividida em etapas. Antes de analisar o sistema geral
(4.1)-(4.3), fixa-se a varidvel  em um valor de equilibrio e é verificada a estabilidade desta
parcela. Uma vez estabelecida a estabilidade deste sistema, a andlise do sistema geral é

iniciada.
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Considere
0=0"+0+asenT. (4.12)

Tem-se o seguinte sistema reduzido médio:

do, K, (4.13)

dt

ij" = §(—wi&, + w’L(v(ér +asen T)—1,)a sen 1), (4.14)
-

C;n" = §(—whyily 4+ Wy (v(6, + a sin 7)). (4.15)
-

Assim sendo, podemos escrever

v(0) =0, (4.16)
v'(0) = (hol)(67) =0, (4.17)
v"(0) = (hol)'(6%) < 0. (4.18)

As equagoes (4.13) a (4.15) estao na forma em que o Teorema Médio [37] possa ser

aplicado. Seu modelo reduzido é:

0 K¢

d , -

e K5 B 0 | —wiél+ 3k a 0%12(9? +asen o) sen o do| - (4.19)
ne —wynt + % fOZTr v(0% + a sen o)do

Para linearizar o sistema, é necesséario determinar o equilibrio médio (6%, £&¢, 7%°)

que satisfaga as seguintes condigoes:

£9¢ =0, (4.20)
2w 5
/ v(0%° + a sen o) sen o do = 0, (4.21)
0
1 2m 5
et = — v(0° + a sen o)do. (4.22)
2 Jo

Para colocar %¢ na forma 0%¢ = bia + bya® + O(a®), substitui-se em (4.22) as

equagoes (4.18) e (4.18), integrando-se e igualando-se as poténcias de a. Temos v”(0)b; = 0
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e v”(0)by 4+ £v"(0) = 0. Isto implica em:

; v (0) 5
ae — _ . 4.2
0 sy 0@ (4.23)

Apés efetuar os célculos em (4.22), temos:

e = UT(O)aQ +O(dd). (4.24)

Portanto, o equilibrio do modelo médio é:

ég’e - gv//((%)) a2 + O(CL3)
gre| = 0 : (4.25)
U “a? 4 0(a?)

Apo6s encontrarmos a matriz Jacobiana do modelo reduzido, prova-se que a matriz
¢ Hurwitz para um valor suficientemente pequeno de a. Assim, pode-se determinar que
os pontos de equilibrio do sistema médio sao de fato exponencialmente estdaveis para um
valor suficientemente pequeno de a.

Comprovada a estabilidade do sistema reduzido, retornamos ao sistema geral,
reescrevendo-o na escala de tempo 7 = wt. Desse modo, a notagao compacta é escrita

COIMo:

©_ saira,z). (4.26)
dr

Portanto, a partir da transformacao Z = z + z2™(7), leva-e o sistema geral para forma de

perturbacao padrao singular e obtém-se:

Az -
_ 5 4.2
o 0G(1,x,2), (4.27)
W f(r 2, 2). (4.28)
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onde

G(r,,2) = G(r,2,2 + 277(1)) = G(r, L(7, 2}7(7)), 227(7)) , (4.29)
F(r,z,2) = f(z,a(x,0 + 0 — 607 (7) + 67" (1) + a sen 7)). (4.30)
Assim sendo,
dz, A . 2 N 2
= O0G(7, L(7, 2, + 227(7)), 20 + 227 (7)) (4.31)

tem um equilibrio na origem Z = 0. Para uma completa analise de perturbacao singular,
é necessario estudar também o modelo da camada limite (Boundary layer model, BLM)

na escala de tempo t — tg = 7/w:

dl’b ~

= F(roa + L(r, 2+ 27(7)), )

= flay+1(0), alzy + 1(0),0)) . (4.32)

Por fim, em [28] os autores resumem as conclusoes acima com os seguintes teoremas:

Teorema A.1: Considere que as Hipdteses A.1 a A.2 sejam satisfeitas. Existe um
conjunto de condicdes iniciais em torno do ponto (z,6,&, 1) = (1(6%),0%,0, hol(6*)) e cons-
tantes @, 6 and @ tal que para todo w € (0,@), 0 € (0,0), a solucio (x(t), é(t),{‘(t),n(t))
converge para uma vizinhanga O (w + 0 + a) do equilibrio. Tem-se também que y(t) con-
verge para uma vizinhanga de O (w + § + a) de h o [(6*).

Teorema A.2: Dentro das condigoes do Teorema A.1, existe ainda uma solugao
periédica exponencialmente estavel para uma vizinhanga de O (w + ¢ + a) do ponto (z, é, &,n) =

(1(6*), 67,0, h o 1(6%)).
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