& ))p o&%
Universidade do Estado do Rio de Janeiro

Centro de Tecnologia e Ciéncias

Instituto de Fisica Armando Dias Tavares

Felipe Carvalho Rodrigues da Silveira

Estudo sobre as interacoes atomicas e moleculares em

configuracoes planares

Rio de Janeiro

2022



Felipe Carvalho Rodrigues da Silveira

Estudo sobre as interagoes atomicas e moleculares em configuracoes planares

Tese apresentada, como requisito parcial
para obtencao do titulo de Doutor, ao Pro-
grama de Pés-Graduacao em Fisica, da Uni-
versidade do Estado do Rio de Janeiro.

Orientador: Prof. Dr. Vitor Oguri

Coorientador: Prof. Dr. Francisco Caruso

Rio de Janeiro

2022



CATALOGAGAO NA FONTE
UERJ/ REDE SIRIUS / BIBLIOTECA CTC/D

S587e  Silveira, Felipe Carvalho Rodrigues da.

Estudo sobre as interagdes atbmicas e moleculares em

configuracdes planares / Felipe Carvalho Rodrigues da
Silveira. — 2022.

721 1l

Orientador: Vitor Oguri.
Coorientador: Francisco Caruso.

Tese (doutorado) - Universidade do Estado do Rio de
Janeiro, Instituto de Fisica Armando Dias Tavares.

1. Interacao particula-particula — Teses. 2. Particulas
(Fisica nuclear) — Teses. 3. MUons — Teses. 4. Schrodinger,
Equacao de — Solu¢des numéricas — Teses. 5. Equacdes
diferenciais ordinérias — Solu¢des numéricas — Teses.

I. Oguri, Vitor. Il. Caruso, Francisco. lll. Universidade do

Estado do Rio de Janeiro. Instituto de Fisica Armando Dias
Tavares. IV. Titulo.

CDU 539.125
Bibliotecéria: Teresa da Silva CRB7/5209

Autorizo, apenas para fins académicos e cientificos, a reproducéo total ou
parcial desta tese, desde que citada a fonte.

Assinatura Data



Felipe Carvalho Rodrigues da Silveira

Estudo sobre as interagoes atomicas e moleculares em configuragoes planares

Tese apresentada, como requisito parcial
para obtencao do titulo de Doutor, ao Pro-
grama de Pés-Graduacao em Fisica, da Uni-
versidade do Estado do Rio de Janeiro.

Aprovada em 29 de Julho de 2022.

Banca Examinadora:

Prof. Dr. Vitor Oguri (Orientador)
Instituto de Fisica Armando Dias Tavares — UERJ

Prof. Dr. Francisco Caruso (Coorientador)
Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas — CBPF
Instituto de Fisica Armando Dias Tavares — UERJ

Prof. Dr. Amés Troper
Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas — CBPF

Prof. Dr. José Abdalla Helayél-Neto
Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas -~ CBPF

Prof. Dr. Helio da Motta Filho
Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas — CBPF

Prof. Dr. Cesar Augusto Linhares da Fonseca Jr.
Instituto de Fisica Armando Dias Tavares — UER.J

Prof. Dr. José Roberto Pinheiro Mahon
Instituto de Fisica Armando Dias Tavares — UERJ

Prof. Dr. Nilson Antunes de Oliveira
Instituto de Fisica Armando Dias Tavares — UERJ

Rio de Janeiro

2022



DEDICATORIA

Dedico este trabalho aos meu pais, Claudio e Paula, aos meu orientadores Fran-
cisco, Vitor e Améds, a minha noiva Luiza e a todos os amigos e professores que con-

tribuiram para minha formacao.



AGRADECIMENTOS

Agradeco a Universidade do Estado do Rio de Janeiro (UERJ) por todo o conhe-
cimento adquirido e trajetéria que tive a honra de trilhar. Agradeco também aos meus
professores pelo apoio, dedicagao e ensinamentos passados.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacao de Aperfeicoamento
de Pessoal de Nivel Superior — Brasil (CAPES) — Cédigo de Financiamento 001.



Nunca liguei muito para o lugar
em que nasci, cresci e vivi.

Vou para onde a vida me levar,

e, algumas vezes, creio, revivi (...).

Francisco Caruso



RESUMO

SILVEIRA, F. C. R. Estudo sobre as interagoes atomicas e moleculares em
configuragoes planares. 2022. 72 f. Tese (Doutorado em Fisica) — Instituto de Fisica
Armando Dias Tavares, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2022.

Diferentes tipos de potenciais de interagao entre particulas portadoras de cargas
que formam atomos e moléculas, limitadas a uma regiao planar, sao estudados, dentre
eles: o usual potencial coulombiano 1/7, o potencial do tipo In(r), o potencial de Chern-
Simons assim como os potenciais compostos pelos dois primeiros (1/r e In(r)) acrescidos
de um potencial externo harmonico simples de frequéncia €2 capaz de descrever um modelo
para um quantum dot. A partir deles, sao desenvolvidos os céalculos necessarios para a
solucao da equacao de Schrodinger referente a diferentes dtomos e moléculas. Todos
os casos foram resolvidos numericamente utilizando o método de Numerov, com o qual
foram obtidas diversas funcoes de onda e seus respectivos autovalores de energia. Tais
resultados tém como objetivo fornecer previsoes tedricas capazes de lancar luz sobre qual
seria a efetiva forma da interacao entre as particulas carregadas em duas dimensoes, uma
vez que possam ser comparadas com futuros dados experimentais. Em especial, tratamos
com mais detalhes de como estes resultados podem influenciar a fusao catalisada por
muons, e encontramos estimativas promissoras que sugerem que este tipo de fusao pode
se beneficiar caso consiga ser executada em uma configuracao planar. Espera-se que as
conclusoes obtidas nesta tese possam servir de motivacao para que fisicos experimentais
busquem por diferentes formas de interagoes entre particulas quando situadas em regioes
planares.

Palavras-chave: Fisica atomica e molecular. Fisica Planar. Fisica Muonica.

Dimensionalidade do espaco.



ABSTRACT

SILVEIRA, F. C. R. Study on the form of atomic and molecular interactions in
two-dimensions.. 2022. 72 f. Tese (Doutorado em Fisica) — Instituto de Fisica Armando
Dias Tavares, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2022.

Different types of interaction potentials between charged particles that form atoms
and molecules, limited to a planar region, are studied, among them: the usual Coulomb
potential 1/r, the potential of the type In(r), the Chern-Simons potential as well as the
potentials composed of the first two (1/r and In(r)) plus a simple harmonic external po-
tential of frequency 2 capable of describing a model for a quantum dot. From them, the
necessary calculations for the solution of the Schrodinger equation referring to different
atoms and molecules are developed. All cases were numerically solved using the Numerov
method, with which several wave functions and their respective energy eigenvalues were
obtained. Such results aim to provide theoretical predictions capable of shedding light on
what would be the effective form of interaction between charged particles in two dimensi-
ons, once they can be compared with future experimental data. In particular, we look in
more detail at how these results can influence muon-catalyzed fusion, and we find promi-
sing estimates that suggest that this type of fusion can benefit if it can be performed in a
planar configuration. It is expected that the conclusions obtained in this thesis can serve
as a motivation for experimental physicists to search for different forms of interactions
between particles when located in planar regions.

Keywords: Atomic and molecular physics. Planar physics. Muonic physics. Space

dimensionality.
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INTRODUCAO

Em 1884, o escritor e professor da Universidade de Cambridge Edwin Abbott es-
creveu um romance denominado Flatland que, como o nome sugere, trata de um mundo
bidimensional habitado por linhas e formas geométricas. O autor explica toda a hierar-
quia das formas geométricas e como elas se formam e evoluem de geracao em geracao,
se tornando poligonos com cada vez mais lados até que possuam tantos lados, que se
tornam indistinguiveis e atingem a mais alta ordem, a ordem circular. Em um determi-
nado momento, o personagem quadrado sonha com um outro mundo, chamado Lineland,
habitado somente por linhas, e, em seu contato com esse novo mundo, tenta, sem sucesso,
explicar para uma linha que existe algo afora os pontos que ela consegue enxergar e outras
“direcoes” além das duas “para frente” e “para tras”. Ao acordar do sonho, o quadrado
se depara com um circulo que possui uma habilidade tnica: ele é capaz de alterar o seu
diametro e vemos mais uma vez um didlogo muito semelhante com o que aconteceu no so-
nho, no qual descobrimos que o circulo é, na verdade, uma esfera que habita a Spaceland,
e tenta convencer o quadrado da existéncia de novas dire¢oes até entao inimaginaveis para
ele (ABBOT, 1884).

Este livro, apesar de se tratar de uma obra de ficcao, traz a tona, de uma forma
lidica, uma questao muito importante para a Fisica (TANGHERLINI, 1963; BARROW,
1983; CALLENDER, 2005; BIANCHI; WELLS, 2015; BALBIANI; FERNANDEZ-DUQUE;
LORINI, 2017; FLETCHER et al., 2018): seria possivel estabelecer a existéncia de um ob-
jeto verdadeiramente bidimensional dentro de um universo tridimensional? Inicialmente,
pode parecer uma pergunta muito facil de ser respondida de forma negativa, ja que um
objeto desta natureza precisaria ser infinitamente fino em uma de suas dimensoes. No
entanto, como vivemos em um mundo formado por atomos, sera que um objeto que tenha
uma de suas dimensoes da espessura de um atomo, poderia ser chamado de bidimensi-
onal? Este objeto se comportaria, em tultima analise, segundo as mesmas equagoes que
descrevem um mundo em trés dimensoes? Estas questoes, recentemente, ganharam muita
forca com a descoberta de novos materiais que possuem apenas um atomo de espessura.

O estudo destes novos materiais planares teve seu inicio a partir da descoberta
do grafeno mono- (GEIM; NOVOSELOV, 2007; GEIM, 2009) e bi-camadas (ZHANG,
2009). Desde entao, foram descobertas centenas de outros materiais (CHEON et al.,
2017) cujas propriedades fisicas diferem de seus andlogos “tridimensionais”, possibilitando
o desenvolvimento de novas tecnologias (BARAKAT et al., 2021). Assim como a criagdo
de regices tao compactas que abrem a discussao sobre a validade das usuais equagoes
tridimensionais (CARUSO; OGURI; SILVEIRA, 2019a).

Todas as tentativas de fixar ou entender a dimensionalidade do espago (PETKOV,

2007), que dependem da forma do potencial fisico de intera¢do entre os corpos, tém que
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enfrentar o mesmo problema epistemologico, na medida em que sao considerados espacos
com dimensoes superiores (D), como sugerido por muitas teorias unificadas. Isto porque
nao somos capazes de sondar tais dimensoes extras e, portanto, nao podemos inferir ou
mesmo justificar a formula mateméatica generalizada do potencial a partir da experiéncia
neste espaco generalizado (CARUSO; XAVIER, 1987).

Para estudar um determinado sistema fisico em espacos com D dimensoes, quando
D > 3, deve-se postular a validade da mesma equacao que o descreve em D = 3. A tnica
justificativa para isso recai, em tultima analise, na expectativa de que alguma versao do
principio antropico ainda seja valida em dimensoes superiores. Isso significa que, se a vida
depende de uma lei fisica particular em D = 3, admite-se que ela possa e deva continuar
existindo em dimensoes superiores com dependéncia semelhante desta lei, a qual, no fundo,
assegura a existéncia do préprio cientista nesses espagos (CARUSO, 2016).

Para D > 3, o caso especifico do potencial coulombiano depende de dois Ansatze.
A primeira hipétese (e mais geral), inspirada em uma proposta inicial de Ehrenfest (EH-
RENFEST, 1917; EHRENFEST, 1920), é admitir a validade da equagao de Poisson para
o potencial gravitacional (em nivel cldssico, que tem a mesma estrutura do potencial
eletrostédtico de Coulomb) em qualquer dimensao superior, associada a ideia de que tal
validade deve ser uma exigéncia para assegurar a estabilidade planetaria necessaria a ma-
nutencao da vida como a conhecemos. No quadro da Relatividade Geral, este problema
foi tratado em (TANGHERLINI, 1963), e o 4tomo de hidrogénio quéantico em dimensoes
superiores foi discutido, por exemplo, em (TANGHERLINI, 1963; CARUSO; MARTINS;
OGURI, 2013). Dentro dessa suposigao, ainda temos que introduzir outro Ansatz re-
ferente a forma matematica do potencial. Para isso, podemos admitir que o compor-
tamento 1/r do potencial coulombiano tridimensional ainda é o mesmo, nao importa o
numero de dimensoes do espago considerado (NIETO, 1979; NIETO, 2002; SHAQQOR,;
AL-JABER, 2009), ou podemos supor que o potencial depende da dimensionalidade D
como 1/rP=2 (EHRENFEST, 1917; EHRENFEST, 1920; ANDREW; SUPPLEE, 1990;
GUREVICH; MOSTEPANENKO, 2013; CARUSO et al., 2013), para D > 3, e como Inr,
para D = 2. A primeira opcao tem a vantagem de dar origem a alguns problemas ana-
liticamente solucionaveis. No entanto, a segunda, apesar de uma dificuldade matematica
intrinseca, tem a vantagem de garantir, pelo menos no nivel classico, a conservacao da
carga elétrica (e) (ANDREW; SUPPLEE, 1990). De fato, nas dimensoes D, da equagao

de Poisson para o campo elétrico, E = —ﬁgp, segue a forma integral da lei de Gauss

(&

D2 (1)

/(ﬁ-ﬁ)dvz/(—v%)dv ~e = g

r

Claramente, no caso 2D, a validade da equacao de Poisson nao precisa ser pos-

tulada, removendo a barreira epistemolégica mencionada no inicio desta secao. Além
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disso, para essa dimensionalidade do espago, pode-se justificar o uso do potencial 1/r
argumentando que o conjunto experimental é de qualquer forma tridimensional, mesmo
que algumas de suas dimensoes sejam muito pequenas. No entanto, em vez de supor a
validade da usual dependéncia 3D em sistemas planares, nos perguntamos também, qual
seria a forma do potencial coulombiano em um espaco puramente bidimensional?

Para responder a esta pergunta, vamos inicialmente partir da suposi¢ao de que o
eletromagnetismo classico nao se modifica em duas dimensées (GARON, 2011; EVEKER
et al., 1990). Em um mundo bidimensional, a superficie gaussiana utilizada para envolver
uma carga pontual com carga elétrica e ¢ um circulo imaginario de raio r. De fato,

partindo para a lei de Gauss envolvendo o campo elétrico

e

>

7{ Fodi=f o F) = (2)

€0 2melr
na qual € é o valor de ¢ em duas dimensoes e g.,, ¢ a carga envolvida pela superficie
gaussiana. Se olharmos para a dimensao da solugao, percebemos que ¢, nao possui a
mesma dimensao de ¢y. Como queremos manter o valor e a dimensao das constantes

inalterados vamos fazer e, = ey em que ¢ tem dimensao de comprimento. Assim,

=3 €

E(r)= & 3
(r) 27r€eorr ()
Desse modo, temos da relagao entre o potencial elétrico e o campo E=-VV
—e "1
Vir) = ~d 4
(r) 210l Jyy T " (4)

medindo o potencial a partir de um ponto finito ry pois o logaritmo diverge no infinito.
Assim, resolvendo a integral da equagao (4), temos que a energia potencial para o elétron

é

2
e r
Vir) = In(— 5)
(r) 2men <7”0) )
E importante ressaltar a diferenca de sinal: no caso 2D que apresenta um potencial
2
e
positivo e, no caso 3D, um potencial negativo. Para simplificar, vamos fazer V, = n,
TEQ

com Vj tendo dimensao de energia e, portanto,
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Vi) =toin (£) )
To

Além disso, se investigarmos as propriedades de Mecéanica Estatistica de um gés
coulombiano bidimensional, devemos realmente considerar um potencial logaritmico para
que seu espectro de energia seja puramente discreto. A dependéncia 1/r nao é compativel
com este resultado (DEUTSCH; LAVAUD, 1974; CORNU; JANCOVICI, 1987; CARUSO;
OGURI; SILVEIRA, 2019a).

Agora que somos capazes de realizar experimentos altamente precisos com siste-
mas genuinamente planares, buscar uma compreensao mais profunda das propriedades
matematicas e caracteristicas fisicas de outras formas do potencial coulombiano em 2D é
uma tarefa relevante.

E importante ressaltar que os calculos realizados neste trabalho podem ajudar a
responder a pergunta que Ehrenfest se fez em 1920: “Welche Rolle spielt die Dreidimen-
sionalitdt des Raumes in den Grundgesetzen der Physik?” (EHRENFEST, 1920), que
pode ser traduzida como: Que papel a tridimensionalidade do espaco desempenha nas
leis basicas da fisica? Seguindo essa ideia geral, o matematico alemao H. Weyl também
fez as seguintes indagacoes: “que peculiaridades internas distinguem o caso n = 3 entre
todos os outros?”, e “Se Deus, ao criar o mundo, escolheu tornar o espago tridimensional,
uma explicacao “razoavel” deste fato pode ser dada pela divulgagao de tais peculiarida-
des?” (WEYL, 1949).

A comparacao entre a previsao tedrica para diferentes potenciais e valores experi-
mentais permite examinarmos outra questao importante: se ha uma determinada escala
espacial associada a uma determinada dimensao (um limite fenomenoldgico) para a qual
o sistema quantico pode, de fato, ser considerado como efetivamente um sistema 2D, em-
bora imerso em um espaco 3D, ou se apenas sistemas estritamente bidimensionais devem
ser descritos por um novo tipo de potencial, como o In r, por exemplo, no caso da interagao
eletrostatica.

Apesar de nao existirem, atualmente, experimentos que possam ser comparados
com os resultados tedricos obtidos nesta tese, espera-se que as conclusoes obtidas possam
servir de motivagao para que fisicos experimentais busquem diferentes formas de interacoes
entre particulas quando situadas em regices planares.

No que se refere a fusao nuclear, um método desenvolvido pela colaboracao ca-
nadense TRIUMF Munoic Hydrogen Collaboration (FUJIWARA et al., 2001) pode ser a
chave para que se abram mais portas para este tipo de discussao. Ele consiste em utilizar
um filme fino como alvo de um bombardeamento de muions para a produgao de atomos
muonicos. De acordo com o numero de camadas que este filme possui, pode-se formar

moléculas muodnicas capazes de realizar a fusao catalisada por mions (MARSHALL et al.,
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2001). Espera-se que, no futuro, este método sirva para uma verificagdo dos resultados
aqui dispostos.

Os resultados apresentados nesta tese foram fruto de oito artigos cientificos, dos
quais sete deles ja estao publicados (CARUSO et al., 2017; CARUSO; OGURI; SILVEIRA,
2019b; CARUSO; OGURI; SILVEIRA, 2019a; CARUSO et al., 2019¢; CARUSO et al.,
2020; CARUSO et al., 2021; CARUSO et al., 2022)e o tltimo j4 foi submetido (CARUSO
et al., 2022).

Como ja antecipado, o objetivo desse conjunto de trabalhos é langar luz sobre as
questoes levantadas no inicio desta Introducao, a partir de uma série de diferentes modelos
bidimensionais que descrevem as interagoes atomicas e moleculares.

No Capitulo 1, descrevemos a equacao de Schrodinger para a interacao entre um
atomo, formado por duas particulas, em uma regiao planar, e definimos esta equacao
para diferentes tipos de potencial de interacao: o usual potencial coulombiano 1/r, o ja
apresentado nesta introducao, o potencial do tipo Inr, e o potencial deduzido a partir da
teoria de Maxwell-Chern-Simons, além de dois potenciais compostos dos dois primeiros
(1/r e In(r)) acrescidos de um potencial externo harmoénico simples de frequéncia 2 capaz
de descrever um modelo de quantum dot.

No Capitulo 2, obtemos as solugoes numéricas para todos os sistemas atomicos
descritos no Capitulo 1 usando o método Numerov (NUMEROV, 1924; NUMEROV,
1927; BLATT, 1967; ALLISON, 1970; LEROY; WALLACE, 1985).

No Capitulo 3, assim como fizemos para os atomos, desenvolvemos a equacgao geral
para as moléculas formada por alguns dos dtomos descritos no Capitulo 1 e estudamos
novamente diferentes tipos de potenciais de interacao.

No Capitulo 4, calculamos as solugoes numéricas das respectivas equacoes de
Schrodinger que descrevem diferentes moléculas eletronicas e muonicas.

Ao final, discutiremos todos os resultados obtidos, focando principalmente em
uma possivel aplicacao destes resultados, que é a fusao catalisada por muons em duas

dimensoes.
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1 A EQUACAO DE SCHRODINGER EM DUAS DIMENSOES PARA UM
ATOMO

Neste capitulo, serd apresentada em detalhes a equagao de Schrodinger em duas
dimensoes, para um atomo, com um potencial qualquer e, em seguida, consideraremos
diferentes potenciais a saber: o potencial coulombiano 1/7, o potencial logaritmico Inr, o
potencial de Chern—Simons e o potencial para um quantum dot.

A equacao de Schrodinger, que descreve um atomo semelhante ao de hidrogénio,

o i o V3 + V(7 7) | O(7, ) = ErY(F, ) (7)
1 2

Inicialmente, devemos escrever a equacao (7) em termos das coordenadas do centro
de massa (R = %) e relativa (7" = 7 — 73), entre as particulas 1 e 2 de massas
iguais a m; e meo, que compoem o atomo. Para isso é preciso, primeiro, expressar os
operadores laplacianos ﬁ% e ﬁg em funcao das novas coordenadas.

Sabendo que as componentes de 7; (i = 1,2) podem ser expressas nas coordenadas
x; e y;, as componentes de 7, nas coordenadas x e y, e as de ﬁ, nas coordenadas X e Y,

temos, em duas dimensoes, que:

0? 0? 0? 0?
2 . 2 _
Vi = —ax% + —ay% I Vs —ax% + o (8)

Logo, é preciso determinar as segundas derivadas em funcao das novas variaveis

21, Y1, T2 € Y2, OU S€ja,

0 dr 9 9X 9 9 m D

Oz, 00z 02, 0X  0r my+mydX

0? 0? m3 o? my 0?

2
022~ 022 T a2 0X2 T Ty + ma 020X

(0 o oo o0, _ m 9
Oyr Oy 0y Oy 0Y Oy  mq+medY

0? 0? m? 0? my 0?

2
07 "0 T A ma)? 0V Cmn % my g0y
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0 _929 0X0 0  m 0O
Ors  Oxe0xr 050X  Ox  mq—+me0X

0? 0? m3 0? me 0?

2
072~ 02 T a2 0X2  “mny + my 020X

(0 _yo oo 9 _m 0
Oy Oy Oy O 0Y Oy  mq+mudY

0? 0? m3 0? my 0?

-2
37 T 02 T 1 )2 0Y2  Cimy + ma 990Y

Portanto, levando esses resultados na equagao (8) e dividindo os operadores V? e

V2 por m; e my, respectivamente, obtemos

Vi 1, my ) 2 o? Rz

mr T e VR 4 \ 920X T g0y )
Vo1, Mo , 9 & 9?

Vo_ o, ma .
my Mo Vit (my + mQ)QVR my + moy \ 020X * oydY (10)

Substituindo V% e V2 pelos seus novos valores nas coordenadas escolhidas, dados

pelas equagoes (9) e (10), na equagao (7), obtemos

U = FErU (11)

—hQ 1 1 2 my + Mo 2
U s v T g2y
5 [<m1+m2>vr+(ml+m2)2vR+ (1)

mimes
e a massa total M =

Para simplificar, definimos a massa reduzida u =

my + mg. Assim, a equagao (11) se torna

R _, R?
——Vi——Viz|V+V(r)V=Erv¥ 12
[zszR}HT) r (12)
Se a energia potencial é uma fungao do tipo V' = V(r), podemos separar as varidveis
fazendo U(7,7) = U(R,7) = x(R)¢(F) e a equacdo (12) pode ser desmembrada nas

seguintes equacoes:
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V() = Ecux(R) (13)
5V V)| () = BU( (14)

sendo Er = FEcy + E a energia total do sistema.

A equagao (13) mostra que o centro de massa do sistema tem o comportamento de
uma particula livre com massa igual a massa total do sistema, M = m; + may, e energia
Econ.

Ja a equacdo (14) descreve o movimento relativo das particulas, a partir do com-

mima2
mi+msa’

com simetria radial. Toda a dinamica esta contida nessa equagao.

portamento de uma particula de massa reduzida pu = e energia F/; em um campo
No caso do dtomo de hidrogénio, uma vez que a massa do proton ¢ muito maior que
a massa do elétron, a massa reduzida é praticamente a massa do elétron, ou seja, p >~ m..
Note que essa aproximagao deixa de ser valida no atomo muonico, como veremos mais
adiante.
Portanto, agora é preciso reescrever a equagao (14), explicitando as dependéncias
nas coordenadas polares r e . Para o caso bidimensional, o operador laplaciano em duas

dimensoes, em termos dessas coordenadas, é escrito como

2 10 102

2 [ — —_—— —_—
Vi= or? + ror * r2 002 (15)
Assim, a equagao (14) se torna
R (0% 10 167
o (g e+ g V0| 00 = Bt (16

que pode ser reagrupada da forma

292 K210 1 h* 9?
(ot ara HIE=VON}0(r0) = - 5 00.6) a7)

Admitindo que a solucio seja da forma (r,0) = R(r)e*™® da equagao (17),

obtém-se
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h? d? h?1d 0? h?
{ﬂ@‘f—ﬂ;E—F[E—V(T)]—ﬁﬂ}R(T‘)—O (18)
_a_ZeztiZG — 426:@[6 (19)

062

Em que o inteiro ¢ é o nimero quantico associado ao momento angular de um sistema

bidimensional. O termo proporcional a derivada primeira na equagao (18) pode ser elimi-
~ _1 . .

nado fazendo-se a transformacgao R(r) = r~2u(r). Feitas as derivadas de R(r) para serem

substituidas na equacao (18), obtemos

d 1 1 d

—df = ——r’%u(r) + rii—d:f (20)
d2R 3 _5 1 7§du 7;d2u 1 7;du

[ A U R T R U 21

Multiplicando-se agora a primeira equac¢ao por 1/r e somando com a segunda,

resulta em

AR 1dR 1 _, 1 1 d%u
TR O %)

Substituindo a equacao (22) em (18), lembrando que R(r) = r~2u(r), obtém-se

B2 [1 . , d? ; R
2 = S| E—V(r)]rru(r) — 5 ——r 2u(r) = 0 (23)
.

— [=r~%r72u(r) + 2

Eliminando o fator 7’_%, que aparece em todos os termos da equagao e multiplicando tudo

2
por h_gb’ podemos reescrever a equacao (23) sem o termo da derivada de primeira ordem,

obtendo a equagao de Schrodinger, para um potencial qualquer, em duas dimensoes:

E—-V(r)— L Gl }l)]u(r) =0 (24)

Em sequéncia, vamos substituir na equagao (24) os potenciais de interagao do tipo
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1/r, In(r), o potencial de Chern-Simons e por fim uma combinagao dos potenciais 1/r e
In(r) com um potencial externo harmonico simples para descrever um modelo de quantum
dot. Para todos os casos, mostraremos as operagoes necessarias para escrevé-las em suas
formas adimensionais. Este passo é de suma importancia para o desenvolvimento dos

calculos numéricos que serao realizados futuramente.

1.1 Potencial do tipo 1/r

Introduzindo o usual potencial coulombiano V' (r) = —é na equacao (24), obtemos:
d*u(r)  2u et R (F-1)

Ll _ - 4 =0 25

dr? * h? * ro 2u  r? ulr) (25)

2

e fazendo a transformacao r = ppy com py = WL resulta
e

d*u(p) E I i)] u(p) =0 (26)

dp? *

) p p

Obtemos, assim, a equagao de Schrédinger em duas dimensoes para duas particulas

interagindo por meio do potencial coulombiano:

ek s—v;ff@)]u(p) ~0 27)
et
Com:%evw(p)___ﬂ L

1.2 Potencial do tipo In(r)

Como ja foi mostrado na Introducao, em duas dimensoes, temos que o potencial
2

. ~ .y .. . € .
coulombiano nao mais é dado pelo tradicional termo coulombiano ——, mas sim por um
r

potencial logaritmico do tipo

V(r)="Voln <%>
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sendo L um fator de escala, visto que o logaritmo sé é definido para quantidades adimen-
sionais e Vy é um fator que da a devida dimensao de energia potencial. Assim, partindo

da equagao (24), obtemos:

d*u(r)  2u T n? (2 = 7)
“ae tae|Ev(g) -5 | =0 (28)
h2
e fazendo agora r = pp;, com p? = —— e L = p;, obtemos
2Vopu
Cu(p) [E G
| -4 = 2
1 T (p) 7 u(p) =0 (29)

Portanto, a equagao de Schrodinger, em duas dimensoes, que descreve duas particulas

interagindo com o potencial logaritmico é dada por:

d2
D4 |5 = Vagsto) () =0 )
E -3
com, 3 = Vo e Vers(p) =In(p) + (p—z4>

1.3 Potencial do tipo Chern-Simons

A Eletrodinamica de Maxwell-Chern-Simons em (142) dimensées pode ser ob-
tida introduzindo o termo de Chern-Simons, que é de natureza topoldgica, na lagrangi-
ana que descreve a teoria usual de Maxwell na mesma dimensao (MOURA-MELO; HE-
LAYEL-NETO, 2001). Em particular, podemos obter a seguinte relagao entre os campos

magnético e elétrico de uma carga pontual e (no sistema de unidades gaussianas):

h
E=-V¢=—VB ; B:—%”;;

m~C

ce
- Ko(mycr/h) (31)
sendo Kj a fungao de Bessel modificada do segundo tipo e m, a massa topoldgica efetiva
do foton; V) é um fator que ajusta a dimensao da energia em 2D para o potencial elétrico.
Da equacao (31) é simples obter a expressao para o potencial elétrico de uma carga pontual

(e) dada por
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eV M~ C )
olr) = Sk (S (32)
Introduzindo o potencial dado pela equagao (32) com V (r) = —e¢(r) na equagao (24),
obtemos:
d*u(r)  2u eV myc B2 (02— 1)
P+ 2K, (_V ) - 4 =
57 + = + 5 Ko (-7 T u(r) =0 (33)

pps o I

fazendo, m, = Ame, = (me, r = e Py = ——5—
V< mee2Vy

u(p) = 0 (34)

*u(p) | | 22me 1 (dmecpps) (-7
‘B K, [ 2Recrs) T )
a2 Tt °< hoC

Enfim, usando as unidades atomicas, nas quais h=m. =e=Vy=1lec=a ! ~
137,0356, com « representando a constante de estrutura fina, podemos escrever a equacao
de Schrodinger para um atomo formado por duas particulas governadas pela interacao de

Chern—Simons:

d*u(p)
dp?

+

n— Veff(ﬁ)] u(p) =0 (35)

™ /¢

1 -3
comn:2EeVeff:——Ko()\p)—( 1)

1.4 Quantum Dot

Recentes avancos na fabricacao de semicondutores permitiram a criagao de estru-
turas que possuem um comportamento similar a atomos e, ao mesmo tempo, similar a um
semicondutor. Essas estruturas sao criadas depositando-se uma camada atomica de cada
vez, cada qual com diferentes tipos de semicondutores, que permitem a criacao de um
pocgo capaz de confinar estes elétrons. Chamamos estas estruturas de quantum dots (CA-
RUSO; OGURI; SILVEIRA, 2019b; LIU et al., 2021). Sao consideradas dtomos artificiais,
por se tratar de elétrons confinados espacialmente, que apresentam um comportamento
semelhante ao de um atomo. Um bom modelo para este caso é obtido impondo uma

frequéncia harmonica externa que faz o papel de manter os elétrons confinados de forma
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semelhante ao que ocorre em um atomo devido a forca do nticleo sobre os elétrons.

A capacidade de criar pogos de potencial de diferentes tamanhos, alterando os
materiais utilizados na construcao destes semicondutores, pode ser entendida teorica-
mente como a possibilidade de ter atomos artificiais confinados com diferentes frequéncias
harmonicas. Estas frequéncias geram quantum dots de diferentes tamanhos que possuem
caracteristicas préprias. Uma das principais aplicagoes para quantum dot hoje em dia é
a criacao de dispositivos emissores de luz, cuja a frequéncia é dependente do tamanho do
quantum dot (WOGGON, 1958).

Nesta secao, iremos, a partir da equagdo (24), construir dois modelos para um
quantum dot, o primeiro utilizando o usual potencial coulombiano 1/r e o segundo com o
potencial do tipo In(r). Em ambos os casos também consideramos um potencial externo
harmonico simples com frequéncia €2 que é responsavel pelo confinamento destas duas
particulas.

Introduzindo o potencial

2

Vir)= gQ2T + e? (36)

na equagao (24), obtemos:

d*u(r)

dr?

2/ 1 22 21 e (P— l)
ﬁE_ﬁQT —§7——24 U(T):O (37)

Considerando as unidade atomicas h = e = my = my = Vp = 1, com pu = %,

Q) = 2w, e fazendo 7 = ppy com p3 = %, temos
d2u(p) 2 9 1 (l2 B %)
1,2 + E—wp—;—T u(p) =0 (38)
Ja, para o potencial
r
V(r) = gmr +VIn <Z> (39)

temos que a equagao (24), utilizando as mesmas unidades atomicas da equacao (38), com

L = p? pode ser escrita como

d*u(p)
dp?

+

p;)] u(p) = 0 (40)
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Assim, temos a equagao (38) que descreve um modelo de quantum dot em duas
dimensoes, considerando que a interacao coulombiana nao se altera quando mudamos de
3D para 2D e a equacao (40) que considera, como dito na Introdugao, o potencial do tipo

In(r) para descrever este mesmo modelo.
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2 SOLUCOES NUMERICAS PARA OS SISTEMAS ATOMICOS

Neste capitulo, para evitar uma repeticao desnecessaria, condensamos todas as
solucoes numéricas obtidas nos diferentes artigos em um s6 lugar. Inicialmente, va-
mos apresentar as solucoes numéricas para as trés equacoes que foram desenvolvidas
nas Secgoes 1.1, 1.2 e 1.3 e, em seguida, apresentaremos os resultados para as equacoes
referentes ao modelo de quantum dot apresentadas na Secao 1.4. Para isso, iremos utilizar
uma versao do método numérico de Numerov desenvolvida na linguagem de programacao
C' + + utilizando o pacote CERN/ROOT (CARUSO; OGURI, 2014; CARUSO; OGURI;
SILVEIRA, 2022).

Todos os resultados deste capitulo serao devidamente discutidos no ultimo capitulo
desta tese.

Para cada uma das trés equagoes (27), (30) e (35), iremos utilizar seis diferentes
atomos com um ntcleo formado por préton (p), déuteron (d que consiste de um préton e
um néutron) ou triton (¢ que consiste de um préton e dois néutrons). Utilizaremos tanto
elétrons (e) como muons (u) orbitando esses nucleos, formando assim os atomos: pe, de,
te, pu, dp e t. As massas de cada elemento que formam esses dtomos estao dispostas na
tabela 1.

Tabela 1 - Tabela de massas em unidades da massa do elétron

Particle ~ Mass (m,)
e 1

I 206,7682830
P 1836,15267343
d

t

3670,48296788
5496,92153573

Legenda: Déuteron e Triton sao respectivamente os nicleos do Deutério e do Tritio

Fonte: CARUSO et al., 2021, p.2.

Para os potenciais 1/r e In(r), j4 possuimos todos os requisitos necesséarios para
encontrar as solucoes numéricas; no entanto, para o potencial de Chern-Simons ainda
precisamos conhecer os valores de v e (. Como nao existe um valor definido para a massa
topolégica do féton m.,, precisamos considerar um certo intervalo de valores plausiveis. Na
tabela 2, temos os valores de m, que sao esperados em diferentes sistemas. No decorrer
desta tese, utilizaremos m, = 1 eV, 10 eV e 100 eV com intuito de tentar abranger
diferentes ordens de grandezas de um parametro para o qual nao ha consenso na literatura.

Ja a constante ¢ é bem definida para cada atomo, sendo proporcional a sua massa

reduzida, como mostra a tabela 3.
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Tabela 2 - Valores de m. para diferentes sistemas

Supercondutor m. (eV)
Convencional tipo I (A1, In, Sn, Pb, Nb) 0,1-1
Convencional tipo I (Pb—In, Nb-Ti,1 Nb-N, Pb—Bi) 2-10
Alta temperatura tipo 11 10 - 20

Fonte: CARUSO et al., 2021, p.1.

Tabela 3 - Valores do parametro ¢ para diferentes atomos

Atomos ¢ V<
pe 0,99946  0,999730

de 0,99973 0,999865

te 0,99982 0,999910

pu 185,84083 13,632345

du 195,74163 13,990769

tu 199,27259 14,116394
Fonte: CARUSO et al., 2021, p.3.

Possuimos agora, todos os dados necessarios para solucionar numericamente as
equagoes (27), (30) e (35). Em todos os cdlculos dispostos neste capitulo, utilizaremos o
numero quantico £ = 0, com objetivo de comparar somente as fungoes de onda do estado
fundamental; no entanto, é importante deixar claro que o método utilizado é capaz de
encontrar solucoes para diferentes valores de £.

Como foi dito no inicio deste capitulo, na tabela 4 temos todos os resultados
numéricos para os autovalores de energia (em rydberg) dos artigos (CARUSO et al.,
2020; CARUSO et al., 2021; CARUSO et al., 2022; CARUSO et al., 2022) condensados
em um s6 lugar. Para o potencial de Chern—Simons, apresentamos trés diferentes valores
correspondentes as escolhas de A = 0,2 x 107, A = 0,2 x 107* e A = 0,2 x 1073
respectivamente.

Podemos observar que as moléculas eletronicas possuem todas as mesmas energias
para cada tipo de potencial, isso se deve ao fato de a massa reduzida de todas elas ser

praticamente igual a massa do elétron.
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Tabela 4 - Energias dos estados fundamentais (¢ = 0) para os seis dtomos
com diferentes potenciais. Sendo ¢ as energias correspondentes ao
potencial do tipo 1/r, 3, correspondentes ao potencial logaritmico
e, por ultimo, 1 as energias para o potencial de Chern—Simons
para A=0,2x 1079, A =0,2x107% e A=0,2x 1073

respectivamente
Atomos € 15} Ui
pe -2.1 0,7103 -2,2417 -1,5083 -0,775
de -2,1 0,7103 -2,2417 -1,5083 -0,775
te -2.1 0,7103 -2,2417 -1,5083 -0,775

jJ0 -401,88 154,56 -3,0667 -2,3333 -1,6

du -411,47 162,80 -3,0750 -2,3417 -1,6083

tu -410,28 151,82 -3,0833 -2.35 -1,6167
Fonte: O autor, 2022.

Nos graficos a seguir, apresentamos fungoes de onda referentes a alguns dos valores

de energia da tabela 4.

Figura 1 - Funcao de onda do estado fundamental para pu, linha continua, e
para o pe linha tracejada, para o potencial coulombiano 1/r, em

unidades arbitrarias.

u(p)
8 .

6

4 — PH
pe

2

% 1' 2 3 2"

Fonte: CARUSO et al., 2021, p.5.
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Figura 2 - Funcao de onda do estado fundamental para pu, linha continua, e
para o pe linha tracejada, para o potencial do tipo logaritmico,em

unidades arbitrarias.

u(p)

8
6
| — P
4 pe
2.
% 1 2 3 2"

Fonte: O autor, 2022.

Figura 3 - Funcao de onda do estado fundamental para pu, linha continua, e
para o pe linha tracejada, para o potencial de Chern—Simons, em

unidades arbitrarias.

8 ,

o |

Jd — ph
( pe

2

0 2 4 6 8 10 12 14
Fonte: CARUSO et al., 2021, p.5.

Vamos agora, calcular para alguns atomos da tabela 4 os raios médios, em termos

do raio de Bohr, utilizando a férmula:
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B fTDR%ZO(T)dr

(r) = [rP=1RZ_ (r)dr

Sendo D a dimensao espacial, no nosso caso D = 2, e Ry(r) é a funcao de onda radial
referente a solugao das equagoes (27), (30) e (35). Os valores obtidos pela equagao acima,

estao dispostos na tabela 5.

Tabela 5 - Raio médio (em unidades do raio de Bohr ap) para alguns dos
atomos dispostos na tabela 4 além do atomo tridimensional dado
pela primeira coluna. A terceira coluna, referente ao potencial de

Chern-Simons foi calculada para A = 0,2 x 10~*

(r)/as
3D 1/r In(r) CS
pe 1,5 1,2 0,8331  2,58107
pu 0,00807 0,00797 0,0044 0,188879
tu 0,00753 0,00653 0,0042 0,184474
Fonte: O autor, 2022.

Atomos

Ja para os dois modelos de quantum dot, precisamos primeiro definir o valor da
frequéncia externa Q0 (2 = 2w), para prosseguirmos com a solu¢do numérica. Podemos
usar valores no intervalo 0,01 Ha < 2 < 0,1 Ha (CARUSO; OGURI; SILVEIRA, 2019b).
Apresentamos somente os autovalores de energia para w = 0,01 Ha e £ = 0. Para o caso
1/r, comparamos também com os resultados analiticos obtidos em (CARUSO; OGURI;
SILVEIRA, 2019b) como podemos ver na tabela 6

Tabela 6 - comparacao entre as energias numéricas e analiticas para [ = 0,

w = 0,01 Ha e diferentes valores de n

n E (Ha)

(1/r) analitico (1/r) numérico In(r)
4 0,1 0,1053 0,7107
6 0,14 0,1404 1,725
8 0,18 0,1767 -
10 0,2 0,2136 ]
12 0,26 0,2511 ;

Fonte: CARUSO; OGURI; SILVEIRA, 2019b, p.6.

Observa-se que para o caso do potencial logaritmico sé fomos capazes de obter
solucoes para os valores do nimero quantico n = 4 e n = 6. Nas figuras 4 e 5, temos

diferentes fungoes de onda encontradas para cada um dos casos.



Figura 4 - Funcoes de onda radiais u,, em unidades arbitrarias, para o

potencial 1/r referentes aos autovalores de energia da tabela 6.

Fonte: CARUSO; OGURI; SILVEIRA, 2019b, p.5.

Figura 5 - Funcoes de onda radiais u,, em unidades arbitrarias, para o

potencial In(p) referentes aos autovalores de energia da tabela 6.

9 p10

710||||i||||i||||i||||i||||i||||i||||i||||

o'~ -,

1 2

Fonte: CARUSO; OGURI; SILVEIRA, 2019b, p.6.
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3 MODELO PARA UMA MOLECULA EM DUAS DIMENSOES

Neste capitulo, seguimos os passos do primeiro e apresentamos o formalismo geral
de uma aproximacao adiabatica (PARK, 2005; CARUSO et al., 2020) para descrever
a equacao de Schrodinger para uma molécula bidimensional considerando um potencial
qualquer. Em seguida, definiremos essa equagao para o potencial do tipo In(r) e, a partir
de uma aproximacao adiabatica, vamos expor todos os cédlculos analiticos necessarios para
a obtencao de uma equacgao de Schrodinger capaz de descrever a interagao entre os nicleos
de uma molécula governada pelo potencial do tipo In(r).

Na Segao 3.4, assim como foi feito em (CARUSO et al.,, 2020), demonstramos
que somos capazes de obter solugoes numeéricas equivalentes a analitica, portanto, nao
necessitamos desenvolver os calculos analiticos novamente para outros potenciais. Na
ultima secao deste capitulo, iremos apresentar o potencial que descreve efetivamente o
comportamento dos nicleos de uma molécula, obtido numericamente, para a interacao de

Chern-Simons.

3.1 Aproximacao adiabatica em 2D

A equacao de Schrodinger para uma molécula composta por trés particulas é:

h? h? h?
2 2 2 - o o - o o - o o
———Vi — — V5 — — V35 + V (i3, 723, T12) | V(T13, Tas, T12) = EpV(713, T3, T12)
2my 2meo 2ms

(41)

Sejam 1 e 2 os indices dos dois nicleos carregados positivamente e 3 denota a
particula negativa que os orbitam; 73 = 73 — 7, Thg = T3 — I € T19 = Ty — 1. Vamos

reescrever essa equacao em relacao ao centro de massa das particulas assim. Aemos que

Vi1, my ) 2 62 o2

IR I VA N v 2 42
my My Vit (mq + mz)ZvR * mq -+ my \ 0x0X + oydY (42)
\%: 1, mo 5 2 0? 0?

I V4 L S v 4
mg Mo Vit (mq + mQ)QVR my +ms \ 0x0X * 0ydY (43)

Substituindo V% e V2 pelos seus novos valores nas coordenadas escolhidas e sepa-
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rando o potencial V (73,73, 712) em 3 partes, temos:

—h2 1 1 2 my + Mo 2
{7 Ka " %) Vet G+ ma)? +m2>2vé] -

h2
—%V%S + V(713) + V (ia3) + V(Fm)} V= Er¥ (44)
3
. . . mim
Para simplificar, define-se a massa reduzida p = e a massa total M =
my + mo. Assim, a equagao (44) se torna
h2v2 i Vil ¥ i Vi + V(7i3) + V(iag) + V(F2)¥ = Ep¥ (45)
R R — _— - T T T _=
SEITAL. g T 13 23 12 T

O método escolhido pressupoe que a parte eletronica dessa equacao faca parte da
energia potencial entre os d4tomos no nicleo. Fazendo a mudanca U (7, 7) = U(R,7) =

X(E)lﬂ(?), podemos separar a equacao anterior em duas:

K2 . -
—537 VaX(R) = Ecux(R) (46)
h2v2 —h2 V2 + V(7 V(7 V(7 =F 47
_ﬂ — 2m3 =3 + (7‘13) + (7’23) + (T12) w(r> = 1/1(7‘) ( )

com Ep = FEop + E sendo a energia total do sistema.

A equagao (46) mostra que o centro de massa do sistema tem o comportamento de
uma particula livre com massa igual a massa total do sistema, M = my + mao, e energia
Ecn.

Ja a equacdo (47) descreve o movimento relativo das particulas, a partir do com-

mima2

portamento de uma particula de massa reduzida pu = .,

e energia F/;, em um campo
com simetria radial. Toda a dinamica esta contida nessa equagao.

Neste modelo, considera-se que o elétron, ou o muon, segue adiabaticamente o
movimento dos dois nucleos; isso significa, que, na pratica, podemos considerar que os
ntcleos estao fixos e, assim, desconsiderar suas contribuigoes cinéticas na equagao (47).

O que sobra, pode ser escrito como:

h2
———VZ + V(fs) + V(ias) | ¥ = BV (48)

2m3

Desse modo, o modelo, presume que a equacao (48) faz parte do potencial de
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interagao entre os dois nicleos de nossa molécula. Logo, a equagao (47) pode ser reescrita

(=572 VGia) 4 We | wlr) = B() (49)

definindo W, como o valor esperado da energia da equacao (48). Portanto, antes de
resolvermos a equacao (49), precisamos encontrar o valor de W4, e, para isso, mais uma
aproximacao deve ser feita. Devemos supor que a funcao de onda da molécula é composta
da soma das fungoes de onda de dois atomos (cada dtomo é formado pelo elétron, ou

muon, e um dos dois nicleos), assim

Vs = Ny (Y13 % 1ho3) (50)

Portanto, podemos agora encontrar o valor esperado da energia W, que pode ser

calculado por

D+eE

—F
We=Fo+ 77X

(51)

com FEj representando o valor da energia do estado fundamental do atomo que forma cada
molécula. Os valores de Ey podem ser encontrados na tabela 4 e os fatores ® and € sao,

respectivamente, conhecidos como direct and exchange integrals, e definidos por:

D = / (V(7“23)¢%3 + V(T13)¢§3)d2DV (52)
¢ = / (V(T‘13)¢13¢23 + V(T23)?/1131/123)d2DV (53)
O fator de normalizacao A, conhecido como overlap integral é definido por:

N -2
1+A= % = / <y¢13|2 + [ahes)?® £ 2w13¢23> a*Pv (54)

Devemos agora, resolver a equagao (49) e calcular os valores de W, para cada um
dos trés potenciais, que estamos estudando nesta tese, para que enfim possamos resol-
ver, numericamente, as equagoes de Schrodinger que descrevem as diferentes moléculas.
Por simplicidade, iremos expor aqui somente os calculos para o potencial In(r) e para o

potencial de Chern-Simons.
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3.2 Equagao para o potencial In(r)

Partimos da equagao (47), com

S S o 713 723 712
V(Tlg,’f’ggﬂ“lg):%ln—+%ln——%ln— (55)
To To To
O fator V; da a devida dimensao para a energia potencial, como ja foi mostrado
na Introdugao. Devemos, entao, realizar as devidas transformacoes com intuito de obter
uma equacao adimensional, que serd necessaria futuramente para o calculo numérico.

Reescrevendo a equagao (47), temos:

A S At S e BV W W(r) = Ev(r) (56)
2/JJ " 2me s To To To
1 2
Multiplicando toda a equacao (56) por Vo e fazendo pg = m, obtemos
m3 o2 272 13 723 12 E
——poV: —peVz +In— +In— —In— = — 57
RV AV 2 ) = ) (57)
Fazendo as transformagoes pi3 = @, P23 = Tﬁ, P12 = 2 ero=pPo
Po Po Po
ms 2 9 FE
_7vp — Vo, +Inpiz+1npoz —Inpia| P(p) = 7¢(ﬂ) (58)
0
podemos reescrever essa equacgao como
B vo L P12 + Ay I v +1Inpis+Inpes| p(p) = nE »(p) (59)
Pomg mg i ~ < m3 Vo
W4 )
ou
1
{924 £ g+ W bot) = o) (60)

Antes de seguirmos para o célculo do W, vamos explicitar o operador Vz com o
objetivo de reescrever essa equacao sem a dependéncia da derivada de primeira ordem.

Isso é importante para facilitar o método numérico que vai ser usado futuramente. Assim:
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2 19 10
2 [ — [ — S
V=7t 8T o (61)

donde
{ 9? 10 1 02 1

_a_pz)—;a—p—?erE[—lanrWi]}w(p) = e1(p) (62)

Sabendo que o nimero quantico momento angular de um sistema bidimensional é

2
—% = (? (sendo £ um inteiro)
2?2 10 2 qu
B N R ol S | —
{ o7 oo P T np+Wi]}w(p) ) )

Admitindo que a solucdo seja da forma (p,0) = R(p)e™™ obtemos a seguinte

equacao radial:

{__————e——+—[—lnp+WiJ}R(p)=0 (64)

O termo proporcional a derivada primeira na equacao anterior pode ser eliminado
fazendo-se a transformacdo R(p) = p~2u(p). Feitas as derivadas de R(p) para serem

substituidas, chegamos a equacao

d? 1 (—3) _
(e L mmprwa - i —o (65)

Antes de resolver essa equagao, precisamos calcular o valor de W, (Segao 3.3).

3.3 Calculo de W, para o potencial In(r)

Inicialmente, vamos calcular o fator de normalizacao N, dado por:

Ny 2 =2 / [+ 2 dA =2 / (al? + [4l? + 2001s) dA (66)

Essa integral, conhecida como two-center integral, envolve a integragao de duas

variaveis referentes a dois pontos fixos a e b. Na pratica, esses sao os pontos ocupados
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pelos prétons, uma vez que se supoe que eles estao em repouso na molécula. Nesse caso,
o elétron teria orbitas elipticas e os dois préotons estariam nos focos da elipse. Assim,
naturalmente, a integral é mais simples no chamado prolate spheroidal coordinates, dado

por:

pa+pb:€ . pa_pb:
R/ag - R/

com 1 < ¢ <ooe—1<n<+1. Fazendo p = R/aj, sendo af o raio de Bohr dado por
ag =~ 5. Neste sistema de coordenadas o elemento de volume em duas dimensées(d*”V)
pode ser escrito como

(& —n?) dédn
V(@ -11—-7n?)

Fazendo a = 13 e b = 23, as duas primeiras integrais de (66) sao imediatas e

(67)

2
2Dy, _ P
d V—4

iguais a 1/2 cada. Logo precisamos agora, conhecer as fungdes de onda 13 e o3 para que
possamos substitui-las no termo cruzado. A partir dos resultados do Capitulo 2, utilizamos
o software Mathematica para realizar um ajuste das fungoes de onda com o objetivo de
encontrar uma expressao analitica para as mesmas; com isso, temos as seguintes funcoes

normalizadas:

P13(p) = \/g\/%e_p“’ o as(p) = \/g\/@e"’%

Assim, substituindo em fungoes de onda em (66), obtém-se

- 1 1 8 _
|N:|:| 2:2(§+§) j:;/ /pr13v/Pase (p13+r23) 1 A

temos

8 [ ! R
va =22 [Cae [ an(Bieen)

R [ ! 1 1
—225 [ dg [ ang+ me—ne e
1 -1

[N

B %e—(ﬁR)R_2 (& —n")
(2“ ”)) fJ@ - nu_m

(& —n?)
V(e =11 —n?)

ou seja,
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R3 )2e tR

AR 2—2i—/ / e (63)
/1_ /
Jo
ou ainda,
R3
Ni?2=21+4) ; A=—]
Ni?=20£8) 5 A=,

Para resolver a integral Jy na variavel £, vamos utilizar a aproximacao® até O(n")

a seguir:
2 22 3n* 17’
— )i ~ — L 69
(& —n?) =& - §n+8€+16§3 (69)
Assim, temos:
/1 d77 oo 536_£R 377 oo 56 R
1 /1_772 1 /52_1 2 /52
! i P
1q 3pt [ —¢R 6 oo —¢R
/ S/ 0/ B Y / B
/1 -n2 | 8 1 &J/e2—1 16 )1 &/ -1
L J3 ;4r

Conhecendo o valor de j = / d¢ , podemos calcular as duas integrais j; e Jja,

1 VE—1

d
——J e jo = ———7. Portanto,
dR3 “dR

d3
pois j; = —

j = Ko(R)

! Verificamos a acurdcia dessa aproximacao resolvendo numericamente no software Mathematica a in-
tegral dupla com e sem a aproximagédo (fixando R = 1). Os valores encontrados foram 5,74427 (sem
aproximagao) e 5,57732 (com a aproximagéo), que corresponde a um erro de ~ 2,9%.
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, d3 1

1= —d—Rg,KO(R) = 1[3K1(R) + K3(R)]
e

) d

Jp=—qplo= Ki(R)

em que K, (x) é a funcdo de Bessel modificada de segunda espécie. Logo,

™ w/2
1 L dy 3 Lop?dy
Jo = -BK1(R)+ K3(R / — =K R/ —+
o = e i) [ oA S [
3m/8 57/16

—_——N— ——N—

oo

3

0o e—{R 1 7]4d77 1 e—gR 1 7’]6d77
z - d el ST - d el S
8/1 /€2 —1 g/_l \/1—n2+16/1 £3,/€2 — 1 5/_1 V1—n?

ou
 (Ks(R) 1[5
Joﬂ'{ 1 +64|:9j3+4]4:|}

Para resolvermos as duas integrais jz e j4 usaremos a expansao em série de Laurent,

em torno de £ = oo, dada pela equagao (70) conforme o Mathematica.

1 1 1 3 5)
a1 e Tae T iee T OO o

Assim, colocando fatores constantes em evidéncia, temos:

T T ©ehqe 9 [ el 27 [ e ¢ 45 [ e FEdE
Jo = “KyR)+ Lo 547 il =
o= ghal ”64{/1 & +2/1 Z +8/1 & +16/1 &

5/°° e Redg 5/°° e Fede 15 /oo e Fede 25 /°° e Fede
+ - =+ =+ =+ ==
4, & 81 &° 2/, & 64/, &P

As integrais em & da equagao anterior podem ser escritas em termos das fungoes

Gamma incompletas, definidas como

F(s,x):/ et dt
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Desse modo, a funcao Jy se escreve como:

9R? 2TR A5R7
nggKg(R) + 614 ORT(~1, R) + —~T(=3, R) + =—T(=5,R) + ——T(~T.R) +
5R? 5 R 15R 25K’
+ D8, R) + 2 T(=5, R) + = T(=T.R) + ——T(=9. R)

ou, agrupando os termos semelhantes, temos

A = %{ZKg(R)+6—4 {9RF(—1,R)+ZR s m s 2RTs e ()
105 . 25 o
—R'T'(— “ROT(—
+ gy RT(=TR) + o BRI 9,R)H

A comparacao entre o nosso resultado analitico e os pontos obtidos fazendo as
integrais numericamente, sem aproximagao, ¢ mostrada na figura 6, indicando um étimo

resultado.

Figura 6 - Comparacao entre a fungao analitica e os pontos numéricos.

1+ A(R)

e __
®—9_ 9 o 5 o

R‘m

Legenda: Na linha continua, temos o plot da fungdo 1 + A em 2D calculada
analiticamente, equagao (71), comparado com os pontos obtidos da
integragao numérica feita no Mathematica da funcao 1+ A.

Fonte: O autor, 2022.
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O valor esperado da energia a ser calculado e substituido na equagao (65) é

Wi = |Ny| /(%3 + 13) (—V2 + In(p13) + hl(ﬂzs)) (13 £ 1/123)d2DV (72)
mas
v2¢13 - 1H(,013)¢13 = —FEyi13; V21/J23 - 111(023)1/123 = —Foa3 (73)

Assim, substituindo a equagao (73) na equagao (72), temos

We = —|Ngf /(¢13 £ 03) [(—Eo — In(p23) )13 = (— By — In(pu3))hes] 4>V
= —|Ng /(@/113 £ 123) [(— Eo) (Y13 & ¥23) + (— In(p23)t1s) & (— In(prg)aes)] 427V

o que pode ser escrito como

Wi =FEs— ‘NHQ/ [— 1H(P23)¢%3 - 1H(P13)¢§3 + (— In(p23) 113903 — 1H(P13)¢13¢23)} a*Pv

ou ainda,

Wy = E0+|Ni|2/(1D(st)¢fg+lﬂ(f)13)¢§3) d*PV +

J/

D

+ ’Ni|2/(ln(/?13)¢13¢23+1H(/)23>¢131P23) 4>’V (74)

-

¢
Ainda falta incluir o fator 2 nas definigdes de © e & na equagao (74) para levar em

conta a integracao em todo o espaco 2D causado pela escolha das coordenadas elipticas,

assim:
We = Bo+2{Naf? [ (in(ous) o, + In(pua)u) 2PV + (75)
N 5 J/
+ 2|Ni|2/(1n(,013)¢13¢23+1n(P23)¢13¢23)d2DV

[

-~

¢

1
Como 2|Ny|* = TEA temos

A
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D+eE
W, =FE, + ——
£=Lot A (76)

e com o0s seguintes termos:

@:/GMWM%+m@m@gf%f (77)

¢ = / (In(p13) 13023 + In(p23)th1zibes) A*PV (78)

Para o cdlculo analitico de & dado pela equagao (78), temos

¢ =Js+ Jy

com

J3 :/1H(P13)¢13¢23 dA ; 4 :/1H(P23)¢13¢23 dA

Vamos, assim, calcular inicialmente a soma J3, que nas mesmas coordenadas uti-

lizadas anteriormente, é

b= [ [ (R ) EvReT R 2V AE e
e e
4

que ¢é igual a

In(R/2) + (€ + n)] (€2 —1°)*/2 ™7

R3 1 d?] 00 df
Ja = — P — -
’ 47r/1\/1—n2/1 \/52—1[
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ou ainda

Jo
R? R\ [\ dy dE L, g .
- it . /2 _—R¢
J3 47T{111<2>/_ T 2/ 2_1(5 no)Y e +

/ﬁ/ﬁ n(E+ )& — ) e }

Analogamente,

= (B s [ 7w e

donde,

Js+Jy = f; {Qm( ) / \/1_7[/ dgln(§+n)(iiz2)§e—m+(79)

n(€ —n)(€2 —n?)ze
o [aghtem e ]}

As duas integrais podem ser expandidas em série de Taylor em torno de n = 0,
utilizando o Software Maple 17, obtendo

/°° In(§ £ n)(& —n)ie ™ o [T n©e e
1 21 L e

F g+ e’ Fgn’ + g’ £gn° + O0°) (80)

dé +

3In(fe Mg e
-1 sz—lldf

_ 1/°°
g2 = 2 /.
7

2 Verificamos numericamente que, usando essas expressdes na equacao (80), obtemos praticamente o
mesmo resultado da integral sem aproximagao (expansao em 7).
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1 3In(&)e 1% et
"3 [45@*5@](1’5

3R3 0
= 2 ‘
T ( 111 -3 )
e G;?;]" (z ng:) sao as fungoes de Meijer-G.

Assim, utilizando a expansao (80), a soma das duas integrais em £, da equacao (79),

resulta em

' n > In(§)e” g 2 4

Entao, podemos escrever

™

3 ool
Js+ Jy = R{21n<R>J0+2 n(¢

R€§3
4m 2 1 / /1_
I P (S s /°° *Rfs dé] L odny?

ChoVET Vel ﬁ
el L)

O célculo da funcao J, foi feito na Segao 3.1. Logo,

3 o0 —RE¢3
¢ = (J3+Jy) = f{?ln(R) Jo + 21 / m@)‘;—idij
1 _

E/WM_E/“ e feedg +9_7f/°°1n<£> e Redg /mﬂ
2 )i 21 21\/527_13215\/527 L et
——

K1(R)




ou ainda (substituindo Jy e colocando o fator 27 em evidéncia)

B3

2
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I Ki(R) Ks(R) . (R\ 1 23,
E(R) = —(2n) {— + In (—) {QRF( , R) +ZR I'(-3,R) +

4 4 4 2 64

32 105

8

2 00 ln _R£€d§ /oo ln R£€3d5
1

9 [T 3 R
*mlgﬁff“wfgﬁT—}

25 R
+ ZR°T(-5,R) 3—R7F( 7, R) + 681-29r(—9, R)] In (5)

(82)

Para resolvermos as trés primeiras integrais do lado direito da equagao (82) vamos

usar a seguinte expansao generalizada de Puiseux, em torno de ¢ = oo, de acordo com

Mathematica:

1 1 1 3 5
Je=1 & e e O

Dessa forma, temos:

> In(§)e _Rgﬁ 2,0 0 I 30

/OO M Go o BE3 r ( 2 %) Fi(—R) +
1

e ainda
[e%¢) 1 R¢
[refee = ol

3
+ gag;g (R

2,2 I 30
07 1’ 1 ) + §G273 <R
6,6 9 30
0’5’5 ) + 1_6G2’3 (R

4,4
+
o,3,3>
8,8
0,7,7

(83)

(84)

A quarta e tltima integral da equagado (82) pode ser resolvida analiticamente,

lembrando que:
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) 00 e—Rﬁ 0 e—Rf
2 e §2_1015—/1 = Kol

segue-se que

/OO s /KO - _gR [L-1(R)Ko(R) + Lo(R)K1(R)] + const.

5\/52

sendo K, (z) as fungoes modificadas de Bessel de segunda espécie e L,(z) as fungoes

modificadas de Struve, dadas por:

ol & (1/22)%
Ln(z) = (5) > T(k+3/2)T(k+n+3/2)

k=0

O valor da constante é determinado comparando-se o resultado da integral definida

(para R = 1) com o resultado encontrado para o mesmo valor de R. Assim,

0,328286 = —1,2425098 + const. = const. = 1,5707958

Com isso,

/°° 56_—35 d = 1,5707958 — < R[L_y(R)Ko(R) + Lo(R)K1(R)]

Ve

Finalmente, podemos escrever a expressao da equagao (82) em termos de fungoes

conhecidas de R como se segue:



46

E(R) ~ R_s{_Kl(m NECICINN (5) T {QRF( LR)+ 2R3, R) +

105 25 R\ 3
+ —R'T(-7,R)+ @R9F(—9, R)} In (5) -=

32
+ %Gggg (R 02121 ) + 20333 (R oi)j:& ) + %Gi:g (R
. R}; 3,k _ (% n LR) Ei(—R) + gGggg (R
sl ) oo (o] ) s (s

3 a0 6,6 5 a0 8,8
+ 2630 R + 2GR
8 2’3< 055) 16 >3 0,7,7

+ 136 [1 5708 — —R(L 1(R) + Ko(R) + Lo(R) + Kl(fi’))}

que, agrupando os termos semelhantes, pode ser simplificado como
R3 ', R) 3.0 2,2 3.0
E(R) = ——<768 ——~+144G55 | R ’ 104G5 | R
(7) 2048 { R 23 0,1,1 - 23

6,6 8.8
’ +45GY (R
0,5,5 ’ 0,7,7

Para o célculo analitico de ©, Vimos que ® = (J; + J3), com

4,4
_l’_
0,3,3

+ 186Gy (R

J1 :/1Hp23‘¢13|2d2DV ; J2:/1HP13W23’2(12DV

E possivel verificar numericamente que j; = js, assim precisamos somente calcular Js.

). = ln—/w v [ [ - pemenETIED
—-1J1

INCENE:
_1/2
ot 1 R R3 Cefdy (& —n)(&* —n?)
1 “REAS /9
J2 ﬂ . H(f + 71)6 52 1 5

Como no caso anterior, vamos expandir em série a segunda integral em torno
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de n usando o software Maple 17. Devido a lenta convergéncia dessa expansao, para
que tenhamos uma boa aproximacgao no intervalo desejado, vamos precisar, nesse caso,
expandir o integrando até O(n'7). Como praticamente todos os termos j& estao definidos
como funcgoes conhecidas, s6 precisamos calcular as sete integrais restantes que aparecem

na expressao seguinte:

= . o FRé E=—(E& =) .. [~ hl(f’)efRégg
[ In(€ + 1) .= dé—z‘ N ==

> (—In(&)e FE 4 e~ Be)¢2 5 [ —ln(ﬁ)fe_Rf — 256_R5
77/1 Bl d€ +n /1 Zo1

% In(€)e FE — Le~HE 11n*R?
’ S—d¢+——G75 (R
+ n /1 &1 §+ — 96 13

0 164
R )+377RGL<R
2

1920

_ 5"RGPY " 0 83778R6 .
26380 13 —1 9 5 * To7520¢ _5 _
3,0 (

3T R7

0 1437710R8
129024 13 -1 >+ 1290240 )T
179 R a0 p 0 +737712R1° N
4055040 " 14,2 4055040 —1 g -5
2637713R11 3,0 R 0 T/ ML 3117714R12 R i
35143680 3 —i -5 -1 98402304 _%,_%7_6
1219 R13 ., 4199 RM 0
- —X G| R R
89456640  '° 16,1 +71565312O 11 7 +
4790 RY 0
- — G| R
1871708160 175

A partir de agora vamos resolver cada uma das sete integrais que faltam. A pri-
meira integral ja foi resolvida na segdo anterior, que é a equagao (84). Para as demais
integrais vamos utilizar a expansao da equagao (83). Assim, como foi feito anteriormente,

utilizaremos o Mathematica para encontrar a solucao. Logo:

® _In(g)e—Reg2 —1,-1 1 1,1
“hloe Sege — —ain(r] PN ) lasn(m] M) s
1 VE -1 ’ -2,-2,0 2 - 0,0,0

3 30 3,3 9 30 5,5
2GR ——G¥ (R
8 2’3( 0,2,2> 16> 0,4,4




3
- dn(n

Agora, na equagao (85) precisamos resolver as integrais em 7, que sao do tipo

b ety
—14y/1—n?

com « variando de 0 a 17. Assim, temos:

48



1 — nz 7T[0(R)
Rn
7761 d”2 71(R)
=1
2 Rnd I R
L i_nz W(%—FIQ(R))
ne T (3 2(F) +f3(R))
1—n? R
n'efdn 7 (R* 4 3) Ir(R)
1—n? R?
56R7}d T
Uit = g [ 15) () + 2R1 ()
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=1
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12 Rnd
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— o [12 (R* +27) R*I;(R) +
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13 Rnd
TEL = 2 ISR (R4 60R 4 495) I(R) +
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(R® +345R" + 16335R” + 135135) I7(R)]
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ety Z_[5 (5R® + 561R* + 11583 R2 + 27027) I(R) +
. /1_172 o R7 7
+ R (R®+ 183R" + 4455R* + 19305) I5(R)]
1 15 Rnd
n_>e™dn m 6 4 2
——— = — [33(R°+191R" + T735R? + 61425) I(R
Bivier- it Ul i +O12) (R +
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Finalmente, podemos escrever a expressao completa para o fator 2.
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Agrupando os termos semelhantes e escrevendo em termos dos fatores g, e h,, o
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Precisamos agora explicitar quem sao os fatores g, e hy,:
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3.4 Calculo numérico do fator W,

Nas secoes anteriores, mostramos os calculos dos fatores A, € e © respectivamente.
Agora, vamos usar esses dados para fazer o calculo numérico de W, e assim, confirmar
que para os proximos potenciais, podemos partir direto para o calculo numérico sem a

necessidade de desenvolver todo o potencial analiticamente.

Figura 7 - Comparagao da fungao W, analitica (linha continua), com os

valores numéricos.

W.(R)

—— e
° __———
f - 00—

/ 2 2 A 3 R 10

Fonte: CARUSO et al., 2020, p.4.

A figura 7 mostra que, de fato, nao necessitamos realizar estes extensos calculos
analiticos para outros potenciais, uma vez que se observa uma boa concordancia entre
os pontos gerados numericamente e a curva analitica. Com esta confirmacao, podemos,

entao, prosseguir com os calculos numéricos para o potencial de Chern-Simons.

3.5 Equacao para o potencial Chern-Simons

Partindo da equagao (47), com o potencial de interagao de Chern-Simons

oL Z1e*V; m-c
V (713, T3, T12) = — 127r 0Ko< 7;7“13>+ (86)
Z2e*V; m~c 71752V, m~c
- T () S (T )

obtemos
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R _, AT A m.c
LR vo R Ve K (_'Y >
[ Q“VTH g o o\ 75 13 ) +
Z22V, maC Z175€*V; e
— 227_(_ OK() ( 7; 7"23> + ! 227T OKO < }:ly 7"12):| ¢(T) = E@D(T) (87)

E, fazendo as transformacoes, m., = Ame, ft = (M, T12 = p%o, 13 = P13P0, T23 = P2300,
h2

s = P3P0 Po = \/ ey © considerando as unidades atomicas (em Hartree), A = m, =
e=1,c= é =137,0356 e Vj = 1, temos

a qual pode ser reagrupada como:

1 | 414 A
{—me + p— [—1 ;m?’ Ko <ap—\/1%) + Wi} } Y =mn (89)

com n = 2F e, assim como na se¢ao anterior, W, é o valor esperado da energia 7. da

equacao que descreve somente o movimento do elétron, ou do muon, dada por:
Zlmg A ngg A
neY = [—Vig, - —Ko <—,013 - Ko —pas )| ¥ (90)
T Q@ T Q@

Para simplificar, vamos chamar pja = p. Assim, podemos finalmente escrever a equagao (89),

que descreve a interacao entre os nucleos da molécula governada pelo potencial de Chern-

; — up) +ilo
Simons, com (p,0) = ~ze"" como
d? 1 [Z1Zyms A p 2 —0,25
L oA (AP ) Ly | - 222 —0 91
{dp2+€ ms{ Q 0<04\/Z)+ i] P’ }u(p) O1)

3.6 Calculo de W, para o potencial de Chern-Simons

Seguindo os passos da secao anterior, vamos encontrar a expressao para Wy. No
entanto, como dito anteriormente, nao encontraremos a solugao analitica para este poten-
cial, pois ja provamos que a solucao numérica ¢é capaz de reproduzir o resultado analitico,

assim:
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Wy = |N.? /(1/)13 £ og)ee (Vi £ a3) 2PV (92)

Substituindo o valor de 7, dado pela equagao (90), obtemos

m A m A
Wy = Ey+ |Ni’2/ {——3K0 (—023) w%g - —3K0 (—,013) wgg} *PV +
T o T Q
m A m A
+ ’Ni|2/ {—3[(0 (—,023> 13193 + —3K0 <—/)13) %3%3] a*Pv
T «Q T «Q
Logo, como ja sabemos:

D+LeE
1+A

e, portanto,

1 2 12D

m A m A
D = / {——3Ko (—,023> wfg - —3K0 (—P13> 1?531 dQDV
™ o s o

m A m A
¢ = / [—3K0 (—023) 13123 + —3K0 (‘Pl:s) ¢23¢13} a*Pv
s o T a

Dessa forma, como fizemos para o caso do potencial In(r), utilizamos o software Mathe-

1+ A=

matica para determinar as funcoes de onda 113 e 193 que sao dadas por:

Yz = 0,353501/p13po o~ P13p0/1,72068

thas = 0, 353501/ paspg € #2300/ 172008

Desse modo, podemos escrever a equagao

{% . veff<p>} u(p) = 0 (93)

1 (Z1Zym A ?—0,25
Vigsto) = o |28 g (222 ] 4 B0 (90
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4 SOLUCOES NUMERICAS PARA OS SISTEMAS MOLECULARES

Assim como foi feito no Capitulo 2, condensaremos aqui resultados de diferentes

trabalhos. Estes resultados serao devidamente discutidos no Capitulo final.

Utilizamos também o método de Numerov para encontrar as autofuncoes de ener-

gias e as fungoes de onda do estado fundamental (¢ = 0) de diferentes moléculas. Vale

ressaltar que somente mostraremos as solucoes para W, , visto que o termo W_ nao gera

solucoes para o caso tridimensional impossibilitando uma comparacao.

Primeiro, precisamos conhecer os valores de ( para as moléculas com o potencial

de Chern-Simons, dados pela tabela 7

Tabela 7 - Valores de { e m3 Para serem utilizados no calculo das moléculas

governadas pelo potencial de Chern-Simons

Moléculas ¢ ms
ppe 918,076336715 1
dde 1835,24148394 1

PP 918,076336715
ddy 1835,24148394

206,7682830
206,7682830

Fonte: CARUSO et al., 2022, p.3

Na Tabela 8, apresentamos as energias dos estados fundamentais para diferentes

moléculas.

Tabela 8 - Valores das energias dos estados fundamentais de diferentes

moléculas (em hartree). As primeiras duas colunas representam as

energias para o potencial de Chern-Simons com dois valores

diferentes de A, a terceira coluna sdo os valores para o potencial

In(r), a quarta coluna os valores para o potencial 1/r e a quinta e

dltima coluna as energias para as moléculas tridimensionais

Moléculas A =0,2x 1072 A=0,2x10"° In(r) 1/r 3D
ppe 52,2987 5.5253 0,08835 -1,3254  -0,6067
dde 57,9003 95,5117 0,01619  -2,888 -1,2797
jygn 62,9664 6,8929 18,5543 -195,363 -129,3342
ddp 63,6303 6,8760 3,1897  -420,200 -261,1241

Fonte: O autor, 2022.
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Calculamos também o raio médio ((p)) entre as duas particulas que formam o

nicleo como mostra a tabela 9, usando a definicao

(o) = / o)

Tabela 9 - Valores do raio médio (p) para diferentes moléculas dados em
unidades do raio de Bohr. As primeiras duas colunas representam
os valores para o potencial de Chern-Simons correspondendo a,
duas diferentes escolhas do parametro A. A terceira coluna o
potencial do tipo logaritmico, a quarta o potencial 1/r e a quinta
e ultima representa também potencial 1/r, porém para o caso

tridimensional.

Molécula (A =10,2x107%) (A=0,2x107°) 1In(p) 1/r 3D

ppe 0,5308 0,0636 2,0087 11,9441 2,0632
dde 0,3795 0,0436 1,4332 1,4169 1,742
ppp 0,4917 0,0537 0,0105 0,0101 0,0112
ddp 0,3432 0,0355 0,0076 0,0073 0,0089

Fonte: O autor, 2022.

As fungoes de onda para algumas das moléculas estao dispostas nas figuras 8, 9
e 10.

Figura 8 - Funcoes de onda para o estado fundamental das moléculas dde e
ddp com potencial de Chern-Simons, para dois valores de A
diferentes. As curvas continuas correspondem a A = 0,2 x 1073 e

as tracejadas a A = 0,2 x 107° em unidades arbitrarias.

10;

u(p) gli e

S~
e

02 04 06 08 10

o N b

Fonte: CARUSO et al., 2022, p.10.
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Figura 9 - Fungoes de onda para o estado fundamental, em unidades
arbitrarias, das moléculas (a) ppe e (b) ppu. As curvas
correspondentes ao potencial de Chern-Simons correspondem a
escolha de A = 0,2 x 107°.

u(p)

TiTae

= N WO b~ O OO N

(b) ppu
Fonte: CARUSO et al., 2022, p.11.



Figura 10 - Fungoes de onda para o estado fundamental, em unidades
arbitrarias, das moléculas (a) dde e (b) ddu. As curvas
correspondentes ao potencial de Chern-Simons correspondem a
escolha de A = 0,2 x 107°.

u(p)

LT D e
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-~ N W b O1 OO N 0
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e}

Fonte: CARUSO et al., 2022, p.12.
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5 RESULTADOS E CONSIDERACOES FINAIS

No decorrer deste trabalho, mostramos que é possivel encontrar as solugoes nao
relativisticas para diferentes dtomos e moléculas, em duas dimensoes, para alguns tipos
de potenciais: o potencial coulombiano 1/r, o potencial logaritmico In(r), o potencial
de Chern-Simons e dois potenciais para um modelo de quantum dot. Estes estudos tém
como objetivo lancar luz sobre a questao de qual seria o potencial de interagao entre duas
particulas portadoras de carga em um sistema puramente (ou quase) bidimensional. Para
isso, como ja foi dito na Introducao, partimos de dois principais Ansétze: um referente a
forma da equacao de Schrodinger e outro referente a forma matematica do potencial de
interacao entre as particulas constituintes.

De fato, quando analisamos a tabela 4, podemos observar que, para os seis atomos
estudados nesta tese, os autovalores de energia demonstram que a fisica em duas dimensoes
é qualitativamente diferente daquela em trés, quando utilizamos o potencial logaritmico.
Ao alterarmos somente a forma da equacao de Schrodinger, mantendo o usual poten-
cial 1/r, obtemos energias negativas, assim como para o atomo de hidrogénio em trés
dimensdes. Mas quando utilizamos o potencial do tipo In(r) passamos a obter energias
positivas. Este fato nao se repete quando utilizamos o potencial de Chern-Simons, dentro
dos valores da massa efetiva do féton estudados, como podemos observar nas tltimas trés
colunas da tabela. De acordo com o resultado encontrado em (CARUSO et al., 2013), as
energias para um atomo governado pelo potencial de Chern-Simons também apresentam
valores negativos.

Ja na tabela 8, observamos esta mesma troca no sinal das energias quando estuda-
mos as moléculas, mas diferentemente do caso atomico, este fato ocorre também para o
potencial de Chern-Simons. Somente este fato ja demonstra que devemos esperar alguma
mudanca nos sistemas fisicos quando estudados em duas dimensoes.

Na tabela 6, podemos observar que para ambos os potenciais o quantum dot, de
acordo com o nosso modelo, possui energias positivas. No entanto, o potencial do tipo
In(r) apresenta energias chegando a ser até uma ordem de grandeza maior. Fato este que
também pode implicar em alteragoes no comportamento fisico de tais sistemas.

No entanto, a obtencao destes valores tedricos sozinhos nao nos ajuda a chegar a
uma conclusao. Necessitamos também de resultados experimentais para que possamos
validar ou eliminar nossas previsoes.

Com isso em mente, procuramos, nesta tese, utilizar a fusao catalisada por muéns
como esta ponte entre o tedrico e o experimental, excetuando-se para o caso do quamtum
dot, de modo que nossos resultados sirvam de motivacao para uma investigacao mais
profunda desse tema. De fato, como descreveremos a seguir, observamos que, em suma,

este tipo de fusao se beneficiaria muito se for capaz de ocorrer em uma regiao na qual as
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leis da fisica apresentem um comportamento bidimensional.

Vale ressaltar que todas as analises feitas aqui para a fusao catalisada por mudns
representam somente estimativas, visto que o nosso modelo nao contempla a totalidade
dos processos que estao envolvidos, principalmente os coletivos e os efeitos de temperatura.
Em seguida discutiremos, caso a caso, como estes potenciais podem influenciar neste tipo

de fusdo.

5.1 O potencial 1/r

Para o atomo bidimensional governado pelo potencial 1/r, obtemos um resultado
semelhante ao que acontece com um atomo tridimensional do mesmo tipo: o fato de seu
raio médio ser cerca de 200 vezes menor quando comparamos o atomo muonico com seu
analogo eletronico, como podemos ver na tabela 5. Na tabela 4, vemos também que seu
autovalor de energia do estado fundamental também é aproximadamente 200 vezes maior
para o atomo muonico em comparac¢ao com o eletronico.

Como este é o potencial que descreve as interagoes entre particulas portadoras de
carga em trés dimensoes, é comum que se considere que ele também seria valido em uma
configuragao planar, ja que podemos partir do principio que ainda estariamos trabalhando
em um espaco tridimensional. Mesmo que este fato seja verdadeiro, ainda assim, vemos
pela tabela 5 que, em duas dimensoes, os atomos apresentam um raio médio cerca de 10%
menor que o caso tridimensional. Mas para saber se esse aprimoramento é importante
para o processo de fusao, precisamos estudar como este comportamento afeta as moléculas.

Assim, levando este cédlculo para a molécula bidimensional, também observamos o
mesmo comportamento na reducao do raio médio e no aumento da energia. De fato, uma
inspecao na tabela 9 mostra que a diferenca nos raios médios é menor para a molécula
que para o atomo, quando comparadas com o caso tridimensional. Essa diferenca pode
mostrar que este tipo de fusao pode se beneficiar de ser executada em uma regiao planar,

mesmo que o potencial permaneca inalterado.

5.2 O potencial In(r)

Como ja foi discutido na Introducao, este potencial tem a vantagem de satisfazer as
equacoes de Maxwell em duas dimensoes. Portanto, ¢ um bom candidato a ser estudado.
E, de fato, apresentou resultados motivadores quando o assunto é fusao, visto que tanto
para os atomos (tabela 5), quanto para as moléculas (tabela 9), ele nao sé foi capaz de
reproduzir o raio médio cerca de 200 vezes menor quando utilizamos sistemas muonicos

como também apresentou raios médios significativamente menores que o caso 1/r. Fato
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este que indica um significativo favorecimento do processo de fusao.

Seguindo os passos da referéncia (CARUSO et al., 2020; CARUSO et al., 2022),
precisamos, além do raio médio, analisar outros fatores para estudar melhor como este
potencial afeta a fusao. Um desses fatores é a chamada taxa de fusao, que é a probabilidade
de os dois nicleos que formam a molécula estarem a uma distancia de 10 fm ou menos.
Como podemos ver na tabela 10, fazemos a comparacao desta taxa com as moléculas

analogas tridimensionais.

Tabela 10 - probabilidade de encontrar os dois ntcleos das diferentes
moléculas a uma distancia igual ou menor que 10 fm, para o

potencial In(r) e para o caso tridimensional

Molécula In(r) 3D
ppe 7,23 x 107° 2,4 x 10784
dde 4,56 x 1076 1,7 x 10788
PP 9,3 x 1073 2,9 x 1079
ddp 1,6 x1072  1,2x10710

Fonte: O autor, 2022.

De fato, podemos ver na tabela 10 que a probabilidade dos ntcleos estarem bem
préximos um do outro é significativamente maior para o caso do potencial in(r) do que o

caso tridimensional.

5.3 O potencial de Chern-Simons

Enfim, tanto para os &tomos como para as moléculas governadas por este potencial,
nao fomos capazes de observar uma mudanca significativa no raio médio quando passa-
mos de um sistema eletronico para um muonico. Para entender melhor este fato, vamos
construir uma figura mostrando como o potencial efetivo da equacao (35) se comporta
com diferentes valores (.

De fato, a figura 11 mostra que o potencial efetivo pouco se altera quando mudamos
o valor de (. E como ja foi visto anteriormente, esse valor é proporcional a massa reduzida
da molécula. Logo, observa-se uma dependéncia pequena da massa reduzida da molécula
na forma do potencial efetivo. Isso se deve ao fato de a massa topoldgica do féton exercer
uma influéncia maior na forma do potencial do que a massa das particulas que compoem
o atomo.

Apesar do potencial de Chern-Simons nao apresentar essa importante caracteristica
para a fusdo, analisando a tabela 9, verificamos que para as moléculas eletronicas este

potencial apresenta um raio médio inferior até mesmo ao potencial logaritmico.
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Figura 11 - Potencial efetivo da equacao (35) para diferentes valores de (.

Fonte: CARUSO et al., 2021, p.6.

Analisaremos agora as taxas de fusao para este potencial em comparacao com o

caso tridimensional, como mostra a tabela 11.

Tabela 11 - probabilidade de encontrar os dois ntcleos das diferentes
moléculas a uma distancia igual ou menor que 10 fm para o

potencial de Chern-Simons e para as moléculas tridimensionais

Molécula A=0.2x10"3 A=0.2x107° 3D
ppe 3,47 x 1076 2,68 x 107° 2,4 x 1078
dde 2,27 x 1076 1,6 x 107° 1,7 x 10788
PP 2,98 x 1076 2,42 x 1075 2,9 x 107
ddp 9,54 x 1075 8,97 x 104 1,2 x 10710

Fonte: O autor, 2022.

Percebemos que este potencial também pode oferecer uma grande vantagem para
este tipo de fusdo. E melhor ainda, nao precisariamos mais trabalhar com moléculas

muonicas, ja que as eletronicas apresentam resultados tao bons quanto.
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5.4 Consideragoes finais

Nossos resultados servem o proposito de mostrar que existem sistemas fisicos que
podem de fato se beneficiar de uma interagao bidimensional. No entanto, como ja foi
dito anteriormente, para isso esperamos que nossos estudos motivem a realizacao de ex-
perimentos que sejam capazes de comparar seus dados com as previsoes tedricas aqui
feitas.

O fato de termos indicios de que um potencial governado pelo termo de Chern-
Simons seria capaz de aumentar a probabilidade de fusoes nucleares sem a necessidade de
substituir o elétron pelo muén mostra o quao importante é prosseguir com pesquisas deste
tipo. Uma vez que consigamos demonstrar, empiricamente, que algum desses sistemas
obedece a essas equagoes bidimensionais, certamente desdobraremos um novo ramo da

Fisica.
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