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RESUMO

SILVA, N. C. Modelagem e simulacéo do escoamento de peliculas finas em superficies
solidas. 2022. 106f. Tese (Doutorado em Modelagem Computacional) — Instituto Politécnico,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Nova Friburgo, 2022.

O presente trabalho visou o estudo e implementacdo de esquemas numéricos para uma
classe de problemas modelados por equag6es diferenciais parciais de alta ordem, as quais sao
ndo lineares. Os problemas considerados surgem em teoria da lubrificacdo, onde peliculas
finas constituidas de fluidos viscosos deslocam-se em contato com superficies sélidas. Tais
equacOes, em geral de quarta ordem, podem ser degeneradas. De fato, esses modelos podem
apresentar termos singulares adicionais de segunda ordem, os quais comumente descrevem
efeitos de gravidade e de interagdes moleculares. Além disso, um modelo teérico e numérico
é formulado para descrever a dindmica de uma fina camada de liquido em uma superficie
inclinada impulsionada pela gravidade. Este trabalho utiliza o chamado algoritmo espectral, o
qual € um método para a solugdo de sistemas ndo lineares de grande porte, que ndo resolve
sistemas lineares, nem usa qualquer informacao explicita associada com a matriz Jacobiana.
SimulagGes numéricas caracteristicas da evolucdo de peliculas finas sdo apresentadas e 0s
resultados obtidos mostram que o algoritmo espectral € um método eficiente para a simulacéo
de escoamentos de peliculas finas em superficies solidas.

Palavras-chave: Peliculas finas. Teoria de lubrificacdo. Equacdes diferenciais parciais nao

lineares. Método espectral.



ABSTRACT

SILVA, N. C. Modeling and simulation of thin film flow on solid surfaces. 2022. 106f. Tese
(Doutorado em Modelagem Computacional) — Instituto Politécnico, Universidade do Estado
do Rio de Janeiro, Nova Friburgo, 2022.

The present work aims at the study and implementation of numerical schemes for a
class of problems modeled by high order partial differential equations, which are nonlinear.
The problems considered arise in lubrication theory, where thin films made up of viscous
fluids move in contact with solid surfaces. Such equations, in general of fourth order, can be
degenerate. In fact, these models may have additional second-order singular terms, which
commonly describe the effects of gravity and molecular interactions. Furthermore, a
theoretical and numerical model is formulated to describe the dynamics of a thin layer of
liguid on an inclined surface driven by gravity. This work uses the so-called spectral
algorithm, which is a method for solving large nonlinear systems, which does not solve linear
systems, nor does it use any explicit information associated with the Jacobian matrix.
Numerical simulations characteristic of thin-film evolution are presented and the results
obtained show that the spectral algorithm is an efficient method for the simulation of thin-film
flows on solid surfaces.

Keywords: Thin films. Lubrication theory. Nonlinear partial differential equations. Spectral

method.
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INTRODUCAO

As peliculas liquidas finas aparecem em uma variedade de processos industriais.
Podem ser compostas de liquidos comuns como agua ou 6leo, de materiais complexos tais
como solucBes de polimeros ou fusbes, ou misturas complexas de fases ou componentes.
Quando as peliculas sdo submetidas a acdo de varios fatores mecanicos ou térmicos, exibem
fendmenos dindmicos interessantes, como propagacdo de ondas, intensificacdo de ondas e
desenvolvimento de respostas cadticas. Tais peliculas podem exibir fenémenos de ruptura,
criando buracos, espalhando frentes e desenvolvendo dedos, Oron, Davis e Bankoff (1997).

Fluxos de pelicula surgem na engenharia em processos de transferéncia de calor e
massa e outras operagdes unitarias. Uma aplicacdo importante destes fluxos € o processo de
revestimento. A tecnologia de revestimento é utilizada para fabricar diversos produtos,
incluindo papeéis, materiais de construcdo, tais como pavimentos e telhas, componentes
eletronicos, materiais de embalagem e filmes opticos, Kheshgi (1989).

Nas peliculas finas constituidas de fluidos viscosos, verifica-se que a maioria dos
fendmenos de ruptura e instabilidade ocorrem em escalas longas, sendo necessario a
compreensdo da teoria de onda longa.

A teoria de onda longa baseia-se na reducdo assintética das equacdes governantes e
condicdes de contorno para um sistema simplificado que consiste frequentemente em uma
Unica equacdo diferencial parcial ndo linear formulada em termos da espessura local da
pelicula. O restante das incognitas, isto é, a velocidade do fluido, a temperatura do fluido, etc.,
sdo entdo determinados por meio da solucdo dessa equacéo diferencial, Oron, Davis e Bankoff
(1997).

Uma pelicula fina que umedece um substrato sélido estd normalmente sujeita a
instabilidades, podendo se comportar de maneira essencialmente imprevisivel. Essas
instabilidades surgem em um sistema quando uma solucdo é instavel para perturbacdes
transversais a sua direcdo de propagacao.

Um exemplo de fluxo instavel de pelicula fina € o fendbmeno de dedilhado (ou
formacdo de dedos), que pode ocorrer quando uma camada de fluido escoa em um plano
inclinado. Em tal situacdo, a frente liquida avanca com diferentes velocidades em diferentes
posicdes ao longo da linha de contato trifasica, e € basicamente impossivel prever a forma

exata que a frente de avango assume, Isojérvi (2013).
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Estudos de métodos numéricos para a resolucdo de equacdes diferenciais parciais que
modelam a evolugéo de peliculas finas é uma &rea da matematica aplicada, a qual se encontra
no inicio de seu desenvolvimento.

O presente trabalho tem como objetivo a modelagem e simulagdo computacional de
esquemas numéricos para a resolucdo de tais equacdes. A metodologia escolhida abordara
métodos de diferencas finitas para problemas ndo lineares, com condi¢Ges de contorno de
Neumann e Dirichlet.

Serdo apresentados alguns casos particulares da chamada equacéo de pelicula fina, os
quais descrevem diferentes fendmenos fisicos particulares, como efeitos de gravidade e acdo
de forcas de Van der Waals. Tais casos particulares sdo de grande importancia para a
engenharia e para a ciéncia aplicada. Além disso, serd também apresentado um modelo
numérico envolvendo a dindmica de uma fina camada de liquido em uma superficie inclinada
impulsionada pela gravidade.

As equacdes resultantes das discretizacbes numericas dao origem a sistemas de
equacOes (algébricas ou transcendentes) altamente ndo lineares, 0s quais necessitam ser
resolvidos a cada passo de tempo do processo de evolucdo. Para resolver tais sistemas nao
lineares, é necessario 0 uso de métodos iterativos eficientes e faceis de implementar, ver, por
exemplo, Nocedal e Wright (1999).

Neste trabalho, utilizamos um método espectral, destinado a problemas néo lineares de
grande porte, chamado DFSANE (Derivative-Free Spectral Algorithm for Nonlinear
Equations), de La Cruz, Martinez e Raydan (2006), na resolucao destes sistemas.

Uma grande vantagem do uso do meétodo DFSANE é que ele ndo requer qualquer
informacao associada a matriz Jacobiana, sendo uma abordagem livre de derivadas.

Para apresentar o problema de interesse, as formulacbes a serem utilizadas e o0s
resultados obtidos, esta tese sera organizada da seguinte forma: no Capitulo 1, sera realizada
uma apresentacdo tedrica sobre a dinamica da pelicula fina de um liquido viscoso. No
Capitulo 2, serdo descritas as equacdes diferenciais que modelam o escoamento de peliculas
finas em superficies solidas e inclinadas. J& no Capitulo 3, serdo discretizadas as equacgdes dos
modelos, de forma implicita no tempo, e também serdo apresentados alguns casos particulares
referentes a forcas intermoleculares entre a superficie sélida e a pelicula de fluido, e efeitos de
gravidade, além dos casos que envolvem o fluxo de peliculas liquidas em um plano inclinado.
O método numérico para as equacdes ndo lineares, DFSANE, sera descrito no Capitulo 4. Os
resultados das simulacBes numéricas estardo no Capitulo 5. Por fim, serdo apresentadas as

principais conclusdes e perspectivas futuras.
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1 TEORIA DE PELICULAS FINAS

1.1 Superficie de Interface e Tensdo Superficial

O objeto deste estudo é a dindmica da pelicula fina de um liquido viscoso, a qual se
encontra limitada inferiormente por uma superficie sélida, na forma de um plano horizontal, e
superiormente por um gas.

Tais fluidos sdo supostamente imisciveis, 0 que garante a existéncia de uma superficie
de interface bem definida entre a pelicula de liquido e o gés.

Na teoria de peliculas finas, a superficie de interface ¢ tratada como o grafico de uma
funcéo, a qual descreve a altura da pelicula de liquido em um dado instante de tempo, medida
a partir da superficie sélida. Como esbocado na Figura 1, essa funcdo sera representada por
z = h(x,y,t), onde x, y e z denotam as coordenadas de um sistema cartesiano ortogonal e t é
0 tempo.

Mais precisamente, 0 sistema de coordenadas usado aqui sera descrito por uma base
ortonormal do espaco Euclidiano tridimensional, denotada por {€;, €,, €5}, onde &;, €, e é&;
s80 0s vetores unitarios que apontam, respectivamente, nas direcdes positivas dos eixos x, y e
z. Tal conjunto ordenado sera referido como a base natural (ou candnica) do R3. Desse modo,
qualquer vetor ¢ € R3® admitira uma representacdo vetorial, com relagcdo a origem deste
sistema de coordenadas cartesianas, dada por ¢ = q,€; + q,€, + q3€5, onde q4, q, € q3 Sd0

as coordenadas de q.



15

Figura 1 — A superficie de interface vista como o grafico de uma funcéo.

Z A

Gas z-= h(x; ;)

e

€3 Liquido

Y
D A

X

Fonte: A autora, 2022.

As moléculas proximas a superficie de interface estdo sujeitas a forcas atrativas
provenientes das moléculas da fase liquida vizinha a interface. Por outro lado, tais moléculas
da interface sofrem também (em menor intensidade) acédo de forgas oriundas das moléculas de
gas que estdo na vizinhanca da interface, as quais se encontram mais dispersas do que as
moléculas de liquido. Este fato da origem a um fendmeno de desbalanceamento das forcas de
coesdo que atuam na interface das fases, fazendo com que as moléculas que estdo proximas a
superficie de interface se movam para o interior do liquido, provocando variagdes na area da
superficie de interface.

Em vista disso, pressupde-se a transferéncia de energia, na forma de trabalho, atraves
da fronteira das fases. Assim, para quantificar tal trabalho, do ponto de vista mecanico, se faz
necessario supor a existéncia (em uma escala macroscopica) de uma forca atuando na
superficie de interface entre o liquido e o gas.

Como descrito em mais detalhes por Batchelor (1994), por exemplo, considera-se que
ao longo de qualquer curva tomada sobre a superficie de interface atua uma forca que age na
direcdo normal a essa curva e tangencial a superficie de interface. A magnitude desta forca,
por unidade de comprimento da curva, é chamada de tensdo superficial, a qual € comumente

denotada por o.
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1.2 Equacéo de Laplace Generalizada e a Condicéo Cinematica

Como ilustrado na Figura 2, considere uma pequena parte S de uma superficie de
interface, entre o liquido e o gas, a qual é curvada e esta delimitada por uma curva C. Nesta
figura, m denota o vetor unitario tangente a C, em um dado ponto de C, e s representa o vetor
unitario normal a curva C, no referido ponto, sendo s um vetor tangente a superficie de
interface. Desse modo, a forca normal a C (atuando ao longo desta curva) associada com o
trabalho que é realizado através da fronteira das fases é dada por os.

Assim, suponha que S é uma superficie suave infinitesimal tomada em torno de um
ponto a, sendo 7 0 vetor unitario normal exterior a S neste ponto, de modo que 0 conjunto
{s,m, 7} constitui uma base (ordenada) ortonormal de R3, orientada positivamente. Isso é
possivel, desde que se tome a curva C contida em um plano paralelo ao plano tangente a S no
ponto a, de forma que, em qualquer ponto de C, o plano gerado pelos vetores s e i se
mantem paralelo ao referido plano tangente a S em a.

O tensor das tensdes agindo no liquido sera denotado por T, enquanto que o tensor das
tensbes agindo no gés sera representado por T. Assim, desconsiderando-se 0s movimentos das
fases fluidas que se encontram na vizinhanga da superficie de interface, e consequentemente
desprezando-se o movimento da propria superficie de interface, um balanco de forcas de

contato que atuam na superficie S fornece a seguinte relacéo integral:

ﬂT-ﬁdA—ffT-ﬁdA+j£a§d€=0, em z = h. (1)
S S C
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Figura 2 — Uma pequena parte da superficie de interface englobada por uma curva C.

Liquido

Fonte: A autora, 2022.

Para transformar a integral de linha, que aparece na ultima parcela do lado esquerdo da
Eqg. (1) em uma integral de superficie, serdo necessarios alguns resultados teoricos, 0s quais

serdo abordados a seguir.

Proposicdo 1 (Forma matricial do teorema de Stokes generalizado). Sejam 7: R3 —» R3 uma
transformacéo linear e f = {51,52,53} qualquer base (ordenada) ortonormal de R3, a qual
esta orientada positivamente. Dado um ponto de R3, considere uma superficie infinitesimal S
(suave) tomada em torno de tal ponto, a qual se encontra delimitada por uma curva fechada C,
também suave e regular. Denote por 7 = %151 + nZI;Z + n353 0 vetor unitario normal a §
em tal ponto, e por 717 = m11_51 + mZEZ + m353 um vetor unitario tangente a C, com ponto
de aplicacdo em C. As orientacdes dos vetores 72 e 72 sdo tais que, tomando-se um vetor
unitério s = 511_51 + 521_52 + 531_53 tracado de um ponto interior de S até a curva C, entdo o
conjunto {s, 7, 71} constitui uma base (ordenada) ortonormal de R3, orientada positivamente.

Seja [T]5 € R3** a representagdo matricial da transformagéo linear 7', com relagéo a base g,

dada por
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Tii T2 Tis

[[T]]/3= To1 Tz T2z | (2)
T30 T3z T3

Se cada funcdo componente 7;;: R* — R é continuamente diferenciavel em um

dominio contendo S, e se 9, 7;; denota a derivada direcional de 7;; na dire¢do do vetor Ek €

B, entdo se tem a forma matricial da formula de Stokes generalizada, dada por

$ 11y -t de = [ (W5 x [71,) - da, @3)
c )
onde

0,T13 — 03T1; 03711 — 01Tz 01T1, — 0,714
Ve X [Tlg = 0:T33 — 05T3,  03T31 — 01T33 01735 — 05731 |, 4)
02733 = 03T3;  03T31 — 01T33 0173, — 0,73

é a representacao matricial (na base ) do chamado rotacional da aplicacéo linear 7.

Observacdo 1. Sob as mesmas condi¢fes da Proposicdo 1, usando notacdo indicial, Milne

(1948) apresenta uma prova para a formula de Stokes generalizada, dada por

% (pl'jdxi :ff quraq(prjnpdA; vVi=1273. (5)
c S

Na Eq. (5), as funcBes ¢;; sdo os componentes do um tensor de segunda ordem
(tomados com relacdo a uma base arbitraria), dx; é a diferencial do i-ésimo componente do
vetor normal a curva C (com relagdo a mesma base), n, € o0 p-ésimo componente do vetor
normal a superficie (com relacdo a referida base), e €,4, denota o tensor de permutacéo,

definido por

+1, seijk =123,231,0u 312
€k =9 —L se ijk = 321,132,0u 213 (6)
0, se quaisquer dos indices sdo iguais.
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Assim, considerando-se a base como sendo S = {51,52,53}, fazendo-se ¢;; = Tj;,
dx; = m;df e n, = n,, entdo, a partir dessa formula de Stokes demonstrada por Milne

(1948), pode-se escrever a seguinte equacao mais apropriada:

jﬁ Tmde = j j €pqr0gTirnpdd, Vj=1,2,3. (7
c )

A U(ltima equacdo € exatamente a representacdo indicial da férmula de Stokes

generalizada considerada na Eq. (3).

Corolério 1. Se T:R3® -» R3 é uma transformacdo linear antissimétrica com representacéo

matricial, com relacdo a uma base 8 = {b,, b, b5}, dada por
0 U3 —u2
[715 = (‘us 0 Uy >, (8)
U, —U 0

onde U = uyb; +u,b, + usb; € um campo vetorial, entdo, sob as mesmas condicGes

descritas na Proposicao 1, tem-se

3€ @i x ) de = f f (v5)" - 7 — (v, - )] da, (9)
c S

onde
Vﬁ - 17 = alul + azuz + agug, (10)

Oiu; Oyuy  Osuy
Vel = | Ojuy  Ou, 03Uy |, (12)
Jius; 0Oyus; 0Osus

o 1 b, bs
uUuxXm= Uy U, Uus |- (12)
my My Mg
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Prova: Sob tais condicdes, pode-se ver que

0 d,uy  Oszuy r

V’B X [[T]]ﬁ = aluZ 0 a3u2

61u3 62u3 0 (13)
0,u;y + 03Uz 0 0
— ( 0 0,uq + 03us 0 >
0 0 01uq + 0,u,

Assim, somando-se e subtraindo-se a matriz diagonal D = diag(0,u,, d,u,, d3u3) € R3*3 a0
lado direito da Eq. (13) obtém-se

onde I € R3*3 ¢ a matriz identidade. Por outro lado, aplicando-se a matriz [7'] 5, indicada na

Eq. (8), ao vetor n7 = m151 + /ngz + m353, obtém-se o seguinte resultado:

[71g -7 = (upyms — usmy)by + (usmy — uyms)b,

S (15)
+(uym, — uym,)bs,
0 qual pode ser escrito na forma resumida
by b, by
[[T]]ﬁ-/mz Uy U, Us = U X m. (16)

mqy My Mg

Finalmente, substituindo-se as Eqs. (14) e (16) na Eq. (3), chega-se a relacdo pretendida,

mostrada na Eq. (9), concluindo-se, dessa forma, a prova deste corolario. o

Corolario 2. A integral de linha que aparece na ultima parcela do lado esquerdo da Eqg. (1)

pode ser escrita na seguinte forma equivalente:

f o §de = f f [0V - )7 — Vo] dA, (17)
c S
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onde os operadores diferenciais “V” e “V - estdo associados as coordenadas relativas a base

candnica de R3.

Prova: De volta ao problema descrito na Figura 1, estabelecendo-se as relagdes 6bvias 5 = 3,
m=m,n=1n,8=5eC = C, pode-se notar que tal problema encontra-se sob as condicdes
da Proposicdo 1. Assim, escolhendo-se 1 = o7, onde o é a tensdo superficial ao longo da
curva C, e selecionando-se (por conveniéncia!)  como sendo a base candnica do R3, ou seja,

fazendo-se B = {e,, €,, €5}, entdo do Corolario 1 (mais precisamente da Eq. 9) segue que

3€ o (i x ) de = f f (o) -7 = V- (oi)il] da, (18)
Cc S

onde agora m X 7 é 0 produto vetorial tradicional de 71 por 7, ou seja, descrito em termos dos
vetores da base canodnica B = {€,, &,,€5}. De forma semelhante, os operadores diferenciais
“V” e “V -” denotam, respectivamente, gradiente e divergente associados com a base canonica.

Em seguida, note que

(V(aﬁ))T n—V-(on)n=(Vo- (7i)T) n+o(Vi)T -1 (19)
—o(V-n)n - (Vo -n)n.

Observe também que
(Vo - ()T -1 = Vo, (20)
o L1 -
(V)" -7 = V(i -7) = 59(1) = 0. (21)

Além disso, como a curva C encontra-se no plano gerado pelos vetores § e 7, entdo a taxa de

variacdo na direcdo de n da tensdo superficial o (uma funcéo definida em C) é zero, ou seja,

Vo7 =0. (22)

Assim, substituindo-se as Egs. (20), (21) e (22) na Eg. (19), chega-se a relacéo:

[V(on) -1 —V:-(on)]n=Vo —o(V-n)n. (23)
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Por outro lado, como a base {s, 1,7} é orientada positivamente, entdo 7 X 7 = §, ou seja,

nxm=—5s. (24)

Substituindo-se as Egs. (23) e (24) na Eq. (18), obtém-se o importante resultado mostrado na

Eq. (17), concluindo-se a prova deste segundo corolério. o

Devido a escolha da base canonica, se 71 = n,€; + n,€, + n;é;, entdo observe que na
Eq. (17) tem-se

L Ony 0n, 0ng
R = ) 2
V-n i + 3y + P (25)

Alem disso, na Eq. (17), deve-se notar que o vetor gradiente de o é dado por

do do do

0x

A seguir, o termo o(V - )7 que aparece no lado direito da Eq. (17) sera reescrito em

uma forma mais apropriada para a teoria de peliculas finas. Para isso, considere a funcéo

f(x,y,z,t) = z— h(x,y,t). (27)

Assim, fixado t, a superficie de interface pode ser vista como a superficie de nivel desta

fungdo f, no nivel zero. Logo, para este instante de tempo, o vetor normal & S é dado por

- Vf —nyh + é)3
n=x 2 7 * ’ (28)
J1+ (0h/3x)% + (0h/dy) 1+ ”nyh”z
onde
oh oh
Vyyh = ae*1 + @é'z, e ||Vayhll =/ (8R/0x)% + (0h/Dy)?. (29)
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Entdo, pode-se escrever

[oon ), -

o(V -1 = —aV,, -
2
\ [+ [7n1
onde
d(h) ad(h)
Vi (h) = T 3y (31)

Em geometria diferencial, a curvatura média da superficie determinada pelo grafico da
funcdo z = h(x,y) é dada por, Dubrovin et al. (1984),

v / Yy \
T\ ool

H= (32)
Combinando-se as Eqgs. (30) e (32) chega-se a relagédo

o(V-n)n = —oHn. (33)
Assim, substituindo-se a Eq. (33) na Eq. (17) obtém-se

j[; osdf = ff (—oHn — Vo) dA. (34)

c S

De volta a Eq. (1), usando a Eq. (34), o balanco de for¢as de contato sobre a superficie

S pode ser reescrito como

ff(T-ﬁ—T-?i—aHﬁ—Vc)zO, em z = h. (35)
5

Desde que S é uma parte arbitraria da superficie de interface, entdo da Eq. (35) segue

que
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T #i—T-1n—0oHR—Vo=0, em z=h. (36)

A equagdo de Laplace generalizada é o componente, na dire¢do do vetor normal 7, do

balanco de forcas de contato descrito na Eq. (36), a qual é dada por

(T-7)-A— (T 1) n—oH@-B) —Vo-7=0, em z = h. (37)

Como Vo-nn=0en-n=1, aequacdo de Laplace generalizada (Eg. 37) pode ser

reescrita na forma

(T-n)n—m=0H, em z=h, (38)

onde = (T - i) - 7i é 0 componente do vetor tensdo T - 7 na diregdo normal 7.

Interpretando-se (T - 1) - 7 e T como sendo 0s componentes normais das tensdes que
atuam, respectivamente, no liquido e no gas que se encontram na vizinhanca da interface,
entdo a equacdo de Laplace generalizada (Eq. 38) afirma que tais componentes de tenséo
experimentam um salto ao cruzarem a interface das fases, o qual é exatamente a tensao
superficial vezes a curvatura média da superficie de interface.

A seguir, sera obtida uma expressdo para o termo T - 71 que aparece no lado esquerdo
da Eq. (38). Para isso, considera-se que a pelicula fina é constituida de um fluido Newtoniano
incompressivel, ver, por exemplo, Leal (2007). Assim, o tensor das tensdes no liquido é da
forma (Slattery, 1999):

T =—pl +2uD, (39)

onde u e p sdo, respectivamente, a viscosidade e a pressdo do liquido. Como o liquido é
incompressivel, essa pressdo nao pode ser tratada como uma pressao termodinamica, sendo na

realidade uma pressdo média, Slattery (1999),

p= —% tr (T), (40)

onde tr (T) denota o traco de T. Na Eq. (39) D é o tensor taxa de deformacdo do liquido,

definido por
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D=3 (vF+(@)) (41)

onde o vetor V = V, 8, + V,&, + V5&, denota o campo de velocidade do liquido, tomado aqui

com relacéo a base candnica do R3.

Considerando no Corolario 1d =V, m =m,n =7, f ={€,,€,,é;},C=CeS =S,

entdo da Eq. (9) segue que

34 (7 x ) dt = f f (v%)" -7 — (v- V)i da. (42)

A fim de se manter coerente a hipétese usada na formulacdo da Eq. (1), a seguir, no
tratamento do termo T -7, serd desconsiderado o descolamento da fase liquida que se

encontra na vizinhancga da superficie de interface. Desse modo, ao longo da curva C, tem-se a

—

aproximacao V x m = 0. Assim, a Eq. (42) torna-se

ﬂ (W) -7~ (v-V)i]da = 0. (43)

Logo, da Eq. (43) segue que

(v9) -7 = (v-V)k (44)

Como o liquido é incompressivel, sua equacdo de conservacao de massa toma a forma,
Bird et al. (2002),

V-V =0. (45)

Combinando-se as Eqgs. (44) e (45), obtém-se

(Vi) -7 =o. (46)

Em vista das Eqgs. (41) e (46), pode-se escrever
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L 1, -7y . 1 - T\
D=z (W4 (W) )=z (VW-(VW) ) i, (47)
ou de forma equivalente
D-n=W-n, (48)

d —\T
onde W =(1/2) (VV—(VV)) é¢ o0 tensor taxa de rotacdo do liquido, um tensor

antissimétrico associado com a rotacdo de corpo rigido de um elemento de fluido da pelicula
liquida, Slattery (1999). A partir de um célculo direto, pode-se ver que

W-n==-wXn, (49)

N =

onde @ = V x V é o chamado vetor axial (ou de vorticidade) do liquido. Assim, usando-se as
Egs. (48) e (49) obtem-se

D-n==-wXn. (50)

N| =

Em vista da Eq. (50), ao se tomar o produto escalar de ambos os lados da Eq. (39) com

relacdo ao vetor 7 obtém-se

T-n=—-pin+puwxn, (51)

A partir da Eq. (51), e do fato de que 71 - 7 = 1, chega-se a relagdo
(T-7n) -1 =-p, (52)
pois (@ x#) - =a - (A x7) = 0.

Substituindo-se a Eq. (52) na Eq. (38), obtém-se a seguinte condi¢do associada com a

pressdo media do liquido incompressivel, valida na superficie de interface:

—p —m =0H, em z=h. (53)
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Seja y(t) = x(t)e; + y(t)e, + z(t)e; o vetor posicdo, em um instante arbitrario t, de
uma particula do liquido viscoso, a qual se move arbitrariamente proxima a superficie de
interface. Logo, neste instante de tempo, a altura dessa particula (com relacdo a superficie
solida) pode ser aproximada por

z(t) = h(x(t),y(t),1). (54)

Derivando-se ambos os lados da Eq. (54) com relagcdo ao tempo, da regra da cadeia
segue que

dh dh dh
z(t) = ax(t) + @y(t) + E (55)

Desde V; = x(t), V, = y(t) e V3 = z(t), entdo a partir da Eq. (55) obtém-se a

seguinte condicdo cinematica, a qual vale na superficie de interface:

y =2 Oy Oy =h (56)
3T 9t Tox 1Ty e METR

Considerando a condicéo de contorno dada por

V; =0, em z = h, (57)

pode-se integrar a equacgdo de conservacdo de massa do liquido (Eg. 45), ao longo da camada

de liquido, obtendo-se

h(x,y,t) h(x,y,t)

aV. avV.
Vv, = — f —Ldz + f —2dz |, emz=h. (58)
0x dy

0 0

Combinando-se as Egs. (56) e (58), chega-se a relacdo

h(x,y,t) h(x,yt)
oh 0h v, av,
Tt f —dz + yV2+ f aydz, em z = h. (59)
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A partir da regra de Leibniz para a diferenciacdo de integrais com respeito a um

parametro (Kaplan, 1973), sabe-se que

h(x,y,t) h(x,y.t)
d dh avy
_ - - = 60
Ox j Vle Ox V1 + f ox dZ, em z h, ( )

0 0

h(x,y,t) h(x,y,t)

g f vz | =2 + f ALY =h oy
ay 2 Z —_ ay 2 ay Z, emz = .

0 0

Substituindo-se as Eqs. (60) e (61) na Eqg. (59), obtém-se a seguinte lei de
conservagao, Myers (1998):

h(x.y.t) h(x.y.t)
oh 0 0
RERTI — =0. 62
0t+ax f Vidz +6y j V,dz 0 (62)
0] 0

1.3 As Equac0es de Navier-Stokes e a Hipotese de Escoamento Lento

Como o liquido ¢ um fluido Newtoniano incompressivel, entdo o balanco de
quantidade de movimento linear da pelicula liquida é descrito pelas equacdes de Navier-

Stokes, as quais possuem a seguinte forma vetorial, Slattery (1999):

v - R
p IEJF (v)- Vl =-Vp+uV-(V)+b, (63)

onde p é a densidade do liquido. O somatério de todas as forcas de corpo, que agem no
volume da pelicula fina, esta resumido no termo b, 0 qual aparece no lado direito da Eq. (63).

Supondo-se que b pode ser descrito como o gradiente de um dado campo escalar,

b=-Vo, (64)

entdo a Eq. (63) pode ser reescrita como
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v .
p IE + (VV)- Vl =—VP+puVv-(V0), (65)
onde P é a chamada pressdo modificada, definida por

P=p+¢. (66)

Nesta secdo serdo consideradas as seguintes variaveis adimensionais:

.,V
Vo
— N N
Pr = P 69
_:po' ( )
t
to

onde v, € uma magnitude caracteristica da velocidade da fase liquida, h, € uma altura
caracteristica da pelicula, P, ¢ uma pressdo modificada caracteristica, e t, € um tempo
caracteristico.

Em termos dessas variaveis adimensionais, a Eq. (65) pode ser reescrita na seguinte
forma, Slattery (1999):

1 vy . 1 1 —
=t (W) V' = ———VP" + ——V- (VV*). (71)
Ns¢ 0t” (v77) Ngy Nge (v°)

Na Eq. (71), Ng;, Ng,, e Ng. sdo, respectivamente, o niUmero de Strouhal, o nimero de

Ruark, e 0 nimero de Reynolds, dados por:

(72)

O nimero de Reynolds descreve a razdo entre as forcas de inércia e as forgas viscosas

que agem no escoamento de um fluido. Quando as forcas de inércias prevalecem sobre as



30

forgas viscosas, o que ocorre quando Nk, — 0, 0 regime de deslocamento do fluido é

denominado de escoamento lento.

Hipdtese 1 (Primeira hipOtese basica da teoria de peliculas finas). Supde-se que o
descolamento da pelicula de liquido se da em um regime de escoamento lento.

Se Ng; e Ng, tomam valores arbitrarios quando Nz, — 0, deve-se esperar que na Eq. (71) o
termo inercial (VW) -V* torne-se negligenciavelmente pequeno, com relagdo ao termo

viscoso 1/Ng, V - (VW). Em vista disso, considerando-se a hipotese de escoamento lento, ou

seja, no limite N, — 0, as equacBes de Navier-Stokes (Eq. 71) se reduzem a forma

1 0v* 1 1 _
——— = —— VP +—V- (VV"). (73)
Ng, 0t~ Niy Nrge ()

Como observado por Slattery (1999), usualmente o numero de Strouhal assume um
valor diferente da unidade somente em um escoamento peridédico. Assim, para um
escoamento ndo periédico pode-se escolher t, = hy/v,, de forma que Ns; = 1. Desse modo,

no limite considerado anteriormente, quando Ng, — 0, a Eq. (71) torna-se

0= ——vp 4y (V) (74)
NRu NRe ’
ou seja,
0=—VP+uv-(VV). (75)

1.4 Integrando as Equacdes de Navier-Stokes

Hipotese 2 (Segunda hipotese basica da teoria de peliculas finas). Supde-se que a magnitude
do componente vertical da velocidade da pelicula de liquido é negligenciavelmente pequena,

quando comparada com as magnitudes dos demais componentes dessa velocidade, ou seja,

Vo]l < V], Vi=1,2. (76)
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Além disso, supde-se que

av, v, v, av,

Tl AL =12, 77
0x aZ’ e ay < az, Vi 1,2 ( )

Na presenca da Hipotese 2, o tensor gradiente de velocidade da fase liquida toma a

seguinte forma aproximada

(00 52
0z

VW = av, | 78
|\00—2| (78)
0z
00 0

Usando a Eqg. (78), pode-se notar que (em termos dos seus componentes) a Eq. (75)

torna-se
0= tu (80)
0=-2 (81)

A Eqg. (81) informa que a pressdo modificada ndo depende da variavel z, sendo no

méaximo uma funcdo das variaveis x, y e t, ou seja,

P =P(x,y,t). (82)

A seguir, as Eqgs. (79) e (80) serédo integradas com relacdo a variavel z. Para isso serdo
consideradas duas condicGes de contorno apropriadas. A primeira é aquela que descreve a

condicao de ndo deslizamento do liquido na superficie sélida,

V=0 e V,=0, em z=0. (83)
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A fim de se estabelecer a segunda condicdo de contorno, seja £ um vetor unitario

qualquer paralelo ao plano tangente a superficie de interface mostrada na Figura 2, tal que

ii-f=0. (84)

Entdo, em vista das Eqgs. (39) e (84), o componente tangencial (na direcdo do vetor

unitéario £) do balanco de forcas de contato mostrado na Eq. (36) pode ser escrito como

2u(D-R)-£—(T-1) - £-Vo-£=0, em z=h. (85)

Mas, das Egs. (41) e (46) sabe-se que

2u(D - 1) = u(VV) - 1. (86)

Entdo, combinando-se as Egs. (85) e (86), pode-se escrever

((VI_/)-ﬁ)-5=£(('f’-ﬁ)-f+Vc-7E), em z = h, (87)

onde VV é dado pela Eq. (78).
Em um dado instante de tempo t, a equacéo do plano tangente a superficie de interface

em um ponto (x,, Yo, Zo), COM 2, = h(x,, Yo, t), é dada por

oh(xg, Yo, t)

dh(xy, vy, t
7 = (xo—yo) 5 (y = yo) + 2o, (88)

e (x —x0) +

onde dh(xg,yo,t)/0x € dh(xy,vo,t)/0dy sdo, respectivamente, as inclinacdes deste plano
com relacéo as direcdes das coordenadas x e y.

A proxima hipotese estabelece que, no estudo da dinamica de uma pelicula fina, as
inclinacdes relativas as dire¢bes x e y, de qualquer plano tangente a superficie de interface,

podem ser negligenciadas.

Hipotese 3 (Terceira hipdtese basica da teoria de peliculas finas). Supde-se que as
inclinagdes, com relacdo as direcbes x e y, de qualquer plano tangente a superficie de

interface sdo despresivelmente pequenas, quando comparadas com a unidade,
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T 6
0x » © oy ' (89)
Na presenca da HipGtese 2.3, tem-se que

cosf =n-é; =1, (90)

onde 6 é o angulo entre 0s vetores unitarios 7 e €;. Em outras palavras, o angulo entre o vetor
unitario 7, normal exterior a superficie de interface, e o vetor unitario €;, que aponta na
direcdo positiva do eixo da variavel z, se mantém préximo de zero, para qualquer ponto sobre
a superficie de interface das fases fluidas. Em vista disso, a Eq. (87) pode ser aproximada pela

relacéo:

((VI7)-§3)-£=%((T-ﬁ)-£+w-£), em 7= h. (o)

Da relagdo descrita na Eq. (90), decorre também que os vetores unitarios €; e &,
(pertencentes a base candnica de R3) sdo, essencialmente, sempre paralelos a qualquer plano
tangente tomado sobre a superficie de interface. Isso permite escolher, por exemplo, £ = é;.

Feita esta escolha, segue das Eq. (91) e (78) que

av; 1 do
_ (1+

— a), em z = h, (92)

- = T

0z u
onde 7, = (T" . ﬁ) - €, € 0 componente, na direcdo do vetor é;, da tensdo de cisalhamento que
a fase gas exerce sobre a superficie de interface.

De forma analoga, escolhendo £ = &,, chega-se & equacéo

0V2_1( do
2

1 g0 —h 93
+6y>' em z=nh (93)

0z u
Na Eq. (93), r, = (T - #) - &, é o componente, na direcdo do vetor &,, da tensdo de
cisalhamento que a fase gas exerce sobre a superficie de interface. Assim, as relacdes
mostradas nas Eq. (92) e (93) sdo chamadas de condicdes de contorno de tensdo de

cisalhamento na superficie que separa o liquido do gas.
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Agora, se podem integrar as Eqgs. (79) e (80). Para isso, a partir da relacdo funcional
mostrada na Eq. (82), inicialmente nota-se que a derivada parcial dP/dx ndo depende de z.

Assim, integrando-se a Eq. (79) com relacdo a z, se obtém uma equacdo da forma

1A 1 0P

1 =__ 5 94
0z +d1(x;%t) 1 ox Zz ( )
Considerando-se a condi¢do de contorno de tensdo de cisalhamento descrita na Eq.

(92), a partir da Eq. (94) obtém-se que

dy(x,y, t) =~ [a? h ( +60)] (95)
1Y, _ll Ox T1 ax/l

Combinando-se as Egs. (94) e (95), chega-se a uma equacgédo diferencial parcial de
primeira ordem, dada por

%zi a—ja(z—h)+<rl +g—z>]. (96)

0z 0x
Como 7, (atensdo de cisalhamento na direcdo do vetor €,) e a tenséo superficial o ndo
dependem de z, entdo integrando a Eq. (96), com relacdo a variavel z, obtém-se uma

expressao da forma

11710P do
— 1= _ 2
Vi +d,(x,y,t) = 2129 (z—-h)*+ (rl + ax> z]. (97)

Agora, impondo-se a Eq. (97) a condicdo de contorno de ndo deslizamento na parede

solida, descrita na Eq. (83), verifica-se que

4yt =~ [197 hZ] (98)
Z(x' y' ) - ’u 2 ax '
Substituindo-se a Eq. (98) na Eqg. (97), obtém-se a expressao que define o primeiro

componente do campo de velocidade da pelicula liquida:

v, =%{%Z—f [(z—h)z—h2]+(rl+g—z>z}. (99)
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De forma inteiramente anéloga, pode-se mostrar que o segundo componente desse
campo de velocidade é dado por

1 {15_7’ ((2— )% — h?] + (Tz +a_“)z}_ (100)

=212 dy dy

1.5 Equagdes Governantes

1.5.1 Modelo Parabdlico

Integrando-se as Egs. (99) e (100) no intervalo da camada de liquido entre z =0 e

z = h, seguem as respectivas relacoes:

h(x,y.t) 5 5
1| h’0P h do
= | 4 _— 101
f Vdz /,l[ 3 ox * 2 (T1+6x)l' (10
h(x,y.t) 5 5
1| h’0P h do
Sl I T _— 102
f V,dz #[ 3 ay+ > (T2+8y>l' (102)

Combinando-se as Egs. (101), (102) e (62), chega-se a equacéo diferencial parcial que

governa a dindmica da altura da pelicula fina, dada por:

oh h? h3
57 Vay ﬂ(r + Vo) [ =V, m VP ) =0, (103)

onde 7 = 1,6, + 17,6, € 0 vetor tensdo de cisalhamento, o qual atua tangencialmente a
superficie de interface, sendo uma consequéncia da acdo do gas sobre essa superficie.

Assim, dado um intervalo de tempo (to,tf), a Eg. (103) governa a variagdo de
h(x,y,t) no espago-tempo R* x (t,,tf), de modo que a solugdo de tal equagéo diferencial

determina a altura da pelicula de liquido, em funcdo do tempo e com relacdo a cada ponto
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(x,y) de um dado dominio bidimensional Q c R?, o qual esta associado com a superficie
solida.
Combinando-se as Egs. (53) e (66), a pressdo modificada que aparece na Eq. (103)

assume a seguinte forma

P=—-0H+¢—m em z=nh. (104)

Devido a forma da expressdo que define a curvatura média da superficie de interface
H, mostrada na Eq. (32), a relagdo indicada na Eq. (104) é efetivamente uma equacdo
diferencial parcial, a qual é bastante complexa, sendo altamente ndo linear na variavel h. No

entanto, a Hipotese 3 simplifica esse modelo matematico. De fato, em vista da relacdo descrita

na Eq. (89) tem-se que ||nyh||2 « 1. Desse modo, a Eq. (32) pode ser reescrita na seguinte

forma aproximada:

H =V, (Vyh). (105)

Substituindo-se a Eq. (105) na Eq. (104), chega-se a seguinte aproximacdo para a

expressdo associada com a pressdo modificada, valida na superficie de interface:

P=-0lbyh+¢p—mm emz=nh (106)

onde “A,,” denota o operador Laplaciano associado com as varidveis x € y, dado por

9%h  02h
h=—

Axy 92 + a—yz

(107)
Finalmente, substituindo a Eq. (106) na Eq. (103), obtém-se a equacdo que governa a

altura da pelicula fina, escrita na forma de uma equacdo diferencial parcial ndo linear de

quarta ordem na variavel h:

oh h? . h3
57TV o (Z+Vy0)| -V, e Viy(—0 Dyyh + ¢ — )| = 0. (108)

Na Eqg. (108) o campo escalar ¢ (associado com o somatorio de todas as forcas de

corpo) é considerado na superficie de interface, ou seja, em z = h.
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A Tabela 1 mostra alguns casos especiais da equacdo diferencial parcial ndo linear

considerada na Eq. (108), os quais serdo resolvidos numericamente aqui. No primeiro caso,

temos uma forma basica da equacdo da pelicula fina, onde 7 = 0, ¢ =m=0 e a tensdo
superficial é considerada constante.

J& 0 segundo caso tem uma grande importancia para o presente trabalho. Neste caso
sdo desconsiderados os efeitos de 7 e m, supondo que o é constante. Além disso, note que tal
forma de interesse trata ¢p como uma funcdo de h (a altura da pelicula), a qual é denotada por
Y (h). Este é o caso onde é levada em consideracdo a acdo das chamadas forcas de Van der
Waals, as quais sdo forcas de corpo de origem intermolecular, essencialmente provenientes
das interacOes existentes entre as moléculas de liquido e sélido, veja Israelachvili (2011), por
exemplo.

No terceiro caso temos que as forcas de corpo estdo associadas somente ao campo
gravitacional, tendo uma forma hidrostéatica tipica, dada por +pgh, onde g é o valor da
aceleracdo da gravidade local. Neste caso, note que a escolha do sinal + depende se o liquido
esta aderido acima ou abaixo da superficie solida.

Por fim, no ultimo caso temos um modelo para o problema de pelicula fina que

concomitantemente descreve os fendmenos de interesse referidos acima.

Tabela 1 — Algumas formas especiais da equacéo de pelicula fina.

Caso | 7 o [0) T Forma

1 | zero | const zero zero | oh [oh3
i En Viy(—= Ayyh)|[ =0

2 | zero | const Y(h) zero | oh [oh3 Y
a—vxy' _ﬁ ny<—Axyh+E> = 0

3 | zero | const +pgh zero | oh [oh3 pgh
a—vxy' _ﬁ ny<—Axyhi'T> = 0

4 | zero | const | yY(h)+pgh | zero | dh [oh3 pgh +
ac Vo [ T (— Bryh £——— )

=0

Fonte: A autora, 2022.
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1.5.2 Modelo Hiperbdlico

Além dos quatro casos citados acima, também seré apresentado neste trabalho outro
caso particular da equacdo de peliculas finas, envolvendo a dinamica de uma fina camada de
liguido em uma superficie inclinada impulsionada pela gravidade, assim como descrito por Li,
Jeong e Kim (2014). Esse modelo matematico também é derivado das equacdes de Navier-
Stokes para fluidos Newtonianos incompressiveis.

Na Figura 3 podemos observar um diagrama esquematico do fluxo de pelicula fina em
um plano inclinado impulsionado pela gravidade, onde a coordenada x aumenta na dire¢do do

fluxo, y mede a distancia na direcdo transversal e z é a elevacdo perpendicular ao substrato.

Figura 3 — Esboco do fluido em geometria bidimensional

o

Fonte: KONDIC, L. SIAM Review, vol. 45, p.97, 2003.

Considerando uma pelicula liquida fluindo para baixo em uma superficie inclinada,

podemos reescrever a Eq. (63) da seguinte forma

v o o1 _ .
—+(V-V)V=——Vp+EV2V+gsena?—gcosak. (109)
at p p

Com o objetivo de simplificar a Eqg. (109) utilizaremos a aproximacéo de lubrificacao.

Denotando a velocidade do fluido como V = (¥, w), onde w representa 0 componente z e v

para 0s componentes no plano, e ignorando a viscosidade do ar, obtém-se

5=ty -2 *] A (110)
U= | Vap = pgsenai| |- —hzl,
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onde V,= (d,,d,). Nainterface, z = h(x,y), a presséo é dada por

p = —pg(z — h)cosa — ok + py, (111)

onde x € a curvatura da interface e p, é a pressdo atmosférica na fase de ar. A proxima etapa é

definir a velocidade média no plano como:

2

1 rh h
) = — 3 = —— — . 112
=3 f §dz =~ (Vap = pg sen ) (112)

Em termos fisicos, pode-se também exigir que a equagdo de conservacdo de massa

seja vélida:

oh
—+ V- (h(v)) =0. (113)
ot
Introduzindo uma aproximacédo para a curvatura x ~ V2h e combinando a Eq. (112)

com a Eq. (113) obtemos

oh 1

Friai @V - [ch3VV2h — pgh3Vh cos a + pgh3 sen al], (114)
gue € uma equacdao diferencial parcial ndo linear que governa o fluxo de uma pelicula fina em
um plano inclinado impulsionado pela gravidade. DerivacGes mais detalhadas podem ser
encontradas em Oron et al. (1997) e Kondic (2003).

O modelo hiperbdlico descrito pela Eq. (114) também sera resolvido numericamente

nesta Tese.
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2 AS EQUACOES DO ESCOAMENTO DE PELICULAS FINAS EM SUPERFICIES

SOLIDAS E INCLINADAS

Neste capitulo serdo descritas algumas equacBes que modelam o problema do

escoamento de peliculas finas em superficies s6lidas e inclinadas.

2.1 Adimensionalizacédo da Primeira Equacdo Governante

Tendo em conta a Tabela 1, consideraremos algumas formas adimensionais da

equacdo diferencial parcial que governa a altura da pelicula fina,

serdo consideradas as seguintes variaveis adimensionais:

Ut
=

*

_ hyo
iy

*

dada pela Eq. (108), onde

(115)

(116)

(117)

(118)

Aqui, U, é uma velocidade caracteristica do problema e h, é uma altura caracteristica

da pelicula de liquido.

No que segue, apresentaremos 0S quatro casos particulares que foram considerados

neste trabalho.
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2.11Caso01

Para este primeiro caso, consideraremos T=0, ¢ =0, 1 =0 e o € igual a uma

constante.
Assim, a Eq. (108) pode ser escrita da seguinte maneira:

oh oh?
xy *

Frie N V(- Axyh)l = 0. (119)

Em termos das variaveis adimensionais, dadas pelas Eqgs. (115)-(118), podemos

escrever a Eq. (119) na seguinte forma

Gl .

Na Eq. (120), M é dado por

o (R)3U3
M= (121)

2.1.2 Caso 2

Neste segundo caso, consideraremos T=0, 1=0, ¢ =3 e o € igual a uma

constante. Desta forma, podemos reescrever a Eq. (108) como

doh oh3 P
E - ny ' E ny (— Axyh + E) = 0 (122)
Considerando-se as variaveis adimensionais dadas pelas Egs. (115)-(118), a Eq. (122)

pode ser escrita na seguinte maneira

oh*

o~ Ve [M ey (—Dyey-h* + w)] = 0, (123)
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onde w ¢ dado por:

Ry
s (124)

o*uUs

2.1.3Caso 3

Consideraremos, neste caso, 7 = 0, m = 0, ¢ = +pgh e ¢ é uma constante, tal que a

EQ. (108) pode ser reescrita na forma

oh oh3 pgh

ETRRECE IE Viy <_ Axyh £ T)l = 0. (125)
Em vista das variaveis adimensionais dadas pelas Egs. (115)-(118), pode-se escrever a

Eq. (125) na forma

dh*
o~ Ve [M Ve (=Dyrysh* + C)] = 0, (126)
onde C é dado por
3
¢ = +10PIR (127)
o*ul
2.1.4 Caso 4

Neste quarto caso, consideraremos 7 = 0, 7w = 0, ¢ = +pgh + 1 e o é uma constante.

Deste modo, a Eq. (108) passa a ser escrita na forma

oh oh3 pgh +
E - ny ' [E ny (- Axyh i T) = 0. (128)
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De acordo com as variaveis adimensionais dadas pelas Eqgs. (115)-(118), a Eq. (128)

pode entéo ser reescrita da seguinte maneira

oh*

Frei [M Vyeye (—Agry b + €+ w)] = 0. (129)

2.2 Adimensionalizacdo da Segunda Equacgdo Governante

Nesta se¢do, consideraremos uma forma adimensional da equacéo diferencial parcial
que governa o fluxo de uma pelicula liquida fluindo em uma superficie inclinada, dada pela

EQ. (114), onde seréo consideradas as seguintes variaveis adimensionais:

- h
= — 130
A= (130)
X Y
X = xc ) y - xcl (131)
_t
F=—. (132)
te

Aqui, h. é a espessura da parte plana da pelicula, e temos que x. e t. sdo
respectivamente, uma coordenada caracteristica no plano e um tempo caracteristico, 0s quais

sdo dados por

1

oh /3 3ux

re=(coo) e o= (133)
pg sena pghzsena

Substituindo as Egs. (130)-(132) na Eg. (133) e considerando, para efeito de
simplificacdo, h = u, t = t, X = x e ¥ = y, pode-se entdo reescrever a Eq. (114) da seguinte

forma

ou ous

— = -V [u3VV2u] + D(a)V - [u3Vu] —

134
Jt ox’ (134)
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onde a é o0 angulo de inclinacédo do plano e D(a) é dado por

1
h2 /3
D(a) = <M) cota (135)

2.3 Um Modelo Bésico da Equacao de Peliculas Finas

Neste modelo, consideraremos o primeiro caso particular, o qual decorre da forma
mostrada na Eq. (120).

Para efeito de simplificacdo, denominaremos h* =u, t* =t, Vyr): =V, Ayspe= Ve
M =M (u).

Feito isso, basicamente o problema teste aqui considerado consiste em encontrar um

par de fungdes u, p: Q x (0,T) — R, onde Q é um conjunto limitado em R?, tal que

0

a_ltl —V-(M@)Vp) =0, emQx(0,7), (136)
p = —V2u, em Qx (0,7), (137)
u(x,y,t=0) =uy(x,y), em Qx(0,7). (138)

Aqui, u representa a espessura da pelicula de fluido e p é a pressdo. A funcdo M (u),
chamada de mobilidade do fluido, € ndo negativa e anula-se em u = 0.

Como enfatizado antes no Capitulo 1, este modelo matematico simplificado é derivado
das Equacdes de Navier-Stokes para fluidos Newtonianos incompressiveis, veja Oron et al.
(1997), Zhornitskaya e Bertozzi (2000) e Schlichting e Gersten (2016), por exemplo.

Em geral, a mobilidade é uma funcdo ndo linear, a qual depende das condicdes de
contorno na superficie solida.

No presente trabalho, de acordo com a Eq. (121), sera considerada a funcdo de

mobilidade do fluido dada por

M) = ud, (139)
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0 que é uma consequéncia da condi¢cdo de ndo deslizamento na superficie sélida.

Substituindo a Eg. (137) na Eq. (136), costuma-se escrever a chamada equacao
simplificada de pelicula fina (um caso pouco mais geral da denominada equagdo de
lubrificagcdo) na seguinte forma:

Z—’: + V- (MWVV2) = 0, (140)
a qual é uma equacao diferencial parcial parabdlica de quarta ordem ndo linear.

Em vista das Egs. (136) e (137), notamos que as equacdes diferenciais deste modelo
para 0 escoamento de peliculas finas podem também ser tratadas como um sistema de duas
equacOes diferencias parciais com duas variaveis, dadas pelas fungdes u e p, que dependem
da posicao e do tempo.

Para finalizar a descricdo matematica deste problema basico, modelado por essas duas
equacOes diferenciais parciais, € necessario descrever o dominio de interesse, 0 qual esta
associado com a superficie solida. Além disso, sdo também necessarias as especificacdes das
condicdes iniciais e de contorno relativas a este problema.

Neste trabalho, consideraremos o dominio Q = [0,L,] x [0, L, ], onde L, e L, sio as
magnitudes dos lados desse dominio, medidas nas direcdes dos eixos coordenados x e y,
respectivamente.

A condicdo de contorno empregada na resolucdo das Eqs. (136) e (137) pode ser

escrita da seguinte maneira

Vu-n=Vp-n=0, sobre 0Q), (141)

em que 01 é a fronteira de Q e n é o vetor unitario normal a 9.
Considerando-se a Eq. (138), neste exemplo, a condi¢do inicial para a altura

adimensional u é dada pela funcéo teste

uy(x,y) =6 + e-o(x*+y?) (142)

onde & > 0 representa a espessura de uma camada ultrafina de uma goticula de fluido com
geometria gaussiana centrada na origem, Witelski e Bowen (2003).
Dada a Eq. (142), para obtermos a condicdo inicial da funcdo p, € necessario

encontrarmos a segunda derivada de u,(x,y) emrelagdo a x e y.
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Calculando-se a derivada de u,(x, y) em relacdo a x, obtém-se

ou
a_xo -2 o_(xe—a(x2+y2))_ (143)
Derivando a Eq. (143) também em relacdo a x, podemos escrever a segunda derivada

de uy(x,y) emrelacdo a x,

0%u,
d0x?

= —20e °(**+¥*)(1 = 20x?). (144)
De forma analoga, obtém-se a segunda derivada de u,(x,y) emrelacdo a y:

0%uy,
dy?

— _Zo.e—a(x2+y2)(1 — 20y2). (145)

Assim, somando-se as Eqgs. (144) e (145) e multiplicando por —1, obtemos a condicao

inicial da funcéo p para este exemplo, dada por

po(x,y) = 4oe "Y1 — o(x2 + y2)]. (146)

2.4 Formas Generalizadas da Equacao de Peliculas Finas

Em muitas aplicacdes fisicas, processos de evolucdo de peliculas finas de fluidos
viscosos ndo sdo apenas influenciados pela tensdo superficial existente entre o solido e o
liquido, sua principal forca motriz. Como observado na obtencdo das equagdes consideradas
na Tabela 1, essas evolucBes ocorrem também devido a diferentes efeitos fisicos, como
gravitacionais e forcas intermoleculares, por exemplo. A incorporacéo de tais efeitos conduz a
modelos matematicos mais gerais, 0s quais sdo usados na predicdo da espessura da pelicula u
e no célculo da chamada pressdo generalizada P.

Em tais condi¢bes, o chamado problema generalizado consiste em encontrar um par de

funcdes u, P: QO x (0,T) - R, onde Q é um conjunto limitado em R?, tal que
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Z—IZ —V-M@VP)=0, emQx(0,T), (147)
P=-Vu+w), emQx(0,7), (148)
ulx,y,t =0) =uy(x,y), em QX (0,T). (149)

Neste modelo, a pressdo generalizada dada pela Eq. (148), é a soma do termo de
pressdo com a funcdo w(u), em geral a derivada de um potencial externo usado para
descrever diferentes efeitos fisicos (ndo lineares) adicionais. Em muitos casos, esta funcdo €
singular em u = 0.

A funcdo de mobilidade do fluido M (u) é dada pela Eqg. (139) e a condicdo de

contorno para este problema generalizado, pode ser escrita da seguinte maneira

Vu-n=VP-n=0, sobre 0Q). (150)

Em relacdo a Tabela 1, no que segue consideraremos 0s casos 2, 3 e 4. Estes casos
particulares descrevem a acdo das chamadas forcas de Van der Waals (forcas intermoleculares
agindo no fluido) e efeitos de gravidade.

Novamente, para efeito de simplificacdo, estamos considerando h* =u, t* =t,

Ve =V, Agrye= VM =M@, w=we C=-Cu.

2.4.1 Forcas Intermoleculares ou Forcas de VVan der Waals

Como descrito por Witelski e Bowen (2003), um simples modelo para as forcas
intermoleculares entre a superficie sélida e a pelicula de fluido pode ser escrito pela funcéo

w(u), dada por

w(w) = (i _ i). (151)

ud  ut

Neste exemplo, usaremos as seguintes condicdes iniciais:
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ug(x,y) = 0,5+ 0,0025sen(6(x — 0,65)?) + 0,0025sen(6(y — 0,65)2), (152)

Py(x,y) =0,03[12(x — 0,65)%sen(6(x — 0,65)?) — cos(6(x — 0,65)?)]
+0,03[12(y — 0,65)%sen(6(y — 0,65)?) — cos(6(y — 0,65)?)] (153)
1 £

+ 3 3 |
(wo(x))"  (uo(x.3))

Tais condicdes descrevem uma pelicula fina de altura 0,5, ligeiramente perturbada por
senoides.

2.4.2 Gravidade

Para introduzir efeitos de gravidade na evolugéo de peliculas finas escoando abaixo de

um plano horizontal, a pressdo generalizada P (Eg. 148), pode ser escrita na seguinte forma

P = —(Viu + Cyu), em Qx (0,7), (154)

onde a constante positiva adimensional C; refere-se a gravidade.

Neste exemplo, as condicdes iniciais sdo dadas por

uo(x,y) = (1 +0,005sen(50(x — 0,4)%))(1 + 0,005sen(50(y — 0,4)?))

+R(x, ), (155)
Py(x,v) = —1 — 0,005sen(50(x — 0,4)?)(0,5(y — 0,4) cos(50(y — 0,4)?))
—1—0,005sen(50(y — 0,4)?)(0,5(x — 0,4) cos(50(x — 0,4)?)) — (156)

Ciuo(x,y),

onde R(x,y) é um numero aleatério no intervalo [-1,1], 0 qual introduz uma perturbacéo

estocastica na condicao inicial.
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2.4.3 Gravidade com Forcas Intermoleculares

Na evolucdo de peliculas finas, se considerarmos forgas intermoleculares (forcas de
Van der Waals) dadas pela funcdo w(u) (Eq. 151), agindo juntamente com a gravidade, a

pressdo generalizada P pode ser escrita na seguinte forma

P=—-(Vu+Cuw+wr) em Qx(0,7). (157)

Para este exemplo, a condicdo inicial para a funcdo u é a mesma descrita na Eg. (155).

Em vista da Eq. (156), podemos obter a condigéo inicial da funcdo P:

Py(x,v) = —1 —0,005sen(50(x — 0,4)2)(0,5(y — 0,4) cos(50(y — 0,4)?))
—1 —0,005sen(50(y — 0,4)%)(0,5(x — 0,4) cos(50(x — 0,4)?))

T e _ (158)
(o))" (uolr3))*

—C1u0 (x, y) +

2.5 Modelo Hiperbdlico da Equacéo de Peliculas Finas

Nesta secdo, consideraremos um modelo para a dinamica de uma fina camada de
liguido em uma superficie inclinada impulsionada pela gravidade.

Em vista da Eq. (134), nos dividimos essa equacao de quarta ordem em um sistema de
equacOes de segunda ordem, de tal forma que o problema agora consiste em encontrar um par

de fungdes u, p: Q x (0,T) - R, onde Q é um conjunto limitado em R?:

ou of(w) .

FT + o V- (MW)Vp), em Q x (0,7), (159)
p=D@u—V?u, emQx(0,7T), (160)
ulx,y, t =0) =uy(x,y), em Q x (0,T). (161)

Aqui, f(u) = u3 e p é uma nova pressdo generalizada, onde a constante positiva

D (a) mede o tamanho do componente normal da gravidade.
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A fungdo de mobilidade do fluido é a mesma dada na se¢do 2.3 e as condi¢des de
contorno de Neumann e Dirichlet empregadas na resolucdo deste problema, séo dadas pelas

seguintes equacdes:

u(0,y,t) =uew,  ullyyt) =b, (162)
u(x,0,t) = u(x, Ly, t), (163)
dp dp

o _7 - 164
ax (Ol y; t) ax (Lx; y; t) 0; ( )
»(x,0,0) = p(x, Ly, t), (165)

onde u,, € uma altura constante e b € uma espessura da pelicula, Li et al. (2014).

Com o objetivo de estudar as instabilidades que ocorrem quando um fluxo de pelicula
liquida é movido pela gravidade em uma superficie inclinada, e capturar o fendbmeno fisico de
formacdo de fingers, ou seja, a formacdo de dedos na pelicula, foram feitas simulacdes
numéricas considerando duas perturbacdes iniciais.

Considerando-se a Eq. (161), para todos os casos da primeira simulacdo envolvendo o

modelo hiperbdlico, utilizaremos as seguintes condi¢des iniciais:

uy(x,y) = O,S[uoo +b—(ue — b) tanh(3(x —10) + R(x, y))], (166)

po(x,y) = Dug(x,y) — 9(ue — b)[1 — tanh?(3(x — 10) + R(x,y))]
X tanh(3(x —10) + R(x, y)), (167)

onde, como foi visto anteriormente, R(x,y) é um namero aleatério no intervalo [-1,1].

Para os casos considerados na segunda simulacéo, as condicdes iniciais sao dadas por

uy(x,y) = 0,5 [uoo + b — (uy — b) tanh (3(x —5) + cos (%))], (168)

20(x,v) = Duy(x,y) — (ue — b) (1 — tanh? (3(x —5) + cos (ﬂ))) X

25

[9 tanh (S(x —5) + cos (%)) + 002w [cos (ﬂ) + (169)

25

2sen? (%) tanh (B(x —5) + cos (%))”
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Tais condic¢Oes descrevem uma perturbacgdo na linha de contato provocada pela funcéo

senoidal.
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3 DISCRETIZACOES DAS EQUACOES DOS MODELOS

3.1 Malha numérica

Como pode ser visto na Figura 4, o dominio espacial Q =[0,L,] X [O,Ly] sera
discretizado utilizando uma malha de blocos centrados, denotada por Q = {(xi,yi) ER? i=
1,..,Nyej=1, ...,Ny}, onde os inteiros N, e N,, indicam as quantidades de blocos na grade
espacial, nas respectivas direcfes x e y. Dessa forma, dados N, e N,, tem-se um total de

N, X N,, blocos de discretizagao.

Figura 4 — A malha de blocos centrados

N —o Ax
—
o o o o o
(o] [+ ou'1 [+] (o}
Ly | o o 2|l . ] /]Ay
N
/
(¢} (o} Ou-1 [+} o
(o] o] (o] [+] o
L '}

X

Fonte: HENDERSON; SAMPAIO; PENA, 2011.

A malha de discretizacdo é considerada uniforme. Logo, fazendo-se Ax = L, /N,,
pode-se escrever x; = (i —1/2)Ax, para todo i = 1,...,N,. De forma semelhante, tem-se
yj = (j—1/2)Ay, paratodo j = 1,...,N,, com Ay = L,,/N,,.

Cada ponto (x;,y;) € Q representara um né da malha Q, onde os valores das funcdes

incgnitas do problema em questdo serdo efetivamente calculados.
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O conjunto Q;; = [Xi41/2, Xi—1/2] X [Vj+1/2¥j-1/2] é chamado o bloco ij (ou célula
ij) da malha Q, cujo centro (ou n6) é representado pelo ponto (x;,v;). Assim, observe que
Xiv12 = X +Ax/2,y;_1,, = y; + Ay /2 etc.

O dominio temporal seré representado pelo intervalo fechado [to, tf], onde t, denotara
0 instante inicial, considerado como sendo o tempo zero e t; o instante final. Esse intervalo
sera particionado na forma 0 =t, <t; <. <t, <-- <ty = t;, dando origem a uma
grade temporal. Aqui, n; representard um dado nimero inteiro que define a quantidade de
niveis de tempos utilizados. Assim, pode-se escrever |t tf] = U, LI, onde I,, = [t,_y, t,],
para todo n = 1,...,n,. Cada subintervalo de tempo [t,_,,t,] terd comprimento uniforme,
denotado por At = t,, — t,,_1.

Neste trabalho, o valor f(x;,y;,t,), de uma dada funcdo f em um ponto (x;, y;) da

malha (), no nivel de tempo ¢, sera representado pela notagao classica f;".

3.2 Discretizacdo do Modelo Basico (Caso 1)

Nesta secdo, primeiramente consideraremos a equacao diferencial parcial parabolica

de segunda ordem (Eg. 136) discretizada implicitamente no tempo, com relacdo a p e u,

ug]:l-l_ult}j a _ apn+1 a _— apn+1
— 2 |ox M (u™) e ij— oy M ™) 3y ij—o- (170)

Usando-se diferencas finitas centradas, as derivadas parciais indicadas na Eq. (170)

sdo discretizadas na forma

un'."l —uh

e e 1 pn+1 pn+1
) ZAN— Vo n+1 - M n+1
At Ax i+%,j(u )< dx >i+lj i—%'f(u )< dx >i_ .
>

1
b2

171
1 apn+1 ( )

apn+1
_ M n+1 _ M n+1 — 0
Ay i,j+%(u )< dy > 1 i.j—%(u )< dy > 1
l,]+§ l,]—z
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Em vista das condigdes de contorno indicadas na Eg. (141), notam-se as seguintes

condi¢des nas faces dos blocos de fronteira, as quais ocorrem para todos os niveis de tempo:

=0, se i =n,,
i+a

opnt1
IM( n+1) p l

pn+1
M (u™tt) 3 l =0, sei=1,
x |1

\ 1 (172)
IM(un+1) l =0, Sej =n,,
dy 1
l,]+5
a n+1
IM(u”“) d l =0, sej=1.
dy 1

Aproximando-se novamente as derivadas parciais restantes na Eq. (171) por diferencgas
centradas, obtemos a forma totalmente discretizada da Eq. (136):

1 1 1 1
uft -l 11, ( nﬂ)pl‘ﬁ] Pl o (un+1)p{‘,+ - Py
At A Ax i~2J Ax
1 pn++11 pn+1 pn+1 pn+11 (173)
——|M, n+l ¥_M nty Bl Uit g
e B BT I

Na Eq. (173), os valores de M (u™*1) nos pontos localizados nas faces do bloco ;;

serdo aproximados por médias harménicas dos respectivos valores definidos nos blocos

vizinhos. Entéo, por exemplo, temos que

[M@W)]. 1 Z[M(un+1)]i,j [M(Un+1)]i+1,j

ki = @O, + E@ sy (174)

Agora, consideraremos a Eg. (137), uma equacao diferencial parcial de segunda ordem

dada por

a aun+1 a aun+1
i+ (%) 5 5], o
iJ ij

Para efetuar a discretizacdo espacial, as derivadas parciais indicadas na Eqg. (175) sdo

aproximadas por diferengas finitas centradas,



55

nt1 +i aun+1
Pij Ax O0x ;

=0.

<6u”+1> N 1 <8u"+1> <6u”+1>
- Av “\ ov 17
;o Vax )l ayCay ) Uay ) (176)

!
2’ 2 2

Novamente, as condi¢Bes de contorno indicadas na Eq. (141) nos permitem considerar
as seguintes condicdes nas faces dos blocos de fronteira:

( au‘l’l+1
lax l.1.=0’ se i =y,
l+5,]
au‘l’l+1
Iaxll=0, sei=1,
< launﬂl a77)
=0, sej =mn,y,
oy Lty
Iaun+1l
=0, sej=1.
N

Em seguida, usando-se novamente diferencas finitas centradas, podemos aproximar as

derivadas parciais da Eq. (176), obtendo

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
pery L (Wrny DM W Ty | L U T M T W
Ay

Pij Ax Ax B Ax Ay Ay (178)
= 0.

3.3 Discretizacédo das Formas Generalizadas

3.3.1 Caso 2 — Forcas Intermoleculares

Como mencionado anteriormente, no Capitulo 2, o termo P € a pressdo generalizada, a
qual descreve diferentes efeitos fisicos. Para este problema generalizado, consideraremos a

Eq. (147) discretizada implicitamente no tempo, com relagcdo a P e u,
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n+1
ij

At

—ul

n+1
ij 6?

9
ay

a ag)n+1

ox

Uu;

0.

(179)

(Jv[(u"“) (JV[ (u™)

|5 )l ),

Para efetuar a discretizacdo espacial, as derivadas parciais indicadas na Eq. (179) sdo

aproximadas por diferengas finitas centradas, dadas por

u?]H up; 1 n+1 opPm n+1 oP™H
At  Ax MH‘%J G dx il B Mi—%:f @™ d0x .y
z z 180
1 a?n+1 a?n+1 ( )
- ( n+1)< > _ Mij_l(unﬂ)( p > = 0.
y Lity w2 Y /-t

As condigdes de contorno indicadas na Eq. (150) nos permitem considerar as seguintes

condicdes nas faces dos blocos de fronteira, as quais ocorrem para todos o0s niveis de tempo:

( n+1
IM(u”“) l =0, sei=n,,
i+
n+1
l]v[(u”“) o7 l L= 0, sei=1,
i-5.j
< opnti ’ (181)
lM(un+1) l =0, Sej =n,,
dy Lty
n+1
IM(u”“) l =0, sej=1.
ay | .1
Lji-5

Em seguida, aproximando-se novamente as derivadas parciais restantes na Eq. (180)

por diferencas centradas, obtemos entdo a forma totalmente discretizada da Eq. (147):

+1 +1 +1 +1 +1
ugj ult}j i M. 1 () i1 J “Plnl M g ()= D ln] ?ln 1,j
At Ax | itz] Ax i=5J
1 :rl_-l_-l_ll :Pn+1 n+1 an+1 (182)
——\m n+1 L] L M n+1 ij —
Ay [ Lty @™ Ay b -%(u ) Ay

Considerando-se a Eq. (148) e o modelo que descreve as forcas intermoleculares,

temos que
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S B e

No que segue, as derivadas parciais indicadas na Eq. (183) sdo aproximadas por

:Pn+1 +

diferencas finitas centradas, dadas por

:Pn+1 s 1 <aun+1> <aun+1> N 1 <au1’l+1> <aun+1>
Ax ox Yy o0x i_%’j Ay oy i’j% oy i'j_% (184)

1 £

Lyt —

wi;(u™h) = <(un+1 (un+1 4) (185)
ij

Em vista das condic¢des indicadas na Eq. (177) e aproximando por diferencas centradas

as derivadas parciais restantes na Eq. (184), obtém-se

i,j i,j
pntl 4
b Ax Ax Ax
n+1 n+1 n+1 n+1
1 ui,j+1 - ui,j ul] ul] 1
— —w; (W) =0
Ay Ay L] )

n+1 n+1 n+1 n+1
1 Iuiﬂ'j —uj uftft —ul 1]l

(186)

Ay

3.3.2 Caso 3 — Gravidade

Para efeitos de gravidade, a pressdo generalizada P passa a ser tratada como na Eqg.

(154), a qual pode ser escrita na seguinte forma

?n+1 d aun+1 + d aun+1 +C n+1 =0.
b ax\ oax )| Tlay\ ay /| iy = (187)
ij ij

Assim, baseando-se na Eq. (187), podemos escrever a forma totalmente discretizada
da Eq. (154), dada por
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n+l _ o n+l n+l _ o n+l.
:P-n-+1 + i ui+1,j u’l,j _ ul,] ul—l,]
b Ax Ax Ax
1 [ulfl — ¥l nfl o yntl (188)
i,j+1 i,j iJj i,j—1 n+1 _
- - + Cluij —_ 0
Ay Ay Ay '

3.3.3 Caso 4 — Gravidade com Forcas Intermoleculares

Para o caso de forcas intermoleculares agindo juntamente com a gravidade, podemos

escrever a pressao generalizada P dada pela Eq. (157), da seguinte maneira

a aun+1 a aun+1
W”b( ox )l +[@< 3y >l + Gt = wy (W) =0, (189)
i,j i,j

onde o termo w; ;(u™**) é dado pela Eq. (185).

Em seguida, obtemos a forma totalmente discretizada da Eq. (157):

ij

n+1 _ . n+l n+1 _ ,n+1.
pntl Ay T U U T Uy
b Ax Ax Ax 190
1 [ulttl — il gl _gnil (190)
ij+1 ij ij ij-1 n+1 n+1
— — + Coulttt —w; (U™t = 0.
Ay Ay Ay 1%, L]

3.4 Discretizacdo do Modelo Hiperbdlico

Primeiramente, consideraremos a Eqg. (159) discretizada implicitamente no tempo,

comrelacdo a p e u,

wft -ty [0 (0 3N [ 9
i P GG b g | B el R b |
1] L)

af(un+1) B
5 ] ~o

(191)
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Em seguida, usando-se diferencas finitas centradas, as derivadas parciais indicadas na

Eq. (191) sdo discretizadas na seguinte forma

u:'LJ-H — u?j 1 n+1 apn+1 n+1 apn+1
At Ax Mi%,j(” N ) 1._Mi—%,f(u ANrraan
l+E,] l—E,j
1 0 n+1 0 n+1
e ( ”*1)< Z > —JV[”. 1(umth) <’Z—> (192)
y 9y Lita Y /-2
nty nts
fi+1j Y
2’ 27
A = 0.

Aproximando-se novamente as derivadas parciais restantes na Eq. (192) por diferencas

centradas, obtém-se

1 1 1 1 1
uff' -y 1 M1 nﬂ)p?ﬁ] ani - (unﬂ)zﬂ?f —;p?i,l
At Ax i+§,J Ax Ax
1 1 1 1
R P 1(un+1)zof‘f+1 Pi L n+1)ﬂﬂl‘f —Piio
Ay | i+ Ay i,j—z Ay (193)
fn+% _ fn+—
+ l+§,j i—%] —0
Ax '

1 1

n+- n+- - - ,

Na Eq. (193), os valores de f,+12, e f ,? serdo calculados utilizando o método de
2 —,] l——.]

Rusanov, onde para todo u entre uf/* e uf};';, podemos definir um fluxo numérico desta

equacdo como (veja, Trangenstein 2007, por exemplo):

1

2 = o) + £lay) - 2,

l+]

(it = i) (194)

O parametro A, j due aparece na Eq. (194), € um valor médio da velocidade

caracteristica encontrada no problema, dado por

Ay = maxf (ul ), f (ui) )} (195)
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De forma analoga, temos que para todo u entre u"“ e u{”f], obtém-se

l——

fi;] St + ) -4 Gyt - )| (196

onde o valor de /11._1]. é dado por
>

A1 1= = max{f’ (u”“) f' (u{”f])}. (197)

Assim, substituindo-se as Egs. (194) e (196) na Eq. (193), obtemos a forma totalmente
discretizada da Eq. (159):

u{l]-i-l u?j _i (un+1) p?:llj _p?]-"l _ M (un+1)gg:lj+1 p?-l-llj
At Ax l+1,' Ax 1 Ax
1 (nﬂ)pﬁfl zﬂfl_lf L +gzﬂ71 =
-5 [P — 3 —~ (198)
[ f(u?++11]) A ](u{L++11’j ) = F(upt) + /11__ (ur — :l+11]):|

=0.

No que segue, a pressao generalizada p passa a ser tratada como na Eq. (160), a qual

pode ser escrita na forma

i1 D n+1 + a aun+1 + a aun+1 B 0
Pij “ dax\ ox y oy \ 0Jy g - (199)

Aproximando por diferencas centradas as derivadas parciais da Eq. (199), podemos

escrever a forma totalmente discretizada da Eg. (160), dada por

n+1 n+1 n+1 n+1
n+1 n+1 1 Ui — Ui Upj = —Ui—q,j
271] Duij +— -
' Ax Ax Ax
n+1 n+1 n+1 n+1
1 Iui,jﬂ —u™ ult = 1] — 0o

L] i,j
Ay Ay Ay

(200)
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4 O METODO NUMERICO PARA AS EQUACOES NAO LINEARES

4.1 Aspectos Gerais

Considerando, por exemplo, as discretiza¢des das Egs. (136) e (137) ao longo de todos
0s nos da grade mostrada na Figura 4, obtém-se dois sistemas ndo lineares cada um com
N, X N,, equagdes, cujas N, X N, variaveis de cada sistema sdo, respectivamente, os valores
da espessura da pelicula de fluido e da pressdo, em cada n6 da grade de blocos centrados,
usada na discretizagdo espacial.

Em outras palavras, depois de discretizadas, as equacgdes diferenciais de interesse neste
trabalho sdo transformadas em sistemas ndo lineares com N = 2 X N, X N,, equagdes
algebricas (ou transcendentes), possuindo N = 2 X N, X N,, variaveis.

Entdo, durante a evolucdo temporal, para obter-se os campos de espessura da pelicula
de fluido e a pressdo (ou pressdo generalizada), a resolucdo numérica de um sistema nao
linear é exigida a cada passo de tempo At que separa o0 nivel de tempo n do nivel futuro n +
1.

As sucessivas resolugdes numeéricas desse sistema nao linear, resultante do esquema
temporal implicito utilizado na discretizacdo da chamada equacdo de pelicula fina, gastam
grande parte do tempo de CPU (Central Processing Unit) destinado a execucdo dos
procedimentos computacionais. Com a finalidade de se obter um simulador que seja eficiente
para o escoamento de peliculas finas em superficies sélidas, onde a espessura da pelicula de
fluido e a pressdo sédo tratadas implicitamente no tempo, se faz necessario a aplicacdo de um
método numérico que consuma pouco tempo de CPU. Percebe-se também que tempos de
CPU relativamente pequenos ndo sdo 0s Unicos aspectos esperados. De fato, além disso,
deseja-se que 0 método numérico usado seja suficientemente robusto, de forma que o seu
processo iterativo ndo divirja, ou convirja para um ponto inapropriado.

Neste trabalho, utilizaremos um método desenhado para ser robusto e eficiente, o qual
é um algoritmo desenvolvido por La Cruz, Martinez e Raydan (2006) para a resolucdo de
sistemas ndo lineares. Tal método, denominado de DFSANE (Derivative-Free Spectral

Algorithm for Nonlinear Equations), ndo emprega resolucdes de sistemas lineares, sendo um
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método de busca direta que essencialmente utiliza, a cada iteracdo, o valor da aplicacdo que
define o sistema ndo linear no ponto corrente.

A formulacdo original do DFSANE ¢é equipada com uma busca linear inexata que
satisfaz uma condi¢cdo de ndo monotonicidade baseada na conhecida condigdo de Grippo,
Lampariello e Lucidi (1986), a fim de proporcionar convergéncia global. Como mostrado por
Cheng e Li (2008), uma outra condigdo de ndo monotonicidade pode também ser incorporada
a estrutura do método DFSANE.

Durante o desenvolvimento deste trabalho, observamos que nenhuma das condicdes de
ndo monotonicidade desenvolvidas para 0 DFSANE em sua forma original, séo eficientes
para tornar esse algoritmo capaz de resolver o sistema mal condicionado considerado aqui.

Observamos também que para superar essas dificuldades impostas pela natureza desse
sistema, se faz necessario a utilizacdo de uma busca linear inexata gerada a partir de uma
condicdo altamente ndo monotona. Para contemplar essa exigéncia, modificamos nesta tese o
algoritmo DFSANE. Isso foi feito adaptando a condicdo proposta por Cheng e Li (2008), a

fim de torna-la altamente ndo monétona.
4.2 O Método DFSANE e suas ModificacGes

Dada uma funcdo suficientemente diferencidvel f: R¥ — R, existem varios métodos

iterativos desenvolvidos para resolver o problema de otimizacéo

Min f(x)
e 2on

0S quais buscam determinar x € R, tal que

7f(x) =0, (202)

onde Vf denota o vetor Gradiente de f.
Dentre os métodos utilizados para resolver o problema mostrado na Eq. (201) ha uma
classe de métodos iterativos que se valem de baixa estocagem, sendo, dessa maneira,

convenientes para problemas de grande porte. Nessa classe estd o chamado método do
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gradiente (“steepest descent”), o qual busca por x ao longo da direcdo definida pelo vetor
gradiente de f, veja Dennis e Schnabel (1983), por exemplo.
Mais especificamente, dado x,, um método do tipo gradiente gera uma sequéncia da

forma {x,}, tal que

Xp+1 = X — LV (X)), (203)

onde A, é o tamanho do passo tomado na iteracdo k.

Como verificado na solucdo de muitos problemas praticos, métodos desse tipo em
geral costumam convergir lentamente.

Com o objetivo de acelerar a convergéncia da sequéncia descrita na Eq. (203), Barzilai
e Borwein (1988) propuseram um metodo do tipo gradiente definido por

1
Xp41 = X — @ Vf(xyg), (204)

onde, para todo k > 1, o escalar «;, é 0 argumento que minimiza a funcéo |[as;_; — yr_11%,

COM S;_; = Xy — Xp_1 € Vo1 = Vf(Xx) — Vf(Xk41), 0 qual é dado por

T
_ Sk-1¥k-1

_ Sic¥is (205)
Sk-1Sk-1

29"
O parametro definido na Eq. (205) é denominado de coeficiente espectral. Para

elucidar tal denominagéo, considere, por exemplo, o caso particular onde f é uma forma
quadratica dada por f(x) = %xTAx —b"x + ¢, sendo A uma matriz quadrada de ordem N,

b e RY e ¢ € R. Neste caso, tem-se que Vf(x) = Ax —b. Assim, o coeficiente espectral

T
. Asj_ . . . .
pode ser escrito como a;, = % Tal quociente é o chamado de quociente de Rayleigh.
k-13k—-1

Se a matriz A é simétrica e se s,_; € um autovetor de A, entdo a;, assim definido, € um
autovalor de A correspondente ao autovetor s;_,, justificando assim a denominacéo referida
acima, Raydan (1997).

O método do Gradiente Espectral pode ser escrito na forma padrdo mostrada na Eq.

(203). Para isso, considere
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T
1 Sp Sk
Ay =—= T <
Ak Sp—1¥k-1

(206)

Como enfatizado por Barzilai e Borwein (1988), o0 método do Gradiente Espectral ndo
gera uma sequéncia monotona, no sentido de que nao ocorre f(x;_;1) < f(x,), paratodo k.

H& uma clara relacdo entre o problema de minimizacdo mostrado na Eq. (201) e o
problema de resolver um sistema nao linear, resumindo na forma:

Determinar x € R, tal que

F(x) =0, (207)

onde F: RY —» R¥ é uma aplicagdo ndo linear suficientemente diferenciavel.

De fato, considerando f(x) = ||[F(x)||?, pode-se mostrar que Vf(x) = 2F (x)TF(x).
Assim, se F'(x) (a matriz Jacobiana da aplicacdo F) é invertivel, entdo Vf(x) =0 se, e
somente se, F(x) = 0.

O metodo DFSANE, proposto por La Cruz, Martinez e Raydan (2006), € um método
para a resolucdo de sistemas ndo lineares F(x) = 0, o qual procura resolver o problema de

minimos quadrados néo lineares

Min f(x) = [FGOIP
o, (200

usando uma busca linear que emprega o coeficiente espectral sugerido por Barzilai e Borwein
(1988).

Para resolver o problema (208), La Cruz e Raydan (2003) observaram que em vez de
usar a direcdo do gradiente de f = ||[F(x)]|?, dado por Vf(x) = 2F'(x)TF(x), a qual exige o

célculo da Jacobiana F'(x), pode-se definir um método espectral fazendo-se simplesmente:

1
Xp+1 = X a—kF(Xk)' (209)
onde agora

1 T _
2 51;—1Sk 1 (210)
Xk Sk-1¥k-1
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é calculado utilizando s;,_; = X}, — X1 € Yxk—1 = F(X}) — F(Xx_1).

Na Eqg. (209), a opcdo dos sinais + vem do fato de que, em geral, o vetor d;, =
—F(x,) pode ndo ser necessariamente uma direcdo de descida de f(x) = |[F(x,)l|?, a
partir do ponto x,, isto é em geral Vf(x,)Tdy = —2F(x,)TF'(x,)F(x,) ndo €
necessariamente um nimero negativo. Assim, quando isso ocorrer, escolhe-se d; = +F(x;)
como sendo a tal direcdo de descida a ser utilizada.

Observe que o uso de F(x;) na Eq. (209), em vez de Vf (x) = 2F' (x)TF(x), equivale

a seguinte aproximacao

F(x) = %1 (211)

onde I é a matriz identidade de ordem N.

Como resultado da utilizacdo do coeficiente espectral, a sequéncia gerada pelo método
mostrado na Eq. (209) também ndo é monotona. Assim, sua convergéncia pode depender da
localizagédo do dado inicial.

Para tratar essa questdo de convergéncia, as iteracdes do algoritmo DFSANE
(Derivative-Free Spectral Algorithm for Nonlinear Equations) proposto por La Cruz,

Martinez e Raydan (2006), sdo da forma

1
Xip+1 — X + /’lk <ia_F(Xk)), (212)
k

onde, paratodo k > 1, (1/¢, ) é definido pela Eq. (210) e (1/4,) = 1.
Na Eq. (212), A, > 0 é o tamanho do passo tomado na direcdo de busca d, =
i(l/ak)F(xk), 0 qual € determinado usando-se uma busca linear inexata. Desse modo,

procura-se agregar ao método DFSANE boas propriedades de convergéncia global
provenientes de escolhas criteriosas para Ay.

A busca linear inexata originalmente empregada no algoritmo DFSANE foi
desenvolvida para satisfazer uma condicdo baseada na classica condicdo de néo
monotonicidade de Grippo, Lampariello e Lucidi (1986). Mais precisamente, no algoritmo
apresentado por La Cruz, Martinez e Raydan (2006), o tamanho do passo 4, sO € aceito se

satisfazer a seguinte condicéo:
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fXp + Ady) < Osf}”é?wx_lf(xk—j) + e — VARS (), (213)

onde {e,} é uma sequéncia (de nimeros reais ndo negativos) convergente, M é um inteiro ndo
negativo, 0 <y < 1e f(x) = |IFx)I?.

A condicdo mostrada na Eq. (213) é de ndo monotonicidade porque ela permite a
geracdo de uma sequéncia f(x,), onde ndo ocorre, necessariamente, a relacdo de
decrescimento f(xy4+1) < f(X,), para todo k. Desse modo, em uma vizinhanga do dado
inicial x,, o algoritmo DFSANE pode aceitar pontos da forma x;,; = X, + A4,d,, onde a
funcdo objetivo f(x) = ||F(x)||? cresce de valor.

Ao contrario da condicdo de ndo monotonicidade classica de Grippo, Lampariello e
Lucidi (1986), dada por

f&Xp + Ady) < Osrjrg;\\/lx_lf(xk—j) + YAV (%) T dy, (214)

a qual foi usada em uma proposta inicial formulada por La Cruz e Raydan (2003) que
originou um método semelhante ao DFSANE, chamado simplesmente de SANE, deve-se
notar que a condigdo definida na Eq. (213) ndo depende do gradiente Vf(x) = 2F' (x)TF(x)
que aparece na Eq. (214). Assim, o DFSANE é¢ um método espectral totalmente livre do
calculo de derivadas, as quais geralmente sdo empregadas na constru¢do da matriz Jacobiana
F'(x).

O método DFSANE, inicia com A, = 1. Caso esse tamanho de passo unitario nao
satisfaca a condicdo (213), 0 DFSANE usa uma técnica de “backtracking” semelhante aquela
descrita na Kelley (1995), a qual emprega um polinbmio quadratico obtido por uma

interpolacdo quadratica em dois pontos.

Para isso, considerando d,;, = i(l/ak)F(xk) e seguindo a estratégia mostrada no livro
de Kelley (1995), La Cruz, Martinez e Raydan (2006) construiram o polinbmio interpolador
p(A), exigindo que p(0) = f(xx) = lIF(xII?, p'(0) = =2f(xx) = —2[IF(x)II* e p(A) =
f(x + A.dy) = |[F(xy) + A.di|[?, onde A, denota o tamanho do passo corrente que foi

rejeitado, por ndo satisfazer a condicdo de ndo monotonicidade mostrada na Eq. (213).

Portanto, para d, = i(l/ak)F(xk), obtém-se o seguinte polinémio quadratico:

X + Acdy) — f(Xp) + 2f (X3 Ac 22
A2 '

p(A) = f(xy) — 2f (x)A + (215)
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Devido a escolha p'(0) = —2||F(x,)|?, a derivada de p(1) no ponto 1 = 0 é sempre
negativa. Tal escolha é coerente, pois no DFSANE o sinal de d; = i(l/ak)F(Xk) é

selecionado para obrigar o vetor d; ser sempre uma direcdo de descida de f em x,, ou seja,
sempre se tem Vf(x,)7d; < 0.
O ponto critico do polinbmio mostrado na Eq. (215) é determinado analiticamente por

1 = 22f (%)
(R + Acdy) + (22, — Df(xy)

(216)

o qual é um minimizador de p(1), se f(xy + 1.d;) = f(x,).
Considerando-se 0 mesmo procedimento de salvaguarda usado por Kelley (1995), no
DFSANE o tamanho do passo futuro é determinado por

Oole, se A; < 0y,
Ay =014, se A¢ < 014, (217)
Aes caso contrario,

onde 0 < g, < g, sdo escalares prefixados. Observe que a condi¢cdo de salvaguarda mostrada
na Eq. (217) procura evitar que o tamanho do passo se torne muito grande ou muito pequeno.
Apos esse célculo, para prosseguir com a determinacao do tamanho do passo de busca
na iteracdo k, verifica-se novamente se o candidato A, satisfaz ou ndo a condi¢do mostrada na
Eq. (213). Em caso afirmativo, aceita-se o tamanho de passo como sendo A, = 1. Caso

contrario, faz-se a atualizagdo A. = A, e repete-se novamente esse processo de busca linear
inexata ao longo de d;, = i(l/ak)F(xk) até que a condicdo (213) seja finalmente satisfeita.

Influenciada pela condicdo de ndo monotonicidade de Grippo, Lampariello e Lucidi
(1986), observa-se que a condicdo de ndo monotonicidade livre de derivadas mostrada na Eq.
(213) depende da escolha do parametro M > 0, cujo valor pode estar fortemente associado as
caracteristicas do sistema néo linear considerado e da dimensdo desse tal sistema.

Para contornar esse problema, mais recentemente, Cheng e Li (2009) modificaram o
método DFSANE. Para isso, esses autores trocaram a condicdo (213) por outra condicdo de
ndo monotonicidade que ndo depende do parametro M. Essa condicdo, que também é livre de
derivadas, tem se mostrado mais adequada para a busca linear ndo monotona, associada com a

etapa de globalizacdo do algoritmo DFSANE. Tal condi¢édo € dada por:
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f(Xp + Aedy) < Cp + € — v ALf (X)), (218)

onde C, = f(x,) € Cy é atualizado pelas seguintes regras:

Qr+1 = PrQr + 1, (219)

_ BrQi (G + €) + f (Rpey1)

Crs1 = , (220)
fert Qrr1

comQ, = 1ep, €[0,1], paratodo k.

Durante o desenvolvimento deste trabalho, notamos que a condicdo de né&o
monotonicidade de Cheng e Li (2009) e também aquela proposta originalmente por La Cruz,
Martinez e Raydan (2006), Eq. (213), ndo sdo totalmente apropriadas para resolver o0s
sistemas ndo lineares resultantes das discretizagdes numericas das equacdes diferenciais
parciais que modelam a evolucéo de peliculas finas.

De fato, apds varios testes computacionais, verificamos que o mal condicionamento
desses sistemas imp0e restricOes a realizacdo da busca linear inexata. Mais precisamente, tal
mal condicionamento cria severas dificuldades para a determinacdo de um valor 1, > 0 que
satisfaca a Eg. (213), ou a Eg. (218), ap6s um numero de tentativas razoavel.
Consequentemente, tais condicdes tornam o DFSANE extremamente lento, quando
empregado para resolver os sistemas considerados.

Com isso, observamos que a utilizacdo do método DFSANE na resolugdo de sistemas
mal condicionados, exige uma condi¢do de ndo monotonicidade que tenha a propriedade de
relaxar as exigéncias impostas pelas condigdes descritas nas Egs. (213) e (218), as quais sdo
muito severas para o0s sistemas ndo lineares considerados aqui. Isso implica na utilizacdo de
uma condicdo apropriada para aceitar tamanhos de passos que, possivelmente, produzirdo
uma sequéncia f(x,) altamente ndo mondtona.

Para satisfazer essa exigéncia imposta pelo mal condicionamento dos sistemas, neste
trabalho modificaremos o método DFSANE. Para isso, utilizaremos uma condi¢do de nao
monotonicidade livre de derivadas, a qual é capaz de aceitar tamanhos de passos apds poucas
tentativas e em um intervalo de tempo de computacdo razoavel, produzindo uma sequéncia
f (x,,) altamente ndo mondtona.

Usaremos a condicdo de Cheng e Li (2009), descrita na Eq. (218). No entanto, em vez
da atualizacdo mostrada na Eq. (220), a fim de gerar uma sequéncia altamente ndo monotona,

consideraremos a seguinte atualizacdo para o pardmetro Cy:
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_ Qi (G + wi) + f (K1)
Ck+1 - Q )
k+1

(221)

onde agora {w,} € uma sequéncia (de nimeros reais ndo negativos) ligeiramente crescente,
em vez de convergente.

O Algoritmo 1 abaixo descreve em detalhes os passos do método DFSANE
modificado usado aqui, onde consideramos y = 107%, B, = 0,85, wy = (k+1)*3 e

€x = M, para todo k > 0.
Wk

No Passo 6 do Algoritmo 1 encontra-se um procedimento pratico proposto por La

1

Cruz, Martinez e Raydan (2006), usado para evitar que a magnitude de se torne muito

Ak+1

grande, ou muito pequena.

A condicdo de interrupcdo do processo iterativo gerado pelo método DFSANE é
definida no Passo 2 do Algoritmo 1, a qual é exatamente a mesma proposta por La Cruz,
Martinez e Raydan (2006), onde e, e e, sdo as tolerancias absoluta e relativa,
respectivamente.

A menos que seja dito explicitamente ao contrario, nos exemplos considerados aqui

sera utilizado (a principio) e, = 107> e e, = 107*.



Algoritmo 1 — (DFSANE)

DadOS N € N, Xo € IRN, Oy = 0,1, oy = 0,5 e)/ = 10_4.

Passo 1. Faca Cy = f(Xq), Qo = 1, €5 = |[F(x)II, (aio) =1ek=0.

IIF (x|l I xo) I
N <e,te——— N

Passo 3. Faca d;, = — (ai) F(xp), A, =1eld_ =
k

Passo 2. Se —=— entéo pare.

Passo 4. Se f(x) + A,d;) < Cy + €, — yA3f(x;) entdo
faca A, = A4, € X1 = X + A1 dy,
se ndo
se f(x +A_dy) < Cy + €, — yA2f(x;) entdo

fa(;‘a Ak = A_, €Xpi1 =X — Akdk!

se ndo faca
. 2f(x)
P+ Apd) + (24, — DF(x)
o 2F(x,)
P — Asdp) + (22 — DF(x)
0o+, se Af < gy,
Ay =309, se Af > 01,
A, caso contrario
OoA_, se Ay < gyl
Ao =40y, sel; > o011
A7 caso contrario

e va para o inicio do Passo 4.
fim do se

fim do se

Passo 5. Faca Qpq = 0,85Q) + 1, 1w, = (k + 113 € Cpyy = L22UCt @)t/ (hss)

Qk+1

1 Sk Sk+1
Passo 6. Faca Sy = Xp41 — Xp, Yirr = F(Xpy1) —F(xp) € = S
Ak +1 Sk+1Yk+1

Se | ¢ [1071°,10%10], entdo faca
Xr+1
1, se |[F(xp)|l > 1
= IFx)I™,  se107° < [[F(xll <1
e+l 105,  se|[F(x;)|l < 1075,
fim do se

IIF(Xo)II

W

Passo 7. Faga €, .1 =

70
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Passo 8. Faca k = k + 1 e volte para o Passo 2.

Para finalizar, observaremos que o DFSANE é um método genuinamente espectral.
Utilizando uma expansdo em série de Taylor, com resto integral, podemos determinar a

seguinte relagéo (veja, Dennis e Schnabel 1983):

Ak

Vierr = F(Xpeyr) — F(x) = [ f F'(x, + td)dt | d,. (222)
0

Como Aid; = Xy 11 — X = Sk4+1, LEMOS que
Ak

Yi+1 = (1/Ak)j F’(Xk + tdk)dt Sk+1- (223)
0

Utilizando a Eq. (223) obtemos

l !
_ Sk+1Yk+1 _ S+1 [(1/)%) fo “F'(x, + tdk)dt] Sk+1

== = ,Vk > 0. (224)
Sk+1Sk+1 Sk+1Sk+1

Ok+1

O valor a;,, assim definido é um quociente de Rayleigh associado a matriz

(/) fo’l" F'(x; + td,)dt, a qual representa uma média integral dos valores da Jacobiana

F'(x; + td;), tomada quando t varia no intervalo [0,1,]. Logo, se a matriz F'(x, + td,) é

simétrica, para todo 0<t<A;, € Se spy; Se aproxima de um autovetor de

(1/2) fo’l" F'(x; + td,)dt, entdo o coeficiente espectral do método DFSANE se aproxima

de um autovalor da matriz (1/4;) fo’l" F'(x, + td)dt.
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5 RESULTADOS

5.1 Os Aspectos Gerais

Neste capitulo, serdo apresentados os resultados obtidos das simulacBes numéricas
para 0 escoamento de peliculas finas em superficies sélidas e inclinadas, as quais foram
desenvolvidas neste trabalho usando os modelos e métodos descritos nos capitulos anteriores.

Assim, as equacdes diferenciais parciais que modelam a evolugdo de peliculas finas
foram discretizadas no espago usando-se diferencas finitas centradas. A discretizacdo
temporal é totalmente implicita.

Os sistemas ndo lineares, resultantes das discretizagdes numeéricas de tais equacoes,
foram resolvidos numericamente usando-se o algoritmo DFSANE, proposto por La Cruz,
Martinez e Raydan (2006), o qual € um método espectral totalmente livre de derivadas,
destinado a resolucdo de sistemas ndo lineares de larga escala, assim como 0s descritos no
Capitulo 2.

Um dos objetivos do presente capitulo é mostrar o desempenho do DFSANE para
problemas altamente ndo lineares. Para isso, consideraremos seis exemplos distintos. Nos
quatro primeiros exemplos, o dominio espacial Q € discretizado usando-se uma grade com
40 x 40 blocos. Ja nos dois exemplos seguintes, considera-se uma grade com 100 x 40
blocos na discretizacdo do dominio espacial.

A metodologia numérica mostrada no Algoritmo 1 ndo requer o calculo ou
armazenamento da matriz de coeficientes associada aos sistemas ndo lineares resultantes das
discretizac6es das diferentes formas da equacao de pelicula fina. De fato, 0 método DFSANE
requer essencialmente a computacdo e armazenagem dos vetores x e F, que sao,
respectivamente, o vetor variavel e o vetor de busca, ambos de tamanho N = 2 X N, X N,
sendo F(x) uma aplicagdo ndo linear suficientemente diferenciavel.

Assim, o maior custo computacional do algoritmo DFSANE reside essencialmente na
computacdo do vetor F(x), em cada iteracdo. Do ponto de vista de programacao, este vetor
pode ser construido usando lagos independentes. Em outras palavras, no calculo de F(x),
observa-se que o resultado de uma iteracdo de um laco ndo depende do resultado de qualquer

outra iteragdo. Isso significa que diferentes iteracdes de um laco podem ser executadas
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simultaneamente por diferentes processadores. Portanto, neste contexto, 0 método DFSANE é
altamente paralelizavel.

No presente trabalho, o célculo de F(x), e apenas este célculo, foi paralelizado em
cada iteracdo do algoritmo DFSANE. Para isso, usamos 0 OpenMP (Open Multi-Processing,
ou Multi-processamento aberto), o qual € uma interface de programacédo de aplicacdo (API).
Para mais detalhes sobre este assunto, recomendamos, por exemplo, o livro de Chandra et al.
(2001).

No entanto, gostariamos de observar que o OpenMP é um modelo de programacao
paralela relativamente novo, que é muito apropriado para computadores equipados com
multiprocessadores de memdria compartilhada, como o usado para obter os resultados deste
trabalho.

Aqui, o OpenMP funciona em conjunto com a linguagem C++. Isso foi feito usando
modificagdes de um codigo inicialmente escrito para computacdo serial. Estas modificacdes
sdo compostas de um conjunto de diretivas do compilador que descrevem o paralelismo da
sub-rotina usada para calcular F(x), no cddigo-fonte.

Todos o0s resultados numéricos mostrados aqui foram obtidos usando-se um
computador equipado com 2 processadores Intel Xeon E5-2420 Hexa-Core, com 1,9 GHz e
10 MB de memoria cache LGA. Os cddigos foram compilados e executados usando o
software Intel Parallel Studio XE 2013, que hospeda o OpenMP como uma API nativa. Esta
tecnologia de software e hardware permitiu um processamento multi-core, com 12 nucleos

fisicos mais 12 nucleos virtuais.
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5.2 Exemplo 1

Neste exemplo, consideraremos 0 modelo basico descrito pelas Egs. (136)-(138), o
qual modela a altura de peliculas finas de fluidos viscosos que, movidos exclusivamente pela
tensdo superficial, se espalham em superficies planas e sélidas. Tomaremos Ax = Ay =
0,025 e o tamanho do passo de tempo usado é At = 107>, o qual foi selecionado apds
intensivos testes computacionais.

Em vista das condicOes iniciais dadas pelas Eqgs. (142) e (146), consideraremos 0S
pardmetros § = 1072 e o = 80, 0s quais sdo aqueles descritos por Witelski e Bowen (2003).

Para este exemplo, o desempenho do método DFSANE (Derivative-Free Spectral
Algorithm for Nonlinear Equations) esta quantificado na Tabela 2, abaixo.

Na Tabela 2, pode-se observar 0 nimero de passos de tempo NTS, o numero total de
avaliacOes de F (a aplicacdo ndo linear associada com o sistema que representa a equacédo de
pelicula fina discretizada) no ultimo passo de tempo, o nimero total de iteracOes realizadas
pelo DFSANE na resolucédo do sistema néo linear no ultimo passo de tempo, o numero total
de etapas de globalizacdo e o valor final da ||F|| no ultimo passo de tempo. Tais
quantificadores descritos na Tabela 2 foram medidos para quatro diferentes instantes, os quais
se encontram em intervalos de tempo que variam de T = 1075 até T = 1. Estes intervalos de
tempo também foram escolhidos apds intensivos testes computacionais.

A partir dos resultados descritos na Tabela 2, podemos notar que o DFSANE € um
método robusto para a simulacdo do escoamento de peliculas finas em superficies solidas,
pois mesmo tratando-se de um problema de grande porte altamente ndo linear, 0 DFSANE
ndo divergiu em nenhum momento.

Na Figura 5, encontram-se as ilustracbes dos resultados das simulagdes numéricas
usando-se 0 método DFSANE. Nesta figura, ilustram-se as superficies da espessura da
pelicula de fluido e suas curvas de nivel, respectivamente para 3 diferentes instantes de
tempo, T =107, T=10"1eT = 1.
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Tabela 2 — Resultados do desempenho do método DFSANE para o Exemplo 1.

T = At X NTS AvaliacOes | IteragOes Etapas de Norma
de F Globalizagéo de F
107> x1=10"° 498895 461919 36976 1,758 x 1072
107°> x 102 = 1073 5167 2457 2708 2,512 x 107°
107°> x 10* = 107t 115 63 52 6,801 x 1077
1075 x10° =1 28 9 18 5,875 x 1077

Fonte: A autora, 2022.

Observando-se a Figura 5, nas condigdes consideradas neste exemplo, pode-se notar a

dindmica de evolucdo da espessura (altura) da pelicula de fluido, com o passar do tempo.
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Figura 5 — Superficies da espessura da pelicula de fluido e suas respectivas curvas de nivel
para o Exemplo 1, em trés diferentes instantes de tempo:
@T=10"%(b)T=10"1,(c) T = 1.

T=10"° T=10°%

-

02 03 04 05 06 07 08 09

(@) (a)

T=107" T=10"

-

01 02 03 04 05 06 07 08 089

(b)

02 03 04 05 0B 07 08 089

(©) ()

Fonte: A autora, 2022.
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Finalmente, para este primeiro exemplo, notamos que, com 0s equipamentos
computacionais usados aqui, a simulagdo numérica consumiu em torno de 37,22 minutos de
CPU (Central Processing Unit). Tempo relativamente pequeno, que qualifica o DFSANE
como um eficiente método para o estudo do escoamento de peliculas finas em superficies

solidas.
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5.3 Exemplo 2

Para estudar o caso da existéncia de forcas intermoleculares entre a superficie sélida e
a pelicula de fluido, descrito nas Eqgs. (147)-(153), e em vista da Eq. (151), consideraremos 0
parametro € = 0,01. Como no Exemplo 1, também utilizaremos Ax = Ay = 0,025, € 0
tamanho do passo de tempo At = 1075,

Neste segundo exemplo, os quantificadores para a analise do desempenho do método
DFSANE estdo descritos na Tabela 3, para instantes que variam de T =107> até T =
0,10223, os quais foram calculados usando nosso cddigo e selecionados apds intensivos
testes computacionais.

Para este Exemplo 2, os resultados das simulacdes numeéricas usando-se 0 método
DFSANE sdo ilustrados na Figura 6, para os instantes de tempo: T =107°, T =101
eT = 0,10222 e na Figura 7 para o instante de tempo T = 0,10223.

Tabela 3 — Resultados do desempenho do método DFSANE para o Exemplo 2.

T = At X NTS Avaliagdes Iteracdes Etapas de Norma
de F Globalizagéo de F
107°x1=10"° 1506 748 758 2,092 x 107°
107> x 102 = 1073 91 71 20 3,264 x 1077
1075 x 103 = 1072 65 47 18 8,292 x 1077
107> x 10* = 107t 1294 1020 274 2,144 x 107>
107> x 10221 51969 35995 15974 1,831 x 107*
=0,10221
1075 x 10222 148063 112610 35432 2,093 x 107*
= 0,10222
1075 x 10223 1,636 x 107 9 x 10° 1,205 x 10° 210349
= 0,10223

Fonte: A autora, 2022.

Observando-se a Figura 5, podemos notar que a pelicula € muito suscetivel a pequena
perturbacgdo inicial, diminuindo de valor em certas regifes do dominio e aumentando em

outras. Esse comportamento € tipico da acdo de forgcas intermoleculares, e deve produzir
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rupturas na pelicula, as quais se apresentam como singularidades associadas com a superficie
solucdo do problema considerado. De fato, ja na Figura 7 pode-se observar a superficie da
espessura da pelicula de fluido logo ap6s a ruptura. Como enfatizado antes, tal fendmeno de
ruptura ocorre devido a acdo de forcas intermoleculares, ou forcas de Van der Waals, sendo
também observado em experimentos realizados em laboratérios.

Como mostrado na Tabela 3, podemos notar que no instante de tempo T = 0,10223 a
norma ||F|| ndo atingiu um valor suficientemente pequeno, pois neste instante de tempo ja
havia ocorrido a ruptura da pelicula de fluido, como pode ser observado na Figura 7, e 0
problema se tornou singular. Para capturar este fen6meno de ruptura, o DFSANE utilizou o
nimero maximo de iteragdes considerado na simulacdo deste exemplo, isto é, 9 x 10°
iteracGes para resolver o sistema ndo linear. Apds as 9 x 10° iteragGes, a simulagdo numérica
parou, ndo havendo entdo convergéncia, nem diminuicdo da norma ||F|| no dado instante de

tempo.
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Figura 6 — Superficies da espessura da pelicula de fluido e suas respectivas curvas de nivel
para o Exemplo 2, em trés diferentes instantes de tempo:
(@ T=1075(b) T =10"%, (c) T = 0,10222.

=10 T=10°
0,506+, reia
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Fonte: A autora, 2022.
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Figura 7 — Superficie da espessura da pelicula de fluido logo ap6s a ruptura e sua curva de

nivel para o instante de tempo T = 0,10223.

T=0,10223

0 02 04 06 08 1 Ty 01 02 03 04 05 06 07 08 09
y X

Fonte: A autora, 2022.

Para este segundo exemplo, notamos que a simulacdo numérica, usando-se 0 método
DFSANE, consumiu em torno de 66,44 minutos de CPU.
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5.4 Exemplo 3

Para observar os efeitos de gravidade na evolucdo de peliculas finas, em vista da Eq.
(154), consideraremos neste exemplo, uma constante positiva C; = 200, a qual é mesma
descrita por Becker et al. (2002), Ax = Ay = 0,05 e 0 tamanho do passo de tempo At =
1077, o qual foi selecionado apés intensivos testes computacionais. Aqui, resolveremos o
problema mostrado nas Eqgs. (147)-(149) com condigdes iniciais dadas nas Egs. (145) e (156).

Para este terceiro exemplo, os valores calculados dos parametros considerados para o
estudo do desempenho da presente metodologia sdo descritos na Tabela 4, para diferentes
intervalos de tempo, de T = 10~7 até T = 1072, os quais foram selecionados apds intensivos
testes computacionais.

Neste Exemplo 3, séo ilustrados na Figura 8 os resultados das simulagfes numéricas
T=10"%* e T =102,

consideramos, para efeito de apresentacéo, a funcdo —u, em vez da fungéo u.

usando-se a presente metodologia, para T = 1077, onde

Tabela 4 — Resultados do desempenho do método DFSANE para o Exemplo 3.

T = At X NTS AvaliagOes | Iteragdes Etapas de Norma
de F Globalizagéo de F
1077 x1=10""7 362838 144086 218752 4,169 x 1073
1077 x 102 = 107° 48 12 36 3,209 x 107*
1077 x 103 =10* 67 23 44 2,044 x 107°
1077 x 10* = 1073 14799 5279 9520 8,224 x 1073
1077 x 10°> = 1072 377 157 220 8,359 x 107>

Fonte: A autora, 2022.

Na Figura 8, pode-se notar o fendmeno fisico da formacdo de gotas, provocado pela

acdo da gravidade sobre um liquido aderido abaixo de uma superficie solida. Tais gotas
apresentam diferentes magnitudes, ou seja, assumem diferentes alturas, devido a introducédo
de uma perturbacéo estocastica na condicéo inicial do problema, ver as Egs. (155) e (156).
Para capturar este fendmeno fisico, 0 DFSANE consumiu em torno de 1194,07
minutos de CPU (aproximadamente 20 horas), 0 que consideramos um tempo relativamente

razoavel, devido a complexidade do problema considerado aqui.



Figura 8 — Superficies da espessura da pelicula de fluido e suas respectivas curvas de nivel
para o Exemplo 3, em trés diferentes instantes de tempo:
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5.5 Exemplo 4

Neste quarto exemplo, consideraremos as forcas intermoleculares agindo
concomitantemente com a gravidade. Assim, este exemplo trata essencialmente do problema
resolvido no Exemplo 3, onde a Eq. (154) foi substituida pela Eq. (157) e a condicéo inicial
dada na Eqg. (156), foi trocada pela Eq. (158). Como antes, utilizaremos € = 0,01 e C; = 200.
Como no Exemplo 3, tomaremos Ax = Ay = 0,05 e At = 1077.

Os resultados obtidos para os parametros selecionados para 0 desempenho do método
DFSANE, para este exemplo, estdo descritos na Tabela 5, para diferentes intervalos de tempo
que variam de T = 10~7 até T = 0,0008436, os quais foram selecionados apés intensivos
testes computacionais.

Para este Exemplo 4, as ilustracdes graficas dos resultados das simulagcbes numéricas
usando-se a presente metodologia sdo mostradas na Figura 9, para trés diferentes instantes de
tempo: T =107, T =10"* e T = 0,0005, e na Figura 10 para o instante de tempo T =
0,0008436, onde, a fim de facilitar o entendimento fisico, nés apresentamos os graficos de
—u, em vez dos graficos de u.

Neste exemplo, conseguimos novamente capturar o fenémeno de ruptura. De fato,
observando-se a Figura 10 podemos notar a superficie da espessura da pelicula de fluido logo
ap0s a gota romper. Para capturar este fendmeno fisico de ruptura da gota, 0 DFSANE

consumiu em torno de 609,016 minutos de CPU (aproximadamente 10 horas).



Tabela 5 — Resultados do desempenho do método DFSANE para o Exemplo 4.

T = At X NTS AvaliacGes | IteracOes Etapas de Norma
de F Globalizagéo de F
1077 x1=10""7 387170 153116 234054 4,814 x 1073

1077 x 102 =107° 48 12 36 3,033 x 107*
1077 x 103 =10* 63 23 40 2,913 x 107°

10~7 x 5000 8404 2850 5554 5,453 x 1073

= 0,0005

1077 x 8435 319141 133481 185660 1,816 x 1072

= 0,0008435

1077 x 8436 324471 135703 188768 1,819 x 1072

= 0,0008436

Fonte: A autora, 2022.
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Figura 9 — Superficies da espessura da pelicula de fluido e suas respectivas curvas de nivel
para 0 Exemplo 4, em trés diferentes instantes de tempo:
@T=10"7,(b) T =10"%, (c) T = 0,0005.
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Figura 10 — Superficie da espessura da pelicula de fluido logo apds a ruptura e sua curva de

nivel para o instante de tempo T = 0,0008436.
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Fonte: A autora, 2022.

Comparando este exemplo com o Exemplo 2, temos que agora a ruptura ocorreu em
T = 0,0008436, levando menos passos de tempo que o Exemplo 2, cujo rompimento ocorreu
em T = 0,10223. Ja em relacdo ao Exemplo 3, a simulacdo numérica do presente exemplo
consumiu em torno de 609,016 minutos de CPU, menos tempo que no Exemplo 3, que
consumiu 1194,07 minutos de CPU.

Assim, podemos concluir que o estudo dos fendmenos decorrentes das a¢des de forcas
intermoleculares junto com a gravidade, na evolucdo de peliculas finas, faz com que o0s
fendmenos fisicos de formacdo de gotas, e da ruptura destas gotas, ocorram em menos passos
de tempo e consumam menos tempo de maquina, do que quando estudados separadamente,

como nos Exemplos 2 e 3.
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5.6 Exemplo 5

A fim de estudar os fenbmenos fisicos que ocorrem quando uma fina camada de
liquido escorre para baixo em uma superficie inclinada impulsionada pela gravidade,
consideraremos 0 modelo descrito pelas Egs. (159)-(165) com condicGes iniciais dadas nas
Eqgs. (166) e (167). Nesta simulagéo, utilizaremos o dominio espacial Q = [0,120] x [0,16],
onde Ax = 1,2 e Ay = 0,4 e 0 tamanho do passo de tempo At = 1073,

Em vista das condicdes iniciais e de contorno deste problema, consideraremos os
parametros u, = 1 e b = 0,01, os quais sdo aqueles descritos por Li, Jeong e Kim (2014).

Para ver o efeito do pardmetro D na evolucdo da pelicula liquida fina, iremos fazer
uma comparacdo entre os resultados de trés simulagfes numéricas, considerando D =0
(plano vertical), D = 0,5e D =1 (planos inclinados). Para todas as trés simulacdes foram
utilizadas intervalos de tempo que variam de T = 1073 até T = 40, os quais foram calculados

usando nosso cddigo e selecionados apds intensivos testes computacionais.
e CasoD =0:
Primeiramente mostraremos os resultados da simulagdo para o plano vertical. Na
Tabela 6 sdo descritos os valores calculados dos parametros considerados para o estudo do
desempenho do DFSANE. A Figura 11 demonstra os resultados das simulacdes ao longo de

diferentes instantes de tempo.

Tabela 6 — Resultados do desempenho do DFSANE para o Exemplo 5 — Caso D = 0.

T = At X NTS Avaliagbes | Iteragdes Etapas de Norma
de F Globalizagéo de F
103x1=10"3 319 163 156 7,996 x 1077
1073 x 10000 = 10 62 48 14 1,412 x 107°
1073 x 20000 = 20 96 72 24 1,585 x 107
1073 x 30000 = 30 100 80 20 1,340 x 107°
1073 x 35000 = 35 85 67 18 3,206 x 1077
1073 x 40000 = 40 56 44 12 1,239 x 107°

Fonte: A autora, 2022.



Figura 11 — Resultados da simulagdo numérica para o Exemplo 5 — Caso D = 0.
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Observando-se a Figura 11, podemos notar o desenvolvimento de fingers, ou seja,
formas semelhantes a dedos ao longo do tempo. A linha de contato ap0s ser afetada pela
perturbacdo estocastica introduzida na condigdo inicial do problema, é incorporada com
padrdes de dedilhados em que os dedos possuem comprimentos semelhantes.

Para capturar este fendmeno fisico, 0 DFSANE consumiu em torno de 18,78 minutos
de CPU, o que consideramos um tempo pequeno para a obtencdo dos fingers, qualificando
essa metodologia numérica como eficiente para o estudo do escoamento de peliculas liquidas

finas em um plano vertical ou inclinado.
e CasoD =0,5:
Neste segundo caso, mostraremos 0s resultados para um plano inclinado. Os
quantificadores para a analise do desempenho da presente metodologia numérica estdo

descritos na Tabela 7 e os resultados das simulagdes s&o ilustrados na Figura 12.

Tabela 7 — Resultados do desempenho do DFSANE para 0 Exemplo 5 — Caso D = 0,5.

T = At X NTS AvaliagOes | Iteragdes Etapas de Norma
de F Globalizagéo de F
1073x1=1073 452 219 232 8,815 x 1077
1073 x 10000 = 10 45 31 14 1,328 x 107
1073 x 20000 = 20 63 49 14 5,959 x 1077
1073 x 30000 = 30 45 31 14 1,931 x 107
1073 x 35000 = 35 56 42 14 1,251 x 1076
1073 x 40000 = 40 56 42 14 3,731 x 1077

Fonte: A autora, 2022.



Figura 12 — Resultados da simulagdo numérica para o Exemplo 5 — Caso D = 0,5.

=)

2]

£~

(]

o

20

20

40

40

=10

60 80 100

) T =20

T=35

60 80 100

(e) T =35

Fonte: A autora, 2022.

0.1

0.2

H1.3

0.4

H1.5

H1.6

0.7

0.8

0.8

=)

o

IS

N

o

T=10
14
12
10 I
-
0 2 4 80 8 100
X

(b) T = 10
=0
i
) 5
i i
8
ks R
4 E
. b
0 1.
o @ e e o
(d) T = 30
T=40
i .
12
a i
8 Y
- i
) 3
] ;i
0 :v
o m wom e
() T =40

91



92

Na Figura 12, pode-se observar que para os primeiros instantes de tempo as linhas de
contato evoluem para dois dedos. Porém, ap6s o tempo T = 30, nota-se que os dois dedos se
fundem para formar um dedo mais largo, “anormal”. O resultado da fusdo destes dedos, pode
ser vista no instante de tempo T = 40. O DFSANE consumiu em torno de 17,85 minutos de

CPU para capturar este fendmeno fisico.

e CasoD=1:

Nesta simulacdo também consideraremos os resultados para um plano inclinado. Na
Tabela 8 estdo descritos os parametros selecionados para o desempenho do método DFSANE.
Observando-se a Figura 13 podemos notar que a fusdo dos dois dedos ocorre mais cedo em
comparagdo aos resultados obtidos no caso D = 0,5. De fato, observa-se que desde os
primeiros instantes de tempo considerados, as linhas de contato evoluem para a formagéo de
somente um dedo e nota-se tambem que a partir do tempo T = 30, o dedo assume uma forma

mais “normal” do que no caso anterior.

Tabela 8 — Resultados do desempenho do DFSANE para 0 Exemplo 5 — Caso D = 1.

T = At X NTS AvaliagOes | Iteragdes Etapas de Norma
de F Globalizagéo de F
1073 x1=10"3 410 208 202 8,183 x 1077
1073 x 10000 = 10 35 25 10 9,131 x 1077
1073 x 20000 = 20 41 31 10 1,066 x 107
1073 x 30000 = 30 55 43 12 1,155 x 107
1073 x 35000 = 35 106 86 20 2,186 x 10°°
1073 x 40000 = 40 61 49 12 2,085 x 107°

Fonte: A autora, 2022.



Figura 13 — Resultados da simulagdo numérica para o Exemplo 5 — Caso D = 1.
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Para esta simulagdo, o método DFSANE consumiu cerca de 13,82 minutos de CPU. A
partir dos resultados mostrados nas Figuras 11, 12 e 13, podemos notar que ha importantes
diferencas entre o caso vertical (D = 0) e os inclinados (D = 0,5 e D = 1). Observa-se que 0S
dedos evoluem de forma muito mais rapida em D = 0 do que nos casos inclinados. Além
disso, os resultados também mostraram uma descoberta interessante, que foi a fusdo entre dois
dedos que ocorreu nos casos dos planos inclinados (mais nitidamente em D = 0,5). Esta
fusdo né@o aconteceu para o plano vertical, pois como foi visto na Figura 11, os dois dedos
cresceram mais rapidos e permaneceram independentes, os tornando mais resistentes a fuséo.



5.7 Exemplo 6

Neste exemplo, também consideraremos o problema descrito pelas Egs. (159)-(165).

Assim como no Exemplo 5, tomaremos o dominio espacial Q = [0,120] x [0,16], Ax = 1,2,

Ay = 0,4, o tamanho do passo de tempo At = 1073 e os parametros u,, = 1 e b = 0,01.

Novamente faremos comparagdes entre os resultados das simulagcBes numéricas
envolvendo o plano vertical (D = 0) e os planos inclinados (D = 0,5e D = 1). Para todas as
simulacOes foram utilizadas intervalos de tempo que variam de T = 1073 até T = 50, 0s

quais também foram selecionados ap6s intensivos testes computacionais.

e CasoD =0:

Considerando um plano vertical, os quantificadores para a analise do desempenho do
DFSANE estdo descritos na Tabela 9 e os resultados das simulagfes numéricas para

diferentes instantes de tempo sao ilustrados na Figura 14.

Tabela 9 — Resultados do desempenho do DFSANE para 0 Exemplo 6 — Caso D = 0.

T = At X NTS AvaliagOes | Iteragdes Etapas de Norma
de F Globalizagéo de F
1073x1=10"3 376 182 194 1,814 x 107
1073 x 20000 = 20 91 73 18 2,019 x 107°
1073 x 35000 = 35 62 48 14 1,749 x 1077
1073 x 40000 = 40 118 94 24 2,122 x10°°
1073 x 45000 = 45 169 141 28 1,171 x 107°
1073 x 50000 = 50 98 80 18 7,893 x 1077

Fonte: A autora, 2022.
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Figura 14 — Resultados da simulagdo numérica para o Exemplo 6 — Caso D = 0.
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Observando a Figura 14, pode-se notar que diferentemente do que aconteceu no
Exemplo 5, nesta simulagdo ocorreu o processo de fuséo entre os dedos em um plano vertical,
como pode ser observado no instante de tempo T = 35, onde temos um dedo muito mais
largo do que o normal. Apos esse tempo, 0s dedos assumem formas um pouco mais finas,
porém as linhas de contato se comportam de maneira instavel. Tais instabilidades ocorrem
porque a linha de contato é afetada pela perturbacdo inicial do problema. Além disso, pode ser
impossivel de prever o padrdo exato do desenvolvimento do dedo devido a natureza cadtica
do fenémeno.

Para esta simulacdo numérica, o0 DFSANE consumiu cerca de 26,63 minutos de CPU.

e CasoD=0,5:

Considerando agora um plano inclinado, temos na Tabela 10 os dados para a analise

do desempenho do método DFSANE e na Figura 15 os resultados das simulagdes numéricas.

Tabela 10 — Resultados do desempenho do DFSANE para o Exemplo 6 — Caso D = 0,5.

T = At X NTS AvaliagOes | Iteragdes Etapas de Norma
de F Globalizagéo de F
1073x1=1073 414 208 206 8,473 x 1077
1073 x 20000 = 20 50 36 14 7,745 x 1077
1073 x 35000 = 35 117 99 18 7,986 x 1077
1073 x 40000 = 40 102 80 22 1,899 x 107
1073 x 45000 = 45 86 66 20 2,102 x 107°
1073 x 50000 = 50 83 69 14 3,761 x 1077

Fonte: A autora, 2022.
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Figura 15 — Resultados da simulacdo numérica para o Exemplo 6 — Caso D = 0,5.
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Da Figura 15 observa-se que a fusdo dos dois dedos ocorre desde os primeiros
instantes de tempo considerados, e que apds o tempo T = 20, as linhas de contato evoluem
para a formacéo de somente um dedo. Percebe-se também que o crescimento do dedo ocorre
de forma répida e constante. Além disso, podemos notar que as linhas de contato em D = 0,5
sdo bem mais estaveis do que no caso vertical.

Nesta simulacéo, o método DFSANE consumiu em torno de 26,7 minutos de CPU.

e CasoD=1:

Nesta simulagdo, os valores selecionados para a andlise do desempenho da
metodologia empregada encontram-se na Tabela 11. Observando-se a Figura 16 podemos ver
que ao longo do tempo, a taxa de crescimento do comprimento do dedo diminui e se aproxima
de uma velocidade constante mais lenta. Esse comportamento ocorre devido ao fato de que
dependendo da inclinacdo do plano considerada, em tempos mais longos, apenas um pequeno

dominio na frente e afetado pela tensdo superficial.

Tabela 11 — Resultados do desempenho do DFSANE para o Exemplo 6 — Caso D = 1.

T = At X NTS AvaliagOes | Iteragdes Etapas de Norma
de F Globalizagéo de F
1073x1=10"3 398 192 206 7,530 x 1077
1073 x 20000 = 20 35 25 10 2,811 x 1077
1073 x 35000 = 35 94 74 20 2,153 x 107°
1073 x 40000 = 40 95 75 20 1,308 x 107
1073 x 45000 = 45 88 66 22 2,172 x 107
1073 x 50000 = 50 68 56 12 8,149 x 10~

Fonte: A autora, 2022.



Figura 16 — Resultados da simulagdo numérica para o Exemplo 6 — Caso D = 1.
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Para este Ultimo caso, notamos que a simulacdo numérica usando-se o método
DFSANE, consumiu cerca de 30,9 minutos de CPU.

Comparando os resultados mostrados nas Figuras 14, 15 e 16, podemos notar que a
medida que a inclinagdo se aproxima da vertical, os comprimentos dos dedos sdo maiores e a
taxa de crescimento é mais rapida. Vimos também que o processo de fusdo entre os dedos
ocorreu para todos os trés casos considerados, podendo ser observado mais nitidamente no
plano vertical.

Fazendo uma comparagéo geral entre os Exemplos 5 e 6, que modelam o escoamento
de uma pelicula liquida fina em uma superficie inclinada impulsionada pela gravidade, temos
que os resultados mostraram que a linha de contato do fluido tende a ser mais instavel para
um plano vertical (D = 0) do que para planos inclinados (D = 0,5 e D = 1). As simulagdes
também mostraram a fusdo de dedos formando padrdes atipicos comumente observados em
fluxos e experimentos reais de revestimento.

Por fim, este estudo pode ser usado em aplicacdes de fluxo de revestimento para
ajudar a evitar a ocorréncia ou a ampliacdo dos padrdes de dedilhado.
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CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Neste trabalho foi deduzido e resolvido numericamente um conjunto de equacgdes
diferenciais que modelam o problema do escoamento de peliculas finas aderidas em
superficies solidas e o problema envolvendo a dindmica de uma fina camada de liquido em
uma superficie inclinada impulsionada pela gravidade, assim como destacamos alguns casos
particulares de interesse da ciéncia aplicada e da engenharia. Avaliamos 0 comportamento das
equacOes diferenciais parciais discretizadas por diferencas finitas centradas, de forma
implicita no tempo, obtendo sistemas ndo lineares. Para a resolucdo de tais sistemas,
utilizamos o método DFSANE.

O DFSANE constitui uma abordagem livre de Jacobiana desenvolvida para resolucéo
de sistemas ndo lineares de larga escala, o qual ndo resolve sistemas lineares e nem usa
qualquer informacdo explicita associada com a matriz jacobiana. No presente trabalho,
aplicamos com sucesso 0 método DFSANE para resolver diferentes formas discretizadas de
dois modelos distintos da equacdo de pelicula fina, onde o primeiro modelo consiste
essencialmente em equacgdes parabdlicas altamente néo lineares, as quais modelam a evolugéo
de tais peliculas, e 0 segundo modelo envolve equacdes hiperbdlicas, as quais também séo
altamente n&o lineares.

As formas de discretizacdo das equacdes diferenciais parciais deram origem a sistemas
ndo lineares com 3200 varidveis para 0 modelo parabdlico e 8000 variaveis para 0 modelo
hiperbdlico, os quais foram resolvidos varias vezes, ao longo de muitos passos de tempo. Para
o primeiro modelo, simulamos quatro deslocamentos diferentes de fluidos viscosos, incluindo
efeitos de gravidade e acdo de forcas intermoleculares, também conhecidas como forcas de
Van der Waals. No segundo modelo, fizemos dois exemplos, considerando trés simulacdes
numéricas para cada um deles, com o objetivo de obter outros fendmenos fisicos, como a
formacdo de fingers.

Em relacdo ao desempenho do método numeérico utilizado, os resultados obtidos neste
trabalho nos permitem dizer que o DFSANE foi capaz de resolver todos os problemas aqui
abordados e de simular diferentes fendmenos fisicos.

Assim, podemos afirmar que o DFSANE é um método confiavel e eficiente do ponto
de vista da computacdo paralela, para a simulacdo do escoamento de peliculas finas em

superficies solidas.
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Para futuros trabalhos, considera-se a possibilidade de ampliar a aplicacdo do
DFSANE a simulacdo de outros modelos utilizados no estudo da evolucao de peliculas finas,
descritos também por equagdes diferenciais parciais ndo lineares, adicionando-se casos que
incluem outros fatores mecanicos, térmicos e de transferéncia de massa, assim como ampliar
os estudos sobre a dindmica de uma pelicula liquida fluindo para baixo em uma superficie
inclinada, explorando outros problemas fisicos de linhas de contato mais complexos.
Considera-se também a possibilidade da abordagem de outros métodos numéricos para a

resolucdo de sistemas ndo lineares, e suas comparagdes com o método usado aqui.
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