
Universidade do Estado do Rio de Janeiro

Centro de Tecnologia e Ciências

Instituto de F́ısica Armando Dias Tavares

Giovani Peruzzo

Operadores compostos invariantes de BRST nos modelos de

Higgs U(1) e SU(2)

Rio de Janeiro

2022



Giovani Peruzzo

Operadores compostos invariantes de BRST nos modelos de Higgs U(1) e

SU(2)

Tese apresentada, como requisito parcial
para obtenção do t́ıtulo de Doutor, ao Pro-
grama de Pós-Graduação em F́ısica, da Uni-
versidade do Estado do Rio de Janeiro.

Orientador: Prof. Dr. Silvio Paolo Sorella

Rio de Janeiro

2022



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                         CATALOGAÇÃO NA FONTE 
                                    UERJ/ REDE SIRIUS / BIBLIOTECA CTC/D 

 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Bibliotecária: Teresa da Silva CRB7/5209 

 
 
 
 
 
 
Autorizo, apenas para fins acadêmicos e científicos, a reprodução total ou 
parcial desta tese, desde que citada a fonte. 
 
 
________________________________________       __________________ 

Assinatura     Data 

  

P471o      Peruzzo, Giovani. 
                      Operadores compostos invariantes de BRST nos modelos  
                 de Higgs U(1) e SU(2) / Giovani Peruzzo. – 2022. 
                      218 f. : il. 
  
                       Orientador: Silvio Paolo Sorella. 
                       Tese (doutorado) - Universidade do Estado do Rio de  
                   Janeiro, Instituto de Física Armando Dias Tavares. 
 
 
                       1. Simetria (Física) – Teses. 2. Higgs, Bósons de – Teses.  
                  3. Campos de calibre (Física) – Teses. 4. Green, Funções  
                  de – Teses. 5. Renormalização (Física) - Teses. 6. Homologia 
                  (Matemática) – Teses. I. Sorella, Silvio Paolo. II. Universidade 
                  do Estado do Rio de Janeiro. Instituto de Física Armando Dias 
                  Tavares. III. Título. 
 
                                                                                             CDU 539.12 



Giovani Peruzzo

Operadores compostos invariantes de BRST nos modelos de Higgs U(1) e

SU(2)

Tese apresentada, como requisito parcial
para obtenção do t́ıtulo de Doutor, ao Pro-
grama de Pós-Graduação em F́ısica, da Uni-
versidade do Estado do Rio de Janeiro.

Aprovada em 29 de Junho de 2022.

Banca Examinadora:

Prof. Dr. Silvio Paolo Sorella (Orientador)
Intituto de F́ısica Armando Dias Tavares - UERJ

Prof. Dr. Luis Esteban Oxman
Universidade Federal Fluminense
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À UERJ como um todo, em especial, aos funcionários e funcionárias da Biblioteca.
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RESUMO

PERUZZO, G. P. Operadores compostos invariantes de BRST nos modelos de Higgs
U(1) e SU(2). 2022. 218 f. Tese (Doutorado em F́ısica) – Instituto de F́ısica Armando
Dias Tavares, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2022.

No modelo de Higgs U(1) e no modelo de Higgs SU(2) existem operadores com-
postos invariantes de BRST que fornecem uma descrição completa do espectro f́ısico da
teoria. Utilizando o calibre Rξ, fazemos uma análise detalhada dos polos e das densida-
des espectrais das funções de Green de 2-pontos desses operadores calculadas até 1-loop
e comparamos com as funções de Green de 2-pontos dos campos elementares. Com a
introdução desses operadores na ação de partida, no calibre de Landau, podemos derivar
um conjunto de identidades de Ward adicionais às que já existem no modelo sem os ope-
radores. Com essas identidades, nós determinamos a renormalização desses operadores
compostos e derivamos alguns resultados exatos para as funções de Green desses opera-
dores.

Palavras-chave: Modelo de Higgs. Operadores invariantes de BRST. Densidades

espectrais. Renormalização.



ABSTRACT

PERUZZO, G. P. BRST invariant composite operators in the U(1) and SU(2) Higgs
model. 2022. 218 f. Tese (Doutorado em F́ısica) – Instituto de F́ısica Armando Dias
Tavares, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2022.

In the Higgs model U(1) and in the Higgs model SU(2) there are BRST invariant
composite operators that provide a complete description of the physical spectrum of the
theory. Using the Rξ gauge, we make a detailed analysis of the poles and spectral densities
of the 2-point Green functions of these operators calculated up to 1-loop and compare
them with the 2-point Green functions of the elementary fields. Adding these operators in
the starting action, in the Landau gauge, we can derive a set of additional Ward identities
to those that already exist in the model without the operators. With these identities we
determine the renormalization of these composite operators and derive some exact results
for the Green’s functions of these operators.

Keywords: Higgs model. BRST invariant operators. Spectral densities. Renormalization.
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Figura 55 - Vértices de interação para o cálculo de funções de Green de O(x). . . . 215
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SUMÁRIO
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1.2.2 Simetrias a ńıvel quântico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2 O MODELO DE HIGGS U (1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.1 A ação de Higgs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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3 ANÁLISE DAS FUNÇÕES DE GREEN DE 2-PONTOS DOS
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6.1.2 Fixação do Calibre e a simetria BRST . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

6.1.3 Simetria Custodial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

6.2 Funções de Green de 2-pontos dos campos h (x) e Aaµ (x) . . . . . . 144

6.2.1 Função conexa 〈h (p)h (−p)〉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

6.2.2 Função conexa
〈
Aaµ (p)Abν (−p)

〉
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

6.3 Funções de Green dos operadores invariantes de BRST . . . . . . 149



6.3.1 Função conexa do operador O (x) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

6.3.2 Função conexa do operador Ra
µ (x) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

6.4 Propriedades espectrais das funções de Green . . . . . . . . . . . . 157

6.4.1 Propriedades espectrais das funções dos campos elementares . . . . . . . . 157

6.4.2 Propriedades espectrais dos operadores compostos . . . . . . . . . . . . . 161

6.4.3 Calibre Unitário . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163

7 IDENTIDADES DE WARD E RENORMALIZAÇÃO DO MO-
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INTRODUÇÃO

Dependência na escolha do calibre em teorias de calibre

Quando trabalhamos com uma teoria de calibre no cont́ınuo, ao menos perturba-

tivamente, somos obrigados a fixar o calibre e, portanto, escolher um calibre. Embora

existam calibres mais convenientes de se trabalhar, como os calibres covariantes e re-

normalizáveis, a prinćıpio, qualquer um poderia ser utilizado, já que, o que entendemos

como observáveis f́ısicos devem independer da escolha do calibre. Sendo mais abrangente,

quando afirmamos algo a respeito de uma teoria de calibre, devemos demonstrar que essa

afirmação independe do calibre escolhido. A facilidade para enunciar esse prinćıpio funda-

mental não é a mesma que encontramos para implementá-lo. O método de Faddeev-Popov,

que é o método utilizado para fixar o calibre na quantização de Feynman por integrais

de trajetória, formalmente mantém as funções de Green de quantidades invariantes de

calibre independentes do calibre, veja por exemplo (WEINBERG, 1996). Isso poderia ser

o suficiente para não nos preocuparmos com a dependência na escolha do calibre se não

fossem alguns fatos, como:

i) o método de Faddeev-Popov é tradicionalmente utilizado com a hipótese adi-

cional de que não existem cópias de Gribov 1. Sabemos que isso não é verdade, como

mostraram (GRIBOV, 1978; SINGER, 1978);

ii) usualmente trabalhamos com funções de Green de campos elementares, que, em

geral, não são invariantes de calibre.

A respeito das cópias de Gribov, existem vários trabalhos tentando implementar

melhorias no método de Faddeev-Popov, especialmente nas teorias de Yang-Mills não

abelianas puras, isto é, sem campos de matéria, podemos mencionar (GRIBOV, 1978;

ZWANZIGER, 1989a; ZWANZIGER, 1989b; DUDAL et al., 2008). As cópias de Gribov

se tornam mais relevantes nas teorias de Yang-Mills não abelianas devido ao fenômeno

da liberdade assintótica, que faz com que a constante de acoplamento cresça no regime

infravermelho da teoria, o que, entre outras coisas, limita a aplicação da teoria de per-

turbações. Existe a esperança de que, com a remoção das cópias de Gribov, ao menos o

fenômeno do confinamento dos glúons possa ser explicado. Atualmente, a melhor teoria

que trata do problema das cópias de Gribov é a teoria RGZ2(DUDAL et al., 2008), cu-

jos resultados, ao menos qualitativamente, estão de acordo com aqueles produzidos por

1 Cópias de Gribov são campos de calibre que estão conectados por uma transformação de calibre e que
satisfazem o mesmo calibre.

2 RGZ são as siglas para “Refined Gribov-Zwanziger”
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3 QCD são as siglas de “Quantum Chromodynamics”, que em português significa Cromodinâmica
Quântica.

      

            

            

            

             

            

            

         

            

          

        

            

            

        

          

             

        

             

             

             

            

          

         

          

              

         

             

          

          

          

           

           

                

               

               

simulações  numéricas  da  rede  (CUCCHIERI;  MENDES,  2007).

  Em  relação  ao  segundo  fato  mencionado  acima,  existem  as  chamadas  identidades

de  Nielsen  (NIELSEN,  1975),  que  são  obtidas  a  partir  das  identidades  de  Slavnov-Taylor,

que  decorrem  da  simetria  BRST  existente  nas  teorias  de  calibre.  Essas  identidades  estabe-

lecem  como  as  funções  de  Green  devem  se  transformar  quando  são  feitas  modificações  nos

parâmetros  de  calibre.  Através  delas  podemos  demonstrar,  entre  outras  coisas,  que  o  polo

de  certas  funções  de  Green  dos  campos  elementares  são  independentes  dos  parâmetros  de

calibre,  veja  por  exemplo  (BRECKENRIDGE;  LAVELLE;  STEELE,  1995).  As  identi-

dades  de  Nielsen  também  são  utilizadas  nos  estudos  de  potenciais  efetivos  nos  modelos

de  Higgs,  podemos  citar  os  trabalhos  de  (AITCHISON;  FRASER,  1984;  ANDREAS-

SEN;  FROST;  SCHWARTZ,  2015;  ANDREASSEN;  FROST;  SCHWARTZ,  2014),  além

do  trabalho  original  de  (NIELSEN,  1975).  No  entanto,  devemos  mencionar  que,  em  cer-

tas  classes  de  calibre,  as  identidades  de  Nielsen  sofrem  com  problemas  de  singularidades

infravermelhas,  como  discutem  (NIELSEN,  1975;  AITCHISON;  FRASER,  1984).  Essas

singularidades  acabam  obscurecendo,  por  exemplo,  os  resultados  para  o  potencial  efetivo

do  modelo  de  Higgs,  a  partir  do  qual  são  calculadas  quantidades  importantes,  como  o

valor  esperado  no  vácuo  (VEV)  do  campo  de  Higgs.

  Embora  existam  as  identidades  de  Nielsen,  que  são  úteis  para  estabelecer  quando

uma  quantidade  é  ou  não  independente  do  calibre,  trabalhar  com  funções  de  Green  depen-

dentes  do  calibre  exige  que  estejamos  sempre  alertas  para  que  não  sejam  tiradas  conclusões

equivocadas  ou  conclusões  dependentes  do  calibre.  Além  disso,  as  funções  de  Green  depen-

dentes  do  calibre  podem  apresentar  caracteŕısticas  muito  diferentes  daquelas  que  encontra-

mos  na  literatura  tradicional,  como  (PESKIN;  SCHROEDER,  1995;  WEINBERG,  1995).

Podemos  citar  como  exemplo  a  representação  espectral  de  Källén-Lehnman  das  funções

de  Green  de  2-pontos,  que  vem  ganhando  destaque  na  literatura  que  trata  das  teorias  de

Yang-Mills  não  abelianas,  como  a  Cromodinâmica  Quântica  (QCD3).  Existem  simulações

numéricas  na  rede  mostrando  que  a  densidade  espectral  do  propagador  do  glúon  no  calibre

de  Landau  mı́nimo  não  é  positiva  definida  (CUCCHIERI;  MENDES;  TAURINES,  2005;

BOWMAN  et  al.,  2007;  STRAUSS;  FISCHER;  KELLERMANN,  2012).  Essa  violação  da

positividade  da  densidade  espectral  é  comumente  associada  ao  fenômeno  de  confinamento

dos  glúons.  Como  o  propagador  do  glúon  e,  consequentemente,  a  densidade  espectral

são  quantidade  dependentes  do  calibre,  devemos  tomar  cuidado  ao  fazer  essa  associação.

Fazemos  esse  alerta,  pois  nas  análises  que  fizemos  a  respeito  dos  modelos  de  Higgs  U  (1)  e

SU  (2),  que  podem  ser  encontradas  em  (DUDAL  et  al.,  2019;  DUDAL  et  al.,  2020;  DUDAL

et  al.,  2021b)  ou  nos  Caṕıtulos  3  e  6,  foram  mostradas  que  as  densidades  espectrais  de
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funções de Green dependentes do calibre podem apresentar violação de positividade. Re-

sultados semelhantes também foram encontrados por (MAAS; SONDENHEIMER, 2020)

em um modelo de Higgs não abeliano com matéria.

No caso do modelo de Higgs, que mencionamos no parágrafo anterior, existem

questões mais fundamentais ligadas ao mecanismo de Brout-Englert-Higgs (BEH) (EN-

GLERT; BROUT, 1964; HIGGS, 1964) que se relacionam com a fixação do calibre. De

maneira simplificada, podemos descrever o mecanismo de BEH como sendo o mecanismo

de quebra espontânea de simetria nas teorias de calibre. O trabalho de Elitzur estabelece

que é imposśıvel haver a quebra espontânea de simetria sem a existência de um termo de

fixação de calibre (ELITZUR, 1975). Originalmente, em um modelo de Higgs abeliano

formulado na rede sem a fixação do calibre, Elitzur estabelece o resultado geral de que

as funções de correlação de quantidades não invariantes de calibre são nulas, portanto,

em particular, o VEV do campo de Higgs, 〈ϕ〉, é nulo. Para quem trabalha com teorias

de calibre no cont́ınuo, que necessitam da fixação do calibre, diferentemente das teorias

de calibre na rede, esse resultado em particular não tem nenhuma consequência prática,

além do mais, as simetrias globais que, eventualmente, existem na teoria após a fixação

do calibre podem ser espontaneamente quebradas, já que o teorema de Elitzur não trata

de simetrias globais. No caso das teorias no cont́ınuo, o ponto mais fundamental que se

coloca é que, por exemplo, 〈ϕ〉 depende do calibre, como discutem (CAUDY; GREEN-

SITE, 2008; MAAS, 2012), sendo que, existem calibres em que deveŕıamos ter 〈ϕ〉 = 0.

Esse resultado levanta dúvidas a respeito da consistência da descrição perturbativa que

é normalmente utilizada nos modelos de Higgs, em que é mantido 〈ϕ〉 6= 0 a cada ordem

perturbativa.

Formulação através de operadores invariantes de calibre

A fim de evitar alguns dos problemas listados na seção anterior que estão relaciona-

dos à dependência do calibre, (ITZYKSON et al., 1980) e, posteriormente, (FROHLICH;

MORCHIO; STROCCHI, 1980; FROHLICH; MORCHIO; STROCCHI, 1981) propõem

que o modelo de Higgs e toda a sua fenomenologia sejam descritos em termos de um con-

junto de operadores compostos invariantes de calibre, que são constrúıdos com os campos

elementares da teoria. Esse tipo de abordagem é comumente utilizada em QCD para

determinar os “bound states”da teoria, principalmente na rede onde a fixação do calibre

não é necessária.

Os operadores invariantes de calibre de maior interesse são aqueles que possuem
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superposição4 com algum estado de part́ıcula, sendo que o tipo de part́ıcula pode ser

caracterizado pelos números quânticos do operador. Como discutido por (WEINBERG,

1995), a superposição pode ser inferida a partir dos polos das funções de Green desses

operadores. Para obter esse tipo de informação, geralmente, é necessário utilizar alguma

técnica especial que vai além da teoria de perturbação pura e simplesmente (COLLINS,

2009). No caso do modelo de Higgs, utilizando a metodologia tradicional de teoria de

perturbações, em que o campo de Higgs, ϕ (x), é expandido em torno de um dos mı́nimos

do potencial, v, isto é, tomando ϕ (x) = v+H (x), já a ńıvel árvore podemos verificar que

existem operadores invariantes de calibre cujas funções de Green possuem polos. Além do

mais, nessa mesma ordem perturbativa, esses polos coincidem com os polos das funções

de Green dos campos elementares.

Na rede, como não há a necessidade da introdução de um fixador de calibre, o

teorema de Elitzur naturalmente leva à utilização da abordagem em termos de operadores

compostos invariantes de calibre, esse é um dos motivos do interesse pelo assunto, veja

(MAAS, 2019). No entanto, no cont́ınuo essa abordagem não é tão popular porque o

conteúdo f́ısico do modelo de Higgs, geralmente, é extráıdo com a ajuda do calibre unitário

e da parametrização polar do campo φ (x), que faz com que os graus de liberdade não

f́ısicos se desacoplem da teoria. O problema do calibre unitário é a sua inconsistência a

ńıvel quântico, já que ele não é renormalizável.

Sobre a tese

Nesta tese, aplicamos aos modelos de Higgs U(1) e SU(2) no espaço euclidiano

cont́ınuo a abordagem através de operadores compostos invariante de calibre. Como no

cont́ınuo devemos fixar o calibre, a simetria relevante é a simetria de BRST e não mais a

simetria de calibre. Portanto, de maneira geral, os operadores compostos são invariantes

de BRST. Em relação à fixação de calibre, escolhemos trabalhar com o calibre de Landau

e o calibre Rξ de ’t Hooft que são, ao menos perturbativamente, renormalizáveis, locais e

sem problemas infravermelhos conhecidos.

No Caṕıtulo 1 é feita uma revisão sobre funções de Green, funcionais geradores e

identidades de Ward. No Caṕıtulo 2 apresentamos a ação do modelo de Higgs U(1) no

calibre Rξ e as identidades de Nielsen do modelo. No Caṕıtulo 3 analisamos os polos e as

densidades espectrais das funções de Green de 2-pontos do campo de calibre e do campo

de Higgs calculadas até 1-loop. No Caṕıtulo 4 analisamos as funções de Green de 2-pontos

de dois operadores compostos invariantes de BSRT, um escalar e um vetorial, até 1-loop.

4 Veja o Apêndice D para entender bem o que isso significa.
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O estudo do modelo de Higgs U(1) é conclúıdo no Caṕıtulo 5, onde são apresentadas as

identidades de Ward da teoria após a adição dos operadores compostos na ação de partida.

Essas identidades são utilizadas para caracterizar o contratermo invariante necessário para

renormalizar esses operadores. Nos Caṕıtulos 6 e 7 submetemos o modelo de Higgs SU(2)

ao mesmo tipo de análise realizada no caso abeliano. No último caṕıtulo damos destaque

especial para a simetria custodial que com a introdução dos operadores compostos dá

origem à uma identidade de Ward local.
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1 CONCEITOS DE TEORIA QUÂNTICA DE CAMPOS

Neste caṕıtulo alguns conceitos importantes de Teoria Quântica de Campos são

revisados, como o de funções de Green, funcionais geradores e identidades de Ward. Na

Seção 1.1 são apresentadas as definições dos vários funcionais geradores, assim como o

método perturbativo de calculá-los. Na Seção 1.2 são discutidos, a ńıvel clássico e a

ńıvel quântico, o teorema de Noether e as identidades de Ward, que estão intimamente

relacionados com as simetrias cont́ınuas de uma teoria.

1.1 Funcionais geradores

1.1.1 Funções de Green

Seja Φi (x) um campo quântico, sendo que i denota o conjunto de ı́ndices desse

campo, que pode conter tanto ı́ndices de Lorentz quanto ı́ndices de grupos internos. A

função de Green ou função de correlação de n-pontos dos campos Φi1 (x1), ..., Φin (xn) no

espaço euclidiano é definida como sendo

〈Φi1 (x1) . . .Φin (xn)〉 =

´
DΦ Φi1 (x1) . . .Φin (xn) e−

1
~S(Φ)

´
DΦ e−

1
~S(Φ)

, (1)

em que S (Φ) é a ação da teoria.
´
DΦF (Φ) é a integral de F (Φ) sobre todas as con-

figurações de campo, que é chamada de integral funcional ou “path integral”5. Como

utilizaremos as unidades naturais, então a constante de Planck reduzida vale ~ = 1.

Através das funções de Green, podemos definir o funcional gerador Z [J ],

Z [J ] =
∞∑
n=0

(−~)−n

n!

ˆ
d4x1 . . . d

4xn 〈Φi1 (x1) . . .Φin (xn)〉 Ji1 (x1) ...Jin (xn) , (2)

6 em que Ji (x) é a fonte externa do campo Φi (x). Se Φi (x) é comutante (anticomutante),

então Ji (x) também é comutante (anticomutante). De imediato, podemos ver que o

funcional gerador está normalizado, Z [0] = 1. Não é dif́ıcil de verificar a relação

Z [J ] =

´
DΦ e−

1
~(S(Φ)+

´
d4x Ji(x)Φi(x))´

DΦ e−
1
~S(Φ)

, (3)

5 Traduzido do inglês, significa “integral de trajetória”.
6 Utilizamos a convenção de Einstein, Σi 〈. . .Φi (x) . . .〉 Ji (x) := 〈. . .Φi (x) . . .〉 Ji (x).
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para isso, basta expandirmos a exponencial e−
1
~
´
d4xJi(x)Φi(x) em série de potências. Por-

tanto, as funções de Green são obtidas através de derivadas funcionais de Z [J ],

〈Φi1 (x1) . . .Φin (xn)〉 = (−~)n
δnZ [J ]

δJin (xn) ...δJi1 (x1)

∣∣∣∣
J=0

, (4)

em que “J = 0” denota que todas as fontes Ji (x) são tomadas a zero.

O funcional gerador pode ser calculado perturbativamente. Suponhamos que a

ação possa ser escrita como

S (Φ) = S0 (Φ) + SI (Φ) , (5)

em que S0 (Φ) é quadrática nos campos, ou seja,

S0 (Φ) =

ˆ
d4xΦi (x)DijΦj (x) , (6)

sendo Dij, em geral, um operador diferencial. A exponencial da ação pode ser reescrita

como

e−
1
~(S(Φ)+

´
d4xJi(x)Φi(x)) = e−

1
~(S0(Φ)+

´
d4x Ji(x)Φi(x))e−

1
~SI(Φ), (7)

o que resulta em

ˆ
DΦ e−

1
~(S(Φ)+

´
d4xJi(x)Φi(x)) = e

1
~SI(−~

δ
δJ )
ˆ
DΦ e−

1
~(S0(Φ)+

´
d4xJi(x)Φi(x)). (8)

Dáı segue a relação

Z [J ] = Ne
1
~SI(−~

δ
δJ )Z0 [J ] , (9)

sendo N uma constante independente de Ji (x) e

Z0 [J ] =

´
DΦ e−

1
~(S0(Φ)+

´
d4x Ji(x)Φi(x))´

DΦ e−
1
~S0(Φ)

(10)

o funcional gerador da teoria livre, cujo resultado exato é conhecido,

Z0 [J ] = exp

(
1

2~2

ˆ
d4xd4y Ji (x) ∆ij (x− y) Jj (y)

)
. (11)

∆ij (x− y) em (11) é o propagador da teoria e satisfaz a equação7

Dij∆jk (x− y) = ~δikδ4 (x− y) . (12)

7 δij é a delta de Kronecker e δd(x) é a função delta de Dirac em d dimensões.
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Vemos que no caso livre

∆ij (x− y) = ~2 δ2Z0 [J ]

δJi (x) δJj (y)

∣∣∣∣
J=0

. (13)

Neste trabalho utilizaremos as seguintes notações para o propagador de Φi (x) e Φj (y):

no espaço das configurações

∆ij (x− y) = 〈Φi (x) Φj (y)〉0 , (14)

e no espaço dos momentos

(2π)4 δ4 (p+ q) 〈Φi (p) Φj (−p)〉0 =

ˆ
d4xd4y ei(p·x+q·y) 〈Φi (x) Φj (y)〉0 . (15)

Na Eq. (15) já foi assumida a invariância de Lorentz da teoria, que leva à função delta

δ4 (p+ q) do lado esquerdo. O propagador ∆ij (x− y) é um dos elementos fundamentais

da expansão perturbativa (9), assim como os fatores de vértice oriundos do termo de

interação SI (Φ). Se o vértice de interação contém as pernas dos campos Φi1 (x1), ...,

Φin (xn), o fator de vértice é definido como sendo:

Γi1...in (x1, . . . , xn) = − δnSI (Φ)

δΦin (xn) . . . δΦi1 (x1)

∣∣∣∣
Φ=0

, (16)

no espaço das configurações, que corresponde a

Γi1...in (p1, . . . , pn) =

ˆ
d4x1 . . . d

4xne
i(p1·x1+...+pn·xn)Γi1...in (x1, . . . , xn)

= (2π)4 δ4 (p1 + . . .+ pn) Γ̃ (p2, . . . , pn) , (17)

no espaço dos momentos, sendo que “Φ = 0” denota que todos os campos devem ser

tomados a zero depois da derivação. A função delta de Dirac na segunda linha da Eq. (17)

é uma consequência de SI (Φ) ser a integral de uma função local dos campos apenas. Neste

caṕıtulo não discutiremos as regras de Feynman gerais para construção de (9) através dos

diagramas de Feynman em uma teoria qualquer, deixamos para fazer isso nos caṕıtulos

posteriores e nos modelos que nos interessam, o método geral pode ser encontrado em

(PESKIN; SCHROEDER, 1995; GREINER; REINHARDT, 1996; HATFIELD, 1992).

Neste trabalho, além de funções de Green dos campos, estamos interessados em

funções de Green de operadores compostos. Um operador composto é formado a partir

do produto de campos no mesmo ponto, que denotaremos genericamente de Qi (x). Para

calcularmos funções de operadores compostos, devemos modificar o funcional gerador da

seguinte forma:

Z [J, %] =

´
DΦ e−

1
~(S(Φ)+

´
d4xJi(x)Φi(x)+

´
d4x%i(x)Qi(x))´

DΦ e−
1
~S(Φ)

, (18)
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em que %i (x) é uma fonte externa, assim como Ji (x). Como fizemos anteriormente,

podemos obter uma expressão semelhante a (2),

Z [J, %] =
∞∑

m,n=0

(−~)−(m+n)

m!n!

ˆ
d4x1 . . . d

4yn 〈Φi1 (x1) . . .Φim (xm)Qj1 (y1) . . . Qjn (yn)〉 ×

×Ji1 (x1) ...Jim (xm) %i1 (y1) ...%in (yn) (19)

em que 〈Φi1 (x1) . . .Φim (xm)Qj1 (y1) . . . Qjn (yn)〉 é uma função de Green de m+n pontos,

com m campos elementares e n inserções de operadores compostos. É comum denotarmos

por

Qi (x) · Z := −~δZ [J, %]

δ%i (x)
(20)

o funcional gerador das funções de Green com uma inserção do operador composto Qi (x)

no ponto x. A introdução de uma fonte para o operador composto não é simplesmente uma

conveniência para definirmos o funcional gerador, mas sim uma necessidade imposta pela

renormalização, veja por exemplo (ITZYKSON; ZUBER, 1980; PIGUET; SORELLA,

1995).

Para o cálculo perturbativo das funções de Green de operadores compostos,

ˆ
d4x%i (x)Qi (x) (21)

é tratado como um novo vértice, cujo fator de vértice é calculado da mesma forma que em

(16), mas com SI (Φ) +
´
d4x%i (x)Qi (x) no lugar de SI (Φ). Nesse caso, no espaço dos

momentos, os fatores de vértice contêm transformadas de Fourier das fontes %i, não sendo

mais proporcionais a uma função delta de Dirac de conservação. Nos Apêndices A e E

são mostradas as regras de Feynman com os operadores compostos que serão estudados

nos próximos caṕıtulos. Para renormalizar as funções de operadores compostos, em geral,

devemos introduzir contratermos com potências mais elevadas das fontes, o que resulta

em fatores de vértice com um número maior de fontes, veja (CAPRI et al., 2020) ou os

Caṕıtulos 5 e 7 deste trabalho.

1.1.2 Funções de Green conexas

As funções de Green que definimos anteriormente possuem partes desconexas. Dito

de outra forma, existem diagramas de Feynman em que dois ou mais pontos não estão

conectados. Podemos definir a função de Green conexa de n-pontos dos campos Φi1 (x1),

..., Φin (xn), denotada por 〈Φi1 (x1) . . .Φin (xn)〉c, como sendo a parte conexa que há na

função de Green 〈Φi1 (x1) . . .Φin (xn)〉. O funcional gerador das funções de Green conexas
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ou, simplesmente, funcional gerador conexo, representado por W [J ], é definido como

sendo

W [J ] =
∞∑
n=1

(−~)−n+1

n!

ˆ
d4x1 . . . d

4xn 〈Φi1 (x1) . . .Φin (xn)〉c ×

×Ji1 (x1) ...Jin (xn) . (22)

Note que, W [0] = 0 e

〈Φi1 (x1) . . .Φin (xn)〉c = (−~)n−1 δnW [J ]

δJin (xn) ...δJi1 (x1)

∣∣∣∣
J=0

. (23)

Embora a prova seja um pouco elaborada e feita por indução, como mostra (POKORSKI,

2005), a partir da análise dos casos mais simples, não é dif́ıcil de se convencer que a relação

entre os funcionais geradores Z [J ] e W [J ] é

W [J ] = −~ ln Z [J ] . (24)

De (24) resulta que, para n = 1 temos 〈Φi (x1)〉c = 〈Φi (x1)〉, como esperado, pois

um ponto é sempre conexo a ele mesmo. No caso n = 2, como a parte desconexa de

〈Φi1 (x1) Φi2 (x2)〉 é exatamente 〈Φi1 (x1)〉 〈Φi2 (x2)〉, temos

〈Φi1 (x1) Φi2 (x2)〉c = 〈Φi1 (x1) Φi2 (x2)〉 − 〈Φi1 (x1)〉 〈Φi2 (x2)〉 , (25)

que é justamente o resultado que decorre de (24).

É posśıvel definir também o funcional gerador conexo na presença de operadores

compostos,

W [J, %] =
∞∑

m,n=0

(−~)−(m+n)+1

m!n!

ˆ
d4x1 . . . d

4yn 〈Φi1 (x1) . . .Φim (xm)Qj1 (y1) . . . Qjn (yn)〉 ×

×Ji1 (x1) ...Jim (xm) %i1 (y1) ...%in (yn) (26)

ou, equivalentemente,

W [J, %] = −~ ln Z [J, %] . (27)

É comum denotarmos por

Qi (x) ·W =
δW [J, %]

δ%i (x)
(28)

o funcional gerador das funções de Green conexas com uma inserção do operador composto

Qi (x) no ponto x. Como neste trabalho estamos interessados apenas nas funções conexas,

o sub́ındice “c”, que é utilizado para diferenciar as funções de Green conexas das funções

de Green, é omitido.
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1.1.3 Funções 1PI ou Funções de Vértice

Dentro das funções de Green conexas existem ainda estruturas mais fundamentais,

que chamamos de funções 1PI 8 ou funções de vértice. Um diagrama 1PI é um diagrama

de Feynman que possui as pernas externas amputadas e que não pode ser separado em

dois pelo corte de uma de suas linhas internas. Definimos a função 1PI de n-pontos dos

campos Φi1 (x1), ..., Φin (xn) como a soma de todos esses diagramas 1PI e denotamos por

〈Φi1 (x1) . . .Φin (xn)〉1PI. Podemos definir para essas funções o funcional gerador Γ [φ],

Γ [φ] = −
∞∑
n=1

1

n!

ˆ
d4x1 . . . d

4xn 〈Φi1 (x1) . . .Φin (xn)〉1PI φi1 (x1) . . . φin (xn) , (29)

em que φi (x) possui a mesma natureza da fonte Ji (x). Da definição do funcional gerador,

segue que

〈Φi1 (x1) . . .Φin (xn)〉1PI = − δnΓ [φ]

δφin (xn) . . . δφi1 (x1)

∣∣∣∣
φ=0

. (30)

Assim como existe uma relação entre Z [J ] e W [J ], Eq. (24), também existe uma

relação entre W [J ] e Γ [φ]. Chamemos de ϕi (x) a configuração de φi (x) que extremiza o

funcional Γ [φ] +
´
d4xJi (x)φi (x), ou seja,

δΓ [φ]

δφi (x)

∣∣∣∣
φ=ϕ

= −Ji (x) . (31)

Obviamente, ϕi (x) depende de Ji (x). Vamos supor que a relação entre ϕi (x) e Ji (x)

seja bijetiva, assim podemos escrever ϕi (x) como função de Ji (x) e vice-versa. Como é

mostrado por (POKORSKI, 2005), o funcional gerador das funções de Green conexas é

obtido através da equação

W [J ] = Γ [ϕ] +

ˆ
d4xJi (x)ϕi (x) , (32)

que nada mais é do que a transformada de Legendre de Γ [ϕ]. De imediato, temos que

δW [J ]

δJi (x)
= ϕi (x) . (33)

Em geral, fazemos o caminho inverso, temos W [J ], tomamos como definição de ϕi (x) a

8 1PI significa “one particle irreducible”.
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Eq. (33) e obtemos a ação efetiva Γ [ϕ] por meio da transformada de Legendre,

Γ [ϕ] = W [J ]−
ˆ
d4xJi (x)ϕi (x) . (34)

Lembrando que δW [J ]
δJi(x)

∣∣∣
J=0

= 〈Φi (x)〉 e que o vácuo é invariante por translações,

então segue da Eq. (33) que, quando J = 0,

ϕi (x) = 〈Φi (x)〉 = vi, (35)

em que vi é independente do ponto do espaço. A covariância dos campos e a invariância

do vácuo implicam que apenas campos escalares podem ter vi 6= 0. Nos modelos com

quebra espontânea de simetria, como os que trataremos neste trabalho, existem campos

escalares com VEV diferente de zero. Nos casos em que vi 6= 0, em geral, trabalhamos

com o campo

Φ̃i (x) = Φi (x)− vi (36)

que possui valor esperado nulo,
〈

Φ̃i (x)
〉

= 0. Em geral,
〈

Φ̃i (x)
〉

é divergente, então a

nulidade dessa função somente é obtida se, através da renormalização, impusermos esse

resultado.

Como as fontes Ji (x) e Jj (x) são independentes se i 6= j, então segue o resultado

geral

δijδ
4 (x− y) =

δJi (x)

δJj (y)

=

ˆ
d4z

δϕk (z)

δJj (y)

δJi (x)

δϕk (z)

= −
ˆ
d4z

δ2W [J ]

δJj (y) δJk (z)

δ2Γ [ϕ]

δϕk (z) δϕi (x)
. (37)

Tomando Ji (x) = 0, o que implica em ϕi (x) = vi, temos a relação

−δijδ4 (x− y) =

ˆ
d4z 〈Φj (y) Φk (z)〉c

〈
Φ̃k (z) Φ̃i (x)

〉
1PI

(38)

entre a função de Green conexa de 2-pontos e a função 1PI de 2-pontos. A ńıvel árvore

〈Φi (x) Φj (y)〉c = ∆ij (x− y), então de (12) e (38) segue que, nessa mesma ordem,〈
Φ̃i (x) Φ̃j (y)

〉
1PI

= −Dijδ (x− y) , (39)

ou seja,〈
Φ̃i (x) Φ̃j (y)

〉
1PI

= − δ2S0 [ϕ]

δϕj (y) δϕi (x)

∣∣∣∣
ϕ=v

. (40)
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Da mesma forma que nos casos anteriores, podemos definir funções 1PI com opera-

dores compostos. O funcional gerador das funções 1PI com operadores compostos, Γ [ϕ, %],

é definido como

Γ [ϕ, %] = W [J, %]−
ˆ
d4xJi (x)ϕi (x) . (41)

A inserção de um operador composto é definida como sendo

Qi (x) · Γ =
δΓ [ϕ, %]

δ%
. (42)

A ação S define a teoria, já que é a partir dela que derivamos as regras de Feynman

para o cálculo de qualquer função de Green ou, equivalentemente, qualquer gerador funci-

onal. Além disso, existe uma relação mais próxima entre S e a ação efetiva. Expandindo

Γ [φ] em série de ~, obtemos que

Γ [φ] = S [φ] +O (~) , (43)

isto é, a ńıvel árvore a ação efetiva é igual à ação clássica. Podemos nos convencer que

esse resultado é verdadeiro através da análise das funções 1PI a ńıvel árvore. Se uma

função 1PI de n-pontos possui contribuição a ńıvel árvore, seu valor é dado por (40), no

caso de n = 2, ou (16), se n > 2. Relacionando esses resultados com a definição (30)

de função 1PI, através de uma engenharia reversa, chegamos no resultado (43). Essa é

a justificativa para chamarmos Γ de ação efetiva e as funções 1PI de funções de vértice.

Como a introdução de um operador composto é tratada como a introdução de um novo

vértice, pelo que já foi discutido,

Γ [φ, ρ] = S [φ] +

ˆ
d4x%i (x)Qi (x) +O (~) , (44)

o que resulta em

Qi (x) · Γ = Qi (x) +O (~) . (45)

Mais detalhes a respeito desse assunto podem ser encontrados em (PIGUET; SORELLA,

1995).

1.1.4 Potencial efetivo e energia do vácuo

Seja
´
d4xV (φ) a parte de Γ [φ] que não possui derivadas. Tomando φi (x) = ui,

em que ui independe das coordenadas do espaço, temos

Γ [u] = (2π) δ4 (0)V (u) . (46)
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V (u) é chamado de potencial efetivo. Dentre todos os estados |α〉 tais que 〈α|Φi (x) |α〉 =

ui, V (u) é a densidade de energia do estado com a menor energia. Da Eq.(31) temos que

∂V (u)

∂ui

∣∣∣∣
u=v

= 0, (47)

ou seja, o valor esperado no vácuo do campo Φi (x) é um mı́nimo do potencial efetivo e,

consequentemente, V (v) é a densidade de energia do vácuo. As técnicas para o cálculo

do potencial efetivo podem ser encontradas em (WEINBERG, 1996) ou em (PESKIN;

SCHROEDER, 1995).

1.2 Simetrias e identidades de Ward

1.2.1 Simetrias da ação clássica

Consideremos como sendo a ação da teoria, S, não apenas aquela ação com os

campos, mas também com as fontes e os operadores compostos, como apresentado na

seção anterior. Um parâmetro da teoria (massa, constante de acoplamento, parâmetro de

calibre, etc) denotemos por λn. Sejam as transformações nos campos, fontes e parâmetros:

Φ′i = Fi (Φ, %, λ, ω) ,

%′i = Fi (%, ω) ,

λ′n = fn (λ, ω) , (48)

em que, Fi, Fi e fn são funções locais dos campos, das fontes e dos parâmetros, como está

indicado. O conjunto finito de parâmetros presentes nas transformações é representado

genericamente por ω. No caso em que os parâmetros λn são transformados, ω independe

das coordenadas do espaço, na análise a seguir deixaremos subentendido isso. Se a ação

é invariante por essas tranformações, ou seja, se

S [Φ′, %′, λ′] = S [Φ, %, λ] (49)

temos então uma simetria da ação. Consideremos os casos em que as transformações (48)

são cont́ınuas em ω e

Fi (Φ, %, λ, 0) = Φ,

Fi (%, λ, 0) = %,

f (λ, 0) = λ. (50)



28

Dessa forma, para ω infinitesimal temos

Φ′i (x) = Φi (x)− iωAGA
i (Φ, %, λ) (x) ,

%′i (x) = %i (x)− iωAHA
i (%, λ) (x) ,

λ′n = λn − iωAgAn (λ) , (51)

ou seja, as variações infinitesimais são

δΦi (x) = −iωAGA
i (Φ, %, λ) (x) ,

δ%i (x) = −iωAHA
i (%, λ) (x) ,

δλn = −iωAgAn (λ) , (52)

9 em que GA
i (Φ, %, λ), HA

i (%, λ) e gAn (λ), também, são funções locais dos campos, fontes

e parâmetros. A variação de S em relação à variação (52) pode ser escrita na forma

funcional

δS =

ˆ
d4x

(
δΦi (x)

δS

δΦi (x)
+ δ%i (x)

δS

δ%i (x)

)
+ δλn

∂S

∂λn
. (53)

Dessa forma, se δS = 0, então

0 =

ˆ
d4x

[
−iωAGA

i (Φ, %, λ) (x)
δS

δΦi (x)
− iωAHA

i (%, λ) (x)
δS

δ%i (x)

]
−iωAgAn (λ)

∂S

∂λn
. (54)

É conveniente definirmos o operador local

WA (x) = GA
i (Φ, %, λ)

δ

δΦi (x)
+HA

i (%, λ)
δ

δ%i (x)
+ δ (x) gAn (λ)

∂

∂λn
, (55)

então a Eq. (54) pode ser reescrita como

ˆ
d4xωAWA (x)S = 0. (56)

Se o parâmetro ωA independe das coordenadas do espaço, a simetria é dita ser

global e de (54) segue

0 =

ˆ
d4xWA (x)S, (57)

9 Aqui também adotamos a convenção de Einstein, por exemplo,
∑
A ω

AGAi (Φ) ≡ ωAGAi (Φ).
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pois (54) deve ser verdadeira para todo ωA. Para que (57) seja verdade, devemos ter

WA (x)S = ∂µJ
A
µ (x) , (58)

em que JAµ (x) é uma corrente local dos campos. (58) implica em (57), pois a integral

em todo o espaço de uma derivada total de uma função local dos campos é nula, com a

hipótese auxiliar, que sempre trabalhamos, de que os campos se anulam no infinito. (58)

é uma versão do teorema de Noether. Utilizando os campos que satisfazem as equações

do movimento de Euler-Lagrange,

δS

δΦi (x)
= 0, (59)

e considerando o caso em que as fontes e os parâmetros não sofrem variações, temos então

∂µJ
A
µ (x) = 0, (60)

ou seja, JAµ (x) é uma corrente conservada.

Quando o parâmetro ωA depende do ponto do espaço, a simetria é dita ser local e

temos

0 = WA (x)S. (61)

Como neste trabalho tratamos de teorias de calibre, esse caso é muito importante. Para a

forma funcional de S, (61) é mais restritiva do que (57), tanto que (61) implica em (57),

mas a rećıproca não é verdadeira.

Pelas razões que apresentaremos na Subseção 1.2.2, se a transformação (52) de

Φi (x) não é linear nos campos, introduzimos GA
i (Φ, %, λ) na ação de partida acoplada à

uma fonte externa θAi (x) e trabalhamos com a ação modificada

S ′ = S +

ˆ
d4xθAi (x)GA

i (Φ, %, λ) (x) . (62)

Como Φi (x) denota um campo qualquer da teoria, vale a pena destacar que fazemos

isso apenas para os campos cujas transformação não são lineares. Lembrando da seção

anterior, é posśıvel notar que GA
i (Φ, %, λ) é tratado como um operador composto. Na

notação, faremos distinção entre operadores compostos de transformações não lineares e

outros operadores compostos quaisquer. Dessa forma, podemos reescrever (54) como

0 =

ˆ
d4x

[
−iωA δS ′

δθAi (x)

∣∣∣∣
θ=0

δS ′

δΦi (x)

∣∣∣∣
θ=0

− iωAHA
i (%, λ) (x)

δS

δ%i (x)

]
−iωAgAn (λ)

∂S

∂λn
(63)

Em geral, δS ′ 6= 0 para as transformações (52), por isso é necessário tomarmos θAi (x) = 0
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em (63). Em alguns casos particulares, como o da simetria BRST, a ação modificada é

invariante, assim obtemos a seguinte equação funcional

ˆ
d4x

(
δS ′

δθAi (x)

δS ′

δΦi (x)
+HA

i (%, λ) (x)
δS ′

δ%i (x)

)
+ gAn (λ)

∂S ′

∂λn
= 0, (64)

no caso de uma simetria global, e

δS ′

δθAi (x)

δS ′

δΦi (x)
+HA

i (%, λ) (x)
δS ′

δ%i (x)
= 0, (65)

no caso de uma simetria local. Podemos também considerar uma posśıvel transformação

para θAi (x), que nesse caso pode ser inclúıda junto às transformações das fontes %i (x).

É relevante estudarmos as simetrias da ação clássica porque a maioria delas, al-

gumas com adaptações, pode ser transportada para a ação efetiva Γ. Na verdade, não

apenas as simetrias exatas são importantes. Em geral, estamos interessados em certas

equações funcionais que são chamamos de identidades de Ward. Uma identidade de Ward

integrada tem a forma

ˆ
d4xWA (x)S =

ˆ
d4x∆A (Φ (x)) . (66)

Já uma identidade de Ward não integrada (também chamada de local) tem o formato

WA (x)S = ∆A (Φ (x)) . (67)

Em ambos os casos, ∆A (Φ (x)), a chamada quebra clássica ou quebra linear, é uma quan-

tidade local e linear nos campos. O mesmo vale para as simetrias com transformações

não lineares nos campos, aquelas com quebra clássica também possuem análogos a ńıvel

quântico.

1.2.2 Simetrias a ńıvel quântico

Para derivarmos as identidades de Ward a ńıvel quântico, partimos do resultado

ˆ
DΦ e−(S[Φ,%,λ]+

´
d4xJiΦi) =

ˆ
DΦ′ e−(S[Φ′,%,λ]+

´
d4xJiΦ

′
i), (68)

em que Φi e Φ′i estão relacionados pelas transformações (52). (68) decorre do fato de

a integração ser sobre todas as configurações de campo. O expoente do lado direito da
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Eq.(68) pode ser reescrito através de (53) e (66),

S [Φ′, %, λ] +

ˆ
d4xJiΦ

′
i = S [Φ′, %′, λ′]−

ˆ
d4xδ%i

δS

δ%i
− δλn

∂S

∂λn

+

ˆ
d4xJiΦi +

ˆ
d4xJiδΦi

= S [Φ, %, λ]− i
ˆ
d4xωA∆A (Φ (x))−

ˆ
d4xδ%i

δS

δ%i

−δλn
∂S

∂λn
+

ˆ
d4xJiΦi +

ˆ
d4xJiδΦi, (69)

em que já consideramos uma posśıvel quebra clássica, isto é,

S [Φ′, %′, λ′] = S [Φ, %, λ]− i
ˆ
d4xωA∆A (Φ (x)) . (70)

Aqui trataremos dos casos em que a medida de integração é invariante, ou seja, DΦ′ = DΦ.

Isso quer dizer que os resultados a seguir não se aplicam, por exemplo, à uma teoria com

um número arbitrário de férmions quirais. Dessa forma, o resultado que segue de (68) e

(69) é

0 =

ˆ
d4x

ˆ
DΦ e−(S[Φ,%,λ]+

´
d4xJiΦi)

[
−iωA∆A (Φ (x))− δ%i

δS

δ%i

−δ (x) δλn
∂S

∂λn
+ JiδΦi

]
. (71)

Como a integração funcional é apenas nos campos Φi, então podemos reescrever

ˆ
DΦ e−(S[Φ,%,λ]+

´
d4xJiΦi)δ%i

δS

δ%i
= −δ%i

δ

δ%i

ˆ
DΦ e−(S[Φ,%,λ]+

´
d4xJiΦi),

ˆ
DΦ e−(S[Φ,%,λ]+

´
d4xJiΦi)δλn

∂S

∂λn
= −δλn

δ

δλn

ˆ
DΦ e−(S[Φ,%,λ]+

´
d4xJiΦi). (72)

Como ∆A é linear nos campos, também podemos escrever sem problemas

´
DΦ e−(S[Φ,%,λ]+

´
d4xJiΦi)∆A (Φ (x))

= ∆A
(
− δ
δJ(x)

) ´
DΦ e−(S[Φ,%,λ]+

´
d4xJiΦi). (73)

A variação do campo δΦi exige um pouco de cuidado. Se δΦi = −iωAGA
i (Φ, %, λ) é linear

nos campos, então

´
DΦ e−(S[Φ,%,λ]+

´
d4xJiΦi)δΦi

= −iωAGA
i

(
− δ
δJ
, %, λ

) ´
DΦ e−(S[Φ,%,λ]+

´
d4xJiΦi). (74)

No caso de uma transformação não linear, teremos a inserção de um operador composto

que, como já mencionamos, precisa ser adicionada na ação de partida. Como isso já foi
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feito por θAi (x), então

δΦi = −iωA δS
δθAi

, (75)

assim,

ˆ
DΦ e−(S[Φ,%,λ]+

´
d4xJiΦi)δΦi = iωA

δ

δθAi

ˆ
DΦ e−(S[Φ,%,λ]+

´
d4xJiΦi). (76)

Lembrando das definições do funcional gerador das funções de Green conexas, Eq. (24),

e do campo clássico, Eq. (33), podemos reescrever (71) como

0 =

ˆ
d4x

[
iωA∆A (ϕ (x)) + δ%i

δW

δ%i (x)
+ δ (x) δλn

∂W

∂λn

+Ji (x) iωAGA
i (ϕ, %, λ)

]
, (77)

para o caso de simetrias lineares. Lembrando também queW [J, %] = Γ [ϕ, %]+
´
d4xJi (x)ϕi (x)

e δΓ
δϕi(x)

= −Ji (x), (77) pode ser reescrita em termos da ação efetiva

0 =

ˆ
d4x

[
iωA∆A (ϕ (x)) + δ%i

δΓ

δ%i (x)
+ δ (x) δλn

∂Γ

∂λn

+iωAGA
i (ϕ, %, λ)

δΓ

δϕi

]
. (78)

Analogamente, para o caso de simetrias não lineares, temos as equações

0 =

ˆ
d4x

[
iωA∆A (ϕ (x)) + δ%i

δW

δ%i (x)
+ δ (x) δλn

∂W

∂λn

−Ji (x) iωA
δW

δθAi (x)

]
(79)

e

0 =

ˆ
d4x

[
iωA∆A (ϕ (x)) + δ%i

δΓ

δ%i (x)
+ δ (x) δλn

∂Γ

∂λn

+iωA
δΓ

δθAi (x)

δΓ

δϕi

]
. (80)

Como os resultados (78) e (80) devem ser verdadeiros para todo ωA e recordando da

definição do operador WA (x), temos

ˆ
d4xWA (x) Γ =

ˆ
d4x∆A (ϕ (x)) (81)

no caso do parâmetro ser global, ou

WA (x) Γ = ∆A (ϕ (x)) (82)
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no caso do parâmetro ser local. Comparando as equações (81) e (82) com (66) e (67),

vemos que S e Γ satisfazem as mesmas identidades de Ward.

Como as correções perturbativas apresentam divergências, é necessário utilizarmos

alguma regularização e algum esquema de renormalização. Pode acontecer da regula-

rização escolhida quebrar alguma das identidades de Ward da teoria. Quando isso acon-

tece, a menos que existam as ditas anomalias na teoria, a identidade de Ward pode ser

restaurada com a introdução dos chamados contratermos não invariantes. O leitor inte-

ressado nesses assuntos pode consultar (PIGUET; SORELLA, 1995) para um tratamento

mais detalhado. Nos modelos de Higgs que analisamos neste trabalho, com a utilização

da Regularização Dimensional (RD), nenhum desses problemas está presente, portanto,

os resultados (81) e (82) serão utilizados sem ressalvas.

Antes de encerrarmos esta seção, devemos mencionar que, além das simetrias

cont́ınuas caracterizadas pelas transformações (48) ou (52), podem existir também as

simetrias discretas, como a simetria de paridade, a simetria por conjugação de carga,

etc. Essas simetrias não podem ser expressas na forma de uma equação funcional, isto é,

através de uma identidade de Ward, mas podem ser estendidas da ação clássica para a

ação efetiva a ńıvel quântico.
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2 O MODELO DE HIGGS U (1)

Neste caṕıtulo, o modelo de Higgs com simetria U (1) é definido e suas principais

carateŕısticas discutidas. Na Seção 2.1 a ação da teoria é apresentada e escrita em termos

dos campos de Higgs e do campo de Goldstone. Na Seção 2.2 é discutido o calibre

renormalizável Rξ de ’t Hooft e a simetria BRST. As demais simetrias e identidades

de Ward são apresentadas na Seção 2.3. A equação fundamental para derivarmos as

identidade de Nielsen é obtida na Seção 2.4. O caṕıtulo é encerrado com a Seção 2.5,

onde é feita uma breve discussão a respeito da consistência do calibre Rξ a ńıvel quântico.

2.1 A ação de Higgs

Seja ϕ (x) um campo escalar complexo e Aµ (x) um campo de calibre. A ação de

Higgs euclidiana, SHiggs, é definida como sendo

SHiggs =

ˆ
d4x

[
1

4
FµνFµν + (Dµϕ)∗ (Dµϕ) +

λ

2

(
ϕ∗ϕ− v2

2

)2
]
, (83)

em que

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ,

Dµ = ∂µ + ieAµ (84)

são o tensor intensidade de campo e a derivada covariante, respectivamente. λ é a cons-

tante de acoplamento quártico de ϕ, enquanto que e é a carga elétrica, ambas possuem

dimensão de massa nula. Por enquanto, v é apenas um parâmetro massivo, em seguida,

será mostrado que ele está associado ao VEV do campo ϕ. Como estamos no caso abe-

liano, por vezes, chamaremos Aµ de o campo do fóton. A ação (83) é invariante pelas

seguintes transformações de calibre do grupo U (1):

ϕ′ (x) = e−ieω(x)ϕ (x)

ϕ′∗ (x) = eieω(x)ϕ∗ (x)

A′µ (x) = Aµ (x)− ∂µω (x) , (85)

em que ω (x) é um parâmetro local. Além de ser invariante de calibre, SHiggs é a ação

invariante de calibre mais geral posśıvel, potencialmente, renormalizável por contagem

de potências em quatro dimensões. Obviamente, ainda é cedo para afirmar isso, pois o

calibre, que determina o propagador do fóton, ainda não foi fixado, além do mais, a massa

que aparece para o campo ϕ, m2
ϕ = −λv2

2
, é uma massa taquiônica. Trataremos de todos
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esses problemas a seguir e a ação resultante será renormalizável, mas não mais invariante

de calibre.

Apesar de ainda não termos fixado o calibre, tentemos tirar algumas conclusões a

respeito do vácuo da teoria olhando para o potencial de Higgs, que é

V (ϕ) =
λ

2

(
ϕ∗ϕ− v2

2

)2

, (86)

e utilizando a teoria de perturbações. Os mı́nimos desse potencial ocorrem quando |ϕ|2 =
v2

2
. Além disso, todos os mı́nimos são equivalentes, ou seja, se ϕo e ϕ′o são dois mı́nimos,

então existe uma transformação de calibre tal que ϕ′o = eigωϕo. Escolheremos como

representante o mı́nimo

ϕo =
v√
2
. (87)

No caso U (1) não existem subgrupo invariantes além do subgrupo trivial, isto é, o único

elemento A ∈ U (1) tal que Aϕo = ϕo é A = 1. Assumindo como válida a teoria de

perturbações, isso implica que o VEV do campo ϕ (x), a ńıvel árvore, vale

〈ϕ (x)〉 =
v√
2
. (88)

O resultado (88) gera implicações profundas para o vácuo da teoria. O vácuo da teoria

não é invariante por uma transformação de calibre, portanto temos o fenômeno de quebra

espontânea da simetria de calibre.

Parametrizemos o campo ϕ (x) como

ϕ (x) =
1√
2

(v + h (x) + iρ (x)) , (89)

em que h (x) e ρ (x) são o campo de Higgs10 e o campo de Goldstone, respectivamente,

ambos reais. De (88) temos que 〈h (x)〉 = 〈ρ (x)〉 = 0, a ńıvel árvore. Substituindo (89)

10 Na introdução chamamos ϕ(x) de campo de Higgs, mas de agora em diante usaremos esse nome para
o campo h(x).
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na ação de Higgs (83), obtemos

SHiggs =

ˆ
d4x

[
1

4
FµνFµν +

1

2
∂µh∂µh+

1

2
∂µρ∂µρ

+
1

2
e2v2AµAµ + evAµ∂µρ+

1

2
λv2h2

−eAµρ∂µh+ eAµh∂µρ+ e2vhAµAµ +
1

2
e2ρ2AµAµ +

1

2
e2h2AµAµ

+
1

8
λh4 +

1

8
λρ4 +

1

2
λvh3 +

1

2
λvhρ2 +

1

4
λh2ρ2

]
. (90)

Olhando para (90) é posśıvel notar que o campo do fóton e o campo de Higgs possuem

massas, dadas, respectivamente, por

m = ev, mh =
√
λv. (91)

Por sua vez, o campo de Goldstone, como já sugere o nome, não adquire massa através

da quebra espontânea de simetria.

Como é sabido, veja por exemplo (WEINBERG, 1996; RYDER, 1996), o bóson

de Goldstone associado ao campo ρ (x) não está no espectro da teoria. Isso se deve

ao mecanismo de BEH, que costumamos chamar simplesmente de mecanismo de Higgs.

Graças à simetria de calibre local da ação, podemos sempre fazer uma transformação

de calibre que remove o campo ρ (x) completamente da teoria. O grau de liberdade

correspondente ao campo ρ (x) é transferido para o campo Aµ(x), que agora é massivo.

Em certas parametrizações do campo ϕ (x), como a parametrização polar, fica mais fácil

de ver isso. No caso da parametrização cartesiana (89), tomando como fase ω (x) =
1
2

arctan
(

ρ(x)
v+h(x)

)
, então ϕ′ (x) = 1√

2
(v + h′ (x)). A remoção do campo ρ (x) dessa forma

corresponde a impor uma condição de calibre, o chamado calibre unitário. Infelizmente,

esse calibre não pode ser implementado de maneira consistente a ńıvel quântico, pois a

teoria resultante não é renormalizável. O propagador do fóton no calibre unitário, no

espaço dos momentos, é

〈Aµ (p)Aν (−p)〉0 =
1

p2 +m2
Pµν (p) +

1

m2
Lµν (p) , (92)

em que

Pµν (p) = δµν −
pµpν
p2

,

Lµν (p) =
pµpν
p2

, (93)

são o projetor transversal e o projetor longitudinal, respectivamente. No regime ultra-

violeta, ou seja, para p2 → ∞, podemos ver que a parte longitudinal se comporta como

uma constante, 1
m2 . Isso implica que o número de divergências primitivas dos diagramas
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de Feynman aumenta com o número de loops, o que caracteriza, portanto, a teoria como

não sendo renormalizável.

2.2 Calibres renormalizáveis

2.2.1 Fixação do calibre

Apesar do calibre unitário deixar claro o espectro da teoria, ele não é renorma-

lizável, como discutido acima. O calibre linear covariante, que é empregado em certas

teorias, como a Eletrodinâmica Quântica, é problemático no caso do modelo de Higgs. O

calibre linear covariante, definido pelo termo de fixação de calibre clássico

SLC
gf =

ˆ
d4x

1

2α
(∂µAµ)2 , (94)

em que α é o parâmetro de calibre, leva aos seguintes propagadores a ńıvel quântico:

〈Aµ (p)Aν (−p)〉0 =
1

p2 +m2
Pµν (p) +

α

p2
Lµν (p) ,

〈h (p)h (−p)〉0 =
1

p2 +m2
h

,

〈Aµ (p) ρ (−p)〉0 =
iαm

p4
pµ,

〈ρ (p) ρ (−p)〉0 =
1

p2
+
αm2

p4
. (95)

Os propagadores 〈Aµ (p) ρ (−p)〉0 e 〈ρ (p) ρ (−p)〉0 são altamente singulares no regime in-

fravermelho da teoria. Os termos com 1/p4 que aparecem nesses propagadores tem sua

origem no termo de mistura mAµ∂µρ presente na ação (90). A fim de evitar esses pro-

blema, podemos utilizar o calibre proposto por (HOOFT, 1971b):

Sξgf =

ˆ
d4x

1

2ξ
(∂µAµ + ξmρ)2 , (96)

conhecido como calibre de ’t Hooft ou calibre Rξ. Nesse caso, ξ é o parâmetro de calibre.

É fácil de ver que Sξgf cancela precisamente o termo de mistura, além disso, dá massa
√
ξm para o campo de Goldstone, melhorando assim o comportamento infravermelho dos

propagadores. Nesse calibre, o campo de Goldstone está acoplado aos demais campos da

teoria, diferentemente do que acontece no calibre unitário. Como a massa depende do

parâmetro de calibre, já podemos desconfiar que o bóson de Goldstone não deve fazer

parte do espectro f́ısico da teoria.
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2.2.2 Quantização e simetria BRST

Para fazermos a quantização de (96) devemos introduzir os campos fantasmas,

como mostrado por (FEYNMAN, 1963). A maneira tradicional de se fazer isso é utilizando

o método descoberto por (DEWITT, 1967; FADDEEV; POPOV, 1967), que é o método

de Faddeev-Popov. Por esse método, o termo de fixação de calibre resultante que deve ser

adicionado à SHiggs é

Sξgf =

ˆ
d4x

[
1

2ξ
(∂µAµ + ξmρ)2 − c

(
−∂2c+ ξmec (v + h)

)]
, (97)

sendo que c (x) e c (x) são os campos fantasmas de Faddeev-Popov. É conveniente rees-

crevermos o primeiro termo do lado direito da Eq. (97) da seguinte forma:

exp

{
−
ˆ
d4x

1

2ξ
(∂µAµ + ξmρ)2

}
∼
ˆ
Db exp

{
−
ˆ
d4x

[
ξ

2
b2 + ib (∂µAµ + ξmρ)

]}
,

(98)

em que b (x) é um campo escalar auxiliar, o campo de Nakanishi-Lautrup (NAKANISHI,

1966; LAUTRUP, 1967). Assim, o termo de fixação de calibre que trabalharemos é

Sξgf =

ˆ
d4x

[
ξ

2
b2 + ib (∂µAµ + ξmρ)− c

(
−∂2c+ ξmec (v + h)

)]
. (99)

Após a fixação de calibre, a ação resultante

S = SHiggs + Sξgf (100)

não é invariante de calibre, mas possui a simetria de BRST, encontrada nos trabalhos

de (BECCHI; ROUET; STORA, 1975; BECCHI; ROUET; STORA, 1976). Das trans-

formações (85) e da parametrização (89) resulta que as transformações de calibre infini-

tesimais de Aµ (x), h (x) e ρ (x) são

δAµ = −∂µω,

δh = −eωρ,

δρ = eω (v + h) . (101)
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Isso indica que as transformações BRST dos campos são

sAµ = −∂µc,

sh = −ecρ,

sρ = ec (v + h) ,

sc = 0,

sc = ib,

sb = 0,

sv = 0, (102)

em que s é o operador de BRST, que possui a propriedade de ser nilpotente, isto é,

s2 = 0. (103)

A invariância de BRST de (100) pode ser facilmente verificada com as seguintes ob-

servações:

(i) o termo de fixação de calibre é um termo BRST-exato11,

Sξgf = s

ˆ
d4x

[
−iξ

2
cb+ c (∂µAµ + ξmρ)

]
. (104)

Portanto, pela nilpotência do operador s, Eq. (103), temos

sSξgf = s2

ˆ
d4x

[
−iξ

2
cb+ c (∂µAµ + ξmρ)

]
= 0; (105)

(ii) as transformações de BRST dos campos (Aµ, h, ρ) são, essencialmente, as

transformações de calibre (101) com ω (x) = λc (x), em que λ é um parâmetro de Grass-

mann. Assim, para qualquer λ temos λsSHiggs = δSHiggs = 0, o que implica em sSHiggs = 0.

Diferentemente do que acontece no calibre linear covariante, no calibre Rξ os cam-

pos fantasmas são relevantes, pois não se desacoplam dos demais campos. Como pode

ser observado em (99), o acoplamento com os fantasmas se dá através do vértice de in-

teração −
´
d4x ξmecch. Outra caracteŕıstica desse calibre é que os fantasmas também

ganham massa, sendo ela
√
ξm, exatamente o mesmo valor da massa do campo ρ. Essa

não é uma simples coincidência, ambas as massas tem sua origem no termo BRST-exato

s
´
d4x cξmρ. Esse é um fato importante que garante que, quando calcularmos um ob-

servável f́ısico, existirá um cancelamento preciso entre as contribuições dependentes do

parâmetro de calibre vindas de diferentes lugares.

11 Um quantidade ∆ é dita ser um BRST-exato se existe ∆̂, tal que, ∆ = s∆̂.
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Para determinarmos os propagadores da teoria, analisemos a parte quadrática da

ação total (100), que é

Squad =

ˆ
d4x

[
1

4
FµνFµν +

m2

2
AµAµ +

1

2
∂µh∂µh+

m2
h

2
h2

+
1

2
∂µρ∂µρ+mAµ∂µρ

+ξ
b2

2
+ ib (∂µAµ + ξmρ)− c

(
∂2c− ξm2c

)]

=

ˆ
d4x

1

2

(
Aµ b ρ

) δµν (−∂2 +m2) + ∂µ∂ν −i∂µ m∂µ

i∂ν ξ iξm

−m∂ν iξm −∂2 + ξm2


 Aν

b

ρ


+

1

2
∂µh∂µh+

m2
h

2
h2 − c

(
∂2c− ξm2c

)]
. (106)

De imediato, como h (x), c (x) e c (x) estão desacoplados dos outros campos em (106),

podemos concluir que os propagadores desses campos são

〈h (p)h (−p)〉0 =
1

p2 +m2
h

,

〈c (p) c (−p)〉0 =
1

p2 + ξm2
. (107)

Os demais propagadores são obtidos através do cálculo da inversa do operador

O =

 δµν (−∂2 +m2) + ∂µ∂ν −i∂µ m∂µ

i∂ν ξ iξm

−m∂ν iξm −∂2 + ξm2

 , (108)

cujos detalhes podem ser encontrados no Apêndice A. Fazendo esse cálculo, obtemos os

seguintes propagadores:

〈Aµ (p)Aν (−p)〉0 =
1

p2 +m2
Pµν (p) +

ξ

p2 + ξm2
Lµν (p) ,

〈Aµ (p) b (−p)〉0 =
pµ

p2 + ξm2
,

〈Aµ (p) ρ (−p)〉0 = 0,

〈b (p) b (−p)〉0 = 0,

〈b (p) ρ (−p)〉0 =
−im

p2 + ξm2
,

〈ρ (p) ρ (−p)〉0 =
1

p2 + ξm2
, (109)

cuja notação diagramática é mostrada na Figura 1. A respeito dos propagadores com o

campo b (x), podemos dizer que eles são irrelevantes para o cálculo perturbativo de funções

de Green que não possuem o próprio campo b (x), pois não existem vértices de interação
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Figura 1 - Propagadores da teoria.

Legenda: Notação diagramática para os principais propagadores da teoria.

Fonte: O autor, 2022.

com esse campo. Na verdade, antes de escrevermos (100), podeŕıamos ter integrado em

b (x) sem problemas, o que facilitaria o cálculo dos propagadores. Em relação aos demais

propagadores, destacamos o fato de que a parte longitudinal de 〈Aµ (p)Aν (−p)〉0 possui

exatamente a mesma massa dos propagadores 〈ρ (p) ρ (−p)〉0 e 〈c (p) c (−p)〉0. Novamente,

essa não é uma coincidência, mas o resultado de um sofisticado mecanismo de cancela-

mento, produzido pela simetria BRST, necessário para que os observáveis f́ısicos sejam

independentes do parâmetro de calibre.

2.3 Simetrias e Identidades de Ward

A simetria de BRST de S pode ser expressa através de uma identidade de Ward,

que é a identidade de Slavnov-Taylor (HOOFT, 1971a; TAYLOR, 1971; SLAVNOV, 1972).

Para podermos fazer isso, como as transformações BRST de h (x) e ρ (x) não são linea-

res nos campos, como discutido na Seção 1.2, devemos introduzi-las na ação de partida

acopladas a fontes externas. Fazendo isso, obtemos o termo adicional

Ss =

ˆ
d4x [H (sh) +R (sρ)]

=

ˆ
d4x [−Heρc+Re (v + h) c] , (110)

nesse caso, as fontes externas são H (x) e R (x). Portanto, a ação de partida, Σ, deve ser

Σ = S + Ss, (111)
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em que S é definida em (100). A simetria de BRST da ação resultante é preservada para

as transformações

sH = sR = 0. (112)

Feito isso, então temos a identidade de Slavnov-Taylor

S (Σ) = 0, (113)

sendo S o operador de Slavnov-Taylor, definido como

S (Σ) =

ˆ
d4x

(
−∂µc

δΣ

δAµ
+
δΣ

δH

δΣ

δh
+
δΣ

δR

δΣ

δρ
+ ib

δΣ

δc

)
. (114)

Além da identidade de Slavnov-Taylor, a linearidade do calibre Rξ implica que a

equação de movimento do campo b (x),

δΣ

δb
= ξb+ i (∂µAµ + ξmρ) , (115)

também, é uma identidade de Ward. Como discutido na Subseção 1.2.2, a ação efetiva,

Γ, também satisfaz a mesma equação, ou seja,

δΓ

δb
= ξb+ i (∂µAµ + ξmρ) . (116)

Essa mesma identidade (116) pode ser reescrita em termos do funcional gerador conexo,

W ,

−Jb = ξ
δW

δJb
+ i∂µ

δW

δJAµ
+ iξm

δW

δJρ
, (117)

em que J b (x), JAµ (x) e Jρ (x) são as fontes dos campos b (x), Aµ (x) e ρ (x), respectiva-

mente. Atuando com δ
δJAν

sobre (117) em outro ponto do espaço e tomando as fontes a

zero, obtemos a seguinte relação entre as funções de Green conexas:

0 = ξ 〈b (x)Aν (y)〉+ i∂µ 〈Aµ (x)Aν (y)〉+ iξm 〈ρ (x)Aν (y)〉 . (118)

Passando (118) para o espaço dos momentos e utilizando os propagadores (109), vemos

que a ńıvel árvore essa relação é satisfeita.

Outra identidade de Ward que pode ser escrita nesse calibre envolve a equação de

movimento do antifantasma, c (x),

δΣ

δc
− ξmδΣ

δR
= −∂2c. (119)

No entanto, parte da importância de (119) é reduzida pelo fato dela estar relacionada à

identidade de Slavnov-Taylor e à equação de movimento do campo b (x). Não é dif́ıcil
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Tabela 1 - Número de fantasma [Ng] e dimensão de massa.

Campo ou fonte Aµ h ρ b c c H R

Número de fantasma [Ng] 0 0 0 0 1 −1 −1 −1

Dimensão de massa 1 1 1 2 0 2 3 3

Legenda: Tabela com o número de fantasma e a dimensão de massa de cada campo ou

fonte.

Fonte: O autor, 2022.

de demonstrar que, para qualquer funcional F dos campos e das fontes da teoria, vale a

relação

δ

δb
S (F)− SF

(
δ

δb
F
)

= i
δF
δc
, (120)

sendo SF o operador de Slavnov-Taylor linearizado

SF =

ˆ
d4x

(
−∂µc

δ

δAµ
+
δF
δH

δ

δh
+
δF
δh

δ

δH
+
δF
δR

δ

δρ
+
δF
δρ

δ

δR
+ ib

δ

δc

)
. (121)

Dessa forma, substituindo Σ por F na relação (120), de (114) e (115) resulta (119).

Podemos atribuir, também, um número de fantasma, [Ng], para os campos e as

fontes, como mostrado na Tabela 1. A ação possui número de fantasma nulo, fato esse

que pode ser expresso através da identidade de Ward

Ng (Σ) = 0, (122)

em que o operador de número de fantasma, Ng, é definido como sendo

Ng =

ˆ
d4x

(
c
δ

δc
− c δ

δc
−H δ

δH
−R δ

δR

)
. (123)

Das transformações de BRST (102) e (112), não é dif́ıcil de inferir a relação de comutação

[Ng, s] = −s, (124)

portanto, o operador de BRST possui [Ng] = −1.

Além das identidades de Ward, associadas às simetrias cont́ınuas, a ação Σ (111)

também possui uma simetria discreta do grupo Z2, que podemos chamar de simetria de
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conjugação de carga, caracterizada pelas transformações:

Aµ → −Aµ,

h → h,

ρ → −ρ,

b → −b,

c → −c,

c → −c,

H → H,

R → −R. (125)

Também não é dif́ıcil de ver que o operador de BRST comuta com essas transformações.

Dessa simetria decorrem vários resultados imediatos, como o análogo do teorema de Furry

da Eletrodinâmica Quântica (QED12): “Uma função de Green com apenas um número

ı́mpar de pernas externas de fótons é nula”. Outro resultado que segue dessa simetria é

que a função de um ponto do campo de Goldstone é nula, 〈ρ (x)〉 = 0.

2.4 Identidades de Nielsen

O termo de fixação de calibre (99) é um BRST-exato de um polinômio integrado

∆ com [Ng] = −1, ou seja,

Sξgf = s∆. (126)

Por conveniência, separemos ∆ como a soma de dois termos

∆ = ξ∆̃ + ∆0, (127)

em que ∆̃ e ∆0 são ambos independentes do parâmetro de calibre ξ. Assim, como s é

linear,

Sξgf = ξs∆̃ + s∆0. (128)

Dada uma função de Green 〈Φi1 (x1) . . . Φin (xn)〉, em que Φik (xk) pode ser um campo

fundamental ou um operador composto, segue da definição de função de Green, veja a

12 QED são as inicias de “Quantum Electrodynamics”.
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Eq. (1), e de (128) que

∂

∂ξ
〈Φi1 (x1) . . . Φin (xn)〉 = −

〈
Φi1 (x1) . . .Φin (xn) s∆̃

〉
. (129)

Apesar do resultado (133) valer para todo tipo de operador, por simplicidade, conside-

remos que os operadores Φi são comutantes. Como a teoria possui a simetria de BRST,

então

s
〈

Φi1 (x1) . . .Φin (xn) ∆̃
〉

= 0, (130)

o que implica em

0 =
∑
k

〈
Φi1 (x1) . . . sΦik (xik) . . .Φin (xn) ∆̃

〉
+
〈

Φi1 (x1) . . .Φin (xn) s∆̃
〉
. (131)

Portanto, (129) pode ser reescrita como

∂

∂ξ
〈Φi1 (x1) . . .Φin (xn)〉 =

∑
k

〈
Φi1 (x1) . . . sΦik (xik) . . .Φin (xn) ∆̃

〉
. (132)

No caso particular em que sΦik (xik) = 0, para todo ik, então

∂

∂ξ
〈Φi1 (x1) . . .Φin (xn)〉 = 0. (133)

Em palavras, o resultado (133) estabelece que funções de correlação com apenas opera-

dores invariantes por BRST são independentes do parâmetro de calibre.

Os resultados acima fornecem uma boa intuição do que acontece quando o parâmetro

de calibre é modificado, no entanto, a demonstração não é rigorosa. Como, em geral, ∆̃ é

um operador composto com número de ghost, devemos introduzir ∆̃ na ação de partida

acoplado a um parâmetro grassmanniano, que neste caso chamamos de χ. Como foi no-

tado por (PIGUET; SIBOLD, 1985), o termo χ∆̃ pode ser gerado automaticamente no

termo de fixação de calibre se considerarmos as seguintes transformações de BRST para

o parâmetro de calibre e o parâmetro χ,

sξ = χ,

sχ = 0. (134)

Assim, o termo de fixação de calibre modificado é

S̃ξgf = s
(
ξ∆̃ + ∆0

)
= χ∆̃ + ξs∆̃ + s∆0. (135)

Para retornarmos à teoria com o calibre anterior devemos tomar χ = 0. A identidade de
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Slavnov-Taylor da teoria é modificada com a introdução das transformações (134). Como

não existem anomalias, o funcional Γχ, obtido a partir da ação

Σχ = SHiggs+ S̃ξgf + Ss, (136)

satisfaz a equação de Slavnov-Taylor

0 =

ˆ
d4x

(
−∂µc

δΓχ
δAµ

+
δΓχ
δH

δΓχ
δh

+
δΓχ
δR

δΓχ
δρ

+ ib
δΓχ
δc

)
+ χ

∂Γχ
∂ξ

. (137)

Note que Γχ=0 = Γ. Derivando (137) em relação a χ e depois tomando χ = 0, obtemos

∂Γ

∂ξ
= −

ˆ
d4x

[
∂µc

∂

∂χ

(
δΓχ
δAµ

)∣∣∣∣
χ=0

+
∂

∂χ

(
δΓχ
δH

)∣∣∣∣
χ=0

δΓ

δh
− δΓ

δH

∂

∂χ

(
δΓχ
δh

)∣∣∣∣
χ=0

+
∂

∂χ

(
δΓχ
δR

)∣∣∣∣
χ=0

δΓ

δρ
− δΓ

δR

∂

∂χ

(
δΓχ
δρ

)∣∣∣∣
χ=0

+ ib
∂

∂χ

(
δΓχ
δc

)∣∣∣∣
χ=0

]
. (138)

A Eq. (138) é a equação fundamental a partir da qual todas as identidades de Nielsen

(NIELSEN, 1975) para as funções 1PI podem ser derivadas. Fazendo a transformada de

Legendre de Γχ, podemos reescrever (137) em termos do funcional gerador conexo Wχ,

0 =

ˆ
d4x

(
JAµ ∂µ

δWχ

δJ c
− Jh δW

δH
− Jρ δWχ

δR
− iJ c δWχ

δJ b

)
+ χ

∂Wχ

∂ξ
, (139)

em que
(
JAµ , J

c, Jh, Jρ, J c, J b
)

são as fontes externas dos campos (Aµ, c, h, ρ, c, b), res-

pectivamente. Derivando (139) pela esquerda em relação a χ e, em seguida, tomando

χ = 0, obtemos a equação fundamental para gerar todas as identidades de Nielsen das

funções conexas,

∂W

∂ξ
= −

ˆ
d4x

(
JAµ ∂µ

∂

∂χ

δWχ

δJ c

∣∣∣∣
χ=0

− Jh ∂

∂χ

δW

δH

∣∣∣∣
χ=0

− Jρ ∂

∂χ

δWχ

δR

∣∣∣∣
χ=0

−iJ c ∂

∂χ

δWχ

δJ b

∣∣∣∣
χ=0

)
, (140)

em  que  W  é  a  transformada  de  Legendre  de  Γ.  Essa  identidade  será  utilizada  no  Caṕıtulo 

3.  Para  ver  as  aplicações  das  identidades  de  Nielsen  na  QED  ou  na  QCD,  veja  (BREC-

KENRIDGE;  LAVELLE;  STEELE,  1995).
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2.5 Renormalização e consistência do calibre Rξ

No caso mais geral ξ 6= 0, a ação S e, consequentemente, Σ não possuem a simetria

global ŕıgida, caracterizada pelas transformações

δh (x) = −eρ (x)ω

δρ (x) = e (v + h (x))ω, (141)

que SHiggs possui. A quebra dessa simetria não é nem clássica, então não existe nenhuma

identidade de Ward associada. Esse fato tem profundas implicações para a renormalização

da teoria, como é discutido em (KRAUS; SIBOLD, 1995). Por exemplo, os fatores de re-

normalização dos campos h (x) e ρ (x) e do parâmetro v são diferentes. Como consequência

disso, o campo ϕ (x) = 1√
2

(v + h (x) + iρ (x)) não se renormaliza multiplicativamente.

O calibre originalmente introduzido por ’t Hooft é exatamente (99). No entanto, do

ponto de vista da renormalização, esse calibre não é estável, o que significa que nem todas

as divergências das funções de Green podem ser removidas através de uma redefinição dos

campos e parâmetros da teoria. Esse fato já foi notado por (BECCHI; ROUET; STORA,

1975). O termo de fixação de calibre é um BRST-exato de três termos independentes,

então cada um desses termos podeŕıa ser considerado com o seu próprio parâmetro de

calibre. Como um desses parâmetros pode sempre ser reabsorvido através da redefinição

do campo b e dos campos fantasmas, então, além de ξ, pode existir outro parâmetro de

calibre, que denotaremos por ξ̂. De fato, o calibre estável é

S
Rξξ̂
gf = s

ˆ
d4x

[
−iξc b

2
+ c
(
∂µAµ + ξ̂mρ

)]
=

ˆ
d4x

[
ξ
b2

2
+ ib

(
∂µAµ + ξ̂mρ

)
− c

(
−∂2c+ ξ̂mec (v + h)

)]
, (142)

como pode ser encontrado em (HAUSSLING; KRAUS, 1997). Com essa mudança, os

propagadores (107) e (109) são modificados, mas não são singulares no infravermelho,

veja (KRAUS; SIBOLD, 1995). Com as correções quânticas, os parâmetros de calibre

bare ξ0 e ξ̂0 necessários para renormalizar a teoria são diferentes, mas isso não impede

de tomarmos o caso particular ξ = ξ̂ para os parâmetros de calibre renormalizados. Nos

trabalhos (DUDAL et al., 2019; DUDAL et al., 2020) que fizemos a respeito do modelo de

Higgs Abeliano e que são mostrados nos Caṕıtulos 3 e 4, esse caso particular foi utilizado.

No Caṕıtulo 3 serão apresentados os resultados obtidos no caso ξ = ξ̂ = 0, que corresponde

ao calibre de Landau. Como nosso maior interesse é o estudo de funções de correlação de

quantidades invariantes de calibre, o valor do parâmetro de calibre é irrelevante, como foi

discutido na Seção 2.4. Além disso, como será mostrado, no calibre de Landau a ação

é invariante pelas transformações ŕıgidas (141), o que acaba aumentando o número de

simetrias e, consequentemente, o número identidades de Ward da teoria.
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3 ANÁLISE DAS FUNÇÕES DE GREEN DE 2-PONTOS DOS CAMPOS

ELEMENTARES ATÉ 1-LOOP

Neste caṕıtulo, as funções de Green conexas de 2-pontos de Aµ (x) e h (x) são

analisadas e comparadas. Nas Seções 3.1 e 3.2 são mostrados os cálculos a 1-loop dessas

funções de Green, bem como os detalhes envolvendo a renormalização e a ressoma dessas

funções. Na Seção 3.3 é feita a análise das propriedades espectrais dessas funções (polos,

reśıduos, densidades espectrais, etc). O caṕıtulo é encerrado com a Seção 3.4, onde é feita

uma discussão geral a respeito dos resultados obtidos. Os resultados apresentados neste

caṕıtulo também podem ser encontrados no trabalho (DUDAL et al., 2019).

3.1 Função de Green 〈Aµ (p)Aν (−p)〉

3.1.1 Cálculo da autoenergia do fóton

Os diagramas que contribuem para a função de Green 〈Aµ (p)Aν (−p)〉 a 1-loop

são mostrados na Figura 2. As regras de Feynman para o cálculo desses diagramas podem

ser encontradas no Apêndice A. Essas regras já levam em consideração que o esquema de

regularização é a RD. Por isso, a dimensão do espaço-tempo passa a ser d (uma quantidade

cont́ınua e complexa) em vez de 4, e temos µ2− d
2 e, µ4−dλ e µ

d
2
−2v no lugar dos parâmetros

e, λ e v, sendo que µ é o parâmetro de massa caracteŕıstico da RD. Além disso, para

expressarmos os cálculos dos diagramas, é conveniente definirmos as funções

χ
(
m2
)

=

ˆ
ddk

(2π)d
1

k2 +m2

=
1

(4π)
d
2

Γ

(
1− d

2

)(
m2
) d

2
−1

(143)

e

η
(
m2

1,m
2
2, p

2
)

=

ˆ
ddk

(2π)d
1

k2 +m2
1

1

(k − p)2 +m2
2

=
1

(4π)
d
2

Γ

(
2− d

2

) ˆ 1

0

dx
(
p2x (1− x) +m2

1x+m2
2 (1− x)

) d
2
−2
, (144)

em que Γ (x) é a função gama de Euler-Weierstrass. Como será visto a seguir, todos os

diagramas podem ser expressos como combinações lineares dessas integrais. No Apêndice
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Figura 2 - Correções a 1-loop para a Função de Green 〈Aµ (p)Aν (−p)〉

Legenda: Diagramas de Feynman que contribuem para 〈Aµ (p)Aν (−p)〉 a 1-loop.

Fonte: O autor, 2022

B são mostradas as reduções a combinações lineares de χ (m2) e η (m2
1,m

2
2, p

2) das integrais

ˆ
ddk

(2π)d
kµ

(k2 +m2
1)
(
(p− k)2 +m2

2

) ,
ˆ

ddk

(2π)d
kµkν

(k2 +m2
1)
(
(p− k)2 +m2

2

) , (145)

que aparecem nos cálculos dos diagramas. Essas reduções facilitam as demonstrações de

alguns resultados importantes, como a independência de calibre dos polos das funções de

Green dos campos elementares.

As pernas externas dos diagramas da Figura 2 são propagadores de Aµ (x), dessa

forma, todos os diagramas possuem a mesma estrutura. O i-ésimo diagrama tem a forma

〈Aµ (p)Aα (−p)〉0 Π
(i)
αβ (p) 〈Aβ (p)Aν (−p)〉0 , (146)

em que Π
(i)
αβ (p) é um gráfico 1PI ou uma contribuição dos “tadpoles”13. A seguir serão

apresentados os resultados dos Παβ’s.

O primeiro diagrama da Figura 2 contém um loop com apenas uma linha interna

de Higgs, portanto, sua contribuição é

Π(1)
µν (p) = −µ4−de2χ

(
m2
h

)
δµν . (147)

O segundo diagrama da Figura 2 contém um loop com apenas uma linha interna de

13 Traduzido literalmente do inglês, “tadpole” significa girino. Neste contexto, os “tadpoles”são os dia-
gramas que contribuem para a função de Green de 1-ponto 〈h〉.
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Goldstone, resultando em

Π(2)
µν (p) = −µ4−de2χ (ξm2) δµν . (148)

Vale lembrar que ambos os diagramas possuem fator de simetria 1
2
. Como Π

(1)
µν (p) e

Π
(2)
µν (p) independem do momento, suas contribuições afetarão apenas a renormalização

das massas m2 e m2
h. O terceiro e o quarto diagrama da Figura 2 são do tipo “sol

nascente”. O terceiro contém um loop com uma linha de Higgs e uma linha de Goldstone,

o que leva a

Π(3)
µν (p) = −µ4−de2

{
−4

1

d− 1
Pµν (p)

[
p2 −m2

h + ξm2

4p2
χ
(
m2
h

)
−

(
ξm2 +

(p2 +m2
h − ξm2)

2

4p2

)
η
(
ξm2,m2

h, p
2
)

+
p2 +m2

h − ξm2

4p2
χ
(
ξm2

)]
+Lµν (p)

[(
−(p2 +m2

h − ξm2)
2

p2
+ p2 + 2m2

h − 2ξm2

)
η
(
ξm2,m2

h, p
2
)

−p
2 +m2

h − ξm2

p2
χ
(
m2
h

)
− p2 −m2

h + ξm2

p2
χ
(
ξm2

)]}
. (149)

Já o quarto diagrama da Figura 2 é formado por uma linha interna de fóton e uma linha

interna de Higgs, resultando em

Π(4)
µν (p) = 4µ4−de2

{
δµνm

2η
(
m2,m2

h, p
2
)

+
1

d− 1
Pµν (p)

[
−

(
m2 +

(p2 +m2
h −m2)

2

4p2

)
η
(
m2,m2

h, p
2
)

+
m2 (1− ξ)

4p2
χ
(
m2
h

)
+

(p2 +m2
h −m2)

4p2
χ
(
m2
)

+

(
ξm2 +

(p2 +m2
h − ξm2)

2

4p2

)
η
(
ξm2,m2

h, p
2
)

−(p2 +m2
h − ξm2)

4p2
χ
(
ξm2

)]
+Lµν (p)

[
(p2 +m2

h −m2)
2

4p2
η
(
m2,m2

h, p
2
)

−m
2 (1− ξ)

4p2
χ
(
m2
h

)
− (p2 +m2

h −m2)

4p2
χ
(
m2
)

−(p2 +m2
h − ξm2)

2

4p2
η
(
ξm2,m2

h, p
2
)

+
(p2 +m2

h − ξm2)

4p2
χ
(
ξm2

)]}
. (150)

Os diagramas restantes da Figura 2 são do tipo “tadpole” e contribuem apenas para a
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renormalização das massas. O quinto diagrama da Figura 2 contém um loop com uma

linha interna de Higgs,

Π(5)
µν (p) = 3µ4−de2χ

(
m2
h

)
δµν . (151)

O sexto diagrama da Figura 2 contém um loop com uma linha interna de Goldstone,

Π(6)
µν (p) = µ4−de2χ

(
ξm2

)
δµν . (152)

Enquanto que, o sétimo diagrama da Figura 2 é formado com uma linha interna de fóton,

Π(7)
µν (p) = 2µ4−de2m

2

m2
h

[
(d− 1)χ

(
m2
)

+ ξχ
(
ξm2

)]
δµν . (153)

A oitava e última contribuição da Figura 2 vem de um loop com uma linha interna de

fantasma,

Π(8)
µν (p) = −2µ4−de2m

2

m2
h

ξχ
(
ξm2

)
δµν . (154)

O sinal negativo em (154) se deve ao fato do loop ser formado exclusivamente por linhas

de campos anticomutantes.

Somando todas as contribuições, de (147) até (154), temos a autoenergia14 do fóton

regularizada a 1-loop

Πd
µν (p) =

8∑
i=1

Π(i)
µν (p)

= µ4−de2Pµν (p)

{
2χ
(
m2
h

)
+ 2

m2

m2
h

(d− 1)χ
(
m2
)

+ 4m2η
(
m2,m2

h, p
2
)

+
1

d− 1

1

p2

[(
p2 −m2

h +m2
)
χ
(
m2
h

)
−
((
p2 +m2

h −m2
)2

+ 4p2m2
)
η
(
m2,m2

h, p
2
)

+
(
p2 +m2

h −m2
)
χ
(
m2
)]}

+µ4−de2Lµν (p)
{
−
(
p2 + 2m2

h − 2ξm2
)
η
(
ξm2,m2

h, p
2
)

+

(
p2 +m2

h −m2

p2
+ 2 + 2

m2

m2
h

(d− 1)

)
χ
(
m2
h

)
+ 2χ

(
ξm2

)
+

(
(p2 +m2

h −m2)
2

p2
+ 4m2

)
η
(
m2,m2

h, p
2
)

−(p2 +m2
h −m2)

p2
χ
(
m2
)}

. (155)

14 Aqui chamaremos de autonergia, mas é comum também chamarmos Πµν (p) de polarização do vácuo.
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Nota-se que, a parte transversa de Πd
µν (p) e, consequentemente, a parte transversa de

〈Aµ (p)Aν (−p)〉d 15 independem do parâmetro de calibre ξ. O mesmo não vale para a

parte longitudinal, que depende explicitamente de ξ.

3.1.2 Expansão de Πd
µν (p) em torno de d = 4 e renormalização

Estamos interessados no caso d = 4, então expandiremos a autoenergia regularizada

(155) em série de Laurent de ε = 4− d no ponto ε = 0. Fazendo isso, obtemos

Π4−ε
µν (p) =

e2

(4π)2Pµν (p)

{(
−1

3
p2 − 6

m4

m2
h

− 3m2
h + 3m2

)(
2

ε
− γ + ln (4π)

)
+
p4 +m4

h +m4 + 2p2m2
h − 2m2

hm
2 − 10p2m2

3p2
K
(
m2,m2

h, p
2, µ2

)
−2m2

h − 2
m4

m2
h

− 2

9

(
p2 + 3m2

h + 3m2
)

−p
2m2

h −m4
h + 2m2m2

h + p2m2 −m4

3p2

}
+µ

ε
2
e2

(4π)2Lµν (p)

{
−
(
3m2

h + 3m2
)(2

ε
− γ + ln (4π)

)
+
p4 + 2p2m2

h − 2ξp2m2

p2
K
(
ξm2,m2

h, p
2, µ2

)
−(p2 +m2

h −m2)
2

+ 4p2m2

p2
K
(
m2,m2

h, p
2, µ2

)
−p

2m2
h + p2m2 +m4

h +m4 − 2m2
hm

2 + 2p2m2
h + 2ξp2m2

p2

}
+O (ε) , (156)

15 O ı́ndice d em Πd
µν (p) e 〈Aµ (p)Aν (−p)〉dc serve para denotar que essas são quantidades regularizadas.
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em que γ é a constante de Euler-Mascheroni e

K
(
m2

1,m
2
2, p

2, µ2
)

=

ˆ 1

0

dx ln

(
p2x (1− x) +m2

1x+m2
2 (1− x)

µ2

)
=

1

2p2

{
m2

1 ln
m2

2

m2
1

+m2
2 ln

m2
1

m2
2

+ p2 ln
m2

1m
2
2

µ4
− 4p2

−2
√
−m4

1 + 2m2
1m

2
2 − 2m2

1p
2 −m4

2 − 2m2
2p

2 − p4 ×

× tan−1

 −m2
1 +m2

2 − p2√
−m4

1 + 2m2
1 (m2

2 − p2)− (m2
2 + p2)

2


+2
√
−m4

1 + 2m2
1m

2
2 − 2m2

1p
2 −m4

2 − 2m2
2p

2 − p4 ×

× tan−1

 −m2
1 +m2

2 + p2√
−m4

1 + 2m2
1 (m2

2 − p2)− (m2
2 + p2)

2


(157)

Para a maior parte da análise que será feita a seguir, basta considerarmos a representação

integral da função K (m2
1,m

2
2, p

2, µ2). Como o esperado, já que a teoria é renormalizável,

a parte divergente de Π4−ε
µν (p), que é a parte com um polo simples em ε, é polinomial no

momento e nas massas,

Π4−ε
µν (p)

∣∣
div

=
e2

(4π)2Pµν (p)

(
−1

3
p2 + 6

(
1

2
− e2

λ

)
m2 − 3m2

h

)
2

ε

− e2

(4π)2Lµν (p)
(
3m2

h + 3m2
) 2

ε
. (158)

Portanto, a renormalização de Πµν (p) acontece através da adição de contratermos locais

na ação de partida. Utilizando o esquema de Subtração Mı́nima Modificada (MS) para

eliminar as divergências, que consiste em subtráırmos a parte com 2
ε
− γ + ln (4π) da

função Π4−ε
µν (p), temos a seguinte autoenergia renormalizada em d = 4:

Πµν (p) =
e2

(4π)2Pµν (p)

{
p4 +m4

h +m4 + 2p2m2
h − 2m2

hm
2 − 10p2m2

3p2
K
(
m2,m2

h, p
2, µ2

)
−2m2

h − 2
m4

m2
h

− 2

9

(
p2 + 3m2

h + 3m2
)
− p2m2

h −m4
h + 2m2m2

h + p2m2 −m4

3p2

}
+

e2

(4π)2Lµν (p)

{
p4 + 2p2m2

h − 2ξp2m2

p2
K
(
ξm2,m2

h, p
2, µ2

)
−(p2 +m2

h −m2)
2

+ 4p2m2

p2
K
(
m2,m2

h, p
2, µ2

)
−p

2m2
h + p2m2 +m4

h +m4 − 2m2
hm

2 + 2p2m2
h + 2ξp2m2

p2

}
. (159)
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3.1.3 Ressoma da autoenergia Πµν (p)

Os diagramas de 〈Aµ (p)Aν (−p)〉 se organizam de tal forma a gerarem uma série

geométrica, veja a Figura 3. Os diagramas são formados por inserções da autoenergia

Πµν conectadas por propagadores do fóton 〈Aµ (p)Aν (−p)〉0. Escrevendo a autoenergia

em termos das projeções transversais e longitudinais, ΠT
A (p2) e ΠL

A (p2), respectivamente,

isto é,

Πµν (p) = ΠT
A

(
p2
)
Pµν (p) + ΠL

A

(
p2
)
Lµν (p) , (160)

e utilizando as propriedades conhecidas dos projetores:

Pµα (p)Pαν (p) = Pµν (p) ,

Lµα (p)Lαν (p) = Lµν (p) ,

Pµα (p)Lαν (p) = 0, (161)

encontramos o resultado

〈Aµ (p)Aν (−p)〉 =

[
1

p2 +m2
+

ΠT
A (p2)

(p2 +m2)2 +
ΠT
A (p2)

2

(p2 +m2)3 + . . .

]
Pµν (p)

+

[
ξ

p2 + ξm2
+

ξ2ΠL
A (p2)

(p2 + ξm2)2 +
ξ3ΠL

A (p2)
2

(p2 + ξm2)3 + . . .

]
Lµν (p)

=
1

p2 +m2 − ΠT
A (p2)

Pµν (p) +
ξ

p2 + ξm2 − ξΠL
A (p2)

Lµν (p) . (162)

Denotemos por 〈A (p)A (−p)〉T e 〈A (p)A (−p)〉L os fatores de forma da parte

transversal e da parte longitudinal de 〈Aµ (p)Aν (−p)〉, respectivamente, isto é,

〈Aµ (p)Aν (−p)〉 = 〈A (p)A (−p)〉T Pµν (p) + 〈A (p)A (−p)〉L Lµν (p) . (163)

Pela Eq. (162) temos que

〈A (p)A (−p)〉T =
1

p2 +m2 − ΠT
A (p2)

(164)

e

〈A (p)A (−p)〉L =
ξ

p2 + ξm2 − ξΠL
A (p2)

. (165)

Vale ressaltar que esse resultado (162) é válido apenas se Πµν (p) for o resultado exato.

Se for introduzida apenas uma aproximação de Πµν (p) no lado direito de (162), temos o

chamado propagador ressomado, que denotaremos por 〈Aµ (p)Aν (−p)〉res. O propagador

ressomado possui contribuições de todas as ordens em loops, mas não todas, por isso ele
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Figura 3 - Função de Green 〈Aµ (p)Aν (−p)〉.

Legenda: Estrutura diagramática da função 〈Aµ (p)Aν (−p)〉, em que Πµν (p) é a autoenergia

do fóton. Note que, fatorando uma perna externa de Aµ surge uma série geométrica,

1 + x+ x2 + x3 + ... , de x = “ 〈A (p)A (−p)〉0 Π (p) ”.

Fonte: O autor, 2022.

pode não ter as mesmas propriedades anaĺıticas que o propagador exato ou o propagador

calculado até certa ordem perturbativa possuem. A utilidade do propagador ressomado

será mostrada na Seção 3.3.

3.1.4 Independência de calibre de 〈A (p)A (−p)〉T

Como já foi chamada a atenção, a parte transversal da autoenergia a 1-loop, tanto a

regularizada Eq.(155) quanto a renormalizada Eq.(159), são independentes do parâmetro

de calibre ξ. Isso implica que a parte transversal da função conexa, nessa mesma ordem

de loops, é independente do parâmetro de calibre. Na verdade, esse resultado é válido a

todas as ordens, não apenas a 1-loop. Existem ao menos dois caminhos para demonstrar

esse resultado. O mais direto parte da observação de que a parte transversa do campo de

calibre,

ATµ =

(
δµν −

∂µ∂ν
∂2

)
Aν , (166)

é invariante de BRST. A função de correlação de dois pontos de ATµ pode ser escrita como

〈
ATµA

T
ν

〉
=

(
δµα −

∂µ∂α
∂2

)(
δνβ −

∂ν∂β
∂2

)
〈AαAβ〉

=

(
δµν −

∂µ∂ν
∂2

)
〈AA〉T . (167)
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Como está demonstrado na Seção 2.4, toda função de correlação de operadores invariantes

de BRST é independente do parâmetro de calibre. Logo, pela Eq. (167), 〈AA〉T , também,

é independente do parâmetro de calibre.

Uma outra forma de demonstrar a independência de 〈Aα (x)Aβ (y)〉T em relação

a ξ é através das identidades de Nielsen. Derivando a Eq. (140) em relação a JAα (y) e

JAβ (z) e depois tomando todas as fontes a zero, obtemos que

∂

∂ξ
〈Aα (y)Aβ (z)〉 = 2∂yα

∂

∂χ

δ2Wχ

δJAβ (z) δJ c (y)

∣∣∣∣∣
χ=J=0

, (168)

uma vez que, pela invariância de Lorentz, ∂yα
∂
∂χ

δ2Wχ

δJAβ (z)δJc(y)

∣∣∣
χ=J=0

= ∂zβ
∂
∂χ

δ2Wχ

δJAα (y)δJc(z)

∣∣∣
χ=J=0

.

Atuando com o projetor transversal em (168), o lado direito se anula e temos o resultado

desejado,

∂

∂ξ
〈Aα (y)Aβ (z)〉T = 0. (169)

3.2 Função de Green 〈h (p)h (−p)〉

3.2.1 Cálculo da autoenergia do campo de Higgs

Os diagramas que contribuem para a função de Green conexa 〈h (p)h (−p)〉 a 1-

loop são mostrados na Figura 4. Utilizando as regras de Feynman do Apêndice A pode-se

identificar que o i-ésimo diagrama possui a forma

〈h (p)h (−p)〉0 Π
(i)
h

(
p2
)
〈h (p)h (−p)〉0 , (170)

em que Π
(i)
h (p2) é um diagrama 1PI ou um diagrama com um “tadpole”. Note que, (170)

é análoga ao caso da função 〈Aµ (p)Aν (−p)〉.
Os três primeiro diagramas da Figura 4 tem o mesmo formato, podemos dizer que

são do tipo “caracol”. O primeiro diagrama da Figura 4 contém um loop formado com

apenas uma linha interna de Higgs, resultando em

Π
(1)
h

(
p2
)

= −3µ4−dλ

2
χ
(
m2
h

)
. (171)

O segundo diagrama da Figura 4 contém um loop com uma linha de Goldstone, contri-

buindo com

Π
(2)
h

(
p2
)

= −λµ
4−d

2
χ
(
ξm2

)
. (172)
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Figura 4 - Correções a 1-loop para a função de Green conexa 〈h (p)h (−p)〉.

Legenda: Diagramas de Feynman que contribuem para 〈h (p)h (−p)〉 a 1-loop.

Fonte: O autor, 2022

O terceiro diagrama da Figura 4 é formado por um loop de fóton, cujo resultado é

Π
(3)
h

(
p2
)

= −µ4−de2
[
(d− 1)χ

(
m2
)

+ ξχ
(
ξm2

)]
. (173)

Todos esses diagramas possuem um fator de simetria 1
2
.

Do quarto até o oitavo diagrama da Figura 4, temos diagramas do tipo “sol nas-

cente”. O quarto diagrama da Figura 4 contém um loop formado por duas linhas internas

de Higgs, por isso possui um fator de simetria 1
2
, resultando em

Π
(4)
h

(
p2
)

=
9µ4−dλ

2
m2
hη
(
m2
h,m

2
h, p

2
)
. (174)

O quinto diagrama da Figura 4 possui um loop constitúıdos por duas linhas internas de

fótons, por isso possui um fator de simetria 1
2
, resultando em

Π
(5)
h

(
p2
)

= µ4−de2

[(
2m2 (d− 1) + 2p2 +

p4

2m2

)
η
(
m2,m2, p2

)
−
(

2p2 +
p4

m2
+ ξ2m2 + 2p2ξ − 2ξm2 +m2

)
η
(
m2, ξm2, p2

)
+

(
2ξp2 + 2ξ2m2 +

p4

2m2

)
η
(
ξm2, ξm2, p2

)
+ (ξ − 1)χ

(
m2
)

+ (1− ξ)χ
(
ξm2

)]
. (175)

O loop do sexto diagrama da Figura 4 é formado por linhas internas de ghost, por esse

motivo ganha um sinal “-”, resultando em

Π
(6)
h

(
p2
)

= −µ4−de2m2ξ2η
(
ξm2, ξm2, p2

)
. (176)
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O sétimo diagrama da Figura 4 contém um loop com linhas de Goldstone, o que implica

na existência de um fator de simetria 1
2
, contribuindo com

Π
(7)
h

(
p2
)

=
µ4−dλ

2
m2
hη
(
ξm2, ξm2, p2

)
. (177)

O oitavo diagrama da Figura 4, e o último diagrama desse grupo de diagramas do tipo

“sol nascente”, possui um loop com uma linha interna de fóton e uma linha interna de

Goldstone, resultando em

Π
(8)
h

(
p2
)

= µ4−de2

[(
2p2 +

p4

m2
+ ξ2m2 + 2p2ξ − 2ξm2 +m2

)
η
(
m2, ξm2, p2

)
−
(
ξ2m2 +

p4

m2
+ 2p2ξ

)
η
(
ξm2, ξm2, p2

)
+

(
1− ξ − p2

m2

)
χ
(
m2
)

+

(
2ξ − 1 +

p2

m2

)
χ
(
ξm2

)]
. (178)

Os quatro último diagramas da Figura 4 são do tipo “tadpole”. Todos eles possuem

um fator de simetria 1
2
, exceto o último que possui um fator “-”, por ser um loop de

fantasmas. O nono diagrama da Figura 4 possui um loop de Higgs, resultando em

Π
(9)
h

(
p2
)

=
9µ4−dλ

2
χ
(
m2
h

)
. (179)

O décimo diagrama da Figura 4 contém um loop de Goldstone, contribuindo com

Π
(10)
h

(
p2
)

=
3µ4−dλ

2
χ
(
ξm2

)
. (180)

O loop do décimo primeiro diagrama da Figura 4 é formado com duas linhas internas de

fóton, o que resulta em

Π
(11)
h

(
p2
)

= 3µ4−de2
[
(d− 1)χ

(
m2
)

+ ξχ
(
ξm2

)]
. (181)

O último diagrama da Figura 4 possui um loop de fantasmas, o que implica em

Π
(12)
h

(
p2
)

= −3µ4−de2ξχ
(
ξm2

)
. (182)

Somando todas as contribuições, de (171) até (182), temos a autoenergia do campo
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de Higgs regularizada a 1-loop

Πd
h

(
p2
)

=
12∑
i=1

Π
(i)
h

(
p2
)

= 3µ4−dλχ
(
m2
h

)
+ µ4−de2

(
2 (d− 1)− p2

m2

)
χ
(
m2
)

+ µ4−d
(
λ+ e2 p

2

m2

)
χ
(
ξm2

)
+

9µ4−dλ

2
m2
hη
(
m2
h,m

2
h, p

2
)

+

(
−µ4−de2 p4

2m2
+
µ4−dλ

2
m2
h

)
η
(
ξm2, ξm2, p2

)
+µ4−de2

(
2m2 (d− 1) + 2p2 +

p4

2m2

)
η
(
m2,m2, p2

)
. (183)

Assim como a parte longitudinal da autoenergia do fóton, a autoenergia do campo de

Higgs e, consequentemente, a função de dois pontos conexa dependem explicitamente do

parâmetro de calibre ξ. De fato, não existe razão para esperar que isso não acontecesse,

já que o campo h (x) não é invariante de BRST.

3.2.2 Expansão de Πd
h (p2) em torno de d = 4 e renormalização

A expansão de Πd
h (p2) em série de Laurent de ε = 4− d no ponto ε = 0 é

Π4−ε
h

(
p2
)

=
1

(4π)2

{(
2λm2

h − λξm2 + e2 (3− ξ) p2
)(2

ε
− γ + ln 4π

)
+λm2

h

[
−3 + 3 ln

m2
h

µ2
− 9

2
K
(
m2
h,m

2
h, p

2, µ2
)]

+e2

[(
6m2 − p2

)(
−1 + ln

m2

µ2

)
−
(
p4

2m2
+ 6m2 + 2p2

)
K
(
m2,m2, p2, µ2

)]
+ξ
(
λm2 + e2p2

)(
−1 + ln

ξm2

µ2

)
+

(
e2p4

2m2
− λ

2
m2
h

)
K
(
ξm2, ξm2, p2, µ2

)}
+O (ε) . (184)

A parte divergente de Π4−ε
h (p2) é polinomial no momento e nas massas,

Π4−ε
h

(
p2
)∣∣

div
=

1

(4π)2

(
2λm2

h − λξm2 + e2 (3− ξ) p2
) 2

ε
, (185)

como esperado, já que a teoria é renormalizável. Adotando o esquema de subtração MS

para Π4−ε
h (p2), temos a autoenergia do campo de Higgs renormalizada em d = 4 como
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sendo

Πh

(
p2
)

=
1

(4π)2

{
λm2

h

[
−3 + 3 ln

m2
h

µ2
− 9

2
K
(
m2
h,m

2
h, p

2, µ2
)]

+e2

[(
6m2 − p2

)(
−1 + ln

m2

µ2

)
−
(
p4

2m2
+ 6m2 + 2p2

)
K
(
m2,m2, p2, µ2

)]
+ξ
(
λm2 + e2p2

)(
−1 + ln

ξm2

µ2

)
+

(
e2p4

2m2
− λ

2
m2
h

)
K
(
ξm2, ξm2, p2, µ2

)}
. (186)

3.2.3 Ressoma da autoenergia Πh (p2)

A função de 2-pontos conexa do campo de Higgs, também, se organiza como uma

série geométrica de
Πh(p2)
p2+m2

h
, como mostra a Figura 5. O que leva ao resultado

〈h (p)h (−p)〉 =
1

p2 +m2
h

+
Πh (p2)

(p2 +m2
h)

2 +
Πh (p2)

2

(p2 +m2
h)

3 + . . .

=
1

p2 +m2
h − Πh (p2)

. (187)

Esse resultado é verdadeiro apenas se Πh (p2) for exato. Se a autoenergia for apenas

uma aproximação, então temos apenas a função de dois pontos conexa ressomada, que

denotaremos por 〈h (p)h (−p)〉res.

3.3 Propriedades espectrais das funções conexas

3.3.1 Polos

As funções 〈A (p)A (−p)〉T e 〈h (p)h (−p)〉 ressomadas, calculadas nas seções an-

teriores, possuem a mesma forma, são do tipo

D
(
p2
)

=
1

p2 +M2 − Π (p2)
, (188)

em que Π (p2) corresponde às autoenergias ΠT
A (p2) e Πh (p2). Portanto, a inversa de D (p2)

é

D−1
(
p2
)

= p2 +M2 − Π
(
p2
)
. (189)
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Figura 5 - Função de Green conexa 〈h (p)h (−p)〉.

Legenda: Estrutura diagramática da função 〈h (p)h (−p)〉, em que Πh (p) é a autoenergia do

campo de Higgs. Note que, fatorando uma perna externa de h surge uma série

geométrica, 1 + x+ x2 + x3 + ... , de x = “ Πh(p)
p2+m2

h
”.

Fonte: O autor, 2022.

Um polo de D (p2), que denotaremos por M
2
, é definido como sendo um valor de p2 onde

D−1 (p2), dada pela Eq. (189), se anula, ou seja,

M
2

+M2 − Π
(
M

2
)

= 0. (190)

Em geral, a Eq. (190) é uma equação transcendente e é resolvida através de métodos

numéricos. No entanto, se Π (p2) é calculado perturbativamente, ou seja,

Π
(
p2
)

=
∑
n=1

~nΠn

(
p2
)
, (191)

M
2

é também uma série em ~,

M
2

=
∑
n=0

~nM2

n. (192)

Dessa forma, podemos substituir em (190) a série de M
2
, Eq. (192), e determinar as

correções M
2

n igualando os coeficientes das séries em ~ dos dois lados da equação. Fazendo

isso, já que Π (p2) começa a partir de ~, temos

M
2

0 = −M2, (193)
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como é esperado, já que a ńıvel árvore D (p2) = 1
p2+M2 . Não é dif́ıcil de ver que a correção

a 1-loop é

M
2

1 = Π1

(
−M2

)
. (194)

Portanto, até 1-loop, temos que o polo calculado pelo método perturbativo é

M
2

= −M2 + ~Π1

(
−M2

)
. (195)

Se for utilizada apenas uma aproximação de Π (p2) até ordem ~n em (190) e a

equação for resolvida sem levar em consideração a ordem perturbativa, o polo obtido não

será necessariamente igual a (192). Essas diferenças podem ser ilustradas através do exem-

plo simples em que Π1 (p2) = α p4

M2 , sendo α a constante de acoplamento. Substituindo na

Eq.(190) e já considerando ~ = 1, obtemos

M
2

+M2 − αM
4

M2
= 0. (196)

Essa é uma equação do segundo grau em M
2
, em que uma das soluções é

M
2

=
1−
√

1 + 4α

2α
M2. (197)

Utilizando o método perturbativo descrito anteriormente, temos

M
2

0 = −M2,

M
2

1 = αM2. (198)

Portanto, segue o resultado perturbativo

M
2

= −M2 + αM2, (199)

que difere de (197). Agora, a diferença entre as duas formas de se calcular o polo ficam

evidentes. Numericamente, os resultados podem ser semelhantes, especialmente se consi-

derarmos valores pequenos para as constantes de acoplamento. Nesse exemplo, se α� 1,

podemos tomar a expansão em Taylor de
√

1 + 4α até ordem α2 em (197), o que leva a

M
2

= −M2 + αM2 +O
(
α2
)
, (200)

coincidindo com o resultado (199) da teoria de perturbações até a primeira ordem em α. Se

quisermos verificar propriedades anaĺıticas dos polos que são verdadeiras a cada loop, como

a independência em relação ao parâmetro de calibre ξ, como veremos a seguir, devemos

utilizar (192) e a teoria de perturbações. No caso do fóton, isso não é relevante, pois

〈A (p)A (−p)〉T já é independente do calibre. No entanto, no caso da função 〈h (p)h (−p)〉,
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que é dependente do calibre, esses detalhes são fundamentais.

Utilizando (195) podemos calcular o polo da função de 2-pontos conexa do fóton,

que denotaremos por m2. Nesse caso, Π1 (p2) = ΠT (p2), que é dada pela Eq. (159). O

resultado obtido é

m2 = −m2 +
e2

(4π)2

{
−m

4
h − 4m2m2

h + 12m4

3m2
K
(
m2,m2

h,−m2, µ2
)

−2m2
h − 2

m4

m2
h

− 2

9

(
3m2

h + 2m2
)

+
−m4

h +m2m2
h − 2m4

3m2

}
. (201)

A função K (m2,m2
h,−m2, µ2) é real, já que m2 > 0 e m2

h > 0. Para ver isso, basta

notarmos que o argumento do logaritmo em (157) é positivo no intervalo de integração.

Isso implica que m2, também, é real. Nas Figuras 6-a e 6-b são mostrados os gráficos de m2

em função de m2 e m2
h para os regimes de acoplamento fraco (e = 1

10
) e acoplamento forte

(e = 5), respectivamente. Para efeito de comparação, na Figura 7-a e 7-b são mostrados

também, em verde, os gráficos de m2 obtidos através da solução numérica da Eq. (190).

Pode-se notar que não há muita diferença entre os dois métodos, especialmente no regime

de acoplamento fraco.

De acordo com as identidades de Nielsen, o polo da função de 2-pontos conexa do

campo de Higgs, que denotamos por m2
h, é independente do parâmetro de calibre ξ. De

fato, o cálculo até 1-loop mostra isso. Utilizando (195) e Πh (p2) = Π1 (p2), dada pela Eq.

(186), temos

m2
h = −m2

h +
1

(4π)2

{
λm2

h

[
−3 + 3 ln

m2
h

µ2
− 9

2
K
(
m2
h,m

2
h,−m2

h, µ
2
)]

+e2
(
6m2 +m2

h

)(
−1 + ln

m2

µ2

)
−e2

(
m4
h

2m2
+ 6m2 − 2m2

h

)
K
(
m2,m2,−m2

h, µ
2
)}

. (202)

Note que, a expressão (202) não contém ξ. Nas Figuras 8-a e 8-b são mostrados os gráficos

de m2
h em função de m2 e m2

h para e = 1
10

e e = 5, respectivamente. Já nas Figuras 9-

a e 9-b são comparados os gráficos de m2
h obtidos através do método perturbativo (em

amarelo) e da solução numérica de (190) (em verde). Podemos notar que a diferença

entre os dois métodos aumenta à medida que o acoplamento cresce, em concordância com

a análise feita acima. Na Figura 10 são mostrados os gráficos dos polos obtidos através

da solução numérica para ξ = 2 (em amarelo) e ξ = 100 (em verde), em um regime de

acoplamento intermediário caracterizado por e = 1. Analisando as imagens da Figura

10, claramente, nota-se que o método numérico introduz uma dependência do polo em

relação ao parâmetro de calibre, diferentemente do que acontece no método perturbativo.
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Figura 6 - Polo de 〈A (p)A (−p)〉T obtido pelo método perturbativo.

a)

b)

Legenda: Polo de 〈A (p)A (−p)〉T , m2, obtido pelo método perturbativo, em função das massas

m2 e m2
h, que são dadas em GeV2. Em a) temos o acoplamento fraco, e = 1

10 ,

enquanto que em b) temos o acoplamento forte, e = 5. Em todos os casos, foi

escolhido µ = 10 GeV.

Fonte: O autor, 2022.
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Figura 7 - Polo de 〈A (p)A (−p)〉T obtido por métodos diferentes.

a)

b)

Legenda: Em amarelo o gráfico do polo de 〈A (p)A (−p)〉T obtido pelo método perturbativo,

enquanto que em verde o gráfico do pólo de 〈A (p)A (−p)〉T obtido através da

solução numérica da Eq. (190). Em a) temos o acoplamento fraco, e = 1
10 , enquanto

que em b) temos o acoplamento forte, e = 5. m2 e m2
h são dadas em GeV2. Em

todos os casos, foi escolhido µ = 10 GeV.

Fonte: O autor, 2022
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Figura 8 - Polo de 〈h (p)h (−p)〉, m2
h obtido pelo método perturbativo.

a)

b)

Legenda: Polo de 〈h (p)h (−p)〉, m2
h, em função das massas. Em a) temos o acoplamento fraco,

e = 1
10 , enquanto que em b) temos o acoplamento forte, e = 5. m2 e m2

h são dadas

em GeV2. Em todos os casos, foi escolhido µ = 10 GeV.

Fonte: O autor, 2022.
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Figura 9 - Polo de 〈h (p)h (−p)〉, m2
h obtido por métodos diferentes.

a)

b)

Legenda: Em amarelo o gráfico de m2
h obtido pelo método perturbativo, enquanto que, em

verde o gráfico de m2
h obtido através da solução numérica da Eq. (190). Em a) temos

o acoplamento fraco, e = 1
10 , enquanto que em b) temos o acoplamento forte, e = 5.

m2 e m2
h são dadas em GeV2. Em todos os casos, foi escolhido µ = 10 GeV.

Fonte: O autor, 2022
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Figura 10 - Dependência do polo de 〈h (p)h (−p)〉 obtido pelo método numérico.

Legenda: Gráficos de m2
h obtidos através da solução numérica da Eq. (190) para ξ = 2 ( em

amarelo) e ξ = 100 ( em verde), em um regime de acoplamento intermediário e = 1.

m2 e m2
h são dadas em GeV2. Em todos os casos, foi escolhido µ = 10 GeV.

Fonte: O autor, 2022.

3.3.2 O reśıduo

Para obtermos o reśıduo, que denotaremos por R, podemos reescrever D (p2) da

seguinte forma:

D
(
p2
)

=
1

p2 −M2 − Π̃ (p2)
, (203)

em que Π̃ (p2) = Π (p2) − Π
(
−M2

)
e M

2
é dado pela Eq. (190). Expandindo Π̃ (p2)

em torno de p2 = M
2

= −M2 + O (~), até 1-loop, obtemos a seguinte expressão para o

reśıduo

R = lim
p2→M2

(
p2 −M2

)
D
(
p2
)

=
1

1− ~ dΠ1(p2)
dp2

∣∣∣
p2=−M2

= 1 + ~
dΠ1 (p2)

dp2

∣∣∣∣
p2=−M2

+O
(
~2
)
. (204)

Como 〈A (p)A (−p)〉T é independente do parâmetro de calibre, o reśıduo em p2 =

m2, denotado por RA, também é independente do parâmetro de calibre. As Figuras

11-a e 11-b mostram os gráficos de RA em função de m2 e m2
h para e = 1

10
e e = 5,

respectivamente. Do ponto de vista do cálculo de funções complexas, para que faça sentido

falarmos em série de Laurent e em reśıduo, o que calculamos acima e chamamos de polo
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de 〈A (p)A (−p)〉T não deve estar sobre um corte da função 〈A (p)A (−p)〉T . Como será

discutido com mais detalhes a seguir, a função ΠT (p2) possui um corte no semi-eixo real

negativo que começa em − (m2 +m2
h)

2
e se estende até −∞. Nas Figuras 12-a e 12-b são

mostrados os gráficos do ponto de corte (em verde) e do polo (em amarelo) em função

de m2 e m2
h. Nas regiões onde o polo está sobre o corte, − (m2 +m2

h)
2
> m2, o que

graficamente significa que a parte em verde está sobre a parte em amarelo. Para e = 1
10

,

isso acontece apenas se m2
h for muito pequeno, da ordem de 10−12GeV2, mas nessa região

de valores não há como ter garantias de que o problema não seja numérico.

O reśıduo de 〈h (p)h (−p)〉 em p2 = m2
h, que denotamos por Rh, ao contrário de m2

h,

é dependente de ξ, como mostram as Figuras 13-a e 13-b. As Figuras 13-a e 13-b mostram

os gráficos para os valores ξ = 3 (em verde), ξ = 4 (em amarelo) e ξ = 6 (em azul), nos dois

regimes de acoplamento, e = 1
10

e e = 5, respectivamente. Assim como ΠT
A (p2), Πh (p2)

também possui um corte de descontinuidade no semi-eixo real negativo que começa em

p2 = max {−4m2,−4ξm2,−4m2
h} e se estende até −∞. As Figuras 14-a e 14-b mostram

o ponto de corte (em verde) e o polo (em amarelo) em função de m2 e m2
h para ξ > 1 nos

casos de e = 1
10

e e = 5, respectivamente. Se o polo está sobre o corte, então o gráfico

em verde está sobre o gráfico em amarelo. Podemos notar que, à medida que a constante

de acoplamento e aumenta, a região de valores aceitáveis para m2 e m2
h diminui. Embora

aqui não seja mostrado através de gráficos, se ξ < 1, a região de parâmetros aceitáveis

diminui a medida que ξ diminui. De fato, se tomarmos o caso em que o corte começa em

−4ξm2, como o polo é independente de ξ, ξ pequeno exige m2 grande para que o polo se

mantenha fora do corte. Diferentemente do que encontramos no caso de ΠT
A (p2), no caso

de Πh (p2) não podemos atribuir total responsabilidade às imprecisões numéricas por esse

mau comportamento do ponto de corte. A causa principal talvez seja a dependência de

calibre da função 〈h (p)h (−p)〉. No entanto, devemos mencionar que, nas Figuras 13-a e

13-b são mostrados todos os casos em que ξ > 1, o que inclui o calibre unitário ξ → ∞.

Mesmo nesse calibre, que é entendido como sendo o “calibre f́ısico”, existe uma região

apreciável onde o pólo está sobre o ponto de corte.

3.3.3 A representação espectral de Källén-Lehnmann

A função D (p2), além de polos, pode possuir descontinuidades no plano complexo

de p2, que são caracterizadas por cortes. Nos casos que estamos considerando, a fonte

desses cortes é a função K (m2
1,m

2
2, p

2, µ) que aparece nas expressões de Πµν (p) e Πh (p2),

veja (159) e (186). Essa função possui um corte no semi-eixo real negativo de p2 que

começa em − (m1 +m2)2 e se estende até −∞.

A representação espectral de Källén-Lehnmann de D (p2), que chamaremos sim-
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Figura 11 - Reśıduo de 〈A (p)A (−p)〉T .

a)

b)

Legenda: Reśıduo de 〈A (p)A (−p)〉T em função de m2 e m2
h, que são dadas em GeV2. Em a)

temos, enquanto que, em b) temos e = 1
10 b) e = 5. Em todos os casos µ = 10 GeV.

Fonte: O autor, 2022.
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Figura 12 - Polo (em amarelo) e o ponto de corte (em verde) de 〈A (p)A (−p)〉T .

a)

b)

Legenda: Polo (em amarelo) e o ponto de corte (em verde) de 〈A (p)A (−p)〉T em função das

massas m2 e m2
h, que são dadas em GeV2. Em a) temos e = 1

10 , enquanto que, em b)

temos e = 5. Em todos os casos µ = 10 GeV.

Fonte: O autor, 2022.
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Figura 13 - Reśıduo de 〈h (p)h (−p)〉.

Legenda: Reśıduo de 〈h (p)h (−p)〉 em p2 = m2
h, Rh, em função de m2 e m2

h, que são ambas

dadas em GeV2. Em a) temos e = 1
10 , enquanto que em b) e = 5. Ém todos os casos

µ = 100GeV.

Fonte: O autor, 2022.
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Figura 14 - Polo e o ponto de corte de 〈h (p)h (−p)〉.

a)

b)

Legenda: Polo (em amarelo) e o ponto de corte (em verde) de 〈h (p)h (−p)〉 em função das

massas m2 e m2
h, que são dadas em GeV2. Em a) temos e = 1

10 , enquanto que em b)

temos e = 5. Em todos os casos µ = 10GeV e ξ > 1.

Fonte: O autor, 2022.
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plesmente de densidade espectral, denotada por ρ (t), é definida pela integral

D
(
p2
)

=

ˆ ∞
0

dt
ρ (t)

p2 + t
. (205)

Como

D
(
p2
)

=
R

p2 −M2 + D̃
(
p2
)
, (206)

em que D̃ (p2) é anaĺıtica em p2 = M
2
, comparando as duas expressões, temos

ρ (t) = Rδ
(
p2 +M

2
)

+ ρ̃ (t) , (207)

sendo ρ̃ (t) definida por

D̃
(
p2
)

=

ˆ ∞
0

dt
ρ̃ (t)

p2 + t
. (208)

Expandindo R e M
2

até 1-loop em (206), obtemos

D̃
(
p2
)

= R

(
Π1 (p2)− Π1 (−M2)−

(
p2 −M2

)
dΠ1

dp2

∣∣∣
p2=−M2

)
(
p2 −M2

)2 . (209)

Usando a fórmula de Cauchy em (208), encontramos que

ρ̃ (t) =
1

2πi
lim
ε→0+

(
D̃ (−t− iε)− D̃ (−t+ iε)

)
. (210)

Analisemos, primeiramente, a densidade espectral de 〈A (p)A (−p)〉T , que denota-

remos por ρA (t). A parte imaginária da função ΠT (p2) , Im ΠT
A, é mostrado na Figura

15-a, para os valores e = 1
10

, µ = 10 GeV, m = 2 GeV e mh = 1
2

GeV. É posśıvel no-

tar que existe uma descontinuidade em ΠT (p2) que resultará, de acordo com as Eqs.

(209) e (210), em ρ̃A (t) 6= 0. O polo e o ponto de corte de 〈A (p)A (−p)〉T nesse caso

valem m2 = −4, 00396 GeV2 e − (m+mh)
2 = −6, 25 GeV2, respectivamente. O gráfico

da densidade espectral é mostrado na Figura 15-b. Nota-se que, a densidade espectral

é positiva, começando exatamente no ponto de corte, t = 6, 25 GeV, que corresponde a

um “threshold”16 para o decaimento de um bóson vetorial em um bóson vetorial mais um

bóson de Higgs. A positividade da função espectral de 〈A (p)A (−p)〉T de certa forma é

esperada, pois ATµ (x) é invariante de BRST.

16 Chamamos de “threshold”a quantidade de energia cinética mı́nima necessária que as part́ıculas devem
ter para que um certo processo possa acontecer.
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Figura 15 - Densidade espectral de 〈A (p)A (−p)〉T .

a)

b)

Legenda: a) O gráfico de Im ΠT
(
p2
)

no plano complexo de p2; b) A função espectral ρ̃A (t) em

função de t. p2 e t são dados em GeV2.

Fonte: DUDAL, 2019, f. 11.
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Vejamos o contraste entre ρA (t) e a densidade espectral de 〈h (p)h (−p)〉, que

denotamos por ρh (t). Para os mesmos valores dos parâmetros, e = 1
10

, µ = 10 GeV,

m = 2 GeV e mh = 1
2

GeV, o polo de 〈h (p)h (−p)〉 vale m2
h = −0, 245332 GeV2. Portanto,

pelo que foi discutido na Subseção 3.3.2, se ξ > 0, 016 o polo estará fora do corte. As

Figuras 16-a, 16-b e 16-c mostram os gráficos da parte imaginária da função Πh (p2) para

ξ = 2, ξ = 3 e ξ = 4, respectivamente. No caso em que ξ = 2, a Figura 16-a mostra que a

descontinuidade de Im Πh (p2) ao longo do corte muda de sinal. Como consequência disso,

a densidade espectral para ξ = 2 deve ter valores negativos. O mesmo não acontece para

ξ = 3 ou ξ = 4, veja as Figuras 16-b e 16-c. As densidades espectrais são mostradas na

Figura 16-d, como podemos ver, no intervalo mostrado, que vai de t = 0 até t = 80GeV2,

para ξ = 2 encontramos violação da positividade da densidade espectral, enquanto que,

para ξ = 3 e ξ = 4 a densidade espectral é positiva. Em (DUDAL et al., 2019) é

mostrado que, para esses valores dos parâmetros (e, µ, m2, m2
h), se ξ < 3, então ρh (t)

viola a positividade. Esse resultado pode ser demonstrado a partir do comportamento

ultravioleta da função 〈h (p)h (−p)〉. Nesse regime, temos o seguinte comportamento

〈h (p)h (−p)〉 =
Z

p2 ln p2

µ2

. (211)

Se Z > 0, então ρh (t) viola a positividade. De fato, fazendo a expansão, encontramos

que

〈h (p)h (−p)〉−1 → (3− ξ) p
2 ln p2

1600π2
, (212)

para p2 → ∞. Tem dito isso, precisamos ressaltar que os valores de 〈h (p)h (−p)〉 nesse

regime não são confiáveis sem que se leve em consideração o grupo de renormalização.

Vale lembrar também que esta teoria não possui liberdade assintótica, o que compromete

ainda mais a análise.

3.4 Comentários adicionais

A análise feita acima mostra claramente as dificuldades de se interpretar uma

função de Green dependente do calibre, que no caso é 〈h (p)h (−p)〉. Embora o polo

dessa função seja independente do parâmetro de calibre e tenha significado f́ısico, temos

que lidar com o problema causado por “thresholds” não f́ısicos que dependem de ξ. Como

foi mostrado, dependendo do valor de ξ, o polo se localiza sobre um corte. Levando a

sério esse fato, temos então uma limitação para a utilização do calibre de Landau, por

exemplo, que é caracterizado por ξ = 0, pois nesse caso o ponto de corte começa em

p2 = 0. Se não bastasse a dependência do calibre, a densidade espectral ρh (t) não é
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Figura 16 - Densidade espectral de 〈h (p)h (−p)〉.

a) b)

c)

d)

Legenda: Em a), b) e c) são mostrados os gráficos de Im Πh

(
p2
)

no plano complexo de p2 pra

ξ = 2, ξ = 3 e ξ = 4, respectivamente. Em d) são mostradas as densidades

espectraais ρ̃A (t) em função de t para os valores de ξ = 2 ( em verde), ξ = 3 ( em

vermelho) e ξ = 4 ( em amarelo). p2 e t são dados em GeV2.

Fonte: O autor, 2022.
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positiva definida para todos os valores de ξ. A propósito, é justamente o termo que

produz um “threshold” em t = 4ξm2 que é responsável por essa violação de positividade

de ρh (t). Uma estratégia para evitar que esse termo contribua para ρh (t) é tomar ξ →∞,

que formalmente corresponde ao calibre unitário. No entanto, em geral, esse limite não

está bem definido para quantidades dependentes do calibre.

A parte transversal de 〈Aµ (p)Aν (−p)〉, diferentemente de 〈h (p)h (−p)〉, é inde-

pendente do parâmetro de calibre, consequentemente, o polo, o reśıduo e a função espectral

também são. Além disso, não encontramos nenhuma patologia nessas quantidades, como

era o esperado, já que, dentre outras coisas, ATµ é invariante de BRST e o modelo de Higgs

é unitário. No próximo caṕıtulo, são analisadas as funções de Green de outros operadores

invariantes de BRST existentes no modelo de Higgs U (1). Essa análise deixará ainda

mais evidente as vantagens conceituais de se trabalhar com quantidades invariantes de

BRST.

Para finalizar este caṕıtulo, gostaŕıamos de mencionar o estudo que fizemos em

(DUDAL et al., 2019), que ilustra a importância do operador de BRST, s, ser nilpotente.

A importância da nilpotência do operador de BRST para a unitariedade de uma teoria já

foi mostrada no trabalho de (KUGO; OJIMA, 1979). No trabalho (DUDAL et al., 2019)

é estudado um modelo do tipo Curci-Ferrari (CURCI; FERRARI, 1976), caracterizado

pela ação da QED escalar no calibre linear covariante com um termo de massa m2

2
AµAµ.

Esse termo de massa quebra a simetria de BRST de uma maneira “soft”17, de modo que

a ação ainda é invariante pelo operador de BRST modificado sm, que não é nilpotente,

ou seja, s2
m 6= 0. Nesse modelo existe o operador b2

2
+ m2cc, que é invariante por sm.

Foi mostrado em (DUDAL et al., 2019) que a densidade espectral da função de Green de

2-pontos desse operador viola a positividade. Isso é algo esperado, já que essa teoria não

é unitária, como é discutido nos trabalhos de (OJIMA, 1982) e (BOER et al., 1996).

17 “Soft” é uma palavra do inglês cuja tradução é suave.
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4 OPERADORES INVARIANTES DE BRST NO MODELO DE HIGGS

U (1)

Neste caṕıtulo são calculadas e analisadas as funções de Green de 2-pontos dos ope-

radores compostos invariantes BRST O (x) e Vµ (x). Na Seção 4.1 é feita uma introdução

a respeito do assunto. Na Seção 4.2 são apresentados os operadores invariantes de BRST

O (x) e Vµ (x), enquanto que, nas Seções 4.3 e 4.4 são mostrados os cálculos expĺıcitos

dos diagramas de Feynman até 1-loop que contribuem para as funções 〈O (p)O (−p)〉 e

〈Vµ (p)Vν (−p)〉. Os polos e as densidades espectrais dessas funções são analisadas na

Seção 4.5. O caṕıtulo é conclúıdo com a Seção 4.6, onde é feita uma discussão geral a

respeito dos principais resultados. Este caṕıtulo trata dos resultados que deram origem à

publicação do trabalho (DUDAL et al., 2020).

4.1 Introdução

No caṕıtulo anterior foram mostradas as diferenças entre a parte transversal da

função 〈Aµ (p)Aν (−p)〉, que é independente do calibre, e 〈h (p)h (−p)〉, que dependente

explicitamente do parâmetro de calibre ξ. Nos dois casos, os polos são independentes

do parâmetro de calibre, como mostram as identidades de Nielsen. Como os polos são

também quantidades invariantes pelo grupo de renormalização, eles são candidatos a ob-

serváveis f́ısicos. De fato, os polos correspondem às massas f́ısicas das part́ıculas. Em

relação às densidades espectrais, o cenário é um pouco mais complicado. Ao contrário da

densidade espectral de 〈A (p)A (−p)〉T , a densidade espectral de 〈h (p)h (−p)〉 é depen-

dente do parâmetro de calibre e, além disso, não é positiva definida para todos os valores

de ξ. Isso faz com que a interpretação tradicional que é dada à densidade espectral, que

podem ser encontrada em (PESKIN; SCHROEDER, 1995; WEINBERG, 1995), não seja

posśıvel de ser aplicada ao caso de 〈h (p)h (−p)〉.
Tendo em vista os resultados obtidos para 〈A (p)A (−p)〉T , podemos pensar em

uma alternativa invariante de BRST ao campo h (x) e as suas funções de correlação. O

ideal seria que essa alternativa fosse capaz de reproduzir os mesmos resultados f́ısicos

obtidos com h (x) (mesmos polos, seções de choque, etc), mas sem que as funções de cor-

relação tivessem os problemas causados pela dependência do calibre. Como nos modelos

de Higgs não abelianos ATµ não é invariante de BRST, podemos pensar em outros operado-

res invariantes de BRST associados a Aµ que existem no modelo de Higgs U (1) e possuem

análogos não abelianos. Em geral, não é dif́ıcil construirmos operadores invariantes de

BRST. A maior dificuldade é verificar se esses operadores estão associado à algum estado

de part́ıcula espećıfico. Para obtermos tal informação, geralmente, precisamos utilizar
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alguma abordagem que vai além da teoria de perturbações. O modelo de Higgs é um dos

poucos exemplos onde a abordagem perturbativa tradicional já é suficiente. De fato, no

modelo de Higgs podemos encontrar operadores cujas funções de correlação, já a ńıvel

árvore, indicam a superposição com um estado de part́ıcula. Um exemplo é o operador

∂νFνµ = ∂2ATµ , que, como foi analisado no caṕıtulo anterior, a sua função de 2-pontos

possui um polo na massa da part́ıcula vetorial.

Na busca por operadores invariantes de BRST que sejam alternativas aos campos

elementares, podemos utilizar como guias as análises feitas no Apêndice D a respeito da

estrutura de polos das funções de Green. De maneira resumida, elas indicam que devemos

procurar por operadores invariantes de BRST que tenham uma superposição com os

campos elementares h(x) e Aµ(x), além de possúırem os mesmos números quânticos desses

campos. Nas próximas seções será apresentado e analisado um conjunto de operadores

invariantes de BRST, e também de calibre, que possuem essas caracteŕısticas.

4.2 Operadores Invariantes de BRST

4.2.1 Operador escalar

O operador escalar invariante de calibre mais simples que podemos construir é o

operador composto

O (x) = vh (x) +
1

2

(
h2 (x) + ρ2 (x)

)
. (213)

A invariância de calibre de O (x) fica expĺıcita se o reescrevermos em termos do campo

ϕ (x),

O (x) = ϕ∗ (x)ϕ (x)− v2

2
. (214)

A opção de O (x) em vez de ϕ∗ (x)ϕ (x) é apenas por conveniência, para não termos que

lidar com o termo constante invariante de calibre v2

2
. Como O (x) não contém campos

fantasmas, então a invariância por BRST é imediata. Como mostra a Eq. (213), O (x)

possui um termo linear em h (x). Isso implica que a ńıvel árvore18

〈O (x)O (y)〉tree = v2 〈h (x)h (y)〉tree

=
v2

p2 +m2
h

, (215)

18 Indicaremos as funções de Green a ńıvel árvore com o sub́ındice “tree”, que significa justamente árvore
em inglês.
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pois os termos h2 (x) e ρ2 (x) contribuem somente a partir de 1-loop. Os polos de

〈O (x)O (y)〉 e 〈h (x)h (y)〉, ao menos nessa ordem, são os mesmos, estão localizados

em p2 = −m2
h. Isso quer dizer que o operador O (x) também possui uma superposição

com um estado de part́ıcula, nesse caso, do bóson de Higgs. O operador O (x) possui

dimensão de massa 2, essa é a menor dimensão em que podemos construir um operador

local escalar, polinomial nos campos e em v, que é invariante de BRST. Podemos construir

outros operadores escalares invariantes de BRST com dimensão maior mas esses objetos

não contém nenhuma informação nova relevante em relação aos polos19.

4.2.2 Operador vetorial

O operador vetorial invariante de calibre ∂νFνµ possui dimensão de massa 3. Além

dele, outro operador vetorial invariante de calibre com a mesma dimensão é o operador

Ṽµ (x) = −iϕ∗ (x)Dµϕ (x) . (216)

A invariância de calibre de Ṽµ (x) é expĺıcita. O operador Ṽµ (x) pode ser reduzido à soma

de dois outros operadores invariantes de calibre com propriedades diferentes em relação

às transformações de conjugação de carga (125). Podemos escrevê-lo como

Ṽµ (x) = Vµ (x)− i∂µO (x) , (217)

em que

Vµ = eϕ∗ϕAµ −
i

2
ϕ∗∂µϕ+

i

2
ϕ∂µϕ

∗

=
1

2

[
−ρ∂µh+ (v + h) ∂µρ+ eAµ

(
v2 + 2vh+ h2 + ρ2

)]
. (218)

A invariância de calibre do operador ∂µO (x) decorre de O (x). Logo, Vµ (x), que é a di-

ferença entre dois operadores invariantes de calibre, também é invariante de calibre. Em

relação às transformações discretas (125), ∂µO (x) e Vµ (x) são par e ı́mpar, respectiva-

mente, ou seja,

∂µO (x) → ∂µO (x)

Vµ (x) → −Vµ (x) . (219)

19 Analisando a cohomologia do operador s, é fácil de ver que entre os operadores escalares invariantes de
BRST de dimensão n > 2 e par em relação à conjugação de carga, existe o operador escalar vn−2O (x),
que, em termos de polos, é equivalente a O (x) .
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Essas propriedades implicam, entre outras coisas, que 〈Vµ (x) (∂νO) (y)〉 = 0. Portanto, a

renormalização da função de 2-pontos de Vµ (x) não envolve o operador ∂µO (x). Como

veremos no Caṕıtulo 5, a renormalização da função de 2-pontos de Vµ (x), inclui ∂νFνµ, que

também é ı́mpar, isto é, ∂νFνµ → −∂νFνµ para uma conjugação de carga. A invariância de

BRST de Vµ (x), também, é imediata, pois esse operador não contém campos fantasmas.

Devido à propriedade 〈(∂µO) (x) . . . 〉 = ∂xµ 〈O (x) . . . 〉, o operador ∂µO (x) contém

as mesmas informações do operador O (x). Portanto, o operador que consideramos é

Vµ (x). De acordo com (218), esse operador possui uma parte linear nos campos, que é

Vµ|linear =
1

2

(
v∂µρ+ ev2Aµ

)
, (220)

o que resulta no seguinte resultado a ńıvel árvore:

〈Vµ (x)Vν (y)〉tree =
1

2

[
v2∂xµ∂

y
ν 〈ρ (x) ρ (y)〉tree + 2ev3∂xµ 〈ρ (x)Aν (y)〉tree

+e2v4 〈Aµ (x)Aν (y)〉tree

]
. (221)

Passando (221) para o espaço dos momentos e usando os resultados para os propagadores,

que são mostrados em (109) ou no Apêndice A, temos

〈Vµ (p)Vν (−p)〉tree =
e2v4

4

1

p2 +m2
Pµν (p) + v2Lµν (p) . (222)

Note que (222) é independente do parâmetro de calibre ξ, o que está de acordo com o

resultado fornecido pelas identidades de Nielsen. Além disso, o polo da parte transversal

em p2 = −m2 e a parte longitudinal constante indicam que Vµ (x) deve estar associado

ao fóton massivo. A seguir será mostrado que esse resultado é verdadeiro também a 1-

loop. A demonstração algébrica de que esse resultado é verdadeiro a todas as ordens é

apresentada no Caṕıtulo 5.

4.2.3 Operadores a ńıvel quântico

Como discutido na Seção 1.1, para estudarmos funções de Green dos operadores

compostos O (x) e Vµ (x), devemos introduzi-los na teoria acoplados à fontes externas,

que neste caso denotaremos por J (x) e Ωµ (x), respectivamente. Dessa forma, a ação de

partida, Σ, é modificada para

Σ → Σ +

ˆ
d4x (J (x)O (x) + Ωµ (x)Vµ (x)) . (223)

Consequentemente, o funcional gerador das funções conexas, também, será modificado,

W
[
JA, Jρ, Jh, J c, J c, J b, H,R

]
→ W ′ [JAµ , Jρ, Jh, J c, J c, J b, H,R, J,Ω] . (224)



83

Assim, as funções de Green de 2-pontos conexas desses operadores são definidas como

〈O (x)O (y)〉 = − δ2W ′

δJ (x) δJ (y)

∣∣∣∣
J=0

,

〈Vµ (x)Vν (y)〉 = − δ2W ′

δJ (x) δJ (y)

∣∣∣∣
J=0

, (225)

em que “J = 0” denota que todas as fontes externas são tomadas a zero, inclusive J (x) e

Ωµ (x). O termo
´
d4x (J (x)O (x) + Ωµ (x)Vµ (x)) em (223) fornece as regras de Feynman

adicionais para o cálculo de qualquer função de Green com esses operadores compostos.

Essas regras se encontram no Apêndice A e são utilizadas a seguir no cálculo das funções

de Green de 2-pontos desses operadores. A renormalização desses operadores compostos,

em geral, exige a introdução de outros operadores na teoria, de acordo com a contagem de

potências. Esses outros operadores geram novas regras de Feynman com os contratermos

necessários para o cancelamento das partes divergentes das funções de correlação. A

análise detalhada de como a renormalização desses operadores se dá exatamente é deixada

para o Caṕıtulo 5. Para o restante deste caṕıtulo, utilizamos apenas o fato de que, de

uma forma ou de outra, é posśıvel eliminar as divergências desses operadores utilizando

o esquema MS, que é consistente com as identidades de Ward da teoria.

4.3 Função de Green conexa 〈O (p)O (−p)〉

Os diagramas que contribuem para 〈O (p)O (−p)〉 a 1-loop podem ser colocados

em três grupos, como mostra a Figura 17, de acordo com o número de pernas externas

de h. O śımbolo “J”, que aparece nos diagramas de agora em diante, indica que o vértice

continha a fonte J (x), que foi utilizada para introduzir O (x) a ńıvel quântico.

O primeiro grupo é constitúıdo, simplesmente, pelas correções da função 〈h (p)h (−p)〉,
que já foram calculadas no Caṕıtulo 3. Assim, temos que a primeira contribuição para

〈O (x)O (y)〉 é

〈O (p)O (−p)〉(1) = v2 Πd
h (p2)

(p2 +m2
h)

2 , (226)

em que Πd
h (p2) é a autoenergia regularizada de h a 1-loop, que é mostrada na Eq. (183).

No segundo grupo, temos os diagramas da Figura 18, que possuem uma perna

externa de Higgs. O primeiro diagrama da Figura 18 é composto por um loop de Higgs,

que, de acordo com as regras de Feynman, resulta em

〈O (p)O (−p)〉(2) = − 3m2
h

p2 +m2
h

η
(
m2
h,m

2
h, p

2
)
. (227)

O segundo diagrama da Figura 18 é parecido com o primeiro, no entanto, com um loop
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Figura 17 - Contribuições para 〈O (p)O (−p)〉.

Legenda: As contribuições para 〈O (p)O (−p)〉, que foram separadas em grupos de acordo com

o número de pernas externas de h.

Fonte: O autor, 2022.

Figura 18 - Diagramas com uma perna externa de h.

Legenda: Contribuições a 1-loop para 〈O (p)O (−p)〉 com apenas uma perna externa de h.

Fonte: O autor, 2022.
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Figura 19 - Diagramas sem pernas externas.

Legenda: Contribuições a 1-loop para 〈O (p)O (−p)〉 sem nenhuma perna externa de h.

Fonte: O autor, 2022.

de Goldstone, o que resulta em

〈O (p)O (−p)〉(3) = − m2
h

p2 +m2
h

η
(
ξm2, ξm2, p2

)
. (228)

O terceiro diagrama da Figura 18 é, essencialmente, a função de um ponto 〈h (0)〉, portanto

〈O (p)O (−p)〉(4) = 2v
1

p2 +m2
h

〈h (0)〉

=
1

p2 +m2
h

[
−3χ

(
m2
h

)
− χ

(
ξm2

)
− 2

m2

m2
h

(d− 1)χ
(
m2
)]
. (229)

O terceiro grupo é formado pelos diagramas da Figura 19. Esses diagramas não

possuem nenhuma perna externa. O primeiro deles é formado com um loop de Higgs,

resultando na contribuição

〈O (p)O (−p)〉(5) =
1

2
η
(
m2
h,m

2
h, p

2
)
. (230)

O segundo diagrama da Figura 19 é constitúıdo por um loop de Goldstone, cujo resultado

é

〈O (p)O (−p)〉(6) =
1

2
η
(
ξm2, ξm2, p2

)
. (231)

Somando todas as contribuições temos

6∑
i=1

〈O (p)O (−p)〉(i) =
AO

(p2 +m2
h)

2 +
BO

p2 +m2
h

+ CO (232)
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em que

AO = µ2(d−4)v2

[
3λχ

(
m2
h

)
+ e2

(
2 (d− 1)− p2

m2

)
χ
(
m2
)

+

(
λ+ e2 p

2

m2

)
χ
(
ξm2

)
+

9λ

2
m2
hη
(
m2
h,m

2
h, p

2
)

+

(
−e2 p4

2m2
+
λ

2
m2
h

)
η
(
ξm2, ξm2, p2

)
+e2

(
2m2 (d− 1) + 2p2 +

p4

2m2

)
η
(
m2,m2, p2

)]
, (233)

BO = −3m2
hη
(
m2
h,m

2
h, p

2
)
−m2

hη
(
ξm2, ξm2, p2

)
− 3χ

(
m2
h

)
−χ
(
ξm2

)
− 2

m2

m2
h

(d− 1)χ
(
m2
)
, (234)

e

CO =
1

2

[
η
(
m2
h,m

2
h, p

2
)

+ η
(
ξm2, ξm2, p2

)]
. (235)

É importante chamar a atenção para o fato de que

AO =
1

v2
Πd
h

(
p2
)
. (236)

Adicionando ao resultado (232) a parte a ńıvel árvore, temos que a função de 2-pontos

conexa de O (x), até 1-loop, é

〈O (p)O (−p)〉d =
v2µ4−d

p2 +m2
h

+
v2µ4−dΠd

OO (p2)

(p2 +m2
h)

2 , (237)

sendo que

Πd
OO

(
p2
)

=
µ4−d

v2

{
1

2

[
4 (d− 1)m4 + 4m2p2 + p4

]
η
(
m2,m2, p2

)
+

1

2

(
p2 − 2m2

h

)2
η
(
m2
h,m

2
h, p

2
)

−p2

[
2 (d− 1)

m2

m2
h

+ 1

]
χ
(
m2
)
− 3p2χ

(
m2
h

)}
. (238)

Como é posśıvel notar, 〈O (p)O (−p)〉d é independente do parâmetro de calibre ξ, em

acordo com as identidades de Nielsen, já que O (x) é invariante de BRST. Ao invés de

expandirmos diretamente Πd
OO (p2) em torno de ε = 0, façamos antes a expansão de AO,
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BO e C. As partes divergentes desses coeficientes são

AOdiv =
µ−εv2

8π2

{
2v2λ2 − e2

[
p2 (−3 + ξ) + v2λξ

]} 1

ε
,

BO
div =

µ−εv2

8π2λ

(
6e4 − λ2 + e2λξ

) 1

ε
,

CO
div =

µ−ε

8π2

1

ε
, (239)

enquanto que as partes finitas são

AOfin =
v2

(4π)2

{
e2

[
p2

(
1− ln

m2

µ2
− 2K

(
m2,m2, p2

))
− p4

2m2
K
(
m2,m2, p2

)
−6m2

(
1− ln

m2

µ2
+K

(
m2,m2, p2

))]
+
λm2

h

2

(
−6 + 6 ln

m2

µ2
− 9K

(
m2
h,m

2
h, p

2
))

−ξ
(
e2p2 + λm2

)(
1− ln

ξm2

µ2

)
+

(
e2p4

2m2
− λm2

h

2

)
K
(
ξm2, ξm2, p2

)}
,

BO
fin =

µε

(4π)2m2
h

{
−ξm2m2

h ln
ξm2

µ2
+ ξm2m2

h

+m2
h

[
3K
(
m2
h,m

2
h, p

2
)

+K
(
ξm2, ξm2, p2

)]
−3m4

h ln
m2
h

µ2
+ 3m4

h + 2m4 − 6m4 ln
m2

µ2

}
,

CO
fin = − 1

2 (4π)2

(
K
(
m2
h,m

2
h, p

2
)

+K
(
ξm2, ξm2, p2

))
. (240)

A divergência
AOdiv

(p2+m2
h)

2 de 〈O (p)O (−p)〉 é cancelada pelos mesmos contratermos que

renormalizam a função 〈h (p)h (−p)〉. A divergência
BOdiv

p2+m2
h

é afetada pelos contratermos

da função de 1-ponto 〈h (0)〉, no entanto, esses contratermos não são suficientes para

eliminar BO
div completamente, já que existem outros diagramas com uma perna externa

de h, como mostra a Figura 18. De maneira geral, BO
div e CO

div exigem a introdução de

novos contratermos na teoria, sendo eles do tipo

ˆ
ddx

(
δ1J (x)O (x) +

δ2

2
J (x)2

)
, (241)

em que δ1 e δ2 são ajustados de tal forma a cancelarem as divergências residuais de

〈O (p)O (−p)〉. A 1-loop esses contratermos contribuem com

−2v2δ1

p2 +m2
h

+ δ2, (242)

que possui exatamente a mesma estrutura de
BOdiv

p2+m2
h

+ CO
div. É importante notar que os

contratermos em (241) são invariantes por BRST, portanto a simetria BRST é preser-

vada após a renormalização. Aplicando o esquema MS para eliminar as divergências de
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〈O (p)O (−p)〉, obtemos a função renormalizada em d = 4:

〈O (p)O (−p)〉 =
v2

p2 +m2
h

+
v2ΠO (p2)

(p2 +m2
h)

2 , (243)

em que

ΠO

(
p2
)

=
1

v2

[
AOfin +BO

fin

(
p2 +m2

h

)
+ CO

fin

(
p2 +m2

h

)2
]

=
1

32π2v2m2
h

{
−8m2

hm
4 − 2m2p2

(
m2
h + 6m2

)
ln

(
m2

µ2

)
+m2

h

[
−
(
p2 − 2m2

h

)2
K
(
m2
h,m

2
h, p

2
)

−
(
12m4 + 4m2p2 + p4

)
K
(
m2,m2, p2

)]
+2p2

(
3m4

h +m2
hm

2 + 2m4
)
− 6m2

hp
2 ln

(
m2
h

µ2

)}
. (244)

Para que as correções perturbativas modifiquem os polos de 〈O (p)O (−p)〉, algum

tipo de ressoma deve ser feito. A Eq. (243) tem a mesma estrutura de 〈h (p)h (−p)〉 e

〈A (p)A (−p)〉T , veja o Caṕıtulo 3. Isso sugere que talvez seja posśıvel aplicar à função

〈O (p)O (−p)〉 a mesma ressoma que foi utilizada nessas funções no Caṕıtulo 3, o que

resultaria em

〈O (p)O (−p)〉res =
v2

p2 +m2
h − ΠO (p2)

. (245)

No trabalho que fizemos, (DUDAL et al., 2020), foi utilizada essa ressoma, mas com uma

pequena modificação. Como ΠO (p2) contém termos do tipo p4
´ 1

0
dx ln p2x(1−x)+M2

µ2 , para

p2 suficientemente grande, a contribuição a 1-loop se torna maior do que a contribuição a

ńıvel árvore. Isso implica que a aproximação de 〈O (p)O (−p)〉 por (245) não faz sentido.

Além disso, pode-se observar que ela leva ao aparecimento de uma massa taquiônica.

A alternativa que utilizamos em (DUDAL et al., 2020) para melhorar esse esquema de

ressoma foi utilizar a identidade

p4 =
(
p2 +m2

h

)2 − 2p2m2
h −m2

h

para reescrever

p4

(p2 +m2
h)

2

ˆ 1

0

dx ln
p2x (1− x) +M2

µ2
=

ˆ 1

0

dx ln
p2x (1− x) +M2

µ2

+
−2p2m2

h −m2
h

(p2 +m2
h)

2

ˆ 1

0

dx ln
p2x (1− x) +M2

µ2
. (246)
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Fazendo isso com todos os termos de ΠO (p2) que contém p4
´ 1

0
dx ln p2x(1−x)+...

µ2 , obtemos

〈O (p)O (−p)〉 =
v2

p2 +m2
h

+
v2Π̂O (p2)

(p2 +m2
h)

2 + CO
(
p2
)
, (247)

em que

Π̂O

(
p2
)

=
1

32π2v2m2
h

{
−8m2

hm
2 − 2m2p2

(
m2
h + 6m2

)
ln
m2

µ2

+m2
h

[
3
(
m4
h + 2m2

hp
2
)
K
(
m2
h,m

2
h, p

2
)

−
(
12m4 + 4m2p2 −m2

h − 2p2m2
h

)
K
(
m2,m2, p2

)]
+2p2

(
3m4

h +m2
hm

2 + 2m4
)
− 6m4

hp
2 ln

m2
h

µ2

}
(248)

e

CO
(
p2
)

= − 1

32π2

(
K
(
m2
h,m

2
h, p

2
)

+K
(
m2,m2, p2

))
. (249)

Como a função Π̂O (p2) não possui termos do tipo p4
´ 1

0
dx ln p2x(1−x)+M2

µ2 , podemos con-

siderar a seguinte ressoma

〈O (p)O (−p)〉res =
v2

p2 +m2
h − Π̂O (p2)

+ CO
(
p2
)
, (250)

no lugar de (245).

A Figura 20 mostra o gráfico de 〈O (p)O (−p)〉res em função de p para os valores

e = 1, v = 1µ e λ = 1
5
. Podemos ver que, para p suficientemente grande, 〈O (p)O (−p)〉res

passa a ser negativa. Esse comportamento se deve, exatamente, ao termo CO (p2). Se

tomarmos v = 0, ou seja, se desligarmos o mecanismo de Higgs, a ação de Higgs (83)

corresponde a ação da QED escalar sem massa,

SHiggs|v=0 =

ˆ
d4x

[
1

4
FµνFµν + (Dµϕ)∗ (Dµϕ) +

λ

2
(ϕ∗ϕ)2

]
, (251)

e o operador escalar é, simplesmente,

O (x)|v=0 = ϕ∗ (x)ϕ (x) . (252)

Nessa situação

〈(ϕ∗ϕ) (p) (ϕ∗ϕ) (−p)〉res = CO
(
p2
)∣∣
v=0

= − 1

16π2
K
(
0, 0, p2

)
, (253)

o que deixa evidente que CO (p2) não é uma particularidade do modelo de Higgs abeliano.

No caso do modelo de Higgs, além de CO (p2) existe o termo v2

p2+m2
h−Π̂OO(p2)

, que surge
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Figura 20 - Gráfico de 〈O (p)O (−p)〉res = GOO
(
p2
)
.

Legenda: Gráfico de 〈O (p)O (−p)〉res = GOO
(
p2
)

em função de p para os valores e = 1,

v = 1µ e λ = 1
5 .

Fonte: DUDAL, 2020, f. 13.

da expansão de ϕ (x) em torno de um dos mı́nimos do potencial de Higgs. Como será

mostrado, esse termo adicional é o que fornece a informação de que O (x) está associado

à part́ıcula de Higgs.

É importante mencionarmos que termos do tipo p4
´ 1

0
dx ln p2x(1−x)+M2

µ2 , também,

aparecem na função 〈h (p)h (−p)〉. Isso faz com que 〈h (p)h (−p)〉res, definido em (187),

faça sentido apenas para p2 pequeno. Podemos aplicar a mesma abordagem utilizada para

definir 〈O (x)O (y)〉res à função 〈h (p)h (−p)〉res. Fazendo isso, obtemos

〈h (p)h (−p)〉res =
1

p2 +m2
h − Π̂h (p2)

+ Ch
(
p2
)

(254)

em que

Π̂h

(
p2
)

=
1

(4π)2

{
λm2

h

[
−3 + 3 ln

m2
h

µ2
− 9

2
K
(
m2
h,m

2
h, p

2, µ2
)]

+e2

[(
6m2 − p2

)(
−1 + ln

m2

µ2

)
−
(
−2p2m2

h −m2
h

2m2
+ 6m2 + 2p2

)
K
(
m2,m2, p2, µ2

)]
+ξ
(
λm2 + e2p2

)(
−1 + ln

ξm2

µ2

)
+

(
−2p2m2

h +m2
h

2m2
e2 − λ

2
m2
h

)
K
(
ξm2, ξm2, p2, µ2

)}
(255)
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e

Ch
(
p2
)

=
e2

2m2 (4π)2

[
K
(
ξm2, ξm2, p2, µ2

)
−K

(
m2,m2, p2, µ2

)]
. (256)

Na prática, Π̂h (p2) e Π̂O (p2) são obtidas a partir de Πh (p2) e ΠO (p2), respectivamente,

através da substituição p4 → −2p2m2
h−m2

h nos termos com p4
´ 1

0
dx ln p2x(1−x)+M2

µ2 . Como

temos p4|p2=−m2
h

= (−2p2m2
h −m2

h)|p2=−m2
h
, então

Π̂h

(
−m2

h

)
= Πh

(
−m2

h

)
(257)

e

ΠO

(
−m2

h

)
= Π̂O

(
−m2

h

)
. (258)

A Eq. (257) implica que o pólo m2
h é o mesmo nas duas ressomas, resultando que o pólo

na ressoma modificada também é independente do parâmetro de calibre. Esse resultado

é importante, pois mostra a consistência de (254) com as identidades de Nielsen.

As dificuldades relacionadas à ressoma, fundamentalmente, se devem à natureza de

O (x), que é bem diferente da natureza de h (x) e Aµ (x). Lembrando, O (x) é um operador

composto. Os diagramas de Feynman que constituem 〈O (x)O (y)〉 não formam estruturas

análogas às de 〈h (p)h (−p)〉 e 〈Aµ (p)Aν (−p)〉. Sendo mais espećıfico, não encontramos

uma série geométrica para 〈O (x)O (y)〉. Os diagramas de Feynman de 〈O (x)O (y)〉 se

organizam nas estruturas mostradas na Figura 21, cuja expressão matemática é

〈O (x)O (y)〉 =
v2

p2 +m2
h − Πh (p2)

+
v

p2 +m2
h − Πh (p2)

(〈
h (p)h2 (−p)

〉
1PI

+
〈
h (p) ρ2 (−p)

〉
1PI

)
+

1

4

1

p2 +m2
h − Πh (p2)

(〈
h (p)h2 (−p)

〉
1PI

+
〈
h (p) ρ2 (−p)

〉
1PI

)2

+
1

4

〈
h2 (p)h2 (−p)

〉
1PI

+
1

2

〈
h2 (p) ρ2 (−p)

〉
1PI

+
1

4

〈
ρ2 (p) ρ2 (−p)

〉
1PI

. (259)

Na Eq. (259) já foi utilizada a expressão (187) para a função conexa 〈h (x)h (y)〉. As

funções 1PI que aparecem do lado direito da Eq. (259) guardam o significado original, mas,

a rigor, não estão bem definidas, pois os operadores compostos h2 (x) e ρ2 (x) não foram

introduzidos separadamente na teoria. Pode ser que cada uma delas, individualmente,

seja divergente, no entanto, como 〈O (x)O (y)〉 está bem definida, a soma do lado direito

de (259) deve ser um resultado finito. Como é sugerido por (MAAS; SONDENHEIMER,

2020), outro tipo de ressoma pode ser definida a partir da expressão (259). Nesse trabalho,

os autores sugerem utilizar na expressão (259), no lugar dos valores exatos de Πh (p2) e das
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Figura 21 - Tipos de diagramas de 〈O (x)O (y)〉.

Legenda: Os diferentes tipos de diagramas de Feynman que contribuem para 〈O (x)O (y)〉.
Fonte: O autor, 2022.

funções 1PI, as suas correspondentes aproximações até certa ordem perturbativa. Essa

é uma alternativa interessante, já que apresenta uma forma sistemática de ressomar os

diagramas de Feynman de 〈O (x)O (y)〉. No entanto, nada garante que a função ressomada

dessa forma seja independente do parâmetro de calibre ξ, pois nem todos os diagramas

de Feynman são levados em conta. Para ter uma versão ressomada de 〈O (x)O (y)〉 que

não seja dependente de ξ, os mesmos autores sugerem que as aproximações de Πh (p2) e

das funções 1PI sejam modificadas antes de serem inseridas em (259). Eles sugerem que

sejam removidas dessas funções as partes que dependem explicitamente de ξ. A origem

desses termos são os loops formados por linhas internas de fantasmas, Goldstone e da

parte longitudinal do propagador de Aµ (x), cuja massa é
√
ξm. Como 〈O (x)O (y)〉 é

independente do parâmetro de calibre, essas partes não devem ter papel relevante, por

isso, de certa forma, faz sentido removê-las. Nesse mesmo trabalho, os autores comentam

que, a 1-loop, numericamente, (250) e (259) levam a resultados semelhantes.

4.4 Função de Green 〈Vµ (p)Vν (−p)〉

4.4.1 Correções a 1-loop

Os diagramas de Feynman que contribuem para 〈Vµ (p)Vν (−p)〉 podem ser orga-

nizados em 21 grupos, como mostra a Figura 22. O śımbolo “Ω” nos diagramas indica

que o vértice continha a fonte Ωµ (x), que foi utilizada para introduzir o operador Vµ (x) a

ńıvel quântico. Esse número elevado de grupos decorre dos 6 tipos diferentes de vértices

locais que compõem Vµ (x). Felizmente, do décimo quarto ao vigésimo primeiro grupo, na

ordem mostrada na Figura 22, as contribuições começam a partir de 2-loops. Os grupos
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Figura 22 - Tipos de diagramas 〈Vµ (x)Vν (y)〉.

Legenda: Os diferentes tipos de diagramas de Feynman que contribuem para 〈Vµ (x)Vν (y)〉.
Fonte: O autor, 2022.

e seus diagramas que contribuem a 1-loop serão descritos a seguir. As regras de Feynman

para calcular esses diagramas se encontram no Apêndice A.

O primeiro grupo nada mais é do que

〈Vµ (p)Vν (−p)〉(1) =
e2v4

4
〈Aµ (p)Aν (−p)〉 , (260)

assim podemos utilizar os resultados do Caṕıtulo 3 para 〈Aµ (p)Aν (−p)〉.
O segundo grupo é constitúıdo por 〈ρ (p) ρ (−p)〉, de modo que

〈Vµ (p)Vν (−p)〉(2) =
v2p2

4
Lµν (p) 〈ρ (p) ρ (−p)〉 . (261)

Os diagramas que contribuem para 〈ρ (p) ρ (−p)〉 a 1-loop são mostrados na Figura 23.

Aqui apresentaremos apenas o resultado final, que é

〈ρ (p) ρ (−p)〉 =
1

p2 + ξm2
+

Πρ (p2)

(p2 + ξm2)2 , (262)

sendo

Πρ

(
p2
)

=
µ2− d

2

v2

{[
m4
h −

(
p2 +m2

h

)2
]
η
(
ξm2,m2

h, p
2
)

+
[(
m2
h −m2 + p2

)2
+ 4m2p2

]
η
(
m2,m2

h, p
2
)

+p2χ
(
ξm2

)
+
(
m2
h −m2

)
χ
(
m2
h

)
−
(
m2
h −m2 + p2

)
χ
(
m2
)}
. (263)
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Figura 23 - Correções a 1-loop para 〈ρ (p) ρ (−p)〉.

Legenda: Diagramas de Feynman que contribuem para 〈ρ (p) ρ (−p)〉 a 1-loop. Note que a

última contribuição contém a função 〈h〉 (“tadpoles”).

Fonte: O autor, 2022.

Os detalhes envolvendo cada diagrama que contribui para 〈ρ (p) ρ (−p)〉 podem ser encon-

trados no trabalho (DUDAL et al., 2020).

No terceiro grupo também encontramos uma função de 2-pontos de campos ele-

mentares, neste caso 〈ρ (p)Aµ (−p)〉. Mais precisamente, temos

〈Vµ (p)Vν (−p)〉(3) = −iev
3

2
pµ 〈ρ (p)Aν (−p)〉 . (264)

Os diagramas que contribuem a 1-loop para 〈ρ (p)Aµ (−p)〉 são mostrados na Figura 24.

Os detalhes do cálculo desses diagramas também podem ser encontrados no trabalho (DU-

DAL et al., 2020). Como essa função não possui contribuição a ńıvel árvore, o resultado

até 1-loop é

〈ρ (p)Aν (−p)〉 =
ieξ

v

1

(p2 + ξm2)

pν
p2

{[(
m2
h −m2 + p2

)2
+ 4m2p2

]
η
(
m2,m2

h, p
2
)

+
[
m2
h

(
m2
h − ξm2

)
−
(
p2 +m2

h

) (
m2
h − ξm2 + p2

)]
η
(
m2
h, ξm

2, p2
)

+3p2χ
(
ξm2

)
+

[
(d− 1)m2p2

m2
h

−m2
h +m2 − p2

]
χ
(
m2
)

+
2m2

h + 3p2 − 2m2

2
χ
(
m2
h

)]}
. (265)

O quarto grupo contribui com apenas um diagrama. Esse diagrama é composto

por uma linha externa de fóton e um loop com uma linha interna de Higgs e uma linha
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Figura 24 - Correções a 1-loop para 〈ρ (p)Aµ (−p)〉.

Legenda: Diagramas Feynman que contribuem a 1-loop para 〈ρ (p)Aµ (−p)〉. Note que a

última contribuição contém a função 〈h〉 (“tadpoles”).

Fonte: O autor, 2022.

Figura 25 - Quarto grupo de diagramas de 〈Vµ (p)Vν (−p)〉.

Legenda: Contribuição para 〈Vµ (p)Vν (−p)〉 com uma perna externa de Aµ e vértice Γhρ.

Fonte: O autor, 2022.

interna de Goldstone, como mostra a Figura 25,

〈Vµ (p)Vν (−p)〉(4) =
m2

2 (d− 1) p2

1

p2 +m2
Pµν (p)×

×
{
−
[(
−m2

h + ξm2 + p2
)2

+ 4m2
hp

2
]
η
(
m2
h, ξm

2, p2
)

+
(
m2
h − ξm2 + p2

)
χ
(
ξm2

)
+
(
−m2

h + ξm2 + p2
)
χ
(
m2
h

)}
+
m2

2p2

ξ

p2 + ξm2
Lµν (p)

{(
m2
h − ξm2 − p2

)
χ
(
m2
h

)
+
(
−m2

h + ξm2 + 3p2
)
χ
(
ξm2

)
+
[
−p2

(
4m2

h − 4ξm2 + 3p2
)

+
(
m2
h − ξm2 + p2

)2
+ 2p4

]
η
(
m2
h, ξm

2, p2
)}

. (266)

O quinto grupo contribui, também, com apenas um diagrama. Esse diagrama

possui uma linha externa de fóton e o loop é formado por uma linha interna de Higgs,

como está representado na Figura 26. Aplicando as regras de Feynman, obtemos

〈Vµ (p)Vν (−p)〉(5) =
m2

2

(
1

p2 +m2
Pµν (p) +

ξ

p2 + ξm2
Lµν (p)

)
χ
(
m2
h

)
. (267)

O sexto grupo contém duas contribuições, como mostra a Figura 27. O primeiro

diagrama é constitúıdo por uma linha externa de fóton e um loop com uma linha de fóton

e uma linha de Higgs. O segundo diagrama contém uma linha externa de fóton e um
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Figura 26 - Quinto grupo de diagramas de 〈Vµ (p)Vν (−p)〉.

Legenda: Contribuição para 〈Vµ (p)Vν (−p)〉 com uma perna externa de Aµ e vértice ΓhhA.

Fonte: O autor, 2022.

Figura 27 - Sexto grupo de diagramas de 〈Vµ (p)Vν (−p)〉.

Legenda: Contribuição para 〈Vµ (p)Vν (−p)〉 com uma perna externa de Aµ e vértice ΓhA.

Fonte: O autor, 2022.

“tadpole”. Usando as regras de Feynman e somando os dois diagramas, obtemos

〈Vµ (p)Vν (−p)〉(6) = − m2

2 (d− 1) p2

Pµν (p)

p2 +m2

{[
(d− 2) p2 + ξm2 −m2

h

]
χ
(
ξm2

)
+
[
3 (1− d) p2 + (1− ξ)m2

]
χ
(
m2
h

)
+
[
2m2

h

(
p2 − ξm2

)
+
(
p2 + ξm2

)2
+m4

h

]
η
(
m2
h, ξm

2, p2
)

+
[
−2 (3− 2d)m2p2 −m4 − p4

+2m2
h

(
m2 − p2

)
−m4

h

]
η
(
m2
h,m

2, p2
)

+

[
2 (d− 1)2 m

2p2

m2
h

−m2 + p2 +m2
h

]
χ
(
m2
)}

+
1

2p2

m2ξLµν (p)

p2 + ξm2

{(
m2
h − ξm2 + p2

)2
η
(
m2
h, ξm

2, p2
)

−
[
−2m2

h

(
m2 − p2

)
+m4

h +
(
p2 +m2

)2
]
η
(
m2,m2

h, p
2
)

+
−2 (d− 1)m2p2 +m2

h (p2 −m2) +m4
h

m2
h

χ
(
m2
)

−
(
m2
h − ξm2 + 2p2

)
χ
(
ξm2

)
−
[
m2 (ξ − 1) + 3p2

]
χ
(
m2
h

)}
. (268)

O sétimo grupo é formado por apenas um diagrama. Esse diagrama é constitúıdo

por uma linha externa de fóton e um loop com uma linha interna de Goldstone, como
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Figura 28 - Sétimo grupo de diagramas de 〈Vµ (p)Vν (−p)〉.

Legenda: Contribuição para 〈Vµ (p)Vν (−p)〉 com uma perna externa de Aµ e vértice ΓρρA.

Fonte: O autor, 2022.

Figura 29 - Oitavo grupo de diagramas de 〈Vµ (p)Vν (−p)〉.

Legenda: Contribuição para 〈Vµ (p)Vν (−p)〉 com uma perna externa de ρ e vértice Γhρ.

Fonte: O autor, 2022.

mostra a Figura 28. O resultado desse diagrama é

〈Vµ (p)Vν (−p)〉(7) =
e2v2

2

(
1

p2 +m2
Pµν (p) +

ξ

p2 + ξm2
Lµν (p)

)
χ
(
ξm2

)
. (269)

O oitavo grupo contribui com dois diagramas, como está mostrado na Figura 29. O

primeiro deles é formado por uma linha externa de Goldstone e um loop com linhas inter-

nas de Goldstone e Higgs. O segundo diagrama contém uma perna externa de Goldstone

e um “tadpole”. A soma desses dois diagramas resulta em

〈Vµ (p)Vν (−p)〉(8) =
p2

2

1

p2 + ξm2
Lµν (p)

[
m2
hη
(
ξm2,m2

h, p
2
)

+ (d− 1)χ
(
m2
)

+
3

2
χ
(
m2
h

)
+

1

2
χ
(
ξm2

)]
. (270)

Do nono grupo temos apenas um diagrama, que é mostrado na Figura 30. O

diagrama possui uma perna externa de Goldstone e um loop com linhas internas de fóton
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Figura 30 - Nono grupo de diagramas de 〈Vµ (p)Vν (−p)〉.

Legenda: Contribuição para 〈Vµ (p)Vν (−p)〉 com uma perna externa de ρ e vértice ΓhA.

Fonte: O autor, 2022.

Figura 31 - Décimo grupo de diagramas de 〈Vµ (p)Vν (−p)〉.

Legenda: Contribuição para 〈Vµ (p)Vν (−p)〉 sem pernas externas e vértices Γhρ.

Fonte: O autor, 2022.

e de Higgs. O resultado desse diagrama é

〈Vµ (p)Vν (−p)〉(9)
c =

1

2 (p2 + ξm2)
Lµν (p)×

×
{(
p2 +m2

h

) (
m2
h − ξm2 + p2

)
η
(
ξm2,m2

h, p
2
)

−
[(
m2
h −m2 + p2

)2
+ 4m2p2

]
η
(
m2,m2

h, p
2
)

−
(
p2 +m2

h

)
χ
(
ξm2

)
+m2χ

(
m2
h

)
+
(
p2 +m2

h −m2
)
χ
(
m2
)}
. (271)

O décimo grupo contribui, também, com apenas um diagrama, que é mostrado na

Figura 31. Esse diagrama não possui pernas extenas, apenas um loop formado com linhas

internas de Goldstone e Higgs. O cálculo do diagrama resulta em

〈Vµ (p)Vν (−p)〉(10)
c = − 1

4 (d− 1) p2
Pµν (p)×

×
{[(
−m2

h + ξm2 + p2
)2

+ 4m2
hp

2
]
η
(
m2
h, ξm

2, p2
)

+
(
−m2

h + ξm2 − p2
)
χ
(
ξm2

)
−
(
−m2

h + ξm2 + p2
)
χ
(
m2
h

)}
− 1

4p2
Lµν (p)×

×
{
−
(
m2
h − ξm2 − p2

) (
m2
h − ξm2 + p2

)
η
(
ξm2,m2

h, p
2
)

+
(
m2
h − ξm2 − p2

)
χ
(
ξm2

)
−
(
m2
h − ξm2 + p2

)
χ
(
m2
h

)
−p4η

(
ξm2,m2

h, p
2
)}
. (272)
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Figura 32 - Décimo primeiro grupo de diagramas de 〈Vµ (p)Vν (−p)〉.

Legenda: Contribuição para 〈Vµ (p)Vν (−p)〉 sem pernas externas e vértices ΓhA.

Fonte: O autor, 2022.

O décimo primeiro grupo, e o último que contribui a 1-loop, contém apenas um

diagrama, que é mostrado na Figura 32. Como o anterior, esse diagrama não possui

pernas externas, mas somente um loop formado com linhas internas de fóton e Higgs. O

resultado desse diagrama é

〈Vµ (p)Vν (−p)〉(11)
c =

1

4p2 (d− 1)
Pµν (p)×

×
{[(

m2
h − ξm2 + p2

)2
+ 4ξm2p2

]
η
(
m2
h, ξm

2, p2
)

+
[
4 (d− 2)m2p2 −

(
m2
h −m2 + p2

)2
]
η
(
m2,m2

h, p
2
)

−
(
m2
h − ξm2 + p2

)
χ
(
ξm2

)
+
(
m2
h −m2 + p2

)
χ
(
m2
)

− (ξ − 1)m2χ
(
m2
h

)}
+

1

4p2
Lµν (p)

{
−
(
m2
h − ξm2 + p2

)2
η
(
m2
h, ξm

2, p2
)

+
[(
m2
h −m2 + p2

)2
+ 4m2p2

]
η
(
m2,m2

h, p
2
)

+m2 (ξ − 1)χ
(
m2
h

)
+
(
m2
h − ξm2 + p2

)
χ
(
ξm2

)
+
(
−m2

h +m2 − p2
)
χ
(
m2
)}
. (273)

Se somarmos todas as contribuições, obteremos a função de Green regularizada

〈Vµ (p)Vν (−p)〉d =
11∑
i=1

〈Vµ (p)Vν (−p)〉(i)

até 1-loop, já que algumas das contribuições foram consideradas com o seu ńıvel árvore

junto. A parte tranversal dessa função, que denotamos por

〈V (p)V (−p)〉d, T =
Pµν (p) 〈Vµ (p)Vν (−p)〉c

d− 1
,

a 1-loop tem a forma

〈V (p)V (−p)〉d,T1-loop =
AV

(p2 +m2)2 +
BV

p2 +m2
+ CV , (274)
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sendo

AV =
m2

4

−m2
(

(m2
h −m2 + p2)

2 − 4 (d− 2)m2p2
)

(d− 1) p2
η
(
m2, m2

h, p
2
)

+
m2
(
2 (d− 1)2m2p2 +m2

h (p2 −m2) +m4
h

)
(d− 1) p2m2

h

χ
(
m2
)

+
m2 ((2d− 1) p2 −m2

h +m2)

(d− 1) p2
χ
(
m2
h

)]
, (275)

BV = m2

[
−m

2
h (−2 (3− 2d)m2p2 −m4 − p4) + 2m4

h (m2 − p2)−m6
h

2 (d− 1)m2
hp

2
η
(
m2, m2

h, p
2
)

−3dm2
hp

2 +m2m2
h − 3m2

hp
2

2 (d− 1)m2
hp

2
χ
(
m2
h

)
−2 (d− 1)2m2p2 −m2m2

h +m2
hp

2 +m4
h

2 (d− 1)m2
hp

2
χ
(
m2
)]

+
m2

2
χ
(
m2
h

)
, (276)

CV =
4 (d− 2)m2p2 − (m2

h −m2 + p2)
2

4 (d− 1) p2
η
(
m2, m2

h, p
2
)

+
m2
h −m2 + p2

4 (d− 1) p2
χ
(
m2
)

+
m2 −m2

h + p2

4 (d− 1) p2
χ
(
m2
h

)
(277)

Vale destacar, para fins futuros, que

AV =
4

e2v4
ΠT
(
p2
)
, (278)

lembrando que ΠT (p2) é a parte transvesal da autonergia do fóton. 〈V (p)V (−p)〉d,T1-loop

possui uma estrutura análoga à função 〈O (p)O (−p)〉, no entanto, os coeficientes AV ,

BV e CV são individualmente independentes do parâmetro de calibre, diferentemente dos

coeficientes AO, BO e CO, vide Eqs. (233)-(235). Expandindo em série de Laurent esses

coeficientes em torno de ε = 0 (ε = 4− d), obtemos que as partes divergentes são

AVdiv =
e2v4

2 (2π)2

(
p2

3
− 6

(
e2

λ
− 1

2

)
e2v2 + 3λv2

)
1

ε
,

BV
div =

v2e2

(4π)2 ε

(
6e4v2

λ
− 3e2v2 − p2

3
+ 3λv2

)
1

ε
,

CV
div =

1

6 (4π)2 ε

(
9e2v2 − p2 − 3λv2

) 1

ε
, (279)
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enquanto que as partes finitas são

AVfin =
e2v4

2 (4π)4

{
p2

6
+
m2

2
+
m2
h

2
+ 2m2K

(
m2
h, m

2, p2
)

−m2
h

[
p2 +m2

h −m2

2p2
K
(
m2
h, m

2, p2
)
− m2

h

2p2
ln
m2
h

µ2
+
m2

2p2
ln
m2

µ2
+
m2
h −m2

2p2

]
+m2

h

(
1− ln

m2
h

µ2

)
+
m4

m2
h

(
1− 3 ln

m2

µ2

)}
(280)

BV
fin =

m2

18m2
hp

2 (4π)2

{
3m4

h

(
m2
h −m2 − 7p2

)
ln
m2
h

µ2

−3m2
h

[
2p2
(
m2
h − 5m2

)
+
(
m2
h −m2

)2
+ p4

]
K
(
m2
h,m

2, p2
)

−3
(
m3
h −m2mh

)2
+ 9p2

(
m2m2

h + 3m4
h + 2m4

)
+ 2p4m2

h

−3m2
[
m2
h

(
p2 −m2

)
+m4

h + 18m2p2
]

ln
m2

µ2

}
, (281)

CV
fin =

1

36 (4π)2 p2

{
3m2

(
m2
h −m2 + p2

)
ln
m2

µ2

+3m2
h

(
−m2

h +m2 + p2
)

ln
m2
h

µ2
+ 6m2

h

(
p2 −m2

)
−5p2

(
3m2

h − 9m2 + p2
)

+ 3m4
h + 3m4 − 54m2p2 + 3p4

+3
[
2m2

h

(
p2 −m2

)
+m4

h +m4 − 10m2p2 + p2
]
K
(
m2,m2

h, p
2
)}
. (282)

Parte das divergências de AVdiv, BV
div e CV

div são canceladas pelos contratermos que renor-

malizam a parte transversal da função 〈Aµ (p)Aν (−p)〉 e a função 〈h (0)〉 (“tadpoles”).

As divergências restantes precisam ser renormalizadas com a introdução de novos contra-

termos. Como utilizaremos o esquema MS, esses novos contratermos devem ser ajustados

de tal forma a serem consistentes com esse esquema. A análise detalhada da renorma-

lização desses operadores é mostrada no Caṕıtulo 5. Portanto, a função renormalizada

em d = 4 até um 1-loop é

〈V (p)V (−p)〉T =
e2v4

4

(
1

p2 +m2
+

ΠT
V (p2)

(p2 +m2)2

)
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em que

ΠT
V

(
p2
)

=
4

e2v4

(
AVfin +

(
p2 +m2

)
BV

fin +
(
p2 +m2

)2
CV

fin

)
= − 1

9 (4π)2 e2v4m2
h

{
−18m4

(
m4
h +m4

)
+ 9m2

hp
4
(
m2
h +m2

)
−3m2

hp
2
[
2p2
(
m2
h − 5m2

)
+
(
m2
h −m2

)2
+ p4

]
K
(
m2
h,m

2, p2
)

+2m2
hp

6 + 3m4
h

[
p2
(
m2
h + 11m2

)
+ 6m4 − p4

]
ln
m2
h

µ2

+3m2
[
−m2

hp
4 + p2

(
−m4

h +m2
hm

2 + 36m4
)

+ 18m6
]

ln
m2

µ2

−3p2
(
m6
h + 10m4

hm
2 +m2

hm
4 + 12m6

)}
(283)

Como ΠT
V (p2) também possui termos do tipo p4

´ 1

0
dx ln p2+...

µ2 , a ressoma deve ser

feita com os mesmos cuidados utilizados para tratar a função 〈O (p)O (−p)〉 . Neste caso,

utilizamos a identidade

p4 =
(
p2 +m2

)2 − 2p2m2 −m4. (284)

Reescrevendo os termos problemáticos de (283) com essa identidade, obtemos

〈V (p)V (−p)〉T =
e2v4

4

(
1

p2 +m2
+

Π̂T
V (p2)

(p2 +m2)2

)
+ CV

(
p2
)
, (285)

de modo que

Π̂T
V

(
p2
)

=
4

e2v4

(
AVfin +

(
p2 +m2

)
BV

fin +
(
p2 +m2

)2
CV

fin

)
= − 1

9 (4π)2 e2v4m2
h

{
−18m4

(
m4
h +m4

)
+ 9m2

hp
4
(
m2
h +m2

)
−3m2

h

[
2
(
−2m2p2 −m4

) (
m2
h − 5m2

)
+p2

(
m2
h −m2

)2 − 2m2p2 −m4
]
K
(
m2
h,m

2, p2
)

+2m2
hp

6 + 3m4
h

[
p2
(
m2
h + 11m2

)
+ 6m4 − p4

]
ln
m2
h

µ2

+3m2
[
−m2

hp
4 + p2

(
−m4

h +m2
hm

2 + 36m4
)

+ 18m6
]

ln
m2

µ2

−3p2
(
m6
h + 10m4

hm
2 +m2

hm
4 + 12m6

)}
(286)

e

CV
(
p2
)

=
1

12 (4π)2

(
2m2

h + p2
)
K
(
m2
h,m

2, p2
)
. (287)
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Figura 33 - Gráfico de 〈V (p)V (−p)〉T, res.

Legenda: Gráfico de 〈V (p)V (−p)〉T, res = GV V
(
p2
)

em função de p para os valores e = 1,

v = 1µ e λ = 1
5 .

Fonte: DUDAL, 2020, f. 18.

Assim, temos que a função ressomada é

〈V (p)V (−p)〉T, res =
e2v4

4

(
1

p2 +m2 − Π̂T
V (p2)

)
+ CV

(
p2
)
. (288)

A Figura 33 mostra o gráfico de 〈V (p)V (−p)〉T, res em função de p para os valores e = 1,

v = 1µ e λ = 1
5
. Pelas mesmas razões que levam à Eq. (258), temos

Π̂T
V

(
−m2

)
= ΠT

V

(
−m2

)
. (289)

Novamente, podemos tomar o limite v → 0 e verificar se CV (p2)|v=0 = p2

12(4π)2K (0, 0, p2)

corresponde ao valor da parte transversal da função 〈Vµ (p)Vν (−p)〉 na QED escalar sem

massa, em que Vµ = eϕ∗ϕAµ − i
2
ϕ∗∂µϕ + i

2
ϕ∂µϕ

∗. Analisando com cuidado e2v4

4

Π̂TV V (p2)
(p2+m2)2

verificamos que nesse limite essa função tende para − 2p2

9(4π)2 . Portanto, na QED escalar

sem massa temos

〈Vµ (p)Vν (−p)〉 =
p2

(4π)2

[
1

12
K
(
0, 0, p2

)
− 2

9

]
. (290)

Apesar dessa situação ser um pouco diferente de 〈O (p)O (−p)〉 e CO (p2), a conclusão é

a mesma, os termos que dificultam a ressoma não estão relacionados ao mecanismo de

Higgs. Pelo contrário, é o mecanismo de Higgs que produz essa estrutura com polos que

pode ser observada já a ńıvel árvore.
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Para a parte longitudinal de 〈Vµ (p)Vν (−p)〉d, que é

〈V (p)V (−p)〉d,L := Lµν (p) 〈Vµ (p)Vν (−p)〉c (291)

encontramos o resultado

〈V (p)V (−p)〉4−ε,L = −v
2 (3e4 + λ2)

(4π)2 λ

1

ε

+v2 − 1

32π2m2
h

(
m4
h −m4

h ln
m2
h

µ2
+m4 − 3m4 ln

m2

µ2

)
+O (ε) . (292)

Note que, a parte finita de 〈V (p)V (−p)〉L é independente do momento, isso significa que

a parte longitudinal não está associada a nenhum modo f́ısico de propagação.

4.5 Polos e densidades espectrais das funções de Green dos operadores

compostos

4.5.1 Polos e Reśıduos

Nesta seção é feita uma análise dos polos e das representações espectrais de Källén-

Lehnmann de 〈O (p)O (−p)〉 e 〈V (p)V (−p)〉T . Basicamente, a teoria utilizada é a

mesma da Subseção 3.3.3, onde tratamos das densidades espectrais das funções 〈h (p)h (−p)〉
e 〈A (p)A (−p)〉T . As funções de 2-pontos ressomadas dos operadores compostos até 1-

loop tem a forma

D
(
p2
)

= κD
1

p2 +M2 − Π̂ (p2)
+ C

(
p2
)
, (293)

em que κD é um parâmetro que possui a dimensão de massa correta para que a expressão

(293), dimensionalmente, faça sentido. Comparando (293) com (250) e (288), temos

que κO = v2 e κV = e2v4 são as constates de 〈O (p)O (−p)〉res e 〈V (p)V (−p)〉T, res,

respectivamente. C (p2) é uma função anaĺıtica em quase todo plano complexo, exceto,

em parte do eixo real negativo, onde possui um corte. Até 1-loop, o polo de D (p2), que

denotamos por M
2
, é dado por

M
2

= −M2 + Π̂
(
−M2

)
, (294)

enquanto que o reśıduo é obtido pela expressão

R = κD

1 +
dΠ̂

dp2

∣∣∣∣∣
p2=−M2

 . (295)
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No caso do operador escalar, temos que o polo de 〈O (p)O (−p)〉res, que denotamos

por M
2

O, até 1-loop, é dado pela expressão

M
2

O = −m2
h + Π̂O

(
−m2

h

)
. (296)

Vimos que Π̂O (−m2
h) = ΠO (−m2

h), Eq.(258). Como

ΠO

(
p2
)

=
1

v2

[
AOfin +BO

fin

(
p2 +m2

h

)
+ CO

fin

(
p2 +m2

h

)2
]

(297)

e AO = v2Πh (p2), veja as Eqs. (244) e (236), então, Π̂O (−m2
h) = Πh (−mh

2). A conclusão

que segue é que

M
2

O = −m2
h + Πh

(
−m2

h

)
, (298)

ou seja, até 1-loop, o polo de 〈O (p)O (−p)〉 é igual ao polo de 〈h (p)h (−p)〉.
Como a função do operador vetorial Vµ (x) é completamente análoga à função de

O (x), podemos seguir o mesmo caminho e demonstrar que o polo de 〈V (p)V (−p)〉T, res,

que chamamos de M
2

V , é

M
2

V = −m2 + ΠT
(
−m2

)
. (299)

Assim,〈V (p)V (−p)〉T e 〈A (p)A (−p)〉T , até 1-loop, possuem o mesmo polo.

4.5.2 Densidades espectrais

Definindo Π̃ (p2) = Π̂ (p2) − Π̂ (−M2), assim como fizemos na Subseção 3.3.3,

podemos reescrever a Eq. (293) como

D
(
p2
)

=
R(

p2 −M2
) +R

(
Π̃ (p2) +

(
p2 −M2

)
dΠ̃
dp2

∣∣∣
p2=−M2

)
(
p2 −M2

)2 + C
(
p2
)
. (300)

Assim, temos que D (p2) subtráıda da sua parte com o pólo é

D̃
(
p2
)

= R

(
Π̃ (p2) +

(
p2 −M2

)
dΠ̃
dp2

∣∣∣
p2=−M2

)
(
p2 −M2

)2 + C
(
p2
)

Olhando para as Eqs. (247)-(249) e lembrando das propriedades da função

K
(
m2

1,m
2
2, p

2
)
,
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Figura 34 - Densidade espectral ρ̃O (t).

Legenda: Densidade espectral ρ̃O (t) para os valores e = 1, v = 1µ, λ = 1
5 e µ = 1GeV. t é

dado em GeV2.

Fonte: DUDAL, 2020, f. 25.

podemos concluir que a função 〈O (p)O (−p)〉 possui “thresholds” em p2 = −4m2
h e

p2 = −4m2 . 〈O (p)O (−p)〉 não possui o “threshold” não f́ısico em p2 = −4ξm2 da

função 〈h (p)h (−p)〉. O gráfico da densidade espectral de ˜〈O (p)O (−p)〉, ρ̃O (t), para os

valores e = 1, v = 1µ, λ = 1
5

e µ = 1GeV é mostrado na Figura 34. Para esses valores dos

parâmetros, mh < m e os “thresholds”, que correspondem aos dois saltos na densidade

espectral, estão localizados em t = 4
5
GeV2 e t = 4GeV2, como mostra a Figura 34. Os

fatos mais importantes a respeito da densidade espectral ρ̃O (t) é que ela é positiva e

independente do parâmetro de calibre ξ. A análise que fizemos aqui também pode ser

encontrada no trabalho (DUDAL et al., 2020).

A densidade espectral de ˜〈V (p)V (−p)〉
T

, que denotamos por ρ̃V (t), é mostrada na

Figura 35. Analisando Π̂V (p2), vemos que deve existir um “threshold” em t = (m+mh)
2.

De fato, para e = 1, v = 1µ, λ = 1
5

e µ = 1GeV, que são os valores utilizados para gerar

o gráfico da Figura 35, encontramos um “threshold” em t ' 2, 1GeV2. Esse mesmo

“threshold” foi encontrado em ρ̃A (t), veja a análise feita na Seção 3.3.3. Assim como as

densidades espectrais das funções dos outros operadores invariantes de calibre, ρ̃V (t) é

positiva definida, como mostrado também em (DUDAL et al., 2020).

Uma questão que não podemos deixar de mencionar é o da reconstrução das funções

de Green a partir das densidades espectrais. Pela forma como foi definida a densidade

espectral, se resolvermos a integral
´∞

0
dt ρ̃(t)

p2+t
devemos obter D̃ (p2). Analisando o gráfico

de ρ̃O (t) na Figura 34, podemos notar que essa densidade espectral não tende a zero
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Figura 35 - Densidade espectral ρ̃V (t).

Legenda: Densidade espectral ρ̃V (t) para os valores e = 1, v = 1µ, λ = 1
5 e µ = 1GeV. t é

dado em GeV2.

Fonte: DUDAL, 2022, f. 26.

quando t→∞. No caso de ρ̃V (t), as coisas ficam ainda piores, como mostra a Figura 35,

pois a densidade espectral cresce. Esse tipo de comportamento de ρ̃O (t) e ρ̃V (t), implica

que a integral acima diverge. Esse é um fato já esperado, devido à dimensionalidade

mais elevada dos operadores compostos. Como discutido por (WEINBERG, 1995), nesses

casos, a fórmula para obtermos D̃ (p2) a partir de ρ̃ (t) é

D̃
(
p2
)

=
n∑
k=0

1

k!

(
p2 − Λ

)k
D(k) (Λ)

+
(
−p2 + Λ

)n+1
ˆ ∞

0

dt
ρ̃ (t)

(t+ Λ)n+1 (p2 + t)
, (301)

em que Λ é um ponto arbitrário e n é um inteiro positivo que deve ser suficientemente

grande para que a integral convirja. Uma demonstração20 dessa fórmula pode ser encon-

trada no Apêndice C. A fórmula (301) tem uma semelhança grande com o esquema BPHZ,

que é utilizado para tornar finitas as integrais inicialmente divergentes que aparecem nos

diagramas de Feynman. Em ambos os casos, aparece um polinômio nos momentos ex-

ternos que precisa ser fixado. Se as partes finitas dos contratermos que renormalizam

20 Se não se trata de uma demonstração rigorosa, é ao menos um forma mnemônica de lembrar de (301)
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〈O (p)O (−p)〉 e 〈V (p)V (−p)〉 coincidem com
∑n

k=0
1
k!

(p2 − Λ)
k
D̃(k) (Λ), cada escolha

de valores para o conjunto
{
D(k) (Λ) ; k = 1, . . . , n

}
corresponde a um esquema diferente

de renormalização de D̃ (p2). Como o esquema de renormalização não afeta os observáveis

f́ısicos, podemos escolher
{
D(k) (Λ) ; k = 1, . . . , n

}
da forma mais conveniente posśıvel.21.

4.6 Comentários finais

Os resultados mostrados nas seções anteriores a respeito da funções de Green dos

operadores O (x) e Vµ (x), combinados com os resultados do caṕıtulo anterior a respeito

de ATµ , evidenciam as vantagens, ao menos, conceituais de se trabalhar com objetos in-

variantes de BRST. Não existem “thresholds”não f́ısicos e as densidades espectrais são

independentes do calibre, o que facilita a interpretação dos resultados. Obviamente, as

dificuldades computacionais aumentam, já que estamos lidando com operadores compos-

tos. Além disso, temos a questão da escolha da ressoma, que se trata de mais uma

aproximação.

21 Podemos sempre escolher a parte finita dos contratermos da maneira que quisermos, desde que essa
escolha seja compat́ıvel com as identidades de Ward da teoria. Pelo grupo de renormalização sabemos
que os observáveis f́ısicos são independentes dessa escolha.
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5 RENORMALIZAÇÃO DOS OPERADORES COMPOSTOS O (X) E

Vµ (X) NO CALIBRE DE LANDAU; APLICAÇÃO DO TEOREMA DA

EQUIVALÊNCIA AO MODELO DE HIGGS U(1)

Este caṕıtulo é uma continuação do caṕıtulo anterior e tem como objetivo explorar

alguns tópicos importantes que foram abordados de maneira superficial, como a renor-

malização dos operadores compostos O (x) e Vµ (x). Além disso, através da aplicação

do Teorema da Equivalência, tentamos dar substância à afirmação de que as funções de

Green desses operadores são fisicamente equivalentes às funções de Green dos campos

elementares. Na Seção 5.1, através da análise da cohomologia do operador de BRST, são

estabelecidos os operadores envolvidos na renormalização de O (x) e Vµ (x), além disso,

são apresentadas as identidades de Ward da teoria depois da introdução desses operadores

na ação de partida. Na Seção 5.2 é encontrado o contratermo local invariante necessário

para renormalizar a teoria. Na Seção 5.3 são apresentados os resultados expĺıcitos dos

fatores de renormalização até 1-loop e discutida a consistência deles com as identidades

de Ward do modelo. A Seção 5.4 contém uma análise a respeito da relação entre os

“tadpoles”e a energia do vácuo. Na Seção 5.5 são mostrados alguns resultados exatos

para a função 〈Vµ (x)Vν (y)〉. O caṕıtulo é encerrado com a Seção 5.6, onde é aplicado

o Teorema da Equivalência para demonstrar que o conjunto de funções de Green dos

operadores O (x) e Vµ (x) é fisicamente equivalente ao conjunto de funções de Green dos

campos elementares h (x), ρ (x) e Aµ. Este caṕıtulo é baseado nos trabalhos (CAPRI et

al., 2020; DUDAL; PERUZZO; SORELLA, 2021a), portanto, para obter mais detalhes a

respeito dos assuntos tratados aqui, o leitor pode consultar essas referências.

5.1 Introdução dos operadores invariantes de BRST

5.1.1 Estudo da cohomologia de BRST

Para implementarmos as identidades de Ward necessárias para a análise da renor-

malização dos operadores O (x) e Vµ (x), primeiramente, devemos estudar a cohomologia

do operador de BRST, s, como é discutido por (PIGUET; SORELLA, 1995). Esse es-

tudo mostrará as posśıveis misturas que podem haver entre os operadores compostos no

momento da renormalização, como discutem (KLUBERG-STERN; ZUBER, 1975) e (JO-

GLEKAR; LEE, 1976). No trabalho de (DUDAL et al., 2009), por exemplo, é mostrada

a matriz de mistura do operador composto invariante de calibre F a
µν (x)F a

µν (x), que está

presente nas teorias de Yang-Mills não abelianas.

Comecemos pelo operador O (x), definido na Eq. (213). Esse operador é escalar,
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possui dimensão de massa 2, [Ng] = 0 (número de fantasma) e é par em relação à con-

jugação de carga (125) (isto é, O (x)→ O (x)). Assim, devemos buscar a quantidade não

integrada, que denotaremos por ∆ (x), com os mesmos números quânticos de O (x) e que

seja invariante de BRST, ou seja, devemos encontrar a solução mais geral posśıvel para a

equação

s∆ (x) = 0. (302)

Fazendo isso, obtemos que a solução mais geral posśıvel de (302) é

∆ (x) = a1O (x) + a2v
2, (303)

em que a1 e a2 são coeficientes arbitrários. Portanto, se quisermos estudar O (x) devemos

considerar também a quantidade invariante por BRST
´
d4x v2J (x). Embora tenhamos

escolhido O (x), em vez de ϕ∗ (x)ϕ (x), para nos livrarmos desse termo constante v2,

ele reaparece inevitavelmente por causa da renormalização. Um fato que merece ser

mencionado é o de que ∆ (x) não possui partes triviais, como mostra a Eq. (303). Dito

de outra forma, nenhum termo de ∆ (x) pode ser escrito como um BRST-exato.

O operador Vµ (x) é um vetor que possui dimensão de massa 3 e [Ng] = 0. Além

disso, como foi discutido na Subseção 4.2.2, esse operador é ı́mpar em relação à conjugação

de carga (125). Denotemos por ∆µ (x) a quantidade não integrada mais geral posśıvel

com os mesmos números quânticos de Vµ (x) e que é invariante por BRST, ou seja,

s∆µ (x) = 0. (304)

A solução da Eq. (304) é

∆µ (x) = c1Vµ (x) + c2∂νFνµ (x) + c3∂µb, (305)

em que c1, c2 e c3 são coeficientes arbitrários. O termo ∂νFνµ (x) = ∂2ATµ já foi encontrado

por (CLARK, 1975) no seu trabalho a respeito do modelo de Higgs abeliano no calibre de

Landau. O único termo que pertece à cohomologia trivial do operador s é ∂µb = −is (∂µc).

Esse termo não desempenha nenhum papel relevante, pois, além de b (x) não ser um

campo interagente, as identidades de Ward, que serão apresentadas a seguir, implicam

que ∂µb (x) não contribui para a renormalização dos outros operadores. Não é dif́ıcil

de prever isso, já que, a invariância de BRST da teoria implica em 〈Vµ (x) (∂νb) (y)〉 =

−i 〈s [Vµ (x) ∂νc (y)]〉 = 0 e 〈∂λFλµ (x) (∂νb) (y)〉 = −i 〈s [∂λFλµ (x) (x) ∂νc (y)]〉 = 0. Se-

guindo o que estabelece (COLLINS, 1986), o resultado (305) indica que a renormalização

de Vµ (x) e ∂νFνµ (x) será matricial, com os fatores de renormalização das fontes externas,

que são necessárias para introduzir esses operadores, formando uma matrix 2× 2.
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5.1.2 A ação inicial completa Σ e suas identidades de Ward

Agora que todos os operadores necessários para introduzir O (x) e Vµ (x) já foram

listados, sabemos que devemos adicionar o termo

S∆ =

ˆ
d4x

[
J (x)O (x) + η (x) v2

+Ωµ (x)Vµ (x) + Υµ (x) (∂νFνµ) (x) + Θµ (x) (∂µb) (x)] (306)

na ação inicial. As fontes externas J (x) e η (x) dão conta de O (x) e v2, respectivamente,

que são as quantidades envolvidas na renormalização de O (x). Já as fontes extenas Ωµ (x),

Υµ (x) e Θµ (x) tratam dos operadores Vµ (x), (∂νFνµ) (x) e (∂µb) (x), respectivamente. O

termo S∆ é invariante por BRST se tomarmos todas as fontes externas como sendo,

também, invariantes por BRST, isto é,

sJ = sη = sΩµ = sΥµ = sΘµ = 0 . (307)

Adotando o calibre de Landau, temos o termo de fixação de calibre

SLandau
gf =

ˆ
d4x

(
ib∂µAµ + c∂2c

)
, (308)

que corresponde a tomarmos ξ = 0 no calibre de ’t Hooft, definido na Eq. (99). Assim, a

ação de partida que vamos analisar é

Σ = SHiggs + SLandau
gf + Ss + S∆, (309)

que é invariante de BRST,

sΣ = 0. (310)

Lembrando que, SHiggs é definida na Eq. (90) e Ss =
´
d4x [H (sh) +R (sρ)] é o termo

com as transformações não lineares de BRST dos campos h (x) e ρ (x).

A ação Σ satisfaz um número significativamente grande de identidades de Ward,

que são listadas a seguir:

(i) A identidade de Slavnov-Taylor

S (Σ) = 0, (311)

sendo

S (Σ) =

ˆ
d4x

(
−∂µc

δΣ

δAµ
+
δΣ

δH

δΣ

δh
+
δΣ

δR

δΣ

δρ
+ ib

δΣ

δc

)
. (312)

A Eq. (311) expressa a invariância de BRST da ação Σ na forma de uma equação funci-
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onal;

(ii) Equação de movimento de b (x)

δΣ

δb
= i∂µAµ − ∂µΘµ. (313)

O lado direito da Eq. (313), sendo linear nos campos quânticos, é uma quebra clássica,

portanto, não é afetada por correções quânticas, como discutido no Caṕıtulo 1. A Eq.

(313) expressa, na forma funcional, o fato de b (x) não ser um campo interagente;

(iii) As equações de movimento dos campos fantasmas,

δΣ

δc
= ∂2c (314)

e

δΣ

δc
= −∂2c−Re (v + h) +Heρ. (315)

Essas equações expressam, de forma funcional, o fato de que os campos fantasmas de

Faddeev-Popov se desacoplam da teoria no calibre de Landau;

(iv) As transformações de calibre globais (101) podem ser estendidas às fontes

externas da seguinte forma:

δωh = −eωρ, δωρ = eω (v + h)

δωAµ = 0, δωc = 0, δωc = 0, δωb = 0,

δωH = −eωR, δωR = eωH,

δωJ = δωη = δωΩµ = δωΥµ = δωΘµ = 0, (316)

assim

δωΣ = 0.

Dessa forma, temos a poderosa identidade de Ward

ˆ
d4x

[
−ρδΣ

δh
+ (v + h)

δΣ

δρ
−R δΣ

δH
+H

δΣ

δR

]
= 0. (317)

Vale a pena destacar que essa simetria e, consequentemente, essa identidade de Ward não

existem no calibre Rξ;
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(v) A invariância por conjugação de carga

Aµ → −Aµ, h→ h,

ρ → −ρ, b→ −b,

c → −c, c→ −c,

H → H, R→ −R,

J → J, Ωµ → −Ωµ,

Υµ → −Υµ, Θµ → −Θµ, (318)

(vi) Identidade do número de ghost

Ng (Σ) = 0, (319)

em que

Ng =

ˆ
d4x

(
c
δ

δc
− c δ

δc
−H δ

δH
−R δ

δR

)
, (320)

(vii) Identidades das fontes externas

δΣ

δη
= v2,

δΣ

δΥµ

= ∂νFνµ,

δΣ

δΘµ

= ∂µb. (321)

Nesse caso, também temos quebras lineares nos campos, que não são afetadas por correções

quânticas. Essas identidades implicam que o contratermo invariante mais geral posśıvel é

independente das fontes η (x), Υµ (x) e Θµ (x).

A contagem de potências e as identidades de Ward listadas acima permitem que

sejam introduzidos termos puramente quadráticos, cúbicos e quárticos nas fontes J (x) e

Ωµ (x), como

ˆ
d4x J2,

ˆ
d4xΩµ∂

2Ωµ, etc.

Esses termos dão origem a termos de contato nas funções de Green com mais de uma

inserção dos operadores compostos O (x) e Vµ (x), como 〈O (x)O (y)〉 = − δ2W
δJ(x)δJ(y)

∣∣∣
J=0

.

Como estamos estudando a renormalização perturbativa dos operadores compostos, esses

termos não são inclúıdos na ação clássica de partida Σ, Eq. (309), já que, as divergência
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ultravioletas relacionadas a eles surgem de correções quânticas 22. Todos os termos não

lineares nas fontes J (x) e Ωµ (x) serão identificados e analisados quando escrevermos o

contratermo mais geral posśıvel compat́ıvel com as identidades de Ward.

5.1.3 Identidades de Ward adicionais devido aos operadores compostos

O conjunto de identidades (312)-(321) existiria na teoria mesmo se os operadores

O (x) e Vµ (x) não fossem considerados. De maneira surpreendente, quando esses ope-

radores são adicionados na ação de partida, acoplados às suas correspondentes fontes

externas, novas identidades de Ward são geradas. Esse tipo de situação não ocorre com

tanta frequência, tanto que, as pistas da existência dessas identidades nos foram forne-

cidas somente após o cálculo a 1-loop da função de correlação 〈Vµ (x)Vν (y)〉. Por isso,

decidimos abrir uma subseção somente para elas.

A ação SHiggs possui uma quebra da simetria global

δv = −ω,

δh = ω, (322)

que estabelece que v e h (x) devem aparecer sempre na combinação v+h (x). O potencial

de Higgs com o acoplamento em λ é o responsável por essa quebra. De fato, o que resulta

dessas transformações é a equação

ˆ
d4x

δSHiggs

δh (x)
− ∂SHiggs

∂v
=

ˆ
d4xλvO (x) . (323)

Note que, do lado direito da Eq. (323) temos exatamente o operador composto O (x).

Como a quebra é quadrática nos campos, a Eq. (323) não pode ser traduzida em uma

identidade de Ward a ńıvel quântico, a menos que O (x) seja introduzido desde o começo,

que é justamento o nosso caso. Assim, com algumas pequenas modificações, devido ao

termo de fixação de calibre, termos de fonte, etc, temos a identidade de Ward

ˆ
d4x

(
δΣ

δh
− λvδΣ

δJ

)
− ∂Σ

∂v
=

ˆ
d4x v (J − 2η) . (324)

22 Na verdade, pode ser que um operador composto condense devido a efeitos não perturbativos. Nesse
caso, existe uma contribuição já a ńıvel árvore que precisa ser levada em consideração.
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Além da identidade (324), a ação Σ possui a identidade

δΣ

δAµ
− 2e

δΣ

δΩµ

− eΩµ
δΣ

δJ
= −∂νFνµ − i∂µb+

ev2

2
Ωµ

+∂2Υµ − ∂µ∂νΥν . (325)

Os termos que aparecem do lado direito de (325) são termos lineares nos campos, portanto

não são um problema. Essa identidade (325) é ainda mais restritiva que (324), pois não

é integrada. Analisando o correspondente clássico da Eq. (325), podemos perceber um

fato importante a respeito de Vµ (x). A equação de movimento de Aµ (x) que resulta da

ação de Higgs é

δSHiggs

δAµ
= −∂νFνµ + 2eVµ, (326)

assim,

∂µVµ (x) =
1

2e
∂µ
δSHiggs

δAµ
, (327)

o que mostra que, a ńıvel clássico, Vµ é uma corrente conservada. A identidade de Ward

(325) expressa na forma funcional e “off-shell” essa propriedade do operador Vµ. Se temos

uma corrente conservada, naturalmente existe uma simetria por detrás dela. De fato, Vµ

é a corrente da simetria de calibre global U (1), caracterizada pelas transformações (316).

A Eq. (317) pode ser reescrita como

ˆ
d4xW (x) Σ = 0, (328)

em que W (x) é o operador local

W (x) = −ρ (x)
δ

δh (x)
+ (v + h (x))

δ

δρ (x)
−R (x)

δ

δH (x)
+H (x)

δ

δR (x)
. (329)

Assim, pelo teorema de Noether

W (x) Σ = ∂µJµ (x) . (330)

Fazendo o cálculo expĺıcito, chegamos ao resultado que

Jµ (x) = −
(

Ωµ (x)O (x) +
v2

2
Ωµ (x) + 2Vµ (x)

)
. (331)

Tomando todas as fontes {J, η,Ωµ,Υµ,Θµ} a zero, temos(
−ρ (x)

δ

δh (x)
+ (v + h (x))

δ

δρ (x)

)
(SHiggs + Sgf) = −2∂µVµ (x) . (332)
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Assim, fica claro que Vµ é a corrente conservada da simetria global U (1). Como os

operadores O (x) e Vµ (x) já estão na ação de partida, a Eq. (330) pode ser transformada

na identidade de Ward

−ρδΣ
δh

+ (v + h)
δΣ

δρ
−R δΣ

δH
+H

δΣ

δR
= −∂µ

(
Ωµ

δΣ

δJ
+ 2

δΣ

δΩµ

+
v2

2
Ωµ

)
. (333)

Combinando as Eqs. (325) e (333), obtemos a conhecida identidade de Ward local com

quebra linear

∂µ
δΣ

δAµ
+ e

[
−ρδΣ

δh
+ (v + h)

δΣ

δρ
−R δΣ

δH
+H

δΣ

δR

]
= −i∂2b, (334)

que pode ser obtida através da anticomutação da identidade de Slavnov-Taylor (312) com

a equação de movimento do campo fantasma c (315).

5.2 Caracterização do contratermo local invariante

Para encontrarmos o contratermo local invariante mais geral posśıvel, seguimos os

métodos da Renormalização Algébrica, apresentados em (PIGUET; SORELLA, 1995).

Primeiramente, perturbamos a ação inicial Σ da seguinte forma: Σ → Σ + εΣct, em

que ε é um parâmetro de expansão. De acordo com a contagem de potências, Σct é um

polinômio local integrado nos campos, parâmetros de massa e nas fontes externas, de

dimensão quatro, invariante por conjugação de carga e com [Ng] = 0. Exigindo que a

ação perturbada, Σ + εΣct satisfaça as mesmas identidades de Ward que Σ até primeira

ordem no parâmetro de ε, temos de imediato as equações:

δΣct

δb
=

δΣct

δc
=
δΣct

δc
= 0, (335)

assim como,

δΣct

δη
=

δΣct

δΘµ

=
δΣct

δΥµ

= 0. (336)

Como (335) implica que Σct é independente do campo antifantasma, c, e as fontes

(H, R) têm [Ng] = −1, não é posśıvel formar nenhum contratermo local com essas fontes

que tenha [Ng] = 0, isso quer dizer que

δΣct

δH
=

δΣct

δR
= 0. (337)

As Eqs. (335)-(337) já impõem restrições importantes aos tipos de campos e fontes que
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aparecem no contratermo, devemos ter que

Σct = Σct (A, h, ρ, v, J,Ω) . (338)

Em especial, a Eq. (337) simplifica bastante a identidade de Slavnov-Taylor (312), que se

torna equivalente a

sΣct = 0. (339)

Das Eqs. (324) e (325), obtemos as duas condições adicionais

ˆ
d4x

(
δΣct

δh
− λvδΣ

ct

δJ

)
− ∂Σct

∂v
= 0 (340)

e

δΣct

δAµ
− 2e

δΣct

δΩµ

− eΩµ
δΣct

δJ
= 0, (341)

respectivamente.

O contratermo mais geral posśıvel que satisfaz as Eqs. (335)-(341) é

Σct =

ˆ
d4x

{
a0

[
1

4
FµνFµν −

1

2e
Ωµ∂νFνµ −

1

8e2
Ωµ∂

2Ωµ +
1

8e2
Ωµ∂µ∂νΩν

]
+a1

[
(Dµϕ)∗Dµϕ+ ΩµVµ +

1

8
v2ΩµΩµ +

1

4
OΩµΩµ

]
+a2

[
λ

2

(
ϕ∗ϕ− v2

2

)2

+ JO − 1

4
OΩµΩµ +

1

32λ

(
ΩµΩµΩνΩν + 16J2 − 8JΩµΩµ

)]

+ (δa)

[
v4

4
+

1

16λ2

(
ΩµΩµΩνΩν + 16J2 − 8JΩµΩµ

)
− 1

λ

(
Jv2 − 1

4
v2ΩµΩµ

)]
+ (δσ)

[
v2

2

(
h2 + 2vh+ ρ2

)
+

1

λ

(
Jv2 − 1

4
v2ΩµΩµ − 2JO +

1

2
OΩµΩµ

)
− 1

8λ2

(
ΩµΩµΩνΩν + 16J2 − 8JΩµΩµ

)]}
, (342)

em que a1, a2, a3, δσ e δa são parâmetros livres. Tomando as fontes externas a zero,

fica claro o significado de alguns desses parâmetros: a0 está relacionado à renormalização

de 〈Aµ (x)Aν (y)〉, a1 está relacionado à renormalização de 〈h (x)h (y)〉 e 〈ρ (x) ρ (y)〉 e

a2 deve estar associado à renormalização da constante de acoplamento quártico λ. Já o

significado do contratermo invariante de BRST (δσ) v2

2
(h2 + 2vh+ ρ2) pode ser extráıdo

do seu termo linear em h. Esse contratermo começa a partir de ordem ~ e é responsável

por renormalizar a função de um ponto 〈h〉 (“tadpoles”), que na maioria das vezes é

tomada como sendo zero,

〈h〉 = 0. (343)
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A existência desse tipo de contratermo é um fato bem conhecido nos modelos onde o me-

canismo de Higgs é empregado, veja por exemplo (KRAUS; SIBOLD, 1995; HAUSSLING;

KRAUS, 1997; BECCHI; ROUET; STORA, 1975; BECCHI; ROUET; STORA, 1974). O

termo v2

2
(h2 (x) + 2vh (x) + ρ2), que nada mais é do que v2O, é removido da ação inicial

quando o campo escalar ϕ é expandido em torno de um dos mı́nimos do potencial de

Higgs. Já o contratermo (δa) v2

4
é responsável por renormalizar a energia do vácuo. Os

contratermos (δσ) v2O e (δa) v2

4
serão discutidos com mais detalhes na Seção 5.4.

Em relação ao contratermos com as fontes externas, algumas caracteŕısticas cha-

mam a atenção. A primeira delas é a presença do termo Ωµ∂νFνµ, lembrando que Ωµ é a

fonte usada para introduzir Vµ na teoria. Esse termo mistura na renormalização de Vµ o

termo ∂νFνµ, como já hav́ıamos antecipado. Algo semelhante acontece com as quantida-

des O e v2, já que existe o contratermo v2J . As identidades de Ward também permitem

termos quadráticos, cúbicos e quárticos nas fontes externas, como Ωµ∂
2Ωµ, JΩ2, Ω4, etc,

não apenas em Σct, mas também na ação de partida. Contudo, como já foi explicado, to-

dos eles, exceto posśıveis termos originários de condensados, começam a partir da ordem

~.

Depois de encontrarmos o contratermo local invariante por BRST mais geral posśıvel,

Eq. (342), podemos determinar qual é a ação “bare”do modelo, Σbare. Uma das proprie-

dades que a ação “bare”deve ter é

Σ + εΣct = Σbare +O
(
ε2
)
. (344)
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Não é dif́ıcil de se convencer que

Σbare = Σ (A0µ, h0, ρ0, b0, c0, c0, v0, e0, λ0, J0, η0,Ω0µ,Υ0µ,Θ0µ, H0, R0)

+

ˆ
d4x δσ0

v2
0

2

(
h2

0 + 2v0h0 + ρ2
0

)
+

ˆ
d4x

(ZA − 1)

8e2
0

(
−Ω0µ∂

2Ω0µ + Ω0µ∂µ∂νΩ0ν

)
+

ˆ
d4x

(Zh − 1)

4

(
1

2
v2

0 +O0

)
Ω0µΩ0µ

+

ˆ
d4x (Zλ + 2Zh − 3)

[
−1

4
O0Ω0µΩ0µ

+
1

32λ0

(
Ω0µΩ0µΩ0νΩ0ν + 16J2

0 − 8J0Ω0µΩ0µ

)]
+

ˆ
d4x (δσ)0

[
1

λ0

(
−1

4
v2

0Ω0µΩ0µ +
1

2
O0Ω0µΩ0µ

)
− 1

8λ2
0

(
Ω0µΩ0µΩ0νΩ0ν + 16J2

0 − 8J0Ω0µΩ0µ

)]
+

ˆ
d4x (δa)0

[
v4

0

4
+

1

16λ2
0

(
Ω0µΩ0µΩ0νΩ0ν + 16J2

0 − 8J0Ω0µΩ0µ

)
+

v2
0

4λ0

Ω0µΩ0µ

]
,

(345)

em que

O0 :=
1

2

(
h2

0 + 2v0h0 + ρ2
0

)
(346)

e

A0µ = Z
1
2
AAµ, h0 = Z

1
2
h h,

ρ0 = Z
1
2
ρ ρ, v0 = Z

1
2
v v,

b0 = Z
1
2
b b, c0 = Z

1
2
c c,

c0 = Z
1
2
c c, e0 = Zee,

λ0 = Zλλ, H0 = ZHH,

R0 = ZRR, Θ0µ = ZΘΘµ, (347)

(
Ω0µ

Υ0µ

)
=

(
ZΩΩ ZΩΥ

ZΥΩ ZΥΥ

)(
Ωµ

Υµ

)
,(

J0

η0

)
=

(
ZJJ ZJη

ZηJ Zηη

)(
J

η

)
. (348)

As matrizes em (348) expressam, em termos das correspondentes fontes (Ωµ,Υµ, J, η), a

mistura entre as quantidades Vµ (x) e ∂νFνµ (x), assim como entre O (x) e v2.
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Inspecionando as Eqs. (342), (344) e (345), com as definições dos fatores de renor-

malização, (347) e (348), obtemos que

Z
1
2
A = Z−1

e = 1 +
1

2
εa0 ,

Z
1
2
h = Z

1
2
ρ = Z

1
2
v = 1 +

1

2
εa1 ,

Zλ = 1 + ε (a2 − 2a1) ,

Z
1
2
c = Z

1
2
c ,

ZΘ = Z
− 1

2
b = Z

1
2
A ,

ZH = ZR = Z−1
e Z

− 1
2

h Z
− 1

2
c ,

ZΩΩ = 1 ,

ZΩΥ = 0 ,

ZΥΩ = − 1

2e
εa0 = − 1

2e
(ZA − 1) ,

ZΥΥ = Z
− 1

2
A = 1− 1

2
εa0 ,

ZJJ = 1 + ε

(
a2 − a1 − 2

δσ

λ

)
,

ZJη = 0 ,

ZηJ = ε

(
δσ

λ
− δa

λ

)
a

Zηη = Z
− 1

2
h = 1− εa1 (349)

e

(δσ)0 = ε (δσ) , (δa)0 = ε (δa) . (350)
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Portanto, para a ação “bare”, obtemos23

Σbare =

ˆ
d4x

[
1

4
F0µνF0µν + (D0µϕ0)∗ (D0µϕ0) +

λ0

2

(
ϕ∗0ϕ0 −

v2

2

)2
]

+

ˆ
d4x

(
c0∂

2c0 + ib0∂µA0µ + J0O0 + η0v
2
0 + Ω0µV0µ + Υ0µ∂νF0νµ

)
+

ˆ
d4x δσ0

v2
0

2

(
h2

0 + 2v0h0 + ρ2
0

)
+

ˆ
d4x

{
(ZA − 1)

8e2
0

(
−Ω0µ∂

2Ω0µ + Ω0µ∂µ∂νΩ0ν

)
+

(Zh − 1)

4

(
1

2
v2

0 +O0

)
Ω0µΩ0µ

+ (Zλ + 2Zh − 3)

[
−1

4
O0Ω0µΩ0µ +

1

32λ0

(
Ω0µΩ0µΩ0νΩ0ν + 16J2

0 − 8J0Ω0µΩ0µ

)]
+ (δσ)0

[
1

λ0

(
−1

4
v2

0Ω0µΩ0µ +
1

2
O0Ω0µΩ0µ

)
− 1

8λ2
0

(
Ω0µΩ0µΩ0νΩ0ν + 16J2

0 − 8J0Ω0µΩ0µ

)]
+ (δa)0

[
v4

0

4
+

1

16λ2
0

(
Ω0µΩ0µΩ0νΩ0ν + 16J2

0 − 8J0Ω0µΩ0µ

)
+

v2
0

4λ0

Ω0µΩ0µ

]}
,

(351)

em que

F0µν = ∂µA0ν − ∂νA0µ,

D0µ = ∂µ + ie0A0µ (352)

e

ϕ0 =
Z

1
2
h√
2

(v + h+ iρ) . (353)

A Eq. (351) mostra que, com a exceção do termo
´
d4x δσ0

v2
0

2
(h2

0 + 2v0h0 + ρ2
0) e os

23 Como não estamos interessados no cálculo de funções de correlação com inserções dos operadores BRST
exatos (sh, sρ), já consideraremos o caso em que as correspondentes fontes externas são nulas, isto é,
H = R = 0.



122

demais termos não lineares nas fontes24 que começam a partir de 1-loop, o contratermo

invariante mais geral posśıvel compat́ıvel pode ser absorvido na ação de partida (309)

através da redefinção dos campos, parâmetros e fontes, Eqs. (347) e (348). Com isso,

estabelecemos a renormalização do modelo de Higgs com os operadores compostos Vµ (x)

e O (x). A ação “bare”final (351) deve ser o ponto de partida para o cálculo perturbativo

de qualquer função de Green do modelo de Higgs abeliano, com ou sem inserções desses

operadores compostos, já que, se tomarmos as fontes externas Ωµ = J = 0, recuperamos o

resultado obtido por (BECCHI; ROUET; STORA, 1974; HAUSSLING; KRAUS, 1997).

A Eq. (349) merece alguns comentários adicionais:

(i) Os fatores de renormalização de v e dos campos h (x) e ρ (x) são iguais, isto é,

Zh = Zρ = Zv. (357)

Essa propriedade se deve ao conjunto de identidades de Ward do calibre de Landau. Em

especial, a identidade de Ward (317) que expressa a simetria global U (1). Esse resultado

implica que

O0 (x) = ZhO (x) ,

V0µ (x) = ZhVµ (x) , (358)

que são relações muito úteis para o cálculo dos fatores de renormalização das fontes J (x)

e Ωµ (x).

(ii) O fator de renormalização da carga elétrica, Ze, não é independente do fator

24 É importante mencionarmos que esses termos de ordens mais elevadas nas fontes podem ser absorvidos
através de redefinições não lineares das fontes (J, η). Podemos tomar

J0 = J + ε
(
z1J + zΩΩµΩµ + z3v

2
)

(354)

e

η0 = η + ε

[
zηη + z̃JJ + z̃ΩΩµΩµ +

z̃4

v2

(
Ω4 + 16J2 − 8JΩ2

)]
, (355)

em que

zJ = a2 − a1 − 2
δσ

λ
, zΩ = −a2

4
,

z3 =
δσ

2
, zη = −a1,

z̃J =
δσ

λ
, z̃Ω = −δσ

4λ
, z4 =

a2

32λ
− δσ

8λ2
. (356)

Note a similaridade entre (zJ , zη) e os fatores ZJJ e Zηη da Eq. (349).
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de renormalização do campo de calibre Aµ. O que temos é

e0A0µ = eAµ, ZeZ
1
2
A = 1, (359)

que é um resultado bem conhecido das teorias de calibre abelianas, como a QED, veja

(PESKIN; SCHROEDER, 1995). A verificação expĺıcita dessa propriedade a 1-loop, ou

ordens mais elevadas, pode ser feita através da análise da parte divergente na massa do

bóson de calibre. Comentaremos mais a respeito disso a seguir.

(iii) Para finalizar, vamos escrever explicitamente as matrizes de mistura(
Ω0µ

Υ0µ

)
=

(
1 0

− 1
2e
εa0

(
1− ε

2
a0

) )( Ω0µ

Υ0µ

)
(
J0

η0

)
=

( (
1 + ε

(
a2 − a1 − 2 δσ

λ

))
0

ε
(
δσ
λ
− δa

λ

)
(1− εa1)

)(
J

η

)
. (360)

Essa renormalização segue o padrão geral fornecido em (KLUBERG-STERN; ZUBER,

1975; JOGLEKAR; LEE, 1976).

5.3 Fatores de renormalização Z até 1-loop

Com a ação “bare”(351), podemos obter as regras de Feynman corretas para o

cálculo perturbativo de qualquer função de Green. Como nenhum fator de renormalização

novo é necessário para a renormalização dos operadores compostos O (x) e Vµ (x), todos os

fatores de renormalização da teoria podem ser obtidos a partir do cálculo das funções de

correlação dos campos elementares. Graças às simetrias que existem no modelo, também

não é preciso calcular todas as funções de correlação com os correspondentes contrater-

mos na ação bare. Neste modelo, é suficiente calcularmos as funções 〈h (0)〉, 〈h (x)h (y)〉,
〈ρ (x) ρ (y)〉 e 〈Aµ (x)Aν (y)〉. Os cálculos que fornecem os fatores de renormalização e

verificam a validade da análise algébrica feita na seção anterior podem ser encontrados

nos trabalhos (CAPRI et al., 2020; DUDAL; PERUZZO; SORELLA, 2021a). Aqui apre-

sentaremos apenas os principais resultados.
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Expandindo os fatores de renormalização até ordem ~, ou seja, até 1-loop,

ZA = 1 + ~Z(1)
A

Zh = 1 + ~Z(1)
h

Zλ = 1 + ~Z(1)
λ

ZJJ = 1 + ~Z(1)
JJ

ZηJ = ~Z(1)
ηJ

ZJη = 0

Zηη = Z−1
h

ZΩΩ = 1 + ~Z(1)
ΩΩ

ZΥΩ = ~Z(1)
ΥΩ

ZΩΥ = 0

ZΥΥ = Z−1
A

(δσ)0 = ~ (δσ)(1) ,

(δa)0 = ~ (δa)(1) , (361)

obtemos a ação “bare”e as regras de Feynman do Apêndice A. Com essas regras, no

trabalho (CAPRI et al., 2020) foram calculadas até 1-loop as funções dos campos ele-

mentares: 〈h〉, 〈h (x)h (y)〉 e 〈Aµ (x)Aν (y)〉. Nesse mesmo trabalho existe uma subseção

com o cálculo da função 〈ρ (x) ρ (y)〉, que mostra explicitamente que o modo de Goldstone

permanece sem massa no calibre de Landau. Também existe uma seção com o cálculo das

funções 〈h (x)O (x)〉 e 〈Aµ (x)Vν (y)〉, que possuem uma inserção de operador composto.

A função de um ponto 〈h (0)〉 até 1-loop, com a inclusão do contratermo, vale

〈h (0)〉1-loop =
3λv

2
χ
(
m2
h

)
+ e2v (d− 1)χ

(
m2
)

+ (δσ)(1) v3. (362)

Impondo que os “tadpoles”se anulam a 1-loop, ou seja,

〈h (0)〉1-loop = 0,

obtemos que

(δσ)(1) =
1

v2

[
−e2 (d− 1)χ

(
m2
)
− 3

2
λχ
(
m2
h

)]
, (363)

cuja parte divergente no esquema MS é

(δσ)
(1)
div =

1

(4π)2

1

v2

(
3e2m2 +

3

2
λm2

h

)(
2

ε
− γ + ln (4π)

)
. (364)

(em que ε = 4 − d). Os fatores de renormalização
(
Z

(1)
A , Z

(1)
h , Z

(1)
λ

)
podem ser obti-
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dos através do cálculo a 1-loop das funções de 2-pontos 〈h (x)h (y)〉, 〈Aµ (x)Aν (y)〉 e

〈ρ (x) ρ (y)〉. Aplicando nessas funções de Green o esquema MS, obtemos

Z
(1)
A = − e2

48π2

(
2

ε
− γ + ln (4π)

)
,

Z
(1)
h =

3e2

16π2

(
2

ε
− γ + ln (4π)

)
,

Z
(1)
λ =

1

16π2

(
5λ+ 6

e4

λ
− 6e2

)(
2

ε
− γ + ln (4π)

)
. (365)

A partir dos fatores Z
(1)
A e Z

(1)
λ , como mostrado por (RAMOND, 1981), podemos deter-

minar que as funções β de e e λ, até 1-loop, valem

βe =
e3

48π2
,

βλ =
1

8π2

(
5λ2 − 6e2λ+ 6e4

)
, (366)

respectivamente, que concordam com os resultados fornecidos por (KRAUS; SIBOLD,

1995).

A respeito da relação ZeZ
1
2
A = 1, que foi mencionada anteriormente e implica em

e0A0µ = eAµ, existem algumas formas de verificá-la. Por exemplo, podeŕıamos calcular

as correções perturbativas ao vértive ve2hAµAµ. No entanto, a forma mais simples de se

verificar essa relação é através das correções à massa do bóson de calibre. A relação acima

implica que

1

2
e2

0v
2
0A0µA0µ =

Zh
2
e2v2AµAµ =

Zh
2
m2AµAµ,

o que significa que a renormalização da massa do bóson de calibre deve ser feita intei-

ramente pelo fator de renormalização do campo de Higgs h, Zh. Esse é precisamente o

resultado que encontramos em (CAPRI et al., 2020) através do cálculo a 1-loop da função

〈Aµ (p)Aν (−p)〉.
Vejamos agora os demais fatores de renormalização, que são aqueles envolvendo as

fontes externas. Os fatores
(
Z

(1)
JJ , Z

(1)
ΥΩ, Z

(1)
ΩΩ

)
podem ser extráıdos das funções 〈h (x)O (y)〉

e 〈Aµ (x)Vν (y)〉. Como fizemos em (CAPRI et al., 2020), para obter essas funções, primei-

ramente, calculamos as funções de 1-ponto 〈h (x)〉J e 〈Aµ (x)〉Ω, em que os ı́ndices “J” e

“Ω” significam que essas fontes não são tomadas iguais a zero ainda, sendo tratadas como

campos externos nas regras de Feynman, veja o Apêndice A. Depois do cálculo a 1-loop

de 〈h (x)〉J e 〈Aµ (x)〉Ω, essas funções são derivadas em relação a J e Ω, respectivamente,
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para obtermos as funções desejadas, isto é,

δ 〈h (x)〉J
δJ (y)

∣∣∣∣
J=Ω=0

= 〈h (x)O (y)〉 ,

δ 〈Aµ (x)〉Ω
δΩν (y)

∣∣∣∣
J=Ω=0

= 〈Aµ (x)Vν (y)〉 . (367)

A correção a 1-loop do fator ZJJ é obtido a partir de 〈h (x)O (y)〉. O resultado que

encontramos no esquema MS é

Z
(1)
JJ =

1

16π2

(
2λ− 3e2

)(2

ε
− γ + ln (4π)

)
. (368)

Esse resultado concorda com aquele estabelecido a partir das identidades de Ward e da

análise algébrica, Eq. (349), que é

Z
(1)
JJ = Z

(1)
λ + Z

(1)
h − 2

(δσ)
(1)
div

λ
. (369)

Outros resultados fornecidos pelas identidades de Ward e a análise algébrica são

ZΩΩ = 1,

ZΥΩ = − 1

2e
(ZA − 1) , (370)

que significa que ZΩΩ não recebe correções perturbativas, enquanto que ZΥΩ começa a

partir de 1-loop e é expresso em termos do fator de renormalização do campo de calibre,

ZA. A 1-loop, o que encontramos são

Z
(1)
ΩΩ = 0,

Z
(1)
ΥΩ =

e

96π2

(
2

ε
− γ + ln (4π)

)
,

veja (CAPRI et al., 2020), que está em total acordo com a predição (370).

5.4 “Tadpoles”, energia do vácuo e o condensado 〈O (x)〉

Analisemos agora a energia do vácuo, que denotamos por Ev. A 1-loop25, o resul-

tado que segue da soma de todas as bolhas de vácuo é

Ev =
1

2

ˆ
ddk ln

(
k2 +m2

h

)
+
d− 1

2

ˆ
ddk ln

(
k2 +m2

)
+ (δa)(1) v

4

4
. (371)

25 O valor da energia do vácuo a ńıvel clássico é zero, já que ϕ = v√
2

é um mı́nimo do potencial.
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Derivando a Eq. (371) em relação a v, temos

∂Ev
∂v

= λvχ
(
m2
h

)
+ e2v (d− 1)χ

(
m2
)

+ (δa)(1) v3, (372)

que pode ser reescrita como

∂Ev
∂v

= 〈h〉1-loop + (δa)(1) v3 − (δσ)(1) v3 − λv

2
χ
(
m2
h

)
, (373)

através da Eq. (362). Escolhendo o contratermo (δa)(1) como sendo

(δa)(1) = (δσ)(1) +
λ

2v2
χ
(
m2
h

)
=

1

v2

[
−e2 (d− 1)χ

(
m2
)
− λχ

(
m2
h

)]
, (374)

o resultado que segue é

∂Ev
∂v

= 〈h〉1-loop = 0, (375)

se os “tadpoles”forem cancelados. De maneira geral, os dois contratermos invariantes por

BRST, (δσ)0 e (δa)0, podem ser fixados ordem a ordem na expansão em loops de tal forma

que as duas condições: cancelamento do “tadpoles”e minimização da energia do vácuo,

sejam simultaneamente satisfeitas.

Se as duas condições descritas no parágrafo anterior forem satisfeitas (∂Ev
∂v

= 0 e

〈h〉 = 0), a identidade de Ward (324) impõe que, perturbativamente, o operador O (x)

não condensa. Podemos verificar isso explicitamente a 1-loop com os resultados obtidos

até agora. Por definição,

〈O (x)〉 =
δW

δJ

∣∣∣∣
J=0

, (376)

em que W é o gerador das funções conexas. Para o cálculo de 〈O (0)〉, somamos todos

os diagramas de Feynman conexos que possuem um vértice com a fonte J̃ (0) e nenhuma

perna externa (J̃ (p) é a tranformada de fourier de J (x)). Depois disso, derivamos em

relação à fonte J e tomamos todas as fontes externas como sendo zero. Olhando para

ação bare (351) e os fatores de renormalização (347), vemos que os termos lineares em J

estão contidos em
ˆ
d4x

(
J0O0 + η0v

2
0

)
. (377)

Fazendo o cálculo, como foi feito em (DUDAL; PERUZZO; SORELLA, 2021a), obtemos

〈O (0)〉 =
1

2
χ
(
m2
h

)
+

(δσ)(1)

λ
v2 − (δa)(1)

λ
v2

= 0, (378)
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em que o anulamento se deve exatamente à condição (374).

Da identidade de Ward (324) resulta a identidade

ˆ
d4x

(
δΓ

δh
− λv δΓ

δJ

)
− ∂Γ

∂v
=

ˆ
d4x v (J − 2η) (379)

para o funcional gerador 1PI, Γ. Tomando todos os campos e fontes a zero, obtemos

∂Ev
∂v

= 〈h〉 − λv 〈O〉 . (380)

Até onde nós sabemos, (DUDAL; PERUZZO; SORELLA, 2021a) é o primeiro trabalho

onde a relação entre o cancelamento dos “tadpoles”e o procedimento de minimização da

energia do vácuo Ev é estabelecida através de uma identidade de Ward, (379). Claro, essa

identidade depende da introdução do operador composto O (x) desde o começo.

Como (δσ)0 e (δa)0 são independentes entre si, podeŕıamos escolher outras condições

de renormalização para 〈h〉 e ∂Ev
∂v

, que resultariam em 〈O〉pert 6= 0, de acordo com a Eq.

(380). A Eq. (380) resulta de uma identidade funcional da teoria, portanto, a prinćıpio,

sua validade deve ir além da teoria de perturbações. Assim sendo, mesmo que 〈O〉pert = 0

ordem a ordem em teoria de perturbações, o que garantiria a equivalência entre o can-

celamento dos “tadpoles”e a minimização da energia, efeitos não perturbativos poderiam

levar a 〈O〉ñ-pert 6= 0. No modelo de Higgs abeliano não esperamos que esse seja o caso, é

mais provável que esse condensado não perturbativo exista em modelos não-abelianos.

5.5 Resultados exatos para a função de correlação 〈Vµ (p)Vν (−p)〉

Nesta seção, será demonstrada que a parte transversal da função de 2-pontos do

operador composto Vµ, Pµν 〈Vµ (p)Vν (−p)〉, pode ser expressa exatamente em termos da

função de 2-pontos do campo de calibre, 〈Aµ (p)Aν (−p)〉. Além disso, a mesma identidade

implica que a parte longitudinal, Lµν 〈Vµ (p)Vν (−p)〉, é independente do momento p e a

única correção quântica resulta de 〈O〉. Esse último resultado, em especial, implica que

Lµν 〈Vµ (p)Vν (−p)〉 não pode ser associado a nenhum modo f́ısico de propagação. Esse é

um importante teste de consistência para a descrição do bóson vetorial massivo em termos

do operador composto Vµ. Apenas a parte transversal da função 〈Vµ (p)Vν (−p)〉 contém

um polo em p2 6= 0, o que implica na existência de uma part́ıcula vetorial massiva no

espectro da teoria.

A demonstração começa pela identidade de Ward

δΓ

δAµ (x)
− 2e

δΓ

δΩµ (x)
− 2Ωµ (x)

δΓ

δJ (x)
= −

(
∂2δµα − ∂µ∂α

)
Aα (x)− i∂µb (x)

+
ev2

2
Ωµ (x) + ∂2Υµ − ∂µ∂αΥα, (381)
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que resulta da identidade de Ward (325) da ação Σ. Essa identidade (381) pode ser

reescrita em termos do funcional gerador das funções conexas

W = Γ +
∑

camposφ

ˆ
d4x Jφφ,

resultando em

−JAµ − 2e
δW

δΩµ (x)
− 2Ωµ (x)

δW

δJ (x)
= −

(
∂2δµα − ∂µ∂α

) δW

δJAα (x)
− i∂µ

δW

δJ b (x)

+
ev2

2
Ωµ (x) + ∂2Υµ − ∂µ∂αΥα, (382)

em que JAµ e J b são as fontes de Aµ e b, respectivamente. Atuando com δ/δJAν (y) em

(382) e tomando todas as fontes a zero, obtemos

−δµνδ4 (x− y) + 2e 〈Vµ (x)Aν (y)〉 =
((
∂2
)x
δµα − ∂xµ∂xα

)
〈Aα (x)Aν (y)〉

+i∂xµ 〈b (x)Aν (y)〉 , (383)

em que as funções conexas são definidas como

〈Vµ (x)Aν (y)〉 = − δ2W

δΩµ (x) δJAν (y)

∣∣∣∣
J=0

,

〈b (x)Aν (y)〉 = − δ2W

δJ b (x) δJAν (y)

∣∣∣∣
J=0

,

〈Aα (x)Aν (y)〉 = − δ2W

δJAα (x) δJAν (y)

∣∣∣∣
J=0

. (384)

Da identidade de Ward (313) resulta que

〈b (x)Aν (y)〉 = −
ˆ

d4k

(2π)4

kν
k2
e−ik·(x−y), (385)

assim como a transversalidade da função 〈Aµ (x)Aν (y)〉, devido ao calibre ser de Landau,

∂µAµ = 0. Assim, a Eq. (383) pode ser reescrita como

2e 〈Vµ (x)Aν (y)〉 = ∂2
x 〈Aµ (x)Aν (y)〉+

(
δµν −

∂µ∂ν
∂2

)xz
δ4 (z − y) (386)

ou, equivalentemente, no espaço dos momentos,

2e 〈Vµ (p)Aν (−p)〉 = −p2 〈Aµ (p)Aν (−p)〉+ Pµν (p) . (387)

Agora, atuando com δ/δΩν (y) em (382), obtemos uma relação entre as funções 〈Vµ (x)Aν (y)〉
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e 〈Vµ (x)Vν (y)〉, que é

2e 〈Vµ (x)Vν (y)〉 − eδµνδ4 (x− y) 〈O (x)〉 =
(
∂2δµα − ∂µ∂α

)x 〈Aα (x)Vν (y)〉

+ i∂xµ 〈b (x)Vν (y)〉 +
ev2

2
δµνδ

4 (x− y) . (388)

A equação acima pode ser simplificada graças à invariância de BRST da teoria e do

operador Vµ, que implicam em

〈b (x)Vν (y)〉 = −i 〈s [c (x)Vν (y)]〉 = 0. (389)

Utilizando a Eq. (386) na Eq.(388), encontramos

4e2 〈Vµ (x)Vν (y)〉 =
(
∂4
)x 〈Aµ (x)Aν (y)〉+

(
∂2
)x(

δµν −
∂µ∂ν
∂2

)xz
δ4 (x− y)

+
(
m2 + 2e2 〈O〉

)
δµνδ

4 (x− y) , (390)

que no espaço dos momentos corresponde a

4e2 〈Vµ (p)Vν (−p)〉 = p4 〈Aµ (p)Aν (−p)〉 − p2Pµν (p) +
(
m2 + 2e2 〈O〉

)
δµν . (391)

Separando a Eq. (391) nas componentes longitudinais e transversais, obtemos os resulta-

dos já anunciados:

Pµν (p) 〈Vµ (p)Vν (−p)〉 =
p4

4e2
Pµν (p) 〈Aµ (p)Aν (−p)〉

−3
(p2 −m2 − 2e2 〈O〉)

4e2
(392)

e

Lµν (p) 〈Vµ (p)Vν (−p)〉 =
v2

4
+
〈O〉
2
. (393)

Essas relações foram verificadas explicitamente até 1-loop no trabalho (DUDAL; PE-

RUZZO; SORELLA, 2021a). Em especial, (392) é uma prova algébrica de que a parte

transversal de 〈Vµ (p)Vν (−p)〉 possui o mesmo polo da parte transversal de 〈Aµ (p)Aν (−p)〉,
concordando com o resultado a 1-loop do Caṕıtulo 4.

5.6 O modelo de Higgs revisitado através do Teorema de Equivalência

Como O (x) e Vµ (x) parecem levar aos mesmos resultados dos campos elementares

h (x) e Aµ (x), no entanto, com o adicional da invariância de calibre, podemos pensar em

reescrever toda a ação de Higgs com o termo de fixação de calibre, isto é, SHiggs + Sgf,
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em função desses operadores. Este tipo de mudança de variáveis no modelo de Higgs

pode ser encontrado na literatura, como em (POKORSKI, 2005), no entanto, isso é feito

geralmente a ńıvel clássico, sem levar em consideração o Jacobiano que aparece na integral

funcional e no calibre unitário. A seguir, faremos algo semelhante, mas sem negligenciar

esses pontos.

5.6.1 Passo 1: das coordenadas cartesianas para as coordenadas polares

Seja a função de partição do modelo de Higgs

ZHiggs =

ˆ
[DΦ] e−(SHiggs(A,h,ρ)+

´
d4x(ib∂A+c∂2c)) (394)

em que SHiggs (A, h, ρ) é a ação de Higgs expressa em termos de coordenadas cartesianas

(h, ρ) do campo ϕ (x) = 1√
2

(v + h (x) + iρ (x)), veja a Eq. (90). A medida [DΦ] denota a

integração sobre os campos (Aµ, h, ρ, b, c, c). O campo ϕ (x) também pode ser expresso

em termos de coordenadas polares (h′, ρ′), em que ϕ (x) = (v + h′ (x)) eiρ
′
. Façamos a

mudança de coordenadas cartesianas para coordenadas polares com uma transformação

adicional no campo Aµ:

h = (h′ + v) cos (ρ′)− v,

ρ = (h′ + v) sin (ρ′) ,

Aµ = A′µ −
1

e
∂µρ

′, (395)

os demais campos (b, c, c) são mantidos inalterados. Fazendo a mudança de variáveis na

função de partição, temos26

ZHiggs =

ˆ
[DΦ′] (detM) e−(SHiggs(A

′,h′,ρ′)+
´
d4x(ib(∂A′− 1

e
∂2ρ′)+c∂2c)), (396)

em que [DΦ′] = [DA′Dh′Dρ′DbDcDc] e (detM) é o Jacobiano resultante de (395),

(detM) = det

δ4 (x− y)

 cos (ρ′) − (h′ + v) sin (ρ′) 0

sin (ρ′) (h′ + v) cos (ρ′) 0

0 −1
e
∂xν δνµ


 . (397)

26 SHiggs (A′, h′, ρ′) := SHiggs (A (A′, h′, ρ′) , h (A′, h′, ρ′) , ρ′ (A′, h′, ρ′)).
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O determinante que aparece em (396) pode ser exponenciado com a ajuda de um novo

conjunto de campos fantasmas (η, σ, ξν) e campos antifantasmas
(
η, σ, ξν

)
,

(detM) =

ˆ
[D (novos fantasmas)] e−Sghosts, 1 , (398)

sendo [D (novos fantasmas)] =
[
DηDσDξ DηDσDξ

]
e

Sghosts, 1 =

ˆ
d4x

(
ηη cos (ρ′)− ησ (h′ + v) sin (ρ′)− 1

e
ξµ∂µσ

)
+

ˆ
d4x

(
ση sin (ρ′) + σσ (h′ + v) cos (ρ′) + ξµξµ

)
. (399)

Dáı resulta que

ZHiggs =

ˆ
[DΦ′] [D (novos ghosts)] e−Seff , (400)

em que

Seff = S0 + Sghosts, 1,

S0 (A′, h′, ρ′) = SHiggs (A′, h′, ρ′) +

ˆ
d4x

(
ib

(
∂µA

′
µ −

1

e
∂2ρ′

)
+ c∂2c

)
.

Não é dif́ıcil de verificar que Seff é invariante pelas seguintes transformações nilpotentes

de BRST

sA′µ = 0,

sh′ = 0,

sρ′ = ec, sc = 0,

sc = ib, sb = 0,

sξµ = sξµ = sη = sσ = 0,

sη = −ecσ,

sσ = ecη. (401)

Como é mencionado por (BLASI et al., 1999), a existência da transformação de BRST

(401) garante que as redefinições (395) são impercept́ıveis para as quantidades f́ısicas,

como é estabelecido pelo Teorema da Equivalência (BERGERE; LAM, 1976; HAAG,

1958; KAMEFUCHI; O’RAIFEARTAIGH; SALAM, 1961; LAM, 1973). Os novos campos

fantasmas (η, σ, ξν) e antifantasmas
(
η, σ, ξν

)
são responsáveis por compensar os efeitos

da mudança de variáveis, veja (BLASI et al., 1999).
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Vejamos o que aconteceu com a ação de Higgs escrita em coordenadas polares:

SHiggs (A′, h′, ρ′) =

ˆ
d4x

[
1

4
F 2 (A′) +

1

2
(∂µh

′)
2

+
e2

2
(A′)

2
(v + h′)

2

+
λ

8

(
h′2 + 2h′v

)2
]
, (402)

em que, de acordo com as transformações de BRST (401), as novas variáveis
(
A′µ, h

′) são

invariantes de calibre. Isso significa que não existe mais nenhum rastro da simetria de

calibre local U (1) original, pois tudo está expresso em termos de campos invariantes de

calibre. Da Eq. (395) é posśıvel notar que, de fato, o bóson de Goldstone ρ′ foi “absorvido”

pelo campo vetorial, que é o conteúdo f́ısico principal do mecanismo de Higgs.

5.6.2 Passo 2: das coordenadas polares para os operadores invariantes de calibre (O, Vµ)

O Passo 1 pode ser melhorado, não apenas para formalmente banirmos do se-

tor f́ısico da teoria os novos campos fantasmas
(
η, σ, ξµ

)
e antifantasmas (η, σ, ξµ), mas

também para mostrar que o termo Sghosts, 1 é um termo do tipo “fixação de calibre”.

Primeiramente, notemos que os operadores (O, Vµ) nas novas variáveis são

O =
1

2
(v + h′)

2 − v2

2
, Vµ =

e

2
(v + h′)

2
A′µ (403)

Como esperado, O e Vµ não dependem do campo de Goldstone ρ′. As relações (403)

podem ser invertidas,

h′ =

√
2

(
O +

v2

2

)
− v, A′µ =

1

e

Vµ(
O + v2

2

) , (404)

que por conveniência escrevemos como

h′ =
O

v

(
1 + ζf1

(
O

v2

))
, A′µ =

2Vµ
ev2

(
1 + ζf2

(
O

v2

))
, (405)

em que o parâmetro ζ foi introduzido na frente das partes não-lineares f1

(
O
v2

)
e f2

(
O
v2

)
,

que são séries de potências em O
v2 . O papel de ζ ficará claro em breve. Podemos usar

(405) e fazer outra mudança de variáveis na função de partição ZHiggs, (396). Como

fizemos antes, podemos introduzir um novo conjunto de campos fantasmas e antifantasmas

(ω, ω, ωµ, ωµ) para exponenciar o Jacobiano da transformação. Procedendo dessa forma,

a nova ação clássica resultante é

Snew (Vµ, O, ρ
′) = S0

(
2Vµ
ev2

,
O

v
, ρ′
)

+ ζS1 (Vµ, O, ρ
′) + Sghosts, 1 + Sghosts, 2, (406)
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em que

ζS1 (Vµ, O, ρ
′) = S0

(
2Vµ
ev2

(
1 + ζf2

(
O

v2

))
,
O

v

(
1 + ζf1

(
O

v2

))
, ρ′
)

−S0

(
2Vµ
ev2

,
O

v2
, ρ′
)

(407)

e

Sghosts, 2 =

ˆ
d4x

(
ω ωµ

)( 1
v

(1 + ζf1) + O
v
ζ δf1

δO
0

2 ζVµ
ev2

δf2

δO
2
ev2 δµν (1 + ζf2)

)
(

ω

ωµ

)
. (408)

Como O e Vµ são invariantes de calibre, as transformação de BRST podem ser natural-

mente generalizada para os novos fantasmas,

sω = sω = sωµ = sωµ = 0. (409)

Além do operador de BRST s, podemos introduzir um outro operador nilpotente

anticomutante δ, com as transformações

δBη = η, δBσ = σ, δBξ
µ = ξµ,

δBω = ω, δBω
µ = ωµ,

δβ = ζ, δζ = 0,

δ (demais campos) = 0, (410)

em que, seguindo (BLASI et al., 1999), foram adicionados novos campos fantasmas(
Bη, Bσ, Bξ

µ, B
ω, Bω

µ

)
e um parâmetro grassmaniano β, todos eles invariantes pelo ope-

rador de BRST, ou seja,

s
(
Bη, Bσ, Bξ

µ, B
ω, Bω

µ , β, ζ
)

= 0. (411)

Das transformações geradas por s e δ, seguem os resultados

δ2 = 0, {s, δ} = 0. (412)

Por conveniência, vamos fazer a substituição de Sghosts, 1 da Eq. (399) por

Sghosts, 1 = ζ

ˆ
d4x

(
ηη cos (ρ′)− ησ

(
O

v
(1 + ζf1) + v

)
sin (ρ′)− 1

e
ξν∂νσ

)
ζ

ˆ
d4x

(
ση sin (ρ′) + σσ

(
O

v
(1 + ζf1) + v

)
cos (ρ′) + ξνξν

)
, (413)

que corresponde a multiplicar por
√
ζ cada um dos campos

(
η, σ, ξµ, η, σ, ξµ

)
. É impor-
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tante notar que essa redefinição não altera as transformações BRST (401). Feitas essas

alterações, podemos agora reescrever a nova ação (406) como

Snew (Vµ, O, ρ
′) = S0

(
2Vµ
ev2

,
O

v
, ρ′
)

+ δ [βS1 (Vµ, O, ρ
′) + G1 + G2] , (414)

em que

G1 = ζ

ˆ
d4x

(
Bηη cos (ρ′)−Bησ

(
O

v
(1 + ζf1) + v

)
sin (ρ′)− 1

e
Bξ
µ∂µσ

)
+ζ

ˆ
d4x

(
Bσση sin (ρ′) +Bσσ

(
O

v
(1 + ζf1) + v

)
cos (ρ′) +Bξ

µξν

)
,

G2 =

ˆ
d4x

(
Bω Bω

µ

)( 1
v

(1 + ζf1) + O
v
ζ δf1

δO
0

2 ζVµ
ev2

δf2

δO
2
ev2 δµν (1 + ζf2)

)
(

ω

ωµ

)
. (415)

Equivalentemente, nós podeŕıamos ter introduzido uma invariância de BRST estendida,

como no trabalho de (DELDUC et al., 1996), que corresponderia ao operador nilpotente

s̃ = s+ δ, s̃Snew = 0. Não usaremos esse abordagem, aqui trabalharemos com s e δ27.

Os ghost que foram introduzido para exponenciar os Jacobianos possuem um novo

número de ghost, que denotaremos por
[
N g

]
.
[
N g

]
= +1 para (σ, η, ξµ, ω, ωµ),

[
N g

]
=

−1 para
(
σ, η, ξµ, ω, ωµ, β

)
e
[
N g

]
= −2 para

(
Bη, Bσ, Bξ

µ, B
ω, Bω

µ

)
. O operador δ

aumenta em uma unidade
[
N g

]
. Os outros campos e, obviamente, a ação Snew possuem[

N g

]
= 0.

Para definir o subespaço f́ısico da teoria, podemos identificar a cohomologia do

operador de BRST s, que, além dos operadores invariantes de calibre já conhecidos do

modelo de Higgs abeliano, contém outros operadores formados com os novos fantasmas

e que não são s-exatos. Para remover esses operadores adicionais do subespaço f́ısico,

podemos impor a restrição de que os funcionais dos campos, além de pertenceram à coho-

mologia de s, devem pertencer à cohomologia do operador δ. Denotando por s ∩ δ a

interseção da cohomologia de s com a cohomologia δ, isso significa que o subespaço f́ısico

deve estar contido em s∩δ. Esse é um exemplo de “constrained cohomology”, um conceito

que já foi empregado em outros casos, como na caracterização dos observáveis de teorias

de Yang-Mills topológicas, veja (DELDUC et al., 1996; OUVRY; STORA; BAAL, 1989;

STORA, 1996). No nosso caso, como todos os campos fantasmas introduzidos no Passo

1 e Passo 2 formam dubletos do operador δ, pelo Teorema dos Dubletos (PIGUET; SO-

RELLA, 1995), qualquer funcional F formado com esses campos fantasmas e invariante

27 As duas formulações devem ser equivalentes, veja (DELDUC et al., 1996)
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por δ é δ-exato, isto é, F = δ(...). Portanto, s ∩ δ conterá apenas os operadores invari-

antes de calibre já conhecidos, como o desejado. Além disso, esses operadores podem ser

expressos em termos de O e Vµ.

A dependência da ação efetiva Γ, e consequentemente da matriz-S, em relação ao

parâmetro ζ está sob controle e pode ser expressa na forma de uma equação fucional. O

operador δ pode ser escrito em forma funcional como

D =

ˆ
d4x

(
η
δ

δBη
+ σ

δ

δBσ
+ ξµ

δ

δBξ
µ

+ ω
δ

δBω
+ ωµ

δ

δBω
µ

+ ζ
∂

∂β

)
. (416)

Podemos ver que, assim como δ, o operador D é nilpotente, isto é,

D2 = 0. (417)

Como D é linear, ele pode ser usado a ńıvel quântico sem modificações. Além disso, não

é dif́ıcil de demonstrar que

∂

∂ζ
DF −D∂F

∂ζ
=

∂F
∂β

, (418)

para qualquer funcional F . Já que Snew é invariante por δ, então DSnew = 0 e, conse-

quentemente,

DΓ = 0, (419)

que é uma identidade de Ward não anômala, já que, os termos de quebra devem pertencer

à cohomologia trivial de δ 28.

A Eq. (414) pode ser reescrita como

Snew = S0 +DY , (421)

em que

Y = βS1 (Vµ, O, ρ
′) + G1 + G2. (422)

28 Ao invés de (419), podeŕıamos ter

DΓ = ~n∆, (420)

em que ∆ (o termo e quebra) é um polinômio local integrado nos campos e com
[
N g

]
= 1. Da

nilpotência de D, resulta D∆ = 0. Como todos os campos que possuem a carga
[
N g

]
formam dubletos

de δ, pelo Teorema dos Dubletos (PIGUET; SORELLA, 1995), então ∆ = D∆̂. Assim, encontramos
um funcional Γ = Γ− ~n∆ que satisfaz a identidade de Ward, DΓ = 0 +O

(
~n+1

)
. Isso quer dizer que

a identidade de Ward não é anômala.
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Atuando com ζ ∂
∂ζ

em (421) e utilizando a propriedade (418) do operador D, obtemos

ζ
∂Snew

∂ζ
= D

(
ζ
∂Y
∂ζ

+ βS1

)
. (423)

Lembrando que S0 é independente ζ. Pelo Prinćıpio de Ação Quântica, veja (PIGUET;

SORELLA, 1995), o resultado a ńıvel clássico (423) resulta em

ζ
∂Γ

∂ζ
= D (∆Y · Γ + ∆1 · Γ) , (424)

em que ∆Y · Γ = ζ ∂Y
∂ζ

+ O (~) e ∆1 · Γ = βS1 + O (~) são as inserções quânticas que

se reduzem aos operadores presentes em (423) quando ~ → 0, veja o Caṕıtulo 1. O

que foi demonstrado com o resultado (424) é que os termos dependentes de ζ da ação

efetiva pertencem todos à cohomologia trivial de δ, portanto não afetam os valores dos

observáveis f́ısicos. A fortiori, os termos não renormalizáveis que resultam de f1 e f2 em

(414) não resultarão em divergências ultravioletas incuráveis nas funções de correlação

f́ısicas.

A análise feita acima implica que, no final, as partes da ação relevantes fisicamente

podem ser expressas em termos dos operadores de calibre O e Vµ, em que apenas os termos

lineares em (405) são relevantes. Concretamente, isso significa considerarmos

Snew =

ˆ
d4x

[
1

4
F 2

(
2Vµ
ev2

)
+

1

2v2
(∂µO)2 +

2

v2
V 2
µ +

4

v4
V 2
µO +

λ

2
O2

]
+s

[ˆ
d4x

(
2c

ev2
∂µVµ −

1

e
c∂2ρ′

)]
+ δ [ . . . ] . (425)

Note que em (425) existem dois termos exatos, um em relação a s e outro em relação a

δ, esses termos não devem ser relevantes fisicamente. O termo s-exato tem a sua origem

no termo de fixação do calibre de Landau. As funções de correlações f́ısicas devem ser

completamente determinadas pela primeira linha da Eq. (425), que é escrita em termos

dos operadores invariantes de calibre.



138

6 PROPRIEDADES ESPECTRAIS DOS OPERADORES INVARIANTES

DE CALIBRE NO MODELO DE HIGGS SU (2)

Neste caṕıtulo submeteremos o modelo de Higgs SU (2) ao mesmo tipo de análise

aplicada ao modelo de Higgs abeliano. No caso SU (2) as funções de correlação dos cam-

pos elementares também dependem do calibre, além do que, a parte transversa do campo

de calibre, AaTµ , não é mais invariante de calibre. Seguindo a estratégia utilizada no caso

U (1), estudaremos um conjunto de operadores invariantes de calibre,
{
O (x) , Ra

µ (x)
}

29,

que fornecem resultados equivalentes aos dos campos elementares, ao menos até 1-loop.

Na Seção 6.1 a ação de Higgs SU (2) no calibre Rξ com o campo escalar na representação

fundamental é definida. Nessa mesma seção são discutidas a quebra espontânea de si-

metria e a simetria custodial. Na Seção 6.2 são apresentados os cálculos das funções

de Green
〈
Aaµ (p)Abν (−p)

〉
e 〈h (p)h (−p)〉 até 1-loop, enquanto que, na Seção 6.3 são

mostrados os resultados expĺıcitos das funções de Green dos operadores invariantes de

calibre,
〈
Ra
µ (p)Rb

ν (−p)
〉

e 〈O (p)O (−p)〉, também a 1-loop. Na Seção 6.4 são analisados

e comparados os polos e as densidades espectrais dos dois conjuntos de funções de Green

calculadas nas seções anteriores. Os resultados mostrados neste caṕıtulo também podem

ser encontrados no trabalho (DUDAL et al., 2021b).

6.1 A ação e suas simetrias

6.1.1 A ação de Higgs SU (2) e a quebra espontânea da simetria

A ação euclidiana do modelo de Higgs SU (2) com um campo escalar complexo na

representação fundamental, ϕ (x), é definida como sendo

SHiggs =

ˆ
d4x

[
1

4
F a
µνF

a
µν + (Dµϕ)† (Dµϕ) +

λ

2

(
ϕ†ϕ− v2

2

)2
]
, (426)

29 Alguns dos śımbolos utilizados no modelo de Higgs U (1) serão utilizados aqui, mas com significados
diferentes, que é o caso de O (x). Quando quisermos nos referir a algo do modelo abeliano que tem
o mesmo śımbolo, para não causar confusão, indicaremos explicitamente com o ı́ndice “U (1) ”. Por
exemplo, o operador escalar invariante de calibre (213) será denotado como

OU(1) (x) .
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em que F a
µν é o tensor intensidade de campo,

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νAaµ + gεabcAbµA

c
ν , (427)

e Dµ a derivada covariante,

Dµϕ = ∂µϕ− ig
τa

2
Aaµϕ. (428)

τa (a = 1, 2, 3) é uma matriz Pauli e εabc é o śımbolo de Levi-Civita. g e λ são as constantes

de acoplamento da teoria, enquanto que, v é um parâmetro massivo que corresponde

ao valor esperado no vácuo do campo ϕ. A ação de Higgs é invariante em relação às

transformações de calibre

A′µ = UAµU
† +

1

ig
(∂µU)U †

ϕ′ = Uϕ

ϕ′† = ϕ†U † (429)

em que U = exp
(
−ig τa

2
θa
)
∈ SU (2) e θa (x) é um parâmetro local. Como estamos

trabalhando na representação fundamental de SU (2), podemos adotar a seguinte para-

metrização para o campo escalar:

ϕ (x) =
1√
2

(
π (x) + iρ3 (x)

−ρ2 (x) + iρ1 (x)

)

=
1√
2

(π (x) I + iρa (x) τa)

(
1

0

)
, (430)

sendo π (x), ρ1 (x), ρ2 (x) e ρ3 (x) campos escalares reais. Analisando o potencial de Higgs

V (ϕ) =
λ

2

(
ϕ†ϕ− v2

2

)2

, (431)

notamos que os seus pontos de mı́nimo absoluto são soluções da equação ϕ†ϕ = v2

2
. Isso

significa que 〈ϕ〉 6= 0, logo o vácuo não pode ser invariante por transformações de calibre,

ou seja, temos a quebra espontânea de simetria. Escolhendo como mı́nimo representativo

a configuração de campo

ϕo =
1√
2

(
v

0

)
, (432)
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podemos considerar ϕ (x)−ϕo como sendo o campo relevante, ou seja, podemos considerar

a parametrização

ϕ (x) =
1√
2

((v + h (x)) I + iρa (x) τa)

(
1

0

)
. (433)

em que h (x) = π (x)−v. Reescrevendo a ação (426) em termos dos campos h (x) e ρa (x),

encontramos

SHiggs =

ˆ
d4x

{
1

4
F a
µνF

a
µν +

λ

2
v2h2 +

1

2
λvh3 +

1

2
λvhρaρa

+
1

8
λh4 +

1

4
λh2ρaρa +

1

8
λ (ρaρa)2

+
1

2
(∂µh) (∂µh) +

1

2
(∂µρ

a) (∂µρ
a) +

1

2
gAµρ

a (∂µh)

−1

2
g (v + h)Aaµ (∂µρ

a) +
1

2
gεabcAaµρ

b (∂µρ
c)

+
1

8
g2AaµA

a
µ (v + h)2 +

1

8
g2AaµA

a
µρ

bρb
}
. (434)

Analisando a Eq.(434), podemos ver que o campo de calibre Aaµ e o campo de Higgs h

adquiriram massas, dadas por

m =
1

2
gv, mh =

√
λv, (435)

respectivamente, enquanto que o campo ρa (x) não possui massa, desempenhando o papel

de campos de Goldstone. É importante notar que a simetria de calibre de SHiggs continua

presente, já que a ação apenas foi reescrita em termos de novos campos. As transformações

de calibre (429) para θa infinitesimal são

δAaµ = −Dab
µ θ

b,

δϕ = −igθa τ
a

2
ϕ,

δϕ† = igθaϕ†
τa

2
, (436)

o que implica que as transformações de calibre infinitesimais dos campos (h, ρa) são

δh =
g

2
θaρa,

δρa = −g
2

[
ωa (v + h) I − εabcωbρc

]
. (437)
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6.1.2 Fixação do Calibre e a simetria BRST

Como o modelo de Higgs possui a simetria de calibre local, podemos fazer sempre

uma transformação de calibre de tal forma a eliminarmos o campo de Goldstone, ρa (x),

completamente da teoria. Essa propriedade já foi discutida no caso do modelo de Higgs

U (1), veja a Seção 2.1. Como também já foi discutido, a remoção do campo ρa (x)

corresponde a fixarmos um calibre, que chamamos de calibre unitário. A ńıvel quântico

esse calibre produz uma teoria que não é renormalizável, então utilizaremos o calibre

Rξ. A implementação desse calibre a ńıvel quântico através do método de Fadeev-Popov

resulta no termo de fixação de calibre

Sξgf =

ˆ
d4x

(
ξ

2
baba + iba∂µA

a
µ + ca∂µD

ab
µ c

b

−ξm2caca − gξmhcaca − ξgεabccacbρc
)
, (438)

em que (ca, ca) são os campos fantasmas de Faddeev-Popov e ba o campo de Nakanishi-

Lautrup. Assim, a ação da teoria que consideraremos é

S = SHiggs + Sξgf. (439)

Essa ação é invariante pelas transformações de BRST

sAaµ = −Dab
µ c

b,

sh =
g

2
caρa,

sρa = −g
2

[
ca (v + h)− εabccbρc

]
,

sca =
g

2
εabccbcc,

sca = iba,

sba = 0, (440)

ou seja,

sS = 0, (441)

em que

Dab
µ = δab∂µ − gεabcAcµ (442)

é a derivada covariante na representação adjunta de SU(2).

Olhando para a Eq. (438), podemos notar que os campos fantasmas ganharam

uma massa,
√
ξm. Integrando no campo ba, também fica claro que o campo de Goldstone,

também, possui a mesma massa,
√
ξm. Tomando a parte quadrática nos campos de S
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Figura 36 - Principais propagadores do modelo de Higgs SU(2).

Legenda: Representação diagramática dos propagadores do modelo de Higgs SU(2) no calibre

Rξ.

Fonte: O autor, 2022.

e calculando os propagadores da teoria, como é feito no Apêndice E, obtemos que o

propagador do campo Aaµ no espaço dos momentos é

〈
Aaµ (p)Abν (−p)

〉
= δab

(
Pµν (p)

p2 +m2
+
ξLµν (p)

p2 + ξm2

)
. (443)

Note que, além da massa na parte transversal, existe uma massa,
√
ξm, na parte lon-

gitudinal de
〈
Aaµ (p)Abν (−p)

〉
. O fato das massas dos campos fantasmas, do campo de

Goldstone e da parte longitudinal de Aaµ serem iguais não é uma simples coincidência. A

origem de todas essas massas é o termo de fixação de calibre, que é um termo BRST-exato,

Sξgf = s

ˆ
d4x

{
−iξ

2
caba + ca

(
∂µA

a
µ − ξmρa

)}
. (444)

Todas essas propriedades também foram encontradas no modelo de Higgs U (1) no calibre

Rξ, tanto que, os propagadores nos dois modelos são os mesmos, exceto, eventualmente,

por uma delta de Kronecker, δab, como mostra o Apêndice E.

A notação que utilizaremos para representar os propagadores da teoria nos diagra-

mas de Feynman é mostrada na Figura 36. Os vértices de interação da teoria podem ser

encontrados no Apêndice E.
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6.1.3 Simetria Custodial

Além da simeria BRST, existe uma simetria global adicional, que denominamos

de simetria custodial, caracterizada pelas transformações:

δAaµ = εabcωbAcµ,

δρa = εabcωbρc,

δca = εabcωbcc,

δca = εabcωbcc,

δba = εabcωbbc,

δh = 0, (445)

em que ωa é um parâmetro global. Note que, todos os campos que possuem ı́ndice

a = 1, 2, 3, ou seja,
(
Aaµ, ρ

a, ca, ca, ba
)
, se transformam na representação adjunta do grupo

SU (2), enquanto que, o campo h é deixado invariante, isto é, se comporta como um

singleto. A origem dessa simetria é uma simetria SU (2)calibre × SU (2)global da ação de

Higgs (426). Para vermos isso, é conveniente reescrevermos a ação (426) através do campo

escalar

Φ =

(
φ0∗ φ+

−φ+∗ φ0

)
(446)

como é feito por (SHIFMAN, 2012), em que φ+ = v + h + iρ3 e φ0 = iρ1 − ρ2. Não é

dif́ıcil de demonstrar que a ação

SHiggs =

ˆ
d4x

{
1

2
Tr (DµΦ)† (DµΦ)− λ

8

(
Tr Φ†Φ− v2

)2
}

(447)

é invariante pelas seguintes transformações do grupo SU (2)calibre × SU (2)global:

Φ′ = U (x) ΦM−1,

A′µ = U (x) ΦU−1 (x) +
i

g
U (x) ∂µU

−1 (x) (448)

em que M ∈ SUglobal (2) é uma matriz que independe do ponto do espaço. Nessa nova

notação, a expansão (433) corresponde a

Φ =
1√
2

[(v + h) I + iρaτa] , (449)

o que significa que o valor esperado no vácuo de Φ, 〈Φ〉 = v√
2
I, não é invariante em

relação às transformações (448). Contudo, 〈Φ〉 é invariante em relação ao subgrupo dia-

gonal global de SU (2)× SU (2) que corresponde a tomarmos U (x) = M . Esse subgrupo
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é isomórfico ao grupo SU (2). Essa é a simetria custodial, que corresponde às trans-

formações infinitesimais (445).

6.2 Funções de Green de 2-pontos dos campos h (x) e Aaµ (x)

6.2.1 Função conexa 〈h (p)h (−p)〉

Os diagramas de Feynman que contribuem a 1-loop para a função de Green conexa

〈h (p)h (−p)〉 são mostrados na Figura 37. O cálculo de cada diagrama em particular pode

ser encontrado em (DUDAL et al., 2021b), aqui apresentaremos apenas os resultados

finais. Encontramos que, até 1-loop, a função regularizada com a RD tem a forma

〈h (p)h (−p)〉d =
1

p2 +m2
h

+
1

(p2 +m2
h)

Πd
h

(
p2
)
, (450)

em que Πd
h (p2) é a autoenergia de h a 1-loop regularizada. Expandindo Πd

h em série de

Laurent em torno de ε = 0 (ε = 4− d), obtemos que o termo divergente vale

Π4−ε
h

(
p2
)∣∣

div
=

µεg2

32π2

[
3

(
4λ

e2
− ξ
)
m2
h + 3 (3− ξ) p2

]
1

ε
, (451)

em que µ é o parâmetro massivo introduzido pela RD. Essa parte divergente pode ser

eliminada através da introdução de contratermos locais na ação de partida. Além dos

contratermos
´
d4x

(
δ1 (∂µh)2 + δ2h

2
)
, naturais da função 〈h (x)h (y)〉, como os “tadpo-

les”não foram cancelados, existe também a contribuição de um contratermo
´
d4x (δ3v

2h),

necessário para renormalizar a função de 1-ponto 〈h (0)〉. Os coeficiente δ1, δ2 e δ3 são

ajustados de tal forma a implementarem o esquema de renormalização MS. Fazendo isso,

obtemos que a autoenergia renormalizada em d = 4 é

Πh

(
p2
)

=
3g2

8 (4π)2

{
−12m2 + 2 (1− ξ) p2 − 2ξm2

h

+2ξ
(
m2
h + p2

)
ln
ξm2

µ2
+ 2

(
6m2 − p2

)
ln
m2

µ2

−
(

12m2 +
p4

m2
+ 4p2

)
K
(
m2,m2, p2

)
+
p4 −m4

h

m2
K
(
ξm2, ξm2, p2

)
−m

4
h

m2

[
−2 ln

m2
h

µ2
+ 3K

(
m2
h,m

2
h, p

2
)

+ 2

]}
(452)

em que K (m2
1,m

2
2, p

2) é definida pela Eq. (157).

Antes de tentarmos fazer qualquer ressoma, já que isso é posśıvel pois a função
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Figura 37 - Correções a 1-loop para 〈h (p)h (−p)〉

Legenda: Diagramas de Feynman que contribuem para a função 〈h (p)h (−p)〉 a 1-loop.

Fonte: DUDAL, 2021, f. 19.

〈h (p)h (−p)〉 se organiza como uma série geométrica, tratemos dos termos do tipo

p4 ln
p2x (1− x) +M2

µ2
,

que invalidam a ressoma para p2 suficientemente grande. De fato, se fizermos a ressoma

sem tomar esse cuidado, esses termos dão origem a táquions, como acontece no caso U (1)

e no modelo não abeliano estudado por (MAAS; SONDENHEIMER, 2020). Seguindo o

que foi feito no Caṕıtulo 4, podemos utilizar novamente a identidade p4 = (p2 +m2
h)

2 −
m4
h − 2p2m2

h e reescrever

p4

(p2 +m2
h)

ln
p2x (1− x) +M2

µ2
= ln

p2x (1− x) +M2

µ2

−m
4
h + 2p2m2

h

(p2 +m2
h)

2 ln
p2x (1− x) +M2

µ2
. (453)

O termo da segunda linha da Eq. (453) pode ser ressomado sem problemas, já que ele

decai rápido o suficiente para p2 grande (tem o mesmo comportamento ultravioleta da

contribuição a ńıvel árvore). Dáı segue que a contribuição a 1-loop podem ser reescrita

como

Πh (p2)

(p2 +m2
h)

2 =
Π̂h (p2)

(p2 +m2
h)

2 + Ch
(
p2
)
, (454)
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em que

Π̂h

(
p2
)

=
3g2

8 (4π)2

{
−12m2 + 2 (1− ξ) p2 − 2ξm2

h

+2ξ
(
m2
h + p2

)
ln
ξm2

µ2
+ 2

(
6m2 − p2

)
ln
m2

µ2

−
(

12m2 − m4
h + 2p2m2

h

m2
+ 4p2

)
K
(
m2,m2, p2

)
−2 (m4

h + p2m2
h)

m2
K
(
ξm2, ξm2, p2

)
−m

4
h

m2

[
−2 ln

m2
h

µ2
+ 3K

(
m2
h,m

2
h, p

2
)

+ 2

]}
(455)

e

Ch
(
p2
)

= − 3g2

8m2 (4π)2

(
K
(
m2,m2, p2

)
−K

(
ξm2, ξm2, p2

))
. (456)

Assim, obtemos a função ressomada

〈h (p)h (−p)〉res =
1

p2 +m2
h − Π̂h (p2)

+ Ch
(
p2
)
. (457)

É importante destacar que 〈h (p)h (−p)〉 e 〈h (p)h (−p)〉res dependem explicitamente do

parâmetro de calibre ξ.

6.2.2 Função conexa
〈
Aaµ (p)Abν (−p)

〉
A simetria de Lorentz e a simetria custodial implicam que a função de Green conexa

de 2-pontos de Aaµ tem a forma〈
Aaµ (p)Abν (−p)

〉
= δab

[
〈A (p)A (−p)〉T Pµν (p) + 〈A (p)A (−p)〉L Lµν (p)

]
, (458)

já que δab é o único tensor invariante de ordem dois, sendo

〈A (p)A (−p)〉T =
1

3 (d− 1)
δabPµν

〈
Aaµ (p)Abν (−p)

〉
,

〈A (p)A (−p)〉L =
1

3
δabLµν

〈
Aaµ (p)Abν (−p)

〉
, (459)

os fatores de forma tranversal e longitudinal, respectivamente, ambos funções de p2 ape-

nas. Os diagramas de Feynman que contribuem a 1-loop para a função
〈
Aaµ (p)Abν (−p)

〉
são mostrados na Figura 38. Até 1-loop, encontramos que a componente transversal
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regularizada é

〈A (p)A (−p)〉T, d =
1

p2 +m2
+

1

(p2 +m2)2 ΠT, d
A , (460)

em que ΠT, d
A é a componente transversal da autoenergia de Aaµ regularizada. O cálculo de

cada diagrama da Figura 38, que contribui para ΠT, d
A , pode ser encontrado no trabalho

(DUDAL et al., 2021b). Expandindo ΠT, d
A em série de Laurent em torno de ε = 0

(ε = 4− d), obtemos que a parte divergente é

ΠT, 4−ε
A

(
p2
)∣∣∣

div
=

g2

π2

[
−
(

9

64

e2

λ
+
ξ

8
+

3

32

)
m2 − 3

32
m2
h +

(
25

48
− ξ

8

)
p2

]
1

ε
. (461)

Esse termo divergente é eliminado com a introdução de contratermos locais bilineares

em Aaµ e, não podemos esquecer, do contratermo que renormaliza os “tadpoles”. Esses

contratermos são ajustados de tal maneira a implemetarmos o esquema MS. Dáı resulta

que a parte transversal da autoenergia renormalizada em d = 4 é

ΠT
A

(
p2
)

= − g2

36 (4π)2m4p2m2
h

{[
−27m4m4

hp
2 + 3m4m4

h

(
m2
h −m2 + 2p2

)]
ln
m2
h

µ2

−3ξm4m2
h

(
2m4 (ξ − 1) + (4ξ + 7)m2p2 + 2 (ξ + 9) p4

)
ln
ξm2

µ2

−27ξm6m2
hp

2 ln
ξm2

µ2

+3m4m2
h

(
m4 (2ξ − 1) +m2 (4ξ + 45) p2 + 2 (ξ + 9) p4

)
ln
m2

µ2

+3m4
(
−m2m4

h − 54m4p2
)

ln
m2

µ2

+m4
[
6m2m4

h +m2
h

(
3m4 (2 (ξ − 2) ξ + 1) + 3m2 (ξ − 1) (4ξ − 1) p2

+2 (3ξ (ξ + 4)− 17) p4
)
− 3m6

h + 54m4p2
]

+27m4m2
hp

2
(
m2
h + ξm2

)
−3m2

h

[
m4
(

2p2
(
m2
h − 5m2

)
+
(
m2
h −m2

)2
+ p4

)
K
(
m2,m2

h, p
2
)

−2
(
m2 + p2

)2 (
m4 (ξ − 1)2 + 2m2p2 (ξ − 5) + p4

)
K
(
m2, ξm2, p2

)
+p2

(
p4 −m4

) (
4ξm2 + p2

)
K
(
ξm2, ξm2, p2

)
+p2

(
4m2 + p2

) (
12m4 − 20m2p2 + p4

)
K
(
m2,m2, p2

)]}
. (462)

Analisando (462) notamos que existem termos do tipo p4 ln p2x(1−x)+...
µ2 e p6 ln p2x(1−x)+...

µ2 .

Reescrevendo esses termos como fizemos anteriormente, obtemos que

1

(p2 +m2)2 ΠT
A =

1

(p2 +m2)2 Π̂T
A + CA

(
p2
)
, (463)
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sendo

Π̂T
A

(
p2
)

= − g2

36 (4π)2m4p2m2
h

{[
−27m4m4

hp
2 + 3m4m4

h

(
m2
h −m2 + 2p2

)]
ln
m2
h

µ2

−3ξm4m2
h

(
2m4 (ξ − 1) + (4ξ + 7)m2p2 + 2 (ξ + 9) p4

)
ln
ξm2

µ2

−27ξm6m2
hp

2 ln
ξm2

µ2

+3m4m2
h

(
m4 (2ξ − 1) +m2 (4ξ + 45) p2 + 2 (ξ + 9) p4

)
ln
m2

µ2

+3m4
(
−m2m4

h − 54m4p2
)

ln
m2

µ2

+m4
[
6m2m4

h +m2
h

(
3m4 (2 (ξ − 2) ξ + 1) + 3m2 (ξ − 1) (4ξ − 1) p2

+2 (3ξ (ξ + 4)− 17) p4
)
− 3m6

h + 54m4p2
]

+ 27m4m2
hp

2
(
m2
h + ξm2

)
−3m2

h

[
m4
(

2p2
(
m2
h − 5m2

)
+
(
m2
h −m2

)2
+ p4

)
K
(
m2,m2

h, p
2
)

−2m4 (ξ − 1)2 (m2 + p2
)2
K
(
m2, ξm2, p2

)
−2m4 (4ξ − 1) p2

(
p2 +m2

)
K
(
ξm2, ξm2, p2

)
+33

(
2m6p2 −m4p4

)
K
(
m2,m2, p2

)]}
(464)

e

CA
(
p2
)

=
g2

12 (4π)2m4

{[
−4m2 (ξ − 5)− 2p2

]
K
(
ξm2,m2, p2

)
+
(
4ξm2 + p2 − 2m2

)
K
(
ξm2, ξm2, p2

)
+
(
−18m2 + p2

)
K
(
m2,m2, p2

)}
. (465)

O primeiro termo do lado direito de (464) pode ser ressomado sem problemas, assim

definimos a função ressomada como sendo

〈A (p)A (−p)〉T, res =
1

p2 +m2 − Π̂T
A (p2)

+ CA
(
p2
)
. (466)

Assim como a função de 2-pontos de h (x), as funções 〈A (p)A (−p)〉T e 〈A (p)A (−p)〉T, res

dependem explicitamente do parâmetro de calibre ξ. Isso acontece porque AaTµ não é in-

variante de calibre, diferentemente do caso abeliano. Na Seção 6.4 serão mostradas as

consequências desse fato para as densidades espectrais dessas funções.
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Figura 38 - Correções a 1-loop para
〈
Aaµ (p)Abν (−p)

〉
.

Legenda: Diagramas de Feynman que contribuem a 1-loop para a função
〈
Aaµ (p)Abν (−p)

〉
. .

Fonte: DUDAL, 2021, f. 20.

6.3 Funções de Green dos operadores invariantes de BRST

6.3.1 Função conexa do operador O (x)

O operador escalar invariante de calibre mais simples que podemos construir é

ϕ† (x)ϕ (x). Expandindo esse operador em termos dos campos h (x) e ρa (x) encontramos

um termo constante v2

2
, que também é invariante de calibre. Para não termos que trabalhar

com esse termo, consideraremos o operador

O (x) = ϕ† (x)ϕ (x)− v2

2
, (467)

que também é invariante de calibre. Reescrevendo (467) com a expansão (433), obtemos

O (x) =
1

2

(
h2 (x) + 2vh (x) + ρa (x) ρa (x)

)
(468)

O operadorO (x) possui um termo linear em h (x). Dáı resulta que, a ńıvel árvore, a função

de 2-pontos de O (x) é proporcional à função de 2-pontos de h (x), mais especificamente,

〈O (x)O (y)〉tree = v2 〈h (x)h (y)〉tree

=
v2

p2 +m2
h

. (469)

Isso mostra a conexão entre o operador escalar O (x) e o bóson de Higgs existente na

teoria. A invariância de BRST de O(x) é imediata pois esse operador não contém campos

fantasmas.

Para que possamos calcular funções de correlação do operador composto O (x),
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devemos introduzi-lo na ação de partida acoplado à uma fonte externa, que neste caso

denotaremos por J (x). Assim, a ação S será modificada para

S → S +

ˆ
d4x J (x)O (x)

e, consequentemente, o funcional gerador conexo também,

W → W ′ [J ] ,

de modo a obtermos as regras de Feynman para o cálculo das funções de Green com

inserções de O (x). Em especial, temos que a função de Green conexa de 2-pontos é

definida como

〈O (x)O (y)〉 = − δ2W ′

δJ (x) δJ (y)

∣∣∣∣
J=0

.

As regras de Feynman modificadas são mostradas em (DUDAL et al., 2022).

Os diagramas que contribuem para 〈O (p)O (−p)〉 são mostrados na Figura 39. Os

cálculos desses diagramas podem ser encontrados no trabalho (DUDAL et al., 2021b), aqui

apresentaremos apenas os resultados mais importantes. A função até 1-loop regularizada

tem a forma

〈O (p)O (−p)〉d =
v2

p2 +m2
h

+
v2

(p2 +m2
h)

2 Πd
O

(
p2
)
,

em que

Πd
O

(
p2
)

=
1

v2

{
3

2

[
4 (d− 1)m4 + 4m2p2 + p4

]
η
(
m2,m2, p2

)
+

1

2

(
p2 − 2m2

h

)2
η
(
m2
h,m

2
h, p

2
)

−3p2 [2 (d− 1)m2 +m2
h]

m2
h

χ
(
m2
)
− 3p2χ

(
m2
h

)}
. (470)

Expandindo Πd
O (p2) em série de Laurent em torno de ε = 0 (ε = 4− d), encontramos que

a parte divergente é

Π4−ε
O

(
p2
)∣∣

div
=

1

4v2π2

(
9g4p2v2

16λ
+

9g4v4

16
+

9

8
g2p2v2 (471)

+p4 +
1

2
λp2v2 + λ2v4

)
1

ε
, (472)

que é local no momento p2 e na massa v. Encontramos em Π4−ε
O (p2)

∣∣
div

termos que não

são encontrados nas autoenergias de teorias renormalizáveis, como p4

ε
, mas isso não é um

problema, já que, esse é um operador composto. Esse termo p4

ε
, em especial, pode ser

eliminada através da introdução de um contratermo quadrático na fonte J (x), ou seja,
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´
d4xδJ2 (x) em que δ ∼ 1

ε
. Mais detalhes da renormalização do operador O (x) podem

ser encontrado no Caṕıtulo 7. Aplicando o esquema MS, obtemos a função renormalizada

em d = 4:

ΠO

(
p2
)

=
1

32v2π2m2
h

[
−24m2

hm
4 + 6p2

(
m4
h +m2

hm
2 + 2m4

)
−6m2p2

(
m2
h + 6m2

)
ln
m2

µ2
− 6m4

hp
2 ln

m2
h

µ2

−m2
h

(
p2 − 2m2

h

)2
K
(
m2
h,m

2
h, p

2
)

−3m2
h

(
12m4 + 4m2p2 + p4

)
K
(
m2,m2, p2

)]
. (473)

Procedendo da mesma forma que nos casos anteriores com os termos p4 ln p2+...
µ2 de ΠO (p2),

obtemos a função ressomada

〈O (p)O (−p)〉res =
v2

p2 +m2
h − Π̂O (p2)

+ CO
(
p2
)
, (474)

em que

Π̂O

(
p2
)

=
1

32v2π2m2
h

[
−24m2

hm
4 + 6p2

(
m4
h +m2

hm
2 + 2m4

)
−6m2p2

(
m2
h + 6m2

)
ln
m2

µ2
− 6m4

hp
2 ln

m2
h

µ2

−m2
h

(
3m4

h − 6m2
hp

2
)
K
(
m2
h,m

2
h, p

2
)

−3m2
h

(
12m4 + 4m2p2 −m4

h − 2p2m2
h

)
K
(
m2,m2, p2

)]
. (475)

Como esperado, ao contrário de 〈h (p)h (−p)〉, a função 〈O (p)O (−p)〉 é independente do

parâmetro de calibre ξ.

6.3.2 Função conexa do operador Ra
µ (x)

No modelo de Higgs SU (2) podemos identificar três operadores compostos invari-

antes de calibre:

O3
µ = iϕ†Dµϕ,

O+
µ = ϕT

(
0 1

−1 0

)
Dµϕ,

O−µ =
(
O+
µ

)†
, (476)

que são os operadores apresentados por (ITZYKSON et al., 1980). A invariância de

calibre de O3
µ é aparente. Para O+

µ , podemos mostrar a invariância de calibre usando uma
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Figura 39 - Correções a 1-loop para 〈O (p)O (−p)〉.

Legenda: Diagramas de Feynman que contribuem a 1-loop para a função 〈O (p)O (−p)〉. .

Fonte: O autor, 2022.

matriz de transformação 2× 2 genérica do grupo SU (2),

U =

(
a −b∗

b a∗

)
, (477)

com determinante det U = |a|2 + |b|2 = 1. Para uma transformação de calibre escrita

dessa forma, temos

O+
µ → (Uϕ)T

(
0 1

−1 0

)
Dµ (Uϕ)

= ϕTUT

(
0 1

−1 0

)
UDµϕ

= ϕT

(
0 1

−1 0

)
Dµϕ, (478)

o que mostra a invariância de calibre de O+
µ e, consequentemente, de O−µ . Podemos

reescrever o primeiro operador utilizando a expansão do campo ϕ, Eq. (433), o que

resulta em

O3
µ =

1

2

[
− (v + h) ∂µρ

3 + ρ3∂µh− ρ1∂µρ
2 + ρ2∂µρ

1 +
1

2
g (v + h)2A3

µ

−g (v + h)2A3
µ − g (v + h)

(
A1
µρ

2 − A2
µρ

1
)
− 1

2
gρaρaA3

µ + gρ3ρaAaµ

]
+
i

2
∂µO. (479)
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O último termo do lado direito de (479), i
2
∂µO, é invariante de BRST, portanto o termo

entre colchetes em (479) também é invariante de calibre. Assim, podemos considerar os

seguintes operadores invariantes de calibre:

R1
µ =

i

2

(
O+
µ −O−µ

)
,

R2
µ =

1

2

(
O+
µ +O−µ

)
,

R3
µ = O3

µ −
i

2
∂µO, (480)

que podem ser expressos através de um único operador:

Ra
µ = −1

2

[
(v + h) ∂µρ

a − ρa∂µh+ εabcρb∂µρ
c − g

2
Aaµ (v + h)2

+gεabcAbµρ
c (v + h) +

g

2
Aaµρ

bρb − gAbµρaρb
]
, (481)

em que a = 1, 2, 3. Obviamente, temos que

sRa
µ = 0, (482)

pois, assim como o operador escalar O (x), Ra
µ não contém os campos fantasmas de

Faddeev-Popov.

Podemos mencionar alguns fatos a respeito de Ra
µ. O primeiro deles são os termos

lineares nos campos,

Ra
µ

∣∣
linear

=
v

2

(
mAaµ − ∂µρa

)
, (483)

que sugerem que Ra
µ deve ser a versão invariante de BRST de Aaµ. Outro fato relevante a

respeito do operador Ra
µ é a sua transformação em relação à simetria custodial (445):

δRa
µ = εabcωbRc

µ, (484)

ou seja, Ra
µ se comporta como um tripleto. No trabalho (DUDAL et al., 2022) e no

Caṕıtulo 7 é mostrado que Ra
µ é o único operador vetorial de dimensão três, invariante de

calibre e que se transforma como um tripleto, que pertence à cohomologia não-trivial do

operador de BRST. Além disso, é mostrado que Ra
µ é, na verdade, a corrente de Noether

clássica da simetria custodial. Como consequência disso, já que Ra
µ é introduzido na ação

de partida, existe uma identidade de Ward local adicional associada à simetria custodial.

Essa identidade tem profundas consequências sobre a renormalização de Ra
µ. A principal

delas, a dimensão anômala de Ra
µ é nula, como é o esperado para uma corrente conservada.

Como Ra
µ é um operador composto, devemos aplicar a ele os mesmos métodos

que foram empregados para os outros operadores compostos estudados até agora. Ra
µ

será introduzido na ação de partida acoplado à fonte externa Ωa
µ, assim temos a seguinte
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modificação na ação

S → S+

ˆ
d4xΩa

µR
a
µ. (485)

o que implica em uma modificação no gerador funcional conexo

W → W ′ [Ω] . (486)

Dessa forma, a função de Green conexa de 2-pontos de Ra
µ é definida como

〈
Ra
µ (x)Rb

ν (y)
〉

= − δ2W ′

δΩa
µ (x) δΩb

ν (y)

∣∣∣∣
J=0

.

A fonte Ωa
µ herda de Ra

µ a invariância de BRST e a transformação

δΩa
µ = εabcωbΩc

µ (487)

em relação à simetria custodial.

Devido às propriedades de transformação do operador Ra
µ em relação à simetria

custodial, Eq. (484), a função de 2-pontos conexa
〈
Ra
µ (p)Rb

ν (−p)
〉

pode ser decomposta

como〈
Ra
µ (p)Rb

ν (−p)
〉

= δab
[
〈R (p)R (−p)〉T Pµν (p) + 〈R (p)R (−p)〉L Lµν (p)

]
, (488)

em que

〈R (p)R (−p)〉T =
1

3 (d− 1)
δabPµν (p)

〈
Ra
µ (p)Rb

ν (−p)
〉
,

〈R (p)R (−p)〉L =
1

3
δabLµν (p)

〈
Ra
µ (p)Rb

ν (−p)
〉
. (489)

Note as semelhanças dessa função com a função
〈
Aaµ (p)Abν (−p)

〉
. A ńıvel árvore, apenas

os termos lineares de Ra
µ contribuem para a função, resultando em

〈
Ra
µ (p)Rb

ν (−p)
〉

tree
=

1

16
g2v4

〈
Aaµ (p)Abν (−p)

〉
tree

+
1

4
v2pµpν

〈
ρa (p) ρb (−p)

〉
tree

=
3

16
g2v4 1

p2 +m2
Pµν (p) +

3

4
v2Lµν (p) . (490)

A Eq. (490) mostra explicitamente aquilo que já foi mencionado, 〈R (p)R (−p)〉T , assim

como 〈A (p)A (−p)〉T , possui um pólo na massa do bóson vetorial, enquanto que, a parte

longitudinal é uma constante, 〈R (p)R (−p)〉L = 3
4
v2.

Os diagramas que contribuem para
〈
Ra
µ (p)Rb

ν (−p)
〉

até 1-loop são mostrados na

Figura 40. O cálculo desses diagramas pode ser encontrado em (DUDAL et al., 2021b).
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A componente transversal da função
〈
Ra
µ (p)Rb

ν (−p)
〉

regularizada tem a forma

〈R (p)R (−p)〉T, d =
1

16
g2v4

[
1

p2 +m2
+

1

(p2 +m2)
Πd
R

(
p2
)]

(491)

em que

Πd
R

(
p2
)

= − 4

g2v4

{
−p2

[
2 (3− 2d)m2p2 − 2m2

h

(
m2 − p2

)]
η
(
m2,m2

h, p
2
)

−p2
(
m4
h +m4 + p4

)
η
(
m2,m2

h, p
2
)

−
(
4m2 + p2

) [
4 (d− 1)m4 + 4 (3− 2d)m2p2 + p4

]
η
(
m2,m2, p2

)
+
m2
h (−8 (d2 − 3d+ 2)m4 + (15− 8d)m2p2 + 3p4)

m2
h

χ
(
m2
)

+
−6 (d− 1)2m4 (m2 + 2p2) + p2m4

h

m2
h

χ
(
m2
)

+
[
−2 (d− 1)m4 + (5− 4d)m2p2 − p2m2

h + p4
]
χ
(
m2
h

)}
. (492)

Expandindo Πd
R (p2) em série de Laurent em torno de ε = 0 (ε = 4 − d), obtemos que a

parte divergente é

Π4−ε
R

(
p2
)∣∣

div
=

g2

π2

(
−m

2
hp

4

32m4
+

9m4

16m2
h

+
9m2p2

8m2
h

+
m2
hp

2

8m2

+
m2
h

16
− p6

48m4
+

23p4

96m2
+

7p2

8

)
1

ε
. (493)

Note que, a divergência de 〈R (p)R (−p)〉T, 4−ε é polinomial em p2 e v2, portanto, pode

ser eliminada através da introdução de contratermos locais na ação. Impondo o esquema

de MS, obtemos que a função renormalizada em d = 4 é

ΠR

(
p2
)

=
1

12π2g2v4m2
h

{
6m4

(
m4
h + 3m4

)
− p4m2

h

3

(
9m2

h + 35m2 + 4p2
)

+p2
(
m4m2

h + 10m2m4
h +m6

h + 36m6
)

+m4
h

[
−p2

(
m2
h + 11m2

)
− 6m4 + p4

]
ln
m2
h

µ2

+m2m2
h

(
−48m4 − 17m2p2 + 3p4

)
ln
m2

µ2

+m2
[
p2m4

h − 54
(
m6 + 2m4p2

)]
ln
m2

µ2

+m2
h

[
2p4
(
m2
h − 5m2

)
+
(
m2 −m2

h

)2
p2 + p6

]
K
(
m2
h,m

2, p2
)

+m2
h

(
48m6 − 68m4p2 − 16m2p4 + p6

)
K
(
m2,m2, p2

)}
. (494)

Reescrevendo os termos de ΠR (p2) com p4 ln p2x(1−x)+...
µ2 e p6 ln p2x(1−x)+...

µ2 , obtemos a versão
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ressomada de 〈R (p)R (−p)〉T ,

〈R (p)R (−p)〉T, res =
1

16
g2v4 1

p2 +m2
h − Π̂R (p2)

+ CR
(
p2
)

(495)

em que

Π̂R

(
p2
)

=
1

12π2g2v4m2
h

{
6m4

(
m4
h + 3m4

)
− p4m2

h

3

(
9m2

h + 35m2 + 4p2
)

+p2
(
m4m2

h + 10m2m4
h +m6

h + 36m6
)

+m4
h

[
−p2

(
m2
h + 11m2

)
− 6m4 + p4

]
ln
m2
h

µ2

+m2m2
h

(
−48m4 − 17m2p2 + 3p4

)
ln
m2

µ2

+m2
[
p2m4

h − 54
(
m6 + 2m4p2

)]
ln
m2

µ2

+m2
h

(
m4
hp

2 − 2m2
hm

4 − 6m2
hm

2p2
)
K
(
m2
h,m

2, p2
)

+m2
h

(
12m6 + 24m4p2

)
K
(
m2
h,m

2, p2
)

+33m2
h

(
2m6 −m4p2

)
K
(
m2,m2, p2

)}
(496)

e

CR
(
p2
)

=
1

12 (4π)2

[(
−18m2 + p2

)
K
(
m2,m2, p2

)
+
(
2m2

h − 12m2 + p2
)
K
(
m2
h,m

2, p2
)]
. (497)

Para a parte longitudinal de
〈
Ra
µ (p)Rb

ν (−p)
〉

o que encontramos é

〈R (p)R (−p)〉L, 4−ε =
v2

4
+

1

(4π)2

(
m2
h − 9

m4

m2
h

)
1

ε

− 1

(4π)2

m4
h − 3m4

h ln
m2
h

µ2 + 9m4 − 27m4 ln m2

µ2

2m2
h


+O (ε) . (498)

Esse resultado mostra que a correção a 1-loop, assim como a contribuição a ńıvel árvore,

é independente do momento externo p. Isso quer dizer que nenhuma part́ıcula está as-

sociada à parte longitudinal de
〈
Ra
µ (p)Rb

ν (−p)
〉
. Seria interessante termos um resultado

semelhante que valesse para todas as ordens. De fato, como é mostrado no trabalho (DU-

DAL et al., 2022) e no Caṕıtulo 7, devido a Ra
µ ser a corrente de Noether da simetria

custodial, a parte longitudinal da função de Green de 2-pontos conexa é independente do

momento. Além disso, todas as correções perturbativas de 〈R (p)R (−p)〉L resultam da

função 〈O〉, que com condições de renormalização apropriadas (cancelamento dos “tad-



157

Figura 40 - Correções a 1-loop para 〈R (p)R (−p)〉.

Legenda: Diagramas de Feynman que contribuem a 1-loop para a função 〈R (p)R (−p)〉. Os

diagramas que contribuem para as funções 〈h〉, 〈ρ (p) ρ (−p)〉 e
〈
Aaµ (p) ρ (−p)

〉
são

mostrados no Apêndice F.

Fonte: O autor, 2022.

poles” e minimização da energia do vácuo) é nula.

6.4 Propriedades espectrais das funções de Green

Nesta seção analisaremos as representações espectrais de Källén-Lehmann e os

polos das funções de Green calculadas nas seções anteriores. Como a teoria é a mesma que

foi utilizada nos Caṕıtulos 3 e 4 para estudar o modelo de Higgs abeliano, não repetiremos

aqui todos os passos.

6.4.1 Propriedades espectrais das funções dos campos elementares

Primeiramente, analisaremos as funções dos campos elementares h (x) e Aaµ (x)

para dois conjuntos de valores, que denominamos de Região I e Região II e são mostrados

na Tabela 2. O parâmetro massivo v é expresso em unidades da escala de energia µ.

Como m2 = 1
4
g2v2 e m2

h = λv2, temos que m2 = 0, 23µ2 e m2
h = 0, 192µ2 na Região I e

m2 = 0, 625µ2 e m2
h = 0, 205µ2 na Região II.

� Campo de Higgs
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Tabela 2 - Parâmetros usados para analisar as densidades espectrais.

Região I Região II

v 0, 8µ 1µ
g 1, 2 0, 5
λ 0, 3 0, 205

Legenda: Regiões de parâmetros I e II.

Fonte: Dudal, 2021.

Para o campo de Higgs, encontramos que o polo até um 1-loop vale: para Região I

m2
h = −0, 207µ2, (499)

e para Região II

m2
h = −0, 206µ2, (500)

para todos os valores de ξ, ou seja, o polo de 〈h (p)h (−p)〉 é independente do parâmetro

de calibre. Esse é um resultado que decorre das identidades de Nielsen, que existem

também no modelo de Higgs SU (2). A derivação dessas identidades e a demonstração

da independência do pólo de 〈h (p)h (−p)〉 é completamente análoga ao caso U (1), veja

(GAMBINO; GRASSI, 2000). O reśıduo de 〈h (p)h (−p)〉 em p2 = m2
h, que denotamos

por Rh, por outro lado, depende de ξ, como mostra a Figura 41. Para valores muito

pequenos de ξ, o reśıduo não está bem definido, pois o que seria o polo se encontra sobre

o corte de 〈h (p)h (−p)〉, essa situação é semelhante ao que encontramos no modelo de

Higgs abeliano, veja o Caṕıtulo 3.

Na Figura 42 são mostradas as densidades espectrais de 〈h (p)h (−p)〉res subtráıda

da parte com o pólo, ρ̃h (t), para três valores de ξ: 1, 2 e 5. Na Região I, podemos

ver, através dos saltos da densidade espectral, que o primeiro “threshold” surge em t =

(mh +mh)
2 = 0, 768µ2, seguido por outro em t = (m+m)2 = 0, 922µ2. Depois, aparece

um “threshold” que depende do valor de ξ em t =
(√

ξm+
√
ξm
)2

, que corresponde

ao estado não f́ısico com dois bósons de Goldstone. Para ξ < 3, a densidade espectral

apresenta valores negativos, a causa provável para isso talvez seja o mau comportamento

da função 〈h (p)h (−p)〉 para p2 grande, veja a discussão feita na Seção 3.3.3. Para a

Região II, os resultados são essencialmente os mesmos: um “threshold” para dois bósons

de Higgs em t = (mh +mh)
2 = 0, 81µ2, um “threshold” para dois bósons de calibre em

t = (m+m)2 = 0, 25µ2. Também vemos um “threshold” não f́ısico para dois “bósons de

Goldstone” em t =
(√

ξm+
√
ξm
)2

e a densidade espectral com valores negativos para

ξ < 3.

� Componente transversal do campo de calibre
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Figura 41 - Reśıduo da função 〈h (p)h (−p)〉.

Legenda: Reśıduo da função 〈h (p)h (−p)〉, Rh, em função do parâmetro de calibre ξ, para a

Região I (em azul) e a Região II (em laranja).

Fonte: DUDAL, 2021, f. 12.

Figura 42 - Densidades espectrais de 〈h (p)h (−p)〉res.

Legenda: Densidades espectrais de 〈h (p)h (−p)〉res subtráıda da parte com o polo, ρ̃h (t), para

ξ = 1 (em verde), ξ = 3 (em vermelho), ξ = 5 (em amarelo), em que t é dado em

unidades de µ2. Do lado esquerdo temos os parâmetros da Região I, enquanto que,

do lado direito temos os parâmetros da Região II, como mostra a Tabela2

Fonte: DUDAL, 2021, f. 13.
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Figura 43 - Reśıduo da função 〈A (p)A (−p)〉T .

Legenda: Reśıduo da função 〈A (p)A (−p)〉T , RA, em função do parâmetro de calibre ξ, para a

Região I (em azul) e a Região II (em laranja).

Fonte: DUDAL, 2021, f. 13.

Para o campo de calibre, obtemos que o polo de 〈A (p)A (−p)〉T, res vale: para a

Região I

m2 = −0, 274µ2, (501)

e para Região II

m2 = −0, 065µ2. (502)

Aqui também obtemos que o polo é independente do parâmetro de ξ, em acordo com as

identidades de Nielsen do modelo. Já o reśıduo depende de ξ, como mostra a Figura 43,

e para valores muito pequenos de ξ não está bem definido, pois o pólo se encontra sobre

o corte da função 〈A (p)A (−p)〉T .

Na Figura 7.6 são mostradas as densidades espectrais para os valores de ξ = 1,

ξ = 2 e ξ = 5. Neste caso encontramos quatro “thresholds”. No caso da Região I,

vemos o primeiro “threshold” para duas part́ıculas em t = (mh +m)2 = 0, 843µ2, seguido

de um “threshold” para dois bósons vetoriais em t = (m+m)2 = 0, 922µ2. Existe um

“threshold” não f́ısico em t =
(
m+

√
ξm
)2

, que corresponde a um “bóson de Goldstone”e

um bóson de Higgs, a partir desse valor, encontramos regiões onde a densidade espectral

é negativa. Na Região II, as mesmas caracteŕısticas são observadas, mas com valores

diferentes para as energias de cada “threshold”.
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Figura 44 - Densidades espectrais de 〈A (p)A (−p)〉T, res.

Legenda: Densidades espectrais de 〈A (p)A (−p)〉T, res subtráıda da parte com o polo, ρ̃A (t),

para ξ = 1 (em verde), ξ = 2 (em vermelho), ξ = 5 (em amarelo), em que t é dado

em unidades de µ2. Do lado esquerdo temos os parâmetros da Região I, enquanto

que, do lado direito temos os parâmetros da Região II, como mostra a Tabela 2.

Fonte: DUDAL, 2021, f. 14.

6.4.2 Propriedades espectrais dos operadores compostos

� Operador escalar O (x)

Para o operador composto escalar O (x), cuja função de dois pontos é dada pela

Eq. (474), encontramos que o polo até 1-loop vale: para Região I

m2
O = −0, 207µ2, (503)

e para Região II

m2
O = −0, 206µ2, (504)

que coincide com o polo da função 〈h (p)h (−p)〉, Eqs. (499) e (500). Esse resultado

é verdadeiro para quaisquer valores dos parâmetros, a demonstração é análoga ao caso

abeliano. Os reśıduos, que agora são independentes de ξ, têm os valores

RO = 1, 11v2, (505)

para a Região I, e

RO = 1, 01v2, (506)

para a Região II.

A densidade espectral de 〈O (x)O (y)〉res subtráıda da parte com o polo, ρ̃O (t),

calculada através da Eq. (647), é mostrada na Figura 45. Podemos notar a existência
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Figura 45 - Densidades espectrais de 〈O (p)O (−p)〉res.

Legenda: Densidades espectrais de 〈O (p)O (−p)〉res subtráıda da parte com o polo, ρ̃O (t), em

que t é dado em unidades de µ2. Do lado esquerdo temos os parâmetros da Região I,

enquanto que, do lado direito temos os parâmetros da Região II, como mostra a

Tabela 2.

Fonte: DUDAL, 2021, f. 15.

de um “threshold” para dois bósons de Higgs em t = (mh +mh)
2 e outro “threshold”

para dois bósons vetoriais em t = (m+m)2. Comparando com a densidade espectral de

〈h (x)h (y)〉, Figura 42, vemos que ρ̃O (t) não possui o “threshold” não-f́ısico com dois

“bósons de Goldstone”em t =
(√

ξm+
√
ξm
)2

, além disso, ρ̃O (t) é positiva para todos os

valores de t.

� Operador vetorial Ra
µ

Para a parte transversal da função de 2-pontos de Ra
µ (x), Eq. (495), obtemos os

seguintes polos: na Região I temos

m2
R = −0, 274µ2, (507)

e na Região II temos

m2
R = −0, 065µ2, (508)

que são os mesmos polos de 〈A (p)A (−p)〉T . De forma análoga ao caso abeliano, podemos

demonstrar que 〈A (p)A (−p)〉T e 〈R (p)R (−p)〉T possuem o mesmo polo até 1-loop,

independentemente dos valores escolhidos para os parâmetro da teoria. Os valores obtidos

para os reśıduos são

RR =
127

1600
g2v4, (509)
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Figura 46 - Densidades espectrais de 〈R (p)R (−p)〉T, res.

Legenda: Densidades espectrais de 〈R (p)R (−p)〉T, res, ρ̃O (t), em que t é dado em unidades de

µ2. Do lado esquerdo temos os parâmetros da Região I, enquanto que, do lado

direito temos os parâmetros da Região II, como mostra a Tabela 2.

Fonte: DUDAL, 2021, f. 16.

na Região I, e

RR =
105

1600
g2v4, (510)

na Região II.

A densidade espectral de 〈R (p)R (−p)〉T, res com a parte de polo subtráıda, ρ̃R (t),

é calculada por meio da Eq. (647) e mostrada na Figura 46. Podemos notar que existe

um “threshold” em t = (mh +m)2, que corresponde a um estado com duas part́ıculas

(um bóson de Higgs e um bóson vetorial). Além desse, existe um outro “threshold” em

t = (m+m)2, que corresponde a um estado com dois bósons vetoriais. Os “thresholds”

não f́ısicos presentes em ρ̃A (t) não são observados em ρ̃R (t). Além disso, vemos que ρ̃R (t)

é positiva para todos os valores de t.

Devido às dimensões elevadas dos operadores O(x) e Ra
µ(x), para reconstruirmos

〈O (p)O (−p)〉 e 〈R (p)R (−p)〉 a partir das densidades espectrais, devemos utilizar a

fórmula do Apêndice C, que possui as subtrações necessárias para que a integral dispersiva

convirja.

6.4.3 Calibre Unitário

As contribuições negativas para as densidades espectrais ρ̃h (t) e ρ̃A (t) dos “th-

reshold” não f́ısico podem ser suprimidas se tomarmos o limite ξ →∞, que corresponde

ao calibre unitário. Nesse limite, as densidades ρ̃h (t) e ρ̃A (t) se assemelham qualitati-

vamente às densidades espectrais ρ̃O (t) e ρ̃R (t), respectivamente, são positivas e os “th-
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Figura 47 - Densidades espectrais de 〈h (p)h (−p)〉res.

Legenda: Densidades espectrais de 〈h (p)h (−p)〉res, ρ̃h (t), no calibre unitário, em que t é dado

em unidades de µ2. Do lado esquerdo temos os parâmetros da Região I, enquanto

que, do lado direito temos os parâmetros da Região II, como mostra a Tabela 2.

Fonte: DUDAL, 2021, f. 25.

resholds” são os mesmos. Os gráficos de ρ̃O (t) e ρ̃R (t) no calibre unitário são mostrados

nas Figuras 47 e 48, respectivamente.
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Figura 48 - Densidades espectrais de 〈A (p)A (−p)〉T, res.

Legenda: Densidades espectrais de 〈A (p)A (−p)〉T, res, ρ̃A (t), no calibre unitário, em que t é

dado em unidades de µ2. Do lado esquerdo temos os parâmetros da Região I,

enquanto que, do lado direito temos os parâmetros da Região II, como mostra a

Tabela 2.

Fonte: DUDAL, 2021, f. 26.
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7 IDENTIDADES DE WARD E RENORMALIZAÇÃO DO MODELO DE

HIGGS SU (2) NO CALIBRE DE LANDAU COM OS OPERADORES O (X)

E RA
µ (X)

No caṕıtulo anterior foram apresentados os resultados até um 1-loop das funções de

Green de 2-pontos dos operadores invariantes de BRST O (x) e Ra
µ (x) do modelo de Higgs

SU (2). Este caṕıtulo é uma continuação do anterior, cujo objetivo principal é estabelecer

a renormalização de O (x) e Ra
µ (x) à todas as ordens perturbativas. Como as funções de

correlação desses operadores são independentes do calibre, utilizaremos o calibre de Lan-

dau, que, além da simplicidade, preserva a simetria de calibre global. O contratermo local

invariante é analisado através do método algébrico descrito por (PIGUET; SORELLA,

1995), que já foi utilizado no caso U (1). Também discutimos um pouco mais a simetria

custodial e a sua correspondente identidade de Ward, que com a introdução desses dos

operadores compostos O (x) e Ra
µ (x) passa a ser local. Na Seção 7.1 apresentamos o termo

de fixação de calibre. Na Seção 7.2 é estudada a cohomologia do operador de BRST para

determinar todos os operadores compostos que estão envolvidos na renormalização dos

operadores O (x) e Ra
µ (x). Na Seção 7.3 discutimos a simetria custodial e sua corrente.

As demais simetrias e identidades de Ward da teoria são mostradas na Seção 7.4. Na

Seção 7.5 é determinada o contratermo local invariante e a ação “bare”da teoria. Nas

últimas duas seções, Seção 7.6 e Seção 7.7, derivamos algumas relações importantes entre

as funções de Green com a ajuda das identidades de Ward obtidas com a introdução dos

operadores compostos na teoria. Este caṕıtulo está baseado no trabalho (DUDAL et al.,

2022).

7.1 Fixador de calibre

Tomando o limite ξ → 0 em Eq. (438), obtemos o termo de fixação de calibre no

calibre de Landau:

Sgf =

ˆ
d4x

[
iba∂µA

a
µ + ca∂µD

ab
µ c

b
]
. (511)

Desse modo a ação que consideraremos, por enquanto, é

S = SHiggs + Sgf. (512)

Como essa ação é um caso particular da ação (439) no calibre Rξ, nada é alterado em

relação à simetria BRST (440) e a simetria custodial (445). No modelo de Higgs, o

calibre de Landau possui a propriedade especial de preservar a simetria de calibre global,
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que é quebrada no caso geral ξ 6= 0, além disso, temos a tradicional transversalidade do

propagador de Aaµ. Veremos a seguir que o conhecido teorema de não renormalização

do vértice ΓAc̄c, que é encontrado em outras teorias com o calibre de Landau, veja por

exemplo (TAYLOR, 1971; BLASI; PIGUET; SORELLA, 1991), e tem um papel relevante

nos estudos das equações de Schwinger-Dyson, como mostram (ALKOFER; SMEKAL,

2001; BINOSI; PAPAVASSILIOU, 2009; HUBER, 2020), também está presente no modelo

de Higgs SU (2) com o campo ϕ na representação fundamental.

7.2 Cohomologia do operador de BRST

7.2.1 O operador escalar O (x)

O operador escalar O (x) possui dimensão dois e é um singleto em relação à simetria

custodial, veja a Eq. (468). Procuremos pela solução mais geral posśıvel da equação

s∆ (x) = 0, (513)

em que ∆ (x) é um polinômio escalar de dimensão dois, local nos campos
(
Aaµ, h, ρ

a, ba, ca, ca
)

e em v e um singleto em relação à simetria custodial. A solução geral da Eq. (513) é

∆ (x) = b1O (x) + b2v
2, (514)

em que b1 e b2 são constantes arbitárias. O (x) e v2 não são BRST-exatos, ou seja, não

existem ∆1 (x) e ∆2 (x) tais que s∆1 (x) = O (x) ou s∆2 = v2. Note a semelhança entre

(514) e o análogo abeliano (303).

7.2.2 O operador vetorial Ra
µ (x)

Como foi feito para o operador O (x), procuremos pelos operadores invariantes de

BRST com os mesmos números quânticos de Ra
µ (x), isto é, pela solução mais geral da

equação

s∆a
µ (x) = 0, (515)
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em que ∆a
µ (x) é um polinômio local nos campos e em v, possui dimensão três, se comporta

como um tripleto em relação à simetria custodial e tem número de fantasma zero 30. Com

um certo esforço algébrico, é posśıvel mostrar que a solução da Eq. (515) é

∆a
µ (x) = c1R

a
µ + s

(
c2ε

abcAbµc
c − c3i∂µc

a
)

= c1R
a
µ + c2

(
−εabc

(
Dbd
µ c

d
)
cc + iεabcAbµb

c
)

+ c3 (∂µb
a) , (516)

em que c1 e c2 são constantes arbitrárias. O resultado (516) mostra que Ra
µ é o único

operador que não é BRST-exato. Como ele também não contém os campos (ba, ca, ca),

esse é o único operador de dimensão três invariante de calibre. No caso SU (2) não existe

o análogo de ∂νFνµ do modelo abeliano. O candidato seria Dab
ν F

b
νµ, mas esse operador

não é invariante de BRST, apenas covariante, isto é,

s
(
Dab
ν F

b
νµ

)
= εabc

(
Dbd
ν F

d
νµ

)
cc, (517)

portanto não aparece em (516).

7.3 O operador vetorial Ra
µ como a corrente de Noether da simetria

custodial

Nesta seção analisaremos o operador Ra
µ (x) do ponto de vista da simetria custodial

global. Para isso, modifiquemos um pouco a notação e as transformações da simetria

custodial da seguinte forma:

δCAaµ = gεabcωbAcµ,

δCh = 0,

δCρa = gεabcωbρc,

δCca = gεabcωbcc,

δCca = gεabcωbcc,

δCba = gεabcωbbc, (518)

em que ωa é um parâmetro global. Comparando (445) e (518), vemos que a diferença

entre elas é apenas a constante g. O significado de (518) é bem claro: todos os campos(
Aaµ, ρ

a, ca, ca, ba
)

se transformam na representação adjunta de SU (2), enquanto que, o

campo de Higgs h é um singleto. A invariância de S, Eq. (512), em relação às trans-

30 Assim como no modelo de Higgs U(1), existe uma número de fantasma, [Ng], para os campos. [Ng] = 1
para ca, [Ng] = −1 para c̄a e [Ng] = 0 para os demais campos.
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formações (518),

δCS = 0, (519)

não é dif́ıcil de ser verificada, já que os ı́ndices do grupo (a, b, c, . . .) estão perfeitamente

contráıdos em S. As transformações (518) gozam das seguintes propriedades:[
s, δC

]
= 0, {s, . . .} 6= δC, (520)

que significam que δC comuta com o operador de BRST s, ao mesmos tempo que não pode

ser obtido a partir da anticomutação de s com outro operador. Quando traduzido em

termos de correntes de Noether, (520) implica que as correntes associadas a δC pertencem

à cohomologia não-trivial do operador s, ou seja, não são BRST-exatos.

A relevância de (520) pode ser compreendida através da comparação com outra

simetria. A ação (512) também é invariante frente ao conjunto de transformações globais

δRAaµ = gεabcωbAcµ,

δRh =
1

2
gωaρa,

δRρa =
1

2
gωb

(
− (v + h) δab + εabcρc

)
,

δRca = gεabcωbcc,

δRca = gεabcωbcc,

δRba = gεabcωbbc, (521)

isto é,

δRS = 0, (522)

que nós chamamos de simetria R. Assim como δC, pode ser verificado que[
s, δR

]
= 0, (523)

no entanto,{
s, δG

}
= δR, (524)
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em que δG é dado por

δGAaµ = 0,

δGh = 0,

δGρa = 0,

δGca = ωa,

δGba = iεabcωbcc, (525)

e

δGS = 0. (526)

Portanto, as correntes de Noether correspondentes à simetria R são BRST-exatas, ao

contrário daquelas associadas a δC. Assim sendo, as correntes da simetria R não estão

associadas a nenhuma excitação f́ısica.

Vejamos agora quais são as correntes de Noether da simetria custodial. Para essa

finalidade, vamos reescrever a Eq. (519) como

ˆ
d4x Ca (x)S = 0, (527)

em que Ca (x) representa o operador local

Ca (x) = −gεabc
(
Acµ (x)

δ

δAbµ (x)
+ ρc (x)

δ

δρb (x)
+ cc (x)

δ

δcb (x)

+cc (x)
δ

δcb (x)
+ bc (x)

δ

δbb (x)

)
. (528)

De acordo com o teorema de Noether, que foi discutido na Seção 1.2, a simetria custodial

de S implica em

Ca (x)S = ∂µ
(
JC
)a
µ

(x) , (529)

em que
(
JC
)a
µ

(x) é uma corrente. Fazendo o cálculo expĺıcito, obtemos que

(
JC
)a
µ

= gRa
µ −

δS

δAaµ
− s

(
Dab
µ c

b
)
. (530)

A Eq. (530) está mostrando que, a menos de equações de movimento e termos BRST-

exatos, os operadores locais Ra
µ são as correntes de Noether da simetria custodial. Res-

saltamos que a Eq. (530) está em perfeito acordo com a análise feita na Subseção 7.2.2 a

respeito da cohomologia de BRST, em que o operador Ra
µ pertence à cohomologia de s e

não pode ser escrito como um BRST-exato. A seguir será mostrado que as Eqs. (529) e

(530) dão origem à uma importante identidade de Ward não integrada.
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7.4 Simetrias e Identidades de Ward

7.4.1 Operadores compostos a ńıvel quântico; Identificando a ação completa Σ

Agora, temos todos os elementos principais para começar a análise da renorma-

lização dos operadores compostos
(
O (x) , Ra

µ (x)
)
. Como foi já discutido no Caṕıtulo

1, para calcularmos funções de correlação com inserções desses operadores, devemos

introduzi-los na ação de partida acoplados à fontes extenas, neste caso (J (x) ,Ωµ (x)).

Seguindo o formalismo da Renormalização Algébrica, apresentado em (PIGUET; SO-

RELLA, 1995), na verdade, todos os operadores pertencentes à cohomologia de BRST

devem ser introduzidos na teoria através de fontes externas. No caso especial de Ra
µ, te-

mos que tratar de maneira adequada o operador BRST-exato−εabc
(
Dbd
µ c

d
)
cc+iεabcAbµb

c =

s
(
εabcAbµc

c
)
. Introduzindo as fontes Υa

µ (x) e ζaµ (x) que formam um dubleto de BRST,

isto é,

sΥa
µ = ζaµ, sζaµ = 0, (531)

podemos obter o operador acima acoplado à uma fonte externa através do termo BRST-

exato

s

(ˆ
d4xΥa

µε
abcAbµc

c

)
=

ˆ
d4xζaµε

abcAbµc
c

+

ˆ
d4xΥa

µ

(
−εabc

(
Dbd
µ c

d
)
cc + iεabcAbµb

c
)
. (532)

Uma das vantagens desse dubleto de fontes é que conseguimos aumentar o número de iden-

tidades de Ward da teoria, como veremos a seguir. Em relação ao termo ∂µb
a = −is (∂µc

a),

que pertence à mesma cohomologia, como ele é linear no campo, basta introduzi-lo através

de apenas uma fonte externa, que neste caso denotaremos por Θa
µ (x). Assim sendo, o

termo com todos os operadores compostos invariantes de BRST que deve ser adicionado

à ação S é

S∆ =

ˆ
d4x

{
JO + ηv2 + Ωa

µR
a
µ + ζaµε

abcAbµc
c

+Υa
µ

(
−εabc

(
Dbd
µ c

d
)
cc + iεabcAbµb

c
)

+ iΘa
µ∂µb

a
}
, (533)

em que
(
J (x) , η (x) , Ωa

µ (x) , Θa
µ (x)

)
são fontes externas invariantes de BRST, ou seja,

sΩa
µ = sΘa

µ = sJ = sη = 0. (534)

As transformações (534) junto com (531) garantem a invariância de BRST de S∆, isto é,

sS∆ = 0. (535)
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Além de S∆, devemos adicionar um termo com as transformações de BRST não

lineares dos campos
(
Aaµ, c

a, h, ρa
)
, que denotaremos por Ss. Com esse propósito, intro-

duziremos as fontes invariantes de BRST
(
Ka
µ, L

a, H, P a
)
,

sKa
µ = sLa = sH = sP a = 0, (536)

assim, podemos escrever

Ss =

ˆ
d4x

[
Ka
µ

(
sAaµ

)
+ La (sca) +H (sh) + P a (sρa)

]
. (537)

Note que

sSs = 0.

Reunindo todos os termos, temos que a ação clássica de partida, Σ, a partir da

qual começaremos a análise das identidade de Ward é

Σ = S + Ss + S∆. (538)

Obviamente, como cada termo é invariante de BRST, temos

sΣ = 0. (539)

7.4.2 Identidades de Ward

A ação Σ possui um número significativo de simetrias que resultam nas identidades

de Ward listadas abaixo:

(i) Identidade de Slavnov-Taylor,

S (Σ) = 0, (540)

em que

S (Σ) =

ˆ
d4x

(
δΣ

δKa
µ

δΣ

δAaµ
+
δΣ

δLa
δΣ

δca
+ iba

δΣ

δca
+
δΣ

δH

δΣ

δh

+
δΣ

δP a

δΣ

δρa
+ ζaµ

δΣ

δΥa
µ

)
(541)

é o operador de Slavnov-Taylor. A identidade (540) é consequência da invariância de
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BRST da teoria, cujas transformações são

sAaµ = −Dab
µ c

b,

sh =
g

2
caρa,

sρa = −g
2

[
ca (v + h)− εabccbρc

]
,

sca =
g

2
εabccbcc,

sca = iba,

sba = 0,

sΥa
µ = ζaµ,

sζaµ = 0,

sKa
µ = sLa = sH = sP a = 0,

sΩa
µ = sJ = sη = sΘa

µ = 0; (542)

(ii) A equação de movimento do campo ba,

δΣ

δba
= i∂µA

a
µ − i∂µΘa

µ − iεabcAbµΥc
µ, (543)

que expressa a condição de calibre de Landau em forma funcional. Note que, do lado

direito de (543) existe uma quebra linear nos campos, mas que não será afetada por

correções perturbativas, veja o Caṕıtulo 1 (PIGUET; SORELLA, 1995);

(iii) A equação do antighost,

δΣ

δca
+ ∂µ

δΣ

δKa
µ

+ εabcΥb
µ

δΣ

δKc
µ

= εabcAbµζ
c
µ. (544)

A Eq. (544) também possui uma quebra linear nos campos;

(iv) A equação não integrada do campo fantasma,

δΣ

δca
− gεabcicb δΣ

δbc
+ gεabcΥb

µ

δΣ

δζcµ
+ g∂µ

(
δΣ

δζaµ

)
= ∆a

cl, (545)

em que ∆a
cl denota a quebra linear

∆a
cl = −∂2ca −Dab

µ K
b
µ + gεbacLbcc − gεabc

(
∂µΘc

µ

)
cb

−g
2
Hρa +

g

2
P a (v + h)− g

2
εbacP bρc + εbac∂µ

(
Υb
µc
c
)
. (546)

Vale a pena chamar a atenção para o fato de (545) não ser integrada. Em outros modelos,

veja por exemplo (PIGUET; SORELLA, 1995; BLASI; PIGUET; SORELLA, 1991), a

identidade do campo fantasma é integrada. No caso que estamos tratando, ela não é

integrada graças à presença das fontes externas
(
Υa
µ, ζ

a
µ

)
;
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(v) A simetria exata R,

Ra (Σ) = 0, (547)

em que

Ra = g

[
εabcAbµ

δ

δAcµ
+ εabcKb

µ

δ

δKc
µ

+ εabccb
δ

δcc
+ εabcLb

δ

δLc
+ εabccb

δ

δcc
+ εabcbb

δ

δbc

+
1

2
ρa

δ

δh
+

1

2
P a δ

δH
+

1

2

(
−δca (v + h) + εcabρb

) δ

δρc

−1

2

(
Hδca − εabcP b

) δ

δP c
+ εabcΥb

µ

δ

Υc
µ

+ εabcζbµ
δ

δζcµ

]
; (548)

(vi) A identidade de Ward c− c,

τ (Σ) = 0, (549)

em que

τ (Σ) =

ˆ
d4x

{
ca
δΣ

δca
− i δΣ

δba
δΣ

δLa
+

1

g
ζaµ

δΣ

δKa
µ

−
(

1

g
∂µΥa

µ + i∂µΘa
µ

)
δΣ

δLa

}
; (550)

(vii) A equação do campo de Higgs h integrada,

ˆ
d4x

(
δΣ

δh
− λvδΣ

δJ

)
− ∂Σ

∂v
=

ˆ
d4x v (J − 2η) . (551)

Note que, (551) também possui um termo de quebra, mas que não depende dos campos;

(viii) A identidade de Ward não integrada associada à simetria custodial,

C̃a (Σ) =
1

4
gv2∂µΩa

µ + iεbac∂µ
(
Υb
µb
c
)

+εbac∂µ
(
ζbµc

c
)
− igεbac∂µ

(
bcΘb

µ

)
− i∂2ba, (552)

em que

C̃a (Σ) = gεabc
(
Abµ

δΣ

δAcµ
+ ρb

δΣ

δρc
+ cb

δΣ

δcc
+ cb

δΣ

δcc
+ bb

δΣ

δbc
+Kb

µ

δΣ

δKc
µ

+Lb
δΣ

δLc
+ P b δΣ

δP c
+ Ωb

µ

δΣ

δΩc
µ

+ Υb
µ

δΣ

δΥc
µ

+ ζbµ
δΣ

δζcµ
+ Θb

µ

δΣ

δΘc
µ

)
+∂µ

δΣ

δAaµ
− g∂µ

δΣ

δΩa
µ

− 1

2
g∂µ

(
Ωa
µ

δΣ

δJ

)
+ g∂µ

δΣ

δΥa
µ

. (553)

A Eq. (552) possui do lado direito uma quebra linear nos campos que é uma derivada

total, ∂µ (...). Integrando (553), obtemos o operador

ˆ
d4xC̃a (Σ) := Ca (Σ) (554)
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associado à simetria custodial global, veja a Seção 7.3. Já que o lado direito de (554) é

uma derivada total, temos a identidade de Ward integrada

Ca (Σ) = 0 ; (555)

(ix) As equações das fontes externas η e Θa
µ,

δΣ

δη
= v2 (556)

e

δΣ

δΘa
µ

= i∂µb
a. (557)

Essas equações implicam que, a ńıvel quântico, η e Θa
µ não devem aparecer no contratermo

necessário para renormalizar a teoria;

(x) Equação do número de fantasma,

Ng (Σ) = 0, (558)

em que,

Ng =

ˆ
d4x

(
ca

δ

δca
− ca δ

δca
−Ka

µ

δ

δKa
µ

− 2La
δ

δLa

−H δ

δH
− P a δ

δP a
+ ζaµ

δ

δζaµ

)
. (559)

7.5 Análise algébrica da renormalizabilidade a todas as ordens

7.5.1 Caracterização do contratermo local invariante

De acordo com a contagem de potências, o contratermo local invariante Σct, que

deve ser adicionado a cada ordem perturbativa, é um polinômio local de dimensão quatro

integrado, formado com os campos, fontes e parâmetros massivos da teoria. De acordo

com (PIGUET; SORELLA, 1995), a caracterização de Σct é feita através da exigência de

que a ação “bare”Σbare, definida como

Σ + εΣct = Σbare +O
(
ε2
)
, (560)

satisfaça, até a primeira ordem no parâmetro perturbativo ε, as mesmas identidades de

Ward da ação a ńıvel árvore Σ. Impondo que Σbare satisfaça as mesmas identidades de
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Ward de Σ, temos o conjunto de equações:

S (Σbare) = 0, (561)

δΣbare

δba
= i∂µA

a
µ − i∂µΘa

µ − iεabcAbµΥc
µ, (562)

δΣbare

δca
+ ∂µ

δΣbare

δKa
µ

+ εabcΥb
µ

δΣbare

δKc
µ

= εabcAbµζ
c
µ, (563)

δΣbare

δca
+ ∂µ

δΣbare

δKa
µ

+ εabcΥb
µ

δΣbare

δKc
µ

= εabcAbµζ
c
µ. (564)

δΣbare

δca
− gεabcicb δΣbare

δbc
+ gεabcΥb

µ

δΣbare

δζcµ
+ g∂µ

(
δΣbare

δζaµ

)
= ∆a

cl, (565)

Ra (Σbare) = 0, (566)

τ (Σbare) = 0, (567)

ˆ
d4x

(
δΣbare

δh
− λvδΣbare

δJ

)
− ∂Σbare

∂v
=

ˆ
d4x v (J − 2η) , (568)

C̃a (Σbare) =
1

4
gv2∂µΩa

µ + iεbac∂µ
(
Υb
µb
c
)

+εbac∂µ
(
ζbµc

c
)
− igεbac∂µ

(
bcΘb

µ

)
− i∂2ba, (569)

δΣbare

δη
= v2, (570)

δΣbare

δΘa
µ

= i∂µb
a, (571)

Ng (Σbare) = 0. (572)
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Da Eq. (560) e das equações da Subseção 7.4.2, resulta então que o contratermo Σct deve

satisfazer as seguintes equações:

δΣct

δba
= 0, (573)

δΣct

δη
= 0, (574)

δΣct

δΘa
µ

= 0, (575)

δΣct

δca
+ ∂µ

δΣct

δKa
µ

+ εabcΥb
µ

δΣct

δKc
µ

= 0, (576)

δΣct

δca
− gεabcicb δΣ

ct

δbc
+ gεabcΥb

µ

δΣct

δζcµ
+ g∂µ

(
δΣct

δζaµ

)
= 0, (577)

ˆ
d4x

(
δΣct

δh
− λvδΣ

ct

δJ

)
− ∂Σct

∂v
= 0, (578)

C̃a
(
Σct
)

= 0. (579)

Em especial, temos que o contratermo deve ter número de fantasma zero, isto é,

Ng
(
Σct
)

= 0. (580)

Devido à não linearidade do operador de Slavnov-Taylor, temos que

S (Σbare) = S (Σ) + εBΣ

(
Σct
)

+O
(
ε2
)
, (581)

em que

BΣ =

ˆ
d4x

{
δΣ

δKa
µ

δ

δAaµ
+

δΣ

δAaµ

δ

δKa
µ

+
δΣ

δLa
δ

δca
+
δΣ

δca
δ

δLa

+iba
δ

δca
+
δΣ

δH

δ

δh
+
δΣ

δh

δ

δH
+

δΣ

δP a

δ

δρa

+
δΣ

δρa
δ

δP a
+ ζaµ

δ

δΥa
µ

}
(582)

é o operador de Slavnov-Taylor linearizado. O operador BΣ é nilpotente, isto é,

BΣBΣ = 0, (583)
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veja (PIGUET; SORELLA, 1995). Como S (Σbare) = 0 e S (Σ) = 0 , então temos a

condição

BΣ

(
Σct
)

= 0, (584)

que significa que o contratermo pertence à cohomologia do operador linearizado BΣ.

Para encontrarmos a expressão mais geral para Σct, comecemos pela condição (584).

A propriedade de nilpotência de BΣ, Eq. (583), implica que o contratermo se separa em

dois termos:

Σct = ∆ + BΣ∆(−1),

em que ∆ e BΣ∆(−1) são a cohomologia não-trivial e a cohomologia trivial, respectiva-

mente, do operador BΣ. ∆(−1) é um polinômio local integrado dos campos e fontes com

Ng = −1, pois BΣ possui o mesmo número de ghost de s, que é Ng = 1 .Levando em

consideração as Eqs. (573)-(575) e fazendo uso dos resultados gerais a respeito da coho-

mologia de teorias de calibre não abeliana, que podem ser encontrados em (PIGUET;

SORELLA, 1995), obtemos que

∆ =

ˆ
d4x

{
a0

1

4
F a
µνF

a
µν + a1O

2 + a2v
2O + a3JO + a4Jv

2 + a5v
4

+a6Ωa
µR

a
µ + a7Ωa

µΩa
µv

2 + a8Ωa
µΩa

µO + a9J
2 + a10JΩa

µΩa
µ

+a11

(
∂µΩa

µ

)
(∂νΩ

a
ν) + a12Ωa

µ∂
2Ωa

µ + a13ε
abcΩa

µΩb
ν∂µΩc

ν

+a14Ωa
µΩa

µΩb
νΩ

b
ν + a15Ωa

µΩa
νΩ

b
µΩb

ν

}
(585)

e

∆(−1) =

ˆ
d4x

[
ca
(
d1∂µA

a
µ + d2∂µΩa

µ + d3∂µΥa
µ + d4ε

abcAbµΩc
µ

+d5ε
abcAbµΥc

µ + d6ε
abcΩb

µΥc
µ + d7ε

abccbcc + d8hρ
a + d9vρ

a
)

+Ka
µ

(
d10A

a
µ + d11Ωa

µ + d12Υa
µ

)
+H (d13v + d14h) + d15P

aρa + d16L
aca] , (586)

em que (a0, . . . , a15) e (d1, . . . , d16) são parâmetros livres adimensionais.
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Impondo as demais restrições, Eqs. (576)-(579), encontramos o seguinte resultado:

∆ =

ˆ
d4x

{
a0

1

4
F a
µνF

a
µν + a1

(
O2 +

2

λ
JO +

1

λ2
J2 − 1

2λ
Ωa
µΩa

µO

)
+a1

(
− 1

2λ2
JΩa

µΩa
µ +

1

24λ2
Ωa
µΩa

µΩb
νΩ

b
ν

)
+a2

(
v2O − 2

λ
JO +

1

λ
Jv2 − 2

λ2
J2 − 1

4λ
Ωa
µΩa

µv
2

)
+a2

(
1

λ2
JΩa

µΩa
µ +

1

2λ
Ωa
µΩa

µO −
1

8λ2
Ωa
µΩa

µΩb
νΩ

b
ν

)
+a5

(
v4 − 4

λ
Jv2 +

4

λ2
J2 +

1

λ
Ωa
µΩa

µv
2

)
+a5

(
− 2

λ2
JΩa

µΩa
µ +

1

4λ2
Ωa
µΩa

µΩb
νΩ

b
ν

)
− 1

2
a12Faµν (Ω)Faµν (Ω)

}
(587)

e

∆(−1) =

ˆ
d4x

{
−d1

(
Ka
µ + ∂µc

a + εabcΥb
µc
c
)(

Aaµ −
1

g
Υa
µ

)
+d13 [H (v + h) + P aρa]} , (588)

sendo

Faµν (Ω) = ∂µΩa
ν − ∂νΩa

µ − εabcΩb
µΩc

ν . (589)

Vemos que o contratermo local invariante na sua forma final contém sete parâmetros

livres, que são: (a0, a1, a2, a5, a12) e (d1, d13). Em particular, podemos notar a presença

de termos não lineares nas fontes (J, Ω), que não estão presentes na ação a ńıvel árvore,

Σ. Alguns desses termos que aparecem a partir de 1-loop em diante são necessários para

renormalizar as funções de Green de 2-pontos 〈O (x)O (y)〉 e
〈
Ra
µ (x)Rb

ν (y)
〉
, que foram

calculadas no Caṕıtulo 6.

Analisando com cuidado Σct, vemos que ele se assemelha bastante ao contratermo

do modelo abeliano, veja Eq. (342). Aqui também aparece um contratermo BRST in-

variante responsável por renormalizar os “tadpoles”que começa a partir de 1-loop, que é

a2v
2O. O parâmetro a2 é fixado, na maioria das vezes, de tal forma a cancelar os “tad-

poles”, ou seja, a garantir que 〈h〉 = 0. Encontramos também o contratermo de vácuo

a5v
4, que é permitido pela contagem de potências e pela dimensionalidade. O parâmetro

a5 pode ser escolhido de modo que o condensado perturbativo de dimensão dois 〈O〉pert

se anule ordem a ordem. Combinado a identidade de Ward (551) com as duas condições

〈h〉 = 0 e 〈O〉pert = 0, obtemos que a energia do vácuo, Ev, atinge o seu mı́nimo em v, ou

seja, ∂Ev
∂v

= 0. Voltaremos a discutir esse ponto a seguir, na Seção 7.6.

Em relação a Σct, também chama a atenção em (587) o termo a12Faµν (Ω)Faµν (Ω).

Olhando para a definição de Faµν (Ω) na Eq. (589), notamos a semelhança desse termo
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com F a
µνF

a
µν . Isso se deve à identidade de Ward local (579) associada à simetria custodial,

cujas transformações de Aaµ e Ωa
µ são muito parecidas:

δAaµ = −∂µωa + gεabcωbAcµ,

δΩa
µ = g

(
∂µω

a + εabcωbΩc
µ

)
. (590)

7.5.2 Identificando a ação bare e os fatores de renormalização Z

Uma vez identificado o contratermo local invariante necessário para cancelar as

divergências que aparecem no modelo de Higgs SU (2) com os operadores compostos

O (x) e Rµ (x), o próximo passo para concluir a renormalização é obtermos a ação bare

Σbare, definida em (560). Levando em consideração os termos não lineares nas fontes

externas, que começam a partir de 1-loop, assim como os contratermos invariantes de

BRST necessários para renormalizar os “tadpoles”e o condensado 〈O〉pert, obtemos que a
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ação bare deve ser

Σbare =

ˆ
d4x

{
1

4
F a
µν (A0)F a

µν (A0) +
λ0

2
v0h

2
0 +

λ0

2
v0h

3
0 +

λ0

2
v0h0ρ

a
0ρ
a
0

+
1

8
λ0h

4
0 +

1

4
λ0h

2
0ρ
a
0ρ
a
0 +

1

8
λ0 (ρa0ρ

a
0)2 +

1

2
(∂µh0)2 +

1

2
(∂µρ

a
0)2

+
1

2
g0A

a
0µρ

a
0 (∂µh0)− 1

2
g0 (v0 + h0) (∂µρ

a
0)Aa0µ +

1

2
g0ε

abcAa0µρ
b
0∂µρ

c
0

+
1

8
g2

0A
a
0µA

a
0µ (v0 + h0)2 +

1

8
g2

0A
a
0µA

a
0µρ

a
0ρ
a
0 + iba0∂µA

a
0µ + ca∂µD

ab
µ (A0) cb0

−Ka
0µD

ab
µ (A0) cb0 + La0

g0

2
εabccb0c

c
0

+H0
g0

2
ca0ρ

a
0 + P a

0

(
−g0

2
ca0 (v0 + h0) +

g0

2
εabccb0ρ

c
0

)
+J0O0 + η0v

2
0

+Ωa
0µR

a
0µ + Υa

0µ

(
−εabc

(
Dbd
µ (A0) cd0

)
cc0 + iεabcAb0µb

b
0

)
+ζa0µε

abcAb0µc
c
0 + Θa

0µ∂µb
a
0 + δσ0v

2
0O0

+ (Zλ − 1)
λ0

2

(
1

λ2
0

J2
0 −

1

2λ0

Ωa
0µΩa

0µO0

)
+ (Zλ − 1)

λ0

2

(
− 1

2λ2
0

J0Ωa
0µΩa

0µ +
1

24λ2
0

Ωa
0µΩa

0µΩb
0νΩ

b
0ν

)
+

(
δσ0 −

λ0

2
(Zh − 1)

)(
− 2

λ2
0

J2
0 −

1

4λ0

Ωa
0µΩa

0µv
2
0 +

1

λ2
0

J0Ωa
0µΩa

0µ

)
+

(
δσ0 −

λ0

2
(Zh − 1)

)(
1

2λ0

Ωa
0µΩa

0µO0 −
1

8λ2
0

Ωa
0µΩa

0µΩb
0νΩ

b
0ν

)
+δa0

(
v4

0 −
4

λ0

J0v
2
0 +

4

λ2
0

J2
0 +

1

λ0

Ωa
0µΩa

0µv
2
0

)
+δa0

(
− 2

λ2
0

J0Ωa
0µΩa

0µ +
1

4λ2
0

Ωa
0µΩa

0µΩb
0νΩ

b
0ν

)
−δθ0Faµν (Ω0)Faµν (Ω0) + Z

1
2
AΥ

(
−Ka

0µζ
a
0µ − (∂µc

a
0) ζa0µ − iba0∂µΥa

0µ

)}
, (591)

em que o sub́ındice “0” denota as quantidades bare, enquanto que

O0 :=
1

2

(
h2

0 + 2v0h0 + ρa0ρ
a
0

)
(592)

e

Ra
0µ := −1

2

[
(v0 + h0) ∂µρ

a
0 − ρa0∂µh0 + εabcρb0∂µρ

c
0 −

g0

2
Aa0µ (v0 + h0)2

+g0ε
abcAb0µρ

c
0 (v0 + h0) +

g0

2
Aa0µρ

b
0ρ
b
0 − g0A

b
0µρ

a
0ρ
b
0

]
. (593)
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As quantidades bare estão relacionadas às quantidades renormalizadas através dos fatores

de renormalização da seguinte forma:

Aa0µ = Z
1
2
AAA

a
µ + Z

1
2
AΥΥa

µ, h0 = Z
1
2
h h, ρa0 = Z

1
2
ρ ρ

a,

v0 = Z
1
2
v v, ca0 = Z

1
2
c c

a, ca0 = Z
1
2
c c

a, ba0 = Z
1
2
b b

a,

g0 = Zgg, λ0 = Zλλ, Ka
0µ = ZKK

a
µ, La0 = ZLL

a,

H0 = ZHH, P a
0 = ZPP

a, Ωa
0µ = ZΩΩa

µ, Υa
0µ = ZΥΥa

µ,

ζa0µ = Zζζ
a
µ, Θa

0µ = ZΘΘa
µ, J0 = ZJJJ + ZJηη,

δσ0 = εδσ, δa0 = εδa, δθ0 = εθ, (594)

em que ε é o parâmetro e expansão. Por exemplo, no caso de uma expansão em loops,

em que o contratermo é determinado recursivamente, ordem a ordem, o parâmetro de

expansão ε não é nada mais do que ~n.

Reescrevendo a ação bare em termos das quantidades renormalizadas e dos fatores

de renormalização, definidos pelas equações de (594), obtemos da Eq. (560) que os fatores

de renormalização até ordem ε são:

Z
1
2
AA = Z

− 1
2

b = ZL = ZΘ = 1 +
1

2
ε (a0 − 2d1) ,

Zg = 1− 1

2
εa0,

Z
1
2
h = Z

1
2
ρ = Z

1
2
v = Z

− 1
2

ηη = 1 + εd13,

Z
1
2
AΥ = −1

g

(
Z

1
2
AA + Zg − 2

)
,

ZΩ = 1,

Zλ = 1 + εa1,

Z
1
2
c = Z

1
2
c = ZK = 1 +

1

2
εd1 = Z

− 1
2

g Z
− 1

2
AA ,

ZH = ZP = Z
− 1

2
g Z

1
2
AAZ

− 1
2

h ,

Zζ = Z
1
2
g Z
− 1

2
AA ,

ZJJ = 1 + ε
(
−2

a2

λ
+ a1

)
,

ZJη = 0,

ZηJ = ε
(a2

λ
− 4

a5

λ
+ d13

)
,

δσ = a2 + λd13,

δθ =
a12

2
,

δa = a5. (595)

Como já hav́ıamos antecipado, os coeficientes {δσ0, δa0, δθ0} assim como {ZJη, ZηJ}
começam a partir de 1-loop. Em especial, os fatores de renormalização {ZJη, ZηJ} dão

origem à uma matriz de mistura entre as fontes externas J e η que estão acopladas a O e
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v2, respectivamente, uma caracteŕıstica que também foi encontrado no modelo de Higgs

abeliano, veja o Caṕıtulo 5 ou (ITZYKSON; ZUBER, 1980).

Devido à introdução do operador BRST-exato s
(
εabcAbµc

c
)

acoplado à fonte Υa
µ,

veja a Eq. (532), a renormalização do campo Aaµ possui uma mistura com a fonte Υa
µ,

como mostram as Eqs. (594) e (595). De fato, a fonte Υa
µ possui os mesmos número

quânticos de Aaµ, ambos possuem dimensão de massa um, [Ng] = 0 e não são invariantes

de BRST. A Eq. (595) mostra que

Z
1
2
AΥ = −εd1

g
, (596)

ou seja, a mistura começa a partir de 1-loop. A existência dessa mistura significa que

o campo elementar Aaµ possui uma superposição não nula com o operador composto

s
(
εabcAbµc

c
)
, isto é,

〈
Aaµ (x)

[
s
(
εbcdAcνc

d
)

(y)
]〉

= − δ2W

δJaµ (x) δΥb
ν (y)

∣∣∣∣
J=0

6= 0, (597)

em que W é o funcional gerador conexo. O fator de renormalização (596) é necessário

para cancelar as divergências de funções de Green como (597). Como Υa
µ e ζaµ formam um

dubleto de BRST, pelo Teorema dos Dubletos que é mostrado por (PIGUET; SORELLA,

1995), essas fontes devem pertencer apenas à parte trivial da cohomologia de BRST.

Devido aos resultados bem gerais

〈O (x1) . . . O (xn) sQ (y)〉 = 〈s (O (x1) . . . O (xn))Q (y)〉 = 0, (598)

〈
Ra1
µ1

(x1) . . . Ran
µn (xn) sQ (y)

〉
=

〈
s
(
Ra1
µ1

(x1) . . . Ran
µn (xn)

)
Q (y)

〉
= 0, (599)

em que Q (y) é uma quantidade local qualquer, temos que o operador s
(
εabcAbµc

c
)

não

possui superposição com os operadores O (x) e Ra
µ (x). Levando em consideração que, após

a derivação de W em relação às fontes J ou Ωµ, todas as fontes são tomadas a zero, o

termo de mistura com a fonte Υa
µ presente na ação bare não possui nenhuma consequência

prática para as funções de correlação de operadores invariantes de BRST.

Terminaremos esta seção mencionando dois resultados importantes, válidos a todas

as ordens, que seguem da análise algébrica feita acima:

(i) o teorema de não renormalização para o vértice ΓAc̄c, expresso pela relação

ZgZcZ
1
2
AA = 1, (600)

se generaliza ao caso do modelo de Higgs com o campo escalar ϕ na representação fun-

damental. Este teorema possui implicações importantes no estudo das funções de cor-

relação das teorias de calibre não abelianas na região infravermelha. Os trabalhos (ALKO-
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FER; SMEKAL, 2001; BINOSI; PAPAVASSILIOU, 2009; HUBER, 2020) são exemplos da

aplicações do teorema de não renormalização no estudo das equações de Schwinger-Dyson.

(ii) como consequência da não renormalização da fonte Ωa
µ, Eq. (595), ou seja,

ZΩ = 1, (601)

a dimensão anômala de Ra
µ é nula a todas as ordens, isto é,

γR = µ
∂

∂µ
ln ZΩ = 0, (602)

em que µ representa o parâmetro massivo introduzido na renormalização da teoria. Esse

resultado está em perfeito acordo com o fato de Ra
µ ser a corrente de Noether da simetria

custodial, como foi discutido na Seção 7.3.

7.6 “Tadpoles”, energia do vácuo e o condensado perturbativo 〈O〉

Exploremos um pouco das consequências da identidade de Ward (551), que a ńıvel

quântico resulta em

ˆ
d4x

(
δΓ

δh
− λv δΓ

δJ

)
− ∂Γ

∂v
=

ˆ
d4x v (J − 2η) , (603)

em que Γ é o funcional gerador das funções 1PI. Essa identidade existe apenas porque

O (x) foi introduzido na ação desde o ińıcio. O modelo de Higgs U (1) no calibre de Landau

possui uma identidade análoga, veja a Eq. (324). Tomando todas as fontes externas a

zero, de (603) obtemos a equação

∂Ev
∂v

= 〈h〉 − 2λv 〈O〉 , (604)

que estabelece uma relação entre a densidade de energia do vácuo Ev, os “tadpoles”〈h〉 e

o condensado de dimensão dois 〈O〉.
Como (603) é uma equação para o gerador funcional Γ, esse resultado deve ser

verdade além da teoria de perturbações. A ńıvel perturbativo, como foi discutido na

Subseção 7.5.1, temos a liberdade de escolher as condições de renormalização 〈h〉 = 0

e 〈O〉pert = 0, em que 〈O〉pert é o condensado perturbativo de O(x). Fazendo isso, o

resultado que segue de (604) é que a densidade de energia do vácuo mantém o seu mı́nimo

em v após a renormalização da teoria a cada ordem perturbativa. Caso O(x) condense

devido a efeitos não perturbativos, a configuração de mı́nimo será modificada. Até o

momento não podemos afirmar nada a respeito de 〈O〉não pert, essa é uma análise que

pretendemos fazer futuramente.
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7.7 A parte longitudinal da função de 2-pontos
〈
Ra
µ (x)Rb

ν (y)
〉

Nesta seção discutiremos as consequências da identidade de Ward (552) sobre a

parte longitudinal da função conexa de 2-pontos
〈
Ra
µ (x)Rb

ν (y)
〉
. A ńıvel quântico a

identidade (552) resulta em

Ca (Γ) =
1

4
gv2∂µΩa

µ + iεbac∂µ
(
Υb
µb
c
)

+εbac∂µ
(
ζbµc

c
)
− igεbac∂µ

(
bcΘb

µ

)
− i∂2ba. (605)

Passando para o funcional conexo, W , através da transformada de Legendre

Γ = W −
∑
φ

ˆ
d4x Jφφ, (606)

a identidade (605) pode ser reescrita como

−gεmnp
((
JA
)p
α

δW

δ (JA)mα
+ (Jρ)p

δW

δ (Jρ)m
+ (J c)p

δW

δ (J c)m

+
(
J c
)p δW

δ (J c)m
+
(
J b
)p δW

δ (J b)m
−Kp

α

δW

δKm
α

− Lp δW
δLm

−P p δW

δPm
− Ωp

α

δW

δΩm
α

−Υp
α

δW

δΥm
α

− ζpα
δW

δζmα
−Θp

α

δW

δΘm
α

)
−∂α

(
JA
)n
α
− g∂α

δW

δΩn
α

− 1

2
g∂α

(
Ωn
α

δW

δJ

)
+ g∂α

δW

δΥn
α

=
1

4
gv2∂αΩn

α + iεmnp∂α

(
Υm
α

δW

δ (J b)p

)
+ εmnp∂α

(
ζmα

δW

δ (J c)p

)
−gεmnp∂α

(
Θm
α

δW

δ (J b)p

)
− i∂2 δW

δ (J b)n
, (607)

em que
(
JA
)a
µ
, (Jρ)a, (J c)a, (J c)

a
e
(
J b
)a

são as fontes dos campos Aaµ, ρa, ca, ca e ba,

respectivamente. Atuando com δ/δΩl
β em (607) e tomando todas as fontes a zero, obtemos

g∂xα
〈
Rl
β (y)Rn

α (x)
〉
− 1

2
gδnl∂xβ

(
δ4 (x− y) 〈O〉pert

)
=

1

4
gv2δnl∂xβδ

4 (x− y) + i
(
∂2
)x 〈

Rl
β (y) bn (x)

〉
. (608)

Esse resultando pode ainda ser simplificado, já que:

(i)
〈
Rl
β (y) bn (x)

〉
= −i

〈
s
[
Rl
β (y) cn (x)

]〉
= 0, devido à simetria de BRST da

teoria,

(ii) como foi discutido na Subseção 7.5.1, é posśıvel ajustar o contratermo a5v
4 de

tal forma que 〈O〉pert se anule ordem a ordem: 〈O〉pert = 0.
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Como consequência disso, deriva o importante resultado

∂xα
〈
Rl
β (y)Rn

α (x)
〉

=
1

4
v2δnl∂xαδ

4 (x− y)

⇒ Lαβ
〈
Rl
β (y)Rn

α (x)
〉

=
1

4
v2δnlδ4 (x− y) . (609)

A Eq. (609) estabelece que a parte longitudinal de
〈
Ra
µ (x)Rb

ν (x)
〉

não recebe correções

quânticas ao seu resultado a ńıvel árvore, o que significa também que é independente

do momento externo. Isso quer dizer que a componente longitudinal do operador Ra
µ (x)

não está associada a nenhuma part́ıcula f́ısica. Apenas a parte transversal de Ra
µ (x) é

relevante fisicamente.
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CONCLUSÕES

Como mostram as análises feitas até 1-loop nos Caṕıtulos 3 e 6, as funções de Green

dependentes do calibre podem não gozar das propriedades mencionadas na literatura

tradicional, como (PESKIN; SCHROEDER, 1995; WEINBERG, 1995). Esse não é um

fato novo a respeito das teorias de calibre, veja por exemplo (STROCCHI, 2013). Nos

modelos que estudamos isso nos foi mostrado através das densidades espectrais, que para

certos valores do parâmetro de calibre apresentam violação de positividade. Por causa

de fatos como esse, alguns autores costumam chamar as funções de Green dependentes

do calibre de não f́ısicas. Denominá-las dessa forma não é um erro, mas, ao menos

perturbativamente, isso não significa uma desqualificação grave. Veja os exemplos da

QED, do setor eletrofraco do Modelo Padrão e até mesmo da QCD a altas energias. Mesmo

sendo definidas através de um conjunto de funções de Green dependentes do calibre, todas

essas teorias conseguem fazer predições f́ısicas acertadas a respeito da fenomenologia que

se propõem a descrever. Isso acontece porque, com grande esforço, desde (GUPTA, 1950;

BLEULER, 1950) até (BECCHI; ROUET; STORA, 1974) e (KUGO; OJIMA, 1978),

entendemos os mecanismos que fazem com que perturbativamente, por exemplo, a matriz

S de uma teoria de calibre seja unitária e independente do calibre.

Fazemos questão sempre de destacar e lembrar que conhecemos bastante bem ape-

nas as teorias de calibre perturbativas. Fora do regime perturbativo, que nas teoria de

calibre não abelianas com liberdade assintótica, como a QCD, corresponde ao regime de

baixas energias, a situação é bem diferente. Esse assunto se relaciona com o tema desta

tese, pois é sabido que os modelos de Higgs não abelianos também podem apresentar

liberdade assintótica, veja o trabalho de (GROSS; WILCZEK, 1973), e uma fase confi-

nante, veja (FRADKIN; SHENKER, 1979). Em relação ao regime não perturbativo, não

precisamos mencionar o problema extremamente dif́ıcil da existência ou não de uma teoria

de campos interagentes no cont́ınuo em quatro dimensões. Podemos falar de problemas

mais concretos que surgem nas regiões onde a teoria de perturbações não faz mais sentido,

como a da fixação do calibre, que já mencionamos na Introdução. O método de fixação

do calibre de Faddeev-Popov em teoria de calibre não abelianas sofre com o problema das

cópias de Gribov. Esse problema é mais relevante à medida que nos afastamos da região

perturbativa, pois o termo do operador de Faddeev-Popov responsável pela existência

de cópias depende da constante de acoplamento, veja as discussões de (GRIBOV, 1978;

ZWANZIGER, 1989a; CAPRI et al., 2013).

Existem várias abordagens que tentam extrair informações não perturbativas a res-

peito das teorias de calibre não abelianas, como as Equações de Schwinger-Dyson (SDE),

as simulações numéricas na rede, a teoria RGZ, o Grupo de Renormalização Funcional,

etc. No caso das teorias de Yang-Mills puras, é posśıvel observar uma certa convergência
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entre essas várias abordagens, vide o exemplo do propagador do glúon no calibre de Lan-

dau, que na rede (CUCCHIERI; MENDES, 2007), na RGZ (DUDAL et al., 2008) e nas

SDE (BOUCAUD et al., 2008; AGUILAR; BINOSI; PAPAVASSILIOU, 2008) apresenta

o mesmo comportamento na região infravermelha.

Como já foi mencionado, as teorias de calibre formuladas na rede não necessitam

da fixação de calibre, então para que seja posśıvel fazer a comparação entre a rede e uma

abordagem no cont́ınuo, o calibre deve ser fixado também na rede. No caso do modelo

de Higgs, podeŕıamos entender a fixação de calibre como bem vinda, uma vez que, para

que haja a quebra espontânea de simetria, de acordo com o teorema de Elitzur, essa é

uma necessidade. No entanto, como discutido nos trabalhos de (CAUDY; GREENSITE,

2008; GREENSITE; LUCINI, 2008) a respeito do modelo de Higgs SU(2) na rede, se

fixarmos o calibre e tentarmos extrair, por exemplo, um diagrama de fases que mostra

as regiões dos parâmetros onde temos uma fase tipo QCD (confinante) ou uma fase tipo

Higgs (não confinante), esse diagrama dependerá da escolha do calibre. Em virtude de

situações como essa, tem ganhado força na rede a abordagem invariante de calibre de

FMS, veja (MAAS, 2019) e as referências contidas nele.

Com este estudo que fizemos a respeito do modelos de Higgs U(1) e, principal-

mente, do modelo de Higgs SU(2) acreditamos ter desenvolvido um conjunto de ferra-

mentas fundamentais para o estudo das regiões não perturbativas do modelo de Higgs.

Os operadores invariantes de BRST O (x) e Ra
µ (x) também são invariantes de calibre, o

que os torna fortes candidatos a serem estudados na rede também (MAAS, 2019). Talvez,

com a introdução de elementos não-perturbativos, como aqueles da teoria RGZ invariante

de BRST (CAPRI et al., 2015; CAPRI et al., 2018), seja posśıvel fazer uma conexão com

as predições de Fradkin e Shenker na rede (FRADKIN; SHENKER, 1979).

O passo natural que pode ser dado em direção ao Modelo Padrão é o estudo do

modelo de Higgs SU (2) × U (1). Esse um projeto que já iniciamos, até o momento,

conseguimos caracterizar um conjunto de operadores invariantes de calibre que descrevem

cada part́ıcula do espectro do modelo. Alguns desses operadores não são locais, por isso

temos que introduzir na teoria o campo auxiliar de Stueckelberg para localizá-los. Assim

como em outros grupos não abelianos diferentes do grupo SU(2) que possui a simetria

custodial, no caso SU (2)×U (1) temos que trabalhar com um conjunto menor de simetrias,

o que torna o estudo mais desafiador do ponto de vista da renormalização.
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APÊNDICE A – Regras de Feynman do modelo de Higgs U (1)

A ação do modelo de Higgs U (1) no calibre Rξ com os operadores compostos O (x)

e Vµ (x) é

S = SHiggs + Sξgf +

ˆ
d4x (J (x)O (x) + Ωµ (x)Vµ (x))

=

ˆ
d4x

{
1

4
FµνFµν +

1

2
∂µh∂µh+

1

2
∂µρ∂µρ

+
1

2
e2v2AµAµ + evAµ∂µρ+

1

2
λv2h2

−eAµρ∂µh+ eAµh∂µρ+ e2vhAµAµ +
1

2
e2ρ2AµAµ +

1

2
e2h2AµAµ

+
1

8
λh4 +

1

8
λρ4 +

1

2
λvh3 +

1

2
λvhρ2 +

1

4
λh2ρ2

+
ξ

2
b2 + ib (∂µAµ + ξmρ)− c

(
−∂2c+ ξmec (v + h)

)
+

1

2
Ωµ

[
−ρ∂µh+ (v + h) ∂µρ+ eAµ

(
v2 + 2vh+ h2 + ρ2

)]
+

1

2
J
(
h2 + 2vh+ ρ2

)}
. (610)

Lembrando que J (x) e Ωµ (x) são as fontes externas necessárias para introduzir os ope-

radores compostos O (x) e Vµ (x).

A.1 Propagadores

A parte quadrática nos campos e sem fontes externas da ação (610) é

Squad =

ˆ
ddx

{
1

4
FµνFµν +

m2

2
AµAµ +

1

2
∂µh∂µh+

m2
h

2
h2

+
1

2
∂µρ∂µρ+mAµ∂µρ

+ξ
b2

2
+ ib (∂µAµ + ξmρ)− c

(
∂2c− ξm2c

)}

=

ˆ
d4x

1

2

[
Aµ b ρ

] δµν (−∂2 +m2) + ∂µ∂ν −i∂µ m∂µ

i∂ν ξ iξm

−m∂ν iξm −∂2


 Aν

b

ρ


+

1

2
∂µh∂µh+

m2
h

2
h2 − c

(
∂2c− ξm2c

)}
. (611)

Como o campo de Higgs e os campos fantasmas estão desacoplados dos demais campos,

de imediato, temos que o propagador do campo de Higgs e o propagador dos campos
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fantasmas no espaço dos momentos são:

〈h (p)h (−p)〉0 =
1

p2 +m2
h

,

〈c (p) c (−p)〉0 =
1

p2 + ξm2
. (612)

É conveniente trabalharmos com todos os campos com a mesma dimensão de massa, por

isso redefinimos o campo de Nakanishi-Lautrup como sendo b (x) = βb (x), em que β e

b (x) possuem dimensão de massa igual a um. Assim, os campos
(
Aµ, ρ, b

)
possuem todos

a mesma dimensão de massa. Como (611) não contém β, os propagadores dos campos

(Aµ, ρ, b) também não devem conter esse parâmetro. Os propagadores de
(
Aµ, ρ, b

)
são

dados pela inversa da matriz

M (x− y) =

 δµν (−∂2 +m2) + ∂µ∂ν −iβ∂µ m∂µ

iβ∂ν ξβ2 iξβm

−m∂ν iξβm −∂2

 δd (x− y) . (613)

Passando (613) para o espaço dos momentos, via transformada de Fourier, obtemos

M̃ (p) =

 (p2 +m2)Pµν (p) +m2Lµν (p) −βpµ −impµ
βpν β2ξ iξβm

impν iξβm p2

 , (614)

em que (2π)d δ (p+ q) M̃ (p) =
´
ddx ei(p·x+q·y)M (x− y) . Todos os elementos de M̃ (p)

possuem dimensão de massa igual a dois, essa é uma das consequências a redefinição do

campo b(x), feita anteriormente, com a introdução do parâmetro β. A inversa de M̃ (p),

M̃−1 (p), já pode ser escrita levando-se em consideração a simetria de Lorentz da teoria,

ou seja, já podemos escrever os elementos de M̃−1 (p) com a sua estrutura tensorial:

M̃−1 (p) =

 A (p2)Pνλ (p) +B (p2)Lνλ (p) C (p2) pν D (p2) pν

E (p2) pλ F (p2) G (p2)

H (p2) pλ I (p2) J (p2)

 . (615)

Multiplicando M̃−1 (p) por M̃ (p), devemos obter a matriz identidade I, que neste caso é

I =

 δµλ 0 0

0 1 0

0 0 1

 . (616)

Fazendo essa multiplicação, obtemos

A
(
p2
)

=
1

p2 +m2
(617)
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e um sistema de equações algébricas, que pode ser escrito em notação matricial como

sendo m2 −β −im
p2β β2ξ iξβm

ip2mβ iξβm (p2 + ξm2)


 B (p2) C (p2) D (p2)

p2E (p2) F (p2) G (p2)

p2H (p2) I (p2) 1
p2+ξm2

 =

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

 . (618)

O sistema (618) pode ser resolvido pelo método de eliminação de Gauss, resultando em

M̃−1 (p) =


1

p2+m2Pνλ (p) + ξ
p2+ξm2Lνλ (p) β−1

p2+ξm2pν 0
β−1

p2+ξm2pλ 0 −imβ−1

p2+ξm2

0 −imβ−1

p2+ξm2 J (p2)

 . (619)

Os propagadores da teoria no espaço dos momentos podem ser lidos diretamente da matriz

(619), de acordo como a origem da matriz M(x − y), veja a Eq. (611). Assim, além de

(612), temos os propagadores:

〈Aµ (p)Aν (−p)〉0 =
1

p2 +m2
Pµν (p) +

ξ

p2 + ξm2
Lµν (p) ,

〈Aµ (p) b (−p)〉0 = −〈b (p)Aµ (−p)〉0 =
pµ

p2 + ξm2
,

〈Aµ (p) ρ (−p)〉0 = −〈ρ (p)Aµ (−p)〉0 = 0,

〈b (p) b (−p)〉0 = 0,

〈b (p) ρ (−p)〉0 = 〈ρ (p) b (−p)〉0 =
−im

p2 + ξm2
,

〈ρ (p) ρ (−p)〉 =
1

p2 + ξm2
. (620)

Note que o parâmetro β não aparece em (620), como deveria ser. A Figura 1 mostra a

notação utilizada para os principais propagadores.

A.2 Vértices de interação

Vértices de interação que surgem do termo de interação

SI =

ˆ
ddx {−eρAµ∂µh+ ehAµ∂µρ−mξecch

+
µ4−de2

2
AµAµh

2 + µ2− d
2 ve2AµAµh+

µ4−de2

2
AµAµρ

2

+
µ4−dλ

8
h4 +

µ4−dλ

8
ρ4 +

µ2− d
2λ

2
vh3 +

µ4−dλ

4
h2ρ2 +

µ2− d
2λ

2
vhρ2

}
: (621)



198

Figura 49 - Vértices de interação de SI .

Legenda: Representação diagramática dos vértices de interação de SI , cujos fatores de vértice

são mostrados na Eq. (622).

Fonte: O autor, 2022.

(ΓAhρ)µ (p, q, r) = ieµ2− d
2 (qµ − rµ) (2π)d δd (p+ q + r) ,

(ΓAAh)µν (p, q, r) = −2µ2− d
2 e2vδµν (2π)d δd (p+ q + r) ,

(ΓAAhh) (p, q, r, s) = −2µ4−de2δµν (2π)d δd (p+ q + r + s) ,

(ΓAAρρ) (p, q, r, s) = −2µ4−de2δµν (2π)d δd (p+ q + r + s) ,

(Γhhh) (p, q, r) = −3µ2− d
2λv (2π)d δd (p+ q + r) ,

(Γhhhh) (p, q, r, s) = −3µ4−dλ (2π)d δd (p+ q + r + s) ,

(Γρρρρ) (p, q, r, s) = −3µ4−dλ (2π)d δd (p+ q + r + s) ,

(Γhhρρ) (p, q, r, s) = −µ4−dλ (2π)d δd (p+ q + r + s) ,

(Γhρρ) (p, q, r) = −µ2− d
2λv (2π)d δd (p+ q + r) ,

(Γcch) (p, q, r) = µ2− d
2mξe (2π)d δd (p+ q + r) . (622)

Para o cálculo desses fatores de vértice, foi utilizada a definição (16). A Figura 49 mostra

a representação diagramática desses vértices.

No calibre de Landau, a análise algébrica feita no Caṕıtulo 5 mostra que os con-
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tratermos a 1-loop são:

(Γh) (p) = (δσ)(1) v3 (2π)d δd (p) ,

(ΓAA)µν (p, q) = −
(
Z

(1)
A

(
p2δµν − pµpν

)
+ Z

(1)
h m2δµν

)
(2π)d δd (p+ q) ,

(Γhh) (p, q) = −
(
Z

(1)
h p2 +

(
Z

(1)
λ + 2Z

(1)
h

)
m2
h + (δσ)(1) v2

)
(2π)d δd (p+ q) ,

(Γρρ) (p, q) = −
(
Z

(1)
h p2 + (δσ)(1) v2

)
(2π)d δd (p+ q) ,

(ΓAρ)µ (p, q) = −ievZ(1)
h qµ (2π)d δd (p+ q) ,

(ΓAhρ)µ (p, q, r) = ie (qµ − rµ)Z
(1)
h (2π)d δd (p+ q + r) ,

(ΓAAh)µν (p, q, r) = −2e2vZ
(1)
h δµν (2π)d δd (p+ q + r) ,

(ΓAAhh) (p, q, r, s) = −2e2Z
(1)
h δµν (2π)d δd (p+ q + r + s) ,

(ΓAAρρ) (p, q, r, s) = −2e2Z
(1)
h δµν (2π)d δd (p+ q + r + s) ,

(Γhhh) (p, q, r) = −3λv
(
Z

(1)
λ + 2Z

(1)
h

)
(2π)d δd (p+ q + r) ,

(Γhhhh) (p, q, r, s) = −3λ
(
Z

(1)
λ + 2Z

(1)
h

)
(2π)d δd (p+ q + r + s) ,

(Γρρρρ) (p, q, r, s) = −3λ
(
Z

(1)
λ + 2Z

(1)
h

)
(2π)d δd (p+ q + r + s) ,

(Γhhρρ) (p, q, r, s) = −λ
(
Z

(1)
λ + 2Z

(1)
h

)
(2π)d δd (p+ q + r + s) ,

(Γhρρ) (p, q, r) = −λv
(
Z

(1)
λ + 2Z

(1)
h

)
(2π)d δd (p+ q + r) , (623)

em que os fatores Z(1) são definidos pela Eq. (361).

A.3 Vértices especiais para o cálculo de funções de Green dos operadores

compostos O(x) e Vµ(x)

Os vértices que decorrem do termo
´
ddxJ(x)O(x) são:(

ΓJh
)

(p) = −vJ̃ (p) ,(
ΓJhh
)

(p, q) = −J̃ (p+ q) ,(
ΓJρρ
)

(p, q) = −J̃ (p+ q) , (624)

em que J̃(p) é a transformada de Fourier da fonte J(x). Lembrando que

O (x) =
1

2

(
h2 (x) + 2vh (x) + ρ2 (x)

)
.

Para o cálculo desses fatores de vértice, foi utilizada a definição (16). A Figura 50 mostra

a representação diagramática desses vértices.
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Figura 50 - Vértices de interação para o cálculo de funções de Green de O(x).

Legenda: Representação diagramática dos vértices de interação de
´
ddxJO, cujos fatores de

vértice são mostrados na Eq. (624).

Fonte: O autor, 2022.

Os vértices que decorrem do termo
´
ddxΩµ (x)Vµ (x) são:

(
ΓΩ
ρ

)
(p) = −iv

2
pµΩ̃µ (p) ,(

ΓΩ
A

)
µ

(p) = −ev
2

2
Ω̃µ (p) ,(

ΓΩ
Ah

)
µ

(p, q) = −evΩ̃µ (p+ q) ,(
ΓΩ
hρ

)
(p, q) = − i

2
(qµ − pµ) Ω̃µ (p+ q) ,(

ΓΩ
Ahh

)
µ

(p, q, r) = −eΩ̃µ (p+ q + r) ,(
ΓΩ
Aρρ

)
µ

(p, q, r) = −eΩ̃µ (p+ q + r) , (625)

em que Ω̃µ(p) é a transformada de Fourier da fonte Ωµ(x). Lembrando que

Vµ (x) =
1

2
[−ρ∂µh+ h∂µρ+ v∂µρ

+eAµ
(
v2 + 2vh+ h2 + ρ2

)]
.

Para o cálculo desses fatores de vértice, foi utilizada a definição (16). A Figura 51 mostra

a representação diagramática desses vértices.

No calibre de Landau, a análise algébrica feita no Caṕıtulo 5 mostra que os con-

tratermos a 1-loop necessários para renormalizar as funções de Green até 2-pontos dos

operadores compostos são:(
ΓJh
)

(p) = −v
(
Z

(1)
JJ + Z

(1)
h

)
J̃ (p) ,(

ΓJhh
)

(p, q) = −
(
Z

(1)
JJ + Z

(1)
h

)
J̃ (p+ q) ,(

ΓJρρ
)

(p, q) = −
(
Z

(1)
JJ + Z

(1)
h

)
J̃ (p+ q) , (626)
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Figura 51 - Vértices de interação para o cálculo de funções de Green de Vµ(x).

Legenda: Representação diagramática dos vértices de interação de
´
ddxΩµ(x)Vµ(x), cujos

fatores de vértice são mostrados na Eq. (625).

Fonte: O autor, 2022.

e (
ΓΩ
ρ

)
(p) = −vi

2

(
Z

(1)
Ω + Z

(1)
h

)
pµΩ̃µ (p)(

ΓΩ
A

)
µ

(p) =

[
−1

2

(
Z

(1)
ΩΩ + Z

(1)
h

)
ev2δµν + Z

(1)
ΥΩ

(
p2δµν − pµpν

)]
Ω̃ν (p) ,(

ΓΩ
Ah

)
µ

(p, q) = −ev
(
Z

(1)
ΩΩ + Z

(1)
h

)
Ω̃µ (p+ q) ,(

ΓΩ
hρ

)
(p, q) = − i

2
(qµ − pµ)

(
Z

(1)
ΩΩ + Z

(1)
h

)
Ω̃µ (p+ q) ,(

ΓΩ
Ahh

)
(p, q, r) = −e

(
Z

(1)
ΩΩ + Z

(1)
h

)
Ω̃µ (p+ q + r) ,(

ΓΩ
Aρρ

)
(p, q, r) = −e

(
Z

(1)
ΩΩ + Z

(1)
h

)
Ω̃µ (p+ q + r) , (627)

em que os fatores Z(1) são definidos pela Eq. (361).
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APÊNDICE B – Reduções das integrais de Feynman

No cálculo dos diagramas de Feynman são encontradas as integrais com ı́ndices de

Lorentz e momentos no numerador:

Iµ
(
p2,m2

1,m
2
2

)
=

ˆ
ddk

(2π)d
kµ

(k2 +m2
1)
(
(k − p)2 +m2

2

) (628)

e

Iµν
(
p2,m2

1,m
2
2

)
=

ˆ
ddk

(2π)d
kµkν

(k2 +m2
1)
(
(k − p)2 +m2

2

) . (629)

A forma mais útil de resolver essas integrais é utilizando o método de Passarino-Veltman

(PASSARINO; VELTMAN, 1979).

Comecemos pela integral (628). Como as simetrias de Lorentz são preservadas pela

Regularização Dimensional, veja por exemplo (COLLINS, 1986), devemos ter

Iµ
(
p2,m2

1,m
2
2

)
= pµF

(
p2
)
, (630)

em que o fator de forma, F (p2), depende apenas do escalar p2 e das massas m2
1 e m2

2.

Contraindo (630) com pµ, obtemos a seguinte expressão para o fator de forma

F
(
p2
)

=
1

p2
pµIµ

(
p2,m2

1,m
2
2

)
=

1

p2

ˆ
ddk

(2π)d
k · p

(k2 +m2
1)
(
(k − p)2 +m2

2

) . (631)

O produto escalar k · p, que aparece no numerador de (631), pode ser reescrito como

k · p =
1

2

[(
k2 +m2

1

)
−
(
(k − p)2 +m2

2

)
+ p2 −m2

1 +m2
2

]
. (632)

Assim, temos que o fator de forma se decompõe em integrais mais simples

F
(
p2
)

=
1

2p2

ˆ
ddk

(2π)d
1

(k − p)2 +m2
2

− 1

2p2

ˆ
ddk

(2π)d
1

k2 +m2
1

+
p2 −m2

1 +m2
2

2p2

ˆ
ddk

(2π)d
1

(k2 +m2
1)
(
(k − p)2 +m2

2

) . (633)
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Relembrando das definições das integrais

η
(
m2

1, m
2
2, p

2
)

=

ˆ
ddk

(2π)d
1

(k2 +m2
1)
(
(k − p)2 +m2

2

) ,
χ
(
m2
)

=

ˆ
ddk

(2π)d
1

k2 +m2
, (634)

definidas em (144) e (143), temos o resultado

Iµ
(
p2,m2

1,m
2
2

)
=

pµ
2p2

[
χ
(
m2

2

)
− χ

(
m2

1

)
+
(
p2 −m2

1 +m2
2

)
η
(
m2

1, m
2
2, p

2
)]
. (635)

A integral (629) pode ser resolvida de maneira análoga. Devemos ter

Iµν
(
p2,m2

1,m
2
2

)
= F

(
p2
)
Pµν (p) +G

(
p2
)
Lµν (p) , (636)

em que

Pµν (p) = δµν −
pµpν
p2

,

Lµν (p) =
pµpν
p2

(637)

são os projetores tranversal e longitudinal, respectivamente. Dáı segue que

Pµν (p) Iµν
(
p2,m2

1,m
2
2

)
= F

(
p2
)
Pµν (p)Pµν (p) +G

(
p2
)
Pµν (p)Lµν (p)

= F
(
p2
)
Pµν (p)Pµν (p)

= (d− 1)F
(
p2
)
, (638)

ou seja,

F
(
p2
)

=
1

d− 1
Pµν (p) Iµν

(
p2,m2

1,m
2
2

)
. (639)

Fazendo o mesmo com o projetor longitudinal,

Lµν (p) Iµν
(
p2,m2

1,m
2
2

)
= F

(
p2
)
Lµν (p)Pµν (p) +G

(
p2
)
Lµν (p)Lµν (p)

= G
(
p2
)
Lµν (p)Lµν (p)

= G
(
p2
)
.

Assim,

Iµν
(
p2,m2

1,m
2
2

)
=

1

d− 1
Pαβ (p) Iαβ

(
p2,m2

1,m
2
2

)
Pµν (p)

+Lαβ (p) Iαβ
(
p2,m2

1,m
2
2

)
Lµν (p) . (640)
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Analisemos a estrutura de Pαβ (p) Iαβ (p2,m2
1,m

2
2), que é

Pαβ (p) Iαβ
(
p2,m2

1,m
2
2

)
=

ˆ
ddk

(2π)d
k2

(k2 +m2
1)
(
(k − p)2 +m2

2

)
− 1

p2

ˆ
ddk

(2π)d
(k · p)2

(k2 +m2
1)
(
(k − p)2 +m2

2

) . (641)

O primeiro termo do lado direito de (641) possui k2 no numerador, que pode ser reescrito

simplesmente como

k2 = k2 +m2
1 −m2

1, (642)

o que resulta em

ˆ
ddk

(2π)d
k2

(k2 +m2
1)
(
(k − p)2 +m2

2

) =

ˆ
ddk

(2π)d
1

(k − p)2 +m2
2

−m2
1

ˆ
ddk

(2π)d
1

(k2 +m2
1)
(
(k − p)2 +m2

2

)
= χ

(
m2

2

)
−m2

1η
(
m2

1, m
2
2, p

2
)
. (643)

A segunda integral do lado direito de (641) possui (k · p)2 no numerador. Neste caso, a

identidade (632) pode ser usada repetidas vezes até obtermos

ˆ
ddk

(2π)d
(k · p)2

(k2 +m2
1)
(
(k − p)2 +m2

2

) =
(p2 +m2

2 −m2
1)

2

4
η
(
m2

1,m
2
2, p

2
)

+
3p2 +m2

2 −m2
1

4
χ
(
m2

2

)
−p

2 +m2
2 −m2

1

4
χ
(
m2

1

)
. (644)

Portanto, temos o seguinte resultado

Pαβ (p) Iαβ
(
p2,m2

1,m
2
2

)
= χ

(
m2

2

)
−m2

1η
(
m2

1, m
2
2, p

2
)

−(p2 +m2
2 −m2

1)
2

4p2
η
(
m2

1,m
2
2, p

2
)

−3p2 +m2
2 −m2

1

4p2
χ
(
m2

2

)
+
p2 +m2

2 −m2
1

4p2
χ
(
m2

1

)
.

A parte longitudinal de Iµν (p2,m2
1,m

2
2) é dada por

Lαβ (p) Iαβ
(
p2,m2

1,m
2
2

)
=

1

p2

ˆ
ddk

(2π)d
(k · p)2

(k2 +m2
1)
(
(k − p)2 +m2

2

) , (645)

como mostra a Eq. (640). A integral (645) já foi resolvida acima, em (644). Dessa forma,
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reunindo todos os resultados, chegamos à seguinte expressão para a integral (629):

Iµν
(
p2,m2

1,m
2
2

)
=

1

(d− 1)

[
χ
(
m2

2

)
−m2

1η
(
m2

1, m
2
2, p

2
)

−(p2 +m2
2 −m2

1)
2

4p2
η
(
m2

1,m
2
2, p

2
)

−3p2 +m2
2 −m2

1

4p2
χ
(
m2

2

)
+
p2 +m2

2 −m2
1

4p2
χ
(
m2

1

)]
Pµν (p)

+

[
(p2 +m2

2 −m2
1)

2

4
η
(
m2

1,m
2
2, p

2
)

+
3p2 +m2

2 −m2
1

4
χ
(
m2

2

)
− p2 +m2

2 −m2
1

4
χ
(
m2

1

)]
Lµν (p) . (646)
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APÊNDICE C – Reconstrução das funções de 2-pontos a partir das densidades

espectrais

No caso dos operadores compostos, a função D (p2) também possui um corte no

semi-eixo real negativo de p2. No entanto, a função espectral ρ̃D (t) obtida pela equação

ρ̃D (t) =
1

2πi
lim
ε→0+

(
D̃ (−t− iε)− D̃ (−t+ iε)

)
. (647)

em que

D̃
(
p2
)

= D
(
p2
)
− RD

p2 −M2

D

, (648)

produz uma integral
´∞

0
dt ρ̃D(t)

p2+t
divergente. Esse tipo de situação é comum em operadores

compostos devido à sua dimensão mais elevada. Para estabelecermos a relação entre D̃ (p2)

e ρ̃D (t) podemos utilizar a fórmula de Cauchy

D̃
(
p2
)

=
1

2πi

˛
C

D̃ (t)

t− p2
dt. (649)

A Figura 52 mostra no plano complexo o caminho C (em azul) onde será calculada a

integral e o corte da função D̃ (p2) (em vermelho). Se a contribuição da integral sobre

o ćırculo de raio R que compõe C é nula quando R → ∞, então obtemos o resultado

tradicional utilizado no Caṕıtulo 3, que é D̃ (p2) =
´∞

0
dt ρ̃D(t)

p2+t
, sendo ρ̃D (t) dado pela Eq.

(647). Quando isso não acontece, podemos reescrever

1

t− p2
=

n∑
k=0

(p2 − Λ)
k

(t− Λ)k+1
+

(p2 − Λ)
n+1

(t− Λ)n+1 (t− p2)
. (650)

A fórmula (650) pode ser obtida através da iteração da fórmula

1

t− p2
=

1

t− p2
− 1

t− Λ
+

1

t− Λ

=
(p2 − Λ)

(t− p2)(t− Λ)
+

1

t− Λ
. (651)

Assim o que temos é

D̃
(
p2
)

=
n∑
k=0

(p2 − Λ)
k

2πi

˛
C

D̃ (t)

(t− Λ)k+1
dt+

(p2 − Λ)
n+1

2πi

˛
C

D̃ (t)

(t− Λ)n+1 (t− p2)
dt. (652)
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Figura 52 - Contorno no plano complexo.

Legenda: Contorno no plano complexo utilizado para reconstruir a função de Green a partir da

densidade espectral.

Fonte: O autor, 2022.

Se Λ é um ponto onde D̃ (p2) é anaĺıtica, então

1

2πi

˛
C

D̃ (t)

(t− Λ)k+1
dt =

1

k!
D(k) (Λ) . (653)

Tomando n suficientemente grande de modo que a integral sobre o ćırculo de C não

contribua quando R→∞, temos

D̃
(
p2
)

=
n∑
k=0

1

k!

(
p2 − Λ

)k
D(k) (Λ) +

(
−p2 + Λ

)n+1
ˆ ∞

0

dt
ρ̃D (t)

(t+ Λ)n+1 (p2 + t)
. (654)

Essa fórmula pode ser encontrada em (WEINBERG, 1995).
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APÊNDICE D – Polologia

Resultado I - Seja a função de correlação 〈Φi1 (x1) . . . Φin (xn)〉 dos operadores

locais Φi1 (x1), ... , Φin (xn) (que podem ser campos elementares ou operadores compostos).

Sejam também |M 〉 um estado de part́ıcula com massa M31 e | 0 〉 o vácuo. Passando para

o espaço dos momentos essa função de correlação, através da transformada de Fourier,

temos

Gi1...in (p1, . . . , pn) :=

ˆ
d4x1 . . . d

4xne
i(p1·x1+...+pn·xn) 〈Φi1 (x1) . . .Φin (xn)〉 . (655)

O momento total carregado pelos campos Φi1, ... , Φir é

q = p1 + . . .+ pr. (656)

(Por conservação do momento, temos que o momento total carregado por Φir+1,..., Φin é

−q = pr+1 + . . .+ pn ). (657)

Se 〈 0 |Φi1 . . . Φir |M 〉 6= 0 e 〈M |Φir+1 . . . Φin | 0 〉 6= 0, então a função Gi1...in (p1, . . . , pn)

possui um pólo em q2 = M2. Dito de outra forma, se existe uma superposição entre

o estado |M 〉 e os estados Φi1 (x1) . . .Φir (xr) | 0 〉 e Φ†ir+1
(xn) . . .Φ†in (xn) | 0 〉, então a

função Gi1...in (p1, . . . , pn) deve mostrar isso através de um polo em q2 = M2.

Esse resultado tem o status de ser não perturbativo e é demonstrado utilizando

conceitos de espaços de Hilbert, como o de operadores, estados, conjunto completo, etc,

que são encontrados na quantização canônica. É sabido que em teorias de calibre ( que

envolvem estados sem norma, campos fantasmas, etc) tais conceitos precisam ser utilizados

com cuidado, como é discutido por (STROCCHI, 2013). Levando em consideração essas

questões e o fato de que este trabalho utiliza o formalismo funcional, o mais prudente é

utilizar o Resultado I para entender o significado dos polos das funções de correlação mas

sem apego. O caso mais importante para este trabalho é o das funções de 2-pontos, que

pela invariância translacional tem a forma

Gij (p1, p2) = (2π)4 δ4 (p1 + p2)Gij

(
p2

1

)
. (658)

Se Φi | 0 〉 e Φj | 0 〉 possuem uma superposição não trivial com |M 〉, pelo resultado acima,

31 O estado pode conter outros números quânticos, que aqui foram omitidos.
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temos

Gi1i2

(
q2
)
→ Ri1i2

q2 −M2
, (659)

se q2 →M2 em que Ri1i2 é o “reśıduo”. Encontramos exatamente essa estrutura de polo

para 〈A (p)A (−p)〉T e 〈h (p)h (−p)〉 cuja interpretação é bem conhecida, existe um bóson

vetorial massivo e um um bóson de Higgs no espectro f́ısico da teoria. Obviamente, não

podemos dar a mesma interpretação para 〈ρ (p) ρ (−p)〉 cujo polo depende de ξ.

Além do resultado acima, que é obtido a partir de considerações formais, pode-

mos utilizar outro “quase resultado” (resultados que esperamos encontrar) a respeito das

funções de correlação que tem uma importância prática maior que o anterior, embora

sejam deduzidos através de uma análise das estruturas dos diagramas de Feynman, isto é,

sem muito rigor matemático. Como é mostrado no Caṕıtulo 5, graças às identidades de

Ward que existem no modelo de Higgs U (1), é posśıvel dar, também, uma demonstração

algébrica rigorosa para o caso da função 〈Vµ(x)Vν(y)〉.
Resultado II - Sejam Φi1 (x1), ... , Φin (xn) operadores locais ( que podem ser

campos elementares ou operadores compostos) e 〈ϕ (p)ϕ (−p)〉 a função de 2-pontos do

campo elementar ϕ (x) com um polo em p2 = M2. Se

〈Φi1 (p1) . . . Φir (pr)ϕ (−p)〉 6= 0 (660)

e〈
ϕ (−p) Φir+1 (pr+1) . . . Φin (pn)

〉
6= 0, (661)

então a função de correlação

〈Φi1 (p1) . . . Φin (pn)〉 (662)

possui um polo idêntico ao da função 〈ϕ (p)ϕ (−p)〉 em p2 = M2, em que p = p1+. . .+pr =

−pr+1 − . . .− pn.

A validade desse resultado pode ser inferida através da análise dos diagramas de

Feynman que contribuem para 〈Φi1 (p1) . . . Φin (pn)〉, que é representada na Figura 5.1-a.

Se

〈Φi1 (p1) . . . Φir (pr)ϕ (−p)〉 6= 0

e〈
ϕ (−p) Φir+1 (pr+1) . . . Φin (pn)

〉
6= 0,
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Figura 53 - Função 〈Φi1 (p1) . . . Φin (pn)〉.

a)

b)

c)

Legenda: a) Função 〈Φi1 (p1) . . . Φin (pn)〉 ; b) Amputação das funções

〈Φi1 (p1) . . . Φir (pr)ϕ (−p)〉 e
〈
ϕ (−p) Φir+1 (pr+1) . . . Φin (pn)

〉
; c) Contribuição

para a função 〈Φi1 (p1) . . . Φin (pn)〉 obtida com a ligação das funções amputada em

b) através da função 〈ϕ (p)ϕ (−p)〉.
Fonte: O autor, 2022.

podemos amputar as pernas externas com ϕ dessas funções, como mostra a Figura 5.1-b,

e depois ligar as funções amputadas através da função 〈ϕ (p)ϕ (−p)〉. O resultado final

disso é o diagrama da Figura 5.1-c, que possui o mesmo polo de 〈ϕ (p)ϕ (−p)〉. Note que,

o diagrama da Figura 5.1-c é uma das contribuições para a função 〈Φi1 (p1) . . . Φin (pn)〉.
Portanto, 〈Φi1 (p1) . . . Φin (pn)〉 deve possuir um polo idêntico ao da função 〈ϕ (p)ϕ (−p)〉
em p2 = M2, sendo p = p1 + . . .+ pr = −pr+1 − . . .− pn.

Tomando novamente o caso particular da função de 2-pontos. Se 〈Φi (p)ϕ (−p)〉 6=
0 e 〈ϕ (p) Φj (−p)〉 6= 0, então a função 〈Φi (p) Φj (−p)〉 6= 0 deve possuir o mesmo pólo

da função 〈ϕ (p)ϕ (−p)〉.
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APÊNDICE E – Regras de Feynman do modelo de Higgs SU(2)

E.1 Propagadores

Os propagadores da teoria são determinados a partir da parte quadrática nos cam-

pos, que neste caso é

Squad =

ˆ
ddx

{
1

4

(
∂µA

a
ν − ∂νAaµ

)2
+
m2

2
AaµA

a
µ

+
1

2
(∂µh)2 +

m2
h

2
h2 +

1

2
(∂µρ

a)2 −mAaµ∂µρa

+iba∂µA
a
µ + ca∂2ca − ξm2caca − iξmbaρa

}
. (663)

Procedendo da mesma forma que no Apêndice A, obtemos os seguintes propagadores:

〈
Aaµ (p)Abν (−p)

〉
0

= δab
(

1

p2 +m2
Pµν (p) +

ξ

p2 + ξm2
Lµν (p)

)
,

〈
ρa (p) ρb (−p)

〉
0

=
δab

p2 + ξm2
,

〈h (p)h (−p)〉0 =
1

p2 +m2
h

,

〈
Aaµ (p) bb (−p)

〉
0

=
δabpµ

p2 + ξm2
,

〈
ba (p) ρb (−p)

〉
0

=
δabim

p2 + ξm2
,

〈
ca (p) cb (−p)

〉
0

=
δab

p2 + ξm2
, (664)

os demais propagadores são nulos. A notação diagramática utilizada para representar

esses propagadores é mostrada na Figura 36.
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E.2 Vértices

Vértices de interação que surgem do termo

SI =

ˆ
ddx

{
µ2− d

2 gεabc (∂µA
a
ν)A

b
µA

c
ν +

µ4−dg2

4
εabcεadeAbµA

c
νA

d
µA

e
ν

+
1

2
µ2− d

2λvh3 +
1

2
µ2− d

2λvhρaρa

+
1

8
µ4−dλh4 +

1

4
µ4−dλh2ρaρa +

1

8
µ4−dλ (ρaρa)2

+
1

2
µ2− d

2 gAµρ
a (∂µh)− 1

2
µ2− d

2 ghAaµ (∂µρ
a)

+
1

2
µ2− d

2 gεabcAaµρ
b (∂µρ

c) +
1

8
µ4−dg2AaµA

a
µ

(
2µ

d
2
−2vh+ h2

)
+

1

8
µ4−dg2AaµA

a
µρ

bρb + µ2− d
2 gεabc (∂µc

a) cbAcµ

−µ2− d
2 gξmhcaca − ξµ2− d

2 gεabcmcacbρc
}

: (665)
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(ΓAρh)
ab
µ (p, q, r) =

igµ2− d
2

2
δab (rµ − qµ) (2π)d δ (p+ q + r) ,

(ΓAρρ)
abc
µ (p, q, r) =

igµ2− d
2

2
εabc (qµ − rµ) (2π)d δ (p+ q + r) ,

(ΓAAh)
a
µν (p, q, r) = −µ

2− d
2 g2v

2
δµνδ

ab (2π)d δ (p+ q + r) ,

(ΓAAhh)
ab
µν (p, q, r) = −µ

4−dg2

2
δabδµν (2π)d δ (p+ q + r + s) ,

(ΓAAρρ)
abcd
µν (p, q, r, s) = −µ

2(4−d)g2

2
δµνδ

abδcd (2π)d δ (p+ q + r + s)

(Γhhh) (p, q, r) = −3µ2− d
2λv (2π)d δ (p+ q + r + s)

(Γhρρ)
ab (p, q, r) = −µ2− d

2λvδab (2π)d δ (p+ q + r + s)

(Γhhhh) (p, q, r, s) = −3µ4−dλ (2π)d δ (p+ q + r + s)

(Γhhρρ)
ab (p, q, r, s) = −µ4−dλδab (2π)d δ (p+ q + r + s)

(Γρρρρ)
abcd (p, q, r, s) = −µ4−dλ

(
δabδcd + δacδbd + δadδbc

)
(2π)d δ (p+ q + r + s)

(ΓAAA)abcµνσ (p, q, r) = −iµ2− d
2 gεabc [(pν − rν) δµσ

+ (rµ − qµ) δνσ + (qσ − pσ) δµν ] (2π)d δ (p+ q + r) ,

(ΓAAAA)abcdµνσρ (p, q, r, s) = µ4−dg2
[
εeabεecd (δµσδνρ − δµρδνσ)

+εeacεebd (δµσδνρ − δµνδρσ)

+εeadεebc (δµρδνσ − δµνδρσ)
]

(2π)d δ (p+ q + r) ,

(ΓcAc)
abc
µ (p, q, r) = iµ2− d

2 gεabcpµ (2π)d δ (p+ q + r) ,

(Γchc)
ab (p, q, r) =

µ2− d
2 ξg2v

4
(2π)d δ (p+ q + r) ,

(Γccρ)
abc (p, q, r) =

µ2− d
2 ξg2v

4
εabc (2π)d δ (p+ q + r) (666)

Esses vértices são mostrados na Figura 54

E.3 Vértices de interação especiais para o cálculo de funções de Green dos

operadores O(x) e Ra
µ(x)

Vértices de interação que surgem do termo
´
ddx J (x)O (x):(

ΓJh
)

(p) = −vJ̃ (p) ,(
ΓJhh
)

(p, q) = −J̃ (p) ,(
ΓJρρ
)ab

(p, q) = −δabJ̃ (p) , (667)
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Figura 54 - Vértices de interação de SI .

Legenda: Representação diagramática dos vértices de interação de SI , cujos fatores de vértice

são mostrados na Eq. (666).

Fonte: O autor, 2022.
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Figura 55 - Vértices de interação para o cálculo de funções de Green de O(x).

Legenda: Representação diagramática dos vértices de interação de
´
ddxJO, cujos fatores de

vértice são mostrados na Eq. (667).

Fonte: O autor, 2022.

em que J̃(p) é a transformada de Fourier da fonte J(x). Lembrando que O(x) é definido

na Eq. (468). Esses vértices são mostrados na Figura 55

Vértices de interação que surgem do termo
´
ddxΩa

µ (x)Ra
µ (x):

(
ΓΩ
ρ

)a
(p) =

iv

2
pµΩ̃a

µ (p) ,(
ΓΩ
A

)a
µ

(p) = −gv
2

4
Ω̃a
µ (p) ,(

ΓΩ
ρh

)a
(p, q) = −iqµ

2
Ω̃a
µ (p+ q) ,(

ΓΩ
ρρ

)ab
(p, q) =

iqµ
2
εabcΩ̃c

µ (p+ q) ,(
ΓΩ
Ah

)a
µ

(p, q) = −gv
2

Ω̃a
µ (p+ q) ,(

ΓΩ
Aρ

)ab
µ

=
gv

2
εabcΩ̃c

µ (p+ q) ,(
ΓΩ
Ahh

)a
µ

(p, q, r) = −g
2

Ω̃a
µ (p+ q + r) ,(

ΓΩ
Aρh

)ab
µ

=
g

2
εabcΩ̃c

µ (p+ q + r) ,(
ΓΩ
Aρρ

)abc
µ

=
g

2

(
δbcδda − δacδbd − δabδcd

)
Ω̃d
µ (p+ q + r) (668)

em que Ω̃a
µ(p) é a transformada de Fourier da fonte Ωa

µ(x). Lembrando que Ra
µ é definido

na Eq. (481). Esses vértices são mostrados na Figura 56
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Figura 56 - Vértices de interação para o cálculo de funções de Green de O(x).

Legenda: Representação diagramática dos vértices de interação de
´
ddxΩa

µR
a
µ, cujos fatores de

vértice são mostrados na Eq. (668).

Fonte: O autor, 2022.
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APÊNDICE F – Funções de Green envolvidas no estudo do modelo de Higgs SU(2)

F.1 Função de Green 〈h〉

Na Figura 57 são mostrados os diagramas de Feynman que contribuem a 1-loop

para a função de 1-ponto do campo h(x). Os cálculos desses diagramas podem ser encon-

trados em (DUDAL et al., 2021b).

F.2 Função de Green
〈
ρa (x) ρb (y)

〉
Na Figura 58 são mostrados os diagramas de Feynman que contribuem a 1-loop

para a função de 2-pontos do campo ρa(x). Os cálculos desses diagramas podem ser

encontrados em (DUDAL et al., 2021b).

F.3 Função de Green
〈
Aaµ (x) ρb (y)

〉
Na Figura 59 são mostrados os diagramas de Feynman que contribuem a 1-loop

para a função de 2-pontos dos campos Aaµ(x) e ρa(x). Os cálculos desses diagramas podem

ser encontrados em (DUDAL et al., 2021b).

Figura 57 - Função de Green 〈h〉

Legenda: Diagramas que contribuem para a função de Green 〈h〉 a 1-loop.

Fonte: O autor, 2022.
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Figura 58 - Função de Green
〈
ρa (x) ρb (y)

〉

Legenda: Diagramas que contribuem para a função de Green
〈
ρa (x) ρb (y)

〉
a 1-loop.

Fonte: O autor, 2022.

Figura 59 - Função de Green
〈
Aaµ (x) ρb (y)

〉

Legenda: Diagramas que contribuem para a função de Green
〈
Aaµ (x) ρb (y)

〉
a 1-loop.

Fonte: O autor, 2022.
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