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RESUMO

RIVAS ORTIZ, Iram B. Desenvolvimento de um método numérico de matriz resposta linear

para calculos bidimensionais em geometria cartesiana de transporte de néutrons na
formulacdo de ordenadas discretas. 2022. 215 f. Tese (Doutorado em Modelagem

Computacional) — Instituto Politécnico, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Nova
Friburgo, 2022.

Na tese ¢ apresentado o método Matriz Resposta - Linear Linear Nodal (RM-LLN)
para resolver problemas de transporte de particulas neutras de fonte fixa, um grupo de energia
e espalhamento isotropico com aproximagado de ordenadas discretas e em geometria retangular
Cartesiana. O método RM-LLN ¢ baseado na analise espectral das equagdes nodais integradas
transversalmente, em que os termos de dispersdo sao tratados analiticamente e os termos de
fuga transversal sio aproximados por polindmios de Legendre de primeira ordem. E
desenvolvido um aplicativo web como ferramenta computacional que implementa o método
RM-LLN e facilita a analise dos resultados numéricos gerados para diferentes problemas. A
aplicacdo ¢ baseada na arquitetura cliente - servidor - base de dados e pode ser acessada de
qualquer dispositivo com conexdo a internet. Os resultados numéricos demonstram o alto
desempenho do método RM-LLN no que diz respeito a precisdo e custo computacional
quando comparados com as solu¢des numéricas geradas por outros métodos reportados na
literatura.

Palavras-chave: Problemas de fonte fixa e espalhamento isotropico. Método espectrondal do

tipo matriz resposta. Aproximagoes lineares nos termos de fugas transversais.



ABSTRACT

RIVAS ORTIZ, Iram B. Development of a matrix response numerical method with linear

approximation for the transverse leakage terms for two-dimensional neutron transport
calculations in the discrete ordinates formulation. 2022. 215 f. These (Doctorate in

Computational Modeling) — Instituto Politécnico, Universidade do Estado do Rio de Janeiro,
Nova Friburgo, 2022.

In this thesis, the Response Matrix - Linear Linear Nodal (RM-LLN) method is
presented to numerically solve fixed source neutron transport problems with isotropic
scattering, one energy group and discrete ordinates approximation in rectangular Cartesian
geometry. The RM-LLN method is based on the spectral analysis of the transverse integrated
Sy nodal equations, in which the scattering terms are treated analytically and the leakage
terms are approximated by first-order Legendre polynomials. A web application has been
developed as a computational tool that implements the RM-LLN method and facilitates the
analysis of numerical results generated for different problems. The application is based on the
client - server - database architecture and can be accessed from any device with an internet
connection. Numerical results demonstrate the high performance of the RM-LLN method in
terms of accuracy and computational cost when compared to other methods reported in the
literature.

Keywords: Fixed-source transport problems. Response matrix spectral nodal method. Linear

approximations in the leakage terms.
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INTRODUCAO

A teoria de transporte de particulas originou-se na descricdo de varios fendomenos
fisicos na area da dinamica dos gases e, posteriormente, foi aplicada em diferentes areas como
difusdo e transporte de particulas, teoria do plasma, prote¢do radiologica, entre outras. Do
ponto de vista pratico a teoria ¢ baseada essencialmente na resolucdo da equagdo
integro-diferencial de transporte de Boltzmann como modelo matematico. Na éarea de fisica de
reatores nucleares, a equacdo de Boltzmann, ou também conhecida como equacdo de
transporte de néutrons, ¢ frequentemente usada na determinagdo da distribui¢ao de néutrons e,
consequentemente, para calculos de velocidade de reagdes nucleares, estabilidade de reacgdes
em cadeia, célculos de poténcia, de homogeneizacdo de elementos combustiveis, colapsagdo
de grupos de energia, obtencdo do fator de multiplicacdo efetivo, célculos de blindagem, entre
outros calculos relevantes.

A solugdo analitica da equagdo de transporte de néutrons esta limitada somente para
casos particulares, com geometria simples e assumindo diferentes aproximagdes (CASE E
ZWEIFEL, 1967). Por outro lado, a equagcdo de Boltzmann pode ser resolvida
aproximadamente mediante diferentes técnicas computacionais onde a solugdo numérica esta
regida principalmente pelo grau de precisdo de acordo com o esquema numérico usado. Os
métodos numéricos operados para solu¢do de problemas de transporte de néutrons podem ser
divididos em duas grandes escolas: escola probabilistica e escola deterministica. Os métodos
vinculados a primeira sdo baseados na natureza estocastica das interagdes entre néutrons e
nlcleos atomicos, enquanto que os métodos vinculados a segunda sdo caracterizados pela
aplicagdo de varias aproximagdes na equacao de Boltzmann e os principais processos fisicos
sdo conservados.

O uso de métodos deterministicos em problemas de transporte de néutrons, onde se

inclui a aproximagdo de ordenadas discretas (Sy) (LEWIS E MILLER, 1984), tanto para
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problemas de fonte fixa quanto para problemas de autovalores, estd amplamente reportado na
literatura cientifica (BARROS E LARSEN, 1990; YAVUZ, 1995; ANLI E GUNGOR, 1996;
DOMINGUEZ E BARROS, 2007; MENEZES et al.,, 2014; PAZINATTO et al., 2016;
CURBELDO et al., 2018; OLIVA et al., 2018; ORTIZ et al., 2019; SILVA et al., 2020; ORTIZ
et al., 2021). Devido aos altos custos computacionais, elevados tempos em CPU e capacidade
de memoria requerida na solugdo das equacdes Sy de transporte, muitas linhas de pesquisas
tém tido como foco os métodos de malha grossa, os quais sdo caracterizados por baixos custos
computacionais, dependéncia espacial e alta precisao. Entre os métodos de malha grossa
destacamos os métodos nodais analiticos onde o problema original ¢ separado em varios
problemas unidimensionais usando a técnica de integragdo transversal e os termos resultantes
de fonte de néutrons e fuga transversal sao aproximados mediante expansdao em polindOmios
ortogonais de ordem finita (LAWRENCE, 1986; WALTERS, 1986; AZMY, 1988), ¢ os
métodos espectro nodais onde somente sdo aproximados os termos de fuga de néutrons
(LARSEN, 1986; ALVES et al., 2002; CURBELO et al., 2021). Entre os métodos espectro
nodais podemos também mencionar o trabalho de Silva et al. (2020) onde ¢ apresentado o
método Response Matrix - Constant Nodal (RM-CN, por sua sigla em inglés) para problemas
de transporte bidimensionais, formulagdo de ordenadas discretas (Sy) e meios nao
multiplicativos, e sua maior contribuicdo caracteriza-se pela implementacdo da técnica de
matriz resposta na solu¢ao das equagdes Sy de transporte integradas transversalmente. Essa
técnica € caracterizada por sua baixa complexidade e ndo requer nenhum parametro auxiliar a
ser determinado na implementagdo do esquema iterativo do método.

Por outro lado, a maioria dos métodos de malha grossa apresentam baixo desempenho
na geracao de solucdes precisas para problemas de alta penetragdo onde as propriedades dos
materiais sdo altamente absorvedoras e/ou existem altos gradientes de fluxo de néutrons

principalmente em meios nao multiplicativos (BARROS et al., 1999; MELLO E BARROS,



17

2002; DOMINGUEZ et al., 2010). Esta limitagdo pode ser encontrada em problemas de
blindagem, protecdo radioldgica, perfilagem de pogos de petroleo, entre outras areas como a
medicina nuclear, ciéncia dos materiais e estudos geologicos. Varios estudos tém sido levados
a cabo com o objetivo de resolver essa desvantagem. No trabalho de Mello e Barros (2002) ¢
proposto o método Spectral Green'’s Function - Exponential Nodal (SGF-ExpN, por sua sigla
em inglés) onde os termos de fuga de né€utrons das equagdes Sy integradas transversalmente
sdao aproximados mediante fungdes exponenciais analogas a lei de decaimento radioativa, e a
constante de decaimento ¢ estimada a partir dos parametros materiais do sistema. Por outro
lado, no estudo de Dominguez et al. (2007) ¢ desenvolvido o método Spectral Green's
Function - Linear Nodal (SGF-LN, por sua sigla em inglés) onde os termos de fuga
transversais sdo aproximados por polindmios de Legendre de primeira ordem aumentando a
precisao nas solugdes numéricas, principalmente em malhas grossas. No desenvolvimento do
método, ¢ apresentado um sistema altamente acoplado das equagcdes Sy integradas
transversalmente de ordem zero e primeira ordem no qual sdo usadas aproximacodes adicionais
para o desacoplamento do sistema de equacdes e simplificacao das equacdes caracteristicas do
método.

O foco da presente tese ¢ o desenvolvimento de um novo método de malha grossa, do
tipo matriz resposta, da classe espectro nodal, para problemas de transporte bidimensionais na
formulacao de ordenadas discretas, fonte fixa, espalhamento isotropico, e alta penetracao
com elevados gradientes do fluxo de néutrons onde os termos de fonte de néutrons nas
equagdes Sy integradas transversalmente sdo tratados analiticamente e os termos de fuga
transversal sdo representados mediante aproximagoes lineares por polindmios de Legendre de
primeira ordem. O método numérico proposto, denominado método Response Matrix - Linear
Linear Nodal (RM-LLN, por sua sigla em inglés), ¢ implementado a partir da técnica de

matriz resposta para resolver as equagdes integradas transversalmente, apresentada no estudo
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de Silva et al. (2020) para o caso do método RM-CN, e as aproximagdes lineares associadas
aos termos de fugas transversais usadas no trabalho de Dominguez e Barros (2007) no
desenvolvimento do método SGF-LN. A principal diferenca em relacio ao método SGF-LN
em relacdo ao método proposto RM-LLN estd no uso da técnica de matriz resposta e na

resolucao direta do sistema acoplado das equacdes Sy integradas transversalmente.

Motivacao cientifica

Os métodos de malha grossa reportados na literatura cientifica para problemas bidimensionais
de transporte de néutrons de fonte fixa, na formulacdo Sy, para um grupo de energia,
espalhamento isotropico e alta penetracdo com elevados gradientes do fluxo de néutrons
apresentam baixo desempenho na geracdo de solugdes precisas para problemas de alta
penetracao onde as propriedades dos materiais sdo altamente absorvedoras e/ou existem altos

gradientes de fluxo de néutrons principalmente em meios nao multiplicativos.

Hipotese

Com o desenvolvimento de um novo método espectro nodal de malha grossa matriz
resposta com aproximacdes lineares nos termos de fuga de néutrons nas equagdes Sy
integradas transversalmente (RM-LLN) espera-se gerar resultados numéricos precisos e de
baixo custo computacional na solu¢ao de problemas de transporte de néutrons bidimensionais,
na formulagdo Sy, fonte fixa, um grupo de energia, espalhamento isotropico e alta penetragao

com elevados gradientes de fluxo de néutrons.
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Objetivos
. Desenvolver a formulagdo matematica do novo método espectro nodal RM-LLN com
foco na resolugdo de problemas de transporte bidimensionais na formulagao Sy,

monoenergética, de fonte fixa, espalhamento isotropico e alta penetragao.
. Descrever o esquema iterativo de varredura do novo método espectro nodal RM-LLN.

. Desenvolver uma ferramenta computacional que implemente o método RM-LLN e

outros métodos reportados na literatura cientifica.

. Analisar as solu¢des numéricas geradas pelo método RM-LLN comparativamente a

outros esquemas reportados na literatura para diferentes problemas-modelo.

No Capitulo 1 sao apresentadas a equagdo de transporte linearizada de Boltzmann e a
formulagdo Sy. E descrito o processo de discretizagdo das variaveis espaciais ¢ varios métodos
numéricos classicos usados na resolucdo de problemas de transporte de néutrons em
geometria bidimensional cartesiana. E sdo apresentados os principais esquemas iterativos de
varredura implementados nos diferentes métodos numéricos e expomos as principais
contribui¢cdes do novo método desenvolvido na presente tese. No Capitulo 2 ¢ desenvolvida a
metodologia do novo método denominado Matriz Resposta - Linear Linear Nodal (RM-LLN,
por suas siglas em inglés). Primeiramente, sdo apresentadas as aproximagdes comumente
usadas nas equagdes Sy integradas transversalmente de ordem zero e primeira ordem para os
termos de fugas transversais € o sistema acoplado resultante ¢ resolvido analiticamente. Em
seguida, sdo definidas as equagdes de matriz resposta de ordem zero e primeira ordem, e
desenvolvemos o novo método matriz resposta com aproximacoes lineares, com a descri¢ao
do esquema iterativo implementado no método RM-LLN. No Capitulo 3, ¢ apresentado o

aplicativo web desenvolvido na presente tese como ferramenta computacional para resolver
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problemas de transporte de néutrons de fonte fixa, espalhamento isotropico, um grupo de
energia e geometria bidimensional Cartesiana. Finalmente, no Capitulo 4, sdo modelados
quatro problemas-modelo para testar o desempenho do método RM-LLN enquanto a precisao
numérica € custo computacional quando comparados com outros métodos reportados na

literatura.
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1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo, sdo abordados os principais conceitos e definigdes usados ao longo
desta tese. Apresentamos a equacao de transporte de néutrons e a formulagcdo de ordenadas
discretas (Sy) como modelo matemético a resolver. E descrito o processo de discretizagio
espacial e recorremos a varios métodos numéricos classicos usados para resolver problemas
de transporte de néutrons em geometria bidimensional cartesiana. Por ultimo, sao
apresentados os principais esquemas iterativos de varredura implementados pelos diferentes

métodos abordados.

1.1 Equagao de transporte de néutrons

A equagdo linear de Boltzmann constitui um modelo matematico que descreve o
comportamento médio da populagdo de particulas que migram num meio hospedeiro (LEWIS

E MILLER, 1984) e possui a forma

A -

L2 9(R E 0t)+ 0« VW(R E Q,0)+ 0 (R E)¥(R E 0,t)=

- { dE’ i{ dUF(Q « 0,E > E)e(E)o (R, E)W(RE,Q,t)+ Q(R, E, Q1) (1.1)

A Eq. (1.1) constitui uma equacdo integro-diferencial linear cuja varidvel dependente
LP(R, E, Q, t) ¢ o fluxo angular de néutrons que ¢ funcdo distribuicdo de sete variaveis

independentes: posi¢do R = (x,y,z), energia cinética E, dire¢do Q = (6, ¢), e tempo ¢t.
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O't(R, E) constitui a secdo de choque macroscopica total e estd relacionada a probabilidade

por unidade de comprimento que uma particula com energia E sofrerd uma interacdo ao
migrar uma distancia unitdria no meio hospedeiro. c(E") representa a multiplicidade total

(nimero de néutrons que aparecem como resultado de um evento) e a quantidade

f (E Q0 > E, .Q)C(E P O't(R, E ) constitui a probabilidade de ocorréncia em que uma particula

A
precursora com energia E” e direcdo (" gere, resultado de um evento, uma particula com

energia E em dE e direcdo (0 em df), onde f (Q' e ) E - E) representa uma fungdo de

probabilidade.

Para problemas estacionarios € monoenergéticos, ndo ha dependéncia temporal nem
transferéncia de energia nas colisdes dos néutrons com os nucleos. Por outro lado, para

problemas de transporte em meios ndo multiplicativos com espalhamento isotropico a

quantidade C(E)O't(R, E) = cot(ﬁ) constitui a se¢do de choque macroscopica de

espalhamento Gs(ﬁ) e a fung¢do de probabilidade ¢ definida como f((Al - fl) = 1/4m.

Assumindo essas consideracdes, a Eq. (1.1) pode ser reescrita como

A -

b+ (R, )+ o (R)9(R 8) =L f abrw(® &) + ofF
41

A

Q) . (1.2)

Para resolver a Eq. (1.2) ¢ preciso especificar o sistema de coordenadas, as se¢oes de
choque macroscopicas total e de espalhamento, a fonte externa e as condigdes de contorno
que prescrevem a incidéncia de néutrons no contorno do dominio em questdo. A solugdo
analitica da Eq. (1.2) para o caso de um meio homogéneo unidimensional onde as se¢des de

choque macroscopicas total ¢ de espalhamento sdo consideradas constantes pode ser
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encontrada em Case e Zweifel (1967). Para problemas heterogéneos onde exista dependéncia
espacial nas se¢des de choque, a Eq. (1.2) ndo tem solucdo analitica ou sua obtengdo ¢

demasiadamente complexa.

1.2 Formulacio de ordenadas discretas

A formulacdo de ordenadas discretas (Sy) € amplamente utilizada na modelagem

numérica da equagdo de transporte de néutrons e consiste na discretizagdo do dominio

A A
continuo da variavel angular 0 por um conjunto de valores discretos Qm denominados

ordenadas discretas. O termo integral da fonte de espalhamento ¢ aproximado por uma

formula de quadratura da forma (LEWIS E MILLER, 1984):

Gs(ﬁ) " > A s "
——[ da¥(R,0)= <~ ¥ ‘P(R, Qn)wn : (1.3)
41 1

onde ®  Tepresentam 0s pesos da quadratura utilizada. As equagdes Sy de transporte de

néutrons, resultantes da discretizagao da variavel angular na Eq. (1.2), podem ser escritas na

forma:

6m * 6)lpm(l?) + O-t(@q}m(ﬁ) - GSSE) rgl lpn(ﬁ)oon + Q(E) »m = 1M, (1.4)

onde ‘Pm(ﬁ) = ‘P(R, Qm) e assumimos uma fonte externa isotrdpica, Q(ﬁ) = Q(R, Qm) /4.

A Eq. (1.4) representa um sistema de M equagdes diferenciais parciais de primeira ordem
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acopladas pelo termo de espalhamento onde M = N(N + 2)/2 constitui o numero total de
dire¢des angulares de migragdo dos néutrons obtido para geometria bidimensional retangular

cartesiana, ¢ N representa a ordem da quadratura.

Em calculos de transporte de néutrons, uma das quadraturas usadas com mais
frequéncia, tanto para problemas bidimensionais quanto para problemas tridimensionais, ¢ a
quadratura de simetria de nivel ou Level Symmetric Quadrature (LQy, por sua sigla em
inglés), e consiste numa distribui¢do simétrica de coordenadas angulares discretas no interior
de uma esfera unitaria onde os pesos da quadratura sdo obtidos de forma tal que a integral ao
longo da referida esfera seja exatamente igual aos valores computados pela formula de
quadratura (LEWIS E MILLER, 1984). Em problemas bidimensionais, as ordenadas discretas
da quadratura LQy constituem as proje¢des das componentes angulares da esfera unitaria no
plano definido por p e 1. Na Figura 1 sdo mostradas as dire¢des dos né€utrons para os casos S,
e S, no primeiro octante. As diregdes sdo ordenadas comegando do anel inferior até o anel
superior. Para o caso onde mais de uma dire¢do concorra num anel, essas direcdes sdo
ordenadas pelas magnitudes das componentes |1 ou 1n; de maior para menor, ou de menor
para maior, respetivamente. Para ordens de quadraturas N aparecem N/2 anéis. No anel
inferior concorrem N/2 dire¢des e nos anéis superiores temos uma dire¢do menos em
comparagdo com o anel localizado diretamente embaixo. Na Figura 2 sdo representadas as
projecdes das dire¢des dos néutrons usadas nas formulagdes S,, S,, S; e Sy e na Tabela 1

reportamos os parametros das quadraturas angulares para os casos do primeiro quadrante.



Figura 1 - Diregdes angulares para as formulagoes N =2 ¢ 4

’

k.

Fonte: O autor, 2022

Figura 2 - Projecdes das direcdes angulares paraN=2,4,6¢ 8

Fonte: O autor, 2022
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Tabela 1 - Parametros da quadratura angular LQyparaN=2,4,6¢ 8

N 1Q? " n ® M
2 1 0.577350 0.577350 1.000000 4
1 0.868890 0.350021 0.333333
4 2 0.350021 0.868890 0.333333 12
3 0.350021 0.350021 0.333333
1 0.926181 0.266636 0.176126
2 0.681508 0.681508 0.157207
3 0.266636 0.926181 0.176126
° 4 0.681508 0.266636 0.157207 *
5 0.266636 0.681508 0.157207
6 0.266636 0.266636 0.176126
1 0.951190 0.218218 0.120988
2 0.786796 0.577350 0.090741
3 0.577350 0.786796 0.090741
4 0.218218 0.951190 0.120988
5 0.786796 0.218218 0.090741
i 6 0.577350 0.577350 0.092593 0
7 0.218218 0.786796 0.090741
8 0.577350 0.218218 0.090741
9 0.218218 0.577350 0.090741
10 0.218218 0.218218 0.120988

Nota: (*) Dire¢des angulares do primeiro quadrante mostrado na Figura 2.

Fonte: O autor, 2022

Na Tabela 1, Qm = (um, nm) constituem as ordenadas discretas na formulagdao Sy da

~ o . [ 2 .
equagdo de transporte de néutrons onde definimos W = cos Bm en = 1 - W sing

usando coordenadas cartesianas, onde Gm representa o angulo polar e @ 0 angulo azimutal.
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1.3 Discretizacio espacial das equacoes Sy de transporte de néutrons

Para resolver numericamente as equacgdes Sy de transporte de néutrons o seguinte
passo seria o processo de discretizacdo das varidveis espaciais. Para isso, ¢ considerado o
seguinte problema bidimensional de transporte num dominio retangular D com comprimento

L e largura H:

d ? o) U
W o ey +n o (y)+ ooV (xny)=—7 _1‘Pn(x, yw + QX y),

n=

(1.5)

onde (x,y)eD e m = 1, 2, ..., M. O dominio ¢ dividido em 7 x J células espaciais de

comprimento ¥ .c largura hj, conforme ilustrado na Figura 3.

Figura 3 - Discretizacgao espacial

Vi+1/z
o Q Iy
Vi-1/2
Yi+i/z
Q4 hj 'Q'i,j Q)
yj—l,f;"; ‘E!'
V32
Ql 1 Qf,l QI 1
Y12
X1/2 X3/2 Xi—1/z Xit+1/z Xi—1/z Xr+1/z

Fonte: O autor, 2022
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E a Eq. (1.5) ¢ definida para cada uma das células Qi _na forma:

)

M
a a _ 50,0,

o Ve +n 5o (y)+o W(ny)=— El ¥ oo +0Q, . (1.6)

onde (x,y) € Qi'j, X 1/ <x< X1 Vi <y < Yijrz © tanto as secdes de choque

macroscopicas total e de espalhamento quanto a fonte externa sdo consideradas constantes no

interior de cada célula Qij de discretizacao espacial.

1.4 Equacdes Sy integradas transversalmente e de balanc¢o espacial

Na maioria dos esquemas numéricos usados na resolugdo de problemas de transporte
de néutrons reportados na literatura cientifica estdo baseados tanto nas equagdes Sy integradas
transversalmente quanto nas equacdes Sy de balango espacial. No primeiro caso, € usada a
técnica de integracdo transversal para simplificar o sistema de equagdes diferenciais parciais
Sy num sistema de equagdes diferenciais ordindrias e problemas multidimensionais sao
transformados em dois ou mais problemas “unidimensionais” acoplados. No segundo caso,
consiste na simplificacdo das equagdes Sy de transporte de néutrons num sistema linear
algébrico acoplado mediante o uso de operadores matematicos. Na derivacdo tanto das
equagdes Sy integradas transversalmente quanto das equacdes Sy de balango espacial, €

definido o operador matematico integral:
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u
k+1/2

21+1 f Pl[ Z(H_uk)l. du , (1.7)

e " e,
k—1/2

onde Pl constitui o polindmio de Legendre de grau [ e u, = (u )/2, onde

u
k k+1/2 + k—1/2

(e,u k) = (4,x,i)ou(hy,j).

As equagoes Sy integradas transversalmente para os momentos de ordem zero do fluxo
angular na dire¢do coordenada x ¢ obtida mediante a aplicacdo do operador representado pela

Eq. (1.7) nas equacdes Sy de transporte de néutrons, Eq. (1.6), considerando e = h, u = y,

k=jel=0:

“m d 2 A CO,i,j M A Qi_]

P, Y (=7 Y (Do + -

t,l,] n:l tlll]

nm
- Oy [me(x' yi+1/2) h lpm(x' yj—1/2)]’ (1.8)
ondec ..=oc . /o e o momento de ordem zero do fluxo angular na direcdo x, ¥ (x), é
0,i,j s0,i,j" i my

definido como:

A 1 yj+1/2
Y= ijf ¥, y)dy . (1.9)

j=1/2

De igual maneira podemos obter as equagdes Sy integradas transversalmente para os

momentos de ordem zero do fluxo angular na dire¢do y usando o operador representado pela
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Eq. (1.7) nas equacdes Sy de transporte de néutrons, Eq. (1.6), considerando e = ¢, u = x,

k=iel=0
ol )+ (y) = g V(o 4
Oy W mi Y mi)) = T n=1 Yo, i
um
o, [‘pm(xm/z'y)‘ ‘Pm(xi_l/ﬂ)]s (1.10)

tij i

onde o momento de ordem zero do fluxo angular na diregao vy, ‘Pm L_(y), ¢ definido como

~ xi+1/2
1

¥ =7 Il W (xy)dx. (1.11)
lxi—l/z

e para obter as equagdes Sy de balanco espacial de ordem zero podemos aplicar o operador
representado pela Eq. (1.7) nas equacdes Sy integradas transversalmente de ordem zero na
direcdo x, Eq. (1.8), considerandoe = ¢, u = x, k = iel = 0; ou aplicar esse operador nas
equagdes Sy integradas transversalmente de ordem zero na direcdo y, Eq. (1.10),

considerandoe = h,u = y,k = jel = 0. A equagdo obtida aparece como

A ~

u
y
m,i,j—l/Z) + m,i,j

m

A M
y
o, ( mi+1/2,)

m

vy
m,i—l/Z,j) + ot’i,].hj( mij+1/2

ii_M w %



31

A ~ ~

N —
onde ¥ =Y (x ) vy =y ( ) e o fluxo angular médio ¥ em
mit1/2, mj\"i+1/2)° " mij+1/2 mi yjil/Z g mi,j

Qij ¢ definido como

Vi X

¥ oo=—— [ [ ¥ (xy)dxdy. (1.13)

m,
bl Hy - x
j=1/2"i-1/2

Por outro lado, as equagdes Sy integradas transversalmente de primeira ordem na
direcdo x obtida mediante a aplicacdo do operador representado pela Eq. (1.7) nas equacdes

Sy de transporte de néutrons, Eq. (1.6), considerandoe = h,u = y,k = jel = 1, sdo

M

Ko _d_ " " _ CO,i,!‘ " S _
0t,i,j dx (Pm’j(x) + (Pm‘j(X) o4 n§1 (pn;j(x)wn + Gt,i,jhj me,j(x)
3nm
oo, [qu(x, yj+1/2) + lpm,i,j(x' yj—l/Z)] ’ (1.14)

A
onde o momento de primeira ordem do fluxo angular na direcdo coordenada x, (pmij(x), ¢

definido como

yj+1/2

9, @)= (y=y)¥ (cydy. (1.15)

J y];lﬂ

De maneira similar podemos obter as equagdes Sy integradas transversalmente de
primeira ordem na direcdo y aplicando o operador representado pela Eq. (1.7) nas equagdes

Sy de transporte de néutrons, Eq. (1.6), considerandoe = £, u = x, k = iel = 1
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M
N, d°~ ~ Coij ~ Gpm ~
P, e, ()= S @, 0, + 55 (0) -

tij n thj i

03“2 [lpm(xi+1/2' y) t lpm(xi_l/z' y)] , (L1.16)

tij i

onde o momento de primeira ordem do fluxo angular na direcao y, ¢ l,(y), ¢ definido como

x
i+1/2

9,00 == [ (x—x)¥ (ydx. (1.17)

x
Ty

Para obter as equagdes Sy de balango espacial para o momento de primeira ordem do
fluxo angular médio na dire¢ao x podemos aplicar o operador representado pela Eq. (1.7) nas
equacdes Sy integradas transversalmente de ordem zero na dire¢do x, Eq. (1.8), considerando
e=7%, u=x, k=1 e [ =1; ou aplicar esse operador nas equacdes Sy integradas
transversalmente de primeira ordem na dire¢dao y, Eq. (1.16), considerando e = h, u = y,

k = jel = 0. A equagdo obtida aparece como

3|,l A

m

N
+
o t’( mi+1/2,

tij i

_ ~ ~ —x
— 29 = - v =
m,i—1/2,j m,i,j + c ,,h}, (pm,i,j+1/2 (pm,i,j—l/Z t m,i,j

tij

M
Cc —_—X
_ 00
= 2 ¥ 0 (1.18)
n=1
n = momen rimeira ordem fluxo angular médio n
onde Poijt1s2 (pm’i(yjil/z)eo omento de primeira ordem do fluxo angular médio na

—_—X
direcdo x, ‘Pm o ¢ definido como
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Y. X,
Jj+1/2 7 i+1/2
p— 6

mij = [ (x - xi) lPm(x, y)dxdy . (1.19)
" i jyj—l/zxi—l/z

Concluindo, para obter as equacdes Sy de balango espacial para o momento de
primeira ordem do fluxo angular médio na direcdo y podemos aplicar o operador representado
pela Eq. (1.7) nas equacdes Sy integradas transversalmente de primeira ordem na diregdo x,
Eq. (1.14), considerando e = ¢, u = x, k =i e [ = 0; ou aplicar esse operador nas
equagdes Sy integradas transversalmente de ordem zero na direcdo y, Eq. (1.10),

considerandoe = h,u = y, k = jel = 1. A equagdo obtida assume a forma

"

m

" " n, (7~ ~ — -y
- Y - 2¥ Y o=
o, ((pm,i+1/2,j (pm,i—l/Z,j) + o.M ( m,ij+1/2 + m,i,j—1/2 mii,j + m,i,j

m

M
Coii o
— 05
=T 2 Lpn,i,jwn ’ (1.20)
n=1
A A
onde Prit1yz) = (pm’j(xiir ) /2) e o0 momento de primeira ordem do fluxo angular médio na

. o o4 , .
direcao y, ‘Pm o ¢ definido como

—y p yj+1/2xi+1/2
‘Pm,i’j = F f f (y — yj) ‘Pm(x, y)dxdy . (1.21)

YIYiapXian

Na sequéncia sao apresentados diferentes esquemas numéricos aplicados na resolugao
de problemas Sy de transporte de néutrons, os quais sdo baseados tanto nas equagdes de

balanco, quanto nas equagdes integradas transversalmente descritas nesta se¢ao.
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1.5 Métodos numéricos

Dentro dos métodos numéricos reportados na literatura cientifica para resolver
problemas de transporte de néutrons, podemos definir dois grupos de acordo com a espessura
das células de discretizagao espacial. Sdo considerados como métodos de malha fina os
métodos que geram resultados numéricos confiaveis em malhas onde o livre caminho médio
dos néutrons seja muito maior em comparagdo a espessura das células de discretizagdo
espacial. No escopo da presente pesquisa ¢ definido como livre caminho médio a distancia
média percorrida por um néutron entre duas colisdes consecutivas € matematicamente ¢
quantificado como o inverso da se¢ao de choque macroscopica total. E, sao entendidos como
solucdes numéricas confidveis os resultados com desvios relativos percentuais menores que
1% quando comparados com os fluxos escalares nas solugdes de referéncia. Por outro lado,
sao considerados métodos de malha grossa os métodos que geram resultados numéricos
confidveis em malhas onde a espessura das células de discretizacao espacial seja da mesma

ordem ou maior do que o livre caminho médio dos néutrons no meio hospedeiro.

1.5.1 Métodos numéricos de diferencas finitas

Um dos primeiros métodos de malha fina desenvolvidos para resolver numericamente
as equagoes Sy de transporte de néutrons foi 0 método Diamond Difference (DD, por sua sigla
em inglés) e pertence ao grupo dos métodos de diferencas finitas (LEWIS E MILLER, 1984).

Esse método utiliza as equagdes de balango espacial de ordem zero, Eq. (1.12), junto com as
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seguintes equacdes auxiliares que relacionam o fluxo angular médio de néutrons com os

fluxos nos extremos de cada célula de discretizacdo espacial nas diregdes x € y

A A

@ = me,i+1/2,j:me,i—1/2,j ’ (122)
myi,j

@ = ‘pm,i,j+1/2+lpm,i,j—1/z ) (123)
m,i,j 2

As Egs. (1.22) e (1.23) junto com as equacdes de balanco espacial de ordem zero
constituem as equagdes caracteristicas do método DD e formam um sistema completo cujas
incognitas estdo dadas pelo fluxo angular médio e os fluxos angulares emergentes nos

extremos de cada célula espacial.

1.5.2_ Métodos numéricos de elementos finitos

Em continuidade, outro grupo de métodos amplamente usados na resolu¢ao numérica
de problemas de transporte de néutrons sdo os métodos de elementos finitos. Dentro dos
métodos de elementos finitos podemos encontrar o método Constant Discontinuous (CD, por
sua sigla em inglés) e o método Linear Discontinuous (LD, por sua sigla em inglés)
(COURTOT, 1981; WALTERS, 1986). As equacdes auxiliares dos métodos de elementos
finitos sdo baseadas principalmente na expansao em polinomios de Legendre do fluxo angular
de néutrons. Para o caso do método CD, as equagdes auxiliares usam aproximagdes constantes

nos momentos do fluxo angular de ordem zero
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Y (=¥ (1.24)

Y ()= (1.25)

Para o caso do método LD, as equacdes auxiliares utilizam polindmios de Legendre de

primeira ordem para aproximar os momentos do fluxo angular de ordem zero

Z(x—xi) —X

Vo =Y = Yo (1.26)
iy = 20-y) =y
V=Y Y (1.27)

Logo, as Egs. (1.26) e (1.27) sdo usadas nas definigdes dos momentos dos fluxos

angulares de primeira ordem, Egs. (1.19) e (1.21) onde podemos obter as seguintes relagdes

A —x

(pm,iil/Z,j = lPm,i,j ’ (1.28)
0 =¥ 1.29
(pm,i.ji-l/z T Tmijc (1.29)

As equacdes Sy de balango espacial de ordem zero, Eq. (1.12), junto as Eqgs. (1.24) e

(1.25) constituem as equagdes caracteristicas do método CD, e as Egs. (1.26) - (1.29), junto
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com as equagdes Sy de balango espacial de ordem zero e de primeira ordem, Egs. (1.12),
(1.18) e (1.20), constituem as equacdes caracteristicas do método LD. Os métodos de
elementos finitos oferecem melhores resultados que os métodos de diferencas finitas resultado
das aproximagdes usadas como equacdes auxiliares e reportam menores custos

computacionais (COURTOT, 1981).

De forma geral, os métodos de malha fina apresentam resultados numéricos
consistentes para espessuras das células de discretizacdo espacial suficientemente pequenas
em relacao as dimensdes do problema em questdo. Porém, tanto os métodos de diferenga
finita quanto os métodos de elementos finitos apresentam dificuldades para resolver
problemas de alta penetragao com fortes gradientes do fluxo angular e custos computacionais

elevados.

1.5.3 Métodos numéricos nodais

Os primeiros métodos de malha grossa reportados na literatura cientifica para resolver
problemas de transporte sdo os métodos nodais (LAWRENCE, 1986; AZMY, 1988). Esses
métodos sao os precursores do uso da técnica de integracdo transversal para transformar
problemas multidimensionais em varios problemas unidimensionais mais simples e a
principal caracteristica ocorre na resolucdo analitica das equagdes Sy integradas
transversalmente considerando diferentes aproximacdes tanto para os termos de fonte de

espalhamento quanto para os termos de fuga transversal de néutrons.

O primeiro método nodal desenvolvido por Walters e O'Dell (1981) foi o método

Constant Constant Nodal (CCN, por sua sigla em inglés). O método ¢ baseado em
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aproximacdes constantes dos termos de fonte de espalhamento e dos fluxos angulares nos

extremos das células de discretizagao espacial. Isto €,

, M M
LV (o = Ly ¥ nifPn (1.30)
n=1 n=1
lpm(x’ yjil/Z)Elpm,i,jil/Z ’ (1.31)
I (1.32)

lpm(xiil/Z' y )qum.iil/Z.j '

Consequentemente, as equagdes Sy integradas transversalmente de ordem zero nas

dire¢des x e y Egs. (1.8) e (1.10), tomam a forma

~

M
u’m L A A _ CO,i,' -_— Qi,' _ nm ~ _
i dx qu'j(x) * lpm'j(x) o n§1 Lpn'i'jwn + Orij Gt,i,jh/ lIJmli'j‘H/Z lpm,i.j—l/Z , (1.33)
M
Ny d 5 ~ Q, T A
Y, N+ )= ; wif®n T o Tk ( P z,,-) . (1.34)

o ..
J

As Egs. (1.33) e (1.34) constituem equacdes diferenciais lineares ordindrias ndo
homogéneas cuja solugdo analitica pode ser encontrada no trabalho de Walters ¢ O Dell
(1981). As solugdes das Egs. (1.33) e (1.34) junto com as equagdes Sy de balanco espacial de

ordem zero representam as equagdes caracteristicas do método CCN.
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Outro método nodal de malha grossa ¢ o denominado método Linear Linear Nodal
(LLN, por sua sigla em inglés) apresentado no trabalho de Walters (1986). Neste método sao
usadas expansdes lineares dos polindmios de Legendre para aproximar os termos de fonte de

espalhamento e os fluxos angulares nos extremos das células de discretizagdo espacial

CO,i,j M COM_ M _ 2(x—xi) CO'L_J M —X
2 » ‘Pn(x)oon: 2 D ‘Pn'i'],oon + 7 7 » ‘Pn'i’jwn +
n=1 n=1 t n=1
20-y) ¢, oy
+ LYY, (1.35)
: et nij n
~ Z(x—xi) ~
lpm(x' yjil/Z)zlpm,i,jil/Z, + Tt Pmijriy2 (1.36)
A 2(p=y) ~
L (1.37)

lpm(xiJ_rl/z’ y)Equ,i-_H/Z,j hj (pm,iil/Z,j )

A partir das aproximacgoes representadas pelas Egs. (1.35), (1.36) e (1.37), as equacdes

Sy integradas transversalmente de ordem zero nas direg¢des x e y, Egs. (1.8) e (1.10), tomam a
forma

M M

He o d ‘-/I\J III\J Co, @ 2(x—x) €0,/ Qx Qi,g
Oy 9 m'j(X)+ m'j(X)_ 4 n2_:1 n'i'jwn 4 4 nz_: "'i'j(l)” + Oriy B

~ ~

n ~
s
Gt,i,j j m,i,j+1/2

(1.38)

) Z(x—xi) n, (
m,L,]—l/z ¢, O-t'i’]'hj

i

Ponijr1yz ~ (pm,i,j—l/z) ’
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~ ~ . — 20-y) ¢ —y
m d COL 0,i, i
—Y + ¥ = — Y w + z - Y ow L —
o, dy m,i(y) m,i(y) 4 Z nij n h 4 Z nij n o
L] n=1 J n=1 tij
K n A 20-y)  w, (A "
S (w oy .)— f—(cp e ) . (1.39)
o, i\ mi+l/2] m,i—1/2,j h, 0,6 \ T mit1/2) m,i—1/2,j

As equagdes Sy integradas transversalmente de primeira ordem nas diregdes x € y,

Egs. (1.14) e (1.16), assumem a forma

M
Ly d " " Co4) erid on, »
—¢ (x)+ (x)=—~ Y o + Yo (x) —
Gt'i'j dx (pm’]( ) (pm,]( ) 4 nel nij n Gt,i,jhj m’]( )
3n [~ ~ 2(x—x) 3n_ (~ ~
- o, h (qjm,i,j+1/2 + lpm,i,j—1/2) - ?, o, h ((pm,i,j+1/2 + (pm,i,j—l/Z) ’ (1'40)
T]m d ~ + ~ COi' " q,x + 6um q:,
— e — [0} j—
o, dy ¢, M+e O0)=—" El nifn T o) i)
3w (A A 20-y) 3u A
- ( v _)——f— ((p 4o ) (1.41)
thi'jfi m,i+1/2,j m,i—1/2,j h]. O.t,i,jfi m,i+1/2,j m,i—1/2,j

As solugdes das Egs. (1.38) - (1.41) junto com as equagdes Sy de balango espacial de
ordem zero e primeiras ordens, Egs. (1.12), (1.18) e (1.20), representam as equagdes
caracteristicas do método LLN. No trabalho de Walters (1986), ¢ desenvolvido outro método
nodal denominado Linear Nodal (LN, por sua sigla em inglé€s) com o objetivo de simplificar o
trabalho algébrico envolvido no método LLN desacoplando as equagdes Sy integradas
transversalmente mediante duas aproximacdes adicionais introduzidas nas Egs. (1.40) e

(1.41). Essas aproximacgdes ndo conservativas tém a forma
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A — 2(x—xl_) —x
L ESET e (1.42)
~ — 20-y) —y
~ —_—t
Yo=Y+ 3 Yo (1.43)

As solucdes analiticas do sistema desacoplado resultante junto com as equacdes de
balanco de ordem zero e primeira ordem representam as equagdes caracteristicas do método
LN. Tanto o método LN quanto o método LLN, de malha grossa, tém-se mostrado
satisfatorios na resolucdo de varios problemas de transporte. No entanto, os métodos
apresentam dificuldades em problemas de alta penetracdo com elevados gradientes de fluxos
angulares e ¢ requerido um refinamento da malha de discretizagdo espacial para gerar

resultados numéricos satisfatorios (WALTERS E O'DELL, 1981; LAWRENCE, 1986).

1.5.4 Métodos numéricos espectro nodais

Dentre os métodos de malha grossa pertencentes a classe dos métodos espectronodais,
¢ encontrado o método Spectral Green’s Function - Constant Nodal (SGF-CN, por sua sigla
em inglés) baseado na premissa do método Spectral Green's Function (SGF, por sua sigla em
inglés) descrito no trabalho de Barros e Larsen (1990), que por sua vez, baseia-se na premissa
do método Extended Diamond Difference (EDD, por sua sigla em inglés) introduzido por
Larsen (1986). Neste estudo, Larsen desenvolve o primeiro método espectro nodal baseado no

esquema DD onde apenas o autovalor dominante do espectro das equacdes Sy de transporte de
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néutrons ¢ conservado gerando resultados numéricos mais precisos do que o método DD
convencional. Baseado na mesma ideia, Barros e Larsen desenvolvem o método SGF para
problemas unidimensionais onde todos os autovalores e autovetores do espectro das equacoes
Sy de transporte sdo conservados e as solugdes numéricas sao livres de erros de truncamento.
Claramente o método EDD gera solugdes livres de erros de truncamento espacial apenas para
o modelo S, (N = 2). A esséncia dos métodos espectronodais estd no uso do espectro das
equagoes Sy de transporte, constituido pelos autovalores e autovetores, que formam uma base
para o espaco nulo, na obtencao de esquemas numeéricos precisos € de alto desempenho pelo
uso de grades grossas de discretizagao espacial. No caso do método SGF-CN, os autovalores e
autovetores da solucdo das equagdes Sy homogéneas integradas transversalmente de ordem
zero sao conservados. Ressaltamos que, ainda assim, os resultados numéricos ndo sao livres
de erros de truncamento, como resultado da aproximagdo constante nos termos de fuga de

néutrons. Essas aproximag¢des podem ser representadas por:

~

me(x' y jE1 /Z)Ewm,i,jﬂ/z > (1.44)

A

IIJm(xiJ_r1/2' y)E‘Pm,iil/Z,j ’ (1.45)

Consequentemente, as equacdes Sy integradas transversalmente de ordem zero nas

direcdes x e y, Egs. (1.8) e (1.10), podem ser reescritas como

i g Do + 0 _
4 nj n (]

“m d N A
—Y x)+¥ (x)=
dx m}]( ) m‘]( ) 1 oi)

o ..
tij

M =

N, (2 ~
oot (lpm.i,j+1/2 B lIJm,i,j—1/2) ’ (1.46)

thj j
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O método SGF-CN utiliza equagdes auxiliares baseadas na fungdo de Green,
amplamente aplicadas em problemas de valor de contorno, para relacionar os fluxos angulares
médios no interior das células de discretizacdo espacial com os fluxos angulares incidentes

nos extremos das mesmas. As equagoes auxiliares do método SGF-CN sao:

A A A A ~

me.l',]' - HZ em,n ni—1/2,j + Z em,n ni+1/2,j + Gm,i,j(Q) > (148)
m>0 m <0

lpm,i.j - T]Z em,nlpn,i,j—l/z + Z em’nlpnli'j+1/2 + Gm,i,j(Q) H (149)
m>0 m <0

A ~ ~

onde as constantes Gm'n, Gmln, Gm’i,j(Q) e Gm'i,j(Q), sdo calculadas de forma que as solugdes

analiticas das Eqs. (1.46) e (1.47) sejam preservadas no interior das células de discretizagao
espacial. As Egs. (1.48) e (1.49) junto com as equagdes Sy de balanco de ordem zero

constituem as equagdes caracteristicas do método SGF-CN.

Por outro lado, no trabalho de Silva et. al. (2020), ¢ desenvolvido o método espectro

nodal denominado Response Matrix - Constant Nodal (RM-CN, por sua sigla em ingl€s),
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baseado no método Response Matrix (RM, por sua sigla em inglés) publicado em Silva et. al.
(2013) para problemas unidimensionais, que apresenta a grande vantagem de simplificar o
trabalho algébrico e computacional envolvido no método SGF-CN. O método usa, de igual
maneira, as aproximacoes constantes para os termos de fuga transversal utilizadas no método
SGF-CN e ¢ baseado nas equagdes Sy integradas transversalmente de ordem zero nas dire¢des
coordenadas x e y, Egs. (1.8) e (1.10). A principal diferenga em relagdo ao método SGF-CN
estd no uso da técnica de matriz resposta onde os fluxos angulares emergentes das células de
discretizagdo espacial estdo relacionados diretamente com os fluxos angulares de entrada nas
mesmas mediante uma matriz denominada matriz resposta. O método nio necessita de
parametro auxiliar previamente calculado, nem de equacdes auxiliares envolvidas e gera

resultados numéricos com o mesmo grau de precisdo do que o método SGF-CN.

Outro método de malha grossa espectro nodal que ressaltamos ¢ o método Spectral
Green 's Function - Linear Nodal (SGF-LN, por sua sigla em inglés) desenvolvido por
Dominguez e Barros (2007). Neste método os fluxos angulares nos extremos das células de

discretizagdo espacial sdo aproximados por expansdes lineares em polindmios de Legendre:

~ 2(x—xi) ~

qjm(x’ y jil/Z)ijm,i,jil/Z, + ¢ Pmijriy2° (1.50)
. 20-y) ~

IIJm(xiJ_rl/Z' y)ijm,iil/Z,j + o Pmirtyz) (1.51)

Assim, podemos reescrever as equagdes Sy integradas transversalmente de ordem zero

nas direcoes x e y, Egs. (1.8) e (1.10), como
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e as equacdes Sy integradas transversalmente de primeira ordem nas direcdes x e y, Egs.

(1.14) e (1.16), como

M
um d A A _ CO,i,j A 6nm A
o ORI O n§1 9,000, + =W, ()
3nm ~ ~ Z(x—xi) 3nm ~ ~
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— U I m
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As Egs. (1.52) - (1.55) representam um sistema de equagdes diferenciais ordinarias

ndo homogéneas fortemente acopladas. Com o objetivo de simplificar o trabalho algébrico do
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método SGF-LN sao implementadas duas aproximagdes nas Egs. (1.54) e (1.55) nos termos
do fluxo angular de ordem zero nas diregdes x e y representados no lado direito das mesmas
para o desacoplamento do sistema. Maiores detalhes sobre essas aproximagdes podem ser

encontrados no trabalho de Dominguez e Barros (2007).

Analogamente a0 método SGF-CN, o método SGF-LN utiliza equacdes auxiliares
baseadas na funcdo de Green para relacionar os fluxos angulares médios de ordem zero e de
primeira ordem no interior das células de discretizagdo espacial com os fluxos angulares
incidentes nos extremos das mesmas. As equagoes auxiliares do método SGF-LN podem ser

escritas na forma:

— IN U A0 A ~0
lIJm,i,j - HZ Y-m,n ni-1/2,j + Z mn nl+1/2] + Hm,i,j(Q) > (156)
m>0 m<0
Or ~0 ~ ~0 ~ A0
lPm,i,j - TIZ mn  n,ij—1/2 Z Ym,nlpn'i’j+1/2 + Hm,i,j(Q) > (157)
m>0 m <0
— Al A Al A ~1
m,i,j - HZ Y-m,ncpn,i—l/Z] + 2 mn n1+1/2] + Hm,i,j(Q) > (1.58)
m>0 m <0
=y ~1 ~ ~1 ~ Al
m,i,j - Z Y.m,n(pn,i,j—l/z + Z mn nL]_|_1/2 + Hm,i,j(Q) > (159)

m>0 m<
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onde as constantes Y ,Y , H e H  (Q) s3o calculadas de forma que as solugdes
mn mn my,j m,,j

analiticas do sistema representado pelas Eqgs. (1.52) - (1.55), uma vez desacoplado, sejam
preservadas no interior das células de discretizacdo espacial. As Egs. (1.56) - (1.59) junto com
as equagdes Sy de balango de ordem zero e de primeiras ordens constituem as equagdes

caracteristicas do método SGF-LN.

Os métodos espectronodais apresentados nesta secao tém-se mostrado satisfatorios na
geracdo de solucdes numeéricas confiaveis e de baixos custos computacionais em comparagao
aos métodos de diferencas finitas, de elementos finitos e os nodais classicos para malhas
grossas. Porém, para alguns casos com grades espaciais muito grossas e elevados gradientes
do fluxo angular, ndo ¢ satisfeito o critério de solugdes numéricas confidveis segundo a
defini¢do sustentada nesta tese e € requerido um refinamento das malhas de discretizagao
espacial para se gerarem resultados numéricos satisfatorios comprometendo os custos
computacionais associados (BARROS et. al., 1999; DOMINGUEZ E BARROS, 2007;
DOMINGUEZ et. al., 2010). Por esse motivo, ainda persiste um nicho relacionado ao
desempenho dos métodos espectro nodais para malhas grossas ao resolver problemas de

transporte de alta penetracdo e elevados gradientes de fluxos angulares no meio hospedeiro

onde viajam os néutrons.

1.6 Esquemas iterativos de varredura

Uma vez definidas as equagdes constitutivas dos métodos numéricos, historicamente
estabelece-se um esquema iterativo de varredura ao longo das células de discretizagdo

espacial que permita computar os fluxos angulares emergentes nos extremos das células a
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partir dos fluxos angulares médios e de entrada nas mesmas. Os esquemas iterativos de
varredura em geometria cartesiana bidimensional apresentam um maximo de quatro diregdes

de varredura, um por cada quadrante: varredura SO - NE (um > 0, n_> 0), varredura

SE - NO (um <0, n_> 0), varredura NE = SO (um <0, n < 0) e varredura NO — SE

(1 >0,m < 0).

Um dos primeiros esquemas de varredura reportados na literatura cientifica constitui o
esquema Source Iteration (SI, por sua sigla em inglés) (LEWIS E MILLER, 1984). Esse
esquema pode ser implementado a partir do grau do desacoplamento das equagdes auxiliares
envolvidas nos diferentes métodos numéricos e ¢ baseado num esquema simples onde as
iteragdes sdo guiadas mediante uma série de atualizagdes dos termos de fonte de
espalhamento que aparecem nas equagdes Sy de balanco espaciais em meios nao

multiplicativos. Na sequéncia enumeramos os principais passos do esquema SI:

1. Inicializar o processo iterativo estabelecendo uma estimativa inicial dos termos de

fonte de espalhamento nas equagdes Sy de balango espaciais.

2. Calcular os fluxos angulares médios no interior das células de discretizag@o espacial e
emergentes nos extremos das mesmas a partir dos fluxos angulares médios de entrada
definidos pelas condi¢gdes de contorno ou condi¢des de continuidade de células adjacentes e
usando a estimativa da fonte de espalhamento junto aos termos de fonte externa percorrendo

as diferentes direg¢oes de varredura.

3. Atualizar o termo de fonte de espalhamento para a seguinte iteragdo uma vez

finalizadas as varreduras nas diferentes direcdes ao longo da grade de discretizagdo espacial.
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4. Verificar se o critério de parada ¢ satisfeito. Para o caso de ser satisfeito, encerra-se o
processo iterativo; do contrario, procede-se com uma nova iteracao retomando o esquema

iterativo a partir do passo 2.

Figura 4 - Esquema iterativo SI (Varredura SO — NE)
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Fonte: O autor, 2022

Na Figura 4 ilustramos o esquema iterativo SI para a varredura SO — NE. As setas
representadas por linhas continuas representam os fluxos angulares médios incidentes pelos
contornos e as setas tracejadas os fluxos angulares médios emergentes e no interior das células
de discretizacdo espacial computados durante o processo iterativo. Para cada direcao de
varredura os fluxos angulares médios emergentes sao calculados a partir dos fluxos angulares
médios de incidéncia e internos. Esses fluxos sdo usados como fluxos angulares médios de
entrada nas células adjacentes para a obtencao dos novos fluxos angulares médios emergentes
e assim, sucessivamente, até finalizar a varredura por todas as células de discretizagao

espacial. O mesmo procedimento ¢ feito para as restantes dire¢des de varredura. O esquema
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iterativo SI pode ser implementado nos métodos de diferencas finitas, de elementos finitos e
nodais classicos descritos na secdo anterior pois envolvem equacdes auxiliares onde as

dire¢des nas quais migram as particulas sdo desacopladas.

Nos casos dos métodos espectro nodais geralmente os esquemas numericos
apresentam um forte acoplamento nas dire¢des dos fluxos angulares e o esquema iterativo SI
nao pode ser implementado nestes casos. No trabalho de Barros e Larsen (1990) ¢ descrito um
esquema iterativo denominado Cell Block Inversion (CBI, por suas siglas em inglés) para o
método SGF em problemas unidimensionais e, posteriormente modificado para problemas
bidimensionais no trabalho de Barros et. al. (1999) com o nome de esquema Node Block
Inversion (NBI, por suas siglas em inglés). A ideia principal do esquema iterativo NBI
consiste na obtencao dos fluxos angulares médios emergentes a partir das mais recentes
estimativas dos fluxos angulares incidentes numa célula arbitraria de discretizagao espacial.
Para os casos dos métodos SGF ¢ necessario o calculo dos fluxos angulares médios no interior
das células de discretizagdo espacial como passo auxiliar na obtencdo dos fluxos angulares
médios emergentes nos extremos das mesmas. Os passos principais do esquema iterativo NBI

sao:

1. Inicializar o processo iterativo estabelecendo estimativas iniciais para os fluxos

angulares de entrada nas células de discretizagao espacial.

2. Calcular os fluxos angulares médios emergentes a partir dos fluxos angulares médios
de entrada definidos pelas condigdes de contorno ou condigdes de continuidade de células

adjacentes percorrendo as diferentes direcdes de varredura.

3. Verificar se o critério de parada ¢ satisfeito. Para o caso de ser satisfeito, encerra-se o
processo iterativo; do contrario, procede-se com uma nova iteracdo retomando o esquema

iterativo a partir do passo 2.



51

Figura 5 - Esquema iterativo NBI
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Fonte: O autor, 2022

Na Figura 5 ilustramos o esquema iterativo NBI. As setas representadas por linhas
continuas representam os fluxos angulares médios de entrada pelos contornos e as setas
tracejadas os fluxos angulares médios computados durante o processo iterativo. Para cada
direcdo de varredura os fluxos angulares médios emergentes sdo calculados a partir dos fluxos
angulares médios de incidéncia em todas as dire¢des discretas do modelo Sy. Esses fluxos sdo
usados como fluxos angulares médios de entrada nas células adjacentes para a obtengdo dos
novos fluxos angulares médios emergentes e assim sucessivamente até finalizar a varredura
por todas as pelas células de discretizagdo espacial. O procedimento ¢ repetido para as quatro
dire¢des de varredura. O esquema iterativo NBI pode ser implementado em qualquer método
numérico descrito na se¢do anterior; porém, o esforgo algébrico para se obter as equacdes de
varredura ndo justifica sua utilizacdo nos métodos com equagdes auxiliares desacopladas em

direcdes.
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Por outro lado, existem duas variantes de implementacdo do esquema iterativo NBI. A
primeira ¢ a denominada NBI parcial usada no trabalho de Barros et. al. (1999) e consiste na
obtengdo parcial dos fluxos angulares médios emergentes nas células de discretizagao espacial
de acordo com o sentido da varredura. Quando as direcoes de varredura ¢ feita no sentido do
primeiro quadrante, sio computados somente os fluxos angulares médios emergentes nessas
dire¢des. Para as demais varreduras realiza-se 0 mesmo procedimento. A segunda variante ¢ a
utilizada nos trabalhos de Mello et. al., 2002, e Dominguez ¢ Barros (2007) denominada FBI
(Full Block Inversion, por suas siglas em inglés) e consiste principalmente na obtencao dos
fluxos angulares médios emergentes em todas as diregdes. As duas variantes levam ao mesmo

resultado e diferem principalmente no nimero de iteragdes envolvidas no processo iterativo.

1.7 Consideracoes finais

No capitulo seguinte ¢ desenvolvido um novo método de malha grossa espectro nodal
focado principalmente no nicho enquanto a desempenho que apresentam os diferentes
métodos numéricos mencionados anteriormente para malhas grossas identificado para
problemas de transporte de alta penetracao e elevados gradientes de fluxos angulares. No
novo método, denominado método Response Matrix - Linear Linear Nodal (RM-LLN, por
sua sigla em inglés), os termos de fonte de néutrons nas equacdes Sy integradas
transversalmente sdao resolvidos analiticamente e os termos de fuga transversal sdo tratados
mediante aproximacodes lineares em base aos polindmios de Legendre de primeira ordem. A
dupla linearidade ¢ resultado dessas aproximagdes nas diregdes x € y, formulada pelo método
LLN, e os termos de fonte de espalhamento sdo tratados analiticamente, sem aproximagoes

adicionais para a derivagdo das equagdes constitutivas do método.
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O novo método traz como principais contribui¢des resolver analiticamente o sistema
representado pelas equacdes Sy integradas transversalmente de ordem zero e de primeira
ordem caracterizado pelo seu elevado grau de acoplamento sem a utilizagdo de nenhuma
aproximacao adicional como as reportadas nos métodos LN e SGF-LN com o fim de
sacrificar precisdao dos resultados numéricos para o ganho na simplificagdo do trabalho
algébrico. Além disso, outra contribuicdo de grande importancia seria a utilizagdo pela
primeira vez da técnica de matriz resposta no método numérico para o sistema representado
pelas equagdes Sy integradas transversalmente de ordem zero e primeira ordem, reduzindo
consideravelmente o trabalho algébrico no desenvolvimento do novo método, em contraste

com o método SGF que envolve o calculo prévio de parametros nas equacoes auxiliares.
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2 METODO MATRIZ RESPOSTA - LINEAR LINEAR NODAL

Neste capitulo ¢ apresentado um novo método de malha grossa, espectro nodal, matriz
resposta, para problemas de transporte de néutrons em geometria bidimensional cartesiana,
denominado método Response Matrix - Linear Linear Nodal (RM-LLN, por sua sigla em
inglés). O método ¢ baseado principalmente nas equagdes Sy integradas transversalmente de
ordem zero e primeira ordem nas diregdes x e y onde os termos de espalhamento sdo tratados
analiticamente e os termos de fugas transversais sdo aproximados mediante expansoes
lineares baseados nos polindmios de Legendre de primeira ordem. As principais contribui¢des
consistem na resolu¢do do sistema fortemente acoplado representados por as equagdes Sy
integradas transversalmente sem a necessidade do uso de nenhuma aproximacao adicional que
limitem sua capacidade de geracao de solugdes numéricas com elevado grau de precisdo, € a
implementagdo pela primeira vez da técnica de matriz resposta aplicada no desenvolvimento

do método envolvendo aproximagdes lineares.

2.1 Principais aproximacdes nas equacdes Sy integradas transversalmente

No Capitulo 1 foram apresentadas as equagdes Sy de transporte de néutrons em
geometria bidimensional cartesiana, Eq. (1.6), e foram deduzidas as equacdes Sy integradas
transversalmente de ordem zero e primeira ordem nas direcoes x e y, Egs. (1.8) e (1.10), e

Egs. (1.14) e (1.16), respetivamente. O método RM-LLN ¢ baseado no formalismo descrito
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acima onde os fluxos angulares nos extremos das células de discretizacdo espacial sdo

aproximados mediante expansdes lineares usando polindmios de Legendre de primeira ordem

~ 2(x—xl_) ~
me(x' yjil/Z):me,i,jil/Z, T ¢, P12 (2.1)

_ 20—y ~
me(xiil/Z' y):qjm,i-_}-l/z,j + hj (pm,H_-l/Z,j : (2.2)

Consequentemente, as equagles integradas transversalmente de ordem zero nas

diregdes x e y, Egs. (1.8) e (1.10) tomam a forma

M
P _d I _ Soy 1 T
o Ix ‘Pm'j(x) + ‘Pm’j(x) =—="2 ‘Pn'j(x)wn t 5
28] n=1 tij
(G 7 ) (= ; 23
N "f,i,,-h,-( mij+1/2 m,i,j—l/Z) St ok ((pm,i,j+1/2 N (pm,i,j—l/Z) ’ (2.3)
m o d i o) Mo~ Qi[
_Gt'i'j Elpm,i(y) + l},m,i(y) - 4 nzz:l Lpn'i(y) (.l)n + ct,i,j o
w2 n 20—y)  w, (N "
_m _ L S —
o, t, (‘Pm,i+1/2,j m,i—1/2,j) h, o2 ((pm,i+1/2,j (pm,i—l/z,j) ’ (24)

e as equacdes Sy integradas transversalmente de primeira ordem nas direcdes x e y, Egs.

(1.14) e (1.16), sao reformuladas como
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W d A A (;0'_ M A 6n A
m ,Lj m
—_— X X) = X)W Y (x)—
e, 0+ e, (=23 ¢ (Do +5 @)
8 n=1 tij j
Snm ~ ~ Z(x—x[) 3nm ~ ~
B Oy (qjm»i'fﬂ/z * lpﬂl,l'J'—l/Z) 7 o.M ((pm.i,j+1/2 + (pm,i,j—l/Z) ’ (2.5)

M
m d o © = S oo ot _
s Ty PnMte ==, n§1 ¢, WMo + =¥ )

tij tij i

3pu (A A 200-y) 3un_ [~ A
-—= oo+ e+ . (2.6)
ot mi+1/2,j mi—1/2,j hj Gf,i,,{i mi+1/2,j mi—1/2,j

As Egs. (2.3) - (2.6) constituem equacdes diferenciais lineares ordinarias de primeira
ordem ndo homogéneas acopladas por os termos de espalhamento e fugas transversais. Nas
secOes seguintes sdo resolvidas essas equagdes primeiramente definindo as solugdes do
sistema homogéneo equivalente e posteriormente construindo as solugdes particulares em

cada caso.

2.2 Analise espectral das equacdes Sy integradas transversalmente

As Egs. (2.3) - (2.6) compartem o mesmo sistema de equagdes diferenciais lineares

ordinarias de primeira ordem homogéneo, e pode ser formulado na forma

M
Ym d _ CO,L’,;’
X @D+X @D=—LT X (Do, . (2.7)

o ..
tij n=1
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onde (z,p, Ym) = (x,1, um) ou (y, j,nm), e Xm‘p(z) representa os momentos espaciais de

ordem zero e primeira ordem do fluxo angular nas dire¢des x e y. Para resolver a Eq. (2.7) ¢

assumida uma estimativa da forma

c p(z—zp) /v

Xm'p(z) = am'i,j(v)e g , (2.8)

onde aml,j(v), m = 1, 2,., M representam as componentes dos autovetores associados ao
autovalor v na célula Qij. Na Eq. (2.8), foi adotada a formulagdo z — z, nos expoentes das

funcdes exponenciais para reduzir os erros associados na computacdo dos valores dessas

fungdes. Substituindo a Eq. (2.8) em (2.7) e reagrupando termos, ¢ possivel obter que

M

Cc
_ Sou
Ymam’i'j(v) + vam’i,j(v) == vEl an'i’j(v)mn . (2.9)

As formas dos autovalores e autovetores estao fortemente associadas as propriedades

fisicas do meio hospedeiro representadas pelo coeficiente de espalhamento Cou

Primeiramente, sdo construidas as formas dos autovalores e autovetores para meios

absorvedores puros, ¢ .. = 0, e posteriormente para meios com espalhamento isotrdpico,

0,i,j

c. ..
0,i,)
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2.2.1 Meios puramente absorvedores

Para o caso de um meio puramente absorvedor, Coij = 0, a Eq. (2.9) toma a forma

Y a (v)+ Vam’ij(v) =0, (2.10)

m myij

e, consequentemente, a forma dos autovalores v ¢ definida como

v=—Y, s=1N . (2.11)

N

Na Eq. (2.11) s3o obtidos N autovalores com diferentes multiplicidades. Se o

ordenamento decrescente das ordenadas discretas YS ¢ adoptado mediante as formulas

Y >Y S>>y, >Y (2.12)

Y o=—Y, . (2.13)

¢ possivel definir a multiplicidade dos autovalores como

r(x YS) =12s, s=1.N/2 , (2.14)

onde r(Ys) representa a multiplicidade do autovalor Y. Somando as multiplicidades

associadas para cada autovalor resulta que
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N N/2 N/2
Tr)=2Xr(¥)=43Ys=M. (2.15)
s=1 s=1 s=1

Logo, as componentes dos autovetores a

y

i]_(v k) associados aos autovalores v . podem

ser representados como

a (vk) =06 ,k=1M, (2.16)

mi,j mk’

onde Sm , fepresenta a Delta de Kronecker. Nas Tabelas 2 e 3 s@o apresentados autovetores

a. ,(Vk) associados aos autovalores v, e multiplicidades r(vk) nas direcdes x e y, para as
13

formulagdes S, e S,, respectivamente. Nas tabelas ¢ usada a notagdo al,j(vk) para os

~

autovetores associados aos autovalores na direcdo x, e al_j(vk) para os autovetores

correspondentes aos autovalores na dire¢do y. Os indices das componentes dos autovetores
foram definidos de modo que coincidissem com as dire¢des dos pares ordenados como
mostrado nas Figuras 6 e 7 para as formulagdes S, e S,, respectivamente. Nas figuras, as setas
indicam as dire¢des dos néutrons definidas pelas ordenadas discretas da quadratura, as linhas
verticais representam os autovalores na direcdo x e as linhas horizontais os autovalores na
direcdo y. Resultado das propriedades simétricas das quadraturas LQy os autovalores nas

dire¢des x e y sdo iguais.
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Tabela 2 - Autovalores e autovetores para um meio puramente absorvedor na formulagao S,

z vy r(v,) a, (v,) M
" T
a,(~1) =[1000]
- K, 2 WV ;
a,(~u)=[0001]
X ’ 4
n T
ail_(ul) =[010 0]
W 2 A T
a, (1) =[0010]
a, (=) =[1000]
-n, 2 2 .,
a,(=n) =[0100]
y ~ r 4
, i a () =[0010]
1

~ T
a,(n) =[0001]

Fonte: O autor, 2022

Figura 6 - Esquema auxiliar para as componentes dos autovetores ai]_(v k) associados aos

autovalores v, representados ao longo das direg¢des x ¢ y na formulagao S,

2 N1 1

I I

! I

! I

I I

! I

I | .

iy ! Iy

1 1 I 1

! I

1 [

I I

! I
s e

—M 4

Fonte: O autor, 2022



Tabela 3 - Autovalores e autovetores para um meio puramente absorvedor na formulagdo S,

z v, r(v,) ai,j(vk) M
) éij(—u1)=[1000000000001T
- h
! ai,-(_“Q:[OOOOOOOOOlOO]T
&ij(—uz)z[omooooooooof
a (—pn)=[001000000000]
—u, 4 i 2
aij(—uz)z[ooooooooomof
" T
) aii’j(—uz)_[ooooooooooou b
aij(u2)=[000010000000]T
a (L) =[000001000000]
u, 4 iz
aij(uz)z[oooooomoooof
a (W)=[000000001000]
i~ 2
a (L)=[000100000000]
M, 2 it ;
a, (1) =[00000010000 0]
a (-1)=[01000 000]
-, 2 A ;
a,(-n)=100001 00 0]
Zij(—nz)zuooooooooooof
@ (—n)=[001000000000]
_nz 4 ~l'] 2
al.].(—n2)=[000100000000]T
a (-n)=[000001000000]
y i 12
ai,-(ﬂz)=[000000100000]T
a M)=[000000001000]
n, 4 2 ;
a,n)=[00000000010 0
%j(n2)=[000000000001]T
a (M)=1[000 1000
n, 2 T ;
a () =1[000 0010]

Fonte: O autor, 2022
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Figura 7 - Esquema auxiliar para as componentes dos autovetores aij(vk) associados aos

autovalores v, representados ao longo das dire¢des x e y na formulacdo S,

¥
5 M 2

Fonte: O autor, 2022

2.2.2 Meios com espalhamento isotropico

Para meios com espalhamento isotropico, Coij # 0, sdo wusadas as seguintes
normalizagdes aplicadas para os autovetores aij(v) associados aos autovalores v na Eq. (2.9).

No primeiro caso ¢ usada a normaliza¢do

M
Ya Mo =0, (2.17)
n=1 "

n

onde sdo obtidos M — N autovalores e autovetores. Os restantes N autovalores € autovetores

sdo gerados utilizando a normalizacao
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M
Sa Mo =1. (2.18)

2.2.2.1 Normalizacao a zero

Substituindo a Eq. (2.17) em (2.9) ¢ obtido que

(Ym + v)am,i'j(v) =0 (2.19)

e, consequentemente, ¢ definida a forma dos autovalores v como

v=—Y, s=1N. (2.20)

N

Na Eq. (2.20) ¢ possivel obter N autovalores com multiplicidade

r(£Y)=2s—1 s=1N/2. (2.21)

As multiplicidades associadas para cada autovalor sdo somadas para obter um total de

M — N autovalores

N N/2 N/2
Sr(Y) =23 r(Y)=4Ys-N=M-N. (2.22)

s=1 s=1 s=1
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As componentes dos autovetores associados aos autovalores v, com k=1M-N

sdo obtidos resolvendo o sistema representado pela Eq. (2.19). Para v L= Ym tem-se que

a (V) £0 , (2.23)

m.,j

e para valores v #—Y tem-se que

a (v)=0. (2.24)

m,i,j

Nas Tabelas 4 e 5 s@o reportados os sistemas caracteristicos resultantes representados
pelas Egs. (2.17), (2.23) e (2.24), nas direcOes x e y e para as formulagdes S, e S,. Nas tabelas

sdo mostrados os autovalores V., as multiplicidades r(vk) associadas a cada autovalor, e os
autovetores al,j(vk) que representam uma base na geragdo da solucdo do sistema

caracteristico. Os indices das componentes dos autovetores sdo estabelecidos de modo que
coincidam com as dire¢des dos pares ordenados da quadratura LQy como mostrado nas
Figuras 8 e 9 para as formulagdes S, e S,, respectivamente. Nas figuras, as setas representam
as diregdes dos pares ordenados usando a quadratura LQy, € os retdngulos agrupam as

componentes dos autovetores ndo nulos para v, ==Y na geragdo dos sistemas

caracteristicos nas diregdes x (lado esquerdo) e y (lado direito).
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Tabela 4 - Sistema de equagdes caracteristicas e autovetores na formulagao S,

z v, r(vk)

X - 1
TR,
y —mn, 1
n, 1

Fonte: O autor, 2022

Sistema caracteristico

€

€
Q> Qs> Qs> Q>

€

)
SHBES RIS

[

)8}

[uy

w

-

[\S]

N

-

Q0

IH

w

w

[

+
€
S

Q >
Il
o

Il
Q>
w

nm 4+ 1
CRNCIICIEN

+
S

+
Qs> £
Q >
Il
o

T
o

(1
o

a
a, (—n) =|
a,(n,) = [0
a (-n) =

;i,j(m) = [0

o

- (1)4/001 00 1]T
- u)3/u)2 1 O]T
—w /0 10 o]T

0 - w4/a>3 1]T

Figura 8§ - Esquema auxiliar para a constru¢do do sistema caracteristico associado aos

autovalores v, representados ao longo das direcdes x (A) e y (B) na formulagao S,

Fonte: O autor, 2022

1 ! 1 1
1 ! 10
1 ! 1 1
1 1
1 ! | 1
1 ! 1 1
1 ! 1 1
1 ! 1 1
1 ! 1 1
1 ! 1 1
1 | 1 1
1 ! 1 1
! [
T LI
1 ! 1 1
—Uq! 1 1
—H1; VHp
1 ! 1 1
1 ! 1 1
1 ! 1 1
1 ! 1 1
1 ! 1 1
1 ) 1
L ! L 1
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Tabela 5 - Sistema de equagdes caracteristicas e autovetores na formulagao S,

z v,oorv) Sistema caracteristico ai’j(vk)
w1a1+w10 1O=0
=a,=a_=a_ =20 A
x -y 1 e ai‘j(—u1)=[—w4/w100000000100]T
aS—aﬁ—ag—as—O
a4=a7=0
a =a, =0 A
\ v \ aij(—u2)=[0 ~®,/0,1000000000]
wa +wa +w.a +w . a =0 A
-, 3 e N aij(—u2)=[0 —wlz/w20000000001]T
a5=a6=a9=a8= A T
L aij(—u2)=[0 —wn/wZOOOOOOOOIO]
a =a, = ’
4 7
a =a, =0 A
R a, (1) =[0000 —w/o 1000000]T
— _ _ _ ij~2 6 5
a,=a,=a,=a, 0 A T
w, 3 . 3 ) \ a,_(u2)=[0000—wg/w50001000]
wa, + w,a, + W a, + wa, = 0 W T
Lo a (L) =[0000 —w /0w 0010000
i 2 8 5
a =a =0 J
4 7
a1=a10=0
2= 3=a12=a11=0 " T
w1 non aiJ(u1)=[000—u)7/u)400100000]
as—as—ag—aS—O
m4a4+m7a7=0
w2a2+w5a5=0
a1=a3=a6=a4=0 ~ T
y —-mn, 1 3 et aij(—n1)=[0 —ws/mzoowoooooo]
a =a_=a =a_=0 "
10 12 9 7
a11=a8=0
a =a =0 ~
- 25 - a,(-n,)=[-w/0, 01000000000|
— ij 2 3 1
w1a1+w3a3+w6a6+w4a4—0 ~ T
-n, 3 LG a(-1n)=|-w/w. 00001000000
2 ij 2 6/ 1
a10=a12=a9=a7=0 ~ T
2L a,,(—n)=[—m/w 00100000000]
a =a =0 ij 2 4 1
11 8
a =a =0 ~
SN a,(m,)=[000000 —w /o 00100]
3 a,=a,=a =a,=0 7 r
n, - 3 ~ ~ ai,(n2)=[000000 —wlz/w700001]
0)10(110 + 0)12(112 + (,09(19 + u)7a7 = ~’] T
22 aM)=[000000 —w/w_ 01000
2 9 7
a_=a. =0 "
11 8
a2=a5=0
a =a,=a =a, =0 ~
n, 1 J_f_i_i_ ai’j(n1)=[0000000—wll/w80010]T
alo_alz_a9_a7_0
w.a, + wa, = 0

Fonte: O autor, 2022
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Figura 9 - Esquema auxiliar para a construg@o do sistema caracteristico associado aos

autovalores v, representados ao longo das diregdes x (A) e y (B) na formulagao S,

Fonte: O autor, 2022

2.2.2.2 Normalizagao a 1

Os restantes N autovalores e autovetores para meios com espalhamento isotropico sdo
obtidos usando a normaliza¢do representada na Eq. (2.18) em (2.9). A equac¢do resultante

toma a forma

Cc
. _0i
Y a (v)+ Vam'i,j(v) =— V. (2.25)

m myij

As componentes do autovetor associado ao autovalor v pode ser obtido explicitando

am,i'j(v) na Eq. (2.25)
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Co.s
a (V) =—3 (Y:+V) : (2.26)

Multiplicando a Eq. (2.26) por w e somando pelas dire¢cdes m, € obtido que

M c M w

— _0ij m
» amli’j(v)wm ="V » ) (2.27)
m=1 m=1 ™

e, substituindo a Eq. (2.18) em (2.27) € possivel obter a denominada lei de dispersao

w

M

c

0,i,j m _

VY =1 (2.28)
m=1 m

A Eq. (2.28) ¢ satisfeita para N valores de v. Esses valores representam os N
autovalores restantes para meios com espalhamento isotropico e, para quadraturas LQy,
aparecem em pares com sinais opostos e multiplicidade 1 (LARSEN, 1986). Os calculos das
raizes da Eq. (2.28) podem ser realizados usando qualquer método classico. Nesta tese foi

implementado o método de bissecdo de convergéncia absoluta para calculos de raizes.

2.2.3 Solucdo homogéneas das equacdes Sy integradas transversalmente

Uma vez determinado o conjunto de autovalores e autovetores caracteristicos da Eq.
(2.7) para meios absorvedores puros ¢ meios com espalhamento isotropico € possivel

construir a solugdo geral mediante uma combinagao linear da forma
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ot'i'j(z—zp)/vk

M
Xm’i,j(z) = ]El akam‘i’j(vk)e s (2.29)

onde o, constituem constantes arbitrarias determinadas pelas condi¢des de contorno do

problema em questdo. A Eq. (2.29) representa as solugdes homogéneas compartilhadas pelas
Egs. (2.3) - (2.6) para os momentos de ordem zero e primeira ordem do fluxo angular nas
direcdes x e y apresentadas na se¢do anterior. Em prosseguimento, ¢ apresentada a
metodologia para obter as solu¢des gerais das equacdes integradas transversalmente de ordem
zero e primeira ordem nas dire¢des x e y, usando aproximagdes lineares nos termos de fuga

transversal.
2.3 Solucao geral das equacgoes Sy integradas transversalmente de ordem zero

A solugdo geral das equagdes Sy integradas transversalmente de ordem zero na direcao
x com aproximacdo linear nos termos de fuga, Eq. (2.3) pode ser obtida separando as

componentes homogéneas e particulares da solu¢cdo mediante

A Ah AD
v,,=Y +¥ (), (2.30)

Ah AD
onde Lij(x) e lij(x) constituem as solugdes homogéneas e particulares, respectivamente.

A forma da solu¢do homogénea pode ser obtida a partir da Eq. (2.29) como
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Ah A0 A o (x—x‘)/\;k

LPm’j(x) Z akam ij(vk)e '“ ! , (2.31)

0
A
onde o, representam constantes arbitrarias determinadas pelas condi¢des de contorno. Para

obter as solugdes particulares, os termos independentes que conformam a Eq. (2.3) sdo

tratados por separado considerando as seguintes equacoes

u A 1 A pl

- ‘P (x) + ‘P (x) —ﬂz v (x)(o + —L , (2.32)
tij n=1 t,t,}

u A 2 CO ” M A p2

— ‘P (x) +¥ (x) = DI N (x)(o -

tij n=1

[ ~ 20-x) [~ ~

o h (lpm,i,j+1/2 - lpm,i,j—l/z) St o.h ((pm,i,j+1/2 N (pm,i,j—l/Z) ’ (2.33)

e a solugdo particular da Eq. (2.3) ¢é representada pela soma das solugdes particulares das Egs.
(2.30) e (2.31). Em continuagdo, as Eqgs. (2.32) e (2.33) sdo resolvidas analiticamente para
obter a solu¢do geral da Eq. (2.3) a partir das formas finais das componentes homogéneas ¢

particulares.
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2.3.1 Solucdo particular para fonte externa

A solugdo particular da Eq. (2.32) tem a forma

Y (x) = —Q; (2.34)

0,i,j

2.3.2 Solucdo particular para fugas transversais

A solugdo particular da Eq. (2.33) ¢ obtida usando a técnica de coeficientes

indeterminados considerando uma estimativa da forma

A p2 A Z(X—Xi)
Y (x) =
m,j( ) m,i,j + 2 mij

L

: (2.35)

onde Amij e Bmij sdo constantes por determinar. Substituindo a Eq. (2.35) em (2.33) ¢

agrupando termos semelhantes obtém-se que

M
2|.1 [ n ~ ~
m 0, m
B +A =-UyaA ¢ - (lp oy ) 2.36
Gt'i'jf’i myi,j myi,j 4 n§1 nij n Gt’i'jhj m,i,j+1/2 mij—1/2) °’ ( )
M
2(x—x) 2(x—x) c .. 2(x—x) 7 ~ ~
i i 0, i m
B = =~ B  ® — —_— - . 2.37
fl. m,i,j fl. 4 z_: nij n f’l. Gt’il].h]. (pm,i,j+1/2 (pm,i,j—l/Z ( )
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E explicitando Bm ,jna Eq. (2.37)

M
_ oy L -
B o= Y B w o ((pm,i,j+1/2 (pm,i,j—1/2)‘ (2.38)

Multiplicando a Eq. (2.38) por w somando pelas diregdes m e agrupando termos, ¢

M
possivel obter a forma do termo )’ Bm o/ Pm
m=1 "
M . LM - -
m2=1 eri'jwm - A=cy) oy n2=:1 wnnn((pn'i'j"'l/z h (p"'i'j_l/z), (2.39)

e, substituindo a Eq. (2.39) no lado direito da Eq. (2.38), ¢ obtida a forma final para Bm y

M
— N, (™ _ ~ _ CO,i,j 1 _
Bm:iJ — ot ((pm'i'f+1/2 (pm.i,j—l/z) 4(1=c, ) o, h X mnnn((pn,i,j+1/2 (pn,i,j—l/z) ) (2.40)

tij j thj J n=1

~ ~

Substituindo a Eq. (2.40) em (2.36) e agrupando termos, ¢ obtida a forma do termo

A
m,i,j
A . CO,i,' g A o — m (ii:} _ {_i_} )+ M((}; _ (:) )+
mi,j 4 1 nij n Gt,i,jhj myij+1/2 myi,j—1/2 "f,ifi"t,i,,-hj myij+1/2 myi,j—1/2
I ~ - 2.41
+ = w - : ’
2(1—(:0'1,'],) ot'i’]_{’ict'i'jhj nzz:l mnn(q)n,i,j+1/2 (pn,i,j—l/Z) ( )
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Multiplicando a Eq. (2.41) por w somando pelas direcdes m, usando a propriedade

» L = 0 para quadraturas simétricas e agrupando termos, € possivel obter a forma do

M
termo
2 mij m
m=1
M M ~ ~
1 1
YA o =——— an(‘P,, —y )+
oy Tbm (l—coli’],) ct’uh}. hoy T nij+1/2 nij—1/2
1 5 M ~ ~
+ 0 0@, 12 = Puiorye) 2.42
(1—6011.,/.) GL'iJ_f’icmjhj nz=:1 nunnn (pn,l,]+1/2 (pn,l,]—l/Z > ( )

e, finalmente, substituindo a Eq. (2.42) no lado direito da Eq. (2.41) ¢ obtida a forma final das

constantes 4 | .
m,

ij
N ~ . M ~
- ™ — — 0y —
Am,i,j n ol (lpm,i,j+1/2 lpm,i,j—l/z) 4(1=c,,) o, R, n2=:1 wnnn(Lpn,i,j+1/2 lpn,i,j—l/z) +
Zumnm ~ ~ + 0,i,j m " ~ ~ +
O-t,i,jeio-t,i.jhj ((pm,i,j+1/2 (pm,i,j—l/Z) 2(1—60”) Gt.i,j[ict,ijhj n§1 wnnn((pn,i,j+1/2 (pn,i,j—l/Z)
c 1 M ~ ~
0,i,j _
+ 2(1=¢, ) o, Lo, h nz::l wnunnn(q)n,i,jﬂ/z (pn,i,j—1/2)' (2:43)
Logo, a solugdo particular da Eq. (2.33) ¢ resultado da substituicdo das Egs. (2.40) e
(2.43) em (2.35)

e p—— TR o v gy .-
(X)) =— . - - T Y w o - .
m,j Gt’i’jhj myi,j+1/2 myij—1/2 4(1—60’[‘1.) Gt’i’jhj 1 nnn nij+1/2 nij—1/2
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M

~ ~ c M ~ ~
_ 0.5 m _

h ((pm,i,j+1/2 (pm,i,j—l/z) + 2(1—00”) o fo h Z wnnn((pn_i,j+1/2 (pn_i,j_l/z) +

o Yo
tij i tij i it T p=1

Zp M

m_m

M
c ~ ~ 2(x=x) ~ ~
0,i,j 1 i m
+ w ( - - - ) - _—( - - . ) -
20=cy, ) 0,,80,,h n2::1 attalln (pn'l'j +1/2 (pn'l'j —1/2 4 ol (Pm’l’j +1/2 (pm'l'j -1/2

~ ~

i 0,i,j
w - .
6 4c,) o, b nZ::l "n"((pn,i,jH/Z ‘pn,i,j—l/Z)

(2.44)

2.3.3 Solucdo geral

Uma vez obtidas as formas finais da solucdo homogénea e solucdes particulares das
equagdes Sy integradas transversalmente de ordem zero na dire¢do x, representadas pelas Eqs.

(2.31), (2.34) e (2.44), ¢ possivel escrever a solugdo geral da Eq. (2.3) na forma

M L0
A AU A o __(x—x,)/v Q..
_ i j
Y 0=Yaa (v)e™ 7 +—0 —
m =1 [ MK Oy (160,

M
T]m (~ ~ CO.‘ 1 ~ ~
- T )——f— Yon(¥ o —w )4
thi'].hj mij+1/2 m,i,j—1/2 4(1—60'1.'].) Ut'i'}.hj oy nij+1/2 nij—1/2

M
m_m

~ ~ o " ~ ~
S S PO VIR S I
Ot il Pijrrz ~ Pmij-172 2=cy) 0,80, n§1 Wi\ Prijersz = Prij-1y2

2p

M

et 1 e ) i)
= w . - . B E—— . - . -
2(1—00'”) ct}i’]_{’iot'i'jh], = nunnn (pn,l,j+1/2 (pn,l,j—l/Z ?, Gt'i'jh]- (pm,l,]+1/2 (pm.l.]—l/z

~ ~

i 0,i,j
w - .
€ 40-c,) o, h El "n"((pn,i,Hl/Z ‘pn,i,j—l/Z)

(2.45)
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De maneira semelhante a descrita na secdo anterior, ¢ possivel obter a solugdo geral
das equacdes Sy integradas transversalmente de ordem zero na direcdo y com aproximagao

linear nos termos de fuga transversal, Eq. (2.4)

~ ~0~ o, =Y/ Q,
Y,0=2X qa (ve™ o
) i

t,ij O,i,j)

M

A A

lIJn,i—1/2,j) +

A
0,i,j 1
—— ) Y -
m,i—1/2,j) 4(1-c c ¥ 2 nun( ni+1/2,j

N
v )
° ( mi+1/2,j O,i,j) it ey

G .1
tij i

M

A

@ rireg) * T T E 0 (@10~ P+
mi—1/2, 20-c,, ) 0, 80,0 2 T n\ Tnit1/2) ni—1/2,

Zp M

m 'm

N
o h ((pm,i+1/2,j -

Lo h
tij i tij j

M
. 1 A A 2=y ow, (A A
o Y O N N A S
2(1—60'”) Gt}i_j{’iﬁt'i'jhjngl nunnn (pn,H-l/Z,j (pn,l—l/Z,j h]. Gt’i’jf’i (pm,L+1/2,] (Pm,l—l/Z,]
M
2()"3’) c .. 1 A A
L 0L
) - . 2.46
h}_ 4(1—00'“) ct.i.j inzz:l nun((pn,i+1/2,j (pn,i—l/Z.j) ( )

A metodologia para obter a forma da Eq. (2.46) pode ser encontrada no Apéndice A.
Nas Eqgs. (2.45) e (2.46), as componentes homogéneas que conformam as solucdes gerais

compartem 0s mesmos autovalores Vs resultado do uso da quadratura LQy. Porém, as

A0 ~0

componentes dos autovetores sdo diferentes. As constantes a e o sdo obtidas a partir das

condi¢des de contorno do problema.
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2.4 Solucao geral das equagdes Sy integradas transversalmente de primeira ordem

As equacdes Sy integrada transversalmente de primeira ordem na dire¢do coordenada
x com aproximacgado linear nos termos de fuga, Eq. (2.5), estdo acopladas com as equagdes Sy
integradas transversalmente de ordem zero na direcao x, mediante os momentos espaciais de

ordem zero do fluxo angular. Primeiramente, a Eq. (2.45) € substituida em (2.5) para obter

um d A A _
5 Pt ()=

tij

M o _
AU o'_']_(x xl_)/vk

M
v X <P o+ i Yoa (v)e”
4 0, h k mij k
n=1 W' k=1

2
61 Q.. 6n ~ ~ ~ ~
m ij _ m l‘p _ l_p _ 0,i,j — Lp

+ o.M 0.,0=¢,) o hz( mij+1/2 m,i,j—l/Z) 2(1=cy, ) 02 h2 2 n( nij+1/2 nij—1/2 +

thjJ 0.ij tij j tij j n=1

12u n ~ ~ c TR ~ ~
+ —mm _ + 0,i,j m 'm _ +

o> h (pm,i,j+1/2 (pm,i,j—l/Z (1=c, ) 6 fo- B Z ni,j+1/2 (pn,i,j—l/z

tij i tij j tij i tl] j n= 1

2

3C0ij N, ~ ~ 2(x—x) 6n ~ ~
+ (=) o to" 1 Z W K1 n((pn,i,j+1/2 - (pn,i,j—l/Z) T 2 ((Pm,i,j+1/2 - (pm.i.j—l/z) -

t,ij th,l,j j n= 1 L tij j
2(x—x) 3c, .. ~ ~ 37 ~ ~
_ i 0,i,j _ _ m lp I_IJ _
?, 2(1-c,, ) o K Z n( ni,j+1/2 (pn,i,j—l/Z) o h ( mi,j+1/2 + m,i,j—l/Z)
ij’ Oy j n=1 tij

2(x—x) 31

m
¢ o, ((pm,i,j+1/2 t (pm,i,j—l/Z) ’

(2.47)

A solucao geral da Eq. (2.47) pode ser representada como

Ah
<p (x)—cp (x) +cp (x) (2.48)
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Ah AD
onde (pmj(x) e (pmj(x) constituem as solugdes homogéneas e particulares, respectivamente.

Da Eq. (2.29) ¢ possivel representar a forma das solu¢des homogéneas como

M \14 o _,(x—xi)/vk

N
cpmj(x) =X aa (v)e o , (2.49)
: k=1

m,i,j

1
A
onde a, representam constantes arbitrarias determinadas pelas condi¢des de contorno e as

componentes dos autovetores amij(vk) sd0 os mesmos que os reportados na Eq. (2.45). Por

outro lado, para obter as solucdes particulares, os termos independentes do lado direito da Eq.

(2.47) sao isolados mediante as equagdes

o "l ~pl o, ~pl on M A0 x=x)/v,

o, d o S e ()= —‘nZ ¢, (Do, + Tty 0a, . e , (2.50)
P "P2 " P2 011 " P2 on, Qi.j

0, d e, S e ()= 2 P, 0, + (2.51)
“m Ap3 ’\p3 Ol /\p3

5 cp S +e (x)__LZ(p(x)(o—

t,i,j n=

6112 ~ ~ 3c, . ~ ~
o K myij+1/2 m,i,j—1/2 2(1—C0.. h n nz,]+1/2 n,i,j—1/2
tij i O m= 1
121 1 ~ ~ 3c TR ~ ~
+ _——mom _ + 0,i,] m _m _ +
26° K (pm,i,j+1/2 (pm,i,j—l/Z (I=cy.) o o 1 Z nu+1/2 (pn,i,j—l/z

o (o) 0'
tij iotij j tij i tij j n=1
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M ~ —_—
3c0” n 2(x xi) 6m

2
m m
(I=cy) o 25" 1 X wnunnn((pn,i,j+1/2 (pn,i,j—l/z) ¢ R ((Pm,i,j+1/2 (pm,i,j—l/Z)

(e}
tij itij j n=1 ! tij

~

+

2(x—x) 3¢ . N " -~ - (2.52)
9 ® _ .
20, o i nzz:l o\ Prijrrz ~ Prij-1/2)

1l Ap4 Ap4 p4 31

M, -~
m _ 0,i,j m
g, () 6, () =T 6, (o, — (¥,

tij tij j

~

m,i,j—l/Z)

2(x—xl_) 3 n, ~

2 o.M ((Pm,i,j+1/2 + (pm,i,j—l/Z) ’

(2.53)

e a solugdo particular da Eq. (2.47) € construida a partir da soma das solugdes particulares das
mesmas. Em prosseguimento, as Egs. (2.50) - (2.53) s@o resolvidas para obter uma expressao

matematica para a solugado particular da Eq. (2.47).

2.4.1 Solucédo particular para componente homogénea

A solugdo particular da Eq. (2.50) pode ser representada na forma

apl M-, A0 o (x—x)/v 2(x—x) M-, A0 6 (x—x)/v
_ tij i k i tij i k
(pm‘j(x) =) m’kake + — > Ym'k(xke , (2.54)
k=1 i k=1
onde Am . € Ym . sdo constantes a determinar. A Eq. (2.54) ¢ substituida em (2.50) para obter
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M 0 0 - 0
WA AU o (x x)/v Zum A A 0 (x x)/v 2(x xi) o A 0 : (x x)/v
Z v_}‘m,kake o i€ t— _Ymk k
k=1 k tij i i
MT, 20 o, (x x)/v 2(x—xl_) A /\0 G (x x)/v
+ k§1 }‘mkake + ¢ Tmk % N
M| M 0 0
cl rn Yoo, (x x)/v 2(x— x) Coii ro AP oo, (x x)/v
= Z L Z w )\ T L Z w Y
k=1_ i
M
6n_ A0a o (x—x)/v
m tij i k
+ Z o h O(kam’i,j(vk)e ] . (2.55)
k=1l i
A Eq. (2.55) ¢ satisfeita se, para cada valor de k, ¢ satisfeita a equagao
w 5\\ A0 o, (x x)/v Zu A A0 0,(x x)/v 2(x— x) (1 A0 G,(x x)/v
v, A + ot Ym 48 + 7 Ym 48
A A0 o (x x)/v 2(x—x) ~ A0 ct__(x—x_)/v c . M A A0 6 (x—x)/v
i A i k — 0,i, tij i k
+ 7\m W48 + — Ym,kake 2 n2=:1 n)\m e
2(x=x) ¢ 04 M A 0 o, (x x)/V on, 0 Gzij(x_xi)/vk
£ Z wnYm kake + o h O(kam,i,j(vk)e ' (256)

i n=1 tij Jj

As seguintes identidades sdo obtidas logo depois de simplificar e agrupar termos

semelhantes na Eq. (2.56)

M
m IJ'm — 0,i,/ 2 6nm "
A+ Y +A = n§1 oon)\m‘k + ok a. l‘](vk) , (2.57)
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M N
oY +Y =Y oY . (2.58)
n=

As componentes das constantes Am . © Ym . sdo obtidas atendendo as propriedades dos

materiais no meio hospedeiro. Primeiramente, as formas destas constantes serdo obtidas para

Coij = 0 e logo para Coij # 0.

2.4.1.1 Constantes auxiliares para um meio puramente absorvedor

Para meios absorvedores puros, Couj = 0, o sistema representado pelas Eqgs. (2.57) e

2

(2.58) toma a forma

My 2y oo 2.59
v, mk + Ot'i'ji’l. mk + mk thi‘jhj am,i,j(vk) ’ ( ' )
Y 4Y =0 2.60

v mk + mk ( ’ )

k

A
onde, atendendo a forma das componentes dos autovetores amij(vk) para ¢ . = 0, as

N N
constantesA eY  sdo definidas como
m,k mk

A =0, 2.61)
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Y =—ioeg (). (2.62)

2.4.1.2 Constantes auxiliares para meios com espalhamento isotropico

A

A
Para obter as formas das constantes 7Lm e Ym , para meios com espalhamento

k

isotropico, Couj # 0, é preciso separar o procedimento em dois casos atendendo nas formas
dos autovalores e autovetores. Primeiramente, o sistema representado pelas Egs. (2.57) e

A A
(2.58) ¢ resolvido para as constantes Am . © Ym . onde o par de autovalores e autovetores foram

M

determinados usando a normaliza¢do ), oomamij(vk) = 0. Seguidamente, sdo obtidas as
S i,

N N
formas das constantes Am . € Ym onde o par de autovalores e autovetores foram determinados

k
M N
usando a normalizacdo ) w a  (v,) = 1.
me1 m myij" k

2.4.1.2.1 Normalizagdo a 0

No primeiro caso, usando o par de autovalores e autovetores obtidos a partir da

M A
normalizagao ) w a
m=1

(vk) = 0 na se¢do 2.2.2.1, o sistema representado pelas Egs. (2.57)

m,,j

e (2.58) toma a forma
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ZIJm A _ CO,i,j M i 6r]m A 56
o £ “mk 4 Z wn nk + c h am,i,j(vk)’ Vk - I'lm ’ ( : )
iy n=1 tij )

c M A

0,i, _ _

LS oY =0y, = . (2.64)

n=1

m A 2 S A Coii M A
DR TR AL TR it I (2.65)
(TR A c M A
T — _0ij _

T I (2.66)

M A
Yo =C . (2.67)

Substituindo a Eq. (2.67) em (2.63) ¢ obtido que

My Sy 2.68
o £ mk 4 bk+ o .h.am,i,j(vk)’ Ve T M (2.68)

tij i 4 tij j

Resolvendo o sistema formado pelas Eqs. (2.64), (2.66), e as restricdes representadas

pela Eq. (2.68) ¢ possivel obter as formas das constantes Ym . © C .
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Cc=-2Tny _2 g () yv=y (2.69)
k €0, O-t,i.j[i plk €04 Gt,i.jh/ LIk m’
\A[ 30,6 My 1 ©p1 " V) 39,4 My P2 " V) (2.70)
= = - a \% - = a \%
M ;g M .. .
plk Gt,i.jh]' upl h ® pLij" k Gt.i.ihj lJ'1)2 ® p2Lj -k ’
n=1Lv == " n=1v,=-u n
Q- CO,i,j o-t,i,jfi r + 30—t,i,j£i T]m " 1 2 71
mk ™~ 8 w. k' o h owu am,i,j(vk)’ mFEPL VST R (2.71)
b T m
A
Ymk =0, vVoFESHR (2.72)

onde C p ¢ obtido de modo que a Eq. (2.68) seja satisfeita para m = p1, onde p1 representa a
direcdo referente ao primeiro valor ndo nulo de c;m‘i'j(vk), e p2 a direcdo referente ao segundo
valor nao nulo de (;m’i‘j(vk). As constantes \A(m’k sdo obtidas a partir das Egs. (2.70), (2.71), e
(2.72). Finalmente, as constantes 7A\m‘k podem ser obtidas a partir da Eq. (2.65) e usando as

N
constantesY eC
mk k

A c
0,1

Vv
— k [—
}\m,k =—" ﬁ‘ﬁ% Ck, VoETHR (2.73)

e as constantes }Lm  parav, =—p sao determinados de modo que a Eq. (2.67) seja satisfeita
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C - Y wA
i _ k n=1.vk¢—u" n nk B
e = — SV ETH (2.74)
Y o

2.4.1.2.2 Normalizagdo a 1

No segundo caso, usando o par de autovalores e autovetores obtidos a partir da
M A
normalizacdo ), oomamij(vk) = 1 na se¢do 2.2.2.2, o sistema representado pelas Eqs. (2.57)

m=1

e (2.58) nao sofre nenhuma modificagdo. Resolvendo a Eq. (2.58) ¢ possivel obter que

A

Yo =D, ) 2.75)

onde Dk sdo constantes arbitrariamente definidas para que o sistema ndo homogéneo

representado pela Eq. (2.57) seja soluble. Substituindo a Eq. (2.75) em (2.57), usando a

S

normalizacdo ) wnln L= 1 e reagrupando termos ¢ obtido que
n=1 ’

5\\ S ik n Vi on, » Vi 2L, D " 276
mk 4 (“m+vk) (“m+vk) S am'i'j (Vk) (“m+vk5 ot kam'i'j(vk) . (2.76)

Usando a Eq. (2.26) que define a forma das componentes dos autovetores a. ij(vk) na

Eq. (2.76), é obtido que
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A A2 " 2
m
M = @ V) +—a (V) ——opDa (). (2.77)
’ "] 011 tij j L] Ol] tij i L]
Multiplicando a Eq. (2.77) por w e somando pelas dire¢cdes m
M A M A2
) wm}\m,k =X wm mz,j . c h Z m m mz](vk) N
m=1 m=1 “ois Cuus' m=1
8 Dk " "2
- Coui Ouiits Z wm”mam,i,j(vk) ’ (278)
Bt im=1
M A M A
e usando as normatizagdes mz_l oomam’i’j(vk) =1le ) wm)\m‘k = 1 ¢ possivel obter as

formas das constantes D , que garantem que o sistema nao homogéneo representado pela Eq.

(2.57) seja soluble

M A2
361:,[,]{7[ nglwnnnan,i,j(vk)
D=7 (2.79)
BT Y wpa  (v)
el n'n nij- k
Logo, a Eq. (2.79) ¢ substituida em (2.77) para obter a forma das constantes )\m .
M A2
1 A2 Z wnnn nl]( k)
Ak = iV ¢ 0 jh_ Qi » c,'”hj a, iV V), (2.80)
E wnun nl]( k)

n=
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e, a Eq. (2.79) ¢ substituida em (2.75) para obter a forma das constantes Ym .

M A2
A A 30t X 1,0 lennnan,i,j(vk)
_ Aj | on=
Y =a ,’,(v k) = —

h M
tij Jj
nz::lwn lj'nan,i,j (vk)

(2.81)

2.4.1.2.3 Forma final da solu¢@o particular para componente homogénea

A A
Uma vez determinadas as formas das constantes Am e Ym , para meios absorvedores

k

puros e meios com espalhamento isotropico, € possivel representar a solugdo particular da Eq.

(2.50) como
APl Mo a0 6 )y, 20x) M oa a0 o ex)p,
(pm’j(x) =y Am’kocke / — > Ym’kake / (2.82)
k=1 i k=1
2.4.2 Soluc¢do particular para fonte externa
A solugdo particular da Eq. (2.51) tem a forma
A p2 6T]
— m Q
(Pm,j(x) ~ o h o, (1=¢,.) (2.83)

tij j



2.4.3 Solucdo particular para fugas transversais 1
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Para obter a solu¢dao particular da Eq. (2.52) ¢ usada a técnica de coeficientes

indeterminados considerando uma estimativa inicial da forma

2(x—x)

m,i,j

Substituindo a Eq. (2.84) em (2.52) e agrupando termos semelhantes

AD3
x) =A
(pm,]( ) m,i,j
2|.1m
Gt’i’]fi m,ij m,ij
M
c
0,i,j
T 20-c ) S B )
0 tij j n=1
+ 3CO,£,[’ p’mrlm

(1_60,1,]‘) o ,'f,O'

3c

M
> 7% ®N

tij i tij j n=1

+ 0,i,j m
(A=c,.) 6 ¢o
L tij i otij j n=1
Z(x—xi) _ 2(x—x) €0/
fi myi,j fi 4
2(x—xl_) 3c0’i’j n,
f 2(1—c, . 2 42
{ ( 0"") Gt,i,jhj n=1

c M
_ 0,i,/
= —1-4 A
n=

~

‘Pm,i,j—l /2)

2
n, (7
w ——|¥ — —
nij n "fl-,-hf( m,i,j+1/2

2

T WA 8. AN
(D — — —
nnn nij+1/2 nij—1/2 o fgz hz (pm,i,j+1/2 (pm,i,j—l/Z

i i tij

n((pn,i,j+1/2 - (pn,i,j—1/2) +

M ~ ~
(1) —
2o° H 2 nunnn((pn,i,j+1/2 (pn,i,j—l/z) ’

,M 2(x—x) 6n2 ~ ~
5 5,0, - 2o E

nijon ¢ X Pijr12 ~ Pmij—1/2

M ~ ~
Z wnnn((pn,i,j+1/2 - (pn,i,j—l/Z) :

(2.84)

(2.85)

(2.86)
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As constantes B sdo obtidas resolvendo a Eq. (2.86)

)by,

o~ _ - Gy M - _ _
m,i,j ot K (pm,i,j+1/2 (pm,i,j—l/Z 2(1=¢, ) o hz n ni,j+1/2 (pn,i,j—1/2
tij j tij j nN= 1
R T e ¢ (2.87)
2(1=¢, ) & hzn L ' (pn,i,j+1/2 (pn,i,j—l/Z ’ )
i iy n=

E as constantes A . sdo obtidas depois de substituir a Eq. (2.87) em (2.85) e resolver

m.,j

as equagdes resultantes

2
A GV w5 )
m,i,j o> W\ mij+1/2 m,i,j—1/2 2(1-¢c,, ) &° n° n, ni,j+1/2 nij—1/2
tij j b tij , n=1
0 2 ~ ~ 24,“ T] ~ ~
— —y —_—mm —
2(1=¢c, ) & hz Z ni,j+1/2 nij—1/2 + o fo- R (pm,i,j+1/2 (pm,i,j—l/Z +
0,i,j tij j n=1 tij iotij j
6c wn ~ ~
0,i,/ m 'm
+ A-c,.) ¢ 26> K Z ( nl,}+1/2 (pn,i,j—l/Z) +
0.4 tij i tij / n=1
3c. .. B, ~ ~
0,i,j
+ A=c,.) ¢ 26> K Z ( nl,j+1/2 (pn,i,j—l/Z) +
0] tij i tij j N= 1

0,i,/ —_
+ A—c,,) o {62 IS Z n n n((pn,i,j+1/2 (pn,i,j—l/Z) +
0Lj tij i tij j = 1

~ ~

6C
0,i,) J—
+ (=) o MZ B Z 1N n((pn,i,j+1/2 (pn,i,j—l/Z) )

tij i tij j n=1

(2.88)

Logo, € possivel expressar a solugdo particular da Eq. (2.52) como



AD3

Ap4

L) tz] ] n=1

2.4.4 Solucgdo particular para fugas transversais 2

De maneira semelhante, para obter a solucao particular da Eq. (2.53) € usada a técnica

2(x—xl_)
¢, ) =4 +—B8

m,i,j ; myi,j

de coeficientes indeterminados, considerando novamente uma estimativa da forma

89

¢ (%) =— =¥ ~p N (A
m,j ol b\ mijtl/2 o Tmij=1/2)  20=6) 6l pt 2 T\ nijtl/2 o nij=1/2
M 2
~ ~ 24p n [~ ~
0,i,j 1 2
—U L o (W = e — +
2(1=¢,,) o n? 2—:1 nnn( nij+1/2 n,i,j—l/Z) 6 fo h Ponijarsz ~ Pmij-172
tij j n= tij i tij
M
6c )| ~ ~
0,i,/ m m
w - +
(1_C0,i,j) 6 fo- R 2_:1 nrln((pn,i,j+1/2 (pn,i,j—l/Z)
tij i tij j N=
c no ~ ~
0,i,j
— +
(=¢,) 6 £6° R 2_: n( ni,j+1/2 (Pn,i,j—l/z)
tij i tij ] n=
3C ~ ~
0,i,j
— +
(A=) o egz B Z el n((pn,i,j+1/2 (pn,i,j—l/z)
tij i tij j N= 1
6, 1 2(™ ~ 2(—x) 6nrzn -~ -~
, w _ R —— | —
(A-c,.) ¢ ¢o° K % nunnn (pn,i,j+1/2 (pn,i,j—l/z 2 ot (pmz,1+1/2 (me,] 1/2
047 O F % n=1 ! tij Jj
Z(x—xi) 360” Z (~ ~ )
2, 2(1_001.}) G:Uhjzn " nz,]+1/2 (pn,i,j—l/Z
Z(X_Xi) 360,1’,,‘ -~ - (2 89)
¢ 2(1-c, ) & i Z nz,]+1/2 (pn,i,j—l/z : )

(2.90)
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Substituindo a Eq. (2.90) em (2.53) e agrupando termos semelhantes

M
21 c . 3n o~ ~
m — 0,5 _ m
"t,ifi Bm,i,j + Am,i,j 4 n2=:1 An,i,jwn Gt,i,jhj (me,i,j+1/2 + lpm,i,j—l/z) ’ (2.91)
Z(x—xi) Z(x—xi) €0 M Z(x—xi) Snm ~ ~
¢ Tmij ¢, 4 nzz:l B nifon ¢ o h ((pm,i,j+1/2 + (pm,i,j—l/Z) ' (2.92)
E das Egs. (2.91) e (2.92) ¢ possivel obter as formas das constantes Amij e Bmij
PR & VRN Y 5
mij o, h ( mij+1/2 m,i,j—l/Z) ~o4(-c,) o jnz:: ) wnnn( nij+1/2 + n,i,j—l/Z) +
SR -~ 3¢, m . - o
+ ctyi'jf’iot’i’jhj ((pm,i,j+1/2 + (pm,i,j—l/z) + 2(1—c0'i'j) thi'jfict’i’jhj nz=:1 wnnn(q)n,i,j+1/2 + (pn,i,j—l/Z) +
M
+ 3CO,E,j 1 Z ® -~ + - (2 93)
2(1—c0’i’j) O-t,i,jfio-t,i,jhj 1 nun nn (pn,i,j+1/2 (pn,i,j—l/z ? )
3nm ~ ~ 360,1',( 1 " ~ ~ 2 94
Boii = o, ((pm,i,j+1/2 + (pm,i,j—l/Z)  40-c,) o, h nz=:1 mnnn((pn,i,j+1/2 + (pn,i,j—l/z) - (299
Logo, a solugdo particular da Eq. (2.53) € representada como
~ Pl 3T]m i i 3COij 1 " i i
P, () == 5= (q’m,i,,-ﬂ/z + lpm,i,j—l/Z) - Wo_,h,nz::l wn“n(wn,i.j+1/2 + an,u—l/Z) *
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M
m_m 01( m
t o ton ((pm,i,j+1/2 + (pm,i,j—l/Z) + 2(1—c, ) o, £o, h X wnnn((pn,i,j+1/2 + (pn,i,j—l/Z) +

tij i t, tij i thj j n=
J J n=1

~

) ~ ~ 2(x—x) 37 ~
0,i,] — — —
+ 2(1=¢,, ) 0“1{0“] ; n21 el ((pn,i,j+1/2 + (Pn,i,j—l/Z) t © ((Pm,i,j+1/2 + (pm,i,j—l/Z)

i tij j

3

>

2(x—x) 3c0” 1 M ~ ~ 295
e, 40— Co) Ol ) mnnn((pn,i,j+1/2 + (pn,i,j—l/Z) ) (2.95)

tij J n=1
2.4.5 Solucdo geral

Finalmente, a solugdo geral das equagdes Sy integrada transversalmente de primeira
ordem na direcdo x usando aproximacgdes lineares para os termos de fuga de néutrons ¢

formulada a partir das solugdes homogéneas e particulares representadas pela Eq. (2.48) e as

Egs. (2.82), (2.83), (2.89) ¢ (2.95)

M 1 M 0
ala o (x—x)/v A AV o (x=x)/v
cp (x)—Zoca (v)e™ T rE4+ ¥y ae "
mij~ k mk k
k=1
2
2(x—x) " o, (=), on, e (> ~
+szkak +ch0(lQ—C)_ 22(‘}’ Lj+1/2 "12)_
i k=1 eify e o, o, b\ Mt / m,ij=1/
Ny T o v 3y, v
T 20—, ) & R wnnn(an,i,j+1/2 N n,i,j—l/z)_ 20— ) & 1 ( nij+1/2 n,i,j—1/2)+
067 P n=1 Ly ] n= 1

6 0,i,j

24y ~ ~ N c W ~ ~ N
G ”gcz”h? (pm,i,j+1/2 (pm,i,j—l/Z (1- <, ) G gaz hz Z n ni,j+1/2 (pn,i,j—l/Z

tij i ti, tij i tij j N= 1
J J ]

NI . ¢ +
(1—C0’i’j) o 406 K nl}+1/2 (pn,i,j—l/z

tij i tij j = 1
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+ oy T . © © +
(1—00”) 6 £o6° h 2 wnunnn (pn,i,j+1/2 (pn,i,j—l/Z

1)
tij i tij j n=1

M
6c . ~ ~ 2(x—x) 61 ~ ~
0ij 1 2 _ _ 2 e _ _
+ (1—=c, ) 6 2o h° ) wn“nnn((pn,i,jﬂ/z (pn,i,j—l/z) 2. 2 2 (q)m,i,j+1/2 (pm,i,j—l/Z)

tij i tij j n=1 ! ofli:f J
2(x—x) 3c ~ ~
_ i 0,i,j —
2 2(1— <, ) 02 hz Z ( nz,]+1/2 (pn,i,j—l/Z)
tij j n= 1
2(x—x) 3c, .. ~ ~ 37 ~ ~
_ i 0,i,j _ _ m Lp qj _
fl_ 2(1_C0ij) 2 hz le:l n( Tli,j+1/2 (pn,i,j—l/Z) Gcijhj ( m,i,j+1/2 + m,i,j—l/Z)
o tl] J "

3c ~ ~ 6 M ~ ~
oy 1 ( —mom
w v +vY ) + ( - + - ) +
4(1—c0’i’j) o.M ni—:l nnn n,ij+1/2 nij—1/2 Ut’i’j{’iomh}. (pm,L,]+1/2 (pm,l,]—l/z

M
3¢ m ~ ~
0,i,j m
+ 2(1—60'1.'],) o to h Z wnnn((pn,i,j+1/2 + (pn,i,j—l/Z) +

tij it p=1

3C0i}, M ~ ~ 2(x—x) 3nm ~ ~
+ 2(1—c, ) © {’c Z W N ((Pn,i,j+1/2 + (Pn,i.j—l/Z) T ¢ o h ((pm,i,j+1/2 + (pm,i,j—l/Z) -

tij i tij /Tl 1 i tij j

i 0,i,j ~ ~
£ 4(1—c y ) O'V,V,h, nz=:1 wnnn((pn,i,j+1/2 + (pn,i,j—l/Z) ' (296)

De maneira semelhante, ¢ possivel obter a solu¢do geral das equacdes Sy integradas

transversalmente de ordem zero na dire¢do y, Eq. (2.6)

M 1 M 0
~ i~ o (=y)/v ~ ~ oo =y
t,ij Jj k t,i,j j k
= o a vV e oe
(pm,i(y) 12‘1 k m,i,j( k) T kg mk k
M 0 2
O-y) o o 0=yl . 6L (A "
oL e e (1Q—c ) ( mit1/2) " mi-1/2 )_
J k=1 tif i Ot Coif o, ]hl J J
350” M A A 350_' A A
ij m _ _ A8} _
2(1_60”) Ny nzl wnun(an,Hl/Z,j n,i—1/2,j) 2(1—c0i},) 2 102 et n( ni+1/2, lpn,i—l/z,j) +
o tij i = o tlj i
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M
24p°n A A 6¢c [T A A
m_m 0,i,j m 'm
— mm__ _ ® _
T2 s h ((pm,i+1/2,j (pm,i—l/Z,j) + A=c,.) &* %6 h 2 nun((pn,i+1/2,j (pn,i—l/z,j) +

o o
tij i tif L tij iotij j n=1
J Ji

3C0,i,j nm " 2
+ a-c,) o ¢ X wn“n(q)n,zﬂ/z,j N (pn,i—l/Z,j) +

L) tij i tij j = 1

A A

3CO” um M A A
T ) ot R X wnunnn((pn,Hl/Z,j B (pn,i—l/Z,j)-l_

0L tt]tttj]nl

4 6¢,,; 1 2 (A A 2-y) 6w, (A "
(1—60”.) ot 6 h % wnunnn (pn,i+1/2,j (pn,i—1/2,j h o £ (pm,i+1/2,j (pm,i—l/Z,j

[
tij iotij j n=1 J tij i

_ 20-y) 3¢, Z " _(B _
h 2(1—c,. ) 4% ¢° n ni+1/2,j n,i—1/2,j
J 0.8 tl] i n=1
_ 20-y) 3¢y, 2 (A _(I[\) )_ e (A +LII\J )_
h 2(1=c;,) "“,"lzn L Prit1/2; ni—1/2, ot \ mit1/2] mi—1/2,
3COi' v - - 6umnm " "
Y (AN Sy Bus--L S I
4(1—00'1,'],) 0[11{’1 n21 IJ- ( ni+1/2,j n,i—1/2,j cmt’lcmhj (pm,1+1/2,] (pm.l—l/Z,j
3c. . n M

m

0 A A
+ 2(1- <, ) c fo h Z wnun((pn,i+1/2,j + (pn,i—l/Z,j)+

tij it p=1

3¢, A A 20-y) 3w (* + "
+ 2(1—c0,u) o t’o Z w ll N ((pn,i+1/2,j + (pn,i—l/Z,j) - h, ot,th’i ((pm,i+1/2,j (pm,i—l/Z,j)

tt]ttl}]nl ]

20-y) 3¢ L - " " 297
ho 4 ) o, ¢, El wnun((pn,Hl/Z,j + "pn.i—l/Z,j)' (2.97)

A metodologia para obter a forma da Eq. (2.97) pode ser encontrada no Apéndice B. Nas Egs.
(2.44), (2.45), (2.96) e (2.97) as componentes homogéneas que conformam as solucdes gerais

compartem 0s mesmos autovalores 2 resultado do uso da quadratura LQy. Porém, as
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componentes dos autovetores somente sdo iguais para as Eqgs. (2.45) e (2.97). As constantes

~0 ~1
o ca

, € a, sdo obtidas a partir das condi¢des de contorno impostas pelo problema.

2.5 Representaciao matricial das solucoes das equacoes integradas transversalmente

O novo método ¢ baseado nas solugdes gerais das equagdes Sy integradas
transversalmente de ordem zero e primeira ordem nas diregdes x ¢ y obtidas nas se¢oes
anteriores, Egs. (2.45), (2.46), (2.96) e (2.97). Essas equagdes podem ser representadas em
termos dos fluxos angulares médios emergentes e de incidéncia nas células de discretizagdo
espacial. Com esse proposito sdo definidos os vetores dos momentos espaciais de ordem zero

do fluxo angular médio de entrada e emergentes nas células de discretizagdo espacial como

N AIQ A IQ NI A VO r

¥ = mi—1/2,j lPm,i+1/2,j qjm,i+1/2,j lIJm,i—1/2,j ’ (2.98)

A out AIQ A IQ A IIQ AIVQ u

¥o= lPm,i+1/2,j lPm,i—1/2,j lpm,i—1/2,j lpm,i+1/2,j 2 (2.99)
. T

~in  [~10 ~11Q ~111Q ~IVQ

¥o= [me,i,j—l/z ‘Pm,i,j—l/Z lpm,i,j+1/2 lpm,i,j+1/2 ] ’ (2.100)

~out [~I0Q ~11Q ~111Q ~IVQ u

¥ = lpm,i,j+1/2 lpm,i,j+1/2 lpm,i,j—1/2 lpm,i,j—1/2 > (2.101)
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e os vetores dos momentos espaciais de primeira ordem do fluxo angular médio de entrada e

emergentes como

nin [ 10 AIQ N AIVQ u

P TN\ P12 Privryz Pmiryzj Pmic1y2) | (2.102)

A out AIQ A 1IQ A IIIQ AIVQ T

P TPz Pmic1/2) Pmic1/2) Prminayzy | (2.103)
. T

~in  [~IQ ~11Q ~111Q ~1VQ

P TN P12 P12z Prmijriyz Pz | (2.104)

~out [~IQ ~11Q ~I11Q ~IVQ T

P T P2 Pz Pmij-1/2 Prmij-1s2 | (2.105)

A 1Q
onde ‘Pm 12 representam os momentos espaciais de ordem zero do fluxo angular médio na

direcdo x de incidéncia no extremo esquerdo da cé€lula de discretizagdo espacial Qij e nas

dire¢cdes m do primeiro quadrante. De igual maneira, sdo definidos os momentos espaciais de

~1Q

primeira ordem do fluxo angular médio de néutrons P ij1/2 1OS extremos inferiores de uma

célula de discretizagdo espacial arbitraria nas diregdes do primeiro quadrante. Na Figura 10

sdo apresentados os momentos espaciais de ordem zero do fluxo angular médio de entrada e
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emergentes nos extremos de uma célula de discretizagdo espacial arbitraria. As setas
constituem as diregcOes representativas de cada quadrante. O conjunto de setas continuas

representa o vetor dos momentos espaciais de ordem zero do fluxo angular médio de entrada,

Aln ~in
Y e W |, nas diregdes x e y, respetivamente; e o conjunto de setas tracejadas representam o

A out ~out
vetor dos momentos espaciais de ordem zero do fluxo angular médio emergentes, ¥ eV ,

nas direcdes x € y, respetivamente.

Figura 10 - Representacdo dos momentos de ordem zero do fluxo angular médio de entrada e

emergentes nos extremos de uma célula arbitraria

l—l‘l”Q ITJIQ
m.ij+1/2 N Pl m.i.j+1/2
\\ //
\\ ,’
\“I
Yj+1/2 /\
110 Ve
l’”m,l,Hl/Z I‘Um,l,H‘l,’z
Pl ) Qe ) qhe ) @l )
nui—1/2.j % mi-1/2.j mi+1/2.j Pl mi+1/2.j
~ L/
I, \\
s .,
) e GIve e u @lve
m,i—1/2,j m,i—1/2,f mi+1/2,§ mi+1/2,j
qle @l
l'um,i,j—lfz lFm.iu(—l,fz
Yi-1/z \/
§ i ¢
Xi-1/2 Xit1/2 ,/ \\
e 1% Mu o plve

mij=1/2 mij—1/2

Fonte: O autor, 2022

Em continuacdo, sdo desenvolvidas as formas matriciais das solugdes das equacdes
integradas transversalmente de ordem zero e primeira ordem nas direcdes x € y em fungdo dos
vetores de entrada e emergentes dos fluxos angulares médios de ordem zero e primeira ordem

mencionados anteriormente.
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Na derivagdo da forma matricial das solu¢des das equagdes Sy integradas

transversalmente de ordem zero na dire¢ao x usamos a Eq. (2.45). Para x = x

i—1/2
que
& g AO A W) o, /2, Q,,
i, _
. (x e B
mi-1/2j k=1 K Mk % (160,
- ~ ~ c M W
_ . _ _ OLZ —_—
e (me,i,j+1/2 lpm,i.j—l/z) 4(1—c,,) “mh, kzlw k(lpk,iJH/Z lpk,i:f—l/z)-l_
2u,n,, (’” © )+ - - g (~ @ )+
ct,i,jt”icr,i,jhj (pm,i,j+1/2 (pm,i,j—l/Z 2(1- %, ) G:U{ tij J k=1 knk (pk'i'j+1/2 (Pk,i,j—l/Z
. M ~ ~ n, [~ ~
2(1-c,,) ©, o, h W2k R\ Tkij+1/2 k,ij—1/2 o, \ T mij+1/2 m,i,j—1/2
M ~ ~
+ 0,ij an((p_, -, .. )a
4(1_%'[_']_) gmhj P k 'k\ Tkij+1/2 ki, j—1/2
eparax = x ¢ obtido que
p i+1/2 q
M
A A0 A o £/2v Q,
tij i k L
. a e + o (1-—c )
mi+1/2,j E k "“J( k) %10
n o~ ~ ¢ . M w P
— —n_(y e 4 - - ¥ - v
Gt,ith( myij+1/2 mij—1/2 4—(1—60,1_,}_) owhj ]El wknk k,ij+1/2 k,ij—1/2 +

¢ obtido

(2.106)
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2,0, (~ ~ ) S ey g (~ ~ ) N
L. - .. w L. - ..

Oty (pm'l'J +1/2 (pm'L'f -1/2 20=cy,) 0,800 k=1 e (pk'l'] +1/2 (Pk'L'] -1/
+ O'i'j u) ( ij B L,j ) - _m( i,J - L.j ) B

2(1—60'1.'].) Gt’i’jf’ict'i'jh]. kzzzl kuknk (Pk,l.,j+1/2 (pk,z,]—l/Z Gt’i’jhj (pm,l,j+1/2 (pm,z,j—l/Z

0,i,j

w1 yoaefe o). 2.107

4(1—60“) ct'i'jh]. kzz:l knk((pk,z,1+1/2 (pk,l,j—l/Z) ( )

As Egs. (2.106) e (2.107) podem ser representadas em notagdo matricial em funcao dos
momentos espaciais de ordem zero e primeira ordem do fluxo angular médio nos extremas

das células de discretizagao espacial na forma

Aln —ina0 —[~out ~in — _inf~out ~in A0

y =RXa+LX0(Lp —tp)+LX1 ((p —(p)+5, (2.108)
aout  ___outa0 _ [~out ~in out [~out ~in A0

Y =RX « +LX0(L1J -y )+LX1 (q) ) )+5 : (2.109)

As componentes das matrizes envolvidas nas Egs. (2.108) e (2.109) podem ser

A0
encontradas no Apéndice C. Resolvendo a Eq. (2.108) para a tem-se que

A0 —in_l AN —_ -1 ~out ~in —in_l—in ~out ~in
o« =RX V¥ —RX LXO(‘IJ —‘P)—RX LX1 ((p —(p)—

—in"La0

—RX S (2.110)
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e, substituindo a Eq. (2.110) em (2.109)
A out —out—in_l Aln —out—in_1 — [~out ~In
Y =RX RX V¥ +|I -—RX RX LXO(‘P -v )+

in A0

S, (2.111)

out  ——out—in” L

+([LX1 —RX RX LX1

~out ~In —out——in 1
(cp - @ )+ I —RX RX

onde [ representa a matriz identidade. Finalmente, ¢ possivel expressar as solucdes das
equagdes Sy integradas transversalmente de ordem zero na diregdo x, representada pela Eq.

(2.111), na forma

A out

Aln _ [~out ~in _ [~out ~in
Y = MX1V¥ +MX2(‘P -y )+MX3((p -

+ SX . (2.112)

2.5.2 Forma matricial das solucoes de ordem zero na direcdo y

De modo semelhante, na derivacdo da forma matricial das solu¢des das equagdes Sy

integradas transversalmente de ordem zero na dire¢do y ¢ usada a Eq. (2.46). Paray = Yiiije

tem-se que
M o
~ ~U~ —o h/2v (0
y =Yaa (v)e W 4 —t—_
m,ij—1/2 kzz:l k m,i,j( k) Gt'i'j(l—co'l_'j)
M
e T Co.j 1 l,l\J li\J +
Gt,i,jfi mi+1/2,j m,i—1/2,j 4(1—cw) ct,i,jt’l. El wkuk ki+1/2,f ki—1/2j
M

N N L. rl A N
+ —( =@ ) + = w ( =@, ) +
0,0 (pm'lﬂ/ 2J (pm"_l/ 2 2(1=c,, ) o, o b k§1 e (pk'LH/ 2J (pk’l_l/ 2j
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M

C_ .. A A |_1 A A
1 m
T S O S
2(1—60'”) Gt}i’jf’iﬁt'i'jh]. k§1 kuknk q)k,L+1/2,] (pk,l—l/z,] Gt’i’j{’i (pm,H-l/Z,j (Pm,z—l/Z,j
CO" 1 M A A
Y © ( o ) 2.113
41-c, ) o ¢ k§1 M\ Prirryz; ~ Pri-1/24) ( )

eparay = yj+1 /2 tem-se que

~ g ~0~ ©) o, /2, 4 Q,
. = aa . \v " —_—
myij+1/2 =1 k mij k Gt,i,j(l—CO,l.J.)
um ( A A C()i . 1 M A A
— vy = ) )——’— Zmu(‘{’_ ¥ _)+
Gt,i,jfz mi+1/2,j m,i—1/2,j 4(1—C0”) Gt’i’j{’i 1 KUk kit+1/2,) ki—1/2)
M
2|_1 n A A . n A A
m 'm 0,i,j m
. .= ) |+ w ( ) .= ) ) +
0t iCeihy ((pm'lﬂ/ 2J Pmic1y 2'1) 20=cy,) 0,800 k§1 NV 2 Pri-1/ 2J
n €0, 1 g (A " Ko (1 "
— W unle, . il (V2 = (OJ Rl (VN |
2(1 Co'i'].) Gt}i_jl’iﬁt'i'jh]. P K"k TR\ Tki+1/2,) ki—1/2,j Gmyjfi mi+1/2,) mi—1/2,j
CO L. 1 M N N
,L,,
S VTR (cp e ) . (2.114)
4(1—0011_’1_) Uz,i,jfi =1 K k\ Tki+1/2) ki—1/2,

As Egs. (2.113) e (2.114) podem ser representadas em notagao matricial em termos
dos momentos espaciais de ordem zero e primeira ordem dos fluxo angular médios nos

extremos das células de discretizagao espacial mediante as equagdes

~In in~0

A out AN in[ A out Aln ~0
y :RY(x+LYO(‘P —‘P)+LY1 ((p —(p)+S : (2.115)
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~out —out~0

A out AN outf ~out AN ~0
Y =RY « +LYO(‘P —W)+LY1 ((p —(p)+S. (2.116)

As matrizes envolvidas nas Egs. (2.115) e (2.116) sao definidas no Apéndice D. Logo,

~0
resolvendo a Eq. (2.115) ¢ possivel obter a forma para o

~0 —in_1~in —in_1 ( A Out A in) —in_l

inf A out Aln
a =RY ¥ —RY LYO|IWY —-W¥ |—RY LY1 (cp —cp)—

—RY S . (2.117)

Substituindo a Eq. (2.117) em (2.116) e reagrupando termos tem-se que

~out ——out——in 1
v =|] — RY RY LYO|Y —¥Y |+ RY RY v +

( A out A in) — out——in " l~in

out  ——out——in_ fe—in [ A oUt AN —out——in" 1\ ~0
+ (LYl —RY RY LY1 ||l¢ —¢@ |+|I—RY RY S . (2.118)

A forma final das solugdes das equacdes Sy integradas transversalmente de ordem zero

na dire¢do y toma a forma

~out

([ Aout AN ~in A OUt AN -
y =MY1(‘P —y )+MY2‘P +MY3((p — ¢ )+SY. (2.119)
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2.5.3 Forma matricial das solugdes de primeira ordem na direcdo x

Por outro lado, na derivacdo da forma matricial das solugdes das equagdes Sy
integradas transversalmente de primeira ordem na direcdo x usamos a Eq. (2.96). Para

X =Xx tem-se que
i-1/2 q

A M 314 =0, £/2v, M 5\\ A0 =0, 6/2v,
= oaa v )e ™ + ae —
(pm,i—l/Z,j kgl k m,i,j( k) g mk k
M 0 2
no A0 g ¢ /2y on, on. ([~ ~
- YY ae k+—h 1Q_ - = 2( o -y )—
P mk k o, 1 0“.'].( CO,iJ') Gt.i,jhj mij+1/2 mi,j—1/2
M M
3601'[' m {i_} {i} 3':01'( 1 2 {IJ {i_} +
2(1_60”) JERE kzl (Dkﬂk kij+1/2 kij—1/2 2(1—50”) JERE i wknk kij+1/2 kij—1/2
" tij j = o tij j K=

~

24p 0>~ 6¢c wno ~ ~
m ‘m _ 0,i,j _
20”1 ((pm,i,j+1/2 (pm,i,j—l/Z) + (=c,.) o o 1 k21 ((pk,i,j+1/2 (Pk,i,j—l/z) +

o
tij iotij j tij iotij j

+ 360,[,,’ 1 Z 2 ~ ~ N
(1—60’”_) 6 £o° K (Pk,i,j+1/2 (pk,i,j—1/2

tzjttlj]kl

R I ¢ ¢ +
(I=cy.) o 6" 1 Z knk((pk,i,j+1/2 (pk,i,j—l/z)

tL]Ltl]]kl

+ 660” 2(~ ~ + 611721[ ~ ~ +
(=c,.) 0“,"1 " ]Zkz LAl (pk,i,j+1/2 (pk,i,j—l/z Uf”h]? (pm,i,j+1/2 (pm,i,j—l/z
. ~ ~
2(1—c,, ) o 2 ((pk,i,j+1/2 (pk,i,j—l/Z) +
0 t,ij j k= 1
oL ¢ P S
2(1=¢,, ) f” ]2 k21 (pkz]+1/2 (pk ij—1/2 0[,1-/5- mij+1/2 mij—1/2
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w1 g (C;} + v )+ o (~ + ¢ )+
4(1—00..) Gt}i’jhj =1 knk kij+1/2 kij—1/2 Gt’i,jf’iot'i'].hj (pm,L,j+1/2 (pm,L,]—l/Z

3Co,i,;' Ko " ~ ~
+ 2(1_C0,i,j) c. to h Z wnnn((pn,i,j+1/2 + (pn,i,j—l/Z) +

i L ) p=1

M
3c . ~ 3 ~ ~
0,i,/ m
+ 2(1-¢, ) © f h 2 W N ((pk,i,j+1/2 + (pk,i,j—l/z) t3 g ,((pm,i,j+1/2 + (pm,i,j—l/Z) +

tij i tij j k= tij j

M
36‘ ~ ~
—_ 0k 212
+ 4(1—c, ) cmhl kzl(*) ((pk,i,j+1/2 + (pk,i,j—l/Z) > ( ’ 0)
eparax = Xx tem-se que
p i+1/2 q
A M 314 o/, M 5\\ A0 0,2V,
= aa Vv )e + ae ™ +
(pm,i+1/2,j Z k m,i,j( k) Z mk k
k=1 k=1
M 0 2
A AV g £ /2v 61 0 6m (~ ~
+ Y ae tij i k m _ m l-p N _ I_IJ - ) _
kzz:l mk k otuhz c (1 c l_’].) Gii,jhj \ m,i,j+1/2 m,i,j—1/2
3¢, .. n M ~ ~ 3c, .. 2(7 ~
_ 0,i, m w T] (l‘p _ ) _ 0.5 ( _ l‘p ) +
2(1— 2 2 ;s e 2(1— 2 2 . o
(1=¢,,) oLl Dy K\ kL2 kij—1/2 A=cy) o Y k= 1 kij+1/2 kij—1/2
+ 24p_mnm ~ ~ + 6 04 n ‘1 ~ ~ +
6 £o6° h (pm,i,j+1/2 (pm,i,j—l/Z (1=c¢, ) 6 £o6° h Z (pk,i,j+1/2 (pk,i,j—l/z
tij iotij j 2 tij i tij ] k=1
+ 3COij w M 2~ ~ N
(1—c, ) 6 fo- R 2w knk (pk,i,j+1/2 q)k,i,j—l/Z
L tij i tij j k=1
3601']' n, M ~ ~
T = i) o Lo I kZ WM, ((pk,i,j+1/2 - (pk,i,j—l/Z) +
tij i tij j K=

~

6r|m ~ ~
Phij-1/2 o2 2 \Pmijr12 T Pmij-1/2
tij j

6C
0,ij —
+ (1- %o, ) o 206 K Z kukn ((pkl,]+1/2

tij i tu ;
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~ ~

3c
0,ij

Y A
(A=c,,) 0“” P 1 k,ij+1/2 kij—1/2

¢ ¢ N
2(1- CL ot (pk11+1/2 (pklj 1/2 o h \ mij+1/2 m,ij—1/2
2 tL] / k= 1 Loy Jj
M ~

6p m ~

m._m

lPk,i,j—1/z) t o 2o h ((pm,i,j+1/2 + (pm,i,j—l/Z) +

tij iotij )

wknk(qjk,i,j+1/2 +

M

3c W ~ ~

+ 2 =— Y ® n(cp_. + @ )+

2(1—- <, ) cmt’lomh]k L k k\ Tkij+1/2 kij—1/2
+ g ;wun(cp +o )— 3n'"(5 + o )—

2(1—¢, ) cm{’lc“] 2 kz]+1/2 kyij—1/2 o, \Tmij+1/2 mij—1/2

M

_ 360,[,‘ 1 Z ® ~ + ~ (2 121)

20, o, fy 2 O\ Prijere T Puijmr) '

As Egs. (2.120) e (2.121) podem ser representadas usando notagao matricial na forma

Aln A0

innl —in ~out ~In in [~out ~in
© =RX a +@' + XY )a +LXX0(1P —y )+LXX1 ((p — @ )+

~out ~In inf~out ~In Al
+LXX2(‘P + ¥ )+LXX3 (cp + @ )+s , (2.122)

aout ——ogytal A0 ~out ~in out [ ~out ~In
© =RX « +(ﬁ + XY )a +LXXO(‘P —y )+LXX1 ((p — )+

~out ~In out [~out ~in Al
+LXX2(‘P +y )+LXX3 ((p + )+s . (2.123)
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As matrizes envolvidas nas Egs. (2.122) e (2.123) s3ao apresentadas no Apéndice E.

A0

Usando a Eq. (2.112), a qual define o , nas Eqgs. (2.122) e (2.123) e reagrupamos os termos

semelhantes € possivel obter que

—in_ 1 Aln

RX V¥ +

|
(

—in —in

XA + XY

Aln

¢

—inal

=RX « +()ﬁin+X_Yin)

)

~in

-y

|

—in" 1.0

RX S

~out

b4

—in~

RX

—in

XY

LX0

)+

+ LXX2

LXX0 — (ﬁm +

~in

—

~out

@

. . =1 .
— 1 —T1 in

XY )RX LX1

in

—_—in
LXX1 — (X?\ +

|

W

|

~out ~in

o +o

+§1—(

—_—in

+ LXX3

)

)

|

—_in_ 1.in

RX V¥ +

|
|

—out:

XY

A out

¢

—_—Ut A 1

out —out
=RX « +(X_A + XY

)

)

_1_
LX0

~in

i

~out

v

—in

RX

—out

— —OUt
LXX0 — (XA + XY

)+

+ LXX2

. =1 in

—_—ut —OUt —_— UL\ —in
LXX1 —(XA + XY )RX LX1

)

~in

-

~out

10}

|

n1a0
S

~out ~in

® +o

+§1—(

—_—out

—O0Ut —_—
+ LXX3 XA+ )RX

Al
Logo, resolvendo a Eq. (2.124) para ¢ tem-se que

)

in_l Aln

RX W

Al —iTL_l Aln _in_l
« =RX ¢ —RX

—in

XY

(X_xm +

~out

~in

+ V¥

)+

~out ~in

v o +V¥

|

(2.124)

)+

(2.125)



—_in
— RX

A out

¢

o[-

o[-

—0out —O0Ut—1
+ (LXX1 —RX RX LXXl

+ [LXX3 —RX RX LXX3

o[-
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_1-— —in  —iny—in 1 ~out ~in
LXX0 — (XA + XY )RX LX0 (lp —y )—

_1_—in —in  —iny—in in|f~out  ~in —in 1 ~out ~in
LXX1 —(XA + XY )RX LX1 ((p — ¢ ) RX LXXZ(‘P +y )—

inf~out ~ln —_
LXX3 ((p + @ )—RX

Al —in ——iny——in 1 A0
S —(XA + XY )RX s] : (2.126)

Substituindo a Eq. (2.126) em (2.125) e reagrupando termos ¢ obtido que

_in_ 1 Aln

(ﬁout + XY t) _ E{Wtﬁm_l(xx +X_Ym) RX W +

—out—in~ 1

RX RX

~out ~Iln
LXXO(‘{J -v )—

—out ut —out—in Y ,—in  —in il ___f~out  ~in
(Xx + XY )—Rx RX (XA +XY)R Xoly —w |+

-1

——OUt——in

RX RX LXX2(¥Y +W |+RX RX ¢ +

(~ out ~ in) out. in_ 1,in

-1

~out ~In

—out ut Ut——in -1 —in l'n_l in[~out ~in
(XA + XY ) RX RX (X)\ +XY) X1 ¢ —o |+

out e O U ], —_—in

~out ~in
i3

-1\ a1

S —

—OUt—in

RX RX

—out ut —out—in Y —in  —in in~1 A0
(XA + XY ) RX RX (X)\ + XY )RX S . (2.127)
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Finalmente, expressamos as solucdes das equagdes Sy integradas transversalmente de
primeira ordem na direcdo x em termos dos fluxos de entrada e salientes nas células de

discretizagdo espacial na forma

A out Aln ~out ~In ~out ~In Aln
@ = MXX1¥ +MXX2(‘P -y )+MXX3(LP + ¥ )+MXX4(p +
~out ~In ~out ~in _
+ MXXS((p — @ )+ MXX6((p + o )+ SXX . (2.128)

2.5.4 Forma matricial das solucdes de primeira ordem na direcdo y

Na derivagdo da forma matricial das solu¢des das equagdes Sy integradas

transversalmente de primeira ordem na dire¢cdo y usamos a Eq. (2.97). Paray = Y. tem-se

-1/2
que
~ M 1~ —otijhj/ka M 3; ~0 —O'H,jh//Z\}k
= aa v e + ae -
(pm,i,j—l/Z Z k m,i,j( k) Z mk k
k=1 k=1
M 0 2
~ ~Y —o¢ h/2v 6pn 0 6 {A A
- ¥YY ae "Iy —= -V . =l 2 .)—
k2::1 mkk o, b o, (0-¢) Giw_gf\ mi+1/2,j m,i—1/2,]
0, M A A 3C0 1 M 2 A A
o m _ _ b 1 —
2(1—c0ij) o £ kzl mkuk(lpk,Hl/Z,j ka,i—l/z,j) 2(1—c0”,) ot 7 kz1 wkuk(lpk,iﬂ/z,j lIJk,i—1/2,j) +
L tij i K= b tij i k=

2 M
24pmnm

A A c. .. 1 A A

0,i,j m 'm

RS | — — w —

+ ot 6 h ((pm,i+1/2,j (pm,i—l/Z,j)+ A=c,.) &* % n ) kuk((pk,i+1/2,j (pk,i—l/z,j)+
tij i ti L] tij i tij j k=1




M
+ 3C0” ]’]m Z ® 2 A _ A +
(1—00'”) o 6 h kuk (pk,i+1/2,j (pk,i—l/Z.j

tij ioeij k=1

M

3601’;’ M " "
T ) 7 7 n ) wkuknk((pk,Hl/Z,j B (pk,i—l/z,j) +
087 O %1% k=1

6c

m
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0 1 2 A _ A 6u A _ A
+ (I=¢y.) o" o h 21 wkuknk((pk,Hl/Z,j (Pk,i—1/2,j)+ o £ ((pm,i+1/2,j (Pm,i—l/Z,j)+

0,

tij it j k= tij i

c .. n A A
—_— 0 m —
toac Yy 7 7 2 CL)k“k((pk,i+1/2,j (pk,i—l/Z,j)+
087 Diiti k=1
3¢y 1 v 2(" " 3u, LII\J LII\J
w1 _ _ _
+ 20-c,) o 7 k21 kuk((pk,i+1/2,j (pk,i—l/z,j) o“jfi( mi+1/2; T m,i—l/Z,j)
o tij i = "
3(10_, 1 M A A 6u n A A
L] m ‘m
- ———— w vy + ¥ )+—( ) o+ . ,)+
4(1_Co,i.j) Gt,i,}'ei k§1 kuk( kit+1/2] ki—=1/2j O-t,i,jeio-t.i.jh/ (pm’l+1/2’] (pm'l_l/z'j

3Co,i,j M " " "
+ 2(1-c,) o, £o, h 2 wkuk((pk,i+1/2,j+ (pk,i—1/2,j)+

tij it ) =1

M
3C0,i,j 1 3u, "

2(1—c0’i’j) o

i it ) =1 tij i

3c A A
0,ij 1
t iAo 2 E wk“k((pk.m/z.j + (Pk,i—l/Z.j) ’

eparay =y, . tem-se que

~ M 1~ cr”jhl./ka M f)t ~0 o”jhj/ka
= aa Vv )e + oae
(Pm,i,j+1/2 121 k m,i,j( k) kz—:l mk k
~0 & ,h,/ka 61 0 6M2 f/\ A

- . . . )
| mkok o, 0,,0-¢.) O—f’w‘f[zklm,H—l/Z,] m,i—1/2,]

to h 2 wkuknk((pk,Hl/Z,j + (pk,i—l/Z,j) + o 4 ((pm,i+1/2,j + (pm,i—l/Z,j

)+

(2.129)
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360:'!' M " (l./}\I “ ) 3601‘( 1 g Z(L’I‘J L’I‘J )
w . = . | = - w ) o= ) |+
20<,) & 7 2 M\ T iv1/2, ki—1/2, 20-¢,) o ¢ 2, e\ T hit1/2, ki—1/2,
] L tij i
2 M
24N, (" _ 6¢y,; i Y w : _q +
o' £’ h (pm,i+1/2.j (pm,i—l/Z,j (=c,.) o £6 h =1 iy (pk.i+1/2,j (Pk,i—l/Z,j
Lij Loty tij i tij j K=
3c .. M 2/ A A
- — Y w1 - +
(A=cy,) o 6 h =1 KR\ Tkit1/2, k,i=1/2,j
tij i tij j K=
3C01/ - M A A
(L) —
+ (=c,,) o> P’ h ,El k”knk((pk,iﬂ/z,j (pk,i—l/z,j)-l_
tij i tL/ j K=
6c M A A 6 2 A A
+ 0,i,j Z w 2 _ . P-m_ — —_
(I=cy.) o £6 h LA (pk,i+1/2,j (pk,i—l/z,j & 7 (pm,i+1/2,j (pm,i—l/z,j
tij i tl/ j k=1 tij i
3C01 A A
200-¢, ) o 2 Z ((pk,i+1/2,j - (Pk,i—l/Z,j) -
"] tL/ i k=1
oy 1 ;} (“ " ) 3, (A n )
- = w , = , | = , -+ . =
2(1—00'”) 5“1 sz 1 IJ- (pk,z+1/2,1 (pk,z—l/Z,j o-t,i,jei m,i+1/2,j m,i—1/2,j
3COL Z ( n 6umnm " "
- . + . ) + ( . + ) ) +
4(1—c, ) ct”flk L kuk ki+1/2, ki—1/2, 0“11,”1 “jh] (pm,1+1/2,] (pm,L—l/Z,}
3(;0” M A A
+ - - Zwu(cp. T+ .)+
2(0=cy, ) 0, 80,1 2 Tk K\ T kit1/2) ki—1/2,
3(:0” A A 3um A A
+ = w ( ) + . ) - ( . + ) ) -
2(1—60'1.'].) O 10“] . kz u n (pk,l,+1/2,] (pk,z—l/Z,] Gm.’jf’i (pm,1+1/2,j (Pm,z—l/Z,j
360 M A A
— 0
- w . + @, . . 2.130
4(1- <, ) G[LJ{’L kzl kuk((pk,l+1/2,] (Pk,L—l/Z,]) ( )

As Egs. (2.129) e (2.130) podem ser representadas em notagao matricial mediante as

equacgoes
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~in __ip~1 —in~0 A out AN inf ~out Ain
© =RY «a +ﬁ +YY )a +LYYO(‘P — g )+LYY1 (q) _— )+

A out AN inf A out AN ~1
+LYY2(‘P + @ )+LYY3 ((p + )+S , (2.131)

~out  ___gyp~1 out uty ~0 A out AN out[ A out Ain
© =RY « +(YA +YY )a +LYYO(‘P — g )+LYY1 ((p — @ )+

A out AN out[  out AN ~1
+LYY2(‘P + @ )+LYY3 ((p + @ )+5 . (2.132)

As componentes das matrizes envolvidas nas Eqgs. (2.131) e (2.132) sdo definidas no
~0

Apéndice F. Logo, a Eq. (2.117) para a ¢ usada nas Egs. (2.131) e (2.132) para obter que

in~I~in

~in —in~1
© =RY «a +ﬁ +YY )RY ¥+

- -1

—in —_—(n\ —in
+|Lyvo - (YA +YY )RY LYO

A out AN
(‘P -y )+

_—in —in —_—in —in_l—in A out Aln A out Aln
+|Lyv1 —(YA +YY )RY LYl ((p — )+LYY2(W + @ )+

—inf rout Aln ~1 —in —in _l'n_1~0
+ LYY3 ((p + @ ) —(YA +YY )RY S (2.133)
~out  __oyt~1 —out  ——outy—in L~in
@ =RY a+(m +YY )RY Y+

R ——out ——out: —in_1 A out Aln
+ LYYO—(YA +YY )RY LY0 (lp —y )+
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+

. —1
—0Ut (—out —out)—m

in|[ A out Aln A out Aln
LYY1 YA +YY |JRY LYl (cp () )+LYY2(‘P + ¥ )+

———out [ ~out aln ~1 —out  ——outy—in_ 1~D
+LYY3 |@ +o |+S —(YA +YY )RY S, (2.134)

~1
e resolvendo a Eq. (2.133) para a tem-se que

~ et il i —iny—in L~in
« =RY @ —RY (YA +YY )RY Y -

—in | — —in  ——iny—in ! A out Aln
—RY LYYO—(YA +YY )RY ollv —w |-

—in_ in

1_—in in  —iny—in 1 i A out AN —in L A out AN
—RY" [Iyv1 - (YA +YY RV ¥ ((p - )—RY LYYZ(‘P + W )—

—in L in( A out Ain

—in 1~ —in  —iny——in 1D
—RY LYY3 ¢ +¢ |-RY | —(YA +YY )RY s|. (2.135)

Por ultimo, substituindo a Eq. (2.135) em (2.134) e reagrupando termos na equagao

resultante € possivel obter que

~out —out—in_l A out Aln
@ =|I—RY RY LYYO(LP —ll—’)—

—out —out: —out—in_1 in —_in in_1 A out Aln
- (Y)\ +YY )—RY RY (ﬁ +YY)RY yoly —w |+

_out_[n_l A out Aln
+|I — RY RY LYYZ(‘}J + ¥ )+
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[ —out  ——out —out—in"1 in  —in in"1~in
+ (Y)\ +YY )—RY RY (Y_A +YY)RY Yo+

out —in~

—_—ut: 1 in A out AN
+|LYYlT —RY RY LYYl ((p —(p)—

[ —out  ——out —out—in"l,in —in in~1 inf A out Aln
- (YA +YY )—RY RY (Y?\ +YY )RY LYl (¢ —o |+

out —out—in" 1 in\ [ A out Aln ——out——in_ 1~in
+ |LYY3 —RY RY LYY3 @ +¢ |+RY RY o +
——out——in 1\~ —out —out —out——in" Y j—in  —iny |—in"1~0
+|I-RY RY |s - (Y?\ +YY )—RY RY (YA +YY)RY s . (2.136)

Finalmente, as solu¢des das equagdes Sy integradas transversalmente de primeira
ordem na dire¢do y sdo expressadas em termos dos fluxos angulares de entrada e salientes na

forma

~out A out AN A out Aln ~in A out N
¢ = MYYl(lP —y ) + MYYZ(‘P + Y )+ MYY3¥ + MYY4(cp — @ ) +

A out Aln ~in
+ MYYS((p + @ )+ MYY6@ + SYY . (2.137)

2.6 Esquema matriz resposta

Na constru¢ao do esquema matriz resposta precisamos representar os fluxos angulares

médios emergentes em funcdo dos fluxos angulares médios de incidéncia nas células de
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discretizagdo espacial. Com esse proposito sao usadas as formas matriciais das solugdes das
equacdes Sy integradas transversalmente de ordem zero e primeira ordem nas direcdes x e y,
representadas pelas Egs. (2.112), (2.119), (2.128) e (2.137), para obter as equagdes que serao
denominadas como equagdes de matriz resposta. Primeiramente, sdo definidos os vetores de
fluxo angular médios de incidéncia e emergente de ordem zero numa célula de discretizagdo

espacial arbitraria da forma

in AN ~in T

=y oy | (2.138)
A out ~out

lp"”t=[lp p ] , (2.139)

e os vetores de fluxo angular médios de incidéncia e emergentes de primeira ordem como

in Aln ~Iin

o =l @ , (2.140)
out A out ~out T

o =0 o (2.141)

A partir desses vetores ¢ possivel definir os vetores de fluxo angular médios de

incidéncia e emergente numa célula de discretizacdo espacial arbitraria como

F" =" (pm]T : (2.142)
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T

out out out
o™

F = | (2.143)

2.6.1 Equacdo de matriz resposta de ordem zero

Para obter a equagdo de matriz resposta de ordem zero ¢ usada a forma matricial das
solugdes das equagdes Sy integradas transversalmente de ordem zero na direcdo x,
representada pela Eq. (2.112). Na equagdo, os termos associados aos vetores emergentes e de

entrada nas células de discretizagdo espacial sdo separados da forma

A out —_~out ___ ~out Aln ~in ~Iin

Y —MX2¥ — MX3¢ =MX1¥ — MX2¥ — MX3¢ +SX. (2.144)

Usando as Eqgs. (2.119), (2.128) e (2.137) € possivel obter as seguintes equagdes

~out A out

-1 1
Y =M12 [MYl + MY3 M11 (MXX5 + MXX6)(MYY1 + MYYZ)]‘P +

Aln

-1 —1
+M12 (MY3M11 [MXX1— (MXX5 + MXX6)(MYY1 — MYY2)] - MY1)¥ +

~in

1 1
+ M12 (MY3 M11 [(MXX5 + MXX6)MYY3 — (MXX2 — MXX3)] + MY2)¥ +

Aln

1 1
+M12 (MY3M11 [MXX4 — (MXX5 + MXX6)(MYY4 — MYY5)] - MY3)e +

~in

-1 -1
+M12 MY3M11 [(MXX5+ MXX6)MYY6 — (MXX5 — MXX6)|¢ +

1 1
+M12 (MY3M11 [(MXX5 + MXX6)SYY + SXX] + ﬁ) , (2.145)
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~out A out

-1 -1
© = Ml4 [(MYYl + MYY2) + (MYY4 + MYY5)M13 (MXX2 + MXX3)MY1]‘P +

Aln

1 1
+ M14 ((MYY4 + MYY5)M13 [MXX1 — (MXX2 + MXX3)MY1] — (MYY1 — MYYZ))‘P +

~in

—1 1
+ M14 ((MYY4 + MYYS)M13 [(MXX2 + MXX3)MY2 — (MXX2 — MXX3)] + MYY3)¥ +

Aln

-1 —1
+ M14 ((MYY4 + MYY5)M13 [MXX4 — (MXX2 + MXX3)MY3] — (MYY4 — MYYS))(p +

~lin

1 1
+ M14 [MYY6 — (MYY4 + MYY5)M13 (MXX5 — MXX6)]cp

-1 —1 J—
+ M14 ((MYY4 + MYYS)M13 [(MXX2 + MXX3)SY + SXX] + SYY) , (2.146)

Logo depois de substituir as Egs. (2.145) e (2.146) em (2.144) tem-se que

A out Aln ___~in Aln ~in

Y =RI11¥Y + R12¥Y + R13¢ + R1l4¢p + S1 . (2.147)

Por outro lado, usando a forma matricial das solugdes das equagdes Sy integradas
transversalmente de ordem zero na direcdo y, Eq. (2.119), e separando os termos associados

aos vetores salientes e de entrada nas células de discretizacao espacial € obtido que

A Out ~out __ aout AN ~in Aln

—MY1Y +¥ —MY3¢ =—MYI¥ + MY2¥ — MY3¢@ +SY. (2.148)

Usando as Eqgs. (2.112), (2.128) e (2.137) € possivel obter as seguintes equagdes
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A out ~out

1 1
Y = M22 [sz + MX3M21 (MYY4 + MYY5)(MXX2 + MXXS)]‘P +

Aln

—1 -1
+ M22 (MX3 M21 [(MYY4 + MYY5)MXX1 — (MYY1 — MYY2)] + MXl)‘P +

~in

—1 -1
+M22 (MX3M21 [MYY3 — (MYY4 + MYY5)(MXX2 — MXX3)] - MX2)¥

Aln

-1 -1
+ M22 MX3M21 [(MYY4+ MYY5)MXX4 — (MYY4 — MYY5)]e +

~in

1 1
+M22 (MX3M21 [MYY6 — (MYY4 + MYY5)(MXX5 — MXX6)] - MX3)e +

—1 -1 J—
+ M22 (MX3 M21 [(MYY4 + MYY5)SXX + SYY] + SX) : (2.149)

A out ~out

-1 -1
© =M24 [(MXXZ + MXX3) + (MXX5 + MXX6)M23 (MYY1 + MYY2)MX2|¥ +

Aln

1 -1
+ M24 ((MXXS + MXX6)M23 [(MYY1+ MYY2)MX1 — (MYY1 — MYY2)] + MXX1)¥ +

~in

-1 -1
+ M24 ((MXXS + MXX6)M23 [MYY3 — (MYY1 + MYY2)MX2] — (MXX2 — MXXB))lP +

Aln

-1 -1
+ M24 [MXX4 — (MXX5 + MXX6)M23 (MYY4 — MYYS)](p +

~in

1 1
+ M24 ((MXXS + MXX6)M23 [MYY6 — (MYY1 + MYY2)MX3] — (MXX5 — MXX6))(p +

-1 -1 J—
+ M24 ((MXXS + MXX6)M23 [(MYY1 + MYY2)SX + SYY] + SXX) , (2.150)

Logo depois de substituir as Egs. (2.149) e (2.150) em (2.148) tem-se que

~out Aln ~in Aln ~in

Y =R21¥ + R22¥ + R23¢p + R24¢ +S2 . (2.151)




117

As formas das matrizes envolvidas nas Egs. (2.147) e (2.151) podem ser encontradas
no Apéndice G. Finalmente, através das Eqs. (2.147) e (2.151), e usando as defini¢des dos
vetores de fluxo angular médios de incidéncia e emergente de ordem zero e primeira ordem ¢

possivel construir a equacao de matriz resposta de ordem zero

v = RM1¥" + RM2¢"™" + P1 . (2.152)

2.6.2 Equacdo de matriz resposta de primeira ordem

Para obter a equagdo de matriz resposta de primeira ordem ¢ usada a forma matricial
das solugdes das equacdes Sy integradas transversalmente de primeira ordem na direcdo x,
representada pela Eq. (2.128). Na equagdo, os termos associados aos vetores salientes e de

entrada nas células de discretizacdo espacial sdo separados na forma

~out A out ~out Aln

— (MXX2 + MXX3)¥ +¢ — (MXX5+ MXX6)e = MXX1¥ -

~in Aln ~in

— (MXX2 — MXX3)¥ + MXX4¢@ — (MXX5— MXX6)¢ + SXX (2.153)

Usando as Egs. (2.112), (2.119) e (2.137) € possivel obter as seguintes equagdes

~out A out

—1 1
Y =M32 [MYS + MY1M31 MX3(MYY4 + MYYS)](p +

Aln

—1 —1
+ M32 MY1(M31 [MX1 — MX3(MYY1 — MYY2)] — I)‘P +
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~in

-1 -1
+ M32 [MYl M31 (MX3MYY3 — MX2)+ MYZ]LP -

Aln

-1 -1
— M32 [MYl M31 MX3(MYY4 — MYY5) + MYB](p +

~in

1 1
+M32 MY1M31 MX3(MYY6— D¢ +

-1 -1 — —
+ M32 [MY1M31 (MX35YY+SX)+SY], (2.154)

~out A out

-1 -1
@ =M34 [(MYY4 + MYY5)+ (MYY1 + MYY2)M33 MX2 MYB](p +

Aln

1[ 1
+ M34 |(MYY1+ MYY2)M33 (MX1— MX2MY1)— (MYY1 — MYYZ)]‘P +

~in

=1 -1 I
+ M34 |[(MYY1 + MYY2)M33 MX2(MY2 —-1)+ MYY3]‘P -

Aln

=1 -1
— M34 |(MYY1+ MYY2)M33 MX2MY3 + (MYY4 — MYYS)](p +

~in

1[ 1
+ M34 |MYY6 — (MYY1 + MYY2)M33 MXB]cp +

1 —1 —_ — —_
+ M34 |(MYY1+ MYY2)M33 (MX2SY + SX) + SYY] , (2.155)

Logo depois de substituir as Egs. (2.154) e (2.155) em (2.153) tem-se que

A out Aln ___~in Aln ~in

@ =R31¥Y +R32¥ +R33¢p +R34¢ +S3 . (2.156)
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Por outro lado, usando a forma matricial das solu¢des das equacdes Sy integradas
transversalmente de primeira ordem na direcdo y, Eq. (2.137), e separando os termos

associados aos vetores salientes e de entrada nas células de discretizagdo espacial € obtido que

A out Aout ~out AN

— (MYY1 + MYY2)¥ — (MYY4 + MYY5)e +¢ =— (MYY1—MYY2)¥ +

~In Aln ~in

+ MYY3¥ — (MYY4 — MYY5)@ + MYY6p + SYY . (2.157)

Usando as Egs. (2.112), (2.119) e (2.128) ¢ possivel obter as seguintes equagdes

A out ~out

—1 1
Y = M42 [st + MX2 M41 MY3(MXX5 + MXX6)](p +

Aln

1 1
+ M42 [MXZ M41 (MY3 MXX1 — MY1)+ MXl]‘P +

~in

1 1
+ M42 MX2(M41 [MY2 — MY3(MXX2 — MXX3)] — I)‘P +

Aln

-1 1
+ M42 MX2 M41 MY3(MXX4— Do -

~in

~1 -1
— M42 [MXZ M41 MY3(MXX5 — MXX6) + MXB](p +

—1 -1 R J—
+ M42 [sz M41 (MY3SXX + SY) + SX] , (2.158)

A out ~out

-1 -1
© = M4 [(MXXS + MXX6) + (MXX2 + MXX3)M43 MY1 MXS](p +

Aln

—1 —1 —_—
+ M44 [(MXXZ + MXX3)M43 MY1(MX1 - 1)+ MXXl]LP +

~in

1 1
+ M44 [(MXXZ + MXX3)M43 (MY2 — MY1MX2) — (MXX2 — MXXS)]‘P +
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Aln

1[- 1
+ M44 |MXX4 — (MXX2 + MXX3)M43 MY3]cp —

~in

—1[ -1
— M44 |(MXX2 + MXX3)M43 MY1MX3 + (MXX5 — MXX6)](p

1| 1 —_ =
+ M44 |(MXX2 + MXX3)M43 (MY1SX + SY)+ SXX] , (2.159)

Logo depois de substituir as Egs. (2.158) e (2.159) em (2.157) tem-se que

~out Aln __~in Aln in

© =R41Y + R42¥ + R43¢ + R44qp + S4 . (2.160)

As formas das matrizes envolvidas nas Egs. (2.156) e (2.160) podem ser encontradas
no Apéndice H. Finalmente, através das Egs. (2.156) e (2.160), e usando as defini¢des dos
vetores de fluxo angular médios de incidéncia e emergente de ordem zero e primeira ordem ¢

possivel construir a equagdo de matriz resposta de primeira ordem

o™ = RM3¥"™ + RM4¢™ + P2 . 2.161)

2.6.3 Equacdo de matriz resposta

O esquema matriz resposta do método RM-LLN ¢ baseado nas equagdes de matriz
resposta de ordem zero e primeira ordem obtidas anteriormente e representadas pelas Egs.
(2.153) e (2.163), respetivamente. A partir dessas equagdes, € possivel construir a equagao de
matriz resposta usando a notacdo dos vetores de entrada e salientes nas células de

discretizagdo espacial representada pelas Egs. (2.142) e (2.143)
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F*“=RMF™ + P . (2.162)

onde RM representa a matriz resposta e P o vetor independente relacionado com a fonte

externa.

2.7 Esquema iterativo

Para os célculos dos fluxos angulares médios nos extremos das células de
discretizagdo espacial ¢ preciso a implementacdo dum esquema iterativo de varredura. O
método RM-LLN ¢ baseado no esquema iterativo NBI apresentado no Capitulo 1 onde a Eq.
(2.162) ¢ computada em cada célula espacial para obter os fluxos angulares médios
emergentes a partir das melhores estimativas dos fluxos angulares médios incidentes. Na
presente tese ¢ usado a variante FBI utilizada no trabalho de Dominguez e Barros (2007)
devido ao baixo grau de complexidade que apresenta e alto desempenho envolvido no
processo iterativo. O esquema iterativo FBI usado pelo método RM-LLN ¢ baseado nos

seguintes passos:

l. Inicializar o vetor do fluxo angular médio incidente, representado pela Eq. (2.136), nas
células de discretizacdo espacial usando as condi¢des de contorno do problema e fluxos

angulares médios nulos para células internas.

2. Percorrer as quatro dire¢does de varredura ao longo das células de discretizagdo

espacial calculando o vetor do fluxo angular médio emergente, representado pela Eq. (2.137),
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usando a Eq. (2.162) a partir da melhor estimativa existente do vetor do fluxo angular médio

incidente em cada célula espacial.

3. Calcular os fluxos angulares médios no interior das células de discretizag¢do espacial a
partir das equacdes Sy de balango espaciais de ordem zero, Eq. (1.12), usando as melhores

estimativas dos vetores do fluxo angular médios incidentes e emergentes na iteragao atual.

4, Calcular os fluxos escalares médios no interior das células de discretizacao espacial a
partir dos fluxos angulares médios no interior dos nodos previamente calculados no passo 3

na iteracao atual.

5. Verificar se o critério de parada ¢ satisfeito e finalizar o processo iterativo. No caso
contrario, proceder com a seguinte iteracdo a partir do passo 2 até atingir as condigdes

requeridas pelo critério de parada.

O calculo do fluxo escalar médio no interior duma célula de discretizag@o espacial (). .
L,

usado no Passo 4 do processo iterativo a partir dos fluxos angulares médios dos nodos ¢

realizado a partir da equagdo

¥ (2.163)

n nij’

™M =

-~ 1

1

Na presente tese o critério de parada usado no processo iterativo ¢ baseado no desvio
relativo dos fluxos escalares médios no interior das células de discretizacdo espacial entre

duas iteragdes consecutivas ¢ tem a forma
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—k+1

b,
1 -—| <e¢n) (2.164)

—k
onde ¢ representa o fluxo escalar médio da célula de discretizagdo espacial 1.  na iteragdo k
ij ij

do processo iterativo, e €(n) representa a tolerdncia da qual é garantido um numero n de

cifras significativas nos resultados numéricos. Na presente tese € utilizado uma tolerancia de

-5 . : . . . . .
10 ~ nos diferentes esquemas iterativos usados, garantindo quatro cifras significativas nos

valores numeéricos.

2.8 Consideracoes finais

Neste capitulo foi desenvolvido um novo método de malha grossa, espectronodal,
matriz resposta, para problemas de transporte de néutrons em geometria bidimensional
cartesiana, denominado método RM-LLN. O método propde aproximagdes lineares baseados
na expansdo linear em polinomios de Legendre dos fluxos angulares nos extremos das células
de discretizacdo espacial presentes nos termos de fugas de néutrons das equagdes Sy
integradas transversalmente e os termos de fonte de espalhamento sdo tratados analiticamente.
O sistema acoplado resultante ¢ resolvido analiticamente € um novo esquema de matriz
resposta linear ¢ proposto no desenvolvimento das equacdes caracteristicas do método. Por
ultimo, ¢ descrito o esquema iterativo usado nos célculos internodais. O método preserva as
solugdes gerais analiticas das equagdes Sy integradas transversalmente, as solu¢des numéricas
sdo continuas nas interfaces entre nodos e satisfazem as condi¢des de contornos prescritas do

problema em analise. Das principais bases apresentadas neste capitulo é esperado que o
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método RM-LLN apresente altos desempenhos, enquanto a precisdo e custo computacional,
em problemas bidimensionais de malha grossa de alta penetracdo e com altos gradientes de
fluxos angulares quando comparado com os métodos de diferengas finitas, de elementos

finitos, nodais classicos e espectronodais apresentados no Capitulo 1.
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3 APLICATIVO WEB

Neste capitulo ¢ apresentado um aplicativo web como ferramenta computacional
desenvolvida na presente tese para modelar problemas de transporte de néutrons de fonte fixa,
espalhamento isotropico, um grupo de energia e geometria bidimensional cartesiana em meios

nao multiplicativos.

3.1 Informacdes técnicas

Neutron Transport Simulator (NTS) constitui uma ferramenta computacional
implementada usando Python com linguagem de programagdo de alto nivel, Django como
framework no desenvolvimento web, e Heroku como PAAS (Platform As A Service). A
interface grafica foi desenvolvida usando HTMLS (HyperText Markup Language 5) e CSS3
(Cascade Style Sheet 3) e, no lado do servidor, sdo armazenados os codigos binarios que
implementam os diferentes métodos numéricos disponiveis. O aplicativo comunica-se
diretamente com uma base de dados baseada em PostgreSQL (Postgres Structured Query
Language) onde os resultados numéricos sao guardados em forma de tabelas relacionadas e

acessiveis desde o lado do cliente. Na Figura 11 ¢ mostrada a arquitetura do aplicativo web.

Figura 11 - Arquitetura do aplicativo

Cliente Servidor

Dados de Pos- o
Entrada processamento <=> {m <:> Base de Dados

Fonte: O autor, 2022
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3.2 Cddigo fonte e link de acesso

O codigo fonte do aplicativo ¢ de publico acesso sob licenca de codigo aberto para
qualquer uso, modificacdo, compartilhamento e comercializagdo. O link de acesso, video

tutorial e repositorio na plataforma do GitHub sdo listados na Tabela 6.

Tabela 6 - Links de acesso, video tutorial e repositorio do aplicativo web

Link de acesso https://nts-webapp.herokuapp.com
Video tutorial https://www. t m/watch?v=AtY52 Dal
Repositédrio https://github.com/ibrivasortiz92/NTS-WEB-APP

Fonte: O autor, 2022

3.3 Design responsivo

A aplicacdo web segue as regras de design responsivo, pode ser acessada desde
qualquer dispositivo, de dispositivos moveis até desktops, e ¢ compativel com quase todos os
navegadores modernos. Na Figura 12 ¢ mostrada a interface grafica do sistema para

dispositivos moveis e notebooks.


https://nts-webapp.herokuapp.com
https://www.youtube.com/watch?v=AtY52V7GDaI
https://github.com/ibrivasortiz92/NTS-WEB-APP
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Figura 12 - Design responsivo do aplicativo

8, Neutron Transport Simulator Home Log out
Menu
‘Quadrature Order: Solution Section:
- v Profile
Setup Quadrature Order:
v
Solution
Stopping Criteria
Results pPPing
0.00001
Analytics
Numerical Scheme:
Help
i) © Dpiamond Diference (DD) Method

Constant Discontinuous (CD) Method

Linear Discontinuous (LD) Method
Constant Nodal (CN) Method
Response Matrix - Constant Nodal (RM-CN) Method

Response Matrix - Linear Linear Nodal (RM-LLN) Method

® Calculate

Compute CPU time for 10 samples

Save results after calculation

Fonte: O autor, 2022

3.4 Sistema de autenticacio

O aplicativo conta com um sistema de autentica¢do proprio onde o usudrio precisa de
completar um cadastro para obter completo acesso as funcionalidades do sistema. Uma vez
registrado, o servidor enviard um email de ativagdo da conta e o usuario podera acessar ao
sistema com as credenciais corretas na pagina de acesso. Na Figura 13 ¢ mostrado as

diferentes etapas do sistema de autenticagdo do aplicativo web.
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Figura 13 - Sistema de autenticacdo

4. SiStema 3. Acessg 2. Registm L Pﬁgina illicia[

T
& Netron Trongpon Simutor

Solutlon
Resuile
Anclytics

Help

o reamaet oL posEael

Alrogids Povaan oocodt 21 8

Fonte: O autor, 2022

3.5 Documentacio

O sistema ¢ estruturado em diferentes seg¢des pelas quais o usuério pode navegar pelos
links de acesso na barra lateral da tela. Em continuagdo, sdo descritas as diferentes secoes e

funcionalidades do aplicativo.

3.5.1 Secido de perfil

Na Figura 14 ¢ mostrado um corte da secao de perfil onde os resultados numéricos
salvos pelo usudrio na base de dados do sistema sdo mostrados. No lado superior direito
aparece o botdo de atualizar para carregar os novos resultados. Cada registro conta com os
campos de nome, método usado, ordem da quadratura, grade espacial, tolerancia, data de

criacdo, e duas opgoes para carregar ou deletar a entrada.
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Figura 14 - Se¢ao de perfil

Saved Problems

Method Quadrature Mesh Tolerance

P4 DD 6 24x 21 100e-5 May 10 2022, 12:41
P2 LD 2 10 x10 100e-5 May 10 2022, 12:41
P3 RM-CN 6 20 x 20 1.00e-5 May 10 2022, 12:39 ﬂ
P2 RM-LLN 2 axa 100e-5 May 10 2022, 12:30
Pl CN 4 10 x10 100e-5 May 10 2022,12:38

Fonte: O autor, 2022

3.5.2 Secdo de configuracdo ou entrada de dados

Na Figura 15 ¢ mostrada uma vista geral da se¢do de configuracdo ou entrada de dados
no sistema. O usuario pode recarregar diretamente a configuracao do problema a partir de um
arquivo externo gerado pelo proprio sistema na se¢ao de resultados ou pode criar a sua propria
configuracdo navegando pelas diferentes opcdes de entrada de dados. O usuario pode
visualizar a configuragdo geométrica do problema a resolver clicando no botao de display que
conta com duas opgdes: uma para mostrar a grade de discretizagdo espacial e a outra para

visualizar a fonte de néutrons.
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Figura 15 - Se¢do de entrada de dados

Setup Section: 0 5 10

Upload Geometry:

Browse.. Nofile selected.

Material Parameters:

Physical Regions:

Zone Mapping:

Source Mapping:

Boundary Conditions:

1

& Display Geometry

@D show mesh

@D show sources

Fonte: O autor, 2022

3.5.2.1 Parametros materiais

Na Figura 16 ¢ mostrado um corte do modal que aparece apds clicar na opgao de
parametros materiais. O modal permite adicionar novos materiais clicando no botao “+” no
extremo superior direito, editar ou deletar parametros materiais existentes. Para cada zona
material ¢ necessario preencher os campos de secao macroscopica total e se¢ao macroscopica
de espalhamento isotropico. O campo de “id” ¢ gerado automaticamente pelo sistema. Os
campos apresentam um sistema de validacdo onde uma mensagem sera gerada caso seja
identificado algum erro na entrada de dados. Todas as entradas devem ser salvas apos a
criacdo ou edicao do parametro material usando o botdo de salvar no extremo direito. A secao
macroscopica total e de espalhamento nao podem ser nulas nem apresentar valores negativos,

e esta ultima deve ser menor ou igual a primeira.

Figura 16 - Parametros materiais



Material Parameters X

Energy Groups: 1

Material Parameters:

Zone id Total cross section Scattering cross section

Fonte: O autor, 2022

3.5.2.2 Regides fisicas

Na Figura 17 ¢ mostrado um corte do modal que aparece apos clicar na opcao de
regides fisicas. De igual maneira, o modal permite adicionar novas regides para as direcdes X
e Y do problema clicando no botdo “+”, editar ou deletar as diferentes regides a partir das
opcdes das entradas em cada tabela. Para cada regido ¢ necessdrio preencher os campos de
comprimento e nimero de células da regido. Todas as entradas devem ser salvas apds a
criagdo ou edi¢do de uma regido usando o botdo de salvar no extremo direito e os campos de

comprimento e numero de células ndo podem ser nulos nem apresentar valores negativos.



Figura 17 - Regides fisicas
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Fonte: O autor, 2022

3.5.2.3 Mapeamento de zonas

Apds completar as entradas de dados para parametros materiais e regides do problema,
o usudrio deve completar a etapa de mapeamento das zonas por regido. Caso contrario, uma
mensagem de erro aparecerd no terminal. Na Figura 18 ¢ mostrado o modal que aparece apos
clicar na op¢do de mapeamento de zonas. Uma tabela serd gerada automaticamente pelo
sistema em funcdo da configuragdo das regides do problema. Todas as entradas sdo
preenchidas inicialmente pela ultima zona disponivel na entrada de parametros materiais.
Caso ndo exista nenhuma zona, uma mensagem de erro serd gerada pelo sistema. O usuario
podera realizar o mapeamento das zonas por regido selecionando entre as diferentes zonas
disponiveis. As zonas sdo identificadas a partir do seu “id” gerado automaticamente e de

maneira ascendente pelo sistema na se¢ao de pardmetros materiais.
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Figura 18 - Mapeamento de zonas por regido
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Fonte: O autor, 2022

3.5.2.4 Mapeamento de fonte

Antes de realizar o mapeamento da fonte de néutrons do problema, ¢ necessario haver
completado a entrada de dados das regides fisicas. Caso contrario, uma mensagem de erro
sera gerada pelo sistema do terminal. Na Figura 19 ¢ mostrado o modal que aparece apos
clicar na op¢ao de mapeamento de fonte. De igual maneira a se¢do anterior, uma tabela sera
gerada automaticamente pelo sistema em funcdo da configuracdo das regides do problema.
Todas as entradas sdo preenchidas inicialmente com valores de fonte nulos. O usuério podera
realizar o mapeamento das fontes de néutrons por regido preenchendo as diferentes entradas

com valores ndo negativos.
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Figura 19 - Mapeamento de fonte de né€utrons

Source Mapping X
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Fonte: O autor, 2022

3.5.2.5 Condicdes de contorno

Na Figura 20 ¢ mostrado um corte do modal que aparece apos clicar na opcao de
condi¢des de contorno. O usudrio podera especificar o tipo de condi¢do de contorno para cada
extremo do problema. Os tipos de condi¢des de contorno disponiveis sdo vacuo, reflexivo e

prescrito. Este tltimo permite adicionar um valor ndo nulo.

Figura 20 - Condig¢des de contorno

Boundary Conditions X

Boundary conditions:

Left: Reflective ~
Right: Vacuum v
Top: Vacuum ~

Bottom: Reflective ~

Fonte: O autor, 2022
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3.5.3 Secdo de solugdo

Na Figura 21 ¢ mostrado uma vista geral da se¢do de solugdo do sistema. Na primeira
opg¢ao aparece a ordem de quadratura usada para resolver o problema carregado na secao de
configuragdo. A quadratura por defeito usada no sistema ¢ a LQy (Level Symmetric
Quadrature) e as ordens disponiveis ficam no rango de 2 até 12 do subconjunto dos numeros
pares. Apds selecionar a ordem de quadratura serd gerada automaticamente pelo sistema uma
figura mostrando as dire¢des do fluxo angular de néutrons a serem resolvidas. Como segunda
opg¢do estd o critério de parada usado no esquema iterativo e o valor por defeito é de 107°.
Logo, o usudrio podera selecionar entre os métodos numéricos a ser usado para resolver o
problema carregado na secdo anterior. Os métodos disponiveis sdo: Diamond Difference
(DD), Step ou Constante Descontinuo (CD), Linear Descontinuo (LD), Constante Nodal
(CN), Matriz Resposta - Constante Nodal (RM-CN) e o novo método Matrix Resposta -
Linear Linear Nodal (RM-LLN).

Para resolver o problema ¢ necessario clicar no botdo calcular. O sistema recopila
todos os dados de entrada e, se nao for identificado nenhum erro, envia uma requisicao ao
servidor para proceder com os calculos. No lado do servidor sao validados os dados de
entrada e chamado o respectivo executavel para resolver o problema carregado. Os
executaveis sdo os codigos bindrios que implementam os métodos numéricos disponiveis e
compilados em C. Uma vez finalizada a corrida, os resultados sdo enviados para o cliente para
0 pos-processamento. O usuario tem opgdes adicionais que podem ser enviadas ao servidor
junto com os dados do problema como a op¢ao de computar o tempo em CPU médio para dez
simulacoes, salvar os resultados com um nome especifico na base de dados do sistema ou

enviar um email de notificacdo uma vez finalizados os calculos.
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Figura 21 - Se¢do de solugdo do sistema
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Fonte: O autor, 2022

3.5.4 Secdo de resultados

Na Figura 22 ¢ mostrado a tela da se¢@o de resultados onde o pos processamento dos
dados enviados pelo servidor ¢ feito. O usuario pode gerar um relatorio dos resultados do
problema, criar graficas da distribui¢do do fluxo escalar e baixar o arquivo de resultados em

formato JSON que pode ser usado na se¢do de configuragao.
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Figura 22 - Se¢do de resultados
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Fonte: O autor, 2022

3.5.4.1 Relatério de resultados

O usudrio tem a opg¢do de gerar um relatério de resultados clicando no botao de gerar
relatorio. O relatorio pode incluir medidas de fluxo escalar de néutrons, taxa de absorcdo e
fuga pelos contornos do problema. Na Figura 23 ¢ mostrado um corte do modal que aparece
apos clicar na op¢ao de gerar relatorio. O modal mostra o nimero de iteragdes da simulacdo, o
tempo em CPU requerido, o fluxo escalar de néutrons por regido, a taxa de absor¢do por
regido e a fuga de néutrons pelo contorno. Caso o usudrio tenha incluido a op¢ao de computar
o tempo em CPU médio para dez simulac¢des na se¢do de solugdo, o repdrter incluiria esse

valor no respectivo campo.
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Figura 23 - Relatério de resultados

Results X

Number of Iterations: 10
CPU Time (s): 1.71225e-2

scalar flux per region [n em™2s™]:

2 414916e-2 2.05838e-3
1 1.67684e+0 414916e-2
RY \ RX 1 2

Leakages at the boundaries [ncm™ s7]:
Left Bottom Right Top

- 2.72801e-5 2.72801e-5

Fonte: O autor, 2022

3.5.4.2 Graficos de resultados

O usuario pode gerar diferentes graficos dos resultados a partir da distribuicdo do
fluxo escalar de néutrons ou taxa de absor¢do clicando no botao de graficar resultados. Entre
as opgoes estd gerar graficas em 2D ou 3D, coloridas ou em escala gris. As graficas podem ser
analisadas, manipuladas e baixadas através da ferramenta de edi¢ao disponivel no extremo

superior direito das figuras.

3.5.5 Terminal do sistema

O sistema tem integrado um terminal com diferentes comandos disponiveis. O mesmo
¢ utilizado para mostrar informagdes importantes entre as diferentes se¢des do sistema e
identificar erros no processo de entrada de dados pelo usudrio. Na Tabela 7 ¢ descrito o uso

dos comandos do aplicativo .
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Tabela 7 - Lista de comandos disponiveis desde o terminal do sistema

Comandos Descripgao

help Mostra lista de comandos

clear Limpa a terminal

setup Mostra a configuracdo do problema

solution Mostra as opgdes seleccionadas para gerar os resultados numéricos
results Mostra os resultados numéricos do problema

all Mostra as configuragdes dos comandos ‘setup’, ‘solution’ e ‘results’
reset Limpa o cache dos dados do sistema

about Informagao do sistema

Fonte: O autor, 2022

3.6 Consideracoes finais

O aplicativo web apresentado brinda grande flexibilidade de uso através de uma
interface grafica amigavel para o usudrio. A ferramenta ndo esta sujeita as caracteristicas do
hardware, nem dependéncias no lado do cliente e pode ser acessivel em qualquer desktop,
laptop, tablet ou dispositivo movel com acesso a internet. O codigo fonte foi desenvolvido
seguindo os paradigmas de programagao modular garantindo um isolamento eficiente entre as
principais componentes do sistema com capacidade de modificacdo, portabilidade e

extensibilidade.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Neste capitulo sdo modelados quatro problemas reportados na literatura cientifica para
testar o desempenho do método RM-LLN enquanto a precisio numérica e custo
computacional quando comparados com outros métodos. Dentro das classes dos métodos de
diferengas finitas, elementos finitos, nodais e espectro nodais, foram seleccionados os
métodos DD, LD, CN e RM-CN como representativos na resolucdo dos diferentes
experimentos numéricos. Os primeiros dois problemas foram escolhidos para ressaltar o
desempenho do método RM-LLN em meios homogéneos e heterogéneos, e¢ analisar a
influéncia da instabilidade numérica nos resultados. No terceiro problema sdo exploradas as
limitacdes do método proposto para condigdes materiais mais complexas e, no ultimo

experimento, € resolvido um caso real de perfilagem de pogos de petrdleo.

Todas as simulagdes foram realizadas num computador com processador Intel©
Core™ i5-10300 H CPU @ 2.50GHz x 4, 7.6 GB de memoéria RAM e Linux Mint
(distribuicdo baseada em Debian) como sistema operativo. O custo computacional foi
computado com base no tempo em CPU (em segundos) e os valores reportados nos resultados

foram mediados a partir de dez execugdes em cada caso.

4.1 Problema 1

Nosso primeiro problema, reportado por Dominguez (2010), consiste num dominio
quadrado homogéneo de 20 x 20 cm. Sec¢do macroscopica total de 1.00 cm™, secgdo

macroscopica de espalhamento de 0.95 cm™, fonte interna unitaria e condigdes de vacuo nos
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extremos. Na Figura 24, sdo mostradas as caracteristicas geométricas, pardmetros materiais e

condigdes de contorno do problema.

Figura 24 - Geometria, parametros materiais e condigdes de contorno do problema 1
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Fonte: O autor, 2022

Nas Tabelas 8, 9 e 10, sdo reportados os resultados numéricos obtidos pelos métodos
DD, LD, CN, RM-CN e RM-LLN considerando diferentes grades de discretizac¢do espacial e
usando as quadraturas LQ,, LQ, e LQ,, respetivamente. O fluxo escalar médio é computado
ao longo do dominio espacial do problema e a fuga de néutrons corresponde aos valores
registrados nos extremos do sistema. Os desvios relativos tanto do fluxo escalar médio quanto
para a fuga de néutrons sao calculados a partir da solugdo de referéncia obtida com o método

RM-CN para uma grade espacial de 500 x 500 nodos para cada quadratura.
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Tabela 8 - Resultados numéricos obtidos com os métodos DD, LD, CN, RM-CN e RM-LLN,

considerando a quadratura LQ, para o problema 1

Malha Meétodo Iteragdes CPU(s) ® (ncm?s™) Fuga (ncm™ s™)
500 x 500 Ref. 51 2.4522E+01 1.2825E+01 7.1751E+01
1.4014E+01 5.9833E+01
DD 123 1.9650E-04
(9.27%) (16.61%)
1.2007E+01 7.9904E+01
LD 133 4.5710E-04
(6.37%) (11.36%)
9.1401E+00 1.0858E+02
2x2 CN 85 4.3300E-04
(28.73%) (51.33%)
1.3068E+01 6.9324E+01
RM-CN 5 1.5090E-04
(1.89%) (3.38%)
1.2863E+01 7.1367E+01
RM-LLN 5 3.9410E-04
(0.3%) (0.54%)
1.2822E+01 7.1756E+01
DD 133 9.8050E-04
(0.02%) (0.01%)
1.2559E+01 7.4396E+01
LD 136 1.0974E-03
(2.08%) (3.69%)
9.8507E+00 1.0148E+02
4x4 CN 97 1.8832E-03
(23.19%) (41.43%)
1.2940E+01 7.0601E+01
RM-CN 7 5.6900E-04
(0.9%) (1.6%)
1.2829E+01 7.1714E+01
RM-LLN 7 2.5789E-03
(0.03%) (0.05%)
1.2823E+01 7.1759E+01
DD 137 3.5379E-03
(0.02%) (0.01%)
1.2803E+01 7.1958E+01
LD 138 5.9064E-03
(0.17%) (0.29%)
1.1579E+01 8.4197E+01
10x 10 CN 123 2.6991E-03
(9.72%) (17.35%)
1.2852E+01 7.1476E+01
RM-CN 13 3.5232E-03
(0.21%) (0.38%)
1.2825E+01 7.1753E+01
RM-LLN 13 9.3174E-03
(0%) (0%)

Fonte: O autor, 2022
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Tabela 9 - Resultados numéricos obtidos com os métodos DD, LD, CN, RM-CN e RM-LLN,

considerando a quadratura LQ, para o problema 1

Malha Meétodo Iteragdes CPU(s) ® (ncm?s™) Fuga (ncm™ s™)
500 x 500 Ref. 50 1.5767E+02 1.3035E+01 6.9654E+01
1.4200E+01 5.7971E+01
DD 124 2.9220E-04
(8.94%) (16.77%)
1.2225E+01 7.7726E+01
LD 133 5.7370E-04
(6.21%) (11.59%)
9.6303E+00 1.0368E+02
2x2 CN 89 1.3793E-03
(26.12%) (48.85%)
1.3255E+01 6.7448E+01
RM-CN 5 5.6090E-04
(1.69%) 3.17%)
1.3074E+01 6.9264E+01
RM-LLN 5 1.9602E-03
(0.3%) (0.56%)
1.3081E+01 6.9169E+01
DD 134 2.0567E-03
(0.36%) (0.7%)
1.2756E+01 7.2425E+01
LD 137 2.6437E-03
(2.14%) (3.98%)
1.0321E+01 9.6778E+01
4x4 CN 101 3.0788E-03
(20.82%) (38.94%)
1.3141E+01 6.8588E+01
RM-CN 7 3.5234E-03
(0.82%) (1.53%)
1.3040E+01 6.9600E+01
RM-LLN 7 6.5941E-03
(0.04%) (0.08%)
1.3032E+01 6.9664E+01
DD 138 7.4811E-03
(0.02%) (0.01%)
1.3005E+01 6.9938E+01
LD 138 1.4060E-02
(0.23%) (0.41%)
1.1968E+01 8.0305E+01
10x 10 CN 126 1.0456E-02
(8.18%) (15.29%)
1.3062E+01 6.9377E+01
RM-CN 12 1.8258E-02
(0.21%) (0.4%)
1.3035E+01 6.9654E+01
RM-LLN 12 5.7504E-02
(0%) (0%)

Fonte: O autor, 2022
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Tabela 10 - Resultados numéricos obtidos com os métodos DD, LD, CN, RM-CN ¢ RM-LLN,

considerando a quadratura LQ, para o problema 1

Malha Método Iteragdes CPU(s) ® (ncm?s™) Fuga (ncm™ s™)
500 x 500 Ref. 50 5.7425E+02 1.3060E+01 6.9403E+01
1.4210E+01 5.7871E+01
DD 124 1.6204E-03
(8.81%) (16.62%)
1.2266E+01 7.7319E+01
LD 133 1.4538E-03
(6.08%) (11.41%)
9.7243E+00 1.0274E+02
2x2 CN 90 1.3310E-03
(25.54%) (48.03%)
1.3276E+01 6.7236E+01
RM-CN 5 2.0481E-03
(1.66%) (3.12%)
1.3098E+01 6.9018E+01
RM-LLN 5 5.7634E-03
(0.29%) (0.56%)
1.3112E+01 6.8856E+01
DD 134 2.8140E-03
(0.4%) (0.79%)
1.2786E+01 7.2120E+01
LD 137 5.4328E-03
(2.09%) (3.92%)
1.0411E+01 9.5871E+01
4x4 CN 102 3.8589E-03
(20.28%) (38.14%)
1.3164E+01 6.8362E+01
RM-CN 7 8.2023E-03
(0.8%) (1.5%)
1.3065E+01 6.9349E+01
RM-LLN 7 2.4738E-02
(0.04%) (0.08%)
1.3057E+01 6.9411E+01
DD 138 1.2879E-02
(0.02%) (0.01%)
1.3029E+01 6.9693E+01
LD 138 2.3364E-02
(0.24%) (0.42%)
1.2046E+01 7.9521E+01
10x 10 CN 126 1.5121E-02
(7.76%) (14.58%)
1.3087E+01 6.9133E+01
RM-CN 12 6.5889E-02
(0.21%) (0.39%)
1.3060E+01 6.9403E+01
RM-LLN 12 2.1737E-01
(0%) (0%)

Fonte: O autor, 2022
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Nos resultados numéricos reportados para as quadraturas LQ, (Tabela 8), LQ, (Tabela
9) e LQ¢ (Tabela 10) ¢ observado o alto desempenho do método RM-LLN enquanto a precisdao
atingindo desvios relativos inferiores a 1% inclusive para uma grade espacial de 2 x 2 nodos.
O elevado desempenho neste sentido do método RM-LLN para problemas homogéneos com
baixas secdes macroscopicas de absor¢ao como este problema ¢ resultado da aproximagao
linear sostenida nos termos de fuga de néutrons nas equagdes Sy integradas transversalmente.
Os métodos DD, LD e CN reportam um maior numero de iteragdes quando comparados com
os métodos RM-CN e RM-LLN na geracao dos resultados numéricos devido ao esquema
iterativo usado. Nos primeiros ¢ usado o esquema iterativo SI e nos métodos de matriz
resposta ¢ implementado o esquema iterativo FBI. Os piores desvios relativos percentuais sao
reportados usando o método CN em todos os casos. Na medida que a grade espacial ¢ refinada
os resultados sdo mais precisos e as solugdes numéricas sdo consistentes com os resultados

reportados por Dominguez (2010) para este problema.

Nas Figuras 25, 26 e 27 sao reportados os tempos em CPU (em segundos) registrados
pelos métodos DD, LD, CN, RM-CN e RM-LLN na geracao de solugdes numéricas e
considerando as quadraturas LQ,, LQ, e LQ, respectivamente. Nas graficos, foi tomado como
referéncia os desvios relativos reportados pelo método RM-LLN para uma grade espacial com
2 x 2 nodos e sdo registrados os diferentes tempos em CPU dos métodos para resultados
numéricos com desvios relativos iguais ou inferiores aos valores de referéncia. Os melhores
tempos sdo registrados para o método RM-LLN com 0.0004, 0.002 e 0.0058 segundos
seguido do método DD com 0.001, 0.004 e 0.007 segundos para ordens de quadratura 2, 4 ¢
6, respectivamente. Os piores resultados sdo registrados para o método CN para este
problema. O alto desempenho em quando a custo computacional do método RM-LLN esta
diretamente relacionado com o alto grau de precisdo dos resultados numéricos para grades

grossas. Enquanto que o método proposto gera solugdes validas para uma grade espacial com
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2 x 2 nodos, os métodos DD, LD, CN e RM-CN requerem de grades mais finas para atingir
desvios relativos percentuais iguais ou inferiores aos reportados pelo método RM-LLN para

as quadraturas selecionadas para este problema.

Figura 25 - Tempo em CPU dos resultados numéricos obtidos com os métodos DD (4 x 4
nodos), LD (10 x 10 nodos), CN (80 x 80 nodos), RM-CN (10 x 10 nodos) ¢
RM-LLN (2 x 2 nodos) e quadratura LQ, para o Problema 1
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Fonte: O autor, 2022

Figura 26 - Tempo em CPU dos resultados numéricos obtidos com os métodos DD (6 x 6
nodos), LD (10 x 10 nodos), CN (80 x 80 nodos), RM-CN (10 x 10 nodos) ¢
RM-LLN (2 x 2 nodos) e quadratura LQ, para o Problema 1
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Fonte: O autor, 2022
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Figura 27 - Tempo em CPU dos resultados numéricos obtidos com os métodos DD (6 x 6
nodos), LD (10 x 10 nodos), CN (80 x 80 nodos), RM-CN (10 x 10 nodos) ¢
RM-LLN (2 x 2 nodos) e quadratura LQ para o Problema 1
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Fonte: O autor, 2022

4.2 Problema 2

O segundo problema modelo constitui um problema de blindagem proposto por Azmy
(1988), e consiste num dominio quadrado com 100 cm? de 4rea, altamente absorvente,
dividido simetricamente em quatro regides. Uma fonte de néutrons unitaria ¢ simulada no
interior da regido I localizada no extremo inferior esquerdo do dominio com sec¢do
macroscopica total de 1 cm™ e se¢do macroscopica de espalhamento de 0.5 cm™. Para o resto
das regides (I, III e IV) sdo definidas sec¢des macroscopicas totais de 2 cm™ e secgdes
macroscopicas de espalhamento de 0.1 cm™. Nos contornos esquerdo e inferior sdo prescritas
condi¢des de contorno simétricas, € para os extremos direito e superior condigdes de contorno
de véacuo. Na Figura 28 ¢ mostrada a configuragdo geométrica do problema, junto com as

propriedades fisicas de cada regido e condi¢des de contorno.
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Figura 28 - Geometria, parametros materiais e condi¢des de contorno do problema 2
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Fonte: O autor, 2022

Nas Tabelas 11, 12 e 13, sdo reportados os resultados numéricos obtidos pelos
métodos DD, LD, CN, RM-CN e RM-LLN considerando diferentes grades de discretizagdo
espacial e usando as quadraturas LQ,, LQ, e LQ,, respetivamente. O fluxo escalar médio ¢
computado ao longo das regides I, II e IV do problema (regido III reporta resultados idénticos
a regido II pela simetria do problema). Os desvios relativos do fluxo escalar médio sdo
calculados a partir da solugdo de referéncia obtida com o método RM-CN para uma grade

espacial de 500 x 500 nodos para cada quadratura.
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Tabela 11 - Resultados numéricos obtidos com os métodos DD, LD, CN, RM-CN ¢ RM-LLN,

considerando a quadratura LQ, para o problema 2

Malha Meétodo Iteragdes CPU(s) D[I](necm?s™") QI (ncm?s™) D[IV] (ncm?s™)
500 x 500 Ref. 88 4.1689E+01 1.6712E+00 4.1957E-02 2.6211E-03
1.7541E+00 5.6270E-02 6.2151E-03
DD 20 2.5100E-05
(4.96%) (34.11%) (137.12%)
1.6381E+00 4.9731E-02 3.4435E-03
LD 19 6.2100E-05
(1.98%) (18.53%) (31.38%)
1.6080E+00 4.9951E-02 3.1110E-03
2x2 CN 16 1.9170E-04
(3.78%) (19.05%) (18.69%)
1.6728E+00 4.1891E-02 2.3339E-03
RM-CN 8 2.7550E-04
(0.1%) (0.16%) (10.96%)
1.6712E+00 4.1936E-02 2.6778E-03
RM-LLN 8 1.4805E-03
(0%) (0.05%) (2.17%)
1.6542E+00 2.6481E-02 2.1813E-03
DD 20 1.3300E-04
(1.01%) (36.89%) (16.78%)
1.6456E+00 4.4699E-02 2.9414E-03
LD 20 2.0780E-04
(1.53%) (6.53%) (12.22%)
1.6216E+00 4.8241E-02 3.0974E-03
4x4 CN 20 5.9600E-04
(2.97%) (14.98%) (18.17%)
1.6721E+00 4.1895E-02 2.5103E-03
RM-CN 8 8.7680E-04
(0.05%) (0.15%) (4.23%)
1.6707E+00 4.2054E-02 2.5451E-03
RM-LLN 9 2.7735E-03
(0.03%) (0.23%) (2.9%)
1.6534E+00 4.4307E-02 2.7315E-03
DD 24 7.9140E-04
(1.07%) (5.6%) (4.21%)
1.6522E+00 4.4378E-02 2.7812E-03
LD 21 9.9750E-04
(1.14%) (5.77%) (6.11%)
1.6424E+00 4.5640E-02 2.8331E-03
10x 10 CN 23 1.3927E-03
(1.72%) (8.78%) (8.09%)
1.6713E+00 4.1973E-02 2.5519E-03
RM-CN 10 4.1123E-03
(0.01%) (0.04%) (2.64%)
1.6715E+00 4.1966E-02 2.5160E-03
RM-LLN 91 6.0786E-02
(0.02%) (0.02%) (4.01%)

Fonte: O autor, 2022
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Tabela 12 - Resultados numéricos obtidos com os métodos DD, LD, CN, RM-CN ¢ RM-LLN,

considerando a quadratura LQ, para o problema 2

Malha Meétodo Iteracdes CPU(s) D[] (necm?s™") QO[] (necm?s") O[IV] (ncm?s™)
500 x 500 Ref. 17 5.5642E+01 1.6763E+00 4.1591E-02 1.9920E-03
1.7683E+00 5.2382E-02 3.7377E-03
DD 20 2.7790E-04
(5.49%) (25.95%) (87.64%)
1.6617E+00 4.6769E-02 2.5365E-03
LD 18 3.6610E-04
(0.87%) (12.45%) (27.34%)
1.6377E+00 4.6453E-02 2.3107E-03
2x2 CN 16 2.3870E-04
(2.31%) (11.69%) (16%)
1.6785E+00 4.1286E-02 2.0311E-03
RM-CN 8 1.6385E-03
(0.13%) (0.73%) (1.96%)
1.6770E+00 4.1426E-02 2.1646E-03
RM-LLN 8 2.9627E-03
(0.04%) (0.4%) (8.67%)
1.6825E+00 2.5570E-02 1.2322E-03
DD 20 7.4590E-04
(0.37%) (38.52%) (38.14%)
1.6687E+00 4.2159E-02 2.1923E-03
LD 19 5.5810E-04
(0.46%) (1.36%) (10.05%)
1.6488E+00 4.5057E-02 2.3088E-03
4x4 CN 22 9.6580E-04
(1.64%) (8.33%) (15.9%)
1.6778E+00 4.1338E-02 2.1173E-03
RM-CN 8 3.2316E-03
(0.09%) (0.61%) (6.29%)
1.6765E+00 4.1566E-02 2.0079E-03
RM-LLN 9 9.8732E-03
(0.01%) (0.06%) (0.8%)
1.6763E+00 4.2060E-02 1.9358E-03
DD 26 2.1422E-03
(0%) (1.13%) (2.82%)
1.6749E+00 4.1744E-02 2.0588E-03
LD 22 2.7178E-03
(0.08%) (0.37%) (3.36%)
1.6654E+00 4.2969E-02 2.1145E-03
10x 10 CN 20 2.0352E-03
(0.65%) (3.31%) (6.15%)
1.6768E+00 4.1492E-02 2.0584E-03
RM-CN 10 1.7123E-02
(0.03%) (0.24%) (3.33%)
1.6763E+00 4.1590E-02 1.9931E-03
RM-LLN 10 5.1697E-02
(0%) (0%) (0.05%)

Fonte: O autor, 2022
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Tabela 13 - Resultados numéricos obtidos com os métodos DD, LD, CN, RM-CN ¢ RM-LLN,

considerando a quadratura LQ, para o problema 2

Malha Meétodo Iteragdes CPU(s) D[[](nem?s") O[] (ncm™?s™?) D[IV] (ncm?s™)
500 x 500 Ref. 17 2.0291E+02 1.6802E+00 4.1140E-02 1.8905E-03
1.7693E+00 5.2098E-02 3.5532E-03
DD 20 1.8870E-04
(5.3%) (26.63%) (87.95%)
1.6662E+00 4.6227E-02 2.4056E-03
LD 18 2.4170E-04
(0.83%) (12.36%) (27.25%)
1.6432E+00 4.5793E-02 2.1837E-03
2x2 CN 16 4.0410E-04
(2.2%) (11.31%) (15.51%)
1.6822E+00 4.0851E-02 1.9261E-03
RM-CN 8 3.2908E-03
(0.12%) (0.7%) (1.88%)
1.6808E+00 4.0981E-02 2.0571E-03
RM-LLN 8 1.1276E-02
(0.04%) (0.39%) (8.81%)
1.6875E+00 2.5716E-02 1.1818E-03
DD 20 9.5570E-04
(0.44%) (37.49%) (37.49%)
1.6728E+00 4.1673E-02 2.0816E-03
LD 19 1.1397E-03
(0.44%) (1.3%) (10.11%)
1.6540E+00 4.4431E-02 2.1853E-03
4x4 CN 21 1.3606E-03
(1.56%) (8%) (15.6%)
1.6815E+00 4.0901E-02 2.0089E-03
RM-CN 9 1.0964E-02
(0.08%) (0.58%) (6.26%)
1.6803E+00 4.1115E-02 1.9063E-03
RM-LLN 9 3.7412E-02
(0.01%) (0.06%) (0.83%)
1.6801E+00 4.1810E-02 1.8556E-03
DD 21 3.9181E-03
(0%) (1.63%) (1.85%)
1.6787E+00 4.1295E-02 1.9555E-03
LD 21 4.5791E-03
(0.09%) (0.38%) (3.44%)
1.6696E+00 4.2468E-02 2.0080E-03
10x 10 CN 20 4.1632E-03
(0.63%) (3.23%) (6.22%)
1.6806E+00 4.1044E-02 1.9538E-03
RM-CN 10 5.9087E-02
(0.03%) (0.24%) (3.35%)
1.6802E+00 4.1138E-02 1.8920E-03
RM-LLN 10 2.0095E-01
(0%) (0.01%) (0.08%)

Fonte: O autor, 2022
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Nos resultados numéricos reportados para as quadraturas LQ, (Tabela 12) e LQq
(Tabela 13) ¢ observado novamente o alto desempenho do método RM-LLN enquanto a
precisdo atingindo desvios relativos inferiores a 1% para grades espaciais de 4 x 4 nodos em
problemas heterogéneos com elevada absor¢do como este problema. Para problemas com alta
absor¢ao deste tipo ¢ registrado um alto grau de convergéncia nos métodos na geragao dos
resultados numéricos reportando um numero de iteragdes relativamente baixo quando
comparados com problemas mais difusivos como o nosso primeiro problema-modelo. Neste
caso, o numero de iteracdes nos esquemas iterativos SI e FBI mantém a mesma ordem. Os
resultados registrados na Tabela 12 sdo consequentes com os valores reportados para este
problema no trabalho de Domiguez (2006) onde foi desenvolvido o método SGF-LN.
Considerando os desvios relativos do método SGF-LN de 0.02%, 0.09% e 0.05% para as
regides I, I e IV, recalculados usando a solugdo de referéncia deste problema, o método
RM-LLN registra melhores resultados para as regides I e II, e mantém o mesmo desvio para a
regido IV do problema. Nos resultados para a quadratura LQ, (Tabelas 11) sdao reportados os
piores desvios relativos quando comparados com quadraturas superiores em todos os casos.
Esse comportamento ¢ possivelmente justificado por problemas de instabilidade numérica dos
métodos onde as solugdes numéricas apresentam um patron oscilatorio do fluxo angular entre

nodos adjacentes (Larsen, 1986; Ortiz et al., 2021).

Na Figura 29 ¢ mostrado o fluxo escalar obtido pelos métodos DD, LD, CN, RM-CN e
RM-LLN para uma grade espacial com 10 x 10 nodos e quadratura LQ,. Podemos observar
que os resultados numéricos obtidos pelos métodos DD, LD, CN, RM-CN ¢ RM-LLN
apresentam fluxos escalares negativos nas regides II, III e IV. O mesmo comportamento ¢
estudado por Larsen (1986) onde ¢ realizado uma andlise espectral do método DD em
geometria unidimensional e ¢ demonstrado que a partir de uma espessura da grade de

discretizagdo espacial aparecem autovalores complexos no sistema caracteristico e os fluxos
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angulares trocam de sinal entre nodos consecutivos gerando valores negativos sem sentido
fisico. Este problema de instabilidade numérica apresentado pelos métodos ¢ dificil de
quantificar porque os valores negativos podem ser compensados com os valores positivos do

fluxo angular durante os calculos do fluxo escalar médio no interior dos nodos.

Por outro lado, os métodos espetro nodais nao deveriam apresentar este tipo de
instabilidade numérica pois os autovalores e autovetores do sistema original conformado pelas
equagdes Sy nodais integradas transversalmente sao conservados. Para estes casos, caberia
pensar num componente adicional de instabilidade a partir das aproximagdes nos termos de
fuga de néutrons sustentadas nesses métodos. Neste sentido, os métodos RM-CN e RM-LLN
apresentam instabilidades numéricas, mas em menor quantidade quando comparadas com os
métodos DD, LD e CN. Na Figura 30 ¢ mostrado o fluxo escalar obtido pelo método
RM-LLN para uma grade espacial com 10 x 10 nodos e sendo usadas ordens de quadraturas 4
e 6. Na figura observamos que na medida que a ordem da quadratura aumenta a componente
de instabilidade adicional diminui usando a mesma grade espacial e para a quadratura LQq
nao sdo registrados valores negativos do fluxo escalar para este problema. Fora da figura, o
mesmo comportamento ¢ registrado para o método RM-CN e, para os restantes métodos ainda

persiste a instabilidade numérica aumentando a ordem da quadratura.



Figura 29 - Distribuicao do fluxo escalar obtido pelos métodos DD, LD, CN, RM-CN e
RM-LLN para uma grade espacial com 10 x 10 nodos, quadratura LQ, e
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Figura 30 - Fluxo escalar obtido pelo método RM-LLN para uma grade espacial com 10 x 10
nodos, quadraturas LQ, e LQg, e Problema 2
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Fonte: O autor, 2022

Na Figura 31 ¢ mostrado o custo computacional baseado no tempo em CPU (em
segundos) consumido pelos métodos DD, LD, CN, RM-CN e RM-LLN na geracao de
solucdes numéricas com desvios relativos inferiores a 1% e considerando a quadratura LQ.
Os melhores tempos sdo os reportados pelo método DD seguido do método RM-LLN com
0.034 e 0.037 segundos, respetivamente. No entanto, o0 método DD ainda reporta alto grau de
instabilidade nas regides II, III e IV do problema, como mostrado na Figura 32. Enquanto que
o método RM-LLN requer de uma grade espacial com 4 x 4 nodos, os métodos DD, LD, CN e
RM-CN requerem de uma grade espacial com 40 x 40 nodos para atingir solugdes com
desvios relativos semelhantes. O pior tempo em CPU corresponde ao método RM-CN
reportando valores de 0.976 segundos. Enquanto os métodos DD, LD e CN usam o esquema
iterativo SI, os métodos RM-CN ¢ RM-LLN utilizam o esquema iterativo FBI. Porém, ¢
esperado menores tempos em CPU para os primeiros em relagdo aos métodos de matriz

resposta para uma grade de discretizag@o espacial fixa e problemas com alta absor¢ao.
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Figura 31 - Tempo em CPU (segundos) dos resultados numéricos obtidos com os métodos DD
(40 x 40 nodos), LD (40 x 40 nodos), CN (40 x 40 nodos), RM-CN (40 x 40
nodos) e RM-LLN (4 x 4 nodos), quadratura LQ, e Problema 2
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Fonte: O autor, 2022

Figura 32 - Distribuic¢ao do fluxo escalar obtido pelo método DD para uma grade espacial

com 40 x 40 nodos, quadraturas LQ4 e Problema 2

Fonte: O autor, 2022
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4.3 Problema 3

O Problema 3 corresponde a um problema de blindagem, reportado por Azmy (1988),
para uma fonte de néutrons de alta intensidade (regido I), onde a regido de blindagem ¢
constituida de camadas de materiais diferentes (regioes Il e III), caracterizando um alto grau
de heterogeneidade. No extremo superior direito é localizado um detetor de 10 x 10 cm? com
se¢do macroscopica de absor¢do de 0.1 cm. Na Figura 33 sdo mostradas a configuracdo
geométrica, parametros materiais das regides e condi¢des de contorno do problema.

Figura 33 - Geometria, parametros materiais e condigdes de contorno do problema modelo 3
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Fonte: O autor, 2022

Nas Tabelas 14, 15 e 16, sdo reportados os resultados numéricos obtidos pelos
métodos DD, LD, CN, RM-CN e RM-LLN considerando diferentes grades de discretizagao
espacial e usando as quadraturas LQ,, LQ, e LQ, respetivamente. O fluxo escalar médio ¢
computado no detector localizado no extremo superior direito do dominio e reportamos a fuga
de néutrons no contorno direito do sistema. Os desvios relativos do fluxo escalar e fuga sao
calculados a partir da solu¢do de referéncia obtida com o método RM-CN para uma grade

espacial de 500 x 500 nodos para cada quadratura.
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Tabela 14 - Resultados numéricos obtidos com os métodos DD, LD, CN, RM-CN ¢ RM-LLN,

considerando a quadratura LQ, para o Problema 3

Malha Meétodo Iteracdes CPU(s) ®[D](ncm™s™?) Fuga(ncm™s™)
500 x 500 Ref. 14 7.0552E+00 6.8503E-08 7.7283E-06
2.8200E-03 -6.9509E-03
DD 22 1.1156E-03
(>1000%) (>1000%)
1.0602E-05 8.5150E-05
LD 21 2.8735E-03
(>1000%) (>1000%)
2.8582E-06 1.0026E-04
10x 10 CN 23 9.4100E-04
(>1000%) (>1000%)
2.7438E-06 2.1347E-06
RM-CN 8 6.1721E-03
(>1000%) (72.38%)
3.7854E-07 2.5823E-06
RM-LLN 8 8.1095E-03
(452.59%) (66.59%)
4.8609E-06 -1.8564E-05
DD 34 8.1127E-03
(>1000%) (340.21%)
1.0467E-07 6.8659E-06
LD 25 1.3322E-02
(52.8%) (11.16%)
1.1350E-07 1.0255E-05
40 x 40 CN 22 8.3708E-03
(65.69%) (32.69%)
1.0284E-07 7.6477E-06
RM-CN 9 3.4022E-02
(50.12%) (1.04%)
8.4149E-08 7.6723E-06
RM-LLN 9 9.6817E-02
(22.84%) (0.72%)
2.6024E-07 4.9434E-06
DD 38 3.6061E-02
(279.9%) (36.04%)
7.5178E-08 7.6232E-06
LD 25 4.9354E-02
(9.74%) (1.36%)
7.8693E-08 8.4513E-06
80 x 80 CN 22 2.9532E-02
(14.88%) (9.35%)
7.5329E-08 7.7117E-06
RM-CN 10 1.4070E-01
(9.96%) (0.21%)
7.0255E-08 7.7217E-06
RM-LLN 10 4.0505E-01
(2.56%) (0.09%)

Fonte: O autor, 2022
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Tabela 15 - Resultados numéricos obtidos com os métodos DD, LD, CN, RM-CN ¢ RM-LLN,

considerando a quadratura LQ, para o Problema 3

Malha Método Iteragdes CPU(s) ®[D](ncm?s™) Fuga(ncm™s™)
500 x 500 Ref. 13 4.3658E+01 1.3279E-08 3.5725E-04
-1.4380E-03 1.6520E-02
DD 25 2.3839E-03
(>1000%) (>1000%)
-1.6126E-06 5.2775E-05
LD 21 3.5569E-03
(>1000%) (85.23%)
9.2604E-09 7.7810E-04
10x 10 CN 23 3.7275E-03
(30.26%) (117.81%)
-2.0810E-07 3.5599E-04
RM-CN 7 1.5264E-02
(>1000%) (0.35%)
1.6211E-08 3.5679E-04
RM-LLN 7 5.3213E-02
(22.08%) (0.13%)
-3.6608E-05 4.3880E-04
DD 25 4.7127E-03
(>1000%) (22.83%)
9.6386E-09 2.7241E-04
LD 22 8.2485E-03
(27.41%) (23.75%)
5.7324E-08 4.5966E-04
20 x 20 CN 26 8.3684E-03
(331.69%) (28.67%)
3.0359E-08 3.5729E-04
RM-CN 7 5.0123E-02
(128.63%) (0.01%)
-1.2202E-07 3.5756E-04
RM-LLN 7 1.6726E-01
(>1000%) (0.09%)
-3.2524E-05 3.0895E-04
DD 34 1.3482E-02
(>1000%) (13.52%)
1.5340E-08 3.3286E-04
LD 21 1.7290E-02
(15.52%) (6.83%)
2.4425E-08 4.1221E-04
30x 30 CN 22 1.3934E-02
(83.94%) (15.39%)
1.6335E-08 3.5723E-04
RM-CN 7 1.0489E-01
(23.02%) (0%)
1.2490E-04 -2.6779E-03
RM-LLN 16 7.4133E-01
(>1000%) (849.6%)

Fonte: O autor, 2022
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Tabela 16 - Resultados numéricos obtidos com os métodos DD, LD, CN, RM-CN ¢ RM-LLN,

considerando a quadratura LQ para o Problema 3

Malha Método
500 x 500 Ref.

DD

LD

10x 10 CN

RM-CN

RM-LLN

DD

LD

20x 20 CN

RM-CN

RM-LLN

DD

LD

30x 30 CN

RM-CN

RM-LLN

Fonte: O autor, 2022

Iteragdes

13

28

20

19

26

21

20

52

26

20

19

CPU(s)
1.5942E+02

3.0058E-03

5.6950E-03

7.4146E-03

5.9107E-02

2.0554E-01

9.1858E-03

1.7722E-02

1.5304E-02

1.8897E-01

4.3936E+00

2.1148E-02

3.3666E-02

2.4322E-02

3.9069E-01

®[D] (ncm™s™)

6.2856E-08
-2.1132E-04
(>1000%)
3.2538E-06
(>1000%)
1.4902E-06
(>1000%)
1.2742E-06
(>1000%)
-9.2986E-08
(247.93%)
1.7760E-05
(>1000%)
2.5864E-07
(311.48%)
2.3884E-07
(279.98%)
2.1223E-07
(237.64%)
2.8933E-01
(>1000%)
-2.2893E-06
(>1000%)
1.0357E-07
(64.77%)
1.1698E-07
(86.11%)
1.0609E-07
(68.79%)

Fuga(nem™s™)

3.9007E-04
3.4599E-02
(>1000%)
5.7902E-05
(85.16%)
8.0261E-04
(105.76%)
3.8569E-04
(1.12%)
3.8267E-04
(1.9%)
-7.3763E-05
(118.91%)
3.0657E-04
(21.41%)
4.9133E-04
(25.96%)
3.8970E-04
(0.09%)
-7.6725E+00
(>1000%)
2.1152E-04
(45.77%)
3.6630E-04
(6.09%)
4.4486E-04
(14.05%)
3.8985E-04
(0.06%)
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Na Tabela 14 ¢ mostrado que os melhores resultados sao reportados pelo método
RM-LLN para a quadratura LQ,. Para esta quadratura ndo sao observados grandes problemas
de instabilidade numérica quando comparados com os resultados gerados para as quadraturas
LQ, e LQ4 Nas Tabelas 15 e 16 ¢ observado uma grande incongruéncia nos resultados
numéricos entre as diferentes grades espaciais devido a elevada instabilidade numérica
apresentada para este problema. Sao reportados elevados desvios relativos e valores negativos
do fluxo escalar na maioria dos casos para a grade espacial com 10 x 10 nodos. Neste caso, o
método RM-LLN registra os melhores resultados quando comparados com os métodos DD,
LD, CN e RM-CN. No entanto, para grades espaciais superiores, 0 método RM-LLN reporta
grande instabilidade numérica e problema de convergéncia para a grade espacial com 30 x 30
nodos e quadratura LQg. Esse comportamento ¢ possivelmente justificado pela presenca do
mal condicionamento das equagdes caracteristicas resultado do uso de aproximagdes lineares
nos termos de fuga no desenvolvimento do método RM-LLN. Para ordens de quadraturas
superiores e grades espaciais relativamente finas sdo introduzidas pequenas variagdes na
geracao das matrizes de resposta usadas no processo iterativo e gerando grande instabilidade
numérica nos calculos internodais. Porém, ¢ requerido um maior nimero de iteragdes para
lograr a convergéncia e, para instabilidades superiores, os resultados numéricos podem nao

convergir, como mostrado no caso de uma grade espacial com 30 x 30 nodos e quadratura

LQ..

Por outro lado, na Figura 34 ¢ reportado o custo computacional baseado no tempo em
CPU (em segundos) consumido pelos métodos DD, LD, CN, RM-CN e RM-LLN na geragao
de solugdes numéricas com desvios relativos inferiores a 5% e considerando a quadratura LQ,
onde nao sdo reportados problemas de instabilidade numérica. O melhor tempo € reportado
pelo método RM-LLN seguido do método CN com 0.405 e 0.437 segundos, respectivamente.

O método DD ainda reporta instabilidade numérica como mostrado na Figura 35 onde sdo
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reportados pequenas oscilagdes na regido da fonte interna e valores negativos do fluxo escalar

na regido de alta absorg¢ao.

Figura 34 - Tempo em CPU (segundos) dos resultados numéricos obtidos com os métodos DD
(320 x 320 nodos), LD (320 x 320 nodos), CN (320 x 320 nodos), RM-CN (160 x
160 nodos) e RM-LLN (80 x 80 nodos) com desvios relativos inferiores a 5%,

quadratura LQ, e Problema 3
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Fonte: O autor, 2022

Figura 35 - Fluxo escalar obtido pelo método DD para uma grade espacial com 320 x 320

nodos, quadraturas LQ, e Problema 3

Fonte: O autor, 2022
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4.4 Problema 4

O nosso quarto problema, reportado por Silva et. Al., (2020), consiste num problema
de perfilagem de pogo de petroleo onde uma sonda de ago com uma fonte de néutrons e dois
detectores sao introduzidas no subsolo para analises geofisicas. Na Figura 36 ¢ mostrado a
configuragdo geométrica do problema, localizagao dos detectores, condi¢des de contorno e

mapeamento de materiais. As propriedades fisicas dos materiais sao reportadas na Tabela 17.

Figura 36 - Geometria, parametros materiais e condigdes de contorno do Problema 4
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Fonte: O autor, 2022
Tabela 17 - Parametros materiais do Problema 4.
Material G, Gy
Rocha 0.330263 0.314419
Ago 0.499122 0.494460
Agua 0.694676 0.634833

Fonte: O autor, 2022
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Nas Tabelas 18, 19 e 20, sao reportados os resultados numéricos obtidos pelos
métodos DD, LD, CN, RM-CN e RM-LLN considerando diferentes grades de discretizagdo
espacial e usando as quadraturas LQ,, LQ, e LQ,, respetivamente. O fluxo escalar médio ¢
computado no interior dos detectores localizados dentro da barra de ago. Os desvios relativos
do fluxo escalar e fuga sao calculados a partir da solugdo de referéncia obtida com o método

RM-CN para uma grade espacial de 224 x 256 nodos para cada quadratura.

Nos resultados numéricos reportados para as quadraturas LQ, (Tabela 4.11), LQ,
(Tabela 4.12) e LQ4 (Tabela 4.13) ¢ observado o alto desempenho do método RM-LLN
mantendo os melhores desvios relativos associados aos fluxos escalares registrados nos
detectores D1 e D2 em todos os casos. Considerando os resultados numéricos do método
SGF-LN, reportados por Dominguez (2006), sdo registrados desvios relativos de 1.40% e
3.47% no interior dos mesmos detectores para uma grade espacial com 7 x 8 nodos e
quadratura LQg, respectivamente. Para este caso, o método RM-LLN reportou desvios de
0.19% e 0.3% registrando melhores resultados quando comparado com o método SGF-LN.
Para este problema nao sao reportados grandes problemas de instabilidade numérica. Porém, o
método RM-LLN reporta problemas de convergéncia para uma grade espacial com 21 x 24
nodos e quadratura LQ4. A partir destes e dos resultados analisados no problema anterior,
caberia pensar que o método RM-LLN ¢ problema dependente e, a instabilidade numérica
esta fortemente relacionada com a grade de discretizagdo espacial e a ordem da quadratura

usada.
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Tabela 18 - Resultados numéricos obtidos com os métodos DD, LD, CN, RM-CN ¢ RM-LLN,

considerando a quadratura LQ, para o Problema 4

Malha Meétodo Iteragdes CPU(s) O[D1] (ncm™?s™) O[D2] (ncm™?s™)
224 x 256 Ref. 122 1.3346E+01 1.5491E+00 1.0172E-02
7.3953E-01 1.5082E-03
DD 354 4.9109E-03
(52.26%) (85.17%)
8.6065E-01 5.1424E-03
LD 474 1.2620E-02
(44.44%) (49.44%)
1.6371E+00 4.6436E-02
7x8 CN 204 5.8339E-03
(5.68%) (356.51%)
1.1542E+00 7.3389E-03
RM-CN 32 6.8383E-03
(25.49%) (27.85%)
1.5674E+00 1.0219E-02
RM-LLN 32 1.7358E-02
(1.18%) (0.47%)
1.3896E+00 8.2074E-03
DD 331 1.2010E-02
(10.3%) (19.31%)
1.3937E+00 8.7981E-03
LD 330 2.5519E-02
(10.03%) (13.5%)
1.5744E+00 2.0035E-02
14x 16 CN 260 1.8712E-02
(1.63%) (96.97%)
1.4360E+00 9.2408E-03
RM-CN 43 2.3353E-02
(7.31%) (9.15%)
1.5505E+00 1.0177E-02
RM-LLN 43 6.6785E-02
(0.09%) (0.05%)
1.4763E+00 9.2799E-03
DD 369 2.9322E-02
(4.7%) (8.77%)
1.4809E+00 9.5657E-03
LD 333 4.9739E-02
(4.41%) (5.96%)
1.5561E+00 1.4466E-02
21x24 CN 289 3.9538E-02
(0.45%) (42.22%)
1.4949E+00 9.7210E-03
RM-CN 54 6.2482E-02
(3.5%) (4.43%)
1.5499E+00 1.0176E-02
RM-LLN 54 1.7680E-01
(0.05%) (0.04%)

Fonte: O autor, 2022
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Tabela 19 - Resultados numéricos obtidos com os métodos DD, LD, CN, RM-CN ¢ RM-LLN,

considerando a quadratura LQ, para o Problema 4

Malha Meétodo Iteragdes CPU(s) ®[Dl](ncm?s™) @O[D2](ncm?s™)
224 x 256 Ref. 118 8.5890E+01 1.7096E+00 1.2414E-02
8.7650E-01 -3.9502E-03
DD 307 1.2470E-02
(48.73%) (131.82%)
9.9182E-01 6.7988E-03
LD 319 1.8583E-02
(41.98%) (45.23%)
1.7291E+00 4.6393E-02
7x8 CN 212 1.8153E-02
(1.14%) (273.72%)
1.3355E+00 9.3063E-03
RM-CN 30 3.4365E-02
(21.88%) (25.03%)
1.7139E+00 1.2459E-02
RM-LLN 29 1.1598E-01
(0.25%) (0.37%)
1.5432E+00 1.0157E+03
DD 376 3.8356E-02
(9.73%) (>1000%)
1.5442E+00 1.0828E-02
LD 331 6.5945E-02
(9.67%) (12.78%)
1.6653E+00 2.1684E-02
14x 16 CN 265 5.2083E-02
(2.59%) (74.67%)
1.5939E+00 1.1358E-02
RM-CN 40 1.4842E-01
(6.77%) (8.5%)
1.7101E+00 1.2419E-02
RM-LLN 40 4.9828E-01
(0.03%) (0.04%)
1.6293E+00 1.1354E-02
DD 387 8.2964E-02
(4.69%) (8.54%)
1.6347E+00 1.1702E-02
LD 334 1.4191E-01
(4.38%) (5.73%)
1.6627E+00 1.6475E-02
21x24 CN 292 1.0606E-01
(2.74%) (32.71%)
1.6516E+00 1.1888E-02
RM-CN 49 3.7416E-01
(3.39%) (4.23%)
1.7101E+00 1.2419E-02
RM-LLN 50 1.2685E+00
(0.03%) (0.04%)

Fonte: O autor, 2022
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Tabela 20 - Resultados numéricos obtidos com os métodos DD, LD, CN, RM-CN ¢ RM-LLN,

considerando a quadratura LQ, para o Problema 4

Malha Meétodo Iteragdes CPU(s) ®[D1](ncm™?s™) @O[D2](ncm?s™)
224 x 256 Ref. 116 3.0876E+02 1.7161E+00 1.2458E-02
8.8692E-01 -2.9296E-03
DD 337 1.9455E-02
(48.32%) (123.51%)
1.0085E+00 6.9100E-03
LD 319 3.7178E-02
(41.23%) (44.53%)
1.7455E+00 4.5997E-02
7x8 CN 214 3.0871E-02
(1.72%) (269.21%)
1.3485E+00 9.3858E-03
RM-CN 29 1.3283E-01
(21.42%) (24.66%)
1.7193E+00 1.2496E-02
RM-LLN 29 4.6242E-01
(0.19%) (0.3%)
1.5484E+00 1.0285E-02
DD 375 6.9653E-02
(9.77%) (17.44%)
1.5527E+00 1.0888E-02
LD 331 1.2419E-01
(9.52%) (12.61%)
1.6743E+00 2.1536E-02
14x 16 CN 266 9.9789E-02
(2.44%) (72.86%)
1.6026E+00 1.1421E-02
RM-CN 39 5.5480E-01
(6.61%) (8.33%)
1.7165E+00 1.2463E-02
RM-LLN 39 1.9218E+00
(0.03%) (0.04%)
1.6347E+00 1.1399E-02
DD 361 1.4471E-01
(4.74%) (8.5%)
1.6422E+00 1.1754E-02
LD 334 2.7899E-01
(4.3%) (5.65%)
1.6712E+00 1.6478E-02
21x24 CN 293 2.0561E-01
(2.62%) (32.26%)
1.6592E+00 1.1941E-02
RM-CN 48 1.3896E+00
(3.32%) (4.15%)
RM-LLN - - ) )

Fonte: O autor, 2022
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Nas Figuras. 37, 38 e 39 sdo reportados os tempos em CPU (em segundos) registrados
pelos métodos DD, LD, CN, RM-CN e RM-LLN na geracdo de solu¢des numéricas e
considerando as quadraturas LQ,, LQ, e LQq, respectivamente. Nas figuras, tomamos como
referéncia os desvios relativos reportados pelo método RM-LLN para uma grade espacial com
7 x 8 nodos e reportamos os diferentes tempos em CPU registrados pelos métodos para
resultados numéricos com precisdo igual ou inferior aos valores de referéncia. Os melhores
tempos sdo registrados para método RM-LLN nas trés quadraturas usadas e, para atingir
desvios relativos iguais ou inferiores as solucdes de referéncia, sdo requeridas grades de 15,
15, 32 e 12 vezes maior para os métodos DD, LD, CN e RM-CN quando comparadas com a

grade espacial de referéncia do método RM-LLN.

Figura 37 - Tempo em CPU dos resultados numéricos obtidos com os métodos DD (105 x 120
nodos), LD (105 x 120 nodos), CN (224 x 256 nodos), RM-CN (84 x 96 nodos) e
RM-LLN (7 x 8 nodos), quadratura LQ, e Problema 4
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Fonte: O autor, 2022
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Figura 38 - Tempo em CPU dos resultados numéricos obtidos com os métodos DD (105 x 120
nodos), LD (105 x 120 nodos), CN (224 x 256 nodos), RM-CN (84 x 96 nodos) e
RM-LLN (7 x 8 nodos), quadratura LQ, e Problema 4
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Fonte: O autor, 2022

Figura 39 - Tempo em CPU dos resultados numéricos obtidos com os métodos DD (105 x 120
nodos), LD (105 x 120 nodos), CN (224 x 256 nodos), RM-CN (84 x 96 nodos) ¢
RM-LLN (7 x 8 nodos), quadratura LQ6 e Problema 4
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Fonte: O autor, 2022
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CONCLUSOES

Na presente pesquisa foi desenvolvido um novo método de malha grossa, espectro
nodal, matriz resposta, para problemas de transporte de néutrons em geometria bidimensional
cartesiana, denominado método RM-LLN. O método resolve analiticamente o sistema
formado pelas equagdes Sy integradas transversalmente de ordem zero e primeira ordem
acoplado pelos termos de espalhamento e fugas transversais usando aproximagoes lineares
nestes ultimos com polindmios de Legendre. Apresentamos um novo esquema matriz
resposta, de tipo linear, onde os fluxos angulares médios emergentes sao computados como
resultado de uma transformagao linear dos fluxos angulares médios de incidéncia nas células
de discretizagdo espacial. O método implementa o esquema iterativo FBI para calculos
internodais onde sdao preservadas as solucdes gerais analiticas das equacdes Sy integradas
transversalmente, as solugdes numéricas sao continuas nas interfaces entre nodos e satisfazem

as condigdes de contorno prescritas dos problemas.

E apresentado também um aplicativo web como ferramenta computacional
desenvolvida na presente tese para resolver problemas de transporte de néutrons de fonte fixa,
espalhamento isotrépico, um grupo de energia e geometria bidimensional cartesiana. A
aplicacdo oferece grande flexibilidade de uso através de uma interface grafica amigavel para o
usudrio. A ferramenta ndo esta sujeita as caracteristicas do hardware, nem as dependéncias no
lado do cliente e pode ser acessivel em qualquer desktop, laptop, tablet ou dispositivo movel
com acesso a internet. O codigo fonte foi desenvolvido seguindo os paradigmas de

programacao modular garantindo um isolamento eficiente entre as principais componentes do

sistema com capacidade de modificacao, portabilidade e extensibilidade.

O método RM-LLN demonstra ter um alto desempenho para malhas grossas quanto a

precisdo e custo computacional para resolver numericamente problemas homogéneos,
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heterogéneos, de alta penetracdo e/ou elevados gradientes de fluxo angular, como os
problemas abordados, quando comparados com métodos classicos de diferencas finitas, de
elementos finitos, nodais e inclusives espectronodais. O desempenho no que diz respeito a
precisdo ¢ resultado da aproximacgdo linear nos termos de fuga de néutrons nas equagdes Sy
integradas transversalmente. Para uma grade de discretizagao espacial fixa, o método requer
um maior numero de operagdes de ponto flutuante quando comparados com outros métodos.
Porém, o método reporta baixo custo computacional, resultado do uso de grades espaciais
mais grossas para atingir desvios relativos percentuais proximos a solugdo de referéncia,
registrando um menor tempo em CPU e menor consumo de memoria em relagdo a outros
métodos. Nao sdo apresentados grandes problemas de instabilidade numérica para grades de
discretizagdo espacial grossas e na medida que a ordem da quadratura aumenta a instabilidade
¢ mitigada. No entanto, identificamos um componente adicional de instabilidade para grades
finas e ordens de quadraturas elevadas, associado principalmente a condicionalidade do

sistema.

A componente de instabilidade apresentada, resultado de um mal condicionamento do
sistema, ¢ resultado direto dos erros de representagdo e propagagdo associados ao
processamento de dados do sistema operacional usado. Uma possivel solugdo seria destinar
mais recursos computacionais na representagao numeérica dos dados ou o uso de bibliotecas
com precisdo varidvel na aritmética computacional. Outra alternativa seria a construgao de um
bloco de controle iterativo para célculos internodais para mitigar, no possivel, os erros de
propagacdo. Em todos os casos, seria afetada diretamente o desempenho enquanto a custo
computacional do método e seria necessario um andlise de factibilidade neste sentido.
Finalmente, propomos para futuros trabalhos a extensdo do método para problemas

multigrupo de energia, espalhamento anisotropico e/ou geometria tridimensional cartesiana.
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APENDICES

APENDICE A - Metodologia para obter a solugdo geral das equagdes Sy integradas

transversalmente de ordem zero na diregao y

A solugdo geral das equagdes Sy integradas transversalmente de ordem zero na direcao
y com aproximacao linear nos termos de fuga, Eq. (2.4) pode ser obtida separando as

componentes homogéneas e particulares da solu¢cdo mediante:

~ ~h ~D

~h ~D
onde ‘Pmi(y) e lI’mi(y) constituem as solu¢cdes homogéneas e particulares, respectivamente.

A forma das solu¢des homogéneas pode ser obtida a partir da Eq. (2.29) como

~h M0~ 0, =YV
— tij i k

~0
onde o, representam constantes arbitraria determinadas pelas condi¢cdes de contorno. Tanto a

Eq. (2.31) quanto a Eq. (A.2) compartem os mesmos autovalores do espectro das solucdes
homogéneas em ambos sistemas. Porém, as componentes dos autovetores sdo diferentes. Para
obter as solugdes particulares, tratamos os termos independentes que conformam a Eq. (2.4)

por separado considerando as equagdes:
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" d ~pl ~pl €0,/ M ~p1 Qij
G E‘Pm,i()’) + ‘Pm,i(}’) = n§1 LPm’l,(y)oon + 5 (A.3)
~P2 ~Dp2 c M _p2

N, d — _0ij —
s V)t () == El Y o,

tij

18 A

m

A
b4
"t,i,,-'?i ( mi+1/2,j

m

20-y) n A A
mi—1/2, h, ot q)m,i+1/2,j (pm,i—l/Z,j '

(A.4)

e representamos a solucao particular da Eq. (2.4) pela soma das solugdes particulares das Egs.

(A3)e (A.4):
~D ~pl ~Dp2
v.o)y=¥Y O+¥ () (A.5)

A.1 Solucio particular para fonte externa
A solugdo particular da Eq. (A.3) tem a forma:

~pl Q.
) =—F— y - (A.6)

o (1—c
mt t,i,j( 0,i,j

A.2 Soluc¢do particular para fugas transversais

Para obter a solucdo particular da Eq. (A.4) usamos a técnica de coeficientes

indeterminados onde consideramos uma estimativa inicial da forma:
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gy =a 4220 A7
m,i(y) ~ Tmij + h, mij (A7)

Substituindo a Eq. (A.7) em (A.4) e agrupando termos semelhantes obtemos:

A

M
an _ CO,i,j p‘m -
» ij,i,j + Am,i,,- — 2 n§1 An,i,jwn - o, ( mi+1/2j m,i—1/2,j) (A-8)
M
20-y) 20-y) <y 20my) w1 "
= 7 = 7 o _ 2, —
hj Bm,i,j - h/, 4 n2=:1 Bn'i’j(x)n h/ Gt'ugi ((pm,i+1/2,j (pm,i—l/Z,j) . (A9)
Explicitando Bm ;e Eq. (A.9) obtemos:
CO,i,j l p'm " "
Bm,i,j T4 E ) Bn,i,jwn ot ((pm,i+1/2,j B (pm,i—l/z,j) ' (A.10)
Multiplicando a Eq. (A.10) por w somando pelas diregdes m e agrupando termos
M
podemos obter a formadotermo ) B . o :
me1 mij m
M 1 1 M A A
m2=1 Bm,i,jwm - (1_':0,1‘./) O-t,i,j[i n2=:1 mn“n((pn,i+1/2,j N (pn,i—l/Z,j) ’ (A.1D)

e, substituindo a Eq. (A.11) no lado direito da Eq. (A.10), obtemos a forma final para Bm o
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A A

M
[ A A C. .. 1

— m _ R\ _
B i T o (q)m,i+1/2,j (pm.i—l/Z.j) 4(1=c,,) 0, ¢ X “’n”n(‘Pn.iH/z,j ‘Pn,i-l/z,j)' (A.12)

tij i tij i p=1

Para obter a forma do termo Amij substituimos a Eq. (A.12) em (A.8) e agrupando

termos obtemos:

0ii M n A A 2p_ Ul A A
A = = A w — ~—|y -y — -
m,i,j 4 nzz: nij om0, L\ mitl/2,) mi—1/2,j t o 7o n Priv1y2j = Pmiz1/2) +

tij i tij j

M
CO,i,j nm _
+ 2(1=c, ) o, fo, h X w Hn((pn,i+1/2,j (pn,i—l/Z,j) : (A.13)

L it T p=1

A A

Multiplicando a Eq. (A.13) por w . somando pelas dire¢cdes m, usando a propriedade

M

> now = 0 para quadraturas simétricas e agrupando termos podemos obter a forma do
m=1

M
termo ) W
mij m

m=1
M 1 1 M A A
YA o =—————r Zwu(‘}’_ = . _)+
el mij m (1—60”) ct’w_f’l_ 1 n' n\ "~ ni+l/2; n,i—1/2,j

M A A

1 2

+ (-c, ) o, 20, h El wnunnn(q)m,Hl/Z,j (pm,i—l/Z.j) ’ (A.14)

e, substituindo a Eq. (A.14) no lado direito da Eq. (A.13), podemos obter a forma final das

constantes 4 _ :
m,i,j
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M
i

m

N
¥
myij Gt'i'jfi ( mi+1/2,j

A Cc A
0,ij
—_———— ) ® b Y
m,i—l/Z,j) 4(1- C, ) o {’ Z Il ( ni+1/2,j

tij i p=1

n,i—l/Z,j) +

M

A A B n A A
— _ 0,i,j m _
+ oo b ((pm,i+1/2,j ‘pm,i_1/z,j)+ 20-c, ) 0, Lot ) wnun(q)n,i+1/2,j (Pn,i—l/Z,j)-l_

tl]ltl}]n 1

M N A
0,i,
* 2 c/ Do f’cr h Z @ KN ((pm,i+1/2,j - (pm,i—1/2,j)‘ (A.15)

tij i tij /

Logo, podemos expressar a solugdo particular da Eq. (A.4) substituindo as Egs. (A.12)

e (A.15) em (A.7):

M

_ 0,i,j 1 lp
m,i—l/Z,j) 4(1- c, ) o ¢ Z U)nun( n,i+1/2,j

tij i p=1

A

~Dp2 m

¥ 0D == o, (me,i+1/2,j

A

- LIJn,i—1/2,j) +

2p M

m'm

A A o M A A
P oo =)
thi'jfiﬁt,[’jhj (pm,l+1/2,] (pm,L—l/Z,] 2(1—C0'i'j) [ fG Z H (pn,l+1/2,} (pn,l—l/Z,]

tLthL]]n 1

- M A 20-y) w, (" A
t Coi) %,flﬁm ) nzl w K (‘Pn i+1/2) (‘on,i—l/Z,j) Ch ot ((pm,i+1/2,j - (pm,i—l/Z,j) N
M
20-y) <, A A
Ch 4-c) cr“/l nzl ((pn,i+1/2,j B (pn,i—l/Z,j)' (A.16)

A.3 Solugdo geral

A solucgdo geral das equagdes Sy integrada transversalmente de ordem zero na diregdo
y usando aproximacdes lineares para os termos de fuga de néutrons, Eq. (2.4), pode ser

formulada agrupando a componente homogénea, Eq. (A.2), e as componentes particulares,

Eqgs (A.6) e (A.16):
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M o
~ ~U~ o, =y)/v qQ,,
Yo=Y aa e
m,i k=1 k mij~ k Gt,i,j(l_CO,i,j)
v A A CO" 1 M A A
— n — _—— —
o, (me,i+1/2,j m,i—l/Z,j) 4(1-c, ) o, ¢, nz_:l wnun(Lpn,Hl/Z,j lpn,i—1/2,j) +

A

M

A _ CO,i,j n, A _ A
t o o n ((pm,i+1/2,j ‘Pm,i—l/z.j)+ 2, oo 2 Ol Prisray T Paica) F

tij i tij tij it p=1

A A A

20-y)  m

L M A
+ — co ( =@ ) - ( P )
2(1_Co,t,j) o-t,i.jfio—t,i,fh/' nz=:1 nunnn (pn’l+1/2’] (pn’l_l/z’] hj O-t,i,jfi (pm"+1/2'1 (pm,L—l/Z,]

M
20-y) < 1 " "
h], 4(1—60”) O, inz=:1 wnun((pn,i+1/2,j - (pn,i—l/z,j) ' (A17)
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APENDICE B - Metodologia para obter a solugio geral das equagdes Sy integradas

transversalmente de primeira ordem na dire¢ao y

As equacdes Sy integrada transversalmente de primeira ordem na dire¢do y com
aproximacao linear nos termos de fuga, Eq. (2.6), estdo acopladas com as equagdes Sy
integradas transversalmente de ordem zero na diregdo y mediante o0 momento de ordem zero

do fluxo angular. Para resolver essas equagdes, primeiramente substituimos a Eq. (2.46) em

(2.6):
N d ™ ~ oy ¥~ (2 M b th_j(y—yj)/vk
i dy (pm'i(y) " (pm'i(y) S n§1 (pn,l(}/)(x)n + O-tljgl kzl Bk m l](vk)e
6u Q o / A 3¢ . R
n i m _ 04 - B
+ o, t’ o, (1 <, 02 ,e \ mL+1/2] m,i—l/z,j) 2(1—50”) o [Zn 1wnun(an,i+1/2,j an.i—l/z,j) +
2 = tij i =

2 M
12pu n Coii [

+ o o h ((pm.i+1/2.j - (pm,i—l/z,j) s Coi) o o X wnun((pn.Hl/Z,j B (pn,i—l/z,j) +

tij i tij j tij i [L] ]Tl 1

3¢, b, M A A 20-y) 6k A
+ 0 X wpn (@ —¢ - — | @ - -
(1—60”.) ot 6 h n'n 'n\ "ni+1/2; n,i—1/2,j h of #- \Tmit+1/2) mi—1/2,

o
tij itij j n=1 7 tij i

20-y) 3¢, " 3K, (8 °
h, 0,i,j 22 ( =@ . _)— m(‘P . +l‘p , )_
j 2(1—50,i,j) 0“1 =1 Tll+1/2,] ni—1/2, Um.’j ; m,i+1/2,j m,i—1/2,j
20-y) 3n ( A A
—_— m
_ o+ ) , (B.1)
h], o, m,i+1/2,j m,i—1/2,j

A solugdo geral da Eq. (B.1) pode ser representada por:

~ ~h ~D
¢, M= O)+o ), (B.2)
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onde (pmi(y) e cpmi(y) constituem as solugdes homogéneas e particulares, respectivamente.

Da Eq. (2.27) podemos representar a forma das solu¢des homogéneas como:

h M 1 G

) = k§1 %0, (Vi€

OV,

1

5

(B.3)

onde o, representam constantes arbitraria determinadas pelas condi¢cdes de contorno e as

~

componentes dos autovetores a. l_]_(v k) sdo 0s mesmos aos reportados na Eq. (2.46). Por outro

lado, para obter as solugdes particulares, isolamos os termos independentes do lado direito da

Eq. (B.1) mediante as equagdes:

Ny ~pl ~pl ¢, M __p1 6u_ M _0~
m _ i,
i = VvV )e
s @, M te O)=7"X¢ o + Y aa (V)
t,l,] n:l t,l,] lk:l
m d ~P2 ~P2 o M~ ou, ij
s o P ) T ) =—"E 0 Mo+ — a5
tij 4 4 n=1 4 tij i t,i,j 0,i,j
N4 ~DP3 ~p3 . M _p3
— — L w —
o, dy ¢, +teo ) =—" El ¢, Mw,
uz A A 3(;0__ 1 M A A
PR — — — — m —
o (lpm.i+1/2,j m,i—l/ZJ) 20-¢,.) o ¢ nz1 wnun(lp"'i"'l/zrj l{Jnﬂ'_l/z'j) *
i L tij i n=

tij i

0, =YV,

, (B4

(B.5)
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2 M
12u n A A 3c .. wn A A
m m _ 0,i,] m 'm _
+ o 6 h ((pm,i+1/2,j (pm,i—l/z,j) + (1=¢,.) & ¢’ h 2 wnun((pn,Hl/Z,j (Pn,i—l/Z,j)+

o
b it T e i n=1

M
3¢, 1l A A 20-y) 6u [~ A
0,5 m _ o m — _
+ A=, ) &* %6 h ) wnunnn((pn,Hl/Z,j (pn,i—l/Z,j) h e ((pm,i+1/2,j (pm,i—l/Z,j)

] tij iotij jn=1 J tij i

2-y) 3¢y, ., M A A
hj 2(1_C01,‘) o & 2—:1 wnun((pn,i+1/2,j - (pn,i—l/z,j) ? (B6)
” tij i =
N4 ~p4 ~p4 cOij M ~p4 3 TR A
0., ¢, +to )= El ¢, 0o - ot ( mit1/2j T lpm,i—1/2,j) -
200-y) 3w (* A
ok I o, b ((pm,i+1/2,j + (pm,i—l/Z,j) ’ (B.7)
e a solugdo particular da Eq. (B.1) esta representada por:
~D ~pl ~Pp2 ~Dp3 ~Dp4
¢, M=0 0 +te O)+te O +e (). (B.8)

Em continuidade, resolvemos as Egs. (B.4) - (B.7) para obter uma expressao matematica para

a solucao particular da Eq. (B.1).
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B.1 Solucdo particular para componente homogénea

A solugao particular da Eq. (B.4) pode ser representada na forma:

~pl SOV 20-Y) ~0 5, =¥/,
(pm’i(y) Z 7\ kake + _h, Z Ym’kocke , (B.9)

onde Am . © Ym N sdo constantes a determinar. Substituindo a Eq. (B.9) em (B.4) obtemos:

M n, X 0, OV, + 2n ? ~ o LOYI/Y, . 20-y) N, = ~0 0, =Y,
Z mkake o h m,kake h. mk k
k=1 tij j j
M -X =0 0 I 207z =0 o 0mvp]
+ X mk i€ R mk k% -
k=1L J
i M M
Coii ~ ~0 OV 20Y) ~ ~0 OV,
— 0, i Oll
2 4 Z w A nk k + h. 2 w Y nk k ]+
k=1 n=1 I n=1
M 0
6p  ~V~ o, (y=yI/v
+ Yo ra, e ] (B.10)
k=1L tij i
A Eq. (B.10) ¢ satisfeita se, para cada valor de k, ¢ satisfeita a equacgao:
}\ ~0 o, SOV, + 2n o~ Y ~0 o SOV, + 20-y) n, > ~0 0 SOV,
mkake Gt,i,jhj mkake hj mk k
0 M
>~ oo Oy 20my) > <o, Y, ~0 0 OV,
+ Amlkake + —’—h_ Ym'kake —’- Z W 7\ e

J n=
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M 0 0
20-y) <. >~ ~ o, -yl bp = ~U~ o, =y)/v
i 0ij 28] ik m tiJ ok
+ ha n§_:1 w Y e + 5.t akam'i'j(vk)e (B.11)

As seguintes identidades sdo obtidas logo depois de simplificar e agrupar termos

semelhantes na Eq. (B.11):

n o~ m o~ ~ c ~ 6p  ~

— e = L - B.12

v, }\m,k + o, h “mk + }\m,k 4 Z wn)\n,k + o . L am,i,j(vk) > ( )
i n=1 tij i

— Y = L wY . B.13

v, mk + mk 4 ni_“l n’ nk ( )

As componentes das constantes Am . © Ym . sdo obtidas atendendo as propriedades dos

materiais no meio hospedeiro. Primeiramente, obtemos as formas destas constantes para

c... = 0elogo procedemos parac_.. # 0.

0,i,j 0,i,)

B.1.1 Formas das constantes 7\m e Ym , bara um meio puramente absorvedor

k

Para meios absorvedores puros, c. .. = 0, o sistema representado pelas Eqgs. (B.12) e

0,i,j
(B.13) toma a forma:
n,. Zn o~ ~ _ 6~
v, Tmk h T mk T }\m,k T o 2 am,i,j(vk) ’ (B.14)
k tij j tij i
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n, ~ ~
—Y +4Y
vV, mk m,

=0, (B.15)

~

onde, atendendo a forma das componentes dos autovetores amij(vk)) para ¢, . = 0, as

constantes A eY  sdo definidas como:
mk m,k

A, =0, (B.16)
~ _ 30t'i'1,hj wo~
Ym,k - o.M n_m m,i_j(vk) : (B17)

. © Ym , bara meios com espalhamento isotrépico

B.1.2 Formas das constantes Am

~

Para obter as formas das constantes A , € Y , para meios com espalhamento
m, m,

isotropico, ¢ . # 0, precisamos separar o procedimento em dois casos atendendo nas formas

0,i,j

dos autovalores e autovetores. Primeiramente, resolvemos o sistema representado pelas Egs.

(B.12) e (B.13) para as constantes 7\m . € Ym . onde o par de autovalores e autovetores foram
M ~
determinados usando a normaliza¢do ), w a. ij(vk) = 0. Seguidamente, obtemos as
m=1 T

formas das constantes Am . © Ym . onde o par de autovalores e autovetores foram determinados

M
usando a normalizacdo ) w a
m=1

(Vk) = 1.

m,i,j
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B.1.2.1 Normalizagao a 0

No primeiro caso, onde usamos o par de autovalores e autovetores obtidos a partir da
M ~

normaliza¢do ), wmamij(vk) = 0 na secdo 2.2.2.1, o sistema representado pelas Egs.
m=1 "

(B.12) e (B.13) tomam a forma:

M

oy lwy ) p—eg B.18
o h “mk T4 Z wn nk o 1 am,i,j(vk ’ Vk - nm > ( : )

b ] n=1 tij i

c M ~

0,i _ _

s L oY =0V =-n_, (B.19)

n=1

T Qg 1 gI; WA v Ee (B.20)
v, “mk - mk mk 4 n nk’ k T’lm ? :

k tij j n=1

m 0,i
— Y =-—= Y vV #E— . B.21
v, mk + mk 4 nz—:l wn nk’ kqt T]m ( )

Para resolver o sistema conformado pelas Egs. (B.18) - (B.21) definimos a

normalizagao:
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M ~
n2=:1 wn)\n,k - Ck ’ (B.22)
Substituindo a Eq. (B.22) em (B.18) obtemos que:
an ? _ CO,i,j C 6um ~ _ B 23
o h k™ & Gkt o e am,i,j(vk)’ Ve T M (B.23)

tij j tij i

Resolvendo o sistema conformado pelas Eqgs. (B.19), (B.21), e as restri¢des

representadas pela Eq. (B.23) podemos obter as formas das constantes Ym . © C E

_ 8 "n ¥ 24 R, _
= € O ..h.Ypl,k .. 0.2 apl,i,j(vk)’ Ve T M o (B.24)
L) tij j 0,i,j tij i

T e O gy (A IR GRS
=—4L )] ——F—a  (v) ——= a (v .
M ] M P
plk O't,i,ji npl 5 ® plij* k Gt,i,j{)i npz 5 " p2,ij~ k s
n=Lv =-n, " n=1,v =-n n
? Coij ey - n 30, b w ~ 1 B
mk 8 1M "k G £ 1 am,i,j(vk) ,m#Fpl,v =—n_, (B.26)
m tij i m
Vo =0 v #=m, (B.27)
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onde C . ¢ obtido de modo que a Eq. (B.23) seja satisfeita para m = p1, onde p1 representa a

~

direcao referente ao primeiro valor nao nulo de a. l_j(v k), e p2 a direcao referente ao segundo

~

valor nao nulo de amij(vk). As constantes Ym . sdo obtidas a partir das Egs. (B.25), (B.26), e

(B.27). Finalmente, obtemos as constantes )\m P partir da Eq. (B.20) e usando as constantes

~

Y e C obtidas anteriormente:
mk k

~

— Soip Y _
mk 4 (n_+v) Ck’ Ve F TNy (B.28)

e as constantes }Lm  parav, =—m sao determinados de modo que a Eq. (B.22) seja satisfeita
M
~ Ck - Z wnAn,k
A= =— (B.29)
mk M > Vk - T]m : ’
I o
n:l,vh:—nn

B.1.2.2 Normalizagdo a 1

No segundo caso, onde usamos o par de autovalores e autovetores obtidos a partir da
M ~
normaliza¢do ), wmamij(vk) = 1 na secdo 2.2.2.2, o sistema representado pelas Egs.
m=1 "
(B.12) e (B.13) ndo sofre nenhuma modificag¢do. Resolvendo a Eq. (B.13) obtemos que:

Yo e=Da,. (), (B.30)
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onde Dk sdo constantes arbitrariamente definidas para que o sistema ndo homogéneo

representado pela Eq. (B.12) seja soluble. Substituindo a Eq. (B.30) em (B.12), usando a

S

normalizacdo ) wnkn P = 1 e reagrupando termos obtemos:

~ c \Y 6 v, 21 ~

}\m,k 4 (nm+vk) * (nm+vk) Gle' mu( ) B T_kyo-tl]h—] Dk ml](vk) : (B31)

Usando a Eq. (2.26) que define a forma das componentes dos autovetores amij(vk) na

Eq. (B.31), temos que:

i ~ 24 M, "2 "
A L= a ,,(vk) + = ( — Dka _,(vk) . (B.32)
m, m,i,j 04 t,',i ; ml J .i.i il myi,j

Multiplicando a Eq. (B.32) por w e somando pelas dire¢des m:

. Y . ~ % 1 - ~2

Yor =roa )+ 7T ona (V)=

m=1 m=1 0,ij tij i m=1
8 Dk M ~2

- Coi; O h. Z (Dmnmam'i'j(vk), (B33)
Lo th Jm=1

M N _
e usando as normatizagdes m2—1 wmamli‘j(vk) =1le Z_ wmxm,k = 1 podemos obter as formas

das constantes D , que garantem que o sistema nao homogéneo representado pela Eq. (B.12)

seja soluble:
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M ~2
30: ijhj nz_:lwnunan,i,j(vk)
D, = —dLx

) — . (B.34)

W Toeona  (v)
n=1

n'n nij k

Logo depois de substituir a Eq. (B.34) em (B.32) obtemos a forma das constantes }\m E

M 2
~ ~ ~2 2 Ywpa  (v)
24 Mo 24 n, oy monomik
A =a \ a V) — a (v)/mmm— B.35
mk m,i,j( k) + COi' 0'“_,1,01, m,i,j( k) COi' O'tl__‘fl_ m,i,j( k) M ~2 ’ ( )
" " " " Z wnnnanij(vk)
n=1 o

substituindo a Eq. (B.34) em (B.30) obtemos a forma das constantes Ym :

e
M ~2

? ~ SGtijhj nglwnunan,i,j(vk) B.36

mk am,i,j(vk) o 2 : (B.36)

L M
tij i
n§1 O)nT] nan,i,j (Vk)

B.1.2.3 Forma final da solugdo particular para componente homogénea

Uma vez determinadas as formas das constantes Am . © Ym , para meios absorventes

puros e meios com espalhamento isotropico podemos representar a solugdo particular da Eq.

(B.4) como:
~p1 M 06 oy, 20-7) M~ ~0 6 -y
_ tij J k A tij J k
(pm’i(y) = k§1 Am’kake + —Lh_ D Ym’kocke . (B.37)

J k=1
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B.2 Solucao particular para fonte interna

A solugdo particular da Eq. (B.5) tem a forma:

@) = 5y (B.38)

B.3 Solucdo particular para fugas transversais 1

A solugdo particular da Eq. (B.6) ¢ obtida usamos a técnica de coeficientes

indeterminados:
~p3 p_fn A 3C0i ) 1 M A A

= - " w (W —p -
(pm,i(y) e gz( mi+1/2,j m,i—l/Z,j) 2(1-c,.) o ¢ Z nun( n,i+1/2,j n,i—1/2,j)

tij i L) tij i n=1
2
360’i’, 1 L/I\J LI[\J + 24umnm A A 4
2(1_C0ij) o £ n=1 wnun n,i+1/2,j ni—1/2j ot 6 h (Pm,i+1/2,j (pm,i—l/Z,j
" tij i = tij i tij j

M
6Cc .. wn A A
0,i,j m m
) -
+ A=c,.) &* % h % nun((pn,i+1/2,j (pn,i—l/Z,j) +

) tij it n=1

M
3c . n 2 A A
0,i,j m j—
+ (1—00'”) ot 6 h Z wnun((pn,Hl/Z,j (pn.i—l/Z,j) +

[
tij i tij jn=1

3601’]’ M v " "
+ =<,.) & o h X wn“nnn((pn,iﬂ/z,j B (pn,i—l/Z,j)-l_

tij ict,i,j in=1

+ 6C0,i,j 1 2 " A Z(y—yj) 6um A A
(A=c,.) & #’6 n Z wnunnn (pn,i+1/2,j (pn,i—l/Z,j h e (pm,i+1/2,j (pm,i—l/Z,j

[
) tij iotij j n=1 J tij i
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20-y) 3¢ Z (A A )
h 2(1- 2 Y
i ( CO,i,j) 0”1 et n1+1/2] n,i—1/2,j
2-y) 3¢, A A
Ji 0,i,] —_
h, 2(1—c,, ) o&* ¢ Z n( ni+1/2,j (pn,i—l/Z.j) ) (B'39)

g tL] i n=1

B.4 Solucdo particular para fugas transversais 2

De igual maneira, para obter a solu¢ao particular da Eq. (B.7) usamos a técnica de

coeficientes:
~p4 3u A A CO . M A A
m ij
&) =— S .)—— ® (lp_ ry _)+
(pm,z(y) thi'jf’i ( mi+1/2,j m,i—1/2, 4(1—c_ ) Gmf’l nzl u n,i+1/2,j n,i—1/2,

A 3c. . M

LA
Gr,i,j'?zcc,i,jhj mit+1/2]

A A

0,i,j m
+ "pm,i—l/Z,j) + 2(1=¢,,) o, to, h 2 wnun((pn,Hl/Z,j + q)n,i—l/z,j) +

tij it p=1

Coif o g g 2-y) 3m, (n "
+ 2(1=¢, ) © fcr Z W N ((pn,i+1/2,j + (pn,i—l/Z,j) - h. o £ ((pm,i+1/2,j + (pm,i—l/Z,j)_

tij i tij /Tl 1 j tij i

20-y) 3¢, A A
B h 4(1- Co, ) o f Z ( nl+1/2] +(pn,i—1/2,j)' (B4O)

j tij i p=1

B.5 Solucdo geral

Finalmente, podemos formular a solugdo geral das equagdes Sy integrada

transversalmente de primeira ordem na dire¢do y usando aproximacgdes lineares para os
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termos de fuga de néutrons a partir das solugdes homogéneas e particulares representadas pela

Eq. (B.3) e as Egs. (B.37), (B.38), (B.39) e (B.40):

M _q M 0
~ ~i~ o, =y)/v ~ ~ oo, -y
tij ik J
= o a v )e + A e
(pm,l(y) Z k m,i,j( k) Z mk k
k=1 k=1
~ ~0 :
+ 20-y) 6 GOV, i Q oy, {‘i’ _ lil )_
b2 mk e o, 0,,d=¢.) “iu’"f\ mi+1/2, mi—1/2,
3COU L g (l./}\l A ) 3C0U Z 2( A lil )
- st Y =W st P S
2(1—¢, ) oiiJgf ) ., ni+1/2, ni—1/2, 2(1=¢, ) Gf,,,ezzn L L ni+1/2, ni—1/2,
2 M
24p"n A A 6¢c [T A A
m 'm _ 0,i,j m'm _
t 2 %5 h ((pm.i+1/2.j (pm,i—l/Z,j)+ A=, ) & ¢% Z wnun((pn.i+1/2,j (pn,i—l/z,j)-'-
tij i tij j L) tij i tij jn=1
3COi]' m M 2 " "
i ® —
+ (=c,,) o ¢’ h X nun(q)n,i+1/2,j (Pn,i—l/Z,j) +
" tij i tij j = 1
3C0ij M " " "
T = ) o o h Z wnunnn((pn,Hl/Z,j B (pn,i—l/Z,j)-l_
tij i tij jn
M
6c, . A A 2—y) 6w A
0,i,j 1 2 _ i M I — —
+ (A=c,.) & +% % wnunnn((pn,Hl/Z,j (pn,i—l/Z,j) h ol 7 ((pm,i+1/2,j (pm,i—l/Z,j)
L7 Pt i ki n=1 / tij i
20-y) 3¢, Z ( A A )
- _ 2 g2 . e T
hj 21 CO’[J) t” =1 n nL+1/2,] ni—1/2,
20-y) 3¢y, 1 A A 3u, (A "
Jj 0,i,] m
w - — 7} —
hy 2(1=c,,) "?i;""f n§1 nun((pn,i+1/2,j (pn,i—l/Z,j) cm,,},i( m,i+1/2,j+ m,i—1/2,j)
0 , 1 ’ o A "
— i —mm
w v + ¥ ) + ( ) + ) ) +
4'(1_Co,i.j) Gtuei n§1 nun( nitl/2,) ni=1/2, 0“]?10“1}1] (pm,1+1/2,] (pm,l—l/z,j
3C0ij N, Y " "
+ 2(1—c ) c fo h Z wnlln((pn,i+1/2,j + (pn,i—l/Z,j) +

thj it j pn=1
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M
3c A A 2(0-y) 3mn_ [~ A
1 m
+ ™ Y ( o+ )——’——( oo+ .)—
2(0=¢,,) 9,40, n=1 b q)n,1+1/2,] (Pn'l_l/z'j b, Oy (pm'H'I/Z'] (‘Om,l—l/z,}

Z(y_yl-) 350'” 1 M A A B 41
h, 4-c,) o, ¢ X wnun((pn,i+1/2,j+ (pn,i—l/Z,j)' (B.41)

tij i p=1
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APENDICE C - Defini¢io das matrizes envolvidas na forma matricial das solucdes das

equacdes Sy integradas transversalmente de ordem zero na dire¢do x

—in A Fo . £ /2v

— tij i <k S
RX i am,i,j(vk)e 20, (C.1)
—out A i—ot'i'jfi/ka -

mk am,i,j(vk)e ’ IJ'm<0 > (C2)

—|nk|[4(1—c )8 +c (u]

Tvn 0,07 mk 0ij k
LX0 = o, h (i, ) ) (C.3)
in |nk|[4(1_co,i, ')(zum + % '{)i)am,k +C0,i,'mk(2um+2uk + S '1'01')]
Lle,k = . yp _Q,O ,_h,(l—c]_,) L umEO , (C4)
tij i tij j 0,i,j
out |nk|[4(1_cﬂ,i.j)(2um + Gt,i,/fi){sm,k +Co,i,jwk(2“m+2”k + Gt,i,jfi):l
LX1 = Ton L0 (=, ) , 120, (C.5)
R C.6
myij - Gt,i,j(l_CO,i,j) ’ ( . )
— —out—in 1
MX1=RX RX (C.7)
-1
[ ——out—in —_—
MX2 = (1 —RX RX |LXO, (C.8)

—out—in~ 1 in

—_— —out
MX3 =LX1 —RX RX LX1 , (C.9)
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1\ .0

S . (C.10)

—OUt—in_

I —RX RX

SX =




198

APENDICE D - Defini¢io das matrizes envolvidas na forma matricial das solucdes das

equagdes Sy integradas transversalmente de ordem zero na direg@o y

—in ~ $0t'i'jhj/ 2v,

mk amij(vk)e M, 20, (D.1)
—out ~ -i_-c“jhj/ka
Rymk = am,ij(vk)e : ? nm%0 ? (D2)

B | “k' [4(1_C0,i,j) Sm,k + CO,i,jwk]

LYO = s , (D.3)
N R e T R R
LYlmk = - 40 ”]1,0]0' ;(1—OCHI ;( k = nmzo > (D4)
” tij i tij j 0,i,j
out p([4(1—=c )(2n o k)6 +c  w|(2n +2n Fo  h
LY1mk — | k|[ 0,i,j ( m 40_t,1,/f/3 m},f(l_OL,f,/ ;c( m k t,i,j 1)] , nmzo , (D.S)
4 tij i tij j 0,i,j
5o D.6
mij Gt,i,j(l_co,i,j) i ( ' )
. —1
—_— —OoUt——in —
MY1 = (I — RY RY )LYO , (D.7)
. —1
JES— —OUt—In
MY2=RY RY (D.8)

—out—in~ 1 in

— —out
MY3 =LYl —RY RY LY1 , (D.9)




199

—_ — out—in~ 1
SY = (1 —RY RY )5 . (D.10)
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APENDICE E - Definicdo das matrizes envolvidas na forma matricial das solucdes das

equacdes Sy integradas transversalmente de primeira ordem na dire¢do x

—in 5\\ ict'i’jé . / 2vk -
Kk~ Mmk 1,20 (E.1)
—out A _O-t,i,j[i / 2vk -
X =A u 20, (E.2)
—in _ A ?crt'i'jt’i/ka -
X =FY ey =0, (E3)
ﬂout + Q —Gt,i,j{;i/zvk > 4
mk  — mk ’ Hm<0 ’ (E )
- =3, [14(1=c . & +c . o (n 47
LXXO — | k|[ 0,121 r;z mk 0, k( m k)] , (E.S)
20 h'(1—c_ )
tij Jj 0,i,j
in 3|nk|[4(1_C0ij)(4umi0tij[i)nm6mk+coijmk(nm[z(zum+uk)iotij{)i]+nk[2(um+2uk)i6tij[i )]
LXX1 = s s k_dj booml s 481020,
mk 20 fo hi(l—c_ ) m
tij i tij j 0,i,j
(E.6)
out 3|nk|[4(1_coij)(4“m$6:ij[i)nm6mk+coijwk(nm[z(zum+“k)$ctij{)i]+nk[2(“m+2”k)$0tij[i])]
LXX1 = - : —= . — 1,20,
mk Zot,i,j[ict,i,jhj (1_(:04',1‘) "
(E.7)
—_— —-3n,[4(1=c . )8 +c.
LXXZ — k[ 0,ij7 mk 0, k] (E.S)

—_ 3
40, h(1=c, )
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in (4(1 < )(Zp. +G {’)8 +c J [Z(um—i-uk)-_kot’i‘,{’i])
LXX3 = ot he ) 5,20, (E.9)
o _ 3n (406, (o, )8, e ol ), )
Lxx3mk= 4%}]10“,%(1 Ocl) — w20, (E.10)
Al 6nm Q
Sm,l] o h (1= ) (El 1)

—_— —out  ——out ——out—in "1 in  ——iny |—in"1
MXX1 = (XA + XY ) RX “RX (ﬁ + XY )RX , (E.12)
—_ —_—OUt—i | ———
MXX2 =|I — RX RX |LXX0 —
—out ——out —out—in" 1 in  —iny —in"1——
-+ X7 - RYRX ﬁ +XY )[Rx" X0, (E.13)
—_— —out—in_1 —_—
MXX3=|I —RX RX |LXX2, (E.14)

-1

—_— —Oout——in

MXX4 =RX RX

(E.15)

ut——in -1

out —_—in
MXX5 = LXX1 —RX RX LXX1 -—

—out  —out —out—in" Y ,—in  —in I
- (XA + XY )—RX RX (XA + XY )RX Lx1 (E.16)
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out —out—in_l—in
MXX6 =LXX3 — RX RX LXX3 |, (E.17)

—out—in"_

- 1\ 1
SXX =(I — RX RX )S -

(—out —out) —out—in 1 (—in —in) ___in" 1.0

XA +XY |)—RX RX XA +XY |IRX S .

(E.18)
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APENDICE F - Defini¢io das matrizes envolvidas na forma matricial das solucdes das

equagdes Sy integradas transversalmente de primeira ordem na dire¢@o y

—in . '}\: o ,hj/ka - F1
k - m,k anm<0 ) ( . )
—out _ ~ _ct'i’l_hj/ka -
A=A, ., 20, (F.2)
—in _~ $0t‘i’jhj/2vk -
vy L =FY e . 20, (F.3)
=Y ey s F4
mk  — " mk ’nm<0 ? ( . )
—_— =3|p [[4(1— <, )u 6 +c A +u
20: {’ 1- <, _)
LYYlin — 3|uk|[4(1_C0,i,j)(4nm_ tl]hj)umsmk-i-col}mk(um[z(zn +T] )+0tl]hj]+uk[2(nm+2n )+thjh] )] : T] 20
mk 20" #'c, h(l—c, ) m=
tij i tij j i
(F.6)

LYYlout _ 3w, |[4(1 c )(4n Fo “]h]_)umsmkﬂo ( [Z(Zn +n F"t,i,,-h,]"'“k[z(nm"'znk)%t,i,,-hj])] ey
mk 26" 0% h(l=c, ) m

tij i tij

(E.7)

LYY2 =

—3u[(1 € )i @ k]
t,i,j{)i(1 CO,i,j) ’ (FS)



in
LYY3 =

3“1((4(1_60,1',1)(2“ +c h)é +c ©

m,k 40 Lo h(l <, )

tij i tij

out 3”k(4(1_C01)(2n +o h)& +C0” k[Z(nm+T])

_ , tL] j
LYY3m,k_ 40 Yo  h(1- <, )
tij i tij j
~1 6um 0
Sm,i,' = o (1 C, )
J tl] i 0,i,j
(F.11)

[ ——ottte—in”™ e
MYY1 = (I — RY RY )LYYO —

[(Y_Aou +YY t) R R 1(min + Win)}ﬁm_lm ,

R —— —out—in_1 —_—
MYY2 = (1 — RY RY )LYYZ ,

— RY RY

——out —out) ——out—in

WY?)=[(Y7& +YY

out  ——out—in_ L

MYY4 =LYyl —RY RY Lyvi.

[(ﬁout + YY t) R—you a _1(ﬁin + W_in)j|ﬁ/in_1min ’

-1

out —O0Ut——iNn ~T—in
MYY5=LYY3 —RY RY LYY3

YA +YY

204

(F.9)

(F.10)

(F.12)

(F.13)

(F.14)

(F.15)

(F.16)
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1

- —out—in

MYY6 = RY RY (F.17)
- —out—in_1 ~1 —out — out —out—in_1 —in —in —in_1'~D
SYY=|I—RY RY |s — (YA +YY )—RY RY (YA +YY)RY S

(F.18)
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APENDICE G - Defini¢do das matrizes envolvidas na equagio de matriz resposta de ordem

Z€ro

M11 = I — (MXX5 + MXX6)(MYY4 + MYY5) , (G.1)
MIZ = [ — MY3MI1  (MXXZ + MXX3) , (G.2)
M13 = I — (MXX2 + MXX3)MY3 , (G.3)
M14 = [ — (MYY4 + MYYS)M13  (MXX5 + MXX6) , (G.4)

N ~1 -1
M15 =1 — MX2 M12 [MYl + MY3 M11 (MXX5 + MXX6)(MYY1 + MYYZ)]—

1 1
— MX3 M14 [(MYYl + MYY2) + (MYY4 + MYY5)M13 (MXX2 + MXX3)MY1] , (G.5)

1
R11 = M15 MX1 +

—1 1 -1
+M15 MX2M12 (MY3M11 [MXX1— (MXX5 + MXX6)(MYY1 — MYY2)] - MY1)+

1 1 1
+ M15 MX3M14 (MYY4 + MYY5)M13 [MXX1 — (MXX2 + MXX3)MY1] —

—1 ~1
- M15 MX3M14 (MYY1— MYY2), (G.6)
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-1
R12 =— M15 MX2 +

—1. 1 -1
+M15 MX2M12 (MY3MI11 [(MXX5+ MXX6)MYY3 — (MXX2 — MXX3)] + MY2)+

1 1 1
+ M15 MX3M14 (MYY4 + MYY5)M13 [(MXX2 + MXX3)MY2 — (MXX2 — MXX3)] +

—1 —1
+ M15 MX3M14 MYY3, (G.7)

1 -1 1
R13 = M15 MX2M12 MY3M11 [MXX4 — (MXX5 + MXX6)(MYY4 — MYY5)] —

-1 -1
- M15 MX2M12 MY3 +

—1 ~1 -1
+ M15 MX3M14 (MYY4 + MYY5)M13 [MXX4 — (MXX2 + MXX3)MY3] —

—1 1
- M15 MX3M14 (MYY4 — MYY5), (G.8)

1 1 1 1
R14 =— M15 MX3 + M15 MX2M12 MY3M11 (MXX5+ MXX6)MYY6 —

-1 -1 -1
— M15 MX2M12 MY3 M11 (MXX5— MXX6)+

—1 ~1 -1
+ M15 MX3 M14 [MYY6 — (MYY4 + MYY5)M13 (MXX5 — MXX6)] , (G.9)

B

—_ 1 1 -1 D —
S1=M15 SX+M15 MX2M12 (MY3M11 [(MXX5 + MXX6)SYY + SXX] + SY) +

1 1 1 J— —_— —_—
+ M15 MX3 M14 ((MYY4 + MYY5)M13 [(MXX2 + MXX3)SY + SXX] + SYY) . (G.10)
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M21 =1 — (MYY4 + MYY5)(MXX5 + MXX6), (G.11)
M2Z = [ — MX3M21  (MYY1 + MYV2) | (G.12)
M23 =1 — (MYY1 + MYY2)MX3 , (G.13)
M24 = [ — (MXX5 + MXX6)M23  (MYY4 + MYYS) (G.14)

N -1 -1
M25 =1 — MY1 M22 [MXZ + MX3 M21 (MYY4 + MYY5)(MXX2 + MXX3)]—

1 1
— MY3 M24 [(MXXZ + MXX3) + (MXX5 + MXX6)M23 (MYY1 + MYYZ)MXZ] R (G.15)

1
R21 =— M25 MY1 +

-1 -1 -1
+ M25 MY1M22 (MXB M21 [(MYY4 + MYY5)MXX1 — (MYY1 — MYY2)] + MXl) +

1 1 1
+ M25 MY3M24 (MXX5 + MXX6)M23 [(MYY1 + MYY2)MX1 — (MYY1 — MYY2)] +

—1 -1
+ M25 MY3M24 MXX1, (G.16)

1
R22 = M25 MY2 +
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—1 -1 -1
+M25 MY1M22 (MX3M21 [MYY3 — (MYY4 + MYY5)(MXX2 — MXX3)] - sz) +

—1 -1 —1
+ M25 MY3M24 (MXX5+ MXX6)M23 [MYY3 — (MYY1 + MYY2)MX2] —

1 1
— M25 MY3M24 (MXX2 - MXX3), (G.17)

—1 -1 —1 -1
R23 =— M25 MY3 + M25 MY1M22 MX3M21 (MYY4+ MYY5)MXX4 —

1 1 1
— M25 MY1M22 MX3M21 (MYY4— MYYS5)+

1 1 1
+ M25 MY3 M24 [MXX4— — (MXX5 + MXX6)M23 (MYY4 — MYYS)] , (G.18)

-1 -1 -1
R24 = M25 MY1M22 MX3M21 [MYY6 — (MYY4 + MYY5)(MXX5 — MXX6)] —

1 1
— M25 MY1M22 MX3 +

—1 -1 —1
+ M25 MY3M24 (MXX5+ MXX6)M23 [MYY6 — (MYY1 + MYY2)MX3] —

1 1
— M25 MY3M24 (MXX5-— MXX6), (G.19)

— —1— -1 -1 -1 —
S2 =M25 SY + M25 MY1M?22 (MX3 M21 [(MYY4 + MYY5)SXX + SYY] + SX)

—1 -1 -1 — —  —
+ M25 MY3 M24 ((MXXS + MXX6)M23 [(MYY1 + MYY2)SX + SYY] + SXX) . (G.20)
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APENDICE H - Definicdo das matrizes envolvidas na equacdo de matriz resposta de

primeira ordem

M31 =1 — MX3(MYY1 + MYY2) , (H.1)
M3Z =1 — MYiM31 MXZ | (H.2)
M33 =1 — MX2 MY1 , (H.3)
M34 = [ — (MYY1 + MYY2)M33 MX3 | (H.4)

S -1 -1
M35 =1 — (MXX2 + MXX3)M32 [MY3 + MY1 M31 MX3(MYY4 + MYYS)]—

1 1
— (MXX5 + MXX6)M34 [(MYY4 + MYY5) + (MYY1 + MYY2)M33 MX2 MY3] , (H.5)

1
R31 = M35 MXX1 +

-1 —1 1
+ M35 (MXX2 + MXX3)M32 MY1( M31 [MX1— MX3(MYY1— MYY2)]— 1) +

1 1 1
+ M35 (MXX5 + MXX6)M34 (MYY1+ MYY2)M33 (MX1— MX2MY1)—

1 1
— M35 (MXX5 + MXX6)M34 (MYY1 — MYY2), (H.6)
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1
R32 =— M35 (MXX2 — MXX3) +

1 1 1
+ M35 (MXX2 + MXX3)M32 [MYl M31 (MX3MYY3 — MX2) + MYZ] +

—1 -1 —1 —_—
+ M35 (MXX5 + MXX6)M34 [(MYYl + MYY2)M33 MX2(MY2 — I) + MYYB] . (H7)

1 1 -1 -1
R33 = M35 MXX4 — M35 (MXX2 + MXX3)M32 MY1M31 MX3(MYY4 — MYY5) —

-1 -1
— M35 (MXX2 + MXX3)M32 MY3 —

1 1 1
— M35 (MXX5+ MXX6)M34 (MYY1+ MYY2)M33 MX2MY3 —

—1 -1
— M35 (MXX5 + MXX6)M34 (MYY4 — MYY5), (H.8)

1
R34 =— M35 (MXX5 — MXX6) +

-1 -1 -1
+ M35 (MXX2 + MXX3)M32 MY1M31 MX3(MYY6 — I)+

-1 -1 -1
+ M35 (MXX5+ MXX6)M34 [MYY6 — (MYY1 + MYY2)M33 MXB] , (H.9)

— 1 1 1 1 — —
§S3=M35 SXX + M35 (MXX2+ MXX3)M32 [MYl M31 (MX3SYY + SX) + SY] +

1 1 1 [— J— —_—
+ M35 (MXX5 + MXX6)M34 [(MYYl + MYY2)M33 (MX2SY + SX) + SYY] , (H.10)
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M41 =1 — MY3(MXX2 + MXX3) , (H.11)
MaZ = | — MX2 M&l MYV1 . (H.12)
M43 = | — MY1 MX2 , (H.13)
Ma4 = [ — (MXXZ + MXX3)M43 MY3 | (H.14)

N -1 -1
M45 =1 — (MYY1 + MYY2)M42 [MXB + MX2 M41 MY3(MXX5 + MXX6)]—

1 1
— (MYY4 + MYY5)M44 [(MXXS + MXX6) + (MXX2 + MXX3)M43 MY1 MXB] R (H.15)

1
R41 =— M45 (MYY1 — MYY2) +

-1 -1 -1
+ M45 (MYY1 + MYY2)MA42 [MXZ M41 (MY3 MXX1-— MY1)+ MXl] +

1 1 1 —_—
+ M45 (MYY4 + MYY5)M44 [(MXXZ + MXX3)M43 MY1(MX1 - D)+ MXXl] ., (H.16)

1
R42 = M45 MYY3 +

—1 —1 -1
+ M45 (MYY1 + MYY2)M42 MX2(M41 [MY2 — MY3(MXX2 — MXX3)] — 1) +
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—1 —1 —1
+ M45 (MYY4 + MYY5)M44 (MXX2 + MXX3)M43 (MY2 — MY1 MX2) —

1 1
— M45 (MYY4 + MYY5)M44 (MXX2 — MXX3), (H.17)

-1
R43 =— M45 (MYY4 — MYY5) +

1 -1 1
+ M45 (MYY1 + MYY2)M42 MX2M41 MY3(MXX4— 1)+

1 1 1.
+ M45 (MYY4 + MYY5)M44 [MXX4 — (MXX2 + MXX3)M43 MY3] , (H.18)

—1 —1 -1 —1
R44 = M45 MYY6 — M45 (MYY1 + MYY2)M42 MX2 M41 MY3(MXX5 — MXX6) —

1 -1
— M45 (MYY1 + MYY2)M42 MX3 —

1 1 1
— M45 (MYY4 + MYY5)M44 (MXX2 + MXX3)M43 MY1MX3 —

-1 -1
— M45 (MYY4 + MYY5)M44 (MXX5 — MXX6), (H.19)

—_— 1 1 1 1 —_ J—
S4 = M45 SYY + M45 (MYY1 + MYY2)M42 [sz M41 (MY3SXX + SY) + SX] +

1 1 1 [— J— —_—
+ M45 (MYY4 + MYY5)M44 [(MXXZ + MXX3)M43 (MY1SX + SY) + SXX] . (H.20)





