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RESUMO

LUGAOQ, Bruno Carlos. Modelagem computacional e estimativa de cargas poluentes
pontuais despejadas das margens de cursos fluviais. 2022. 135 f. Tese (Doutorado em
Modelagem Computacional) — Instituto Politécnico, Universidade do Estado do Rio de
Janeiro, Nova Friburgo, 2022.

O progresso econdmico e o crescimento urbano sem planejamento, ha muito tempo
vem contribuindo para a deterioragao dos recursos hidricos, tanto no aspecto quantitativo,
quanto no aspecto qualitativo. Nesse contexto, surge o objeto de estudo deste trabalho,
que visa identificar e quantificar o aporte de cargas poluentes pontuais, mediante um
problema inverso, despejadas nas margens de cursos fluviais sem que necessariamente
tenha-se conhecimento da sua forma funcional. A modelagem matematica desse fen6meno
foi realizada por meio da equacgdo da adveccao-dispersao bidimensional, assumindo um
perfil de velocidade parabdlico, resolvida a partir do método de diferencas finitas empre-
gando o esquema FTCS (Foward Time Centred Space). A formulagao do problema inverso
envolveu tanto a estimativa de pardmetros, como um problema de otimizagao (cenario A),
quanto a estimativa de fungoes, como um problema de inferéncia estatistica (cenario B).
A primeira abordagem buscou recuperar cargas constantes, incluindo o ponto de derra-
mamento, empregando o algoritmo de Evolugao Diferencial ( Differential Evolution - DE).
J& a segunda abordagem envolveu a identificagdo de cargas transientes, considerando di-
ferentes configuragoes de langamento, segundo o método de Monte Carlo com Cadeias
de Markov (Monte Carlo Markov Chain - MCMC). Desenvolveu-se também um pacote
computacional, implementado em linguagem Python, chamado ipsimpy (Inverse Problem
Simple Modeling), que se apresenta como uma ferramenta capaz de centralizar a ana-
lise inversa, cuja aplicagao pode estender-se naturalmente a outras areas. Pretendendo
aproximar os casos idealizados de situagoes reais, procedeu-se uma etapa preliminar de
calibracao, envolvendo um experimento real, referente ao langamento instantaneo de um
tracador salino, com intuito de caracterizar os parametros dispersivos e advectivos da
equacao do transporte. Nas simulagoes do cenario A, compreendendo cargas constantes,
os coeficientes foram estimados adequadamente e as concentracoes calculadas apresenta-
ram boa aderéncia aos dados sintéticos, com erros relativos para a massa do poluente
menores que 2%. Quanto a estimativa das cargas transientes, alusivas ao cendrio B, o
MCMUC recuperou satisfatoriamente as funcoes de interesse, mesmo as descontinuas, com
erros relativos da norma L, abaixo de 7%.

Palavras-chave: Problema inverso. Cargas poluentes. Diferencas finitas. Ipsimpy.



ABSTRACT

LUGAOQ, Bruno Carlos. Computational modeling and estimation of point pollutant loads
released on the margins of fluvial courses. 2022. 135 f. Tese (Doutorado em Modelagem
Computacional) — Instituto Politécnico, Universidade do Estado do Rio de Janeiro,
Nova Friburgo, 2022.

Economic progress and unplanned urban growth have long contributed to the de-
terioration of water resources, both quantitatively and qualitatively. In this context, the
object of study of this work arises, which aims to identify and quantify the contribution
of a point-source pollutant loads, through an inverse problem, released on the margins of
fluvial courses without necessarily having knowledge of its functional form. The mathema-
tical modeling of this phenomenon was performed using the two-dimensional advection-
dispersion equation, assuming a parabolic velocity profile, solved by the finite difference
method using the FTCS (Forward Time Centered Space) scheme. The formulation of the
inverse problem involved both parameter estimation, as an optimization problem (scena-
rio A), and function estimation, as a statistical inference problem (scenario B). The first
approach sought to recover constant loads, including the spill point, using the Differential
Evolution (DE) algorithm. The second approach involved the identification of transient
loads, considering different launch configurations, according to the Monte Carlo Markov
Chain (MCMC) method. A computational package was also developed, implemented in
Python language, called ipsimpy (Inverse Problem Simple Modeling), which presents it-
self as a tool capable of centralizing the inverse analysis, whose application can naturally
extend to other areas. Aiming to bring the idealized cases closer to real situations, a
preliminary calibration step was carried out, involving a real experiment, referring to the
instantaneous release of a saline tracer, in order to characterize the dispersive and advec-
tive parameters of the transport equation. In scenario A simulations, comprising constant
loads, the coefficients were properly estimated and the calculated concentrations showed
good adherence to the synthetic data, with relative errors for the pollutant mass smaller
than 2%. As for the estimation of transient loads, alluding to scenario B, the MCMC sa-
tisfactorily recovered the functions of interest, even the discontinuous ones, with relative
errors of the Ly norm below 7%.

Keywords: Inverse problem. Pollutant loads. Finite differences. Ipsimpy.
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INTRODUCAO

A 4gua é tao importante para o homem que, desde a Antiguidade, as grandes civili-
zagoes se desenvolveram as margens dos rios. Desses povos destacam-se os egipcios que se
estabeleceram proximos ao rio Nilo e os povos da Mesopotamia que se dispuseram entre
os rios Tigre e Eufrates (BITTENCOURT; PAULA, 2014). Consequentemente, os cur-
sos d’agua influenciaram, nao apenas no surgimento das primeiras cidades, mas serviram
também como um elemento catalisador na formacao da sociedade contemporanea.

Dentre os recursos naturais a dgua possui um papel de destaque devido a sua re-
levancia para a vida no planeta. A disponibilidade hidrica é um componente bésico, nao
apenas para a garantia do bem-estar e da saiide humana, como também, para o funciona-
mento sustentavel tanto dos ecossistemas aquaticos quanto dos terrestres. A humanidade,
durante milénios, considerou a dgua como um bem infinito e em regides de aparente
abundancia ela era tida como inesgotavel (SCHNEIDER, 2017; BRAGA et al., 2005).

O relatério técnico do Departamento de Assuntos Economicos e Sociais da Organi-
zacao das Nagoes Unidas (ONU, 2019), prevé que, até 2050, a populagdo mundial atinja
aproximadamente 9,7 bilhoes de pessoas no planeta. Esse nimero alarmante indica um
aumento de 70% no fornecimento de alimentos, o que provocard uma demanda hidrica
adicional de 19% para o setor agricola. Certamente, educagao de qualidade, satude, trans-
porte e saneamento continuarao sendo desafios a vencer, mas a producao de alimentos,
moradia, geragdo de energia e dgua serdo obsticulos ainda maiores (BITTENCOURT;
PAULA, 2014; OLIVEIRA, 2013).

Dentro dessa perspectiva de crescimento, cabe questionar até quando os recursos
naturais serao suficientes para atender as necessidades da humanidade. Mesmo com a
intensa demanda, o volume de agua doce na superficie terrestre se mantém relativamente
fixo. Isso faz com que certas regioes do mundo ja enfrentem situagoes de escassez, onde
o montante disponivel ndo supre as necessidades bésicas (BRAGA et al., 2005; COLLIS-
CHONN; DORNELLES, 2013).

No cenario brasileiro, a dgua é empregada principalmente para irrigacao, abasteci-
mento humano e animal, indtustria, geragao de energia, mineracao, aquicultura, navegacao,
recreacao e lazer. De acordo com a Tabela 1, devido a vocacao agraria do pais, 50% da
quantidade retirada é destinada a irrigacdo. Apesar do abastecimento urbano responder
por 25% do volume total em 2020, ele ocorre de forma concentrada nas zonas mais ur-
banizadas, o que acarreta uma crescente pressiao sobre os sistemas de captacao (ANA,
2021).

Grande parte das atividades humanas apresentam potencial de gerar residuos pas-
siveis de causar poluicdo ambiental. O termo poluicdo, especificamente em relacdo as

aguas, pode ser definido como as alteracoes nas caracteristicas fisicas, quimicas e biologi-
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Tabela 1 - Usos da 4gua no Brasil em 2020.

Uso Porcentagem

Irrigacao 50%
Industria 9%
Abastecimento

Urbano 25%

Rural 2%
Dessedentacao Animal 8%
Termoelétrico 5%
Mineracao 2%

Fonte: Adaptado de ANA, 2021.

cas decorrentes da utilizacao antrépica. Ela pode ter efeitos de carater localizado, regional
ou global, sendo os locais e regionais mais conhecidos e observaveis visto que, geralmente,
ocorrem em regioes de elevada densidade populacional (TUCCI, 2014).

A identificacdo da fonte é inevitavel, caso seja necessario recuperar as areas con-
taminadas. Esse é um procedimento complexo, pois exige uma analise aprofundada sobre
as suas causas e consequéncias, além da definicao das melhores medidas para restaurar
as zonas degradadas. Em muitos casos, o reconhecimento dos responsaveis ou mesmo a
quantificacao dos despejos é prejudicada pela escassez de informagdes. O conhecimento
da massa da substancia inserida e do histérico de lancamento, incluindo a concentracao
e duracao do derramamento, sao informagcoes usualmente requeridas nos processos de re-
mediagdo (ATMADJA; BAGTZOGLOU, 2001; YEH; LIN; CHEN, 2016). Desse modo,
o desenvolvimento de metodologias aptas a auxiliar os 6rgaos de gestao na avaliacao de

riscos e no planejamento de agoes protetivas ao meio ambiente tornam-se relevantes.

Estimativa de Fontes de Contaminantes em Corpos Hidricos

Trabalhos relacionados a identificacao de fontes poluidoras em recursos hidricos
datam dos ultimos 30 anos e constituem-se como um problema desafiador, segundo Amiri,
Mazaheri e Samani (2019). Esse desafio veio a ser o objeto de pesquisa desta tese, onde a
estimativa dos parametros de interesse, sejam da fonte ou do curso fluvial, sera realizada
por meio da formulacao e solugdo de um problema inverso. Com o intuito de obter a
dimensao do estado da arte sobre o tema, a seguir, serd apresentada uma breve revisao
de literatura. Manteve-se o foco no levantamento de trabalhos que recobram, tanto a
localizacao, quanto as propriedades do agente poluidor, seja ele constante ou apresentando
variagoes temporais.

Amiri, Mazaheri e Samani (2019) desenvolveram uma metodologia que visa recu-
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perar o historico de langamento de multiplas fontes de contaminantes em rios. Através do
método da fungao de Green é possivel transformar o processo em um sistema de equagoes
algébricas lineares, sendo a técnica de regularizacao de Tikhonov empregada no trata-
mento da caracteristica mal posta do problema inverso. Os resultados foram validados
por meio de trés casos teste, um unidimensional e dois bidimensionais, com condic¢oes
hidraulicas reais e considerando cenarios hipotéticos.

An et al. (2021) apregaram metamodelagem para reduzir o custo computacional
despendido pelo método de Monte Carlo com Cadeias de Markov e propoe uma nova
metodologia para controlar o tamanho do passo da densidade de transi¢do que inclui a
sensibilidade dos pardmetros. Os resultados encontrados apresentam melhor convergéncia
e robustez se comparados com algoritmo de Metropolis-Hastings classico.

Barajas-Solano et al. (2019) utilizaram a equagao do transporte, assumindo um
termo de reacio néo linear. E empregado o método de Monte Carlo Hibrido Generalizado
(Generalized Hybrid Monte Carlo - gHMC) com o intuito de reconstruir o histérico de
lancamento. As simulagdes numéricas realizadas demonstram a aplicabilidade do proce-
dimento proposto e, segundo os autores, tem potencial de aplicacdo em cenarios mais
complexos, incluindo meios multidimensionais heterogéneos com condicoes de contorno
nao periédicas.

El Badia, Ha-Duong e Hamdi (2005) demonstraram a possibilidade de reaver o
historico do lancamento sem fazer uso de métodos iterativos. Para isso sdo necessarios
dois conjuntos de dados experimentais, um a montante e outro a jusante da fonte. Na
determinacao do local do aporte é utilizada a féormula de Green, enquanto que, para
estimativa da variacao temporal do derramamento, pode-se escolher entre resolver um
sistema linear ou determinar os coeficientes de uma série de Fourier.

Chang, Lu e Wang (2021) combinaram o Evolugao Diferencial com o Monte Carlo
com Cadeias de Markov na identificagao de fontes contaminantes em aguas subterraneas.
Os autores ressaltam a importancia de uma boa escolha para o ponto inicial, visando
melhorar a eficiéncia do MCMC. Eles consideram casos hipotéticos com diferentes niveis
de complexidade, sendo a metodologia proposta capaz de identificar os parametros de
interesse em todos eles.

Faria et al. (2020) realizam tanto a estimativa offline, utilizando o Simulated An-
neling (SA), quanto estimativas online, usando Filtro de Particulas, na recuperacao do
coeficiente de dispersao longitudinal, velocidade, massa liberada e distancia da fonte polui-
dora. A segunda abordagem se mostra interessante por proporcionar um modo de realizar
a identificagdo dos parametros em tempo real, podendo ser uma ferramenta ttil nos pro-
gramas de monitoramento que requerem maiores niveis de controle.

Ghane, Mazaheri e Samani (2016) empregaram o método de probabilidade atra-
sada (Backward Probability Method - BPM) objetivando recobrar despejos em dguas su-

perficiais. Para isso, empregam o método de volumes finitos na resolucao da equacao de
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transporte unidimensional acoplada com as equagoes de Saint-Vennant. O procedimento
proposto se mostrou capaz de constatar a localizacao da fonte e o tempo de lancamento
acuradamente, obtendo-se um erro maximo em torno de 10%.

Gurarslan e Karahan (2015) empregaram um modelo de simulagdo numérica para
o fluxo e transporte de contaminantes em aguas subterraneas, por meio dos softwares
MODFLOW e MT3DMS. Empregando uma formulagao implicita os autores assumem
desconhecidos o niimero de derramamentos e os coeficientes da fonte, sendo o problema
inverso ¢ resolvido como um problema de otimizacao. As simulacoes realizadas apresentam
resultados com erros normalizados menores que outros trabalhos presentes na literatura
que analisam o mesmo aporte.

Hamdi (2017) estudou a identificagdo de multiplas fontes com variagao temporal
num dominio 2D. O procedimento de detec¢ao desenvolvido varre o trecho monitorado, de
modo a verificar a ocorréncia de lancamentos suspeitos. Apos essa localizacdo, o processo
de recuperacao é realizado por meio de uma féormula de recursao, obtida a partir de um
problema de deconvolucao.

Hazart et al. (2014) propuseram uma técnica de regulariza¢do a ser inserida na
abordagem bayesiana. Sua principal vantagem, em relagao aos outros métodos de regula-
rizagdo, se da pela incorporacao natural de mais informagoes a priori. A validagao dessa
metodologia ¢é realizada através da andlise de algumas simulagoes, que compreendem di-
ferentes emissoes. Os resultados mantiveram-se satisfatérios, mesmo nos casos onde uma
pequena quantidade de medidas estava disponivel.

Jing et al. (2020) modelaram um acidente ambiental e estimam a quantidade de
massa de contaminante inserida no corpo hidrico. Empregam a equacao da advecgao-
dispersao unidimensional, considerando fontes instantaneas ou com duragao finita, baseando-
se no método das equacoes adjuntas. Os parametros encontrados apresentaram médias
dos erros relativos para a massa menores que 10% nos casos hipotéticos, e menores que
13% para os casos reais.

Li et al. (2016) estudaram a identificagao de despejos em rios mediante um metamo-
delo assumindo variagoes espaciais e temporais. Eles propdem uma nova funcao objetivo
que leva em conta além dos residuos, a equacao governante, as condigoes de contorno e a
condic¢ao inicial do problema. Sao avaliadas trés fungoes de base radial distintas e os resul-
tados numéricos indicam a robustez, estabilidade e eficiéncia desta técnica na identificagao
de fontes.

Li et al. (2020) desenvolveram um modelo substituto que combina o Eztreme Ma-
chining Learning (ELM) com o Particle Swarm Optimization (PSO). Nesse processo, os
pesos das camadas ocultas sdo calculados por um problema de otimizagao, de modo dife-
rente da abordagem tradicional, onde eles sao determinados randomicamente. Realizou-se
uma comparacao do PSO-ELM com outras metodologias, sendo ele capaz de alcancar

boas aproximagoes em menor tempo.
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Mahinthakumar e Sayeed (2006) investigaram alguns métodos de otimizagao hibri-
dos, baseados na combinagao do algoritmo genético ( Genetic Algorithm - GA) com técni-
cas de busca local. Os autores recuperam fontes em aguas subterraneas considerando um
modelo tridimensional heterogéneo. Devido ao elevado custo computacional, foi utilizada
computacao paralela na solu¢do do problema direto. Em todas as simulagoes realizadas
os métodos hibridos encontraram estimativas superiores as abordagens tradicionais.

Masanja e Abonyo (2020) determinaram a localizagao e o histérico de langamento
de empregando modelos bidimensionais de transporte. Para tanto, fazem uso de um pro-
blema adjunto obtido por meio da funcao de Green. Visando manter a estabilidade, os
autores utilizam a regularizacao de Tikhonov para a solugao de um sistema linear, cujas
incognitas sdo os valores da intensidade da fonte. A metodologia apresentada nao se ba-
seia em processos iterativos e os resultados numéricos encontrados mostram a acuracia do
procedimento de identificacdo desenvolvido.

Mazaheri, Mohammad e Samani (2015) determinaram a intensidade e a variacao
temporal de fontes contaminantes pontuais. A abordagem inversa é baseada na equacao
integral, obtida pela aplicacao da funcao de Green, no modelo de transporte unidimen-
sional. Essa técnica leva a um sistema de equacoes algébricas lineares sobredeterminado,
a ser resolvido por meio da regularizacdo de Tikhonov. Os autores observam que, para
multiplos derramamentos, se faz necessario pontos de monitoramento a jusante de cada
um, caso seja necessario identificar todos os despejos.

Wang et al. (2018) apresentaram uma nova abordagem para identificagdo de fon-
tes de poluentes, que baseia-se na combinagao do Backward Probability Method com um
modelo de regressao linear, sendo este resolvido como um problema de otimizagao com au-
xilio do método de Evolugao Diferencial. As simulagoes realizadas encontraram resultados
muito similares aos obtidos pelo DE e ao MCMC, porém com um custo computacional
menor.

Wang et al. (2019) acoplaram o Ensemble Kalman Filter (EnKF) ao Backward
Location Method (BLM) visando aprimorar a estimativa da localizagao de fontes poluentes
em rios. Essa abordagem permite a identificacao online de derramamentos, com um melhor
custo computacional em relagdo ao método de Kalman tradicional. O EnKF se mostrou
efetivo nos casos compreendendo tanto dados reais e quanto dados sintéticos, obtendo
baixos erros relativos para os parametros recuperados.

Wu et al. (2020) utilizaram o Differential Evolution Adaptive Metropolis (DREAM)
na identificacdo de contaminantes em aguas superficiais. Esse é um método multicadeias
que combina modelos de alta e baixa fidelidade para reduzir o tempo despendido na
solugdo do problema inverso. O passo e a dire¢ao da busca sao ajustados adaptativamente
durante o processo de pesquisa, possibilitando, assim, que varias regides da posteriori
sejam efetivamente pesquisadas.

Yang et al. (2021) combinaram o PSO, 0o DE e 0o MCMC. O algoritmo de Metropolis-
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Hastings é adaptado para calcular a velocidade dos estados candidatos e atualizar suas
posi¢oes, para depois proceder ao processo de mutagdao e cruzamento. A média dos er-
ros absolutos, dos erros relativos e do desvio padrao sao menores se comparados com 0s
encontrados por cada uma das metodologias usadas de modo separado.

Yeh, Lin e Chen (2016) reconstruiram o histérico de derramamento de poluentes
em aguas subterraneas, assumindo sua localizacdo conhecida. Sao modelados aquiferos
com diferentes configuracoes para fontes pontuais, superficiais e volumétricas, compreen-
dendo langamentos instantaneos, continuos e intermitentes. O problema inverso ¢ formu-
lado implicitamente, sendo empregado o Simulated Annealing na minimizacao da fungao
objetivo. Os resultados mostram que altos valores do coeficiente de dispersao em conjunto
com grandes distancias dos pontos de monitoramento resultam em baixas concentracoes
0 que, consequentemente, leva a estimativas pouco acuradas.

Zeng et al. (2012) aplicaram o Delayed Rejection Adaptive Metropolis (DRAM) em
conjunto com um modelo substituto para resolver o problema de identificacdo de fonte.
Utilizou-se o modelo substituto polinomial no computo da fungdo de verossimilhanca,
com o intuito de reduzir o esforco computacional presente na simulagao inversa. A apli-
cabilidade do método proposto depende do niimero de variaveis a serem estimadas e da
presenca de nao linearidades, que determinam a dimensao e niveis da interpolacado a serem
utilizados.

Zhang e Huang (2017) recuperaram fontes de contaminantes em rios através da
técnica de estimacao sequencial Ensemble Kalman Filter. Os autores utilizam o método
de diferencas finitas e validam suas simulagoes por meio de seis experimentos com tra-
cadores, sob diferentes condi¢oes de escoamento. Os resultados obtidos evidenciam que
a abordagem proposta foi capaz de reaver o histérico de langamento, com erros médios
relativos menores que 10% em todos os cendrios analisados.

Zhang et al. (2020) desenvolveram uma abordagem inversa baseada no uso de
modelos substitutos e na teoria bayesiana. Esta metodologia explicitamente quantifica e
gradualmente reduz o erro de aproximacao, evitando, assim, estimativas viesadas. Sao
propostas duas estratégias, a primeira considera os hiperparametros como variaveis ale-
atorias, e a segunda emprega outro metamodelo para corrigir os desvios do primeiro. Os
resultados se mostraram satisfatorios e indicaram a presenca de estimativas tendenciosas
nos casos onde os erros da metamodelagem nao foram devidamente considerados.

Zhao et al. (2020) estimaram o fluxo de contaminante em dguas subterraneas em-
pregando o modelo substituto Kernel Extreme Learning Machine (KELM). Formulou-se
o problema inverso como um problema de otimizagao, comparando-se as implementacoes
classicas do algoritmo genético e do PSO com suas versoes quanticas. Os resultados obti-
dos mostram que as quatro heuristicas ndo somente apresentaram uma alta acuracia, mas
custos computacionais reduzidos. Cabe ressaltar que as abordagens quanticas obtiveram

erros relativos menores em todas as simulagoes realizadas.
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Zhu, Chen e Asif (2021) compararam o Monte Carlo com Cadeias de Markov
com o algoritmo genético na estimativa de fontes poluentes. Ambos os métodos foram
capazes de recuperar a quantidade de massa, o tempo de liberagao e a posicao do despejo
para eventos de derramamento reais e hipotéticos. O MCMC obteve resultados com erros
relativos menores que 0,02% enquanto que o GA manteve o mesmo erro entre 2% e 7%.

Segundo Amiri, Mazaheri e Samani (2019), a literatura sobre identificacdo do
aporte de contaminantes em aguas superficiais apresenta um menor nimero de traba-
lhos se comparados aos que fazem referéncia as aguas subterraneas. Ainda segundo esses
autores, isso se deve possivelmente a forte adveccao presente nos rios, que transporta os
poluentes rapidamente, ocasionando maiores instabilidades numéricas. Verificou-se tam-
bém uma escassez de estudos acerca da estimativa da ocorréncia desses aportes nas mar-
gens dos cursos fluviais, seja para fontes simples ou multiplas, mesmo este sendo um dos
cenarios mais comuns nos centros urbanos.

Destaca-se um ponto chave nas pesquisas de El Badia, Ha-Duong e Hamdi (2005),
Mazaheri, Mohammad e Samani (2015) e Wang et al. (2018), que recai sobre a possibili-
dade de recuperar a localizacao de multiplos despejos com uma disposicao adequada dos
locais de amostragem experimental. Esses autores verificam a nao-unicidade no problema
de identificacao, caso existam dois langamentos com somente um ponto de monitoramento.
Nao foram encontrados na literatura trabalhos que analisem a unicidade da solucao para
varios despejos modelados como uma condi¢ao de contorno.

Por outro lado, uma quantidade significativa de artigos buscam meios alternativos
capazes de reduzir custo computacional da solugao do problema direto. A metamodela-
gem tem-se apresentado como uma opcao interessante em virtude da sua capacidade de
simular diferentes fen6menos em dominios multidimensionais. Essa diminui¢ao possibilita
o processo de estimativa nos casos onde o fator tempo constitui-se como um elemento
proibitivo.

Apesar de modelos unidimensionais serem amplamente empregados nas simulacoes
envolvendo a dispersao de contaminantes em rios, sua aplicabilidade apresenta uma limi-
tagdo quanto ao seu escopo de utilizacao. Eles devem respeitar uma distancia minima do
ponto de inser¢ao, visando garantir a completa homogeneizacao da substancia ao longo
da direcao transversal ao escoamento. Desse modo, dependendo do problema abordado,
se faz necessario o uso de equagoes com dimensoes mais elevadas.

Por fim, muitos autores voltam-se para a estimativa de parametros e nao para a es-
timativa de fungdes como observado por Moghaddam, Mazaheri e Samani (2021). Mesmo
aqueles que buscam recuperar informacoes da fonte comumente consideram a curva que
representa o histérico de langamento conhecida a priori, e assim, acabam determinando

durante a andlise inversa somente seus coeficientes.
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Objetivos

Dentro desse contexto, surge o objetivo desta tese, que é propor um problema
inverso para identificacdo de fontes poluentes pontuais, englobando aportes simples ou
multiplos, com ou sem variacdo temporal, despejados nas margens de corpos hidricos
superficiais. A originalidade do presente trabalho reside na analise da nao-unicidade dos
derramamentos multiplos, além da estimativa de cargas transientes sem necessariamente
o conhecimento da sua forma funcional.

Tendo em vista a contribuicao apontada, que compreende o objetivo geral, o pre-

sente estudo foi dividido de acordo com os seguintes objetivos especificos:

a) Modelar o fenémeno de dispersao de contaminantes caracterizados por despejos nas

margens, para fontes simples ou multiplas com e sem variacao temporal;

b) Resolver o problema direto pelo método de diferengas finitas explicito mediante o

esquema FTCS em dominio bidimensional horizontal;

c¢) Desenvolver o pacote ipsimpy (Inverse Problem Simple Modeling) e aplicé-lo como

instrumento capaz de realizar todas as etapas necessarias a analise inversa;

d) Utilizar o experimento realizado por Souza (2009) de modo a calibrar os coeficientes
da equacao de adveccao-dispersao, visando tornar as simulagoes idealizadas mais

préoximas de circunstancias reais;

e) Estimar cargas poluentes empregando a abordagem de maxima verossimilhanga (es-
timativa de pardmetros) e bayesiana (estimativa de fungdes), considerando um tnico

ponto de monitoramento.

Todos os codigos elaborados foram implementados em linguagem Python versao
3.7, com excecao da solucao do problema direto, cuja construgao se deu em Fortran
90, para posteriormente ser convertida em um moédulo Python, através da rotina f2py.
Esse procedimento foi realizado com o intuito de diminuir o elevado custo computacional
presente no processo de estimativa dos parametros de interesse.

Convém destacar que o ipsimpy, apesar de ser idealizado originalmente para aten-
der aos propoésitos desse trabalho, se traduz numa ferramenta centralizadora dos processos
presentes na analise inversa. Consequentemente, sua utilizacao pode ser estendida a outras
aplicacoes, assim como ocorre com o pacote GRIPP (General Inverse Problem Modeling)
de autoria de Silva Neto e Lugon (2019).
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Organizacao do Trabalho

No capitulo 1 tem-se uma analise da inter-relacao entre a modelagem matematica
e a gestao ambiental. Para isso, serao mencionadas as principais leis protetivas referentes
aos meios aquaticos e a tendéncia atual de desenvolvimento sustentavel frente a escassez
de recursos hidricos. Além disso, expoem-se os conceitos fundamentais necessarios ao
entendimento do fendmeno de dispersao de contaminantes em rios.

No capitulo 2 serda apresentada a aplicacdo do método de diferencas finitas na
solugdo do problema direto. Discute-se também as potencialidades e limitagoes dessa
metodologia seguida de uma analise de estabilidade, consisténcia e convergéncia para o
esquema de discretizacao empregado.

No capitulo 3 fundamenta-se a teoria de problemas inversos formulados como um
problema de otimizacao, para estimativa de parametros, e como um problema de inferéncia
estatistica, para a estimativa de fungoes.

No capitulo 4 o foco volta-se ao pacote ipsimpy, sendo descritas suas principais
caracteristicas e funcionalidades. Também faz-se referéncia a linguagem Python como
uma alternativa vidvel aos requisitos cada vez mais exigentes da computacao cientifica.

No capitulo 5 sao apresentados os resultados obtidos para o problema de identi-
ficacao de fontes, considerando diferentes tipos de lancamento, empregando o Evolucao
Diferencial e o Monte Carlo com Cadeias de Markov, segundo o algoritmo de Metropolis-
Hastings.

Por fim, sao expressas as principais conclusdes além dos trabalhos futuros que

podem ser desenvolvidos.
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1 GESTAO AMBIENTAL E MODELAGEM MATEMATICA

1.1 Processo de Gestao

Sabe-se que, apesar dos recursos naturais serem limitados, sua utilizacao é fun-
damental em diversas atividades humanas. Dessa maneira, torna-se imprescindivel que
seu processo de obtencao realize-se de forma consciente e racional, visando alcangar um
equilibrio entre a sociedade e o meio ambiente.

Esse equilibrio foi proposto em 1987 pela Comissao Mundial das Nagoes Unidas so-
bre o Ambiente e Desenvolvimento, mediante a ideia de desenvolvimento sustentavel. Esse
conceito foi definido como o atendimento das necessidades das geracoes atuais, sem com-
prometer as possibilidades das geragoes futuras também terem atendidas as suas (MIHEL-
CIC; ZIMMERMAN, 2015). Assim, pensar de modo sustentavel significa administrar os
recursos existentes, controlando suas taxas de extracao, além de buscar alternativas mais
acessiveis e menos poluentes.

Os recursos hidricos possuem uma caracteristica especial, se comparados aos ou-
tros bens naturais, por estarem presentes nas mais variadas atividades humanas, como
ilustrado na Figura 1. Essa versatilidade é importante nao apenas do ponto de vista
economico mas também do ponto de vista do abastecimento, em funcao da gradativa
escassez da oferta diante da demanda sempre crescente. Consequentemente, é esperado o

surgimento de conflitos decorrentes dessa pluralidade de usos, que podem ser classificadas
quanto (BRAGA et al., 2005; TUCCI, 2014):

e Destinacao de uso: ocorre quando a agua é empregada para fins diferentes daque-

les estabelecidos por decisoes politicas, fundamentadas ou ndo em anseios sociais.
e Disponibilidade qualitativa: situacao tipica encontrada em rios poluidos.

e Disponibilidade quantitativa: Decorrente do esgotamento da disponibilidade de-

vido ao uso intensivo.

Além dos possiveis conflitos, grande parte destas destinacoes apresentam poten-
cial para alterar negativamente a qualidade das aguas. Silvicultura, pecudria, agricultura,
mineracdo, obras de infraestrutura, construgdes urbanas e industriais sao apenas alguns
exemplos. Como tais empreendimentos sao também necessarios para a sociedade é impor-
tante o desenvolvimento de procedimentos adequados de gestao, visando a mediacao da
relagio existente entre o homem e a natureza (BERTE, 2013).

Segundo Tucci (2014), a gestao dos recursos hidricos é uma atividade analitica que
envolve criatividade para a formulacao de principios e diretrizes, o preparo de documentos

normativos, a estruturacao de sistemas gerenciais e a tomada de decisoes que tém por
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Figura 1 - Usos da agua.

Preservagao Geragdo Agricultura
Histdrica Energia
Abastecimento Reservas
Rural Bioldgicas
~ Usos Multiplos
Navegaca < . >
vegacao da Agua Lazer
Tratamento Dessedentacdo
Esgoto Animal
Abastecimento Fins . ~
. . Mineracao
Urbano Industriais ¢

Fonte: O autor, 2022.

objetivo promover seu inventario, uso, controle e prote¢ao. Dessa maneira, o gerenciamento
das adguas busca nao apenas a resolu¢ao de conflitos, mas sim, fundamentar um equilibrio
socioambiental considerando todas as complexidades inerentes.

Dentre as varias ferramentas de gestdao, o monitoramento da qualidade é uma
das principais formas de sustentacdo de uma politica de planejamento e administragao.
Ele funciona como um sensor que é orientado pelo acompanhamento dos efeitos sobre as
caracteristicas da agua, sejam elas qualitativas ou quantitativas, com o intuito de subsidiar

as agoes de controle.

1.2 Aspectos Legais

Para Braga et al. (2005), mesmo com o conhecimento dos efeitos negativos de-
correntes de um modelo de desenvolvimento econémico desvinculado do meio ambiente,
ainda hoje, se faz necessario utilizar mecanismos, muitas vezes coercivos, na tentativa de
harmonizar as relagoes entre o homem e a natureza.

Por ser a poluigao ambiental uma nova area do conhecimento, que se intensificou
cientificamente somente em meados do século XX, as diretrizes legais relacionadas ao
meio ambiente s6 puderam ser estabelecidas posteriormente. Desde entao diversas leis

tém sido votadas e aprimoradas além de institui¢coes de controle criadas e reestruturadas.
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Seu principal objetivo é regulamentar as atividades humanas, com o intuito de evitar ou
minimizar impactos ambientais que tenham consequéncias indesejaveis nao apenas para a
natureza, mas para a humanidade e respectivos bens materiais e/ou patrimoénios culturais
(ROCHA; ROSA; CARDOSO, 2009).

No Brasil a introdugao da matéria ambiental na Constitui¢cao ¢ um marco historico
importante, ja que as Cartas Magnas anteriores a de 1988 nao se preocupavam com a
prote¢ao ao meio ambiente de maneira especifica ou global (BRAGA et al., 2005).

O Sistema Nacional de Gerenciamento de Recursos Hidricos (SINGREH) e a Poli-
tica Nacional de Recursos Hidricos (PNRH) foram instituidas pela lei N® 9.433/97, tam-
bém conhecida como lei das aguas, que define no seu Artigo 1° os seguintes fundamentos:
i) a dgua é um bem de dominio publico; ii) a dgua é um recurso natural limitado, dotado
de valor econdmico; iii) em situagoes de escassez, o uso prioritario dos recursos hidricos
é o consumo humano e a dessedentacao de animais, iv) a gestdo dos recursos hidricos
deve sempre proporcionar o uso multiplo das dguas; v) a bacia hidrografica é a unidade
territorial para implementagao da Politica Nacional de Recursos Hidricos e atuacao do
Sistema Nacional de Gerenciamento de Recursos Hidricos; vi) a gestao dos recursos hidri-
cos deve ser descentralizada e contar com a participacao do Poder Publico, dos usuarios
e das comunidades (BRASIL, 1997).

A lei N© 9433/97 tem ainda no enquadramento dos corpos de dgua em classes,
segundo os usos preponderantes, um dos seus instrumentos mais importantes. Esse en-
quadramento veio posteriormente pela resolugago CONAMA N¢ 357/2005, que classifica
as aguas superficiais em doces, salobras e salinas, além de estabelecer os usos previstos
para cada uma. Estas classes estao divididas hierarquicamente indo da classe especial, que
compreende as aguas mais limpas, até a classe quatro que engloba os usos menos exigentes
quanto a sua qualidade. Na Tabela 2 é apresentada a organizagao das aguas doces, foco
deste estudo, de acordo com seus usos multiplos.

Ja a resoluggo CONAMA 430/2011 dispoe sobre as condigoes e os padroes de lan-
camento de efluentes em corpos d’agua receptores, alterando parcialmente a resolugao
357/2005. Ela define que despejos de qualquer fonte com potencial poluidor, somente po-
derdo ser inseridos diretamente nos cursos fluviais apés o devido tratamento e seguindo
as orientacoes legais. Também nao é permitido a introducao de substancias que possuam
poluentes organicos persistentes ou apresentem efeitos toxicos aos organismos aquaticos
(BITTENCOURT; PAULA, 2014). Na Tabela 3 tem-se um compilado das principais res-
trigoes aos aportes apresentados nessa resolucao.

Von Sperling (2014a) destaca a existéncia de uma inter-relagao entre as resolugoes
357/2005 e 430/2011 no sentido que o respeito aos padroes de langamento representa uma
garantia da manutencio da qualidade do corpo receptor. E importante mencionar que a
legislacao nao proibe o uso da dgua de uma classe melhor em atividades menos exigentes,

desde que tais usos nao as prejudiquem.
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Classificagdo das aguas doces superficiais quanto a seus usos preponderantes.

Classe

Uso

Especial

a) abastecimento para consumo humano
b) preservacao do equilibrio natural das comunidades aqudticas

c¢) preservacgao dos ambientes aquaticos em unidade de conservacao de protegao integral

)
a)
b) protegiao das comunidades aqudticas

¢) recreacao de contato primédrio (BRASIL, 2000)

d) irrigagdo de hortalicas que sdo consumidas cruas e frutas que se desenvolvem rentes

abastecimento para consumo humano

ao solo e que sejam inseridas cruas, sem remocao de pelicula
e) protegao das comunidades aquéticas em terras indigenas

a) abastecimento para consumo humano, apds tratamento convencional

b) protecdo das comunidades aqudticas

¢) recreacao de contato primario (BRASIL, 2000)

d) irrigacao de hortalicas, plantas frutiferas e de parques, jardins, campos de esporte e
lazer, com os quais o publico possa vir a ter contato direto

e) aquicultura e atividade de pesca

a) abastecimento para consumo humano, apds tratamento convencional avangado
b) irrigacao de culturas arbdreas, cerealistas e forrageiras

¢) pesca amadora

d) recreacdo de contato secundério

e) dessedentagdo de animais

a

)
)

b) harmonia paisagistica

navegagcao

Fonte: Adaptado de BITTENCOURT; PAULA, 2014.

Tabela 3 - Condicoes de langamento de efluentes.

Parametro Condicao
pH 5-9
Temperatura <40 °C
Materiais Sedimentaveis até 1 mg/L

Vazao maxima 1,5 da vazao de referéncia
Oleos Minerais até 20 mg/L
Oleos Vegetais até 50 mg/L

DBO 5 dias remocao minima de 60%

Fonte: Adptado de BRASIL, 2011.
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O atendimento da legislacdo ambiental objetiva nao somente a criagdo de pro-
gramas de monitoramento da qualidade das aguas, mas também, a quantificacao dos
contaminantes presentes num curso fluvial. Desse modo, torna-se imprescindivel a utiliza-
¢ao de modelos matematicos e levantamentos de campo na area de estudo, que envolvam,
dentre outros dados, andlises laboratoriais, medi¢oes de vazao, determinacdo de pontos

de amostragem, além das caracteristicas geométricas e hidraulicas do trecho analisado.

1.3 Transporte de Poluentes em Rios

Os corpos d’agua superficiais constituem o principal destino dos residuos gerados
pelas atividades humanas, sendo de grande importancia o conhecimento prévio dos tipos e
das magnitudes dos danos que o despejo de cargas poluidoras podem causar nos ambientes
aquaticos. Num sistema hidrico, o transporte de um constituinte pode variar espacialmente
e temporalmente, estando sujeito a processos fisicos, quimicos e biologicos (EIGER, 2003;
TUCCI, 2005).

Com a inten¢ao de fundamentar a etapa de modelagem matematica relacionada a
problemética desta tese, nesta se¢do, serao apresentados os principais conceitos relativos

ao transporte de poluentes em rios.

1.3.1 Counstituinte

E um indicador que descreve o estado da qualidade do meio em que ele se encontra.
Outros sindnimos de constituinte sao poluente, substancia, espécie ou tracador. Podem

ser medidos pela sua concentragio e sao classificados em (EIGER, 2003):

e Conservativo: é aquele cuja distribuicao espacial e temporal nao se afeta por rea-
¢oes com outros constituintes ou com o meio aquatico receptor. Sua distribuicao é

influenciada apenas pelas caracteristicas fisicas de transporte;
e Nao-conservativo: o oposto de conservativo;
e Ativo: é o constituinte cuja presenca afeta a hidrodinamica do escoamento;
e Passivo: contrario de ativo.

Alguns exemplos de constituintes sdo oxigénio dissolvido, sal, demanda bioquimica
de oxigénio, temperatura, sais nutrientes, metais pesados, coliformes fecais, dentre outros

(EIGER, 2003).



30

1.3.2 Concentracao

Indica a massa de uma substancia por volume armazenado. Sua unidade no Sistema

Internacional é o kg/m? mas, nas aplicagdes em engenharia ambiental, costuma-se utilizar

o mg/L.
M

C = —
14

¢ = concentracao [MLig}
M = massa [M]
V' = volume [LS}

Para Chapra (2008) a utilidade da concentragao se deve ao fato dela representar
a “for¢ca” ao invés da “quantidade” de poluente. Tomemos como exemplo que uma, duas
ou trés colheres de actucar podem adocar um café em diferentes niveis dependendo do
tamanho da xicara. Nessa situacdo hipotética, o nimero de colheres representa a massa e

a dogura a concentragao.

1.3.3 Carga

A mensuracao dos poluentes deve ser realizada em termos de carga, W. Ela nada

mais é que a massa por unidade de tempo e seu calculo envolve, a depender do problema

em andlise, um dos seguintes métodos (VON SPERLING, 2014b):

W = concentracio x vazio [MT ']
W = contribuicao per capta x populacio [MT!]
W = contribuicao por unidade produzida x producio [MT ]

W = contribuicdo por unidade de area x drea [MT ]

1.3.4 Tipos de Fontes

Os poluentes podem ser inseridos no meio aquatico de forma pontual ou difusa,
sendo exemplificado na Figura 2 ambos os tipos esquematicamente. As cargas pontuais
sao introduzidas por lancamentos individualizados, como os que ocorrem nos despejos
de esgotos e efluentes industriais. Cargas difusas sdo assim chamadas por nao terem um
ponto de lancamento especifico e ocorrerem ao longo das margens dos rios ou por nao

advirem de um ponto preciso de geracao como, por exemplo, as substancias provenientes
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de campos agricolas e a drenagem urbana (BRAGA et al., 2005).

Figura 2 - Principais tipos de fontes poluentes.
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Fonte: O autor, 2022.

1.3.5 Adveccao

Transporte realizado pelo campo de velocidade da dgua. Quanto maior for a ve-
locidade, mais rapidamente o poluente se afastard do ponto de despejo (BRAGA et al.,
2005). O caso mais simples desse fendmeno ocorre sempre que o campo de velocidade é
constante, nesse caso, a substancia apenas é transladada pelo escoamento.

Nos rios e canais a presenca de superficies de atrito distintas, correspondentes as
interfaces agua-parede e dgua-ar, levam a distribui¢oes de velocidades nao uniformes nos
diversos pontos da secao transversal. Como pode ser visto na Figura 3 existe um acréscimo
da velocidade, das margens para o centro e do fundo para a superficie em decorréncia do
aumento da distancia em relacdo as paredes do curso fluvial (VON SPERLING, 2014a).
Essa carateristica indica que, no centro do escoamento, verifica-se uma predominancia
do transporte advectivo, enquanto que nas margens transcorre o contrario, com maior

intensidade do transporte difusivo.

1.3.6 Difusao

A concentragao de constituintes dissolvidos ou em suspensao nos meios fluidos é

influenciada por, basicamente, trés processos difusivos. Pela difusao molecular decorrente
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Figura 3 - Perfil de velocidade em um curso fluvial.

Fonte: Adaptado de VON SPERLING, 2014a.

da agitagao térmica das particulas existentes na agua. Pela difusao turbulenta decorrente
das caracteristicas turbulentas, presentes nos corpos hidricos superficiais, que provocam
uma rapida mistura. J& o terceiro processo, conhecido como dispersao, é representado
pela combinacao da difusdo molecular e/ou turbulenta com a adveccao (BRAGA et al.,
2005).

Na Figura 4 pode ser visto uma representacao desses fendmenos. Em (a) percebe-
se um comportamento difusivo onde a concentragao varia apenas ao longo do tempo,
enquanto que, em (b) ela sofre o deslocamento devido ao campo de velocidades do rio

além de se dispersar ao longo do eixo espacial.

Figura 4 - Efeitos difusivos e dispersivos.

(a) Difusdo
Fonte: Adaptado de CHAPRA, 2008.
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1.3.7 Comprimento da Zona de Mistura

Distancia necessaria para que ocorra a homogenizagao da concentragao do consti-
tuinte ao longo da se¢do transversal ao escoamento. A Figura 5 ilustra a ocorréncia da
mistura transversal, até o ponto onde essa variagao nao é mais significativa para despejos
no centro e nas margens de um hipotético curso fluvial. Von Sperling (2014a) chama aten-
¢ao para o fato de lancamentos a meia largura reduzirem substancialmente o comprimento

da zona de mistura.

Figura 5 - Comprimento da zona de mistura para diferentes despejos.
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Fonte: O autor, 2022.

Existem na literatura algumas formulas empiricas utilizadas no calculo dessa dis-
tancia. Para os derramamentos mencionados, serao apresentados dois autores cujos tra-
balhos sdo mais conhecidos. Fischer (1975) diz que, para langamentos que ocorrem na
margem do curso d’agua, o comprimento de mistura completa é:

BQ

L, =041 1
04 s (1)

enquanto que, para despejos na linha central do escoamento, o comprimento é:

BQ

L= 010 9
008 s e (2)
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onde u* representa a velocidade critica cuja expressao é dada por:

ut = /gHS (3)

L,, = comprimento de mistura completa para o langamento na margem [L]
L. = comprimento de mistura completa para o langamento no centro [L]
L, = comprimento do trecho analisado [L]

Qr = vazao do rio [L3T!]

u = velocidade média na dire¢ao longitudinal [L2T 1]

B = largura média da se¢ao transversal [L]

H = profundidade média da segao transversal [L]

g = aceleracio da gravidade [LT?]

So = declividade [LL™]

Ja Thomann e Mueller (1987) equacionam os despejos, na margem e no centro dos

cursos fluviais, como:

B2
BQ

1.3.8 Coeficientes de Dispersao

Os modelos de transporte bidimensionais fazem uso dos coeficientes de disper-
sao longitudinal, I, e transversal, E,, como parametros de entrada. Dessa maneira, sua
estimativa torna-se um passo preliminar importante no procedimento de modelagem. Ge-
ralmente eles podem ser determinados experimentalmente ou empiricamente.

Na Tabela 4 é apresentado, de modo simplificado, algumas formulas empiricas co-
mumente empregadas na obtencao dos valores de E, e E,, que baseiam-se nas caracteristi-
cas hidraulicas dos cursos d’agua como profundidade, comprimento, largura, declividade,
velocidade, vazao, etc. Uma andlise mais detalhada acerca deste tema pode ser encontrado
nos trabalhos de Devens, Barbosa Junior e Silva (2010), Baek e Seo (2016) e Aghababaei
et al. (2017).
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Tabela 4 - Férmulas empiricas para o célculo dos coeficientes de dispersao.

Coeficiente de Dispersao

Autor
Longitudinal Transversal
Elder (1959) 5,93Hu 0,23Hu
ﬂ2B2
Fischer et al. (1979) 0,011 o 0,15Hu*
U
) Hu
McQuivey e Keefer (1974) O,O58S— -
0
u* 1,5 2
Liu (1977 0,18 ( — — -
0970 S ONGH
(%) ¢
Gharbi e Verrette (1998) — 0,0035 ouE + 0,0005
7 1498
Bansal (1971) — 0,002 (1;) Hu*

Fonte: O autor, 2022.

1.3.9 Medicao de Vazao

Ha diversas formas de determinar a vazao em corpos d’agua naturais. Essa escolha
é influenciada de acordo com alguns fatores como o volume do fluxo d’agua, o custo e
a precisao desejada. Pode-se determina-la diretamente, medindo a quantidade de agua
que passa por uma sec¢ao transversal por unidade de tempo, ou indiretamente, através da
correlacdo com outros pardmetros do escoamento (SANTOS et al., 2001). Os principais
métodos de medicao de vazao sao: i) secao média e meia se¢ao, ii) actstico, iii) volumétrico,
iv) quimico, v) dispositivos de geometria regular (vertedores e calhas de Parshal) e vi)
medic¢ao com flutuadores.

Saber a vazao de um curso de agua natural é importante no estudo do compor-
tamento de uma pluma contaminante, uma vez que, por meio dela é possivel estimar a

capacidade de dilui¢ao e a carga presente no corpo hidrico monitorado.

1.3.10 Massa Recuperada

A massa de um dado poluente conservativo injetada num rio deve manter-se inalte-
rada. Visando verificar se um modelo matematico de fato atende esse carater conservativo,
¢é possivel comparar a massa introduzida com aquela efetivamente calculada, ou seja, a

massa recuperada M, .., da seguinte maneira:

M;ee = QR /Otf C(fL’m, t)dt (6)
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M,... = massa recuperada [M]

Qr = vazao do rio [L3T1]

c(zm,t) = distribuicio temporal da concentragao na posigao z,, [ML™3]
t; = tempo final da simulagao [T]

T, = posi¢do a jusante do ponto de langamento [L]

Se porventura a carga é conhecida pode-se calcular a massa do poluente, segundo

as eqs. (7) e (8), respectivamente, para cargas constantes ou com varia¢ao temporal.

Myee =W Xt (7)

Moo = /0 Y (t)dt (8)

Quando ja existe uma quantidade transportada pelo rio antes do derramamento
do tragador, a area sob a curva ¢(z,, t) é maior do que o esperado. A Figura 6 ilustra esse
cenario, onde a massa recuperada passa a ser a diferenca entre a massa calculada, My,

e a massa trazida pelo rio, M,;,, ou seja:

Mcalc = Mrec + Mrio (9)

Mrec - calc — Mrio (10)

Figura 6 - Massa recuperada.
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Fonte: O autor, 2022.

E importante computar a drea sob ¢(z,,,t) numa posicio z,, suficientemente dis-
tante do local de despejo, de modo a garantir a completa mistura ao longo da segao

transversal ao escoamento, como descrito na se¢ao 1.3.7.



37
1.4 Modelagem Matematica e Computacional

O papel da modelagem matematica, na analise da dispersao de plumas contami-
nantes em cursos fluviais, tem importancia fundamental na andlise de possiveis impactos
ambientais, além de constituir uma ferramenta poderosa nos projetos de engenharia. Como
todo modelo matematico, é uma representacao aproximada da realidade, sendo alguns des-
ses modelos mais simplificados e menos realistas que outros. A escolha de um determinado
modelo se torna uma etapa fundamental, cujas consequéncias repercutem durante todo
andamento do trabalho (EIGER, 2003).

Na Figura 7 tem-se os principais conceitos presentes na modelagem de fendomenos
fisicos sob a 6tica de sistemas. Um sistema é o objeto de interesse de uma avaliacao, como
um rio, sujeito a uma ou mais entradas (excitagoes) que levam a uma ou mais saidas
(respostas) resultantes das transformagoes ocorridas no seu interior. Por outro lado, eles
podem ser representados por modelos de simulagao (modelos matematicos), que tentam

idealizar o sistema, considerando agora algumas de suas entradas e simulando algumas de

suas saidas (EIGER, 2003).

Figura 7 - Modelagem matemética de sistemas.

Entradas /SBD Saidas

Real

Idealizagdo

Algumas Sistema Algumas

Entradas Modelado Saidas

Fonte: Adaptado de EIGER, 2003.

Nenhum modelo isoladamente é melhor em todas as situagoes face as particula-
ridades existentes de cada problema. Assim, os tipos e as fontes de poluentes relevantes
para a simulacao devem nortear a selecao do modelo mais adaptado, tendo em mente
os custos relativos a sua aplicacao, a quantidade e qualidade dos dados disponiveis, os
recursos computacionais requeridos, etc (EIGER, 2003).

Um fluxograma simplificado para o processo de aplicacao da modelagem matema-
tica é apresentado na Figura 8. De acordo com a literatura, existem diferentes maneiras de
representar um problema, mas Von Sperling (2014a) afirma que o procedimento a seguir
retrata as principais etapas. Chama-se a atencao para o carater iterativo do procedimento

de modelagem, quando retornos a passos anteriores se fazem necessarios para reajustes
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na estrutura do modelo e/ou nos valores dos coeficientes.

Figura 8 - Etapas no processo de modelagem matemética de sistemas.
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. . verificacdo
experimentais
Segundo e
subsequentes
conjuntos ———> Validagao
de dados
experimentais l
Aplicacao

Fonte: Adaptado de VON SPERLING, 2014a.

Objetivos: precisam ser definidos de forma clara, pois eles fundamentam a estru-
tura do modelo matematico a ser utilizado. Do mesmo modo, ter em mente a finalidade
do estudo organiza os esforcos exigidos na realizacao de trabalhos de campo.

Concepcgao: a primeira etapa no procedimento de modelagem é a concepcao do
sistema. Isso define como serd realizada a representacao fisica do corpo d’agua, as varidveis
a serem medidas e aquelas a serem modeladas, além das hipoteses simplificadoras que,
em muitos casos, tornam possivel seu equacionamento.

Selecao do tipo de modelo: hé diferentes tipos de modelos matematicos para
cada grau de complexidade. O objetivo especificado norteia a selecdo dos modelos que
atendem as necessidades do estudo.

Representagao computacional: uma vez selecionado o modelo, deve-se estrutura-
lo em relacao as suas equagoes matematicas. Nesse passo, define-se o emprego de solugoes
analiticas ou numéricas.

Calibracgao e verificagao: a calibragao visa obter um bom ajuste entre os valores
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observados (medidos) e os estimados (calculados), através da variagdo dos pardmetros
(coeficientes). Nessa etapa é necesséario avaliar os resultados encontrados para quantificar
o quao bom foi o ajuste. J4 na verificagdo, o interesse é determinar se o modelo correto
foi obtido a partir de um conjunto tnico de medidas experimentais.

Validacgao: neste ponto o ajuste do modelo é avaliado sob condi¢oes diferentes
daquelas usadas na calibragdo. Para tanto, utilizam-se novos conjuntos de dados, dis-
tintos daqueles empregados no passo anterior. Caso o modelo alcance bons resultados,
considera-se que ele foi validado, agora, se o ajuste nao for satisfatério retorna-se a fase
de calibracao. No entanto, pelo fato da validacao envolver a concepc¢ao de novos experi-
mentos, ela costuma ser pouco praticada.

Analise de sensibilidade: nas diferentes etapas durante a concep¢ao de um
modelo, pode-se examinar a estrutura e o conjunto de parametros, por meio da analise
de sensibilidade. Aqui analisa-se como a resposta do modelo é influenciada pelo valor de
um determinado parametro ou coeficiente.

Aplicacao: apods a conclusao dos passos anteriores considera-se que o modelo esta
pronto e em condigoes de ser aplicado.

Quanto mais complexos forem os sistemas, mais desafiadores e cruciais sao os
modelos matematicos. Nesse ponto, torna-se importante ter em mente o principio da
parcimonia, que nada mais é que uma representacao adequada do fenomeno fisico por
um modelo com o menor niimero possivel de pardmetros (TUCCI, 2005; FRAGOSO JR;
FERREIRA; MOTTA, 2009). Essa postura se mostra interessante pois visa encontrar
um equilibrio de modo a racionalizar os esforgos necessarios para atingir os objetivos
especificados.

Eiger (2003) afirma que modelos mateméticos constituem-se como ferramentas po-
derosas para os orgaos de gestao ambiental deviso a sua versatilidade e a sua capacidade
de simular diversos cenarios. Eles podem ser utilizados, por exemplo, em projetos de esta-
¢oes de tratamento de esgotos, no dimensionamento de obras hidraulicas, na avaliacao das
consequéncias de acidentes ambientais, na prevencao de eventuais alteragoes na qualidade

da 4gua, na quantificacao de cargas contaminantes e nos processos de licenciamento.
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2 FORMULACAO E SOLUCAO DO PROBLEMA DIRETO

Considere conhecidos os fenomenos que caracterizam um determinado processo que
ocorre num certo sistema sob andlise. Assuma conhecido também o modelo matematico
que descreve o fenémeno estudado, incluindo um termo de estimulo, natural ou artificial.
Tendo como base estas informagoes, busca-se obter uma previsao da resposta do sistema
ao estimulo a ele aplicado. O procedimento anteriormente descrito recebe o nome de

problema direto, sendo dada na Figura 9 uma representacao esquematica deste processo
(SILVA NETO, 2012).

Figura 9 - Representacao esquematica do problema direto.

Causa Solucao do Problema Direto Efeito ?
>
Processo
(Modelo Matematico)
Informacao .
; Incognita
Conhecida

Fonte: Adaptado de SILVA NETO, 2012.

O problema direto aqui abordado visa analisar a dispersao de cargas poluentes des-
pejadas nas margens de um curso fluvial. Esses derramamentos foram modelados como
uma condicao de contorno da equagao de advecgao-dispersao bidimensional com coefi-
cientes varidveis, a ser resolvido pelo método de diferencas finitas. Sera apresentado o
esquema explicito FTCS (Foward Time Centred Space) na discretizagdo da equagao do
transporte, além da andlise de consisténcia, estabilidade e convergéncia para os ensaios

numéricos realizados.

2.1 Problema de Despejo de Cargas Contaminantes em Rios

Considere o aporte de uma substancia conservativa num trecho de rio com compri-
mento L, e largura L,. Assuma também um escoamento em regime laminar, incompres-
sivel e plenamente desenvolvido, com coeficientes de dispersao constantes. Desprezando a
componente da velocidade na diregao transversal e assumindo as varia¢oes da componente
longitudinal apenas na direcao y, pode-se modelar a evolugao temporal da pluma poluente

por meio da seguinte equagao diferencial parcial (EDP), também conhecida como equa-
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¢ao da advecgao-dispersao ou equagao do transporte (FISCHER et al., 1979; CHAPRA,
2008):

dc(z, y, t) dc(z, y, t) & c(r,y,1) &c(r,y,t)
btk LA —p g bt A A7 11
ot uly) ox E. 0x? By 0y? (11a)
oc
c(0,y,t) =0 e oz, =0 (11b)
oc oc
— =So(z,t) e E,— =S, (z,t) (11c)
yay y=0 yay y=Ly
c(x,9,0) = co(z,y) =0 (11d)

onde ¢ é a concentracao, u(y) é a velocidade, E, e E, sdo os coeficientes de disper-
sao, longitudinal e transversal, respectivamente, So(z,t) e Sr, (x,t) representam as fontes
de poluente situadas nas margens e co(x,y) é a condigao inicial. Visando facilitar o en-
tendimento do problema analisado, na Figura 10 observa-se, esquematicamente, um dos
possiveis cenarios de despejo passivel de simulacao, compreendendo um derramamento na

margem esquerda.

Figura 10 - Representacio esquematica do problema de despejo.

L, Margem Esquerda
\Despej 0
D.—t
irecao
Montante d§ Curso Fluvial Pluma do Poluente Jusante
Escoamento
Y
0o z Margem Direita L,

Fonte: O autor, 2022.

Adotou-se um perfil parabdlico para o campo de velocidades, apresentando vari-
acOes apenas na direcdo y onde, nas margens, tem-se u(0) = u(L,) = 0, como pode ser

visto na Figura 11, sendo sua expressao dada pela seguinte equagao:

u(y) = e (1 - (?f’gQL"’L)) (12

onde Uy, indica a velocidade maxima do escoamento, que ocorre em y = L,/2 m, ou

seja, no centro do eixo transversal.
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Figura 11 - Perfil de velocidade parabdlico.
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Fonte: O autor, 2022.

Apesar de comumente ser dado enfoque nos modelos de transporte unidimensionais
em cursos d’agua naturais, como apontam Devens, Barbosa Junior e Silva (2006), optou-se
por utilizar um modelo bidimensional, face a importancia da avaliacao do comportamento
da distribuicao das concentragoes antes da zona de mistura completa. Além disso, o es-
copo de derramamentos possiveis torna-se maior e, consequentemente, a quantidade de

aplicagoes do modelo proposto é ampliada.

2.2 Aportes Analisados

Agruparam-se os aportes estudados em trés cenarios distintos. O primeiro referiu-
se ao langamento instantaneo de um tracador, tendo por base o ensaio de campo realizado
por Souza (2009), de modo a servir como uma etapa preliminar de calibragao. No segundo
cenario, categorizado como A, reproduziram-se cargas pontuais constantes, simples ou
multiplas. J4 no terceiro cenario, categorizado como B, analisaram-se cargas pontuais
transientes.

Convém destacar que a eq. (11) esté escrita de modo conveniente para os prop6sitos
deste trabalho, sendo estabelecidas as configuracoes de cada evento de derramamento nas

subsecoes descritas a seguir.

2.2.1 Calibracao - Despejo Instantaneo

Este aporte representa o experimento de campo realizado por Souza (2009) no Rio
Sao Pedro, situado na bacia do Rio Macaé, localizado no distrito de Sao Pedro da Serra
no municipio de Nova Friburgo/RJ. Ele envolveu o langamento pontual de um tracador
salino na linha central do escoamento, cujas principais caracteristicas da se¢ao de insercao

estando dispostas na Tabela 5.
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Tabela 5 - Caracteristicas da secao de injecao.

Nome Valor Unidade
Massa do Tracador M 2000 g
Vazao Qr 0538 m?/s
Area Secdo Transversal A, 1,05 m?
Largura L, 24 m
Profundidade Média H 0,44 m
Velocidade Média u 0,41 m/s

Declividade So 0,03  m/m
Concentracao de Fundo Branco c¢g, 15,5 mg/L
Fonte: O autor, 2022.

Neste cenario considerou-se um trecho de comprimento L, = 200 m, com o tragador
sendo introduzido na posicdo g = 50 m e yo = 1,2 m. Assumiu-se U, = 1,5T e
coeficientes de dispersao calculados mediante as expressoes empiricas desenvolvidas por
Fischer et al. (1979), resultando em E, = 0,2128 m?/s e £, = 0,0075 m?/s. A simulagio foi
realizada até o tempo final de ¢ty = 550 s, também sendo necessario conduzir as seguintes

adaptagoes nas condig¢oes de contorno e inicial da equacao do transporte:

oc
c(0,y,t) =cp e oz, =0 (13a)
Ol _ 0 e 9e -0 (13b)
8y y=0 ay y=Ly
M
c(z,y,0) = co(w,y) = cpp + ﬁ5(fv — 20)0(y — Yo) (13c)

onde H ¢é a profundidade média, M é a massa do tragador e §(-) é fungao Delta de Dirac.

Na Figura 12 tem-se a evolugao da pluma ao longo do dominio de ¢t = 10 s a ¢t = 350
s. Nota-se que a zona de mistura completa ocorre por volta de 100 m a jusante do local
de lancamento, portanto, desse ponto em diante é possivel empregar modelos unidimen-
sionais. Outro detalhe interessante nesta figura se refere ao perfil de velocidade adotado,
seguindo um formato parabdlico, mantendo-se maximo na linha central do escoamento e

diminuindo gradualmente até atingir seu valor minimo nas margens.

2.2.2 Cenario A - Despejos Pontuais Constantes

Este cenario compreende lancamentos constantes, simples ou multiplos, dispostos

na mesma margem ou em margens distintas. Os casos idealizados basearam-se num tre-
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Figura 12 - Dispersao da pluma ao longo do tempo: despejo instantaneo.
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Fonte: O autor, 2022.

cho de rio com as mesmas configuragoes do aporte instantdneo ja apresentado, sendo as
expressoes que definem os casos Al, A2 e A3 caracterizadas por meio de modificagdoes na

eq. (11c), ou seja, nas condigoes de contorno na diregao y.

Caso Al

O caso Al simula uma fonte simples despejando, de maneira constante, certa carga
na margem esquerda. As condigoes de contorno em y, presentes na equacao do transporte,

passam a ser representadas matematicamente segundo:

oc
— = So(z,t) =0 (14)
dy =0
0| g o Wis
Eya—y - =5, (z) = T (x — Xy) (15)

onde W; ¢ a carga, X; ¢ o local de despejo, H ¢é a profundidade média, £, é o coeficiente
de dispersao transversal e 6(-) é a funcao Delta de Dirac. Considerou-se neste caso Sp, ()
com W7 =50 g/s e X; =50 m.

Na Figura 13 tem-se a evolucao das concentragoes no dominio espacial entre os
tempos t = 50 s e t = 400 s. Percebe-se que, distintamente do cenario com lancamento
instantaneo, onde inseriu-se o poluente no centro do curso fluvial, a zona de mistura
completa ainda nao se verifica a 100 m de X;. Este fato ja era esperado uma vez que, de

acordo com os estudos de Fischer et al. (1979) e Thomann e Mueller (1987), a distancia
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necessaria para a completa homogeneizacao é maior.

Figura 13 - Dispersao da pluma ao longo do tempo: caso Al.
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Fonte: O autor, 2022.

Caso A2

Definido de maneira similar ao caso Al, consideram-se agora duas cargas pontuais
constantes, ambas situadas na margem esquerda, mas em posi¢oes distintas. Esse pano-
rama modifica as condi¢des de contorno em y da equacao do transporte, de acordo com

as seguintes expressoes:

Jc
i _ — 1
o), = Silat) =0 (16)
0 W- W,
Eya; = Sy, () = —L6(z — Xy) + —(5(36 — Xy) (17)
.

onde Wy e Wj sao as cargas, X e X, sao as localizagoes dos despejos, H é a profundidade
média, £, é o coeficiente de dispersao transversal e §(-) é a funcdo Delta de Dirac. O
termo fonte dado pela eq. (17) foi caracterizado por Wi = 5,0 g/s, X; =20 m, W, =25
g/s e Xo =80 m.

Na Figura 14 pode-se observar a evolucao da pluma ao longo do dominio espa-
cial em certos tempos especificos. Claramente se destacam os pontos onde as maiores
concentracoes se verificam, X; e Xo, de acordo com a escala de cores adotada. E inte-
ressante salientar que no tempo ¢t = 100 s o poluente ainda nao atinge a margem direita
do curso fluvial. Além disso, a zona de mistura completa fica mais distante, dado que a
segunda fonte situa-se na posi¢do x = 80 m, diferentemente das simulagoes anteriores que

ocorreram em x = 50 m. Isso pode limitar ainda mais a faixa de aplicacao dos modelos
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unidimensionais na analise da dindmica do transporte destas substancias.

Figura 14 - Dispersao da pluma ao longo do tempo: caso A2.
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Fonte: O autor, 2022.

Caso A3

No caso A3 estuda-se o comportamento de dois aportes pontuais constantes dispos-

tos em margens opostas. Esta conjuntura pode ser modelada matematicamente através

das egs. (18) e (19).
Jdc W2
_Ey87y o S(]([E) = ? (Q? - XQ) (18)
% =5 (z) = —6(x — X)) (19)
y@yy:Ly_ L) = T O !

onde Wy e W sao as cargas, X; e X, sao as localizacoes, H ¢é a profundidade média, E,
é o coeficiente de dispersao transversal e 0(+) é a fun¢ao Delta de Dirac. As fontes foram
formuladas de acordo com seguintes parametros: Wy = 5,0 g/s, X1 =20 m, Wy =25 g/s
e X5 =80 m.

Na Figura 15 verifica-se a evolucao das concentragoes calculadas ao londo do domi-
nio espacial em alguns tempos selecionados. Percebe-se claramente a disposi¢ao das fontes
em margens opostas, nas posicoes X; = 20 m e Xy = 80 m, com as maiores intensidades
indicadas nos tons mais claros. Também ¢é curioso perceber que em ¢t = 100 s as duas

plumas comecam a se combinar aproximadamente em y = 0,9 m.
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Figura 15 - Dispersao da pluma ao longo do tempo: caso A3.
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Fonte: O autor, 2022.

2.2.3 Cenario B - Despejos Pontuais Transientes

O cenario B, diferentemente dos aportes ja retratados, lida com cargas pontu-
ais transientes, contemplando fun¢oes continuas e descontinuas, para quatro casos que
diferenciam-se pelas expressoes de W (t). Mais uma vez, de modo a aproximar as simula-
¢oes da realidade, utilizou-se um trecho de rio com as mesmas configuragoes do cenario de
calibracao. Genericamente, as condigoes de contorno na dire¢ao transversal ao escoamento,

eqs. (11c), sao dadas por:

dc
_Ey@ B = Sp(z) =0 (20)
Oc B W)
Eyaiy . = SLy(ZL’,t) = 5(33' — X) (21)

sendo X a posicao do derramamento que, neste cenario, serd X = 50 m em todos os casos.

Caso B1

No caso Bl pretende-se simular uma carga que apresenta decaimento exponencial

ao longo do tempo, conforme a eq. (22).
Wi (t) = W exp(—kt) (22)

onde W ¢é a intensidade da carga e k é a taxa de decaimento.
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Na Figura 16 observa-se o comportamento de Wi () com mais detalhes. Consideraram-
se coeficientes com valores iguais a W = 5,0 g/s e k = 0,01 s'. Nota-se que a carga per-
manece ativa até aproximadamente ¢ = 400 s, com seu valor maximo presente no tempo
inicial.

Figura 16 - Carga: caso Bl.
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Fonte: O autor, 2022.

Ja na Figura 17 verifica-se a evolucao temporal da pluma, no dominio espacial, em
alguns tempos especificos. Percebe-se que as maiores concentragoes encontram-se em (a)
e vao diminuindo gradualmente até atingir seu menor valor no grafico (h). Além disso,
as isolinhas de concentracao na posicao de despejo mantém-se perceptiveis, mesmo com

baixas concentragoes, durante todo o periodo de simulacao.

Figura 17 - Dispersao da pluma ao longo do tempo: caso Bl.
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Fonte: O autor, 2022.
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Caso B2

Assume-se aqui uma carga pontual apresentando variacao temporal segundo uma

curva gaussiana, cuja expressao ¢ definida em concordéncia com a eq. (23).

2

Wa(t) = Wexp <t_tp> (23)
Op

onde W), é a carga, t, ¢ o tempo de pico e o, representa o espalhamento em torno do pico.

Na Figura 18 dispoem-se a variagao temporal da carga considerando os seguintes

valores para os coeficientes: W = 5,0 g/s, t, = 105 s e 0, = 40 s. Nota-se que esta fungao,

como no caso anterior, nao fornece variagoes abruptas, mas, desta vez, mantém-se ativa

até aproximadamente 200 s.

Figura 18 - Carga: caso B2.
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Fonte: O autor, 2022.

Dando continuidade, tem-se na Figura 19 a dispersao da pluma ao longo do dominio
espacial até o tempo t = 400 s. A concentracao maxima, devido a sua proximidade com
t, = 105 s, apresenta-se no grafico (b). Convém destacar que a partir de 200 s nao se
verifica, na posicao de insercao da massa do poluente, qualquer intensidade significativa

da carga.

Caso B3

J& no caso B3 simula-se uma carga com variacao abrupta, que permanece constante

durante os primeiros instantes do ensaio computacional, sendo sua equagcao definida como:

W t <
Wa(t) =4 NS (24)

0 , caso contrario
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Figura 19 - Dispersao da pluma ao longo do tempo: caso B2.
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Fonte: O autor, 2022.

onde W ¢é a carga e 71 é o momento da desativacao.
Na Figura 20 é possivel visualizar claramente a variacao brusca de W3(t), modelada
com W, =5,0g/s e =975 s. O derramamento continua constante até t = 97,5 s e, a

partir desse tempo, a fonte poluente rapidamente se anula.

Figura 20 - Carga: caso B3.

— Ws(t)

W(t) [g/s]

0 100 200 300 400 500
t[s]

Fonte: O autor, 2022.

A dispersao espacial da pluma durante alguns tempos de interesse pode ser vista
nos graficos (a)-(h) da Figura 21. Nitidamente, de ¢ = 100 s em diante, as concentragoes
calculadas diminuem drasticamente, com seu valor maximo indo de 216 mg/L em (a) para
121,5 mg/L em (b). Além disso, no ponto de langamento, nao percebe-se o contaminante
a partir de t = 250 s.
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Figura 21 - Dispersao da pluma ao longo do tempo: caso B3.
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Fonte: O autor, 2022.

Caso B4

Por fim, analisa-se uma carga com dois periodos de atividade, apresentando inten-

sidades distintas. A expressao para este cenario foi modelada segundo a eq. (25).

Wi,set<m
W4(t) = WQ, se 79 <t <73 (25)

0 , caso contrario

onde W, e W, sao as cargas e 7y, Ty e 73 controlam os momentos de ativacao e desativacao.
A forma funcional de Wy(t) pode ser observada na Figura 22 com W; = 5,0 g/s,
Wy=25g/s, 1 =97,5s, 7 =202,5s e 713 =307,5s. A fonte comega ativa, tornando-se

inativa e voltando a operar, com metade da intensidade, durante 105 s.

Figura 22 - Carga: caso B4.
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Fonte: O autor, 2022.
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Na Figura 23 estao dispostas as concentracoes no dominio espacial ao longo do
tempo para o cenario de lancamento idealizado. Percebe-se a maior concentracao em (a),
momento no qual a fonte se mantinha ativa pela primeira vez, e em (e), momento da
segunda ativagao. Diferentemente dos casos anteriores, nos tempos finais da simulagao, a
pluma poluente ainda se mantém perceptivel em boa parte do trecho analisado conforme

observado nos gréficos (g) e (h).

Figura 23 - Dispersao da pluma ao longo do tempo: caso B4.
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2.3 Meétodo de Diferengas Finitas

Frequentemente, solugoes exatas para equagoes diferenciais parciais sao dificeis de
serem implementadas e, nos poucos casos em que podem ser obtidas, elas devem res-
peitar certas combinagoes especiais de condicoes iniciais e de contorno (NOYE, 1984).
Consequentemente, em muitos problemas, nao é possivel assumir hipéteses que permitam
a obtencao de uma solugao analitica sem correr o risco de perder aspectos importan-
tes do fendmeno fisico modelado. Nesses casos, a aplicagao de metodologias puramente
numéricas, como o método de diferencas finitas, torna-se uma alternativa interessante.

Segundo Cuminato e Meneguette (2013) a ideia geral do método de diferengas fi-
nitas é a discretizacdo do dominio e a substituicdo das derivadas presentes na equacao
diferencial por aproximacoes envolvendo somente valores numéricos da fungao. Dessa ma-
neira, o primeiro passo no desenvolvimento de uma solugao por diferencas finitas consiste
em substituir o dominio continuo do problema por um dominio discreto, representado
através de uma malha ou grade, conforme exemplificado na Figura 24.

Da figura anterior observa-se que um ponto (i,j) da malha é indicado pela inter-
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Figura 24 - Dominio continuo e discretizado.
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Fonte: Adaptado de FORTUNA, 2000.

secao das linhas horizontais e verticais, separadas entre si por uma distancia Az e Ay,
nao obrigatoriamente iguais. O ponto (0,0) representa a origem do sistema onde, N, e
N,, designam o nimero de pontos nas dire¢oes = e y. A partir da malha desenvolvida, as
aproximacoes por diferencas finitas podem ser obtidas de varias maneiras, sendo as mais

comuns aquelas construidas por expansao em série de Taylor ou interpolacao polinomial

(FORTUNA, 2000).

2.3.1 Aproximagoes das Derivadas e Equacoes de Diferencas

As aproximagoes por diferencas finitas desenvolvidas neste trabalho terao por base
as expansoes em série de Taylor, descritas aqui genericamente, a partir de uma fungao
f(z,y,t). Como em muitos problemas de cunho pratico é necessario analisar o compor-
tamento do fendomeno modelado ao longo do tempo, ao empregar o método de diferencas
finitas também ¢é exigido que a derivada temporal seja discretizada. Para uma melhor
visualizacao do valor de f e suas derivadas adotou-se a seguinte notagdo para representar

os pontos da malha:

Of (i, yj, tn)  Of !

2 atn:Zn = a_
oyt = £l e O o,

onde o indice superior representa o tempo e os indices inferiores indicam a posi¢cao no
espago.

A discretizacao temporal visa fornecer as relagoes entre os valores de f em instantes
sucessivos de tempo, assim se torna possivel calcular f**! em funcao de ™. Essas relacoes
sao obtidas ao discretizarmos a equagao no tempo n ou n+ 1. Dependendo da escolha serd

formulado um esquema que pode ser classificado em explicito, ao discretizarmos o espaco
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no nivel de tempo n, ou implicito, quando opta-se por considerar n + 1 (FORTUNA,
2000).
Para a derivada primeira, as aproximagoes mais comuns sao a avang¢ada, a recuada

e a centrada, dadas respectivamente, pelas equacoes (26), (27) e (28).

ofl" Sl — I

o . = o + O(Ax) (26)
of " Sy — fit

e . = A + O(Ax) (27)
af " in+1j - z?llj 2

| =) T A 2
oz i 2Ax +O(Ax7) (28)

onde O(-) indica o erro de truncamento da série sendo o termo dominante aquele com a
menor poténcia de Ax. Assim, o primeiro termo sera aquele que exercera a maior influéncia
sobre a solugdo numérica (ANDERSON; TANNEHILL; PLETCHER, 1997).

Ja para derivada segunda, a formula centrada é a mais conhecida com sua expressao

representada por:

a2f ! _ ﬁH,j B 2fi7fj +
0x? i Az?

=L 4 O(Ar?) (29)

Segundo Anderson, Tannehill e Pletcher (1997), aproximagbes progressivas e atra-
sadas para a derivada segunda sao encontradas manipulando convenientemente as expan-
soes de f(x; £ Az, y;) e f(x; £2Ax, y;). Outras aproximacoes de ordem superior também
podem ser obtidas considerando mais termos na série de Taylor.

Convém destacar que as féormulas de diferencas finitas para as derivadas parciais
em relagao a y ou t sao construidas de forma analoga ao das derivadas parciais em relagao
a x descritas anteriormente.

Uma vez especificadas as férmulas de diferengas adequadas para a equacao di-
ferencial em estudo, essas substituem as derivadas da EDP e a expressao aproximada
resultante é chamada de equagao de diferengas finitas (EDF). Existe na literatura uma
grande variedade de esquemas disponiveis, sendo a melhor escolha realizada de acordo

com os propositos da simulacao, da precisao a ser alcancada, do custo computacional e
dos erros envolvidos (HOFFMANN; CHIANG, 2000; OZISIK, 1994).
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2.3.2 Erros de Arredondamento, Discretizacao e Truncamento

Como ja apontado anteriormente, uma equagcao diferencial parcial é uma represen-
tagao aproximada da realidade e, portanto, o proprio processo de modelagem apresenta
certo nivel de incerteza. No entanto, mas nao menos importante, erros oriundos da meto-
dologia numérica de solucao também devem ser criticamente analisados. Desconsiderando

os erros envolvidos na modelagem matematica, para uma funcao genérica f, define-se num

n

., letra minuscula, e aproximada por F}'

ponto (z;,y;,t,) sua expressao exata como T

letra maitscula.

Em geral, dois tipos de erros sao introduzidos na solu¢ao das equagoes de diferencas
finitas. Eles podem ser causados por erros de arredondamento ou pela aplicacao particular
do método numérico (HOFFMANN; CHIANG, 2000).

O erro produzido quando um computador é usado para realizar cdlculos com nu-
meros reais é chamado erro de arredondamento. Isso ocorre, uma vez que, a aritmética
de maquina considera apenas nimeros com uma quantidade finita de algarismos. Desse
modo, os célculos sdo uma representagao aproximada dos nimeros corretos (BURDEN;
FAIRES, 2008).

Ja o erro devido a aplicacdo do método numérico é conhecido como erro de discre-
tizagdo. Esse erro é causado pela substituicao do problema continuo pelo discreto, sendo
sua definicao dada como a diferenga entre a solucao exata da equacao diferencial parcial
e a solucao exata da equacgao de diferencas finitas sem os erros de arredondamento.

Cabe destacar que o erro de discretizacao compreende os erros de truncamento
relativos a aproximagao de cada derivada presente na equagao de diferencas finitas. An-
derson, Tannehill e Pletcher (1997) chamam atengao para o fato de O(+) nao dizer nada
sobre a quantificacdo do erro de truncamento, informando apenas como ele se comporta
quando o espagamento da malha tende para zero. Desse modo é esperado que, em aproxi-
magcoes de primeira ordem, o erro de truncamento decaia linearmente conforme Ax — 0,

a0 passo que, para aproximacoes de segunda ordem, o mesmo decaia quadraticamente.

2.3.3 Consisténcia, Estabilidade e Convergéncia

Quando se resolve uma EDP numericamente é natural questionar se a solucao cal-
culada estd em conformidade com a solugao real do problema. Essa nao é uma pergunta
sem sentido, ja que o erro de truncamento presente no processo de discretizagao influen-
cia diretamente a qualidade da aproximacao numérica desenvolvida (FORTUNA, 2000).
Dessa maneira, torna-se importante analisar sob que condicoes a solugao da equacao de
diferengas é representativa da solugao real. Como sera visto a seguir, a resposta para essa

pergunta depende dos conceitos de consisténcia, estabilidade e convergéncia.
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A consisténcia esta relacionada com a aproximacao do dominio continuo pelo dis-
creto. Um esquema de diferencas finitas é consistente quando, ao se refinar a malha, a
equacao de diferencas finitas se torna matematicamente equivalente a equacao diferencial
original (ANDERSON; TANNEHILL; PLETCHER, 1997). A medida que os incrementos
espaciais e temporais tendem para zero, o erro de discretizacao também tende para zero,
ou seja:
mallihr;;O (EDP — EDF) =0

E importante destacar que, a depender da equagio estudada, nem todas as dis-
cretizacoes serao consistentes ou serao em apenas alguns casos. Por isso, deve-se sempre
verificar a consisténcia da discretizagdo antes de iniciar o procedimento numérico para
nao correr o risco de se resolver uma EDF que nao represente o fendémeno de interesse
(FORTUNA, 2000).

Um esquema numérico é estavel quando quaisquer erros ou perturbagoes na solucao
nao sao amplificados sem limite. Essa amplificacao, quando presente, faz com que o moédulo
dos valores da solugdo numérica cresca a cada etapa dos célculos (FORTUNA, 2000).
Ressalta-se que esse crescimento esta relacionado diretamente ao método numérico e nao
a fisica do problema devendo, portanto, ser evitado.

Em problemas transientes, a estabilidade garante que a solugdo numérica seja li-
mitada, ou seja, o moédulo dos valores encontrados nao cresce arbitrariamente. Em geral,
métodos explicitos apresentam um limite superior para o passo de tempo utilizado. Nor-
malmente ele é expresso em funcao dos coeficientes da equagao e dos incrementos da
malha espacial (FORTUNA, 2000).

Os métodos mais comuns para estudar a estabilidade de um esquema numérico sao
o método de Von Neumann e o método da matriz. Ambas as metodologias baseiam-se na
predicao da existéncia do crescimento do erro entre a solucao real da EDP e a solucao da
EDF, considerando os erros de arredondamento e discretizacao (FLETCHER, 1991).

Neste trabalho sera dada énfase no método de Von Neumann devido a sua facilidade
de aplicacao e confiabilidade. Assume-se entdao que a solugao numérica do problema, F"

5,77

pode ser escrita como a soma da solucao exata, f., com um erro €’

i i, ou seja:

By = fiy +e€ij (30)

Ao substituir a eq. (30) na equagao de diferengas finitas, lembrando que a solugao
exata também satisfaz esta equacgao, é possivel analisar a propagacao do erro a partir de
um fator de amplificagao G. Para que o erro se mantenha em niveis aceitaveis é necessario
que |G| <1 (OZISIK, 1994).

Uma solugao por diferencas finitas é dita convergente quando ela aproxima-se da
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solugao exata da equacao diferencial parcial para cada valor da varidvel independente

conforme a malha é refinada, ou seja, seu espacamento tende a zero (FLETCHER, 1991):

Fy — f, quando Az, Ay, At — 0 (31)

A convergéncia é muito dificil de se estabelecer diretamente, desse modo, adota-
se um caminho indireto para sua verificacdo. Esse caminho requer que o esquema de
diferencas finitas seja consistente e estavel sendo essas condicoes a base do Teorema da
Equivaléncia de Lax (FLETCHER, 1991).

O Teorema da Equivaléncia de Lax é muito ttil, uma vez que possibilita uma carac-
terizacao simples dos esquemas convergentes. Assim, o resultado mais dificil de demons-
trar (convergéncia) é substituido por condi¢oes equivalentes e mais facilmente verificdveis
(consisténcia e estabilidade). A relagdo entre as trés propriedades discutidas podem ser

visualizadas graficamente na Figura 25.

Figura 25 - Relagao entre consisténcia, estabilidade e convergéncia.

Discretizagao
Equacao Diferencial - Equacao de Diferencas
Parcial B Finitas
- Consisténcia
Malha — (
Estabilidade
lugdo Exat .
S0 u(;ao. rat . Convergéncia Solugdo Numérica

Equacao Diferencial < Aproximada

Parcial Malha — ()

Fonte: Adaptado de FLETCHER, 1991.

2.4 Solucao Numérica da Equacao do Transporte

Nesta secao serao aplicados os conceitos discutidos anteriormente visando o desen-
volvimento de uma solugao numérica para a equagao do transporte, através do método de
diferengas finitas. Ele apresenta uma grande variedade de discretizagoes, cada uma com

suas proprias vantagens e desvantagens, sendo adotado neste trabalho o esquema explicito
FTCS.
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Nos Interiores

Nesta abordagem, a derivada temporal é substituida por uma férmula de diferenca
avancada e as derivadas espaciais por féormulas de diferencas centradas. Realocando es-
tas aproximagoes na eq. (11), sendo os célculos exibidos com detalhes no apéndice A.1,
encontra-se a seguinte expressao para os nds interiores da malha espacial (i = 1,--- , N, —1
ej=1,---,N,—1):

Ol = 5,0+ (5. + 2 ) Cm + (1 =25, — 25,)C}'; + ~S)er, o+
g — Sybig-1 Sz 9 i—1,j Sz Sy)Li g Sz 9 i+1,j
+ 8,Ci1 (32)
u(y;) At ujAt E,. At E,At
ri = = Seg = ———F € 8§, =
/ Az Az’ AV Yo Ay

Quanto ao tratamento das condigbes de contorno de segundo tipo, utilizou-se a

estratégia de nos ficticios. Ela faz uso da féormula centrada para obter os pontos situados
fora da malha espacial calculados a partir da eq. (32). As manipulagdes algébricas sao

descritas com detalhes no apéndice A.2.

Condigoes de Contorno

Contornoemy =0 (i=1: N, —1,7=0)

A r
Crt = (524 2) oLy + (1= 25 = 25,)Cl + (50 = 20 ) Ol + 25,Ci1+
2s,Ay
+ Y

Y

So(iAz,nAt) (33)
Contornoemy =1L, (i=1: N, —1,j = N,)

r r
ZLJJ\FI; =25,C'y, 1+ <3x + ;Vy> Ciyn, T (1—2s; — 2Sy)CZNy + (Sz - Ny) ir1N, T

2
2s, A
+ 2025, (iAw,nAt) (34)
)
Contorno em = L, (i =N,,j=1: N, —1)
C;L/ﬂ = syCn, 51 + 25,05, 1+ (1—2s, — 25y>Clr\sz,j + $yCN, i1 (35)

Convém destacar que os nés referentes a quina da malha espacial em (N,,0) e

(N, N,), como pode ser visto mais claramente na Figura 26, devem receber um tratamento
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especial. Esse fato ocorre devido ao posicionamento desses pontos, uma vez que, eles devem
satisfazer simultaneamente duas condigoes de contorno de segundo tipo, sendo uma na

direcao x e a outra na direcao y.

Figura 26 - Quinas da malha computacional.

(0, Ny) (NxaNy)

)
)
2
)
)
)
°
)

Fonte: O autor, 2022.

Quinaemxz =L, ey =0

25, Ay

Y

Ol = 25,08, 10+ (1 — 25, — 25,)CR_ o+ 25,C} | + So(N, Az, nAt) (36)

Quinaem x =L, ey = L,

2s5,Ay
E

Y

C’]’\L,I}Ny = 25,CN, n,—1 12808, 1 n, T (125, —25,)Cx, n, + St, (NzAz,nAt) (37)
Destaca-se que, para as quinas da malha espacial presentes nos pontos (0,0) e
(0, N,) nao se faz necessario usar o procedimento descrito anteriormente, ja que, a condigao

de contorno em x = 0 é de Dirichlet (concentragao prescrita).

Cousisténcia

Analisemos agora a consisténcia do esquema FTCS. Para isso sera realizada a
substituicdo das expansoes em série de Taylor para as derivadas da eq. (11) ao invés de
apenas as formulas de diferengas. Realizando este procedimento, cujos calculos dispoem-se

no apéndice B, obtém-se a seguinte expressao:
de o )@ _ Pe N e AtdPe  u(y)Az® oc? N E,Az* d'c N E,Ay? 84c+
ot Woar T Trarz T a2 T 2 ar 6  0u5 ' 12 ot 12 oyt

+ O(A#, Azt Ay*)  (38)
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A equagao anterior também é conhecida como equacao modificada. Pode-se cla-
ramente perceber que conforme At, Ax, Ay — 0 a eq. (38) tende para a eq. (11), desse

modo, pode-se afirmar que o esquema FTCS é consistente.

Estabilidade

A anélise de estabilidade foi realizada por meio do método de Von Neumann, sendo
encontrada apés algumas manipulagoes algébricas, descritas no apéndice C, o seguinte

fator de amplificacao G:
G =1-2s,(1 —cosb,)—2s,(1 —cosb,) — Irjsinb, (39)

onde 0, = B,Ax e 0, = B,Ay representam os nodos de Fourier, I = /=1 e r; =
u(y;)At/Azx. Segundo Ozisik (1994), como a eq. (39) é um nimero complexo, o esquema
numérico desenvolvido se mantera estavel se o médulo ao quadrado de G for menor ou

igual a 1, ou seja, |G|* < 1. Assim avalia-se:
1G> = (1 — 2s,[1 — cosb,] — 2s,[1 — cosB,])* + (r;sinb,)> (40)

Como a eq. (32) apresenta coeficientes variaveis para a velocidade, empregando a
estratégia de coeficientes congelados descrita por Strikwerda (2004), deve-se considerar
o cenario mais desfavoravel. Ele se verifica quando a velocidade é maxima, ou seja, no
centro do curso fluvial. Desse modo, o termo r;, que aparece na eq. (40), serd substituido
por:

(TRYAN

Face a dificuldade em encontrar uma expressao analitica para o critério de esta-
bilidade, optou-se, entao, por uma abordagem numérica em que o fator de amplificacao
deve manter-se dentro do circulo unitério num gréafico polar (OZISIK, 1994).

Na Figura 27 tem-se o comportamento do fator de amplificacdo para as malhas
com 201 x 21, 201 x 41 e 201 x 61 pontos nas diregdes x e y, respectivamente, usando
At = 0,5, At = 0,1 e At = 0,04 s, assumindo a configuracdo do cenario de calibragao.
Percebe-se claramente em (a), devido ao tamanho do passo de tempo, que apenas a malha,
201 x 21 permaneceu no interior do circulo unitario, ja nos graficos (b) e (c¢), como At é

menor, o critério de estabilidade foi atendido.
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Figura 27 - Andlise de estabilidade.

90°

0° 180°

270°
—— 201x21 —— 201x61 —— 201x21 —— 201x61 —— 201x21 —— 201x61
201 x 41 — 201x81 201 x 41 — 201x81 201 x 41 — 201x81
(a) At =058 (b) At=0,1s (c) At =0,04 s

Fonte: O autor, 2022.

Convergéncia

Por fim, mas nao menos importante, tem-se o estudo da convergéncia do método
de diferencas finitas aplicado a equacgao do transporte. Como mencionado na secao 2.3.3,
a convergéncia ¢ dificil de demonstrar diretamente e, para um conjunto de problemas
restrito, ela é mais facilmente avaliada indiretamente.

Estudando a equacao modificada, eq. (38), verificou-se a consisténcia do esquema
FTCS. Dessa maneira, por meio do Teorema da Equivaléncia de Lax, pode-se afirmar que
a solucao por diferencas finitas converge quando utiliza-se malhas estaveis. No apéndice
D estao dispostas as tabelas de verificacao das concentragoes calculadas, a serem compa-
radas com uma metodologia de benchmark, através da Técnica da Transformada Integral
Generalizada (Generalized Integral Transform Technique - GITT).

Todo o trabalho realizado nesse capitulo serve de base na construgao de solugoes
numeéricas que, de fato, aproximam-se da verdadeira solucao do sistema fisico modelado.
Essa etapa compde um passo preliminar fundamental, a ser constantemente computado

durante o problema inverso.



62

3 FORMULACAO E SOLUCAO DO PROBLEMA INVERSO

Uma das tarefas fundamentais da engenharia e da ciéncia em geral é a extracao
de informacoes a partir de um conjunto de dados. Os problemas inversos fornecem fer-
ramentas eficientes para obtencdo de tais informacoes, visando auxiliar o entendimento
de fendémenos fisicos por meio da estimativa dos parametros presentes nos modelos ma-
tematicos. Na verdade, esse ramo de pesquisa abrange um paradigma onde as simulacoes
computacionais e experimentais nao sao realizadas separadamente, mas sim de maneira
interligada (BECK; ARNOLD, 1977; ORLANDE et al., 2011a).

Segundo Engl, Hanke e Neubauer (1996), um problema inverso pode ser definido
como a determinacao das causas desconhecidas a partir dos efeitos desejados ou observa-
dos. Esses efeitos observados constituem um conjunto de dados acerca do fenémeno fisico
estudado no qual, comumente, se verifica a presenca de erros ou ruidos oriundos dos apa-
relhos de medicao. Na Figura 28 tem-se uma representagao esquematica deste processo

que, essencialmente, segue na direcao contraria da ideia de problema direto.

Figura 28 - Representacao esquemaética do problema inverso.

Causa ? Solu¢do do Problema Inverso Efeito
<

Processo ?
(Modelo Matematico) ?

.. .. Dados Experimentais
Incognita Incognita .
Conhecidos

Fonte: Adaptado de SILVA NETO, 2012.

Existem, do ponto de vista das aplicagoes, duas motivagoes diferentes para estudar
um problema inverso. A primeira surge quando o interesse é a determinacao das causas
a partir dos efeitos observados. Isso caracteriza a identificacdo dos pardmetros presentes
no sistema fisico que originaram os dados. Ja a segunda compreende a determinacao
das causas a partir dos efeitos desejados, ou seja, o entendimento de como influenciar o
sistema, por meio de seus parametros, a fim de direciona-lo para o estado futuro almejado
(ENGL; HANKE; NEUBAUER, 1996).

Assumindo que o sistema possa ser caracterizado por uma equagao diferencial,
as causas podem englobar os coeficientes, as condi¢Oes iniciais e de contorno, os termos
fonte/sumidouros ou até mesmo a geometria em questdao. Quanto aos efeitos, esses re-
presentam as propriedades calculadas como, por exemplo, um campo de temperaturas,
concentragoes, velocidades, corrente elétrica, etc (CAMPOS VELHO, 2019).



63

Nesta perspectiva, faz-se necessario definir um vetor de parametros P a determi-
nar, um vetor com a solugao do problema direto Y(P) e um vetor Y que contenha as
medidas experimentais. Juntos, eles formarao o alicerce de sustentacao para a formulagao

do problema inverso, conforme apresentado nas eqs. (42), (43) e (44).

]-3: [PlaP27"' )Pi7”' aPNp:|T (42)
- - — — — - 1T

Y(P> = {YI(P)v YQ(P)7 T 7Yi(P>’ T 7YNd(P):| (43)
Y_:: [Y17Y27"' 7Yi7"' 7YNd]T (44)

onde N, e Ny indicam, respectivamente, o nimero de parametros e dados coletados.

3.1 Classificacao

Problemas inversos apresentam uma classificacdo que pode variar de acordo com
diversos critérios. Campos Velho (2019) organiza os objetos de interesse da modelagem

inversa segundo a sua natureza, conforme mostrado na Figura 29.

Figura 29 - Classificagao dos problemas inversos.

Classificacdo
Natureza Natureza
Natureza Natureza Natureza
i o da da da
Matematica Estatistica - ~ . ~
Propriedade Solug@o Dimensao
-Explicita -Determinisitca Estimada -Parametro -Tipo I
-Implicita -Estocastica ~Condigao Inicial -Fungdo —T%po II
diciio d -Tipo III
-Condi¢ao de Contorno “Tlpo IV

-Termo Fonte/Sumidouro
-Propriedades do Sistema

Fonte: Adaptado de CAMPOS VELHO, 2019.

A natureza matematica se refere & maneira como o problema inverso é estruturado.
Nas formulagoes explicitas manipula-se o modelo direto de modo que os coeficientes a
estimar aparecam explicitamente. J& nas formulagoes implicitas, devido a complexidades

das equagoes envolvidas, essas nao podem ser rearrumadas de forma a isolar os coeficientes
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de interesse. Nesses casos utiliza-se uma métrica que representa a discrepancia entre a
resposta do modelo matemético e os dados experimentais disponiveis a minimizar (SILVA
NETO; BECCENERI; CAMPOS VELHO, 2016).

A natureza estatistica indica qual metodologia de solugdo empregar no problema
inverso. Métodos deterministicos lidam com informacoes oriundas do gradiente na busca
da melhor combinacao de parametros, enquanto que os métodos estocéasticos fazem uso
de processos aleatorios.

A natureza da propriedade estimada classifica o problema inverso quando considera-
se modelos matematicos constituidos por equagoes diferenciais, pela causa a ser determi-
nada (MOURA NETO; SILVA NETO, 2013).

A natureza da solu¢do compreende a classificagdo dada por Beck e Arnold (1977).
Ela se baseia na dimensao do objeto matematico estimado, ou seja, uma constante (dimen-
sao finita) ou uma fungdo (dimensao infinita) (SILVA NETO; BECCENERI; CAMPOS
VELHO, 2016).

A natureza da dimensao se refere a uma extensao da classificacao anterior proposta
por Moura Neto e Silva Neto (2013). Nela também se considera a dimensdo do modelo

matematico usado na concepc¢ao do processo estudado, da seguinte forma:

e Tipo I — Estimativa de um nimero finito de pardmetros em modelos de dimensao

finita;

e Tipo Il — Estimativa de um ntimero infinito de pardmetros ou uma funcao em

modelos de dimensao finita;

e Tipo III — Estimativa de um ntimero finito de parametros em modelos de dimensao

infinita;

e Tipo IV — Estimativa de um namero infinito de parametros ou uma funcao em

modelos de dimensao infinita.

Desse modo, a estimativa de pardmetros proposta por Beck e Arnold (1977) cor-
responde a problemas do Tipo I e do Tipo III, enquanto que a estimativa de funcoes
corresponde a problemas do Tipo II e do Tipo IV. Essa nova divisao ¢é justificada devido
ao aumento da complexidade de ir de um modelo de dimensao finita para outro de di-
mensao infinita (MOURA NETO; SILVA NETO, 2013). Matematicamente, a estimativa
de uma funcdo genérica f(t) realiza-se num espago de dimenséao finita, com o vetor de

parametros, dado pela eq. (42), de duas formas:

e Discretizacao

P contém os valores da funcao f(t) nos tempos t;

ft)=fi=P;, i=12-- N, (45)



65

e Parametrizacao

P contém os coeficientes de uma expansao de f(t) em relagdo a uma base de fungoes
I(t)

£ = S PT(0 (46)

3.2 Caracteristica Mal-Posta e Crime Inverso

Problemas inversos pertencem a classe de problemas mal-postos. O conceito de
problema bem-posto foi definido por Hadamard (1923) como sendo aquele que satisfaz as

seguintes condicoes:
(i) a solucao existe;
(ii) a solucdo ¢ unica;
(iii) a solugdo tem dependéncia continua com os dados de entrada.

Um problema é chamado mal-posto se alguma das condi¢Oes anteriores nao é sa-
tisfeita. Problemas inversos nem sempre atendem estas restricbes, o que pode levar a
instabilidades decorrentes dos erros presentes nos dados experimentais. Dessa maneira,
reformula-se o problema inverso de modo a torna-lo bem-posto (MOURA NETO; SILVA
NETO, 2013; OZISIK, 2000).

Existem situagoes onde o mal condicionamento pode ser menor do que ele real-
mente é. Isso provoca resultados aparentemente satisfatéorios mas irrealistas sobre a solu-

¢ao obtida. A esse cendrio da-se o nome de crime inverso e, essencialmente ocorre quando

(KATPIO; SOMERSALO, 2004):
e 0s dados simulados sdo gerados pelo mesmo modelo usado para determinar 13;
e a discretizacao na simulagdo numeérica é a mesma empregada no processo de inversao.

Segundo Silva Neto, Becceneri e Campos Velho (2016), uma boa maneira de atenuar
o crime inverso consiste em usar diferentes métodos para o problema direto, sendo um
para gerar o conjunto de dados sintéticos e outro para a solugao do problema inverso em
si. Porém, apesar dessa estratégia nao permitir a avaliagao do modelo matematico quanto
a representacao dos fendmenos fisicos, ela permite uma boa avaliagdo do método utilizado,
pois tem-se o conhecimento prévio do objeto que se deseja estimar (vetor de pardmetros

exatos).
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3.3 Anadlise de Sensibilidade

A andlise de sensibilidade, seja na estimativa de parametros ou na estimativa de
funcoes, fornece informagoes importantes e antecipa dificuldades, tanto na solugao do
problema inverso quanto no desenvolvimento de um design experimental aprimorado.
Por meio dos coeficientes de sensibilidade pode-se avaliar o comportamento da grandeza
observavel em fungao das variagoes ocorridas nos parametros (BECK; BLACKWELL;
CLAIR JR, 1985; BECK; ARNOLD, 1977).

Matematicamente estes coeficientes sao calculados a partir da derivada primeira da
variavel dependente, como concentracao, por exemplo, obtida através da solucao do pro-
blema direto com respeito a um parametro desconhecido, ou seja (BECK; BLACKWELL;
CLAIR JR, 1985):

v, OYilF)

g GP] ) i:1727"'7Nd € j:172a"'7Np (47)

Segundo Orlande et al. (2011b), caso a obtencao da derivada presente na eq. (47)
nao possua expressao analitica, um método simples para aproximar seu valor consiste no
uso de formulas de diferengas finitas, como a férmula centrada apresenta na eq. (48).

Y(P17P27”' 7PJ +APJ7 7PNp) _Y<P17P27'” 7P] - AP]u 7PNp)

Xp = 4
Pi 2AP; (48)

onde AP, é a perturbagao causada no parametro P;.

Silva Neto (2012) chama a atengdo para o fato dos parametros de interesse difi-
cilmente compartilharem da mesma unidade ou ordem de grandeza. Dessa maneira, se
torna conveniente a utilizagdo dos coeficientes de sensibilidade modificados com o intuito
de facilitar a comparagao direta da resposta do modelo frente as incégnitas analisadas.
A eq. (49) exemplifica este procedimento, deixando todos os elementos de Xp, com a

unidade da grandeza calculada.

v, _p OYilP)

=P i=1,2--- Ny ¢ j=1,2--- N, (49)

Os coeficientes de sensibilidade podem ser agrupados numa matriz de sensibilidade,

também chamada de matriz jacobiana, cuja representacao é:

[ U\ ) ¢
oP, OP2 aPNp
T
ST /D Yo Y2 L. JYo
J(]_B‘) — aY (P) — 0P OPo 8PNP (50)
oP : : :
8YNd GYNd o 8YNd
oP, OPo aPNp i
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Um pequeno valor na magnitude de J;; nos diz que grandes mudancas em P; levam
a pequenas alteragdes em Yi(ls), comprometendo, assim, a estimativa desse parametro.
Isso ocorre pois, basicamente, obtém-se um mesmo valor da variavel dependente para
uma grande faixa de valores de P;. Além disso, quando os coeficientes de sensibilidade
sa0 pequenos, tem-se que ‘JTJ ’ ~ 0 e, consequentemente, o problema inverso se torna
mal condicionado. Caso alguma das colunas de J (ﬁ) sejam linearmente dependentes, o
determinante de J'J é nulo (OZISIK, 2000). Portanto ¢ desejavel que os coeficientes
de sensibilidade sejam linearmente independentes e apresentem grandes magnitudes, de
modo que o problema inverso nao seja sensivel aos erros de medicao e estimativas precisas
possam ser obtidas (OZISIK, 2000).

Cabe destacar que todo desenvolvimento anterior foi realizado considerando um
problema inverso nao linear. A maioria dos modelos matematicos se enquadram nessa
categoria. No entanto, ocorrem situacoes onde a matriz jacobiana nao depende de ﬁ,
nesses cenarios, tem-se um problema inverso linear.

A seguir serd apresentado o método da maxima verossimilhancga, muito utilizado
na formulacao de problemas inversos nao lineares como problemas de otimizagao. Através
dessa abordagem ¢ factivel a obtencao de uma métrica com significado estatistico na

estimativa dos parametros de interesse.

3.4 Problema Inverso como Problema de Otimizacao

Bozorg, Solgi e Lodiciga (2017) definem otimizagdo como a sele¢do dos melhores
elementos ou ac¢oes dentro de um conjunto da alternativas viaveis. Mais precisamente,
otimizar significa encontrar um conjunto de variaveis que produza os melhores resultados
possiveis, para uma ou mais fungdes objetivo, ao mesmo tempo em que atende a de-
terminadas restricoes. Matematicamente pode-se escrever um problema de minimizacao

genericamente como:

minimizar  S(P) (5la)
Pen

sujeito a hi(P) =0, i=1,2,---, Ny, (51b)

gk(ﬁ> <0, k=12, ’Ng (510)

PF<P; <PV, j=1,2,--- N, (51d)

onde S(P) ¢ a funcdo objetivo ou funcdo custo, hi(P) e gx(P) sio, respectivamente as
restri¢oes de igualdade e desigualdade, €2 representa o espago de busca, NV}, e N, indicam

a quantidade de restrigoes de igualdade e desigualdade, PJL ¢ o limite inferior e Pg o limite
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superior da j-ésima incégnita.

Problemas de otimizacao apresentam uma nomenclatura particular, onde as com-
ponentes do vetor de parametros, ﬁ, também sao chamadas de variaveis de design ou de
decisdao, podendo elas serem reais, discretas ou mistas. O espaco que abrange as variaveis
de decisao, €2, é chamado de espaco de decisao ou de busca, enquanto que os valores da
fungao objetivo compreende o espago de solugoes ou espaco de resposta (YANG, 2014). E
importante ressaltar que é possivel escrever as restrigoes de desigualdade de outra forma,
(>), além de ser factivel considerar o problema de maximizagao.

Ainda segundo Bozorg, Solgi e Lodiciga (2017), um problema de otimizagdo bem
definido engloba um espago de decisao, com cada ponto nesse espaco assumindo um tnico
valor da fun¢ao objetivo. Dessa maneira, um 6timo local é uma solugao que apresenta o

melhor valor de P em uma vizinhanga de €2, ou seja:
S(P) < 5(F), [P Pl <e (52)

onde P* é o 6timo local, € indica o comprimento que limita a vizinhanga sobre P* e [l -1l
é a métrica utilizada. Percebe-se por essa definicao que um 6timo local pode nao ser a
melhor solugao quando se observa o espago de busca na sua totalidade.

De modo diferente, um 6timo global, representa a melhor solug¢ao em todo espago

de decisao, sendo representado como:
S(P*) < S(P), VPeQ (53)

De maneira simplificada, na Figura 30, observam-se os conceitos explicitados an-
teriormente para uma funcao objetivo com apenas um parametro. No ponto A tem-se a
melhor solugdo dentro do espaco de busca, enquanto que os pontos B e C simbolizam

Otimos locais.

Figura 30 - Otimo local e global.
S(P)

Otimo Global

Fonte: Adaptado de YANG, 2014.
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Em certas aplicagoes, alcangar um 6timo global envolve uma tarefa extremamente
dificil ou até mesmo impossivel, face o elevado grau de complexidade presente nas equa-
¢oOes ou limitagoes inerentes ao método empregado. Nessas situagoes, reporta-se como a
resposta uma solucao quase 6tima, ou seja, uma solu¢do muito proxima mas nao melhor
que o 6timo global (BOZORG; SOLGIL; LOAICIGA, 2017).

Problemas inversos formulados implicitamente podem ser resolvidos como proble-
mas de otimizacao. Apesar das semelhancas existentes, eles sdo conceitualmente diferentes.
Enquanto que problemas inversos lidam com a identificagdo de quantidades desconheci-
das na estrutura matematica de modelos fisicos, os problemas de otimizacao tratam a
maximizacao ou minimizagdo de um determinado objetivo a fim de encontrar a varidveis
de projeto que resultarao nas melhores variaveis de estado. Problemas inversos também
lidam com instabilidades oriundas dos ruidos e a nao-unicidade das solugoes, questoes
essas nem sempre abordadas em problemas de otimizagao (COLACO; ORLANDE; DU-
LIKRAVICH, 2006).

3.4.1 Método da Maxima Verossimilhanca

O método da méxima verossimilhanga (MMYV) estd baseado em pressupostos rela-
tivamente simples e permite a andlise de varios problemas, desde que se tenha o conheci-
mento apropriado do comportamento dos erros. A escolha entre os valores possiveis para
os parametros é realizada de modo a maximizar a probabilidade de obtencao dos dados
(SCHWAAB; PINTO, 2007; ORLANDE et al., 2011b).

Assumindo o conjunto experimental como uma amostra independente, expressa-se

a funcao de densidade de probabilidade conjunta dos erros de medi¢ao como:

FOYIP) = Ai(Y1IP) % fa(YalP) x - x f, (Y, [P) = Hfz (Y:[P) (54)

Na préatica, tem-se um vetor de dados especifico e se deseja encontrar o melhor
vetor de parametros para combina-lo no sentido de maxima verossimilhanca. Com essa
ideia, Y forma um conjunto de observagoes fixo, enquanto P se torna o objeto estimado
(ASTER; BORCHERS; THURBER, 2018). Define-se, entao, a funcao de verossimilhanca
pela seguinte densidade de probabilidade:

L(PY) = f(YIP) (55)

Levando em consideragao as hipdteses estatisticas basicas, propostas por Beck e
Arnold (1977), admitindo erros experimentais aditivos, nao correlacionados e modelados

por uma distribuicao de probabilidade normal com média zero e variancia constante, O'ezp,
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representa-se a eq. (55) segundo:

- — 1 1 — - S5 71 — - =
L(P|Y) = ———exp {— Y-Y(@)] [Y-Y(@) } (56)
(2m0Z,,) ™

De acordo com o principio da maxima verossimilhanca, a escolha de P deve realizar-
se de modo a maximizar a fun¢ao de verossimilhanca. Tomando o logaritmo natural na
eq. (56) e procedendo algumas manipulagoes algébricas chega-se em:

In |L(P|Y)] :-—;[A@hugwaz )+-i5(ﬁﬂ

exp
exp
onde S(P) é a fun¢io de minimos quadrados ordinarios (Ordinary Last Squares - OLS)

dada por:
S(P)=[Y - Y(F)| [Y - Y(P) (57)

Assim, maximizar a funcao de verossimilhanca é equivalente a minimizar a funcao
objetivo de minimos quadrados dada pela eq. (57). Existem situagoes onde a varidncia
dos erros experimentais nao é a mesma para cada dado. Nestes problemas, a funcao de

verossimilhanga deve ser reescrita como:

S~ 1 1 lie <,.=2aT7 5 oo
L(P|Y) = e {—Y—YP WY -Y(P } 58
P = o T ;YY) WY -Y(P) (58)
sendo | - | o determinante e W a matriz de covariancia.

Operando a eq. (58) com o logaritmo natural e procedendo de maneira andloga
ao processo utilizado anteriormente, chega-se na funcao objetivo de minimos quadrados

ponderados ( Weighted Last Squares - WLS) expressa pela eq. (59).
. 5 o 5.qT % o o
S(P) =Y =Y(P)] W [Y-Y(P) (59)

O método da maxima verossimilhanca também ¢é capaz de lidar com estimadores
bayesianos como o mazimum a posteriori (MAP). Nele é possivel considerar informagoes
sobre os parametros como distribui¢oes de probabilidade. O teorema de Bayes constitui

a ferramenta de ligacdo entre a verossimilhanca e a priori, sendo definido no contexto de
problemas inversos do seguinte modo (BECK; ARNOLD, 1977):

m(P|Y) = (60)

W(ﬁ]\?) ¢ a densidade de probabilidade a posteriori, ﬂ(?|ﬁ) ¢ a funcao de verossimilhanca,
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Wpr(ﬁ) representa a informacdo a priori e 7(Y) é uma constante de normalizacao.
Similarmente ao procedimento empregado para determinar as egs. (57) e (59), o
principio da maxima verossimilhanca agora direciona a escolha do vetor de parametros
de modo a maximizar a posteriori, ou seja, a combinacao da verossimilhanca com as
informagoes a priori através do teorema de Bayes.
Assumindo P modelado por uma distribui¢do normal com vetor de médias fiy,
e matriz de covariancia V conhecidas, a densidade de probabilidade a priori pode ser

expressa pela eq (61).

—

- 1 1 I To1[+ 3
WPT(P>_\/W\/MGXP{_2 [/Lpr_P} v {Npr P}} (61)

Substituindo as egs. (58) e (61) na eq. (60) e tomando o logaritmo natural nessa

expressao obtém-se, apos algumas manipulacoes algébricas:
- — 1 — —
In [x(P|Y)] = -3 [(Na+ N,) In 27 + In [W] + In [V] + Syap(P)] — In7(Y)
onde a fun¢ao objeto de maximum a posteriori é:
— — - 5. 1T — — - -1 T —
Swuar(P) = [Y =Y(B)] W [Y =Y(B)| + [fi — B] V" [fir — P (62)

Portanto, maximizar a distribuicdo a posteriori corresponde a minimizar a funcao
objetivo dada pela eq. (62). Observa-se que o segundo termo dessa expressao penaliza,
elevando o valor de Sy Ap(f’), o afastamento em relacdo a média fi,,. Para Beck e Arnold
(1977), a informagao a priori pode representar tanto as incertezas sobre os pardmetros
quanto o grau de conhecimento subjetivo acerca do fendmeno estudado.

A escolha de uma das fungoes objetivo, apresentadas ao longo desta secao, com-
preende uma etapa importante na formulagao do problema inverso como um problema
de otimizacao. O critério de selecdo deve basear-se no tipo de estimativa e no nivel de
informacgao disponivel.

A literatura retrata varios métodos deterministicos ou estocésticos que podem ser
empregados no processo de minimizacao. Dentre as opgoes disponiveis, o algoritmo de
Evolugao Diferencial se destaca, segundo Lobato, Steffen Jr e Silva Neto (2011), pela sua
concepcao conceitual simples, facilidade de implementagao, capacidade de estruturacao

em arquiteturas paralelas, habilidade de escapar de 6timos locais e pelos bons resultados

obtidos em aplicagdes com diferentes graus de liberdade.
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3.4.2 Algoritmo de Evolucao Diferencial

O algoritmo de Evolugao Diferencial ¢ um método meta-heuristico baseado em ope-
ragoes vetoriais que apresenta algumas similaridades com o algoritmo de genético, devido
ao uso dos operadores de mutagao e cruzamento. Ele possui boas propriedades de con-
vergéncia, mesmo nao fazendo uso de informagoes sobre a derivada, sendo projetado para
identificar as melhores variaveis de decisao num espaco de busca continuo n-dimensional
(SIMON, 2013; YANG, 2014).

O algoritmo de Evolucao Diferencial é caracterizado pela maneira proposta para
a atualizacao de cada individuo. Basicamente, a diferenca ponderada entre dois membros
da populagao é adicionada a um terceiro membro através de operacoes vetoriais. Essa
caracteristica o identifica como uma abordagem puramente estrutural, diferenciando-o das
outras técnicas evolutivas que comumente inspiram-se na natureza (LOBATO; STEFFEN
JR; SILVA NETO, 2011).

Seu procedimento iterativo pode ser sintetizado através dos seguintes passos: de-
finicdo da populacao inicial, aplicacao dos operadores de mutacao, cruzamento e selecao,
além da especificacao do critério de parada. Todos eles sendo descritos separadamente e
com mais detalhes ao longo do texto desenvolvido a seguir.

Considerando um vetor de pardmetros com N, incégnitas, o k-ésimo individuo da

uma populagéo, na geragéo g, é representado genericamente Ccomo:
9 _ C_
Xk_ |:Xk,17Xk,27"' y Xke,jym " 7Xk,Np ) k_1727 aNpOp € ]_172a 7Np (63)

onde N,,, indica o tamanho da populacao, sendo sua representacao matricial disposta na
eq. (64).

—)g T B T
X1 X1,1 X1,2 ce X1,5 Tt X1,N,
V'l
Xz X211 X2,2 ce X2.5 Tt X2,Np
X9 = . = (64)
g

Xk XEk,1 Xk,2 ce Xk,j Tt Xk,Np
9 ... L.

_XNpop_ _XNp0p=1 XNpopvQ XNpopvJ XNpovap_

O DE inicia o processo de otimizagao por uma populacao inicial gerada aleatori-
amente. Yang (2014) afirma que a técnica mais aplicada consiste em usar uma varidvel
aleatoria distribuida uniformemente, ou seja:

xp; =x) +rand x (x —xF), k=12 Ny e j=12--- N, (65)
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onde rand é um numero aleatério entre [0, 1], X]L e Xg.] representam, respectivamente,
os limites inferiores e superiores dos parametros, constantes nas restri¢goes laterais do
problema, conforme apresentado na eq. (51d).

Com a populagao inicial definida, o proximo passo compreende a aplicacao do
operador de mutacao. Para cada vetor )Zg da geracao atual, escolhe-se aleatoriamente
outros trés individuos distintos X?;, X%, e X%, para compor um vetor mutante por meio

da seguinte operacao:
\7k :Xgl—l—F(XgQ_}_{gS) ’ k= 1a27"' 7Npop (66)

sendo F' € [0,2] a taxa ou fator de mutagao e Vi 0 k-ésimo vetor mutante. Convém
destacar que I é o responséavel por ponderar a diferenca vetorial presente na eq. (66) e,
além disso, os indices r1, 2 e r3 devem serem diferentes entre si.

Em sequéncia a mutagdo, o Evolucao Diferencial emprega o operador de cruza-
mento. Através dele é construido um vetor teste, ﬁk, que dentro de uma certa probabili-
dade tem seus elementos escolhidos a partir do vetor mutante, \7k, ou do vetor alvo, Xi,

mediante a equagao:

Vi, se rand < Cr ou j = jrand
Wy =9 (67)

Xk, C€aso contrario

nesta expressao Cr € [0,1] é a taxa de cruzamento, que controla as componentes trans-
mitidas ao vetor teste, e jrand é um elemento escolhido aleatoriamente do conjunto
grand € {1,2,--- ,N,} visando evitar que Ijk seja uma coOpia exata do vetor mutante.
A Figura 31 exemplifica esse mecanismo, assumindo um vetor de parametros com N, =7
componentes.

O passo seguinte é a atualizacdo da populagdo por meio do operador de selegao.
Caso o vetor teste apresente um melhor valor na func¢ao objetivo em relacao ao vetor alvo,

ele o substitui na préoxima geracao, ou seja:

. U, se S(Up) < S(X9)
X9t = M k=1,2,-- Ny, (68)

X{, caso contrario

Os melhores individuos sao entao escolhidos para compor a préxima geracao, sendo
os mecanismos de mutacao, cruzamento e selecao repetidos até que um critério de parada
seja atendido. Segundo Bozorg, Solgi e Lodiciga (2017) o momento de encerrar o algo-
ritmo tem um papel importante e comumente é realizado pelo niimero de geragoes, pela
magnitude da melhora, pela quantidade de avaliagoes da fungao objetivo ou pelo tempo

de execucao.



Existem diferentes maneiras de combinar as operacoes de mutagao e cruzamento,
o que implica em diversas estratégias a serem usadas pelo Evolucao Diferencial. Estas
estratégias encontram-se sumarizadas na Tabela 6 e apresentam a convencao de nomen-
clatura DE/x/y/z. Nela, x especifica o vetor a ser perturbado na etapa de mutagao como
rand (um individuo escolhido aleatoriamente) ou best (o melhor individuo), y determina o

numero de diferencas ponderadas usadas na mutacao e z estabelece o tipo de cruzamento

Figura 31 - Operacao de cruzamento.

Xy Vi Uy
le A A
2 A 4 A A “ A
3 R rand < Cr
4 Lot rand < Cr
5 A ‘ A A “ A
6 A . A j = jrand
7 |- .
Vetor Alvo Vetor Mutante Vetor Teste

Fonte: Adaptado de STORN; PRICE, 1995.

(binominal ou exponencial).

Tabela 6 - Diferentes estratégias presentes no método de Evolugao Diferencial.

Estratégia Operador de Mutacao Notacao
1 Vi =X{ + F (X% — X4, DE /rand/1/bin
2 Vi =X, + F (X8 — X8) DE/best/1/bin
3 Vi = XY + F (X% — XY + X9, — X DE/rand/2/bin
4 Vi = X{, + F (X8 — XIy + X2, - X%) DE/best/2/bin
5 Ve=X9%,+F (}Egest — X9, + X9, — X%) DE/rand-to-best/2/bin
6 V, = )Zil + F ()2;?2 — )2%) DE/rand/1/exp
7 Vi =X, + F (X8 — X8, DE/best/1/exp
8 V=Xl +F (X% — X% + X9, - ng) DE/rand/2/exp
9 Vi = Xf, + F (X% — X8y + X2, - X%) DE/best/2/exp
10 V=X, +F ()dest — X9 4+ X9, — )225) DE/rand-to-best/2/exp

Fonte: BRANDAO; SARAMAGO, 2011.

Cabe destacar que uma estratégia pode apresentar bons resultados num certo pro-

blema, mas nao alcancar desempenho satisfatorio em outro. Portanto, para aplicacoes
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especificas, muitas das vezes, o melhor esquema de mutagao e cruzamento deve ser deter-
minado por tentativa e erro (BRANDAO; SARAMAGO, 2011). A estratégia descrita se
refere ao DE/rand/1/bin, sendo na Figura 32 apresentado um fluxograma para melhor

entendimento das etapas presentes no processo de minimizagao.

Figura 32 - Fluxograma do algoritmo de Evolugao Diferencial.

Processo Iterativo

Pardmetros DE Populagao Inicial
F CT Npop S(IS) Q €qg. (65)
i Selegdo Cruzamento Mutagdo E
vl eq. (68) eq. (67) eq. (66) !
: Critério N3 Proxima |
! Parada 20 Geragéo !
E Atendido? g=g-+1 E

Solugdo Evolugdo Diferencial

Fonte: O autor, 2022.

Os algoritmos meta-heuristicos possuem coeficientes que regulam o seu desempe-
nho. Essas escolhas afetam diretamente a performance das estratégias de busca. Segundo
Yang (2014), o fator de mutagao no DE ¢é escolhido no intervalo [0,4;0,95] e a taxa de cru-
zamento entre [0,1;0,8]. J4 o tamanho da populacdo depende da dimensao do problema,

devendo ser selecionado de cinco a dez vezes o nimero de parametros.

3.5 Problema Inverso como Problema de Inferéncia Estatistica

Segundo Kaipio e Somersalo (2004), os métodos de inversao estatistica buscam
reformular o problema inverso como um problema de inferéncia estatistica. Na aborda-
gem Bayesiana sao realizadas tentativas de incorporar ao modelo todas as informacoes
disponiveis, com o intuito de reduzir as incertezas existentes sobre os parametros. Toda

essa teoria ¢ baseada nos seguintes principios:

(i) os parametros sao modelados como varidveis aleatérias;
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(ii) a aleatoriedade descreve o nivel da informagao a priori;
(iii) o nivel de informagao a priori deve ser uma distribuigao de probabilidades;

(iv) a solugdo do problema inverso é a distribuicao a posteriori.

Quando a posteriori, definida pela combinagao da priori com a verossimilhanca,
de acordo com o teorema de Bayes, admite um tratamento algébrico que possibilite uma
expressao analitica, os métodos de otimizacao, sejam deterministicos ou estocasticos, sao
utilizados. Infelizmente isso nem sempre acontece e, nesses casos, os problemas inver-
sos podem ser investigados como problemas de inferéncia estatistica através de técnicas
iterativas de amostragem (KAIPIO; SOMERSALO, 2004; GAMERMAN; LOPES, 2006;
ASTER; BORCHERS; THURBER, 2018).

Desta forma, a solucdo do problema inverso nao se reduz a um conjunto de valores
pontuais para os parametros, como ocorre nas estimativas oriundas da formulacao im-
plicita, mediante as func¢oes objetivo apresentadas na secao 3.4, mas envolve agora uma

distribuicao estatistica para cada componente de P.

3.5.1 Método de Monte Carlo com Cadeias de Markov (MCMC)

Para explorar essas distribuicoes a posteriori, utilizou-se o método de Monte Carlo
com Cadeias de Markov. Basicamente, essa metodologia tenta simular um passeio alea-
torio, no espago de 7r(13|\?), que converge para uma distribuicao estacionaria coincidente
com a distribuicao de interesse (KAIPIO; SOMERSALO, 2004).

Uma cadeia de Markov é um processo estocastico, onde o estado atual f’k, dada a
sequéncia {130, 131, R 131‘*1}, depende apenas de 131‘*1, ou seja, para prever um estado fu-
turo nao ¢ exigido todo o conhecimento passado, mas somente o estado anterior. Portanto,
conforme o tamanho das cadeias aumenta, seu periodo inicial, também conhecido como
periodo de aquecimento (Burn-in), é gradualmente esquecido e consequentemente des-
considerado apds ter-se alcangado a distribuigdo de equilibrio (ORLANDE et al., 2011b;
GAMERMAN; LOPES, 2006).

Dentre os estratégias disponiveis utilizou-se o algoritmo de Metropolis-Hastings
devido a sua robustez e facilidade de implementacao. Ele faz uso de uma densidade de

probabilidade auxiliar, ©(-|-), que promove o passeio aleatorio de acordo com os passos
descritos a seguir (KAIPIO; SOMERSALO, 2004):

1. Escolha do estado inicial P°;
2. Inicializagao do contador dos estados k = 0;

3. Geracao de um estado candidato P a partir do estado anterior Pk através da den-
sidade de transicio O (PT|P¥);
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4. calcula-se

(69)

5. Sorteia-se um nimero aleatorio [ entre 0 e 1;

6. Se B < a entdo P! = Pt caso contrario P+! = Pk,

7. Incrementa-se o contador k = k + 1;

8. Retorna-se ao passo 3 até que o niimero méaximo de iteragoes seja atingido (Nyeme)-

Ao final da execucao do algoritmo, para uma quantidade suficiente de estados, tem-
se uma amostra que representa a posteriori. Essa amostra, apos o descarte do periodo de
aquecimento, gera um conjunto a partir do qual as inferéncias sobre os parametros serao
efetuadas (ORLANDE, 2012).

A eq. (69) é conhecida como razdo de Hastings e por intermédio dela realiza-se
o procedimento de aceita¢ao/rejeicao. E interessante notar que, caso seja utilizada uma
densidade de transigao simétrica, a expressao de « simplifica-se (KAIPIO; SOMERSALO,
2004). Isso ocorre pelo fato da probabilidade de obter o estado atual, dado o candidato, e a
probabilidade de se obter o estado candidato, dado o atual, sdao iguais, ou seja, @(ﬁﬂﬁ) =
O(P1|P¥), restando portanto:

m(PT[Y)

—_— 70
7w (PX[Y) (70)

a = min {1,

Segundo Gamerman e Lopes (2006), as cadeias podem permanecer no mesmo es-
tado por muitas iteracgoes, sendo a taxa de aceitacao um dispositivo de monitoramento
de quais movimentos estdo sendo realizados. Acompanha-la é importante, pois passos
pequenos fazem as cadeias demorarem muito para alcancar o equilibrio, enquanto que
passos grandes levam a amostragens computacionalmente ineficientes. Um valor étimo
estaria entre 20% e 50% e, apesar dessas porcentagens nao serem obrigatorias, elas ser-

vem como uma referéncia a ser avaliada em cada aplicagdo (BESAG et al., 1995; GILKS;
RICHARDSON; SPIEGELHALTER, 1996).

3.5.2 Avaliacdo da Convergéncia das Cadeias

Em teoria, uma cadeia de Markov atinge a distribuicao alvo quando um ntmero
suficientemente grande de iteragoes é realizado. Este ntimero varia em func¢ao do problema

analisado, sendo necessario utilizar técnicas especificas a fim de verificar se a convergéncia
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foi alcangada (ORLANDE et al., 2011b). Dentre os métodos disponiveis, neste trabalho,
optou-se pelo critério de Gelman e Rubin (1992).

Ele baseia-se na execucao de m cadeias com diferentes pontos de partida e espera-
se que suas trajetorias sejam similares apds a convergéncia. O objetivo entao é testar se
a dispersao dentro das cadeias é maior que a dispersao entre as cadeias, ja que todas
devem possuir o mesmo comportamento quantitativo e qualitativo. Tem-se, portanto, m
possiveis inferéncias que serdo usadas na avaliacao da convergéncia através do fator de
reducao de escala potencial (Potential Scale Reduction Factor - PSRF) (GAMERMAN;
LOPES, 2006; BROOKS; GELMAN;, 1998).

Considere uma variavel aleatoéria v cuja distribuigao alvo possua média ji,, e varian-
cia oy, Assuma também a existéncia de m trajetérias {@ZJ](-l), w](-z), e ,w](-n)}, j=1,---,m,
para 1. As varidncias entre as cadeias e dentre as cadeias, K e D, respectivamente, sao

calculadas por (GAMERMAN; LOPES, 2006):

> (% -0) ()

Jj=1

K =

n
m—1

eI )

m(n —1

onde 1/1](-k) ¢ a j-ésima cadeia na iteracao k, Ej ¢ a média das obervagoes da cadeia j e E éa
média das médias das m cadeias avaliadas. Caso a convergéncia seja alcancada, esses mn
valores serao extraidos da posteriori e ai pode ser estimada pela eq. (73) (GAMERMAN;
LOPES, 2006).

65, = D+ — (73)

Consequentemente, o fator de reducao de escala potencial é calculado mediante a
eq. (74).

62

PSRF = /-2 (74)
D

Quando todas as m cadeias convergirem, 65 se aproximara da variancia amostral

das cadeias D, consequentemente, a razao 672# /D estara préoxima de um. Gelman e Rubin

(1992) sugerem como indicativo de convergéncia valores do PSRF menores que 1,2.
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4 PACOTE INVERSE PROBLEM SIMPLE MODELING (ipsimpy)

No capitulo anterior apresentou-se a base tedrica referente ao estudo de problemas
inversos. Visando melhor estruturar o encadeamento dos métodos necessarios ao processo
de estimativa, para os propositos deste trabalho, desenvolveu-se um cédigo capaz de in-
tegrar tais metodologias num tunico instrumento computacional. Essa integragao se deu
por meio de um pacote, implementado em Python, denominado Inverse Problem Simple
Modeling (ipsimpy), disponivel como um projeto publico no Github, através do enderego
eletrénico https://github.com/BrunoLugao/ipsimpy.git.

O pacote ipsimpy tem como objetivo fundamental ser uma ferramenta simples
e de facil utilizagdo, que centraliza os processos de andlise, solucdo e visualizacao dos
resultados oriundos da modelagem inversa. Essa juncao foi possivel gragas ao dinamismo
e a facilidade no acoplamento de diferentes moédulos presentes nesta linguagem.

A seguir é apresentada uma breve introducao ao Python, com foco nas suas caracte-
risticas fundamentais e praticas comumente usadas em computagao cientifica. Além disso,
serao descritas as principais funcionalidades do pacote, paralelamente com sua respectiva

documentacao.

4.1 Linguagem Python

Python é uma linguagem de programacao interpretada com acesso livre, open
source, multiplataforma, dinamicamente tipada e orientada a objetos, sendo amplamente
utilizada na ciéncia e engenharia. Ela atinge um bom equilibrio entre um ambiente de
alto nivel e numérico de alto desempenho. Esse balanceamento nao é obtido por meio
do Python em si, mas através da sua facilidade de integragdo com bibliotecas que usam
c6digo compilado externamente, geralmente em C ou Fortran (JOHANSSON, 2019).

Surgiu originalmente para o uso geral e ndo como uma ferramenta para aplica-
¢oes cientificas. Dessa maneira, foram desenvolvidos varios pacotes pela comunidade que

ampliaram seu escopo de utilizacao, sendo os mais importantes:

e numpy: constitui a pedra fundamental do processamento numérico. Ele fornece um
codigo aglutinador para as estruturas de dados, os algoritmos e as rotinas necessarias

as aplicacoes que requerem calculos eficientes;

e scipy: colecdo de rotinas direcionadas para solucdo numérica de problemas como
integracao, otimizacao, zero de fungoes, processamento de sinais, tratamento de

matrizes esparsas, interpolacao, solucdo de equacoes diferenciais ordinarias, etc;

o sympy: expande as funcionalidades do Python para um sistema de computagao


https://github.com/BrunoLugao/ipsimpy.git

80

simbélica, como os conhecidos Mathematica, Maple e Maxima,;
e matplotlib: biblioteca mais usada na criagdo de gréaficos com alta qualidade;

e scikit-learn: principal kit de ferramentas para aprendizado de maquina, incluindo
modulos para classificagao, regressao, clustering, reducao de dimensionalidade e se-
legao de modelos (MCKINNEY, 2019);

e pandas: oferece estruturas projetadas para trabalhar com dados estruturados ou
tabulares. Este pacote combina o processamento de alto desempenho proporcionado

pelo numpy com recursos flexiveis de manipulacao de informagoes presentes em
planilhas e bancos de dados relacionais (MCKINNEY, 2019);

e statsmodels: trabalha com estatistica, compreendendo basicamente modelos de re-
gressao, analise de variancia e de séries temporais, métodos ndo paramétricos, infe-

réncia e distribui¢oes de probabilidade.

Existem varios softwares voltados para o tratamento de problemas cientificos com-
plexos e, dentre eles, o Matlab talvez seja o mais conhecido. A linguagem Python quando
combina os pacotes numpy, scipy e matplotlib, conforme ilustrado na Figura 33, se torna
uma ferramenta poderosa no tratamento de aplicagdes que requerem um maior esforco

computacional, como comumente ocorre na solugao de problemas inversos.

Figura 33 - Pacotes que aproximam o Python ao Matlab.

Linguagem Python

@ + 0 + Matplotlib

Fonte: Adaptado de MCKINNEY, 2019.

Q

4.2 Funcionalidades e Documentacgao

O ipsimpy esta composto, inicialmente, por nove moédulos, organizados de acordo
com uma funcionalidade especifica. Na Figura 34 pode-se observar a estrutura desse pa-
cote, que foi implementado sob o paradigma de orientacao a objetos, onde cada funci-
onalidade é representada por uma classe. Nessa organizacao Analise Sensibilidade, DE
(Evolucao Diferencial), MCMC (Monte Carlo com Cadeias de Markov), Defini¢oes Pre-

liminares e Exportar Resultados sao os médulos discutidos com detalhes ao longo desta
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secao. Mesmo nao sendo empregados neste trabalho, ja se encontram incorporados ao

pacote os métodos Particle Swarn Optimization (PSO), Improved Diferential Evolution

(IDE), Levemberg-Marquardt (LM) e Luus-Jaakola (LJ).

Figura 34 - Estrutura do pacote ipsimpy.

r—---"""""""="—"="—"="—"="—"="—"="—"=—"—"=——-- S . - - ---"-"-"-"""”"”-"”-""”-""”"""—"="—"—"—"—-- 1
| ipsimpy |
[ |
: DE Exportar Resultados MCMC :
[ |
| |
| |
I IDE — LM |
: Defini¢oes :
I Preliminares |
: PSO — LJ :
| |
[ [
l Andlise Sensibilidade |

Solu¢do do Problema Direto

Fonte: O autor, 2022.

Convém destacar que a solu¢do do problema direto deve ser implementada sepa-
radamente, além disso a direcdo das setas indica se um determinado médulo importa
elementos ou informagoes de outro lugar. Por exemplo, o aquivo responsavel pela analise
de sensibilidade necessita da quantidade de parametros e dados experimentais para mon-
tar a matriz jacobiana, ou seja, N, e N4, que sao caracterizados pelo usudrio em defini¢oes
preliminares.

A seguir serao descritas as inter-relagoes entre cada componente do ipsimpy, bem
como suas funcionalidades e devida documentacao. Quando se fizer imperativo o tipo de
cada variavel, este serd indicado entre parénteses como int, float, boolean, array (para
vetores e matrizes) e function (para fungoes). Acessa-se um método ou atributo fazendo

modulo.metodo ou modulo.atributo.

4.2.1 Mobdulo Defini¢oes Preliminares

O moédulo defini¢des preliminares deve ser inicializado primeiro, pois contém algu-
mas informagdes bésicas que serao utilizadas pelos outros recursos que compdéem o pacote.

Através dele pode-se especificar os seguintes atributos:
Defini¢ao dos dados experimentais usados no problema inverso.

Definicoes_Preliminares.Set_Dados_Exp(dados)



82

e dados: vetor com os dados (array)

Definicao dos tempos onde os dados foram medidos.

Definicoes_Preliminares.Set_Tempos_Exp(tempos)
e tempos: vetor com os tempos (array)

Definicao da quantidade de dados experimentais.

Definicoes Preliminares.Set Nd(Numero Dados)
e Numero_Dados: quantidade de dados (int)

Defini¢do da quantidade de parametros do problema inverso.
Definicoes_Preliminares.Set_Np(Numero Parametros)

e Numero_Parametros: quantidade de pardmetros (int)
Defini¢do da matriz de covariancia dos dados.

Definicoes_Preliminares.Set Matriz_Covariancia(dados,sigma_exp)

e dados: vetor com as medidas experimentais a serem usados no problema inverso

(array)

e sigma_exp: vetor com o desvio padrao dos erros experimentais (array). Quando o
desvio for igual para todos os dados, este vetor possuird os mesmos elementos em

cada posicao
Semente a ser usada no gerador de niimeros pseudo aleatérios presente no numpy.
Definicoes Preliminares.Set_Semente(valor)

e valor: valor da semente (int)

4.2.2 Mobdulo Anélise de Sensibilidade

O modulo analise sensibilidade é responséavel por auxiliar na verificacao da possibi-
lidade de estimar um determinado conjunto de parametros simultaneamente, por meio dos
coeficientes de sensibilidade descritos na secao 3.3. O computo das derivadas é realizado
numericamente pela férmula de diferencas finitas centrada.

Sua sintaxe bésica é definida como:
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Coeficientes=Analise_Sensibilidade(SolucaoPD_pos_x,P,Tempos,Delta_h)

e SolucaoPD_pos_x: representa a solucao do problema direto na posicao de interesse.
Deve ser definido como uma funcgéo e receber apenas o vetor de parametros como

argumento (function)
e P: vetor de parametros (array)

e Tempos: vetor contendo os tempos em que serao computados os coeficientes de

sensibilidade (array)

e Delta_h: tamanho do passo a ser utilizado na aproximacao da derivada primeira por
diferencas finitas centrada (array). Cada elemento de Delta_h pode ser especificado

de acordo com a magnitude do parametro correspondente
e Coeficientes: compreende o resultados da andlise de sensibilidade contendo:

* Coeficientes.Matriz: matriz jacobiana (array)
* Coeficientes.Parametro[i]: coeficientes de sensibilidade calculados para o

i-ésimo parametro (array)

Caso o interesse seja analisar os coeficientes de sensibilidade modificados, deve-
se multiplicar os valores encontrados em Coeficientes.Parametro[i] pelo parametro

correspondente.

4.2.3 Modulo Evolugao Diferencial

Este modulo apresenta a implementacao do algoritmo de Evolugao Diferencial des-
crito na se¢ao 3.4.2. Ele importa o médulo Definig¢des_Preliminares a fim de obter a
quantidade de parametros a serem estimados e o conjunto de dados experimentais.

Sua sintaxe é:

SolucaoDE=EvolucaoDiferencial (FO,RL,Opcoes)

e FO: funcao objetivo a ser minimizada, recebendo o vetor de pardmetros como tnico

argumento de entrada (function).

e RL: compreende as restrigoes laterais, ou seja, os limites inferiores e superiores do

espaco de busca para cada parametro a ser estimado, devendo ser definido como:

RL = [(PlL’ P[1])> (Péj» P2U)a B (PJL> P]U)’ B (P%p’ P%p):|



84

e Opcoes: representa os parametros do Evolugao Diferencial, sendo um argumento

optativo, devendo ser expresso por um dicionario Python contendo:

* F: fator de mutagao (float)

* Cr: taxa de cruzamento (float)

* Gmax: maximo de geragoes (int)

* Tol: tolerancia (float)

* VerResumo: mostra algumas informacoes de interesse ao final do processo ite-

rativo (boolean)

VerResumo pode ser passado ao algoritmo com todos seus elementos ou em parte.
Aqueles que forem omitidos serao assumidos com os valores padrao (default) cons-

tantes na Tabela 7.

Tabela 7 - Pardmetros default DE.

F Cr Gmax Tol VerResumo
0,5 0,8 100 1076 False
Fonte: O autor, 2022.

e SolucaoDE: compreende a solugdo do problema inverso. Nesta varidvel estdao orga-

nizados os resultados listados a seguir:
* SolucaoDE.Parametros_Estimados: pardmetros obtidos pela solucao do pro-
blema inverso (array)

* SolucaoDE.Convergencia: melhor valor da funcao objetivo em cada geracao
(array)

* SolucaoDE.Valor_FO: valor da func¢ao objetivo com os pardmetros estimados
(float)

* SolucaoDE.Custo_Computacional: tempo de CPU em segundos (float)

4.2.4 Mbdulo Monte Carlo com Cadeias de Markov

Este modulo apresenta a implementagao do método de Monte Carlo com Cadeias
de Markov por meio do algoritmo de Metropolis-Hastings, considerando uma densidade de
transicao gaussiana. A quantidade de parametros a serem estimados, o conjunto de dados
experimentais e a matriz de covaridncia sao recebidos de Definigdes_Preliminares.

Sua sintaxe é:
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SolucaoMCMC=MCMC(PD,Distribuicao Priori,Estado Inicial,Nmcmc,Nburnin,Passo)

e PD: ¢ a funcao que representa a solucao do problema direto, recebendo o vetor de

pardmetros como tnico argumento de entrada (function)
e Distribuicao_Priori: densidade de probabilidade a priori (function)
e Estado_Inicial: chute inicial (array)
e Nmcmc: tamanho da cadeia (int)
e Nburnin: estados de aquecimento (int)

e Passo: vetor contendo o passo a ser empregado na densidade de transicao para cada
componente de P (array)
e SolucaoMCMC: compreende a solucao do problema inverso. Nesta variavel estao or-
ganizadas as informagoes listadas a seguir:
* SolucaoMCMC.Media_ Parametro: média dos parametros obtidos pela solucao
do problema inverso (array)

SolucaoMCMC.Desvio_Parametro: desvio padrao dos pardmetros (array)

* SolucaoMCMC.Intervalo_Credibilidade: intervalo de credibilidade de 95%
(array)

SolucaoMCMC.Cadeias: cadeias amostradas com cada coluna representando o

trago de um parametro (matriz)
SolucaoMCMC.Taxa_Aceitag8o: porcentagem dos estados aceitos (float)

SolucaoMCMC.Custo_Computacional: tempo de CPU em segundos (float)

4.2.5 Modulo Exportar Resultados

Este moédulo é executado, independentemente do consentimento do usuario, ao
final do processo de estimativa dos parametros. Ele automaticamente cria uma pasta com
o nome da metodologia de solu¢ao no mesmo diretorio do arquivo que importa o pacote
ipsimpy, contendo todas as informagoes presentes na variavel solucao como um txt. Caso
o problema inverso seja executado uma segunda vez, os novos resultados vao sobrescrever

os antigos.
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5 RESULTADOS E DISCUSSAO

Neste capitulo serao apresentados os resultados referentes a estimativa de cargas
poluentes, segundo diferentes configuracoes, despejadas nas margens de um hipotético
curso fluvial, utilizando o pacote ipsimpy. Como infelizmente informacoes sobre dura-
¢ao, intensidade e localizacao dificilmente estdo disponiveis, o presente trabalho busca
caracterizar esses aportes indiretamente a partir de um conjunto de dados experimen-
tais, coletados a jusante do local do derramamento, sem que necessariamente sua forma
funcional seja conhecida.

Visando tornar as simulagoes mais proximas da realidade, procedeu-se uma etapa
preliminar de calibragdo, baseada no experimento de campo realizado por Souza (2009),
para o lancamento instantdneo de uma substancia conservativa na secao 5.1. A partir
desse ponto, na secao 5.2, assumindo o modelo calibrado, foram especificados alguns
ensaios hipotéticos de interesse ambiental, englobando despejos constantes, segundo uma
formulagdo implicita para a estimativa de parametros. Na se¢ao 5.3 encontra-se a andlise
dos derramamentos transientes, segundo uma formulacgao baseada em inferéncia bayesiana,
para estimativa de fungoes. Cabe ressaltar que os cenarios hipotéticos de despejo fizeram
uso de medidas experimentais sintéticas, uma vez que nao encontrou-se dados reais na
literatura para esses aportes.

Quanto a configuragao da solucao do problema direto por diferencas finitas, utilizou-
se uma malha com N, = 201 x N, = 61 pontos no espago, N; = 13751 pontos na ca-
libragao e N; = 5001 pontos, no tempo, nos demais casos. Além disso, comparou-se as
concentracoes calculadas com outra solugao, oriunda da Transformada Integral Genera-
lizada. Esse procedimento foi adotado primariamente para gerar os dados sintéticos, de
modo a diminuir a influéncia do crime inverso, e secundariamente como um benchmark,
sendo dispostas as tabelas de verificacdo numérica no apéndice D.

A analise dos resultados das secoes 5.1 e 5.2 teve por base a média, o desvio
padrao, o coeficiente de variacdo, a melhor e a pior solu¢ao encontrada, ﬁbest e ﬁwom,
num universo de 20 execugoes do algoritmo de Evolucao Diferencial. J4 a analise das
estimativas da secao 5.3, obtidas através do método de Monte Carlo com Cadeias de
Markov, serao apresentadas em detalhes posteriormente. Na verificacao da qualidade do
ajuste em relagdo ao conjunto experimental, em todos os casos, computou-se o valor da
raiz quadrada do erro médio quadrético (Root Mean Square Error - RMSE) e o coeficiente

de determinacio (R?) de acordo com as expressoes:

1 L\ 2
RMSE = Ndizl(Yi - Y;i(P)) (75)



87

2

R = = (76)

=1

onde Y é a média dos dados.

Realizou-se todas as simula¢oes num computador desktop com sistema operacional
Windows 10 Pro, processador AMD Ryzen 3300X de 4,3 Ghz, placa mae gigabyte B450
Aorus M, 16 Gb de memoria RAM Geil Super Luce DDR4 de 3000 Mhz e um SSD WD

Green com 240 Gb de armazenamento.

5.1 Calibragao - Despejo Instantaneo

Neste cenério avaliou-se um ensaio de campo, referente ao langamento pontual de
um tracgador salino diluido num balde e liberado, instantaneamente, na linha central do
escoamento. Tomaram-se as amostras a cada 15 s em dois pontos, respectivamente, a 50
m e a 100 m do local de despejo contando com a participacao de cinco pessoas.

Mediu-se a condutividade em funcao do tempo através do condutivimetro porta-
til modelo EC 214 com auxilio de um cronémetro. Executou-se a leitura até que fosse
atingido o fundo "branco', ou seja, a condutividade natural do rio. Os valores medidos
foram convertidos em concentragao, permitindo assim o estabelecimento da representa-
¢ao cartesiana da curva que descreve a passagem do tracador em fungdo do tempo em
Zegp = 150 M € Yezp = 1,2 m conforme exibido na Figura 35. A descrigao completa do
experimento encontra-se no trabalho de Souza (2009).

Buscou-se encontrar o vetor de pardmetros, P = [tUmazs Fe, Ey]T, minimizando a
funcao objetivo de minimos quadrados empregando o algoritmo de Evolucao Diferencial
considerando F' = 0,75, Cr = 0,8, Ny, = 15, G0, = 100 e as restrigoes laterais presentes
na Tabela 8.

Tabela 8 - Calibragao: informacgoes dos parametros.

P  Unidade Lim. Inferior Lim. Superior

Umaz ~ M/S 0,5 0,9
E, m?/s 0,5 1.5
E,  m?/s 0,0001 0,035

Fonte: O autor, 2022.

Com o intuito de analisar a influéncia da variacao dos pardmetros no problema

inverso, na Figura 36, é possivel observar os coeficientes de sensibilidade modificados. As



Figura 35 - Dados a 100 m do local de

despejo.
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Fonte: Adaptado de SOUZA, 2009.
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curvas retratam comportamentos distintos, evidenciando a possibilidade de estimar os

trés componentes de P simultaneamente. Percebe-se também que, a partir de t = 300 s,

E, e E, nao possuem variagoes significativas.

Figura 36 - Calibragdo: coeficientes de

sensibilidade modificados.
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Fonte: O autor, 2022.

Na Tabela 9 sao apresentados os resultados das 20 execugoes do algoritmo de

Evolucao Diferencial. Nota-se uma pequena diferenca entre a melhor e a pior solucao e

entre a pior solucao e a média, o que indica a robustez das estimativas. Os desvios padroes

dos resultados foram baixos, representando assim, um pequeno espalhamento em torno

da média, com erros relativos da massa recuperada menores que 0,27%.

Na Figura 37 tem-se a convergéncia e os ajustes em relacao aos dados do melhor e

do pior vetor de pardmetros, bem como a solugao de Souza (2009) empregando um modelo

unidimensional. Observa-se em (a) que o residuo quadratico de P,,,.s; manteve-se acima

da média durante a maior parte do processo iterativo, aproximando-se de Py.; apenas a
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Tabela 9 - Calibracao: compilacao dos resultados de 20 execugdes do Evolugao Diferencial.

Umae [M/s] By [m2/s] E, [m?/s] S(P) RMSE R? enr (%)
Melhor 0,764 0,55 0,01 132,140 3,0788 0,965 0,11
Pior 0,763 0,56 0,01 132,690 3,0786 0,965 0,16
Média 0,762 0,95 0,01 132,670 3,0783 0,965 0,27
Desvio 0,0003 0,0012 0,00002 - - - -
CV (%) 0,05 0,21 0,33 - - - -

Fonte: O autor, 2022.

partir da octogésima geracao. J& no grafico (b) verifica-se mais claramente a proximidade
entre as estimativas, através da comparacao das concentragoes calculadas com os dados.
As curvas encontradas mantiveram-se praticamente sobrepostas, apresentando uma maior
diferenga com o resultado de Souza (2009) no intervalo de 90 s a 210 s. Apesar das seme-
lhancas, o modelo em uma dimensao obteve um RMSE de 3,265, alcancando, portanto,

uma aderéncia ao conjunto experimental inferior a da pior solu¢ao obtida neste trabalho.

Figura 37 - Calibragao: resultados.
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Fonte: O autor, 2022

5.2 Cenario A - Despejos Constantes

Esta se¢ao lida com despejos hipotéticos nas margens do curso fluvial modelado,
para fontes constantes, assumindo ws,qz, £, € E, iguais aos valores da melhor estimativa
do cenario de calibracao. Convém destacar um ponto importante, referindo-se a nao-
unicidade na solugdo do problema inverso para multiplos langcamentos. Essa limitacao
foi contornada ao considerar um conjunto de informacgoes a priori acerca da posicao do
derramamento por meio da funcao objetivo MAP. Na Figura 38 tem-se uma representagao
esquematica dos aportes idealizados, ja apresentados na secao 2.2.2, onde cada fonte

poluente é caracterizada por sua carga, W, e localizacao, X.
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Figura 38 - Cenario A: representacao esquemadtica do problema inverso.
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Fonte: O autor, 2022.

Devido a impossibilidade de encontrar dados reais associados aos casos estudados,
para todos eles, utilizou-se medidas sintéticas geradas a partir de um ruido gaussiano adi-
tivo, com média zero e desvio padrao equivalente a 2% do valor maximo do contaminante

no local de amostragem, de acordo com a eq. (77).
Yi = Yi<]~3exato) + €, € ~ N<07 Uea:p)v 1= 17 27 e 7Nd (77)

Y, refere-se a i-ésima concentracao aferida, no ponto x =150 me y =1,2 m, € Peyaro € 0

vetor de parametros exato.

5.2.1 Caso Al

Neste caso avalia-se um aporte pontual constante na margem esquerda, assumindo
o vetor de parametros P = (W1, X1]". Empregou-se a funcio objetivo de maxima veros-
similhanca, eq. (57), que é minimizada usando o algoritmo de Evolugao Diferencial com
F = 0,75, Cr = 0,8, Ny, = 10 e critério de parada G,q, = 20. Os valores exatos, bem

como os intervalos de busca estao dispostos na Tabela 10.

Tabela 10 - Caso Al: valores exatos e intervalos de busca dos pardmetros.

P Valor Exato Unidade Margem  Lim. Inferior Lim. Superior

Wi 5,0 g/s Esquerda 0,0 10,0

X1 20,0 m Esquerda 0,0 150,0
Fonte: O autor, 2022.
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Ja na Figura 39 sdo apresentados os dados experimentais sintéticos com desvio

padréao igual a 2% da concentragido méaxima das medidas exatas no ponto de coleta que,

para o presente caso, se traduziu em o.,, = 0,186 mg/L.

Figura 39 - Caso Al: dados experimentais.
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Fonte: O autor, 2022.

Os coeficientes de sensibilidade modificados podem ser observados na Figura 40.

Em (a) tem-se a evolugao temporal das curvas no ponto de coleta experimental, enquanto

que em (b) sdo mostradas as curvas ao longo do eixo transversal ao escoamento, em ¢t = 200

s. A partir do primeiro grafico nota-se que os parametros sao linearmente independentes,

com Wjp mais sensivel que X, estando suas maiores variacoes compreendidas entre 100

s e 400 s. Analisando agora o segundo grafico, constata-se que a posicao, diferentemente

da carga, é mais sensivel caso as medi¢oes sejam efetuadas num ponto mais deslocado na

direcao da margem onde a fonte esta localizada.

Figura 40 - Caso Al: coeficientes de sensibilidade modificados.
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Fonte: O autor, 2022.

Os resultados das 20 execugdes do problema inverso sao apresentados na Tabela

11. A pior solugao possui valor da fungao objetivo aproximadamente 3 vezes maior que
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a média, no entanto, alcangou-se boas estimativas para ambos os parametros, com erros

relativos de 1,36% e 5,34%, respectivamente, para W, e X;.

Tabela 11 - Caso Al: compilacido dos resultados de 20 execucoes do

Evolugao Diferencial.

Wi lg/s] X, [m]  S(P) RMSE R exr (%)
Melhor 4,973 50,620 1,054 0,171 0,998 0,55
Pior 5,068 52,671 2,941 0,286 0,997 1,37
Média 4,986 50,265 1,069 0,172 0,998 0,27
Desvio 0,043 0,919 - - - -
CV (%) 09 1,8 - . _ ;

Fonte: O autor, 2022.

Na Figura 41 pode-se acompanhar o valor da func¢ao objetivo ao longo das geracoes,

em (a), e a comparacao da solugdo do problema direto contra as medidas simuladas, em

(b), empregando os pardametros recuperados. Observa-se um bom comportamento geral,

mesmo para P .., que superestimou as concentracoes calculadas a partir de ¢t = 150 s.

Figura 41 - Caso Al: resultados.
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5.2.2 Caso A2
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(b) Ajuste aos dados experimentais

Planejado de maneira similar ao caso Al, considera-se agora duas cargas pontuais

constantes, ambas situadas na margem esquerda do trecho modelado, em posicoes dis-

tintas. O vetor de pardmetros é definido conforme a eq. (78), onde seus dois primeiros

componentes representam a fonte 1 e os dois ultimos a fonte 2.

13 = [Wla X17 WQaXQ]T
—— ——

Fonte 1 Fonte 2

(78)
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Um ponto importante deste cenario refere-se a nao-unicidade para a estimativa de
multiplos lancamentos. Note que trocar a ordem das fontes, mantendo seus valores, faz
que se tenha P, =+ P, com as mesmas concentragoes calculadas no problema direto. Esse
comportamento ocorre por uma questao puramente mateméatica, uma vez que trocar as
parcelas da eq. (17) ndo altera Sp, (z). Visando contornar essa dificuldade empregou-se
um conjunto de informagoes a priori para X; e Xs, segundo a fungao objetivo MAP. Na
Tabela 12 sao apresentados os parametros exatos e suas restricoes laterais, sendo adotadas

as configuracoes no Evolucao Diferencial: F' = 0,75, Cr = 0,8, Npop = 20 € Giez = 60.

Tabela 12 - Caso A2: valores exatos e intervalos de busca dos pardmetros.

P  Valor Exato Unidade

Margem  Lim. Inferior

Lim. Superior

Wi 5,0 g/s Esquerda 0,0 10,0
X4 20,0 m Esquerda 0,0 150,0
W 2,5 g/s Esquerda 0,0 10,0
X5 80,0 m Esquerda 0,0 150,0

Fonte: O autor, 2022.

Dando continuidade, tem-se na Figura 42 os dados sintéticos usados no processo
de minimizagao. O local de monitoramento escolhido foi 0 mesmo do cenario de despejo
instantdneo. O ruido adicionado compreendeu um desvio padrao de o.., = 0,279 mg/L,

que corresponde a 2% da concentra¢ao maxima do conjunto experimental exato.

Figura 42 - Caso A2: dados experimentais.
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Fonte: O autor, 2022.

Os coeficientes de sensibilidade modificados encontram-se dispostos na Figura
43(a). Apesar da inspegao dessas curvas nao indicar dificuldades na estimativa dos para-
metros, isso pode nao ser o suficiente para atestar a independéncia linear dos componentes
de P. De fato, nessas situagoes, a unicidade é melhor avaliada ao acompanhar det(J'J),

assumindo diferentes grupos de parametros, conforme apresentado na Figura 43(b). Se
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ambas as emissoes forem estimadas simultaneamente, a ordem desse determinante cai de

103 para 1079, sugerindo claramente a existéncia de alguma correlacao entre Wi, X, W,

(§ XQ.

Figura 43 - Caso A2: anélise de sensibilidade.
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Fonte: O autor, 2022.

Antes de apresentar a solu¢ao do problema inverso, considerando a funcao objetivo
MAP, eq. (62), investigou-se a fungdo objetivo de maxima verossimilhanga, eq. (57). A
Figura 44 resume 100 execugoes independentes do Evolucao Diferencial e ilustra a nao-
unicidade discutida anteriormente. A estimativa das duas fontes apresenta solugoes agru-
padas em torno de dois minimos que podem ser, alternadamente, (W1, X;) ou (Wa, X»).
Na auséncia de qualquer informacao prévia, apesar das questoes relativas a nao unici-
dade, a analise inversa mediante a formulagdo de maxima verossimilhanca ainda fornece

informacoes relevantes sobre as possiveis localizagoes e cargas despejadas.

Figura 44 - Caso A2: resultados de 100 execugoes da funcdo objetivo de méxima

verossimilhanca.
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Fonte: O autor, 2022.
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No que segue, discuti-se a solucao do problema inverso dentro da estrutura Baye-
siana, ou seja, assumindo a existéncia de um conhecimento prévio sobre a localizagao dos
lancamentos. Além das informacoes fornecidas na Tabela 12, modelou-se a priori através
de uma distribuigdo normal, eq. (61), com média para X; e Xy de 20 m e 80 m, respec-
tivamente, e desvio padrao de 5 m. A Tabela 13 apresenta os resultados de 20 execugoes
independentes do DE na minimizacao da funcdo objetivo MAP, demonstrando que as
informacgoes a priori para a localizagao dos aportes evitaram a nao-unicidade da solugao
do problema inverso. Observam-se estimativas consistentes, com o pior resultado gerando
apenas 0,77% de erro na massa recuperada €);. As métricas associadas a aderéncia ao

conjunto experimental, RMSE e R?, também indicam bons ajustes.

Tabela 13 - Caso A2: compilacao dos resultados de 20 execucoes do Evolucao Diferencial.

Wiy g/s] X, [m] W,lg/s] X [m]  Suap(P) RMSE R? e (%)

Melhor 4,888 19,99 2,609 80,73 2,364 0255 0,998 0,04
Pior 4781 1844 2,661 79,01 2,751 0269 0,998 0,77
Média 4834 1944 2,657 7981 2,354 0256 0,998 0,13

Desvio 0,066 0,719 0,069 0,696 _ _ ] _
CV (%) 1,36 3,70 2,61 0,87 ; ; - ;

Fonte: O autor, 2022.

A Figura 45 ilustra a robustez da soluc¢ao do problema inverso, mostrando o valor
da funcdo objetivo ao longo das geragoes, em (a), e a comparacdo das concentragoes
calculadas com os pardmetros estimados contra as medidas simuladas, em (b). Nesses

resultados, observa-se um bom comportamento, mesmo para a pior solugao ranqueada.

Figura 45 - Caso A2: resultados.

15.0 A

300 1 —— Melhor ® Data b .
250 4 === Pior 12.54 —— Melhor
e —— Media —== Pior
£ 200 1 100
8 g
© 150 - S 751
lg =
O O 50
€100 1
w
50 1 231
0 004 5
0 10 20 30 40 50 60 0 100 200 300 400 500
Geracao t[s]
(a) Comportamento da convergéncia DE (b) Ajuste aos dados experimentais

Fonte: O autor, 2022.
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5.2.3 Caso A3

No caso A3 investigou-se o aporte de duas cargas pontuais constantes em margens
opostas. O vetor de pardmetros, eq. (79), é construido de modo que seus dois primeiros
componentes representem a fonte 1, situada na margem esquerda, e seus dois tultimos a

fonte 2, situada na margem direita.

Esq. Dir.

P =W, X1, Ws, X" (79)

Fonte 1 Fonte 2

Como na secao anterior, neste caso, também existe um problema de unicidade na
solucao quanto a identificagdo de fontes multiplas. Visando facilitar a visualizagdo desse
processo, tem-se na Figura 46 uma representacao esquematica de dois derramamentos
distintos, indicados por ﬁl e 132. Percebe-se que apenas a ordem das fontes encontra-se
trocada, ou seja, em (a) as fontes 1 e 2 do vetor situam-se, respectivamente, na margem
esquerda e direita, enquanto que em (b) o vetor estd organizado de modo inverso. Mesmo
que ﬁl #* §2 caracterize lancamentos diferentes, claramente visualiza-se no grafico (c)
que as concentragoes, no ponto de coleta experimental, sdo iguais. Mais uma vez, com o
intuito de contornar essa limitacao, far-se-4 uso da funcao objetivo MAP. Na Tabela 14
estao dispostos os valores exatos e as restricoes laterais dos parametros, empregando o
Evolucao Diferencial configurado com F' = 0,75, Cr = 0,8, Npop = 20 € Giap = 60.

Figura 46 - Caso A3: problema de unicidade na solucdo do problema inverso.
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Fonte: O autor, 2022.



Tabela 14 - Caso A3: valores exatos e intervalos de busca dos pardmetros.

P  Valor Exato Unidade

Margem  Lim. Inferior

Lim. Superior

Wi 5,0 g/s Esquerda 0,0 10,0
X 20,0 m Esquerda 0,0 150,0
W 2,5 g/s Direita 0,0 10,0
X 80,0 m Direita 0,0 150,0
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Fonte: O autor, 2022.

Ja na Figura 47 dispdem-se os dados experimentais sintéticos utilizados no pro-
blema de minimizagao. O ruido experimental compreendeu um desvio de oy, = 0,279mg/ L,
assumindo o mesmo local de monitoramento do cenario de calibragao, sendo colhidas trinta

e seis amostras durante 550 s, com um intervalo de 15 s entre elas.

Figura 47 - Caso A3: dados experimentais.
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Fonte: O autor, 2022.

A evolucao temporal dos coeficientes de sensibilidade modificados no ponto de
amostragem, ou seja, em Ty, = 150 m e ye,p = 1,2 m, é apresentada na Figura 48.
As curvas mostram sensibilidades razoaveis em relacdo a todos os parametros, mas a
simples observacao do gréafico 48(a) pode ser enganosa quanto a dependéncia linear dos
elementos de P. Para melhor abordar a unicidade da solucao do problema inverso, pode-
se observar o grafico 48(b), que apresenta a evolucao do determinante de J'J para trés
diferentes grupos de parametros. Deve-se notar que, se ambas as emissoes de poluentes
forem estimadas simultaneamente, a ordem de det(J"J) cai de 10* para 10~°, sugerindo,
mais uma vez, nao-unicidade na solugao do problema inverso.

Similarmente ao caso A2, também investigou-se a solug¢do do problema inverso sem
informacgao prévia sobre os langamentos, ou seja, a solu¢ao obtida com a minimizagao da
fungao objetivo de maxima verossimilhanga, eq. (57). A Figura 49 resume as estimativas
de 100 execucoes independentes do DE; ilustrando claramente um comportamento de nao-

unicidade. Observa-se que as solugoes agrupam-se em torno de dois minimos principais,
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Figura 48 - Caso A3: anélise de sensibilidade.
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Fonte: O autor, 2022.

tanto na fonte 1 (W7, X;), quanto na fonte 2 (W3, X3). Mesmo na auséncia de qualquer
informacgao prévia, a solucao do problema inverso pode trazer indicagoes relevantes sobre

a identificagdo e quantificagdo de cargas poluentes.

Figura 49 - Caso A3: resultados de 100 execugoes da fungdo objetivo de maxima

verossimilhanca.
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Fonte: O autor, 2022.

Na Tabela 15 estao dispostos os resultados das 20 execugdes do problema inverso
e na Figura 50 tem-se a convergéncia do algoritmo de Evolucao Diferencial, bem como
a comparagao das concentragoes calculadas com os dados sintéticos. Verifica-se no geral
estimativas proximas dos parametros exatos, com a maior inconsisténcia proveniente do
residuo quadratico oriundo da pior solu¢ao, mesmo, no inicio do processo iterativo, esse
vetor tendo atingindo melhores valores na fungao objetivo, conforme pode ser visto no
grafico 50(a). J& os ajustes em relagao ao conjunto de medidas experimentais, grafico 50(b),
se mantém praticamente sobrepostos, apresentando uma diferenca quase imperceptivel

entre ﬁbest e ﬁwmst no intervalo de t = 100 s a t = 200 s.
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Tabela 15 - Caso A3: compilagdo dos resultados de 20 execugdes do Evolugao Diferencial.

Wi lg/s] X1 [m] Wslg/s] X;[m]  Suap(P) RMSE R? e (%)

Melhor 4,820 20,32 2,617 78,84 2,791 0276 0,998 0,84
Pior 4837 21,15 2573 76,70 3295 0279 0,998 1,19
Média 4,841 20,56 2,596 78,82 2,746 0276 0,998 0,84

Desvio 0,060 0,321 0,059 0,709 - - - -
CV (%) 1,25 1,56 2,28 0,90 - - - -
Fonte: O autor, 2022.

Figura 50 - Caso A3: resultados.
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Fonte: O autor, 2022.

5.3 Cenario B - Despejos Transientes

Dando continuidade aos cenarios hipotéticos de despejo, nesta secao sera discutido
o problema inverso de estimativa de fung¢oes num espaco de parametros com dimensao
finita. As cargas idealizadas passam a apresentar, além do aspecto pontual, variacao tem-
poral ao longo das simula¢des. A modelagem matematica das condigoes de contorno dos
casos B1, B2, B3 e B4 ja foi exibida na se¢do 2.2.3. Na Figura 51 tem-se a representagao
esquematica do problema onde o historico do langcamento é assumido totalmente desco-
nhecido, ou seja, W (t). Os derramamentos avaliados envolveram diferentes funcionais,
baseando-se em aplicagdes de interesse ambiental como as apontadas por Chapra (2008) e
Hazart et al. (2014), para despejos com decaimento exponencial, gaussiano, intermitente
de uma ativacao e intermitente de duas ativacoes.

Visando manter uma maior conformidade dos ensaios numéricos com situacoes

reais, os coeficientes da equacao do transporte e os parametros geométricos do trecho
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Figura 51 - Cenario B: representacdo esquemaética do problema inverso.
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Fonte: O autor, 2022.

modelado, foram assumidos iguais aos do caso de calibragdo. Mais uma vez, por nao ter
sido encontrado na literatura dados reais para os aportes idealizados, utilizou-se medidas
experimentais sintéticas, definidas como as da se¢ao 5.2. A diferenca aqui se dé na posicao
de coleta dos dados que, para todos os casos, ocorreu em Zezy = 100 m € Yepp = 1,2 m.
O vetor de parametros agora engloba uma discretizagao de W (t) em certos tempos
especificos. A partir destes valores aproxima-se a carga original por meio de uma inter-
polagdo linear, que caracteriza a insercao do poluente no curso fluvial, a ser representada

do seguinte modo:

ﬁz[wl,wg,--- ,wl-,~--,w]\zp}T (80)
w; =Wi(t;), i=12--- N, (81)
ti=to+ (i—1DAty, i=1,2-- N, (82)
Aty = jvf (83)

onde ty € o tempo inicial, At,, é o intervalo entre dois instantes consecutivos, t; é o tempo
final da simulacao, N, é a quantidade de pardmetros e w; sao os valores da carga nos

tempos t;. Tem-se o intuito de estimar 30 pontos igualmente espagados num universo de
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38, em virtude de uma limitacao fisica, explicada mais detalhadamente a seguir.

Devido ao mal condicionamento comumente associado a problemas inversos de
estimativa de fungdes, aliado a existéncia de poucas informacoes sobre a forma que se
da o historico do despejo num curso fluvial, nesse cenario decidiu-se utilizar uma priori
nao informativa do tipo Markov Random Field (MRF). Perante as opgoes disponiveis,
selecionou-se a Total Variation (TV) devido a sua capacidade de lidar com desconti-
nuidades que, para o caso discreto, é dada em conformidade com a eq. (84) (KAIPIO;
SOMERSALO, 2004; ASTER; BORCHERS; THURBER, 2018).

Np—1
Wpr(P> = exp {—>\ Z Atw (|wz - wi+1’ + |wl - w,-_1|)} (84)
=2

sendo A um parametro de regularizacao. Convém destacar que a escolha de A foi realizada
por tentativa/erro de modo a nao suavizar, demasiadamente, as cargas recuperadas.

A analise dos resultados no contexto de problemas inversos, quando a natureza
do objeto estimado for do Tipo II ou IV, também deve levar em conta o ajuste sobre
o funcional. Desse modo, em complemento as métricas ja apresentadas para verificar a
aderéncia entre as concentracoes calculadas e medidas, considerou-se, além da raiz do erro
médio quadritico (RMSE) e do coeficiente de determinagao (R?), o coeficiente modificado
de Wilmott (d;) e o erro relativo da norma da carga recuperada (ey ) de acordo com as
egs. (85), (86), (87) e (88).

RMSE = ﬁp; (W — w;)? (85)
> (wf ) (w; — )
R? = = (86)

Jz”: (uf - wﬂ > (wi —w)

=1 =1

Np

D Jwf — wl

dy=1- = (87)

NP
> (Jwi = @[ + [wf — @)

=1

o |||W<t>|| - ||Wm<t>||| 59

W (@)l

onde W(t) e wf representam a carga exata, W,..(t) e w; expressam a carga recuperada,
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(+) indica a média, | - | o médulo e || - || a norma L,. Convém salientar que a escolha do
coeficiente modificado de wilmott se deu pela sua menor sensibilidade a outliers, conforme
aponta Legates e McCabe (1999).

Um ponto que merece destaque refere-se a impossibilidade de identificar W (t) em
sua totalidade. Como o problema modelado é resolvido num intervalo de tempo finito,
necessita-se estipular até que momento é viavel estimar os parametros, uma vez que o
poluente demanda certo tempo para percorrer a distancia entre o local do derramamento
e de medicao. A Figura 52 exemplifica esse processo, visto que, de t; em diante, a pluma
nao pode ser detectada na posicao de monitoramento antes que a simulagao termine e,

consequentemente, a recuperacao do funcional fica comprometida.

Figura 52 - Definicao do tempo limite (¢, ).
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Fonte: O autor, 2022.

Desse modo, é importante definir um tempo limite, a partir do qual a carga nao
pode ser determinada. Como o nimero de Péclet para o cenario idealizado é maior que 10
(Pe = 278,10), segundo Chapra (2008), a contribui¢ao advectiva do transporte predomina
em relacao a contribuicao dispersiva. Calculou-se entao o tempo limite levando em conta
apenas a advecgao, descontando do tempo final o tempo médio gasto para a pluma alcangar

o ponto de monitoramento, da seguinte maneira:

X — Lexp 1 Ly
tim =ty — ————=451,78s, sendo U= —/ u(y)dy (89)
u Ly, Jo



103

portanto, apds 451,78 s é inviavel estimar carga, uma vez que o conjunto de dados nao
contempla informagoes sobre os pardmetros, sendo, portanto, a estimativa para Wi...(t)
desconsiderada de t;;, em diante.

Quanto a solucao do problema inverso, adotou-se uma densidade de transicao gaus-
siana, com varidncia igual a 0,25% de cada componente do vetor 13’7 e coeficiente de re-
gularizacdo A = 0,075. No computo do PSRF definiu-se trés cadeias contendo 8 x 10*
estados cada uma, assumindo um burn-in de 2,5 x 10* estados. Estabeleceu-se pontos
iniciais contantes com valores equivalentes a 0, 2,5 e 10, respectivamente, para as cadeias
1, 2 e 3. Quanto aos resultados apresentados, as cargas recuperadas, referem-se a primeira
cadeia, sendo as outras empregadas exclusivamente na avaliagdo da convergéncia. Devido
a quantidade de incognitas, o traco das cadeias e seus histogramas serao exibidos somente

para ws, wis € Was.

5.3.1 Caso B1

Na Figura 53 pode-se observar a variacao temporal de Wi(t) e as medidas ex-
perimentais sintéticas utilizadas. No grafico (a) verifica-se que a curva segue um perfil
com decaimento exponencial, nao apresentando variagoes abruptas e mantendo-se ativa
até aproximadamente 400 s. Destaca-se também os parametros a recuperar, juntamente
com o tempo limite e os componentes de P desconsiderados. J4 no grafico (b) dispoe-se o

conjunto de dados gerado mediante um ruido aleatério com desvio o, = 0,099 mg/L.

Figura 53 - Caso B1: conjunto de pardmetros e dados experimentais.
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Fonte: O autor, 2022.

Na Figura 54 tem-se os resultados encontrados por meio da solugdo do problema
inverso. Percebe-se claramente uma elevada similaridade entre a curva exata e estimada,
no grafico (a), e entre as concentragoes calculadas e as medidas, no gréafico (b). As métricas

de ambos os ajustes podem ser observadas na Tabela 16 e refletem resultados satisfatorios,
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dos quais enfatiza-se os baixos valores dos erros relativos da norma e da massa de poluente,

respectivamente, iguais a 0,77% e 0,38%.

Figura 54 - Caso B1: resultados.
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Tabela 16 - Caso B1: métricas.
Carga Recuperada Ajuste aos Dados Massa [g]
RMSE  R? di  ew (%) RMSE R? Exata Calculada

0,0820 0,9964 0,9991 0,77 0,0699  0,9982 494,45 496,34
Fonte: O autor, 2022.

Apresenta-se agora o traco das cadeias, com a linha preta tracejada frisando a carga
exata, juntamente dos histogramas da cadeia 1, nas Figuras 55 e 56. Obteve-se 32,33%
de taxa de aceitacao e um PSRF abaixo de 1,2 para ws, w5 e wes. J& os histogramas
assemelham-se aos de uma distribui¢ao gaussiana, com médias e desvios iguais a: fi,, =
2931 g/s e 0y, = 0,280 g/s, piw,; = 0,515 g/s e gy, = 0,236 g/s € fiy,, = 0,092 g/s e
Oy = 0,223 g/s.

5.3.2 Caso B2

Como no caso anterior, os parametros, o tempo limite e os dados sintéticos, gerados
segundo um desvio .., = 0,122 mg/L, encontram-se, respectivamente, nos graficos (a)
e (b) da Figura 57. Destaca-se que a intensidade maxima do derramamento ocorre em
t, = 105 s. Além disso, a carga nao expressa variacoes abruptas e mantém-se ativa até
aproximadamente 200 s.

Na Figura 58 tem-se a carga recuperada através da solucao do problema inverso

e o ajuste as medidas experimentais. No grafico (a) nota-se uma boa aproximacao de



Figura 55 - Caso B1: traco das cadeias para ws, wis € wos.
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Figura 56 - Caso B1: histogramas da cadeia 1 para ws, wis € was.
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Figura 57 - Caso B2: conjunto de pardmetros e dados experimentais.
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W5 (t), exceto no instante onde se verifica a maior intensidade do despejo, mesmo assim
o parametro estimado manteve-se dentro do intervalo de credibilidade de 95%. J4 no
grafico (b) observam-se as curvas das concentragoes calculadas e medidas praticamente
sobrepostas até t = 300 s. As métricas sdo sumarizadas na Tabela 17, retratando ajustes
com boa aderéncia, tanto da carga quanto dos dados, com baixos valores para o RMSE e
valores préoximos a 1 para R? e d;. Mesmo a maior discrepancia tendo sido verificada em

t = 105 s, o erro relativo da norma permaneceu abaixo de 3%.

Figura 58 - Caso B2: resultados.
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Tabela 17 - Caso B2: métricas.
Carga Recuperada Ajuste aos Dados Massa [g]
RMSE  R? dy ew (%) RMSE R? Exata Calculada

0,1923 0,9831 0,9373 2,23 0,0946  0,9975 354,45 362,94
Fonte: O autor, 2022.

Nas Figuras 59 e 60 estao dispostos o traco das trés cadeias, bem como o histograma
da primeira delas, para os parametros monitorados. A taxa de aceitacdo do MCMC foi
de 44,76% e o fator de reducao de escala potencial manteve-se abaixo de 1,2 para ws,
wis € wys. Os histogramas graficamente remetem uma distribuicdo normal com médias
e desvios estabelecendo-se em: p,,, = 1,761 g/s e oy, = 0,450 g/s, pw,; = —0,060 g/s e
Owys = 0,263 g/8 € fy,, = —0,008 g/s e 0y, = 0,241 g/s.

5.3.3 Caso B3

A Figura 61 apresenta o aporte B3 juntamente aos dados experimentais. O grafico

(a) indica a forma funcional de Wj(t) e os pardmetros a estimar. Ja no grafico (b) tem-se a
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curva que descreve a passagem da pluma gerada no ponto de medigao, sendo esse conjunto

obtido a partir de um ruido gaussiano com média zero e desvio 0y, = 0,1590 mg/L.

Figura 59 - Caso B2: traco das cadeias para ws, wis € was.
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Fonte: O autor, 2022

Figura 60 - Caso B2: histogramas da cadeia 1 para ws, wis € wos.

x103 4 x104
125 10
7.50 + 1.00 -
6.00 -
o & 0.75 1
2 4,50 o
= &= 0.50
3.00 A
1.55 4 0.25
0.00 - 0.00 - 0.0
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 -1.0-05 0.0 05 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
Ws Wis Ws

Fonte: O autor, 2022

Na Figura 62 observa-se a carga recuperada em (a) e o ajuste das concentragoes
calculadas em relagdo aos dados em (b). Nota-se que a estimativa encontrada acompa-
nhou a funcao exata, na maior parte dos pontos, com excecao dos pardmetros localizados
proximos a descontinuidade. Verifica-se uma boa aderéncia entre a solu¢ao do problema
direto e as medidas experimentais. As métricas dos ajustes das curvas encontram-se suma-
rizadas na Tabela 18 e mais uma vez indicam resultados satisfatérios com erros relativos
da norma Ly e da massa poluente menores que 5%.

O traco das cadeias, para os trés estados iniciais, podem ser visualizados na Figura

63. Claramente percebe-se a convergéncia de ws, w5 € wsys, segundo o critério de Gelman



Figura 61 - Caso B3:

conjunto de parametros e dados experimentais.
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Fonte: O autor, 2022.
Figura 62 - Caso B3: resultados.
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Tabela 18 - Caso B3: métricas.
Carga Recuperada Ajuste aos Dados Massa [g]
RMSE  R? di  ew (%) RMSE R? Exata Calculada
0,1790 0,9932 09708 4,38 0,1366  0,9971 487,50 494,80

Fonte: O autor, 2022.
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e Rubin. Encontrou-se uma taxa de aceitacao de 50,79% no MCMC e histogramas dos
parametros monitorados assemelhando-se ao de uma distribuicdo normal, conforme apre-
sentado na Figura 64, com médias e desvios iguais a: i, = 5,069 g/s e o,, = 0,279 g/s,
fwys = 0,019 g/s e 04, = 0,262 g/s € iy, = —0,151 g/s e o4, = 0,270 g/s.

Figura 63 - Caso B3: trago das cadeias para ws, wis € was.
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Figura 64 - Caso B3: histogramas da cadeia 1 para ws, wis € was.
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5.3.4 Caso B4

Na Figura 65 tem-se a forma funcional de W,(t), juntamente dos parametros, em

(a), e as medidas experimentais, em (b), geradas segundo um desvio o, = 0,159 mg/L.
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Figura 65 - Caso B4: conjunto de pardmetros e dados experimentais.
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A fonte se mantém ativa nos primeiros 97,5 s, tornando-se inativa e voltando a operar,
com metade da intensidade, de ¢t = 202,5 s a t = 307,5 s.

Dispdem-se na Figura 66 a fungdo estimada mediante a solu¢ao do problema in-

verso, no grafico (a), e o ajuste da concentragoes calculadas aos dados, no grafico (b).

Percebe-se que nas proximidades das varia¢oes abruptas, os parametros recuperados apre-

sentaram uma maior diferenca acerca dos valores exatos mas, mesmo assim, mantiveram-se

no interior do intervalo de credibilidade de 95%. As métricas computadas encontram-se na

Tabela 19 e indicam uma boa aderéncia entre as curvas, presente em (a) e (b), com erro

relativo da norma Lo de 6,02% e uma diferenca de apenas 1,24 g na massa de poluente.

Figura 66 - Caso B4: resultados.
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Por fim, na Figura 67 expoe-se o trago das cadeias, onde a linha tracejada indica

o parametro exato. Percebe-se visualmente que elas alcancam o equilibrio muito antes

do aquecimento estipulado, sendo computados PSRFs menores que 1,2 para as cargas
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Tabela 19 - Caso B4: métricas.

Carga Recuperada Ajuste aos Dados Massa [g]
RMSE  R? di  ew (%) RMSE R? Exata Calculada
0,3293 0,9750 0,9354 6,02 0,1304  0,9970 750,00 746,24

Fonte: O autor, 2022.

monitoradas. J4 na Figura 68 tem-se os histogramas da cadeia 1, com 47,35% de aceitacao,
sendo as médias e os desvios encontrados iguais a: pu,, = 5,149 g/s e 0, = 0,286 g/s,
fwys = 1,889 g/s e oy, = 0,424 g/s € iy, = 0,163 g/s e 0y, = 0,261 g/s.

Figura 67 - Caso B4: traco das cadeias para ws, wis € wos.
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Figura 68 - Caso B4: histogramas da cadeia 1 para ws, wis € was.
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CONCLUSOES

Neste trabalho estudou-se um problema inverso, de interesse ambiental, referente a
estimativa de cargas poluentes inseridas nas margens de um curso fluvial. Considerou-se a
equacao do transporte bidimensional com coeficientes de dispersao constantes e perfil de
velocidade parabdlico, constituindo assim o problema direto, a ser resolvido por diferencas
finitas. A partir desse ponto definiu-se o problema inverso, englobando diferentes aportes,
formulado implicitamente, sendo o processo de minimizacao realizado através do algoritmo
de Evolugao Diferencial no cendrio de calibracao e nos despejos constantes, e como um
problema de inferéncia estatistica mediante o método de Monte Carlo com Cadeias de
Markov, nos despejos transientes.

O emprego de modelos bidimensionais na avaliagao do transporte de poluentes em
rios se mostra vantajoso em relacao aos unidimensionais por dois motivos. Em primeiro
lugar, pelo fato de serem capazes de acompanhar a evolucao da pluma antes da zona de
mistura completa. Em segundo lugar, por sua utilizagao nao depender de uma distancia
minima, visto que, para derramamentos nas margens, ela torna-se maior, como indicam
os estudos de Fischer et al. (1979) e Thomann e Mueller (1987).

As concentragoes calculadas pelo método de diferencas finitas mantiveram boa pro-
ximidade com a metodologia de benchmark adotada, conservando de dois a trés algarismos
de concordancia, conforme as tabelas apresentadas no apéndice D. Convém destacar a re-
ducao do custo computacional, em aproximadamente 18 vezes, para a solucao do problema
direto, implementada em Fortran 90, se comparada, a mesma solu¢do inteiramente cons-
truida em Python. Essa diminui¢ao evitou que o tempo fosse um fator proibitivo, ja que
problemas inversos comumente requerem processos iterativos intensivos.

A validagado experimental proporcionou a identificacdo dos pardmetros advectivos
e dispersivos numa configuragao oriunda de um ensaio real. O problema inverso encontrou
estimativas de qualidade, comprovadas pela boa aderéncia da curva de resposta calculada
aos dados de campo. Ressalta-se um resultado nao esperado pois Souza (2009), mediante
um modelo unidimensional, obteve um residuo quadratico 52,7% maior que a melhor esti-
mativa obtida neste trabalho. Adotar duas dimensoes na equacao da adveccao-dispersao
se tornou vantajoso, principalmente, pelos processos dispersivos nao ficarem agrupados
numa Unica variavel.

No cenario A, o algoritmo de Evolucao Diferencial também forneceu solugoes quase
6timas, proximas dos parametros exatos. A qualidade dos resultados pode ser verificada
pela proximidade do RMSE ao erro sintético considerado, além dos baixos valores do
erro relativo da massa recuperada que, em todos os casos, se mantiveram abaixo dos 2%.
E interessante salientar que as piores solugoes levaram a uma concordancia plausivel ao

conjunto experimental, indicando assim a robustez da metodologia usada no processo de
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minimizacao.

J& no no cenario B, o MCMC conseguiu reconstruir a ocorréncia dos derramamen-
tos ao longo do tempo, inclusive nos casos envolvendo fungoes descontinuas. Obtiveram-se
erros relativos da norma L, abaixo de 7% e uma diferenca maxima de 8,5 g na massa do
poluente calculada. Além disso, os coeficientes de determinagao e modificado de Wilmott
mantiveram-se superiores a 0,9. Dentre os aportes idealizados, o caso B4 apresentou os
piores valores das métricas referentes a fungao recuperada, sendo esse fato ja esperado em
virtude da quantidade de variagoes abruptas existentes.

E importante mencionar que a adocdo de um conjunto de informacées a priori,
através da funcao objetivo MAP, compreendeu uma alternativa apta a contornar o pro-
blema de nao-unicidade na identificagao de despejos miiltiplos, relatada na literatura. Essa
abordagem torna-se interessante por nao depender de mais pontos de monitoramento ao
longo do trecho modelado, o que pode vir a ser uma restricao face a logistica normalmente
demandada neste tipo de experimento.

Destaca-se também o ipsimpy como ferramenta centralizadora dos processos essen-
ciais a andlise e a solu¢do do problema inverso. A utilizacao do pacote nao restringe-se
a identificacao das cargas e a localizagdo de fontes contaminantes, podendo ser operado
como um recurso facilitador na formulacdo e na estimativa de parametros em outros
problemas da ciéncia e da engenharia.

Por fim, o estudo elaborado, mesmo com as simplificagoes impostas, mostrou-se
capaz de representar adequadamente o fenémeno de transporte de substancias conservati-
vas despejadas as margens de um curso fluvial. Além disso, a modelagem direta e inversa
apresentam potencial de aplicagao na gestao de recursos hidricos, seja no auxilio para a
tomada de decisao, na identificagdo de aportes fora dos padroes vigentes, no licenciamento

ou como instrumento de avaliagao de impactos ambientais.

Trabalhos Futuros

Como proposta de trabalho futuro tem-se a intencao de realizar um experimento de
campo envolvendo cargas transientes, langadas na margem e modeladas matematicamente
como uma condi¢do de contorno, semelhante ao cendrio B, com auxilio de um vaso de
Mariotte.

A interacdo entre uma pluma contaminante que se dirige do solo para um rio,
apesar da complexidade do fendmeno, se mostra relevante e amplia a aplicabilidade do
problema de identificagdo estudado.

Também é pertinente considerar a hidrodinamica do escoamento, segundo equagoes
mais gerais para o transporte do soluto, mediante as equagoes de Navier-Stokes ou de

aguas rasas.
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Por fim, a continuacao do desenvolvimento do ipsimpy compreende outro ponto de

interesse através da incorporacao das seguintes novas funcionalidades:

e Adicao de variantes do MCMC, como algumas versoes adaptativas e o Monte Carlo

Hamiltoniano;

e Moddulo capaz de realizar a metamodelagem da solugao do problema direto usando

fungoes de base radial (Radial base Functions - RBF);

e Implementacao dos métodos estocasticos em Fortran 90, para posteriormente serem

convertidos ao Python por meio da rotina f2py presente na biblioteca numpy.

sendo a nova estruturagao idealizada disposta na Figura 69, com os médulos a implementar

destacados na cor cinza.

Figura 69 - Funcionalidades futuras do pacote ipsimpy.

——— — —— — o —

Fonte: O autor, 2022.
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APENDICE A - Discretizacio da Equacdo do Transporte

A.1 Expressao dos Né6s Interiores

Substituindo as aproximagoes por diferencas finitas avancada no tempo e centrada

no espaco na eq. (11) tem-se:

ntl _ Oom ;
Cij 2k + 4 ( i1~ z’n—l,j) - AE;?( i1y — 200+ in+17j>+

At 2Azx
Ey mn m
+A7y2( i,5—1 20 +Oz]+1>
crt —on. u; E
1,] ) __ ] n n X n n
Tj = oAz (CiJrl,j - 171,]’) T AR (Cz 1y — 200+ i+1,j) +
E n
+A2(1]1 20 + z]—&—l)
multiplicando tudo por At:
n+1 n __ u]At m E At n n n
C”Jr - C = N ( it1,j Ci—l,j) A2 (Cz 1 — 2070+ i-i—l,j) +

+ E&’yit( T =207+ Cl )

fazendo r; = u(y;)At/Ax = u;At/Ax, s, = E,At/Ax? e s, = E,At/Ay?

Cr'=Cy = _%( i1 ?—14)*%( i1 — 2055+ ;‘+17j)+sy( i1 — 2055+ ij+1)

Cirf;'rl Cn ) (Cznﬂg C'n—l,j)"'sx (C’f_lj 2Cn + i y)"‘sy (Czng 1 2023‘ - Czna+1)

()

r r;
O = 5,00 + (sx + 23) " (1= 25, — 25,)CT + ( _ 23) Lt 5,Cl

Por meio do desenvolvimento realizado, chaga-se na eq. (32) que representa os nos

interiores da malha espacial empregando o esquema FTCS.
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A.2 Expressoes dos Nos Referentes as Condigoes de Contorno de 22 Tipo

A seguir serd apresentada a estratégia de nos ficticios no tratamento das condigoes

de contorno de segundo tipo, presentes na eq. (11).

Contorno em y = 0

Utilizando a féormula de diferencas centrada para a derivada que encontra-se no

contorno em y = 0 tem-se:

oc|"
—E,—| = S)(iAx,nAt
Y ay o O(Z T,n )
B, = A A
oA, So(iAx, nAt)

2
—~Cly + Gy = == So(ide, n)

Y

2A
P =0+ Tyso(iAa:, nAt) (90)

Y

A eq. (32) avaliada no contorno em y = 0 ¢ expressa como:

Cril = 5,00+ ( ) CT 1o+ (1= 25, — 25,)C7 + (sx ) CT1 o+ 5,00
(91)

Note que o valor de C7'_; estd fora da malha computacional construida. E possivel

contornar esse problema substituindo a eq. (90) na eq. (91):

2Ay
Cr =, <C"1 + —So(zAa: nAt)) ( + 7’20> Cf_1,0+(1—2sx—2sy)020+(sx - TO) Cliiot

E, 2
+ 5yCin
n+l _ n n To n 25,0y,
Cio' = Oy ot(1-25,—25,)Cly+( 82 — 5 10125, Cl+ So(iAx, nAt)

Y

Chega-se entdo, na eq. (33).
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Contorno em y = L,

Utilizando a féormula de diferencas centrada para a derivada, que encontra-se no

contorno em y = L,, tem-se:

oc|"
o = So(iAz,nA
Y Oy i,Ny St i)
n - Cr
B, BNyl Nyl A nA)

2Ay

Ny
iT,LNy+1 - Z?Nyfl = ?ySo(ZAJZ, nAt)
Yy
2A
Clyyon = Clly 1 + TySo(iAm, nAt) (92)
Y

A eq. (32) avaliada no contorno em y = L, é expressa como:

Cz]J\rf; = 5yCi'n, -1 + <5x + 2) Ciyn, T (1—2s; — 25y)Cz‘,Ny + <5x - 2) Cilan, T

+ 5yCin, 41 (93)

Note que agora o valor de CZNy 41 estd fora da malha computacional construida.
Substituindo a eq. (92) na eq. (93) tem-se:

.
C{};yl = 5,Cf'n,—1 + (sx + 20) Cliin, +(1—2s;, —2s5,)Cfy, + <sx — T;) N, T
2A
+s, (C;Ny_l + Tyso(mx, nAt))

Y

CUJ\F/; =25,C'y, 1 + (Sx + 2) Ciyn, T (1—2s, — 25y)C¢,Ny + (Sz - 2) i+1,N, T
2s,Ay
+ y

So(iAx, nAt)

Y

Chega-se entao, na eq. (34).
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Contorno em = = L,

Analisando agora o contorno em = = L,, de modo analogo ao descrito em y =0 e

y = L,, empregando a férmula de diferencas centrada para esta derivada:

oc|"
E,— =0
ox N,
o Not1j — CONy—1,j —0
2Ax

b =, (94)

A eq. (32) avaliada no contorno em x = L, é expressa como:

Ciig =y Mﬂ4+<%*‘£>Om;m+“_%%—%ﬁcﬁm+<%“5) N1, T5yCN, 1
(95)

Veja que, diferentemente do contorno em g, o valor fora da malha computacional

aqui é C} ;. Substituindo a eq. (94) na eq. (95) tem-se:

OBt = 5y Chgr (30 + ) Chyca s+ (1-25,-28,)Ch s+ (50 = ) Chyca y+5,Chi s

2

C}\lfj? = 5yCn, j1 + 25,08, 21 + (1 = 28, — 25 )CF_ i + 5,CR, i

CREY = 5y + (324 2 450 = ) Oy 4 (1= 260 = 25,)CR s + 5Oy
Chega-se entao, na eq. (35).

Quinaemxz =L, ey =0

A eq. (32) avaliada na quina da malha computacional referente ao ponto (N,,0) é

dada por:

CN:,%) = 5,Cy, 1+ (5:0 + 2]> CN, 10+ (1=25,—25,)C, o+ <5a: - 2]) No+1,0TSyC N, 1
(96)

Note que esse ponto possui a caracteristica especial de satisfazer duas condigoes
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de contorno simultaneamente. Assim, substituindo as egs. (90) e (94) na eq. (96) temos:

2Ay
E

Y

r.
C’nﬁ) = s, (C’ﬁml + So(N Az, nAt)) + (sm + 23> CN, 10+ (1 —2s, — 25,)CN, o+

T,
+ (Sm - 2]> Czqurl,o + Sycjnvz,l

T T
Cith = (50 +2) Chumno+ (1= 250 = 25)CR, 0+ (50 = 2) s+ 28,Ci
. 25, Ay

So(Nz Az, nAt)

Y

1 J J
Crth= (st Lt s -2

9 9 ) CJT\L/rl,o + (1 =28, — 2sy) ]T\LII,O + 2sy JT\LII,H‘

. 2s,Ay

So(N, Az, nAt)

Y

N
Ol = 25,00 o+ (1— 25, — 25,)C% o+ 25,0 1 + %SO(NQ;A:U, nAt)
Yy

Chega-se entao, na eq. (36).

Quinaemz =L, ey =L,

A eq. (32) avaliada na quina da malha referente ao ponto (IV,, NV,) é dada por:

CRthy, = 50 Ch s+ (50 + 2 ) Chuy g, + (1= 25.=25)Ch v, + (50 = 2 ) Ol +

+ SyCR@,Nﬁl (97)

Esse ponto também possui a caracteristica especial de satisfazer duas condigoes de

contorno simultaneamente. Assim, substituindo as egs. (92) e (94) na eq. (97) temos:

C :1Ny = syCN, N, -1 T (Sx + 2]) 1N, T (1—2s,—2sy) Na,N, T (Sz - 5) No—1,N, T

2A
+ 5y ( iN,—1 T ySLy(NxAm,nAt)>
. Ey
25, A
C]T\Lf:_,ll\fy = st ]%I,Ny—l + 23xC]?]z_17Ny + (1 — 281 — QSy) ;‘[I’Ny + é ySLy (NIALE’ nAt)
Yy

Chega-se entao, na eq. (37).
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APENDICE B - Anilise de Consisténcia

Primeiramente é necessario obter a equacao modificada que representa a base da
analise de consisténcia. Para isso sera realizada uma expansao em série de Taylor para

Cli_y, CPyyy Cy Clyyy Oy e CFf ! em torno de C}'; como apresentado a seguir

(CUMINATO; MENEGUETTE, 2013):

n

aC["  AQPC[T AP PC|T Ay dC

Clim =0~ Brgy T ) N TR vl N TR Lﬁo(AyS) (98)
Ct = O + Ataaf nj A;%Qg n] + O(A#?) (102)

Como a equacao de diferencas finitas obtida pelo esquema FTCS é dada por:

crt_cr o E
2¥) 1, i n n . T n n n
~ J SAz (CHL]‘ - Cz'ﬂ,j) = A2 (Ci,l,j — QC’Z-J + Ci+1,j) +
E, " . .
T AyQ (Ci’j_l - 20@7] + Ci,j-‘rl) (103)

Basta substituir as eqgs. (98), (99), (100), (101) e (102) em (103) e analisar cada

parte separadamente.

contl — on. . :
i,7 N .J QlXx (CZ':_L]‘ ) = AE;EQ (CF_IJ — QCZ]- + Cf+17j) +

A B C

+ AE;2 (Ci’jj_l — 205 + CZﬁl)

—cn

i—1,7

D
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Parte A
crtt—cr 1 At 9*C|"
R 7Y R — | - At?
At At (/ At MRCTRT i %> +O(Ar)
crit—cr ac|t Aol
1, vy 2 =" Y At2
At or|, T e |, OB
Parte B
—(Cry, - Cr )— U (oo 7 00 L ARTCET AR OCI | AdY
2A i+1,5 i—1,5 IAT /zpj/ or g D2 g 3! 891:3 /41/3;4
Ax? §? Am3 Bclt At 4
- O+ Ax /2»‘/962 31 0x? |, /Ae'/:z:‘1 ) +OA)
u n n aC 2A$3 830 " 4
gz (Cloas = Clay) = 5 (M x|, ya) +0(a)
. . ool w;Ax?o3C|” 4
sny (Chag = Clug) =w | +=5—55| +0()
%
Parte C
E, /.. . . E, oC Ax?0*C|" Az P
A2 <Cz 1 — 2035 +Ci+1,j) T A2 (%_ Az vl + 21 Hr2 g _/34/@5/‘;4_
Azt ote|" oC Az *C|"  Ax® 0PC] Azt orC|” A
—— | —205 4+ CF + Az + = )+O(Am )
Al ot S+ vl 20 O /31/31:3 Lo A ort
E, [2A2%0°C Az 9L C "
n n. no) = A
(CZ 1,j 201’] +CZ+1,]) AJ'Q ( 2 81'2 g + %'128$4 i +O( x )
. . et Aot
Rz (Cag = 2005+ Clay) = FBua |+ Ty ga |+ OB
2¥) 2¥)
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Parte D

E, LAPPCl Ay o
O,y =207+ CPyy) = ( — +
Ay Aas2 ( J= J J ) / y o 83/2 /31./83/3 iy
Ayt oro|” oC Ay? o2C|" Ay3 ok Ay4 orc|" 4
@@—V+V+%‘y+ o o), T |, T o, ) OB

E, 2Ay? 0*C INy*r O " 4
~5 (G 20{?' + CZ,L'H ( — 129,14 +O(Ay")
Ay? ( J= J J ) Ay 2 0y? o Dy g

E, n " n o*C|” Ay?orC|"

s (O =207 + Oy ) = Byga| + g ayr| Oy
0.

Analisando agora as partes A, B, Ce D conjuntamente tem-se:
dc N At? 9%c o )80 N u(y)Az? Pc g D%c N Az? d'c N D%c N Ay? e
ot 2 ot oy 6 01° 9r2 " 12 92t T Va2 T 12 oyt
+ O(A, Az, Ayt)

Erro Truncamento (ET)

dc +uf )@ _z ?c R d%c _At2c972c B u;Ax? &3¢ N Ax? 9*c N Ay? 84c+
ot "Wy T Pz T e T o ot 6 915 | 12 0zt | 12 Oyt
EDP Original

+ O(A#, Ax*, Ay?)

Obtemos entdo, a eq. (38). Note que conforme a malha é refinada, At, Az, Ay — 0,
o erro de truncamento tende a zero e, assim, a equacao de diferencas finitas se torna

matematicamente equivalente a equacao diferencial original.
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APENDICE C - Anilise de Estabilidade

Aplicando o método de Von Neumann na eq. (103) tem-se:
Gl 1,30y _ o Gl Bide 16,= 1By | (Sz n 73) Gl Beli—1)Ba 18,3y

+<1_2833_2Sy)GnelﬁziAerByjAy+ (Sx _ ;J) Gnelﬁz(i+1)A:r:eIﬂyjAy+8yGn€IﬁziAerﬂy(j+1)Ay
Dividindo tudo por G"e!P=iAeelByiry

G = sye_lﬂyAy + (SJ: + TQJ) e—IBxAI + (1 . 2833 . 28y) + <Sac o g) elﬁmAx + SyelﬂyAy

Fazendo 0, = 8,Ax e 0, = 3,Ay

G =s,e % + (sm + g) e 10 4 (1 —2s, —2s,) + (sz - TQJ) e’ + s,e!%

r; T
— 10, —10, j —10, 10, j 10, 10
G = sye " + s5e +§e +1—2s, — 25, + s,¢ —56 + sye’Y

G =1+ s,(e + 1% —2) 4 5,(e/% + e —2) = T (el —71%)

2
como
elz 4 o—16a ely 4 o= 10y ' elbs _ =10
cosbly = ——, cosz =——— ¢ sinfp=—-——
2 2 21
temos

)

2
G =1-2s,(1—cosb,) —2s,(1 —cosb,) — Ir;sinb,

G =1-2s,(1 —cosb,)—2s,(1 —cosb,) 21sind,

Obtém-se entdo, a expressao referente a eq. (39), lembrando que I = /—1.
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APENDICE D - Tabelas de Verificacdo da Solucdo Numérica

Convém destacar que foram investigadas diferentes malhas na solugao do problema
direto, tendo sempre o cuidado de atender as restri¢oes de estabilidade encontradas pelo
critério de Von Neumann. Escolheu-se, portanto, N, = 201 e N, = 61 pontos, por uma
questao de custo beneficio entre o tempo computacional do problema inverso e a conver-
géncia dos resultados.

O passo de tempo considerado nas Tabelas 20 a 27, visou satisfazer a malha espa-
cial mais restrita apresentada. Outro detalhe importante vem cenério de calibragao onde
utilizou-se um At menor em relacdo aos outros casos avaliados. Isso ocorreu pelo fato da
velocidade méxima e dos coeficientes de dispersao estarem contidos no fator de amplifi-
cacao, eq. (39). Consequentemente, escolheu-se o incremento temporal de modo a manter
as solugoes estaveis, de acordo com intervalo de busca para os parametros disposto na
Tabela 8.

Calibragao - Despejo Instantianeo

Tabela 20 - Calibragao: verificagdo numérica da solucao por diferengas finitas com At = 0,04 s.

Malha rz=T70m x =100 m z =150 m
Espacial y=06 y=12 y=18 y=06 y=12 y=18 y=06 y=12 y=18
(N x Ny) t =100 s

201 x 21 20,247 16,822 20,247 83,654 92,212 83,654 155500 15,500 15,500
201 x 41 20,084 16,755 20,084 83,786 92,434 83,786 15,500 15,500 15,500
201 x 61 20,054 16,743 20,054 83,811 92,475 83,811 15500 15,500 15,500
GITT 20,186 16,842 20,186 83,156 91,022 83,156 15,500 15,500 15,500
t =200 s
201 x 21 15,509 15,502 15509 20,098 17,776 20,098 50,392 56,970 50,392
201 x 41 15,507 15,501 15507 19,926 17,669 19,926 50,544 57,148 50,544
201 x 61 15,507 15,501 15507 19,895 17,650 19,895 50,572 57,181 50,572
GITT 15,509 15,502 15,509 19,940 17,699 19,940 50,643 57,150 50,643
t = 400 s
201 x21 15,500 15,500 15500 15,500 15,500 15,500 16,248 15,918 16,248
201 x 41 15,500 15,500 15500 15,500 15,500 15,500 16,190 15,882 16,190
201 x 61 15,500 15,500 15500 15,500 15,500 15,500 16,179 15,875 16,179
GITT 15,500 15,500 15,500 15,500 15,500 15,500 16,191 15,885 16,191

Fonte: O autor, 2022.
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Caso Al

Tabela 21 - Caso Al: verificacdo numérica da solucdo por diferencas finitas com At = 0,1 s.

Malha x=70m x =100 m x =150 m
Espacial y=06 y=12 y=18 y=06 y=12 y=18 y=06 y=12 y=18
(N x Ny) t =100 s

201 x21 1247 6,322 17,705 1,846 3,735 3,349 0,000 0,001 0,000
201 x 41 1,222 6,325 17,770 1,867 3,770 3,389 0,000 0,001 0,000
201x 61 1217 6,326 17,782 1,871 3,777 3,397 0,000 0,001 0,000
GITT 1,208 6,311 17,769 1872 3,773 3,400 0,000 0,001 0,000
t = 200 s
201x21 1,364 6,706 19,710 5,149 8,904 12,682 3,184 4,277 3,482
201 x 41 1,329 6,686 19,687 5,134 8905 12,716 3,216 4311 3,518
201 x 61 1,323 6,682 19,683 5,131 8,905 12,722 3,222 4318 3,525
GITT 1,317 6,674 19,684 5,123 8899 12,716 3,224 4,315 3,528
t = 400 s
201x21 1,366 6,710 19,738 5326 9,144 13495 8254 9296 10,293
201 x41 1,331 6,689 19,711 5297 9,128 13486 8,236 9281 10,288
201 x 61 1,324 6,685 19,706 5292 9,125 13484 8232 9279 10,287
GITT 1,318 6,678 19,708 5286 9,123 13,483 8227 9274 10,282

Fonte: O autor, 2022.

Caso A2

Tabela 22 - Caso A2: verificacdo numérica da solugdo por diferencas finitas com At = 0,1 s.

Malha z=70m z =100 m z =150 m
Espacial y=06 y=12 y=18 y=06 y=12 y=18 y=06 y=12 y=18
(Ny x Ny) t =100 s

201 x 21  1,8460 3,7374 34341  0,6691 3,2632 89020 0,1336  0,2759  0,1574
201 x 41 1,8669 3,7724 34661 0,6570 3,2654 89352  0,1356  0,2787  0,1594
201 x 61 1,8708 3,7789 34725  0,6547  3,2658 89412  0,1360  0,2793  0,1598

GITT 1,8718  3,7756  3,4804 06516  3,2613 89362  0,1394  0,2842  0,1629

t=200s

201 x 21 5,1490  8,9063 12,7702 6,0175 10,4146 16,8637 3,4056  4,8043  4,9667
201 x 41 95,1339  8,9064 12,7957 6,0334 10,4413 16,9107 3,4206  4,8238  5,0020
201 x 61 95,1310  8,9063 12,8003 6,0363 10,4463 16,9195 3,4234  4,8274  5,0086

GITT 5,1228  8,9011 12,7983 6,0255 10,4322 16,9137 3,4253  4,8308  5,0112

t =400 s

201 x 21 5,3263  9,1453 13,5828 8,2135 12,6626 20,9805 12,0028 13,7046 15,1399
201 x 41 95,2964  9,1292 13,5646 8,1718 12,6357 20,9587 11,9927 13,6964 15,1486
201 x 61 95,2910  9,1262 13,5613 8,1641 12,6308 20,9546 11,9907 13,6947 15,1501

GITT 5,2857  9,1244 13,5654  8,1567 12,6240 20,9529 11,9813 13,6864 15,1431

Fonte: O autor, 2022.



Caso A3

Tabela 23 - Caso A3
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: verificagdo numérica da solucdo por diferencas finitas com At = 0,1 s.

Malha x="70m z =100 m z =150 m
Espacial y=06 y=12 y=18 y=06 y=12 y=18 y=06 y=12 y=18
(N x Ny) t =100 s
201 x 21 1,9314 3,7374  3,3487 8,8980 3,2632 0,6732 0,1574 0,2759  0,1336
201 x 41 1,9438  3,7724  3,3892 89312 3,2654 0,6610 0,1594  0,2787  0,1356
201 x 61 1,9463  3,7789  3,3970 8,9371  3,2658 0,6587  0,1598  0,2793  0,1360
GITT 1,9520 3,7756  3,4002 8,9324  3,2613 0,6554 0,1629 0,2842  0,1394
t =200s
201 x 21 5,2378  8,9063 12,681 15,191 10,415 7,6906 4,9615 4,8043  3,4108
201 x 41 5,2137  8,9064 12,716 15,213 10,441 7,7316  4,9969 4,8238  3,4258
201 x 61 5,2092  8,9063 12,722 15,216 10,446 7,7393  5,0035  4,8274  3,4285
GITT 52060 8,9011 12,715 15,209 10,432 7,7301  5,0061  4,8308  3,4303
t =400 s
201 x 21 54142  9,1453 13,494 17,399 12,663 11,795 14,362 13,705 12,781
201 x 41 53762 9,1292 13,485 17,362 12,636 11,768 14,360 13,696 12,781
201 x 61 53693 9,1262 13,483 17,355 12,631 11,764 14,360 13,695 12,781
GITT 5,3689  9,1244 13,482 17,351 12,624 11,758 14,352 13,687 12,772

Fonte: O autor, 2022.

Caso B1

Tabela 24 - Caso B1:

verificacdo numérica da solucao por diferencas

finitas com At = 0,1 s.

Malha r=50m r =100 m r =150 m
Espacial y=06 y=12 y=18 y=06 y=12 y=18 y=06 y=12 y=18
(N x Ny) t=100s
201 x 21 0,8224 3,9911 11,7201 1,5887 3,1736  2,9011  0,0002 0,0005 0,0002
201 x 41 0,8037 3,9826 11,7395 1,6062 3,2030 29359  0,0002 0,0005 0,0002
201 x 61 0,8002  3,9810 11,7427 1,6094 3,2085 29425 0,0002 0,0005 0,0002
GITT 0,7939  3,9652 11,7134 1,6115 3,2071 29512  0,0002 0,0006 0,0002
t=200s
201 x 21 0,3578  1,6469  5,2606  2,3238  3,8527  6,2355 24670  3,2370  2,7130
201 x 41 0,3463  1,6324 52224 23045 3,8368 6,2300 2,4914  3,2624  2,7408
201 x 61 0,3442  1,6298 5,2153  2,3009 3,8338 6,2288 24960 3,2672  2,7460
GITT 0,3432 1,6263  5,2067  2,2930 3,8249  6,2137 24962  3,2624  2,7470
t =400 s
201 x 21 0,0487  0,2236  0,7167 0,3473 0,5654  0,9976  1,5824  1,6296  2,1417
201 x 41 0,0471  0,2215 0,7109 0,3419 0,5600 0,9874 1,5618 1,6118  2,1200
201 x 61 0,0468 0,2212 00,7098 0,3409 0,5590 0,9856  1,5580 1,6086  2,1160
GITT 0,0467  0,2207  0,7087  0,3402 0,5583 0,9842 1,550 1,6062  2,1123

Fonte: O autor, 2022.



Caso B2

Tabela 25 - Caso B2:
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verificacdo numérica da solugdo por diferengas finitas com At = 0,1 s.

Malha z=50m z =100 m x =150 m
Espacial y=06 y=12 y=18 y=06 y=12 y=18 y=06 y=12 y=18
(Ng x Ny) t=100s
201 x 21 0,1963 1,2712  2,9093  0,0258 0,0619  0,0437 0,0000 0,0000 0,0000
201 x 41 0,1936  1,2838  2,9447  0,0262 0,0625 0,0443 0,0000 0,0000 0,0000
201 x 61 0,1931 1,2862 2,9515 0,0262 0,0627 0,0444 0,0000 0,0000  0,0000
GITT 0,1831 11,2423 28379 0,0239 0,0567 0,0401 0,0000 0,0000 0,0000
t =200 s
201 x 21 0,6135 25814 9,06933 3,2658 58717  7,0364 0,2202 0,3628 0,2313
201 x 41 0,5927 25456 8,99827 3,2798  5,9016 7,0976  0,2228  0,3658  0,2339
201 x 61 0,5889  2,5389 8,98457 3,2823  5,9071 7,109 0,2233  0,3664 0,2344
GITT 0,5866  2,5154 89476  3,3095 5,9630 7,1693 0,2137 0,3518  0,2239
t =400 s
201 x 21 0,0002  0,0004 0,00288 0,0247 0,0322 0,1235 1,5449 1,4266 2,2482
201 x 41 0,0002  0,0003 0,00241 0,0221 0,0291 0,1134 1,5122 1,3967 2,2174
201 x 61 0,0002  0,0003 0,00233 0,0216 0,0285 0,1116 1,506 1,3912 2,2116
GITT 0,0002 0,0003 0,0023 0,0216 0,0284 0,1106 1,4972 11,3833  2,2027

Fonte: O autor, 2022.

Caso B3

Tabela 26 - Caso B3:

verificagdo numérica da solucao por diferencas

finitas com At = 0,1 s.

Malha z=50m z =100 m x =150 m
Espacial y=06 y=12 y=18 y=06 y=12 y=18 y=06 y=12 y=18
(Ng x Ny) t=100s
201 x 21 1,2470  6,3207 17,6968 1,8390  3,7231  3,3343  0,0002  0,0005  0,0002
201 x 41 1,2214  6,3235 17,7621 1,8598  3,7584  3,3747  0,0002  0,0005  0,0002
201 x 61 1,2166  6,3239 17,7738 1,8638  3,7650  3,3825 00,0002  0,0005  0,0002
GITT 1,2079 6,3112 17,7693 18718 3,7735 3,4001  0,0002  0,0006  0,0002
t =200 s
201 x 21 0,1070  0,3493 1,8392  3,1365 4,8878 89688  3,1763 4,2678  3,4735
201 x 41 0,0983 0,3281  1,7561  3,0998 4,8517 8,9592  3,2085 4,3018  3,5095
201 x 61 0,0967 0,3243  1,7409  3,0929 4,8448 89570 3,2146 4,3082  3,5163
GITT 0,0979 0,3241  1,7251  3,0794 4,8286  8,9505  3,2238  4,3142  3,5268
t =400 s
201 x 21 0,0000 0,0000 0,0003 0,0036 0,0044 0,0194 0,5880 0,5025  0,9859
201 x 41 0,0000  0,0000 0,0002 0,0030 0,0037 0,0169 0,5587 0,4781  0,9488
201 x 61 0,0000  0,0000 0,0002 0,0029 0,0036 0,0165 0,5534  0,4737  0,9420
GITT 0,0000 0,0000 0,0002 0,0030 0,0037 0,0166 0,5531 0,4740  0,9407

Fonte: O autor, 2022.



Caso B4
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Tabela 27 - Caso B4: verificagdo numérica da solugao por diferengas finitas com At = 0,1 s.

Malha z=50m z =100 m z =150 m
Espacial y=06 y=12 y=18 y=06 y=12 y=18 y=06 y=12 y=18
(N x Ny) t=100s
201 x 21 1,2470  6,3207 17,6968 1,839 3,7231  3,3343  0,0002  0,0005  0,0002
201 x 41 1,2214  6,3235 17,7621 1,8598  3,7584  3,3747  0,0002  0,0005  0,0002
201 x 61 1,2166  6,3239 17,7738 1,8638 3,765 3,3825  0,0002  0,0005  0,0002
GITT 1,2079  6,3112 17,7693 18718  3,7735  3,4001  0,0002  0,0006  0,0002
t =200 s
201 x 21 0,1070  0,3493 1,8392  3,1365b  4,8878  8,9688  3,1763  4,2678  3,4735
201 x 41 0,0983 0,3281  1,7561  3,0998 4,8517 8,9592  3,2085 4,3018  3,5095
201 x 61 0,0967 0,3243  1,7409  3,0929  4,8448 8,957 3,2146  4,3082  3,5163
GITT 0,0980 0,3238 1,7250  3,0793  4,8285 89505  3,2238  4,3142  3,5269
t =400 s
201 x 21 0,0812 0,2748 1,3811  1,9024 3,0372 5,1506  2,0931 2,5403  2,6278
201 x 41 0,0753 0,2606  1,3296  1,8862  3,0230  5,1517  2,0792 2,5323  2,6078
201 x 61 0,0742 0,258 1,3201  1,8831  3,0202 5,1517 20767  2,5309  2,6042
GITT 0,0749  0,2569 1,3071  1,8782  3,0150 5,1564 2,0794 25337  2,6052

Fonte: O autor, 2022.
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