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RESUMO

KOGUT, M. Renormalização de uma teoria de Yang-Mills massiva no calibre abeliano
maximal. 2021. 57 f. Dissertação (Mestrado em Física) – Instituto de Física Armando
Dias Tavares, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2021.

Essa dissertação tem como objetivo não só abordar os conceitos da renormaliza-
ção algébrica, introduzindo os passos necessários para quantização de uma teoria e os
procedimentos que devem ser tomados na escolha de um calibre específico, mas também
mostrar que a ação escolhida no calibre maximal abeliano (MAG) com a adição de um
termo massivo é renormalizável.

Palavras-chave: Renormalização algébrica. MAG. TQC.



ABSTRACT

KOGUT, M. Renormalization of a massive Yang-Mills theory in the maximal abelian
gauge. 2021. 57 f. Dissertação (Mestrado em Física) – Instituto de Física Armando Dias
Tavares, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2021.

This dissertation has the objective of not only approach the algebraic renormaliza-
tion, introducing the necessary steps for the quantization of a theory and the procedures
that must be taken when choosing a specific gauge, but also show that the chosen action
in the maximal abelian gauge (MAG) with the addition of a mass term is renormalizable.

Keywords: Algebraic renormalization. MAG. QFT.
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INTRODUÇÃO

A Teoria Quântica de Campos (TQC) surgiu como uma linguagem para o estudo de
interações entre partículas, embora encontre aplicações em outras áreas da física como, por
exemplo, no estudo de fenômenos críticos em mecânica estatística (ZINN-JUSTIN, 1993),
reunindo em uma única estrutura os conceitos de mecânica quântica e da relatividade
restrita (SCHWINGER, 1958; GREINER; REINHARDT, 2013; GOMES, 2002; CAPRI,
2005)

Entretanto, associado a esta teoria, existe o problema das divergências na região
ultravioleta, ou seja, singularidades em integrais no espaço de momentos causadas por mau
comportamento de seus integrandos. A origem deste problema é atribuída à ocorrência
de produtos de distribuições no mesmo ponto, que aparecem nos cálculos da teoria de
perturbações (GOMES, 2002; PIGUET; SORELLA, 2008)

A solução do problema destas divergências veio com a chamada renormalização.
O conceito básico de renormalização decorre do fato de que as massas e as cargas de
partículas descritas por uma certa teoria são, em geral, modificadas pela interação. Em
outras palavras, as interações têm o efeito de gerar correções quânticas sobre os parâmetros
característicos de uma partícula (GOMES, 2002; PIGUET; SORELLA, 2008; BAILIN;
LOVE, 1993)

No caso particular da quantização das teorias de calibre, o método de Faddeev-
Popov, no qual se introduzem os campos de ghost, e a simetria de BRST, que é uma
extensão da simetria de calibre, permitiram a utilização de métodos puramente algébricos
na discussão da renormalizabilidade destas teorias, uma vez que, estas, a partir da simetria
de BRST, ficam caracterizadas por um conjunto de invariâncias locais e/ou rígidas.

Apesar de todo o avanço no setor ultravioleta referente ao controle das divergên-
cias, o problema do infravermelho tem avançado muito mais lentamente (ALKOFER;
SMEKAL, 2001). O tratamento deste problema é feito através da introdução de uma
massa para os campos de calibre.

Contudo, historicamente, a introdução da massa gera uma dificuldade de renor-
malização. Uma solução para o problema de massa foi eventualmente encontrado através
da introdução do mecanismo de quebra espontânea de simetria, chamado de mecanismo
de Higgs. Desta forma, Weinberg e Salam estabeleceram o modelo unificado de sucesso
para interações fracas e eletromagnéticas.

Porém o mecanismo de Higgs introduzido em uma teoria de campo de calibre,
quebra a simetria de calibre devido à quebra espontânea de simetria do vácuo. Da
mesma forma, quando fazemos o vácuo se tornar invariante de calibre por uma trans-
lação do campo escalar, a lagrangiana perderá a simetria de calibre original. Sendo assim,
questiona-se se uma teoria de campo de calibre pode ser estabelecida com base no princípio
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da invariância de calibre sem depender de nenhum mecanismo de Higgs.
Várias tentativas de responder a esta questão foram realizadas ao longo das déca-

das. Dentre estas, podemos citar a prescrição de Stueckelberg, que garante a invariância
de calibre do termo de massa na lagrangiana introduzindo um campo escalar adicional
que leva o nome de Stueckelberg.

No entanto, os formalismos existentes apresentam alguns problemas e foram cri-
ticados por serem não renormalizáveis ou não unitários. Contudo, isto não significa que
não haja possibilidade de construir uma teoria de campo de calibre massiva não abeliana
razoável sem recorrer, necessariamente, ao mecanismo de Higgs.

Esta dissertação é organizada da seguinte maneira: No capítulo 1, introduzimos a
teoria de Yang-Mills e o método de quantização de Faddeev-Popov, abordando um pouco
do problema das cópias de Gribov e mostrando a nova simetria que rege a teoria, a sime-
tria de BRST. No capítulo 2, escolhemos um calibre específico para trabalhar na teoria
já quantizada (Calibre Abeliano Maximal - MAG), onde, primeiramente, mostramos algu-
mas identidades importantes com a separação dos setores diagonais e não diagonais. Em
seguida, mostramos como fica a ação diante do calibre de MAG e fazemos uma pequena
abordagem histórica da introdução do termo massivo na teoria de Yang-Mills, falando
um pouco do modelo de Proca e do modelo de Stueckelberg, que serviram de base para
estabelecer a versão local do operador invariante A2

min. Por fim, mostramos que a esco-
lha do calibre do MAG quebra parcialmente a simetria rígida, nos permitindo separar as
massas dos setores diagonal e não diagonal. No capítulo 3, discutimos como fica a ação
mais geral possível com a adição dos termos de fonte e um termo extra que é necessário
para as contas futuras. Apos definir a ação de partida mais geral possível, observamos seu
conteúdo de simetrias, que correspondem às chamadas identidades de Ward e podemos
então utilizá-las para provar a renormalizabilidade da ação de partida, de acordo com a
técnica de renormalização algébrica. Finalmente, em Conclusão, destacamos os resulta-
dos obtidos, fazendo algumas observações e apontando outras possibilidades de trabalhos
futuros.
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1 INTRODUÇÃO À TEORIA DE YANG-MILLS

1.1 Construção da Ação de Yang-Mills

Como visto em cursos de Teoria de Campos em geral, a lagrangiana da eletrodi-
nâmica quântica (QED1) é escrita da seguinte forma:

LQED = −1
4FµνF

µν + ψ(iγµDµ −m)ψ , (1)

em que Fµν é o tensor do campo eletromagnético, Aµ, dado por,

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ ; (2)

o par de campos ψ e ψ são os campos espinoriais de Diras; γµ são as matrizes de Dirac;

Dµ = ∂µ + ieAµ (3)

é a derivada covariante, com e sendo a constante de acoplamento da interação eletromag-
nética, ou seja, a carga elétrica fundamental; e, finalmente, m é um parâmetro massivo.

Uma forma simples de entender porque esta lagrangiana é tão bem aceita dentro
da comunidade da física é analisar sua invariância pelas simetrias de calibre. As simetrias
de calibre são simetrias associadas a transformações intrínsecas do campo, consideradas
um principio fundamental que nos mostra as simetrias internas de uma dada teoria.

Podemos, inclusive, chegar na expressão (1) analisando justamente essa condição
de invariância. Partindo-se do campo complexo de Dirac ψ(x), estipulamos que a teoria
seja invariante sob a seguinte transformação:

ψ(x) −→ eieθ(x)ψ(x) ,
ψ(x) −→ e−ieθ(x)ψ(x) , (4)

que é uma transformação local de fase por um ângulo θ(x). Se estivermos buscando termos
que não dependem de derivadas, já conseguimos escrever o primeiro termo da lagrangiana;
o termo de massa dos férmions, mψ(x)ψ(x).

Agora, quando buscamos os termos com derivadas, a dificuldade começa a surgir.
Como pode ser visto em (PESKIN, 2018), ele discute o problema de se olhar para a
transformação de ∂µψ e mostra que esta expressão é mal definida para o que queremos.

1 Do inglês quantum electrodynamics.
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A derivada subtrai dois campos que possuem transformações diferentes sob a simetria de
rotação:

nµ∂µψ = lim
ε→0

1
ε
[ψ(x+ εn)− ψ(x)] . (5)

Dessa forma, precisamos definir uma quantidade que compensa essa diferença de um ponto
ao outro e colocamos no que chamamos de derivada covariante:

nµDµψ = lim
ε→0

1
ε
[ψ(x+ εn)− V (x+ εn, x)ψ(x)] . (6)

Escrevendo de forma infinitesimal, temos

V (x+ εn, x) = 1− ieεnµAµ(x) +O(ε2) , (7)

em que e surge como uma constante arbitrária finita (só posteriormente interpreta-se esta
com a carga elétrica fundamental). Assim, a derivada covariante é dada por

Dµψ(x) = ∂µψ(x) + ieAµψ(x) . (8)

Além disso, tendo a transformação de V (y, x),

V (y, x) −→ eieθ(y)V (y, x)e−ieθ(x) , (9)

podemos obter a lei de transformação de Aµ(x) substituindo V (y, x), na expressão acima,
por sua forma infinitesimal (7). Isso resultará em:

Aµ(x) −→ Aµ(x)− ∂µθ(x) . (10)

Com isso, podemos verificar que a transformação da derivada covariante atuando no
campo é dada por:

Dµψ(x) −→ eieα(x)Dµψ(x) , (11)

que se assemelha a transformação de ψ(x).
Portanto, agora fica fácil escrevermos mais um termo invariante pela transfor-

mação; que consiste em multiplicar a derivada covariante por ψ(x) e γµ para manter a
invariância de Lorentz. Nos deparamos então com a seguinte expressão:

ψ(x)(iγµDµ −m)ψ(x) , (12)

que é a lagrangiana de Dirac com uma derivada covariante.
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Percebemos então que a derivada covariante e a própria existência do campo Aµ
surge como consequência do postulado da simetria de rotação. Porém, dado que temos
a adição de um novo campo (Aµ), precisamos achar o termo cinético atrelado a este
campo, ou seja, um termo que depende somente de Aµ e suas derivadas. Uma maneira
simples de fazer isso é analisando o comutador de derivadas covariantes, pois se a derivada
covariante de ψ se transforma da mesma forma que o campo, então o produto de derivadas
covariantes também vai seguir a mesma transformação:

[Dµ, Dν ]ψ(x) −→ eieθ(x)[Dµ, Dν ]ψ(x) . (13)

Portanto, o comutador das derivadas covariantes não é uma derivada:

[Dµ, Dν ]ψ(x) = [∂µ + ieAµ, ∂ν + ieAν ]ψ(x)
= [∂µ, ∂ν ]ψ + ie([∂µ, Aν ]− [∂ν , Aµ])ψ − e2[Aµ, Aν ]ψ
= ie(∂µAν − ∂νAµ)ψ . (14)

Assim, definimos o tensor Fµν como sendo

[Dµ, Dν ] = ieFµν , (15)

e podemos perceber, através da transformação (13), que o comutador é invariante.
Finalmente, para mantermos a invariância de Lorentz da densidade lagrangiana,

tomamos o quadrado de Fµν e assim obtemos o termo cinético para o campo Aµ (dado
pela lagrangiana de Maxwell) e, juntando com o outro termo que achamos na equação
(12), geramos a conhecida langrangiana da QED2 (1).

Apesar da QED descrever muito bem elétrons e fótons, ela não é suficiente para
descrever todas as interações das partículas elementares. Isto se dá pois estamos lidando
com transformações de calibre que comutam, em outras palavras, estamos lidando com o
caso abeliano, ou seja,

e−ieθe−ieθ
′ = e−ieθ

′
e−ieθ . (16)

Porém, no caso mais geral, podemos ter transformações não comutantes (não abelianas):

ψ(x) −→ U(x)ψ(x) ,
ψ(x) −→ ψ(x)U †(x) , (17)

2 Com essa análise, também seria possível a adição de um termo proporcional a εαβµνFαβFµν , porém
este termo não respeita as simetrias P (paridade) e T (inversão temporal), sendo então descartado.
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em que, no caso do grupo SU(N), podemos escrever

U(x) = exp(igθa(x)T a), [T a, T b] = ifabcT c, UU † = 1 , (18)

sendo g uma constante de acoplamento, T a os geradores do grupo e fabc a constante de
estrutura do grupo. Além disso, no caso do grupo SU(N), os índices a, b, c e etc vão de
1 até N2 − 1.

Da mesma forma que fizemos com o caso abeliano, precisamos definir a derivada
covariante. Tomando os devidos cuidados, podemos chegar nas seguintes relações:

Dµ = ∂µ − igAµ = ∂µ − igT aAaµ , (19)

Aµ −→ U †AµU + i

g
U †(∂µU) . (20)

Ou então, a partir da forma infinitesimal:

Aµ −→ (1− igθaT a)AbµT b(1 + igθcT c) + i

g
(1− igθaT a)∂µ(1 + igθbT b)

= Aµ − (∂µθa)T a − gfabcAbµθcT a ,
Aaµ −→ Aaµ − (∂µθa)− gfabcAbµθc . (21)

Assim, podemos escrever o termo mais geral envolvendo o campo ψ que seja inva-
riante de calibre:

ψ(x)(iγµDµ −m)ψ(x) , (22)

cuja forma é identica a (12), porém, com Dµ sendo dado por (19).
Mais uma vez, seguimos os passos da teoria abeliana e precisamos escrever o termo

invariante de calibre que só depende de Aaµ e suas derivadas. Para isso, construimos o
análogo do tensor eletromagnético e montamos o comutador das derivadas covariantes:

[Dµ, Dν ]ψ = [∂µ − igAµ, ∂ν − igAν ]ψ
= [∂µ, ∂ν ]ψ − ig([∂µ, Aν ]− [∂ν .Aµ])ψ − g2[Aµ, Aν ]ψ
= −ig(∂µAν − ∂νAµ − ig[Aµ, Aν ])
= −ig(∂µAaν − ∂νAaµ + gfabcAbµA

c
ν) = −igF a

µν . (23)

Vemos que agora na equação (23) o termo [Aµ, Aν ] não zera pelo fato de estarmos lidando
com teorias não-abelianas, porém, o comutador continua não sendo uma derivada e sim
um fator multiplicativo atuando em ψ. Uma outra consequência da generalização não
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abeliana é que a lei de transformação do tensor Fµν é agora dada por:

Fµν −→ U †FµνU . (24)

Assim, para gerarmos o termo invariante de calibre e escalar de Lorentz, não podemos
simplesmente fazer FµνF µν (inclusive pelo fato de Fµν ser agora uma matriz). Precisamos
então tirar o traço desta operação, pois,

tr[ABC] = tr[CAB] = tr[BCA] , (25)

logo,

tr[F µνFµν ] −→ tr[U †F µνUU †FµνU ] = tr[U †UF µνFµν ] = tr[F µνFµν ] . (26)

Como podemos notar, temos agora o termo que só depende de Aµ e suas derivadas e é
invariante de calibre. Reunindo tudo isto na lagrangiana, temos, então,

L = −1
4 tr[F µνFµν ] + ψ(x)(iγµDµ −m)ψ(x) , (27)

em que o primeiro termo, quando integrado em todo o espaço-tempo, gera a chamada de
ação de Yang-Mills3 (YM),

SYM = −1
2 tr

∫
d4xF µνFµν = −1

4

∫
d4xF aµνF a

µν , (28)

sendo que, na última passagem, usamos a normalização

tr[T aT b] = 1
2 δ

ab . (29)

1.2 Método de Faddeev-Popov

Quando vamos tratar da quantização de uma teoria de campos, podemos optar pela
quantização por integração funcional dos campos (ou integrais de caminho de Feynman).

3 A rigor, esta seria a chamada ação de Yang-Mill pura, por envolver apenas os campos de calibre,
deixando de lado o setor de matéria. Porém, ao longo do texto, iremos nos referir a esta ação como,
simplesmente, ação de Yang-Mill.
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Trabalhando a partir de agora no espaço quadridimensional euclidiano4, define-se, para
um campo escalar, a seguinte função de partição:

Z = N
∫

[dφ]e−S[φ] . (30)

Nesta, [dφ] a medida funcional que nos diz que a integração é feita sobre todas as configu-
rações do campo φ; o termo exponencial, eiS[φ], tem a função de um peso de Boltzmann;
e S[φ] é a ação clássica do modelo. A partir da função de partição é possível extrair as
funções de n-pontos, que são fundamentais em teoria de campos.

Porém, quando estamos lidando com a quantização de teorias de calibre (sejam
elas abelianas ou não), não podemos fazer uma substituição ingênua do campo φ pelo
campo de calibre Aµ na equação (30), ou seja,

Z = N
∫

[dA]e−S[A] , (31)

pois, como dito anteriormente, a integração em [dA] nos diz que ela está sendo feita sobre
todas as configurações do campo Aµ e existe um conjunto de transformções (20) que
geram representações equivalentes, ou seja,

S[AU ] = S[A] , (32)

em que

AUµ = U−1AµU + i

g
U−1(∂µU) . (33)

É natural introduzirmos então o conceito de órbita de calibre OA de uma dada
configuração Aµ:

OA =
{
U ; AUµ = U−1AµU + i

g
U−1(∂µU)

}
, (34)

que consiste justamente nas configurações equivalentes que podem ser obtidas com a trans-
formação de calibre de Aµ. Em princípio, para eliminar essa supercontagem dos campos
equivalentes, seria necessário selecionar apenas um representante de cada órbita. Esse
procedimento restringe o espaço para o que chamamos de Região Modular Fundamental.
Porém, não temos à nossa disposição uma maneira prática de implementar esta região à

4 Neste espaço o tensor métrico é uma delta de Kronecker, δµν , portanto, as quatro coordenadas deste
espaço são, de fato, espaciais, não havendo assim uma coordenada temporal. Dessa forma, não há
mais distinção entre vetores covariantes e contravariantes, logo, adota-se a notação com todos os
índices subescritos. A passagem entre os espaços de Minkowski e Euclides se dá pela chamada rotação
de Wick (GREINER; REINHARDT, 2013)
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integral de trajetória. O método que temos para nos manter o mais perto possível desta
região é o chamado método de Faddeev-Popov (FADDEEV; POPOV, 1967) que consiste
em estabelecer uma fixação de calibre.

O que a fixação de calibre faz é impor uma condição adicional para o campo Aµ,
ou seja, peguemos o exemplo do calibre de Landau:

∂µA
a
µ = 0 . (35)

Para que esse calibre seja capaz de selecionar apenas um representante de cada órbita,
significa que a seguinte equação

∂µA
U
µ = ∂µ

(
U−1AµU + i

g
U−1(∂µU)

)
= 0 (36)

não possui soluções para U (exceto as triviais; U = constante). Porém, um trabalho
de Gribov (GRIBOV, 1978) mostrou que a equação (36) possui soluções não-triviais,
chamadas de cópias de Gribov. Mais tarde, Singer conseguiu estabelecer que o problema
de Gribov não era particular da escolha do calibre de Landau (SINGER, 1978), concluindo
então que as cópias de Gribov são características do procedimento de fixação de calibre.
A existência das cópias de Gribov ainda são um problema em aberto nas teorias de Yang-
Mills no regime não-perturbativo. No entanto, no regime perturbativo (ultravioleta) elas
não desempenham um papel relevante, por isso, para desenvolver o método de Faddeev-
Popov, consideraremos esse regime.

Tendo toda essa discussão em mente, aplicamos o método de Faddev-Popov e
reescrevemos (31) da seguinte forma:

Z = N
∫

[dA]δ(Ga[A]) det
(
δGa[AU(x)]
δθb(x′)

)
e−SYM , (37)

em que SYM é a ação de Yang-Mills euclideana,

SYM = 1
4

∫
d4xF a

µνF
a
µν ; (38)

Ga[A] é um funcional relacionado ao campo Aµ; δ(Ga[A]) é uma “função delta de Dirac
funcional”, que impõe a condição Ga[A] = 0 como um vínculo; e det

(
δGa[AU (x)]
δθb(x′)

)
está as-

sociado ao jacobiano das transformações de calibre quando é colocado a condição imposta
pela delta funcional na integral de trajetória (SORELLA, 2020).

Dentre os calibres mais comuns podemos mencionar os seguintes (CAPRI, 2009):

• Calibre de Landau: ∂µAaµ = 0 ;

• Calibres lineares covariantes: ∂µAaµ = ha(x) ;
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• Calibre de Coloumb: ~∇ · ~Aa = 0 ;

• Calibre Abeliano Maximal (MAG5): ∂µAαµ = gfαβcAβµA
c
µ ; ∂µAaµ = 0 .

Como podemos ver, o calibre de Landau é um caso particular dos calibres lineares cova-
riantes quando ha(x) = 0, para todo a = 1, ..., N2 − 1. E, no último calibre mencionado
(MAG), os índices gregos indicam as componentes não-diagonais e os índices latinos as
componentes diagonais do grupo interno de simetria.

Todos estes calibres são bastante estudados por possuirem certas propriedades
específicas interessantes. No caso dos calibres lineares covariantes (incluindo o de Landau),
além das características de linearidade e covariância, indicadas pelo próprio nome, são
também renormalizáveis. O calibre de Coloumb não é covariante, o que compromete
sua renormalizabilidade, no entanto, este pode ser implementado na rede. Já o calibre
denominado MAG é um calibre covariante e renormalizável, embora não seja linear; o
grande interesse no MAG está no fato de este promover a separação das componentes
abelianas do campo de calibre das demais, esta característica faz com que ele seja o
calibre mais adequado ao estudo da chamada dominância abeliana.

O próximo passo na quantização do campo de calibre utilizando o método de
Faddeev-Popov é “exponenciar” os termos delta e determinante. Para fazer isso, começa-
mos escolhendo, por simplicidade, o calibre linear covariante:

Ga[A(x)] = ∂µA
a
µ(x)− ha(x) . (39)

Agora, multiplicamos (37) por
∫

[dh] exp
(
−
∫
d4x

1
2Λ(ha)2

)
, (40)

sendo Λ um parâmetro positivo constante, encontramos a seguinte expressão:

Z = N
∫

[dA] det
(
δGa[AU(x)]
δθb(x′)

)
exp

(
−SYM −

∫
d4x

1
2Λ(∂µAaµ)2

)
. (41)

Uma maneira alternativa de se fixar o calibre, porém equivalente a esta (que será
adotada daqui pra frente) é introduzir o campo auxiliar de Nakanishi-Lautrup (NAKA-
NISHI, 1966; LAUTRUP, 1967), ba(x), fazendo com que a ação de fixação de calibre fique
da forma:

SΛ[A, b] = −
∫
d4x

(
iba∂µA

a
µ + 1

2Λ(ba)2
)
. (42)

5 Do inglês Maximal Abelian Gauge.
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Assim, a eq. (41) fica:

Z = N
∫

[dA][db] det
(
δGa[AU(x)]
δθb(x′)

)
exp

[
−SYM −

∫
d4x

(
ba∂µA

a
µ + 1

2Λ(ba)2
)]

. (43)

A equivalência de (43) com (41) é demonstrada em (GREINER; REINHARDT, 2013).
Agora, vamos para o termo do determinante; para exponenciar este termo precisa-

mos recordar um resultado conhecido (BAILIN; LOVE, 1993) que é a integral funcional
sobre as variáveis de Grassmann (anti-comutantes). Aqui iremos introduzir os campos
ca e ca, que são chamados de campos fantasmas (ou ghosts), pois estes não descrevem
partículas físicas:
∫

[dc][dc] exp
(
−
∫
d4x d4x′ ca(x)Mac(x, x′)cc(x′)

)
= detMac(x, x′). (44)

Portanto, escrevemos Mac (operador de Faddeev-Popov) lembrando que (AU)aµ na
forma infinitesimal é dado por (21):

Mac(x, x′) = δGa[AU(x)]
δθc(x′) = δ

δθc(x′)
(
∂µ(AU)aµ(x)− h(x)

)
= ∂µ

δ(AU)aµ(x)
δθc(x′)

= ∂µ
[(
∂µδ

ac + gfabcAbµ
)
δ(x− x′)

]
= ∂µ

(
Dac
µ δ(x− x′)

)
(45)

e substituimos em (44). Dessa forma, obtemos que

det
(
δGa[AU(x)]
δθb(x′)

)
=
∫

[dc][dc] exp
(
−
∫
d4x ca(x)∂µDab

µ c
b(x)

)
. (46)

Logo, juntando estes resultados, a equação (37) se torna

Z =
∫

[dA][db][dc][dc]e−Σ[A,b,c,c] , (47)

com

Σ[A, b, c, c] = SYM +
∫
d4x

(
ba∂µA

a
µ + 1

2Λ(ba)2 + ca∂µD
ab
µ c

b
)
. (48)

Podemos destacar o segundo termo como sendo a ação de fixação de calibre6:

Sgf =
∫
d4x

(
ba∂µA

a
µ + 1

2Λ(ba)2 + ca∂µD
ab
µ c

b
)
. (49)

Escolher o calibre de Landau (que costuma ser um calibre conveniente para se
trabalhar por sua simplicidade) é o equivalente a escolher Λ = 0. Assim, a ação final, no

6 Do inglês gauge fixing e por isso a sigla gf .
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calibre de Landau, assume a seguinte forma:

Σ[A, b, c, c]
∣∣∣
Λ=0

= SYM +
∫
d4x

(
ba∂µA

a
µ + ca∂µD

ab
µ c

b
)
. (50)

1.3 Simetria BRST

Devido a adição dos ghosts e antighosts (ca e ca, respectivamente) e do campo
auxiliar de Nakanishi-Lautrup (ba) pela quantização de Faddeev-Popov, vemos que a ação
final (50) não é mais invariante pelas transformações de calibre (21), pois agora precisamos
de leis de transformação para os novos campos. Essas novas leis de transformação são
chamadas de transformações de BRST7:

sAaµ = −Dac
µ c

c = −∂µca − gfabcAbµcc, (51)

sca = g

2f
abccbcc, (52)

sca = iba, (53)
sba = 0, (54)

em que s é o operador de BRST e tem a propriedade de ser nilpotente, ou seja, s2 = 0.
Dessas leis de transformações alguns pontos interessantes podem ser analisados.

Primeiramente, para checar a nilpotência do operador s basta aplicá-lo nas equações (51
– 54) e conferir que esta propriedade é consequência da identidade de Jacobi:

fabcf cmn + famcf cnb + fancf cbm = 0. (55)

Outro aspecto interessante das transformações de BRST é observar que a trans-
formação de Aaµ, eq. (51), tem a mesma forma que a transformação de calibre (21), só que
ao invés do parâmetro θa, agora usamos o ghost ca. Essa mudança pode ser interpretada
como se a partir de agora o parâmetro θa ganhasse dinâmica. Como a transformação de
BRST do campo de calibre é idêntica à transformação de calibre, naturalmente sSYM = 0.

Temos também que as tranformações dos campos ba e ca, por terem suas transfor-
mações interligadas, elas formam o chamado “dubleto de BRST”.

Outro ponto importante a ser mencionado é observar que podemos reescrever a
ação Sgf de tal forma que esta seja a transformação de BRST de uma outra expressão:

s
(
ca∂µA

a
µ + 1

2Λcaba
)

= ba∂µA
a
µ + 1

2Λ(ba)2 + ca(x)∂µDab
µ c

b, (56)

7 Bechi, Rouet, Stora e Tyutin
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dessa forma, a invariância de Σ[A, b, c, c] pelas transformações de BRST pode ser obser-
vada de forma trivial, pois a ação agora pode ser escrita da seguinte forma:

Σ[A, b, c, c] = SYM + s
∫
d4x

(
ca∂µA

a
µ + 1

2Λcaba
)
. (57)

Aplicando o operador s, temos:

sΣ[A, b, c, c] = sSYM + s2
∫
d4x

(
ca∂µA

a
µ + 1

2Λcaba
)

= 0 , (58)

lembrando da propriedade de nilpotência de s.
Uma forma conveniente de escrever o termo da ação de fixação de calibre é observar

que a equação (56) pode ser escrita como:

s
(
ca∂µA

a
µ + 1

2Λcaba
)

= s
[
ca
(
∂µA

a
µ + 1

2Λba
)]

, (59)

em que o termo que ca está multiplicando é justamente a escolha do calibre (no caso,
linear covariante), portanto, podemos escrever Sgf sendo:

Sgf = s
∫
d4x caGa[A(x)] . (60)
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2 O CALIBRE ABELIANO MAXIMAL E A ADIÇÃO DO TERMO
MASSIVO INVARIANTE

Como já mencionado no capítulo anterior, um calibre conhecido e bastante utili-
zado é o calibre abeliano maximal (MAG), sendo este de grande interesse por ser renor-
malizável e promover a separação das componentes abelianas do campo de calibre das
demais, fazendo com que seja um calibre adequado para o estudo da chamada dominân-
cia abeliana (EZAWA; IWAZAKI, 1982; SUZUKI; YOTSUYANAGI, 1990; HIOKI et al.,
1991). Esta última é um dos ingredientes principais para o mecanismo de supercondutivi-
dade dual para o confinamento de cor (MANDELSTAM, 1976; HOOFT, 1982), segundo
o qual a teoria de Yang-Mills no regime de baixas energias deveria ser descrita por uma
teoria abeliana efetiva na presença de monopolos (CAPRI et al., 2010). Além disso, o
MAG foi o segundo calibre no qual se pode estudar o problema de Gribov, que comen-
tamos no capítulo anterior. O primeiro foi calibre de Landau, através dos trabalhos de
Gribov e Zwanziger. A razão disso, como veremos mais a frente, é que o operador de
Faddeev-Popov é hermitiano no caso do MAG, tal como ocorre no calibre de Landau. O
tratamento do problema de Gribov em outros calibres, como os lineares covariantes, só
pode ser feito com a introdução de um campo composto invariante de calibre, Aµ, que
também veremos no decorrer deste capítulo.

2.1 Introdução

Como mencionado anteriormente, o MAG estabelece uma distinção entre as com-
ponentes abelianas e não abelianas do grupo, portanto, antes de entendermos o calibre
precisamos entender com se dá a decomposição do campo de Aµ(x) e os geradores do
grupo:

Aµ = AAµT
A = AαµT

α + AbµT
b , (61)

em que TA são todos os (N2−1) geradores do SU(N), enquanto Tα são os geradores não-
diagonais e T b os geradores diagonais. Aqui, fizemos uma mudança de notação em relação
ao capítulo anterior. A partir de agora, os índices latinos maiúsculos {A,B,C, . . . } vão
de 1 até N2 − 1, que são os índices da representação adjunta do grupo; os índices latinos
minúsculos {a, b, c, . . . } representam apenas as componentem diagonais; e, finalmente, os
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índices gregos {α, β, γ, . . . } representam as componentes não diagonais8.
Para termos uma visão mais concreta dessa decomposição, tomemos como exemplo

o grupo SU(2). Neste, os geradores, na representação fundamental, são proporcionais às
matrizes de Pauli:

T 1 = 1
2

0 1
1 0

 , T 2 = 1
2

0 −i
i 0

 , T 3 = 1
2

1 0
0 −1

 . (62)

Logo, podemos perceber que duas matrizes são não diagonais e uma matriz é diagoal. Já
na representação fundamental de SU(3), os geradores são proporcionais às oito matrizes
de Gell-Mann, dos quais apenas os geradores T 3 e T 8 são diagonais:

T 3 = 1
2


1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 , T 8 = 1
2
√

3


1 0 0
0 1 0
0 0 −2

 , (63)

enquanto os outros seis são não-diagonais. Em SU(5) há quatro geradores diagonais e
vinte não-diagonais. Assim, podemos inferir que, em geral, o índice latino minúsculo
(componente diagonal) vai de 1 até N − 1 e o índice grego (componente não-diagonal) vai
de 1 até N(N − 1), totalizando os N2 − 1 geradores de SU(N).

A respeito dos geradores do grupo, temos as seguintes relações de comutação:

[TA, TB] = ifABCTC ,

[T a, T b] = 0 ,
[Tα, T b] = −ifαγbT γ ,
[Tα, T β] = ifαβγT γ + ifαβcT c . (64)

A segunda equação de (64) nos faz concluir que fabc = fabγ = 0 para manter a comutação
das matrizes diagonais. De fato, de acordo com (FERREIRA, 2018), a álgebra represen-
tada pela segunda equação de (64) é a chamada subálgebra de Cartan de su(N) e sendo
esta última uma álgebra semisimples (tal como o próprio grupo SU(N)) a álgebra de
Cartan é a máxima subálgebra de su(N). A dimensão da subálgebra de Cartan é igual
ao rank da álgebra de su(N), ou seja, N − 1.

As constantes de estruturas restantes não nulas fαβγ e fαβc são totalmente antis-

8 Notemos que os índices referentes às coordenadas no espaço euclideano também são índices gregos
minúsculos. Porém, os índices espaciais estarão sempre subscritos, equanto que os índices das compo-
nentes não diagonais do grupo interno se simentria estarão sempre superescritos. Além disso, sempre
que possível, vamos reservar os índices {α, β, γ, δ, ε} para o setor não diagonal de SU(N) e {µ, ν, σ, ρ}
para índices vetoriais
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simétricas na troca dos índices e respeitam as seguintes identidades:

0 = fαβcfβγd + fαβdfβcγ ,

0 = fαβγfγδe + fαδγfγeβ + fαeγfγβδ ,

0 = fαβγfγδε + fαβcf cδε + fαδγfγεβ + fαδcf cεβ + fαεγfγβδ + fαεcf cβδ . (65)

O próximo passo é fazermos a separação dos setores para as transformações de
BRST (51–54):

sAaµ = −(∂µca + gfβγaAβcγ) ,
sAαµ = −(Dαβ

µ cβ + gfαβcAβcc + gfαβγAβcγ) ,

sca = g

2f
βγacβcγ ,

scα = gfαβccβcc + g

2f
αβγcβcγ ,

sca = iba ,

scα = ibα ,

sba = 0 ,
sbα = 0, (66)

em que Dαβ
µ é uma derivada covariante com respeito à componente abeliana, isto é,

Dαβ
µ = δαβ∂µ − gfαβcAcµ . (67)

E por último escrevemos a ação de Yang-Mills explicitando a forma do tensor Fµν
com a separação das partes diagonal e não-diagonal:

SYM = 1
4

∫
d4x

(
Fα
µνF

α
µν + F a

µνF
a
µν

)
, (68)

com

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νAaµ + gfaαβAαµA

β
ν ,

Fα
µν = Dαβ

µ Aβν −Dαβ
ν Aβµ + gfαβγAβµA

γ
ν . (69)

2.2 Calibre Abeliano Maximal

Como visto no primeiro capítulo, o método de Faddeev-Popov consiste em estabe-
lecer uma fixação de calibre na função de partição para uma teoria de campos de calibre
e, como mencionado na seção anterior, adotaremos o MAG como calibre a ser fixado de



24

acordo com método de Faddeev-Popov. O MAG é construído de tal forma que cada se-
tor (abeliano e não ableiano) grupo tem uma condição de calibre distinta. A condição
imposta aos campos não diagonais é obtida através da extremização do funcional:

A2
MAG[A] =

∫
d4xAαµA

α
µ , (70)

ou seja,

δ
∫
d4xAαµA

α
µ = 0. (71)

A expressão (71) acima nos dá que o setor não-diagonal respeita a seguinte equação:

∂µA
α
µ = gfαβcAβµA

c
µ , (72)

ou ainda,

Dαβ
µ Aβµ = 0 . (73)

Para o setor diagonal, impomos a seguinte condição:

∂µA
a
µ = 0. (74)

A escolha dessa condição, que é idêntica a condição de calibre de Landau, é feita por
esta ser a mais simples possível, não estando ligada à condição de extremo de nenhum
funcional9.

Se quisermos ir além e impor uma condição de mínimo, teríamos que impor a
condição δ2A2

MAG[A] > 0, o que equivale a dizer que o operador

Mαβ = −Dαγ
µ Dγβ

µ − gfαγδAγµDδβ
µ − g2fαγafβδaAγµA

δ
µ , (75)

conhecido como operador de Faddeev-Popov no MAG, seja positivo, ou seja, que seus
autovalores sejam positivos. Essa condição impõe uma restrição extra e define a chamada
primeira região de Gribov, que pode ser implementada com a teoria definida num espaço
euclideano, em que o operador acima é hermitiano. Estudos sobre as propriedades desse
operador e do problema de Gribov no MAG foram feitos em (CAPRI et al., 2005; CAPRI
et al., 2009; CAPRI et al., 2010).

Portanto, tendo agora especificadas as condições de calibre pelas equações (73) e

9 A ausência de um funcinal auxiliar nos permite pensar em escolhas diferentes para o setor diagonal.
Uma possibilidade é apresentada em (DUDAL et al., 2005), dando origem ao chamadoMAG modificado.
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(74), podemos escrever como fica a ação de fixação de calibre lembrando da equação (60):

SMAG = s
∫
d4x cAGA[A]

= s
∫
d4x (cαGα[A] + caGa[A])

= s
∫
d4x

[
cα
(
Dαβ
µ Aβµ

)
+ ca

(
∂µA

a
µ

)]
, (76)

sendo

Gα[A] = Dαβ
µ Aβµ , Ga[A] = ∂µA

a
µ . (77)

Desenvolvendo a expressão de SMAG, temos:

SMAG =
∫
d4x

[
ibαDαβ

µ Aβµ − cαMαβcβ + gfαβccα
(
Dβγ
µ A

γ
µ

)
cc

+ iba∂µA
a
µ + ca∂µ

(
∂µc

a + gfβγaAβµc
γ
) ]
. (78)

Temos então que a ação de Yang-Mills no MAG se encontra da seguinte forma:

S1 = SYM + SMAG , (79)

porém, por razões de renormalizabilidade ligadas a não linearidade do calibre, precisamos
adicionar mais um termo a esta ação:

Sα = −α2 s
∫
d4x

(
icαbα − gfαβccαcβcc − g

2f
αβγcαcβcγ

)
= α

2

∫
d4x

(
bαbα + 2igfαβcbαcβcc + igfαβγbαcβcγ + g2

2 f
αβcfγδccαcβcγcδ

+ g2

2 f
αβγfαδccβcγcδcc + g2

4 f
αβγfαδεcβcγcδcε

)
, (80)

em que α é um parâmetro de calibre que, ao final, pode ser tomado como zero, recuperando
o calibre original. Assim, a ação então toma a seguinte forma:

S2 = S1 + Sα = SYM + SMAG + Sα . (81)

Como veremos no próximo capítulo, devido às transformações de BRST não lineares,
será necessário introduzir à ação S2 termos com operadores compostos de campos através
de fontes externas. Ademais, na próxima seção, vamos apresentar um termo massivo
invariante de calibre que irá compor, juntamente com a ação S2, o modelo final que
iremos estudar nesta dissertação.
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2.3 Operador composto de dimensão dois invariante de calibre

Para construir-se uma teoria de calibre para a interação fraca, ou, ainda mais
geral, para a teoria eletrofraca, a massa dos bósons de calibre devem ser necessariamente
introduzidas, apesar da simetria de calibre da teoria ser, em geral, destruída (GARCIA,
2021). Uma solução para o problema de massa foi eventualmente encontrado através da
introdução do mecanismo de quebra espontânea de simetria, o chamado mecanismo de
Higgs. Mesmo antes da descoberta experimental do bóson de Higgs, o mecanismo de
Higgs era já bem difundido e aceito na comunidade acadêmica, porém, isso não significa
que não haja possibilidade de se introduzir outros objetos massivos numa teoria de calibre
que coexistam com o mecanismo de Higgs e que tenham relevância no estudo de teorias
de calibre em baixas energias.

Tendo isso em mente, apresentaremos, nesta seção, um operador local composto
invariante de calibre e que pode ser introduzido na ação com um parâmetro massivo.
Antes, porém, faremos uma breve revisão histórica dos modelos de Proca e de Stueckelberg
e do operador A2

min, que é um operador não local invariante de calibre de dimensão dois.
Como veremos, o trabalho de Stueckelberg serviu de inspiração para que fosse possível
escrever o operador A2

min em uma forma local e assim pudéssemos estudá-lo. Também
veremos a importância do MAG nesse estudo, embora estejamos tratando de um objeto
invariante de calibre.

2.3.1 Modelo de Proca

Para começarmos a falar a respeito da adição de um termo massivo nas teorias
de calibre, precisamos começar pelo modelo de Proca (PROCA, 1936), pois este foi o
primeiro modelo apresentado que visava dar massa a um campo vetorial, tendo então
uma importância histórica muito grande. O modelo de Proca é uma modificação simples
da teoria de Maxwell com o intuito de gerar uma teoria não interagente, ou seja, sem
acoplamento com nenhuma corrente, de partículas de calibre massivas de spin 1, similar
às teorias livres de Klein-Gordon e de Dirac, sendo definida, no espaço de Minkowski, por:

LProca = −1
4FµνF

µν + m2

2 AµA
µ , (82)

em que m é um parâmetro massivo. A equação de movimento que se origina de (82) é:

∂µF
µν +m2Aν = 0 . (83)
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Aplicando ∂ν a equação acima, obtemos imediatamente que ∂ν∂µF µν = 0, pois trata-se
de uma contração de um objeto simétricos (∂µ∂ν) com um antissimétricos (F µν). Assim,
obtemos a condição adicional de transversalidade:

∂µA
µ = 0 . (84)

Com a transformção de Aµ dada por (10) vemos que a adição do termo massivo quebra a
simetria de calibre. Além disso, o propagador de Feynman desta teoria perde a covariância
de Lorentz, embora isto possa ser contornado em cálculos perturbativos (GREINER;
REINHARDT, 2013).

2.3.2 Modelo de Stueckelberg

Como continuação do modelo de Proca, temos o modelo de Stueckelberg (RUEGG;
RUIZ-ALTABA, 2004) que conta com a introdução de um campo escalar de dimensão
zero para escrever uma teoria de calibre abeliana massiva (a extensão não abeliana será
descrita mais a frente) e, ao contrário do modelo de Proca, este é construído de tal forma
que preserve a invariância de calibre:

LStueck = −1
4FµνF

µν + m2

2 (Aµ − ∂µξ)(Aµ − ∂µξ), (85)

onde ξ(x) é o campo escalar de Stueckelberg de dimensão zero e se transforma da seguinte
forma:

ξ −→ ξ − θ(x) , (86)

garantindo a invariância do termo massivo.
Podemos ainda escrever (85) na forma de um modelo U(1), introduzindo a variável:

h(x) = eie ξ(x), (87)

portanto, o termo de massa é agora reescrito como

Lm = m2

2

(
Aµ + i

e
h†(∂µh)

)(
Aµ + i

e
h†(∂µh)

)
, (88)

sendo

Aµ −→ Aµ + i

e
U †(∂µU) ,

h −→ U †h (89)
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e

U = eie θ. (90)

Dessa forma, a generalização deste termo para o caso não-abeliano fica mais direta.
Lembramos da equação de transformação de Aµ (20) e que agora temos os geradores em
h e U , ou seja,

h = eigξ
ATA , (91)

U(x) = exp(igθA(x)TA). (92)

Notemos ainda que o termo
(
Aµ + i

e
h†(∂µh)

)
, que aparece na equação (88), deve ser

reescrito, na sua versão não abeliana, como

Ahµ = h†Aµh+ i

g
h†(∂µh) , (93)

no qual trocamos a constante de acoplamento e por g e fizemos a mudança

Aµ−→h†Aµh , (94)

que é redundante no caso abeliano. Assim, vejamos como fica a transformação de (93)
em sua versão não abeliana:

h†Aµh+ i

g
h†(∂µh) −→ (h†U)

(
UAµU

† + 1
ig
U †(∂µU)

)
(U †h) + i

g
(h†U)∂µ(U †h)

= h†Aµh+ i

g
h†(∂µU)U †h+ i

g
h†∂µh+ i

g
h† U(∂µU †)︸ ︷︷ ︸
−(∂µU)U†

h

= h†Aµh+ i

g
h†(∂µh) . (95)

Ou seja, o termo Ahµ, definido por (93), é invariante. Logo, o termo de massa pode ser
escrito através de Ahµ tomando-se o traço do produto matricial AhµAh,µ, isto é,

Sm = m2 tr
∫
d4x

(
h†Aµh+ i

g
h†(∂µh)

)(
h†Aµh+ i

g
h†(∂µh))

)
. (96)

Percebe-se ainda que os campos h e h† são expansões em série de potências de ξa,
gerando então um número infinito de termos de interação envolvendo o campo escalar
de Stueckelberg, fazendo com que o caso não abeliano se torne bem mais complicado.
Apesar deste modelo garantir a invariância de calibre, a teoria não é renormalizável. No
entanto, esse modelo será a inspiração para a localização do operador A2

min que passaremos
a descrever a seguir.
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2.3.3 Operador Invariante A2
min

Continuando pela busca de um termo massivo que pode ser adicionado na ação,
iremos falar agora do chamado operador A2

min. Este operador foi amplamente analisado ao
longo dos últimos 30 anos em (ZWANZIGER, 1990; DELL’ANTONIO; ZWANZIGER,
1989; DELL’ANTONIO; ZWANZIGER, 1991; BAAL, 1992; CAPRI et al., 2005; CA-
PRI et al., 2016; CAPRI et al., 2017) e será um dos principais objetos de estudo desta
dissertação.

A importância desse operador surge dentro do contexto do estudo das teorias de
Yang-Mills em baixas energias, com o intuito de se obter algum entendimento dessas
teorias num regime dito não perturbativo10, no qual ocorre o fenômeno do confinamento.
Dito isto, começamos definindo o funcional fA[U ] num espaço euclideano:

fA[U ] := tr
∫
d4xAUµA

U
µ = tr

∫
d4x

(
U †AµU + i

g
U †(∂µU)

)(
U †AµU + i

g
U †(∂µU)

)
.

(97)

Para uma determinada configuração Aµ do campo de calibre, fA[U ] é um funcional
definido na órbita de calibre de Aµ. Seja A o espaço de conexões Aaµ com a norma de
Hilbert finita, ou seja:

||A||2 = tr
∫
d4xAµAµ = 1

2

∫
d4xAAµA

A
µ < +∞ (98)

e seja U o espaço das transformações de calibre local de U de forma que a norma de
Hilbert ||U †∂U || também seja finita, ou seja,

||U †∂U ||2 = tr
∫
d4x (U †∂µU)(U †∂µU) < +∞ . (99)

Isto garante que, para Aµ ∈ A e U ∈ U , fA[U ] é convergente. Nessas condições, é
possível mostrar que o funcional fA[U ] atinge seu mínimo absoluto na órbita de calibre de
Aµ. Isso foi mostrado em (ZWANZIGER, 1990; DELL’ANTONIO; ZWANZIGER, 1989;
DELL’ANTONIO; ZWANZIGER, 1991; BAAL, 1992), indicando que existe um h ∈ U

10 Embora se esteja interessado no regime não-perturbativo, a questão da renormalização, que é um
problema de correção de divergências em cálculos perturbativos, ainda é importante, pois é esperado
que um teoria fundamental tenha como pré-requisito ser renormalizável. Além disso, eventualmente
podemos estar interessados em uma certa escala de energia na qual a teoria de perturbação ainda é
válida.
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tal que

δfA[h] = 0 (condição de extremo), (100)
δ2fA[h] > 0 (condição de mínimo), (101)
fA[h] ≤ fA[U ], ∀U ∈ U (condição de mínimo absoluto). (102)

Define-se então o operador A2
min a partir do funcional fA[U ] quando este atinge

seu mínimo absoluto, ou seja, para U = h:

A2
min := fA[h] = tr

∫
d4xAhµA

h
µ = min

{U}
tr
∫
d4xAUµA

U
µ . (103)

Como uma transformação de calibre, a partir de uma configuração de partida Aµ, é uma
transformação que leva Aµ a uma outra confirguração pertencente a própria órbita de
Aµ, essa transformação, quando feita sobre A2

min, recai no mesmo mínimo absoluto da
órbita de Aµ e, portanto, este operador é, por construção, invariante por transformações
de calibre.

Notemos ainda a semenhança entre o operador A2
min, eq. (103), e o termo massivo

invariante do modelo de Stueckelberg (96), inclusive a notação adotada já sugere isso.
Porém, no modelo de Stueckelberg não se leva em conta as condições de extremo (100),
mínimo (101) e mínimo absoluto (102). Além disso, o termo massivo de Stueckelberg é
local, enquanto que o operador A2

min é, a princípio, um operador não local em Aµ.
A condição de extremo (100) implica que Ahµ é transverso, ou seja,

∂µA
h
µ = 0, (104)

enquanto a condição de minimo relativo (101) implica que

−∂µDµ(Ah) > 0 . (105)

As demonstrações de (104) e (105) podem ser encontradas em (CAPRI et al., 2005). O
vínculo de transversalidade é satisfeito para

Ahµ =
(
δµν −

∂µ∂ν
∂2

)(
Aν − ig

[ 1
∂2∂A , Aν

]
+ ig

2

[ 1
∂2∂A , ∂ν

1
∂2∂A

]
+O(A3)

)
, (106)

ou seja, uma série infinita e não local em Aµ. É possível mostrar ainda que o operador Ahµ
dado por (106) é invariante de calibre ordem a ordem. Assim, para introduzir o operador
A2

min na ação, devemos escrevê-lo numa versão local. Para isso, podemos primeiramente
localizar Ahµ e, por conseguinte, A2

min, lançando mão do campo de Stueckelberg e introduzir
o vínculo de transversalidade na ação de maneira off-shell, de uma forma muito similar ao
que é feito na introdução do vínculo de fixação de calibre no método de Faddeev-Popov
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através do campo de Nakanishi-Lautrup.
Dessa forma, consideremos a seguinte ação invariante

Sinv = SYM+gf [A, b, c, c̄] +m2A2
min[A[A, ξ]] +

∫
d4x

(
τA ∂µAAµ + η̄A ∂µD

AB
µ [A]ηB

)
,

(107)

em que SYM+gf [A, b, c, c̄] é a ação de Yang-Mills com o calibre fixado, que é, portanto, um
funcional do campo de calibre (Aµ), do campo de Nakanishi-Lautrup (b) e dos ghosts de
Faddeev-Popov (c, c̄); o operador local composto A2

min[A[A, ξ]] é a versão local de (106),
dada por

A2
min[A[A, ξ]] = tr

∫
d4xAµAµ = 1

2 tr
∫
d4xAAµAAµ (108)

com

Aµ[A, ξ] = AAµ [A, ξ]TA = h†Aµh+ i

g
h†∂µh (109)

e

h = exp(ig ξATA) , h† = exp(−ig ξATA) ; (110)

e, finalmente, os campos (τ, η, η̄) promovem a introdução do vínculo de transversalidade
de Aµ, sendo τ análogo ao campo de Nakanishi-Lautrup (b) e os campos grassmannianos
(η, η̄) análogos ao ghost (c) e ao anti-ghost (c̄) de Faddeev-Popov, respectivamente. De
fato, este último termo é uma inovação em relação ao modelo de Stueckelberg exercendo
um papel fundamental na renormalização. Naturalmente, o operador local composto
A2
min[A[A, ξ]] é invariante pelo conjunto de transformações de calibre

Aµ −→ U †AµU + i

g
U †(∂µU) ,

h −→ U †h ,

h† −→ h†U . (111)

Por outro lado, uma vez que a ação Sinv tenha já o calibre fixado (embora não tenhamos
especificado qual calibre), esta perde a invariância de calibre, porém, é ainda invariante
pelas transformações de BRST, que agora devem estender-se aos campos recém introdu-
zidos (ξ, τ, η, η̄). Então, podemos escrever que

sSinv = 0 , (112)
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com

sAA = −DAB
µ cB ,

scA = g

2f
ABCcBcC ,

sc̄A = ibA ,

sbA = 0 ,
shij = −igcATAik hkj ,
sh†ij = igh†ik c

ATAkj ,

sξA = gAB[ξ] cB ,
sτA = 0 ,
sηA = 0 ,
sη̄A = 0 , (113)

em que os índices (i, j, k) que aparecem nas transformações de h e h† são da representação
fundamental de SU(N), indo de 1 até N e o funcional gAB[ξ], que aparece na transfor-
mação do campo tipo Stueckelberg ξA, é uma série infinita am ξ, cujos primeiros termos
são:

gAB[ξ] = −δAB + g

2f
ABCξC − g2

12f
ACDfCBEξDξE +O(ξ3) . (114)

De fato, o operador local composto Aµ é também uma série infinita em ξ:

Aµ = Aµ −Dµξ −
ig

2 [Dµξ, ξ] + g2

6 [[Dµξ, ξ] , ξ] + ig3

4! [[[Dµξ, ξ] , ξ] , ξ] +O(ξ5) , (115)

ou ainda, em componentes da representação adjunta do grupo,

AAµ = AAµ −DAB
µ ξB − g

2f
ACDξCDDB

µ ξB − g2

6 f
AEDfCENξCξDDNB

µ ξB +O(ξ4) . (116)

A discussão que apresentamos nesta seção nos levou a ação BRST invariante Sinv,
dada por (107), porém, não nos preocupamos em especificar qual o calibre adotado. A
partir da próxima seção, adotaremos explicitamente o MAG e veremos o que este calibre
pode nos oferecer de interessante para essa discussão.
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2.4 Ação massiva invariante no MAG

Uma propriedade importante do operador Aµ = AAµTA é que todas as suas com-
ponentes são invariantes de calibre independentemente, ou seja,

sAAµ = 0 , ∀A ∈ {1, . . . , N2 − 1} . (117)

Isto significa que cada termo da soma AAµAAµ é invariante independente dos demais, ou
seja,

s(AAµAAµ ) ≡ s

N2−1∑
A=1
AAµAAµ


=

N2−1∑
A=1

s(AAµAAµ ) = s(A1
µA1

µ)︸ ︷︷ ︸
=0

+ s(A2
µA2

µ)︸ ︷︷ ︸
=0

+ · · ·+ s(AN2−1
µ AN2−1

µ )︸ ︷︷ ︸
=0

= 0 . (118)

Dessa forma, poderíamos escrever o termo de massa de uma maneria bem geral,

N2−1∑
A=1

m2
AAAµAAµ = m2

1A1
µA1

µ +m2
2A2

µA2
µ + · · ·+m2

N2−1AN
2−1

µ AN2−1
µ , (119)

com N2 − 1 parâmetros massivos m2
A diferentes entre si. Porém, para um calibre que

preserva a covariância do grupo interno de simetria (como o calibre de Landau, ou os
calibres lineares covariantes, ou o de Curci-Ferrari e etc), a ação é invariante pela atuação
do operador

WA =
∫
d4x fABC

∑
Φ∈F

ΦB · δ

δΦC
, (120)

com F sendo o conjunto de todos os campos envolvidos na teoria:

F = {Aµ, b, c, c̄, ξ, τ, η, η̄} . (121)

E, nesse caso, o termo de massa generalizado é invariante apenas se as massasm2
A forem to-

das iguais. Esta invariância da ação é a chamada simetria rígida e significa, simplesmente,
que mantem-se a covariância na contração dos índices do grupo interno de simetria.
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De fato, pode-se verificar ordem a ordem que11

WAABµ = fABCACµ , (122)

logo,

WA(ABµABµ ) = 0 , (123)

ou ainda,

WA

N2−1∑
B=1

m2
B ABµABµ

 = 0 ⇐⇒ m2
1 = m2

2 = · · · = m2
N2−1 . (124)

Nesse contexto, o MAG surge justamente como um contraexemplo de calibre no
qual a simetria rígida é quebrada. No entanto, esta é apenas parcialmente quebrada, pois
nesse calibre ocorre a chamada simetria U(1)N−1 residual. Dessa maneira, a ação fixada
no MAG é invariante pela atuação do operador diagonal

Wa =
∫
d4x faαβ

∑
Φ∈F

Φα · δ

δΦβ
. (125)

Dadas as componentes diagonais e não diagonais de AAµ ,

Aaµ =Aaµ −Na
µ −

g

2f
aαβξαMβ

µ +O(ξ3) , (126)

Aαµ =Aαµ −Mα
µ + g

2f
aαβξaMβ

µ −
g

2f
αβγξβMγ

µ −
g

2f
αβaξβNa

µ +O(ξ3) , (127)

sendo

Mα
µ = Dαβ

µ ξβ − gfαβγAγµξβ + gfaαβAβµξ
a , (128)

Na
µ = ∂µξ

a − gfaαβAβµξα , (129)

pode-se mostrar ordem a ordem12 que

WaAαµ = faαβAβµ , (130)
WaAbµ = 0 , (131)

11 Conferimos explicitamente até a ordem ξ3.
12 Conferimos explicitamente até a ordem ξ2.
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portanto,

Wa(AαµAαµ) = 2faαβAαµAβµ = 0 , (132)
Wa(AbµAbµ) = 0 (automaticamente). (133)

Tais resultados nos indicam que as massas das componentes não diagonais devem
ser todas iguais. As massas das componentes diagonais podem, a princípio, ser diferentes,
pelo menos pelo critério de invariância pela simetria U(1)N−1 residual, porém, iremos
considerá-las iguais e, com isso, o termo de massa que iremos considerar será

Smass =
m2
diag

2

∫
d4xAaµAaµ +

m2
off

2

∫
d4xAαµAαµ , (134)

assumindo, a princípio,

m2
diag 6= m2

off . (135)

Assim, como resultado dessa discussão, chegamos a seguinte ação massiva no MAG:

S3 = S2 + Smass +
∫
d4x

(
τA ∂µAAµ + η̄A ∂µD

AB
µ [A]ηB

)
, (136)

com S2 e Smass dadas, respectivamente, por (81) e (134). No próximo capítulo, vamos
fazer uma análise das simetrias da ação S3 e dos operadores locais compostos que devem
ser levados am conta e então poderemos determinar o contratermo mais geral compatível
com o conjunto de simetrias da ação e como absorvê-lo através da renormalização de
campos e parâmetros.
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3 RENORMALIZAÇÃO DA AÇÃO

3.1 Ação de partida

Antes de começarmos o processo de renormalização e análise das simetrias do mo-
delo, precisamos definir a nossa ação de partida. Neste modelo temos as transformaçãoes
não lineares de BRST dos campos (AAµ , cA, ξA), que são operadores compostos de cam-
pos, e temos ainda a introdução de outros operadores locais compostos, em particular, o
operador AAµ , equação (116). Para que possamos escrever a identidade de Slavnov-Taylor
e outras identidades de Ward não lineares, precisamos introduzir esses elementos na ação
de partida. Isso é feito através de fontes externas associadas a esses operadores. De um
modo geral, podemos escrever o seguinte termo de fonte externa:

Sext[J ] =
∫
d4x

5∑
n=1

JAn · OAn , (137)

em que Jn são as fontes externas e OAn os operadores compostos definidos por:

(
OA1,µ , OA2 , OA3 , OA4,µ , OA5,µ

)
:=

(
sAAµ , sc

A , sξA , AAµ , DAB
µ [A]ηB

)
. (138)

Todos estes operadores são BRST invariantes, portanto as fontes JAn também serão, ou
seja, sJAn = 0. Ajustando à notação usual que se encontra na literatura referente ao
assunto, vamos renomear as fontes JAn da seguinte maneira:

(
JA1,µ , J

A
2 , J

A
3 , J

A
4,µ , J

A
5,µ

)
≡
(

Ωa
µ , L

A , KA , J A
µ ,ΞA

µ

)
(139)

e dessa forma o termo de fontes externas escreve-se como:

Sext =
∫
d4x

[
ΩA
µ (sAAµ ) + LA(scA) +KA(sξA) + J A

µ AAµ + ΞA
µ D

AB
µ [A]ηB

]
=
∫
d4x

[
Ωa
µ(sAaµ) + Ωα

µ(sAαµ) + La(sca) + Lα(scα) +KA(sξA)

+ J A
µ AAµ + ΞA

µ D
AB
µ [A]ηB

]
=
∫
d4x

[
− Ωa

µ (∂µca + gfβγaAβµc
γ)− Ωα

µ (Dαβ
µ cβ + gfαβcAβµc

c + gfαβγAβµc
γ)

+ g

2f
βγaLacβcγ + Lα

(
gfαβccβcc + g

2f
αβγcβcγ

)
+KA gAB[ξ] cB

+ ΞA
µ D

AB
µ [A]ηB

]
. (140)

Um ponto que devemos destacar aqui é que os operadores compostos que devem ser
levados em conta na ação de partida é definido pelas identidades que podemos escrever,
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ou seja, não são definidos a priori, mas sim depois de uma análise prévia da ação, ainda
sem a introdução das fontes externas. Isto constitui uma tarefa que exige observação e
certa experiência, não sendo de forma alguma um trabalho óbvio ou automático. Um
exemplo disso, é o operador DAB

µ [A]ηB, cuja introdução é, a princípio, contraintuitiva,
porém, sua introdução é fundamental para se estabelecer a equação do antighost η̄A como
uma identidade de Ward, como iremos ver mais adiante.

Então, até o presente momento, temos a seguinte ação:

S4 = S3 + Sext . (141)

No entanto, existe ainda um termo extra a ser considerado. Tal termo foi “descoberto” no
decorrer dos cálculos do contratermo mais geral, que só apresentaremos na próxima seção.
Porém, concluimos que apresentá-lo aqui nesta seção, durante a construção da ação de
partida mais geral, deixaria nossa exposição mais clara. O referido termo surge da não
linearidade da condição de calibre não diagonal, sendo dado então por

Sextra =s
∫
d4x

(
m2
diag ψ

α[ξ] c̄α +m2
off φ

α[ξ] c̄α
)

=
∫
d4x

(
m2
diag

∂ψα[ξ]
∂ξA

gAB[ξ]cBcα + im2
diag ψ

α[ξ]bα

+m2
off

∂φα[ξ]
∂ξA

gAB[ξ]cBcα + im2
off φ

α[ξ]bα
)
, (142)

em que ψα[ξ] e φα[ξ] são funcionais de ξA:

ψα[ξ] = γ1 ξ
α + γ2 f

αβaξβξa + γαABC3 ξAξBξC + γαABCD4 ξAξBξCξD + . . . , (143)
φα[ξ] = β1 ξ

α + β2 f
αβaξβξa + βαABC3 ξAξBξC + βαABCD4 ξAξBξCξD + . . . . (144)

Os coeficientes {γαABC3 , γαABCD4 , . . . , γαA1A2...An
n , . . . }, assim como os β’s, não são comple-

tamente livres, mas obedecem a identidades de Jacobi generalizadas devido a simetria
U(1)N−1 residual. Algumas dessas identidades são13:

0 = fαβaγβγδε3 + fγβaγαβδε3 + f δβaγαγδε3 + f εβaγαγδβ3 , (145)
0 = fαβaγβγδb3 + fγβaγαβδb3 + f δβaγαγβb3 , (146)
0 = fαβaγβγbc3 + fγβaγαβbc3 , (147)
0 = fαβaγβabc3 , (148)

13 Em (CAPRI; TERIN; TOLEDO, 2019) ocorre algo muito similar no contexto de supersimetria.
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0 = fαβaγβγδεπ4 + fγβaγαβδεπ4 + f δβaγαγβεπ4 + f εβaγαγδβπ4 + fπ βaγαγδεβ4 , (149)
0 = fαβaγβγδεb4 + fγβaγαβδεb4 + f δβaγαγβεb4 + f εβaγαγδβb4 , (150)
0 = fαβaγβγδbc4 + fγβaγαβδbc4 + f δβaγαγβbc4 , (151)
0 = fαβaγβγbcd4 + fγβaγαβbcd4 , (152)
0 = fαβaγβbcde4 (153)

e assim por diante. A título de exemplo, tomemos os coeficientes γαABC3 e vejamos algumas
possibilidades que eles representam:

γαABC3 −→



γαβγδ3 −→ δαβδγδ , δαγδβδ , δαδδβγ ;
γαβγa3 −→ fαβδf δγa , fαβbf b γa , . . . ;
γαβab3 −→ δαβδab ;
γαabc3 −→ fαβγfβa δf δb εf c εγ , . . . .

(154)

Assim, combinações lineares de todas essas possibilidades formam os coeficientes da série
ψα[ξ] e o mesmo argumento vale para os coeficientes βαABCD...n da série φα[ξ].

Considerando este termo extra, nossa ação fica agora da seguinte maneira:

S5 = S4 + Sextra . (155)

Finalmente, faremos uma redefinição conveniente de certos campos e parâmetros
da teoria:

(
Aµ, b, ξ, α, τ,m

2
diag,m

2
off , γn, βn

)
−→

(
g−1Aµ , gb , g

−1ξ , g−2α , gτ , g2m2
diag , g

2m2
off , g

n−3γn , g
n−3βn

)
. (156)

Esta redefinição nos permite escrever o contratermo na chamada forma paramétrica. As-
sim, obtemos definitivamente nossa ação de partida completa com todos os termos neces-
sários ao estudo das identidades de Ward:

Σ ≡S5|redefinida pelas transformações (156) , (157)

o que é equivalente a

Σ =S5|g=1 + 1− g2

4g2

∫
d4x (F a

µνF
a
µν + Fα

µνF
α
µν)|g=1 , (158)
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ou ainda, mais explicitamente,

Σ =
∫
d4x

[
1

4g2F
a
µνF

a
µν + 1

4g2F
α
µνF

α
µν + iba∂µA

a
µ + ca∂µ(∂µca + fβγaAβµc

γ)

+ ibαDαβ
µ Aβµ + cαDαβ

µ Dβγ
µ c

γ − fαβcfγδccαcδAβµAγµ + cαDαβ
µ

(
fβγδAδµc

γ
)

+ fαβccα
(
Dβγ
µ A

γ
µ

)
cc + α

2

(
bαbα + 2ifαβcbαcβcc + ifαβγbαcβcγ

+ 1
2f

αβcfγδccαcβcγcδ + 1
2f

αβγfαδccβcγcδcc + 1
4f

αβγfαδεcβcγcδcε
)

+
m2
diag

2 AaµAaµ +
m2
off

2 AαµAαµ + τA∂µAAµ + ηA∂µD
AB
µ [A]ηB

− Ωa
µ(∂µca + fβγaAβµc

γ)− Ωα
µ(Dαβ

µ cβ + fαβcAβµc
c + fαβγAβµc

γ)

+ 1
2f

βγaLacβcγ + Lα
(
fαβccβcc + 1

2f
αβγcβcγ

)
+KAgAB[ξ]cB

+ J A
µ AAµ + ΞA

µD
AB
µ [A]ηB +m2

diag

∂ψα[ξ]
∂ξA

gAB[ξ]cBcα + im2
diag ψ

α[ξ]bα

+m2
off

∂φα[ξ]
∂ξA

gAB[ξ]cBcα + im2
off φ

α[ξ]bα
]
, (159)

com

Dαβ
µ = δαβ∂µ − fαβaAaµ ,

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νAaµ + faαβAαµA

β
ν ,

Fα
µν = Dαβ

µ Aβν −Dαβ
ν Aβµ + fαβγAβµA

γ
ν ,

DAB
µ [A] = δAB∂µ − fABCACµ ,

AAµ = AAµ −DAB
µ ξB − 1

2f
ACDξCDDB

µ ξB − 1
6f

AEDfCENξCξDDNB
µ ξB +O(ξ4) ,

gAB[ξ] = −δAB + 1
2f

ABCξC − 1
12f

ACDfCBEξDξE +O(ξ3) . (160)

Para análise futura, encontra-se na Tabela 1 os chamados números quânticos (di-
mensão de massa e números de ghost) e a natureza (comutante ou anticomutante) dos
campos e fontes envolvidos na ação (159).
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N.os quânticos

Campos e fontes
A b c c̄ ξ τ η η̄ Ω L K J Ξ

Dimensão de massa 1 2 0 2 0 2 0 2 3 4 4 3 3
N.o de ghost c 0 0 1 −1 0 0 0 0 −1 −2 −1 0 0
N.o de ghost η 0 0 0 0 0 0 1 −1 0 0 0 0 −1
Natureza C C A A C C A A A C A C A

Tabela 1 - Números quânticos e natureza, comutante (C) ou anticomutante (A), de campos
e fontes.
Fonte: O autor, 2021

3.2 Identidades de Ward

Agora vamos estudar uma maneira conveniente de escrever as simetrias da ação sob
a forma de equações funcionais de vínculo compatíveis com o princípio de ação quântica14

(VANDERSICKEL, 2011). Estes vínculos irão corresponder às chamadas identidades de
Ward15 na aproximação ao nível árvore, ou seja, à ordem zero na expansão em loops
da ação efetiva. Em particular, estamos interessados em uma identidade denominada
identidade de Slavnov-Taylor que representa a simetria de BRST.

Se um determinado funcional F [ϕ] é invariante sob a transformação δϕ(x) do
campo ϕ(x), podemos então escrever que

δF [ϕ] =
∫
d4x δϕ(x)δF [ϕ]

δϕ(x) = 0 , (161)

que podemos também pensar da seguinte maneira:

∫
d4x δϕ(x)δF [ϕ]

δϕ(x) ≡
(∫

d4x δϕ(x) δ

δϕ(x)

)
F [ϕ] =WF [ϕ] = 0 , (162)

14 Em poucas palavras, estabeleceremos identidades em termos do funcional gerador 1PI, que a ordem
zero corresponde à ação. Essas identidades podem eventualmente ser não lineares, como é o caso da
simetria BRST. Porém, as equações compatíveis com esse princípio devem ser lineares quando escritas
em termos de algum funcional gerador. Assim, as identidades não lineares em termos do funcional 1PI
apresentam-se lineares em termos de outro funcional, como o funcional gerador das funções de Green
conexas, obtido por uma transformação de Legendre.

15 As identidades de Ward são comumente conhecidas como relações entre funções n-pontos da teoria.
Aqui elas serão apresentadas de uma outra forma, que também é conhecida na literatura. A partir das
relações que serão apresentadas aqui, é possível extrair as relações entre as funções de correlação da
teoria.
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ou seja, como a atuação de um operador funcional

W :=
∫
d4x δϕ(x) δ

δϕ(x) (163)

sobre o funcional F [ϕ], que nada mais é que uma simetria deste funcional escrita sob a
forma de uma equação funcional, ou seja, como uma identidade de Ward.

No caso da ação (159) existe a simetria associada à invariância com relação às
transformçaões de BRST e assim, podemos escrever que

S(Σ) =
∫
d4x

∑
ϕ

(sϕ) · δΣ
δϕ

= 0 , (164)

em que a soma se estende a todos os campos e fontes envolvidos na teoria, ver Tabela
1, ou seja, ϕ ≡ Aµ, b, c, c, . . . . Esta identidade é conhecida como identidade de Slavnov-
Taylor e traduz a simetria de BRST numa linguagem funcional. No entando, a maneira
que escrevemos não está ainda completa, devido às transformações não lineares. Porém,
a maneira como construímos a ação Σ nos permite escrever

δΣ
δΩa

µ

= sAaµ ,
δΣ
δΩα

µ

= sAαµ ,
δΣ
δLa

= sca ,
δΣ
δLα

= scα ,
δΣ
δKA

= sξA (165)

e assim, substituindo as transformações não lineares pelas derivadas funcionais da ação
com relação às fontes correspondentes, escrevemos a expressão (164) de forma explícita
como16

S(Σ) :=
∫
d4x

(
δΣ
δΩa

µ

δΣ
δAaµ

+ δΣ
δΩα

µ

δΣ
δAαµ

+ δΣ
δLa

δΣ
δca

+ δΣ
δLα

δΣ
δcα

+ iba
δΣ
δca

+ ibα
δΣ
δcα

+ δΣ
δKA

δΣ
δξA

)

= 0 . (166)

São também compatíveis com o princípio de ação quântica, equações funcionais
que tenham quebras lineares nos campos, as chamadas quebras clássicas. Dessa forma,
a equação de movimento do campo auxiliar ba(x), que dá a condição de calibre do setor
diagonal, é também uma identidade de Ward:

δΣ
δba

= i∂µA
a
µ . (167)

Esta identidade irá garantir que o contratermo será independente do campo ba(x).
Além dessa última, temos ainda outras equações de movimento que podem, com

o auxílio das fontes externa previamente introduzidas, ser escritas como identidades de

16 Note-se que, assim escrita, essa identidade seria linear em termos do funcional conexo.
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Ward locais. Vejamos, primeiramente, a equação de movimento do campo de antighost
diagonal ca, que pode, facilmente, ser escrita como

δΣ
δca

+ ∂µ
δΣ
δΩa

µ

= 0 , (168)

que implica que o campo ca e a fonte Ωa
µ só aparecem na ação (e consequentemente no

contratermo) através da combinação

Ω̂a
µ ≡ Ωa

µ + ∂µc
a . (169)

Analogamente, para o campo auxiliar τA, temos,

δΣ
δτA
− ∂µ

δΣ
δJ A

µ

= 0 , (170)

assegurando que o campo τA e a fonte J A se combinam através da relação

Ĵ A
µ ≡ J A

µ − ∂µτA . (171)

E da mesma forma, temos a equação de movimento do antighost ηA:

δΣ
δηA
− ∂µ

δΣ
δΞA

µ

= 0 , (172)

que expressa uma relação entre o campo ηA e a fonte ΞA
µ :

Ξ̂A ≡ ΞA − ∂µηA . (173)

Também temos a equação integrada do ghost ηA:

∫
d4x

(
δΣ
δηA

+ fABC ηB
δΣ
δτC

+ fABC ΞB
µ

δΣ
δJ C

µ

)
= 0 . (174)

Por fim, não podemos esquecer de listar a simetria U(1)N−1 residual, da qual
tratamos no capítulo anterior:

Wa(Σ) :=faαβ
∫
d4x

(
Aαµ

δΣ
δAβµ

+ bα
δΣ
δbβ

+ cα
δΣ
δcβ

+ c̄α
δΣ
δc̄β

+ ξα
δΣ
δξβ

+ τα
δΣ
δτβ

+ ηα
δΣ
δηβ

+ η̄α
δΣ
δη̄β

+ Ωα
µ

δΣ
δΩβ

µ

+ Lα
δΣ
δLβ

+Kα δΣ
δKβ

+ J α
µ

δΣ
δJ β

µ

+ Ξα
µ

δΣ
δΞβ

µ

)
= 0 . (175)

Na teoria original de Yang-Mills fixada no MAG, temos ainda a equação local do
ghost diagonal ca e a simetria U(1)N−1 residual apresenta-se na forma local. Até o mo-
mento, não conseguimos mostrar essas identidades para a ação Σ, embora a possibilidade
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de que elas, de fato, existam não esteja ainda descartada. Para tal, é provável que outros
operadores locais compostos tenham que ser levados em consideração. No entanto, o con-
junto de identidades que temos a disposição é suficiente para provar a renormalizabilidade
do modelo.

3.3 Renormalização da Ação

Agora que temos as simetrias estabelecidas, nosso objetivo é perturbar a ação
clássica adicionando a esta o contratermo mais geral compatível com o conjunto de iden-
tidades17 ΣCT ; que é um polinômio local nos campos e nas fontes de dimensão canônica
4, números de ghosts 0 e integrado no volume quadridimensional euclideano R4:

Γ =
∞∑
n=0

~nΓ(n) , (176)

Γ = Σ + ~ΣCT +O(~2) , (177)

sendo Γ o funcional gerador 1PI, ou ação quântica, Γ(0) = Σ e Γ(1) = ΣCT .
Como as identidades (166-174) precisam se manter a todas as ordens18, temos:

S(Σ + ~ΣCT ) = O(~2) . (178)

Assim,

S(Σ + ~ΣCT ) =∫
d4x

[(
δ(Σ + ~ΣCT )

δΩa
µ

)(
δ(Σ + ~ΣCT )

δAaµ

)
+
(
δ(Σ + ~ΣCT )

δΩα
µ

)(
δ(Σ + ~ΣCT )

δAαµ

)

+
(
δ(Σ + ~ΣCT )

δLa

)(
δ(Σ + ~ΣCT )

δca

)
+
(
δ(Σ + ~ΣCT )

δLα

)(
δ(Σ + ~ΣCT )

δcα

)

+ iba
(
δ(Σ + ~ΣCT )

δca

)
+ ibα

(
δ(Σ + ~ΣCT )

δcα

)

+
(
δ(Σ + ~ΣCT )

δKA

)(
δ(Σ + ~ΣCT )

δξA

)]
= O(~2) (179)

17 Embora tenhamos adicionado o contratermo à ordem zero, como uma correção de ordem ~, este pode
ser introduzido à todas as ordem na série perturbativa, pois o método de renormalização algébrica é
recursivo. Assim, se absovermos as divergências até a ordem ~n, podemos introduzir o contratermo
para absorver as divergências até a ordem ~n+1 e assim sucessivamente.

18 Não havendo anomalias.
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e portanto,

S(Σ + ~ΣCT ) = S(Σ) + ~βΣ(ΣCT ) +O(~2) (180)

em que

βΣ :=
∫
d4x

[(
δΣ
δΩa

µ

)
δ

δAaµ
+
(
δΣ
δAaµ

)
δ

δΩa
µ

+
(
δΣ
δΩα

µ

)
δ

δAαµ
+
(
δΣ
δAαµ

)
δ

δΩα
µ

+
(
δΣ
δLa

)
δ

δca
+
(
δΣ
δca

)
δ

δLa
+
(
δΣ
δLα

)
δ

δcα
+
(
δΣ
δcα

)
δ

δLα

+ iba
δ

δca
+ ibα

δ

δcα
+
(
δΣ
δKA

)
δ

δξA
+
(
δΣ
δξA

)
δ

δKA

]
, (181)

que é chamado de operador linearizado e possui a propriedade de ser nilpotente, ou seja,
(βΣ)2 = 0, tal como o próprio operador de BRST.

Nosso problema então, resume-se a resolver a equação

βΣ(ΣCT [A, b, c, c, τ, η, η,Ω, L,K,J ,Ξ]) = 0 , (182)

dados os vincúlos (168 – 174) que se estedem automaticamente para ΣCT e a equação de
fixação de calibre diagonal (167) que implica em

δΣCT

δba
= 0 . (183)

A solução da equação (182) é a cohomolgia do operadro linearizado para um es-
paço dos polinômios integrados de dimensão quatro e números de ghost iguais a zero. O
contratermo ΣCT poderá ser escrito em duas partes:

ΣCT = ∆ + βΣ∆(−1) , (184)

devido a propriedade de nilpotência de βΣ. O primeiro setor, denotado por ∆, é chamado
de setor não trivial da cohomologia, não podendo ser escrito como a atuação do linea-
rizado sobre um determinado funcional. O segundo setor é dito como o setor trivial da
cohomologia, pois resume-se a atuação do operador linearizado sobre ∆(−1) (um polinômio
integrado nos campos de dimensão quatro e número de ghost c igual a −1) e assim, este
setor é evidentemente uma solução de (182). Como podemos perceber, ∆ possui as mes-
mas dimensões de ΣCT , portanto, montamos uma expressão para ele com as combinações
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que respeitam suas dimensões e levando em consideração as equações (169, 171, 173):

∆ =
∫
d4x

[
a0

4g2F
A
µνF

A
µν + b1 (∂µAAµ )(∂νAAν ) + b2 (∂µAAν )(∂µAAν )

+ b3 f
ABC(∂µAAµ )ABν ACν + bABCD4 AAµABµACν ADν + b5 Ξ̂A

µ ∂µη
A

+ fABC Ξ̂A
µ η

BFC
µ [A, ξ] + Ĵ A

µ G
A
µ [A, ξ] +

m2
off

2 H[A, ξ] +
m2
diag

2 I[A, ξ]
]
, (185)

em que {a0, b1, b2, b3, b
ABCD
4 , b5} são coeficientes constantes e FA

µ [A, ξ], GA
µ [A, ξ], H[A, ξ]

e I[A, ξ] são funcionais de Aµ e ξ com dimensões de massa iguais a 1, 1, 2 e 2, respecti-
vamente. Mas, como βΣ∆ = 0, vemos que

βΣF
A
µ [A, ξ] = βΣG

A
µ [A, ξ] = βΣH[A, ξ] = βΣI[A, ξ] = 0 , (186)

cujas soluções são encontradas em (CAPRI - a local and renormalizable framework for
the gauge...) e são dadas por

FC
µ [A, ξ] = b6ACµ , (187)
GA
µ [A, ξ] = b7AAµ , (188)
H[A, ξ] = b8AaµAaµ + b9AαµAαµ , (189)
I[A, ξ] = b10AaµAaµ + b11AαµAαµ , (190)

com {b6, b7, b8, b9, b10, b11} sendo coeficientes constantes.
Com relação ao termo dito trivial da cohomologia βΣ∆(−1), podemos construir

∆(−1) levando em conta que este deve ser independente de ba devido ao vínculo (183) e
deve respeitar as combinações entre campos e fontes estabelecida pelos vínculos (168 –
174). Assim, o termo mais geral dadas essas restrições é:

∆(−1) =
∫
d4x

(
fab1 [ξ]Lacb + faβ2 [ξ]Lacβ + fαb3 [ξ]Lαcb + fαβ4 [ξ]Lαcβ + fA5 [ξ]KA

+ fab6 [ξ]Ω̂a
µA

b
µ + faβ7 [ξ]Ω̂a

µA
β
µ + fαb8 [ξ]Ωα

µA
b
µ + fαβ9 [ξ]Ωα

µA
β
µ

+ fa10,µ[∂, ξ]Ω̂a
µ + fα11,µ[∂, ξ]Ωα

µ + fabγ12 [ξ]AaµAbµcγ + faβγ13 [ξ]AaµAβµcγ

+ fαβγ14 [ξ]AαµAβµcγ + faβ15,µ[∂, ξ]Aaµcβ + fαβ16,µ[∂, ξ]Aαµcβ + faβ17 [ξ](∂µAaµ)cβ

+ fαβ18 [ξ](∂µAαµ)cβ + faβ19 [ξ]Aaµ(∂µcβ) + fαβ20 [ξ]Aαµ(∂µcβ)
+ fαb21 [ξ]bαcb + fαβ22 [ξ]bαcβ + fαβc23 [ξ]cαcβcc

+ fαβγ24 [ξ]cαcβcγ + fα25,µ[∂, ξ]∂µcα + fα26[∂2, ξ]cα

+m2
offf

α
27[ξ]cα +m2

diagf
α
28[ξ]cα

)
. (191)
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Resta-nos ainda atuar a equação de ghost η (174):

∫
d4x

(
δ

δηK
+ fKLMΞL

µ

δ

δJM
µ

+ fKLMηL
δ

δτM

)
ΣCT

=
∫
d4x

(
δ

δηK
+ fKLMΞL

µ

δ

δJM
µ

+ fKLMηL
δ

δτM

)(
∆ + βΣ∆(−1)

)
=
∫
d4x

(
δ

δηK
+ fKLMΞL

µ

δ

δJM
µ

+ fKLMηL
δ

δτM

)
∆

=
∫
d4x(b6 + b7)fABCΞ̂B

µACµ = 0 , (192)

da qual tiramos que:

b7 = −b6 . (193)

Portanto,

∆ =
∫
d4x

[
a0

4g2F
A
µνF

A
µν + b1 (∂µAAµ )(∂νAAν ) + b2 (∂µAAν )(∂µAAν )

+ b3 f
ABC(∂µAAµ )ABν ACν + bABCD4 AAµABµACν ADν + b5 Ξ̂A

µ ∂µη
A

− b7 f
ABC Ξ̂A

µ η
BACµ + b7Ĵ A

µ AAµ +
m2
off

2
(
b8AaµAaµ + b9AαµAαµ

)
+
m2
diag

2
(
b10AaµAaµ + b11AαµAαµ

) ]
. (194)

Quando fizermos o limite m2
off = m2

diag = J A = ΞA
µ = KA = 0, devemos recuperar

a teoria de Yang-Mills no MAG, assim como suas simetrias. Com isso, podemos comparar
o contratermo que obtivemos com o da teoria original no MAG. O setor não trivial é,
simplesmente,

∆MAG = a0

4g2

∫ 4
xFA

µνF
A
µν . (195)

Já o setor trivial da teoria usual sem massa pode ser encontrado em (DUDAL et al.,
2004)19:

∆(−1)
MAG =

∫
d4x

(
a1L

αcα + a2Ωα
µA

α
µ + αa4 c

α(bα + ifαβccβcc) + a3c
αDαβ

µ Aβµ+

+ i
a4

2 f
αβγcαcβcγ

)
. (196)

19 Equação (38) dessa referência fazendo λ = 0 e g = 1.
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Assim, comparando os termos temos, para o setor não trivial,

b1 = b2 = b3 = bABCD4 = 0 (197)

e ainda devemos fixar

b5 = b7 , (198)

para que se possa integrar os campos {τ, η, η̄} na teoria sem massa. Já para o setor trivial,
temos,

0 = fab1 [ξ] = faβ2 [ξ] = fαb3 [ξ] = fab6 [ξ] = fβa7 [ξ] = fαb8 [ξ] = fa10,µ[∂, ξ] = fα11,µ[∂, ξ]
= fabγ12 [ξ] = fαβγ14 [ξ] = faβ15,µ[∂, ξ] = fαβ16,µ[∂, ξ] = faβ17 [ξ] = faβ19 [ξ]
= fαβ20 [ξ] = faβ21 [ξ] = fα25,µ(∂, ξ) = fα26[ξ] (199)

e

fαβ4 [ξ] = a1δ
αβ , (200)

fαβ9 [ξ] = a2δ
αβ , (201)

fαβ22 [ξ] = αa4δ
αβ , (202)

fαβc23 [ξ] = iαa4f
αβc , (203)

fαβ18 [ξ] = a3δ
αβ , (204)

faβγ13 [ξ] = a3gf
aβγ , (205)

fαβγ24 [ξ] = iαa4

2 fαβγ . (206)

Portanto, ∆ e ∆(−1) agora são escritos da seguinte forma:

∆ =
∫
d4x

[
a0

4g2F
A
µνF

A
µν + b5

(
ηA∂µ(DAB

µ [A]ηB) + ΞA
µD

AB
µ [A]ηB + J A

µ AAµ+

+ τA∂µAAµ
)

+
m2
off

2
(
b8AaµAaµ + b9AαµAαµ

)
+
m2
diag

2
(
b10AaµAaµ+

+ b11AαµAαµ
)]

(207)

e

∆(−1) =
∫
d4x

[
a1L

αcα + a2Ωα
µA

α
µ + a3c

αDαβ
µ Aβµ + αa4

(
bαcα + igfαβccαcβcc+

+ i
g

2f
αβγcαcβcγ

)
+ fA5 [ξ]KA +m2

offf
α
27[ξ] cα +m2

diagf
α
28[ξ] cα

]
. (208)
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Com isso, podemos escrever a ação dos contratermos ΣCT da seguinte maneira:

ΣCT =− a0g
2 ∂Σ
∂g2 + 2 (a4 − a3)α∂Σ

∂α
+
(
b8
m2
off

2 + b10
m2
diag

2

)
∂Σ

∂m2
diag

+
(
b9
m2
off

2 + b11
m2
diag

2

)
∂Σ

∂m2
off

+
∫
d4x

(
− b5η

A δΣ
δηA
− b5ΞA

µ

δΣ
δΞA

µ

− b5τ
A δΣ
δτA
− b5J A

µ

δΣ
δJ A

µ

− a1c
α δΣ
δcα
− ∂fA5 [ξ]

∂ξB
KA δΣ

δKB
+ fA5 [ξ] δΣ

δξA

+ a1L
α δΣ
δLα
− a2Ωα

µ

δΣ
δΩα

µ

+ a2A
α
µ

δΣ
δAαµ

+ a3b
α δΣ
δbα

+ a3c
α δΣ
δcα

)

+
∫
d4x

[
m2
off

∂fα27[ξ]
∂ξA

gAB[ξ]cBcα + im2
offf

α
27[ξ]bα +m2

diag

∂fα28[ξ]
∂ξA

gAB[ξ]cBcα

+ im2
diagf

α
28[ξ]bα − a3m

2
off

∂φα[ξ]
∂ξA

gAB[ξ]cBcα − a3im
2
offφ

α(ξ)bα

− a3m
2
diag

∂ψα[ξ]
∂ξA

gAB[ξ]cBcα − a3im
2
diagψ

α[ξ]bα

+
(
b8m

2
off + b10m

2
diag

)(
−∂φ

α[ξ]
∂ξA

gAB[ξ]cBcα − iφα[ξ]bα
)

+
(
b9m

2
off + b11m

2
diag

)(
−∂ψ

α[ξ]
∂ξA

gAB[ξ]cBcα − iψα[ξ]bα
)]

, (209)

que é quase a forma paramétrica que desejamos obter. Ainda nos falta escrever a última
integral em (209) através das derivadas dos coeficientes das séries ψα[ξ] e φα[ξ], dadas por
(143) e (144), respectivamente. Para tanto, vamos, primeiramente escrever fα27[ξ] e fα28[ξ]
como séries:

fα27[ξ] = c1 ξ
α + c2 f

αβaξβξa + cαABC3 ξAξBξC + . . . (210)
fα28[ξ] = d1 ξ

α + d2 f
αβaξβξa + dαABC3 ξAξBξC + . . . (211)
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e assim, a última integral em (209) poderá ser escrita como:

∫
d4x

[
m2
off

∂fα27[ξ]
∂ξA

gAB[ξ]]cBcα + im2
offf

α
27[ξ]bα +m2

diag

∂fα28[ξ]
∂ξA

gAB[ξ]cBcα

+ im2
diagf

α
28[ξ]bα − a3m

2
off

∂φα[ξ]
∂ξA

gAB[ξ]cBcα − a3im
2
offφ

α[ξ]bα

− a3m
2
diag

∂ψα[ξ]
∂ξA

gABcBcα − a3im
2
diagψ

α[ξ]bα

+
(
b8m

2
off + b10m

2
diag

)(
−∂φ

α[ξ]
∂ξA

gAB[ξ]cBcα − iφα[ξ]bα
)

+
(
b9m

2
off + b11m

2
diag

)(
−∂ψ

α[ξ]
∂ξA

gAB[ξ]cBcα − iψα[ξ]bα
)]

=

=
2∑
i=1

{
[ci − (a3 + b8) βi − b9γi]

∂Σ
∂βi

+ [di − b10βi − (a3 + b11) γi]
∂Σ
∂γi

}
(212)

+
∞∑
i=3

{[
cA1A2...Ai
i − (a3 + b8) βA1A2...Ai

i − b9γ
A1A2...Ai
i

] ∂Σ
∂βA1A2...Ai

i

+
[
dA1A2...Ai
i − b10β

A1A2...Ai
i − (a3 + b11) γA1A2...Ai

i

] ∂Σ
∂γA1A2...Ai

i

}
. (213)

Logo, o contratermo em sua forma paramétrica é escrito como:

ΣCT =− a0g
2 ∂Σ
∂g2 + 2 (a4 − a3)α∂Σ

∂α
+
(
b8
m2
off

2 + b10
m2
diag

2

)
∂Σ

∂m2
diag

+
(
b9
m2
off

2 + b11
m2
diag

2

)
∂Σ

∂m2
off

+
∫
d4x

(
− b5η

A δΣ
δηA
− b5ΞA

µ

δΣ
δΞA

µ

− b5τ
A δΣ
δτA
− b5J A

µ

δΣ
δJ A

µ

− a1c
α δΣ
δcα
− ∂fA5 [ξ]

∂ξB
KA δΣ

δKB
+ fA5 [ξ] δΣ

δξA

+ a1L
α δΣ
δLα
− a2Ωα

µ

δΣ
δΩα

µ

+ a2A
α
µ

δΣ
δAαµ

+ a3b
α δΣ
δbα

+ a3c
α δΣ
δcα

)

+
2∑
i=1

{
[ci − (a3 + b8) βi − b9γi]

∂Σ
∂βi

+ [di − b10βi − (a3 + b11) γi]
∂Σ
∂γi

}
(214)

+
∞∑
i=3

{[
cA1A2...Ai
i − (a3 + b8) βA1A2...Ai

i − b9γ
A1A2...Ai
i

] ∂Σ
∂βA1A2...Ai

i

+
[
dA1A2...Ai
i − b10β

A1A2...Ai
i − (a3 + b11) γA1A2...Ai

i

] ∂Σ
∂γA1A2...Ai

i

}
. (215)

Esta última expressão para o contratermo também pode ser vista como

ΣCT = RΣ , (216)
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em que R é um operador linear atuando em Σ,

R =− a0g
2 ∂

∂g2 + 2 (a4 − a3)α ∂

∂α
+
(
b8
m2
off

2 + b10
m2
diag

2

)
∂

∂m2
diag

+
(
b9
m2
off

2 + b11
m2
diag

2

)
∂

∂m2
off

+
∫
d4x

(
− b5η

A δ

δηA
− b5ΞA

µ

δ

δΞA
µ

− b5τ
A δ

δτA
− b5J A

µ

δ

δJ A
µ

− a1c
α δ

δcα
− ∂fA5 [ξ]

∂ξB
KA δ

δKB
+ fA5 [ξ] δ

δξA

+ a1L
α δ

δLα
− a2Ωα

µ

δ

δΩα
µ

+ a2A
α
µ

δ

δAαµ
+ a3b

α δ

δbα
+ a3c

α δ

δcα

)

+
2∑
i=1

{
[ci − (a3 + b8) βi − b9γi]

∂

∂βi
+ [di − b10βi − (a3 + b11) γi]

∂

∂γi

}
(217)

+
∞∑
i=3

{[
cA1A2...Ai
i − (a3 + b8) βA1A2...Ai

i − b9γ
A1A2...Ai
i

] ∂

∂βA1A2...Ai
i

+
[
dA1A2...Ai
i − b10β

A1A2...Ai
i − (a3 + b11) γA1A2...Ai

i

] ∂

∂γA1A2...Ai
i

}
. (218)

Com isto, será possível escrever de maneira relativamente simples as renormalizações de
campos, fontes e parâmetros da teoria. Porém, vamos inicialmente definir uma variável
Φ representando todas essas quantidades, isto é,

Φ ≡ A, b, c, c̄, ξ, τ, η, η̄,Ω, L,K,J ,Ξ, g, α,m2
diag,m

2
off , γ1, γ2, γ

A1...An
n , β1, β2, β

A1...An
n . (219)

Assim, as quantidades “nuas” Φ0 (não renormalizadas) estão relacionadas com aquelas
renormalizadas Φ através da seguinte relação

Φ0 = Φ + ~ ζΦ +O(~2) , (220)

em que ζΦ é, de um modo geral, tomado como um funcional local nos campos. Essa
consideração é necessária em vista da possibilidade de renormalizações não lineares e/ou
matriciais. A partir disto, a ação clássica nua Σ[Φ0] relaciona-se com a renormalizada
Σ[Φ] como

Σ[Φ0] = Σ[Φ + ~ ζΦ] = Σ[Φ] + ~ ζΦ
d

dΦ +O(~2) , (221)

em que a “derivada” d/dΦ é uma derivada parcial quando Φ representa um parâmetro
(∂/∂g) e é uma derivada funcional integrada quando Φ representa um campo ou uma
fonte (

∫
d4x δ/δϕ). Esta última expressão pode ser comparada com

Σ[Φ0] = Σ[Φ] + ~ΣCT +O(~2) = Σ[Φ] + ~RΣ +O(~2) , (222)
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que vem de (216). Como resultado desta comparação, conclui-se que

R ≡ ζΦ
d

dΦ . (223)

Logo, o contratermo (215) pode ser absorvido na ação de partida (159) pelas renormali-
zações20

Φ0 = (1 + ~R)Φ +O(~2) . (224)

Explicitamente, temos:

• Componetes diagonais

(A0)aµ = Aaµ , (225)
ba0 = ba , (226)
ca0 = ca , (227)
c̄a0 = c̄a , (228)

(Ω0)aµ = Ωa
µ , (229)

La0 = La . (230)

• Componentes não diagonais

(A0)αµ = (1 + ~ a2)Aαµ , (231)
bα0 = (1 + ~ a3)bα , (232)
cα0 = (1− ~ a1)cα , (233)
c̄α0 = (1 + ~ a3)c̄α , (234)

(Ω0)αµ = (1− ~ a2)Ωα
µ , (235)

Lα0 = (1 + ~ a1)Lα . (236)

20 Uma análise muito parecida é feita em (CAPRI; TERIN; TOLEDO, 2019).
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• Campos ligados a localização de Aµ

ξA0 = ξA + ~ fA5 [ξ] , (237)
ηA0 = ηA , (238)
η̄A0 = (1− ~ b5)η̄A , (239)
τA0 = (1− ~ b5)τA , (240)

KA
0 =

(
δAB − ~

∂fB5 [ξ]
∂ξA

)
KB , (241)

(J0)Aµ = (1− ~ b5)J A
µ , (242)

(Ξ0)Aµ = (1− ~ b5)ΞA
µ . (243)

• Parâmetros

g0 = (1− ~ a0)g , (244)
α0 = [1− 2~ (a4 − a3)]α , (245)

(m2
diag)0 = m2

diag + ~
2 (b8m

2
off + b10m

2
diag) , (246)

(m2
off )0 = m2

off + ~
2 (b9m

2
off + b11m

2
diag) , (247)

(β0)i = βi + ~ [ci − (a3 + b8) βi − b9γi] , (i = 1, 2) (248)
(γ0)i = γi + ~ [di − (a3 + b11) γi − b10βi] , (i = 1, 2) (249)

(β0)A1...Ai
i = βA1...Ai

i + ~
[
cA1...Ai
i − (a3 + b8) βA1...Ai

i − b9γ
A1...Ai
i

]
, (i > 2) (250)

(γ0)A1...Ai
i = γA1...Ai

i + ~
[
dA1...Ai
i − b10β

A1...Ai
i − (a3 + b11) γA1...Ai

i

]
, (i > 2) . (251)

Nesta parametrização alguns campos não se renormalizam, como é o caso das componentes
diagonais de (A, b, c, c̄). Algumas renormalizações são não lineares, como a do campo tipo
Stueckelberg ξA e da fonteKA. Este é um resultado esperado devido a dimensão zero desse
campo. Ocorrem também algumas renormalizações matriciais entre alguns parâmetros.

Por fim, podemos ainda estabalecer algumas relações entre os “fatores Z” de renor-
malização. Definindo as renormalizações de campos (φ0), fontes (ρ0) e parâmetros (λ0)
respectivamente como:

φ0 = Z
1/2
φ φ , (252)

ρ0 = Zρ ρ , (253)
λ0 = Zλ λ , (254)
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em que φ ≡ {AAµ , bA, cA, cA, τA, ηA, ηA}, ρ ≡ {ΩA
µ , L

A,J A,ΞA
µ}, λ ≡ {g, α},m2

off 0

m2
diag0

 =

Zmoffmoff Zmoffmdiag

Zmdiagmoff Zmdiagmdiag


m2

off

m2
diag

 (255)

eβi0
γi0

 =

Zβiβi Zβiγi

Zγiβi Zγiγi


βi
γi

 (i = 1, 2) , (256)

estabelecemos as seguintes relações:

Z
1/2
Aα = Z−1

Ωα = 1 + ~ a2 , (257)
Zg = 1− ~ a0 , (258)
Zα = 1 + 2~ (a4 − a3) , (259)
Z

1/2
bα = Z

1/2
cα = 1 + ~ a3 , (260)

Z
1/2
cα = Z−1

Lα = 1− ~ a1 , (261)
Z

1/2
τA = Z

1/2
ηA

= ZΞA = ZJA = 1− ~ b5 , (262)Zmoffmoff Zmoffmdiag

Zmdiagmoff Zmdiagmdiag

 =

1 + ~ b8/2 ~ b10/2
~ b9/2 1 + ~b11/2

 , (263)

Zβiβi Zβiγi

Zγiβi Zγiγi

 =

1 + h(−a3 − b8 + ci/βi) −hb9

−hb10 1 + h(−a3 − b11 + di/γi)

 . (264)
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CONCLUSÃO

Foi abordada nesta dissertação os procedimentos necessários para a renormalização
algébrica de uma teoria. Fizemos uma abordagem em que começamos apresentando a
quantização da teoria de Yang-Mills utilizando o método de Faddeev-Popov, mostrando
que a teoria passa a respeitar a chamada simetria de BRST

No capítulo 2 escolhemos um calibre específico que promove a separação das com-
ponentes abelianas do campo de calibre das demais (Calibre Abeliano Maximal - MAG),
fazendo com que este seja adequado para o estudo da dominância abeliana. Fizemos uma
breve contextualização histórica da introdução do termo de massa à teoria para podermos
falar do operador invariante A2

min. Ao final do capítulo vemos como o calibre de MAG
quebra parcialmente a simetria rígida nos permitindo separar as massas diagonais e não
diagonais.

Por fim, no útlimo capítulo conseguimos demonstrar a renormalização da ação.
Para isso, tivemos que construir a ação completa, tendo que adicionar os termos de fontes
externas, operadores compostos e um termo extra devido a não linearidade da condição
de calibre não diagonal. Em seguida os campos foram redefinidos de forma conveniente
em que o parâmetro g fosse absorvido, para mais tarde podermos escrever a ação do con-
tratermo na forma paramétrica. Por último, fizemos as análises das simetrias e seguimos
os passos da renormalização algébrica para construção da ação dos contratermos e even-
tual análise de seus coeficientes. Percebemos que no final tivemos uma renormalização
matricial e uma renormalização não linear dado que o campo de Stueckelberg possui uma
peculiaridade de poder se renormalizar consigo mesmo pelo fato de ser um campo de
dimensão zero.

Futuramente alguns trabalhos podem ser feitos a partir deste; em primeiro lugar, é
importante ressaltar que o trabalho feito nesta dissertação foi feito sem levar em conside-
ração a região de Gribov, apenas utilizamos da condição de extremo do operador do A2

min,
o que significa que trabalhos implimentando a região de Gribov com uma função horizonte
podem ser feitos. Em segundo lugar, um estudo sobre a equação de movimento do ghost c
como uma identidade de Ward poderia ainda ser feito, uma vez que esta identidade existe
no caso da teoria de Yang-Mills pura no MAG.

É importante destacar que esse modelo de adição de massa não é uma alternativa à
teoria de Higgs, mas sim um modelo que pode ser estudado em conjunto com o de Higgs.
Uma outra ideia seria generalizar este trabalho no superespaço, uma vez que existem as
versões supersimétricas tanto do MAG quanto do operador compostoA[A, ξ], ver (CAPRI;
TERIN; TOLEDO, 2019) e (CAPRI et al., 2018). Outro possível desdobramento seria
utilizar os resultados na rede e eventualmente dar uma estimativa para os valores das
massas.
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