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RESUMO

KOGUT, M. Renormalizaciao de uma teoria de Yang-Mills massiva no calibre abeliano
mazximal. 2021. 57 f. Dissertagao (Mestrado em Fisica) — Instituto de Fisica Armando
Dias Tavares, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2021.

Essa dissertacao tem como objetivo nao s6 abordar os conceitos da renormaliza-
¢ao algébrica, introduzindo os passos necessarios para quantizacdo de uma teoria e os
procedimentos que devem ser tomados na escolha de um calibre especifico, mas também
mostrar que a agao escolhida no calibre maximal abeliano (MAG) com a adigdo de um
termo massivo é renormalizavel.

Palavras-chave: Renormalizagao algébrica. MAG. TQC.



ABSTRACT

KOGUT, M. Renormalization of a massive Yang-Mills theory in the maximal abelian
gauge. 2021. 57 f. Dissertacdo (Mestrado em Fisica) — Instituto de Fisica Armando Dias
Tavares, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2021.

This dissertation has the objective of not only approach the algebraic renormaliza-
tion, introducing the necessary steps for the quantization of a theory and the procedures
that must be taken when choosing a specific gauge, but also show that the chosen action
in the maximal abelian gauge (MAG) with the addition of a mass term is renormalizable.

Keywords: Algebraic renormalization. MAG. QFT.
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INTRODUCAO

A Teoria Quéntica de Campos (TQC) surgiu como uma linguagem para o estudo de
interagoes entre particulas, embora encontre aplica¢oes em outras areas da fisica como, por
exemplo, no estudo de fendémenos criticos em mecanica estatistica (ZINN-JUSTIN, 1993),
reunindo em uma tUnica estrutura os conceitos de mecanica quantica e da relatividade
restrita (SCHWINGER, 1958; GREINER; REINHARDT, 2013; GOMES, 2002; CAPRI,
2005)

Entretanto, associado a esta teoria, existe o problema das divergéncias na regiao
ultravioleta, ou seja, singularidades em integrais no espago de momentos causadas por mau
comportamento de seus integrandos. A origem deste problema é atribuida a ocorréncia
de produtos de distribui¢des no mesmo ponto, que aparecem nos calculos da teoria de
perturbagoes (GOMES, 2002; PIGUET; SORELLA, 2008)

A solugao do problema destas divergéncias veio com a chamada renormalizacao.
O conceito basico de renormalizacao decorre do fato de que as massas e as cargas de
particulas descritas por uma certa teoria sao, em geral, modificadas pela interagdo. Em
outras palavras, as interagoes tém o efeito de gerar corre¢oes quanticas sobre os parametros
caracteristicos de uma particula (GOMES, 2002; PIGUET; SORELLA, 2008; BAILIN;
LOVE, 1993)

No caso particular da quantizagao das teorias de calibre, o método de Faddeev-
Popov, no qual se introduzem os campos de ghost, e a simetria de BRST, que é uma
extensao da simetria de calibre, permitiram a utilizacado de métodos puramente algébricos
na discussao da renormalizabilidade destas teorias, uma vez que, estas, a partir da simetria
de BRST, ficam caracterizadas por um conjunto de invaridncias locais e/ou rigidas.

Apesar de todo o avanco no setor ultravioleta referente ao controle das divergén-
cias, o problema do infravermelho tem avancado muito mais lentamente (ALKOFER,;
SMEKAL, 2001). O tratamento deste problema é feito através da introdugdo de uma
massa para os campos de calibre.

Contudo, historicamente, a introducao da massa gera uma dificuldade de renor-
malizacao. Uma solucao para o problema de massa foi eventualmente encontrado através
da introdugao do mecanismo de quebra espontanea de simetria, chamado de mecanismo
de Higgs. Desta forma, Weinberg e Salam estabeleceram o modelo unificado de sucesso
para interagoes fracas e eletromagnéticas.

Porém o mecanismo de Higgs introduzido em uma teoria de campo de calibre,
quebra a simetria de calibre devido a quebra espontanea de simetria do vacuo. Da
mesma forma, quando fazemos o vacuo se tornar invariante de calibre por uma trans-
lagao do campo escalar, a lagrangiana perdera a simetria de calibre original. Sendo assim,

questiona-se se uma teoria de campo de calibre pode ser estabelecida com base no principio



da invariancia de calibre sem depender de nenhum mecanismo de Higgs.

Varias tentativas de responder a esta questao foram realizadas ao longo das déca-
das. Dentre estas, podemos citar a prescricao de Stueckelberg, que garante a invariancia
de calibre do termo de massa na lagrangiana introduzindo um campo escalar adicional
que leva o nome de Stueckelberg.

No entanto, os formalismos existentes apresentam alguns problemas e foram cri-
ticados por serem nao renormalizaveis ou nao unitarios. Contudo, isto nao significa que
nao haja possibilidade de construir uma teoria de campo de calibre massiva nao abeliana
razoavel sem recorrer, necessariamente, ao mecanismo de Higgs.

Esta dissertacao é organizada da seguinte maneira: No capitulo 1, introduzimos a
teoria de Yang-Mills e o método de quantizacao de Faddeev-Popov, abordando um pouco
do problema das copias de Gribov e mostrando a nova simetria que rege a teoria, a sime-
tria de BRST. No capitulo 2, escolhemos um calibre especifico para trabalhar na teoria
ja quantizada (Calibre Abeliano Maximal - MAG), onde, primeiramente, mostramos algu-
mas identidades importantes com a separagao dos setores diagonais e nao diagonais. Em
seguida, mostramos como fica a acao diante do calibre de MAG e fazemos uma pequena
abordagem historica da introducao do termo massivo na teoria de Yang-Mills, falando

um pouco do modelo de Proca e do modelo de Stueckelberg, que serviram de base para
2

estabelecer a versao local do operador invariante A; . . Por fim, mostramos que a esco-
lha do calibre do MAG quebra parcialmente a simetria rigida, nos permitindo separar as
massas dos setores diagonal e nao diagonal. No capitulo 3, discutimos como fica a acao
mais geral possivel com a adi¢ao dos termos de fonte e um termo extra que é necessario
para as contas futuras. Apos definir a acao de partida mais geral possivel, observamos seu
contetdo de simetrias, que correspondem as chamadas identidades de Ward e podemos
entao utiliza-las para provar a renormalizabilidade da ag¢ao de partida, de acordo com a
técnica de renormalizacao algébrica. Finalmente, em Conclusao, destacamos os resulta-
dos obtidos, fazendo algumas observagoes e apontando outras possibilidades de trabalhos

futuros.
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1 INTRODUCAO A TEORIA DE YANG-MILLS

1.1 Construcao da Acgao de Yang-Mills

Como visto em cursos de Teoria de Campos em geral, a lagrangiana da eletrodi-

namica quantica (QED!) é escrita da seguinte forma:

1 — .
‘CQED = _ZFILLI/FMV + w(W“Du - m)w7 (1)

em que [, é o tensor do campo eletromagnético, A,, dado por,

F=0,A,—0,A,; (2)
o par de campos ) e 1) sdo os campos espinoriais de Diras; v* sdo as matrizes de Dirac;
D, =0, +ieA, (3)

é a derivada covariante, com e sendo a constante de acoplamento da interacao eletromag-
nética, ou seja, a carga elétrica fundamental; e, finalmente, m é um parametro massivo.
Uma forma simples de entender porque esta lagrangiana é tao bem aceita dentro
da comunidade da fisica é analisar sua invariancia pelas simetrias de calibre. As simetrias
de calibre sao simetrias associadas a transformacgoes intrinsecas do campo, consideradas
um principio fundamental que nos mostra as simetrias internas de uma dada teoria.
Podemos, inclusive, chegar na expressao (1) analisando justamente essa condi¢ao
de invaridncia. Partindo-se do campo complexo de Dirac ¢ (z), estipulamos que a teoria

seja invariante sob a seguinte transformacao:

Y(z) — “Dy(a),
U(a) = e (), (4)

que é uma transformacao local de fase por um angulo 6(z). Se estivermos buscando termos
que nao dependem de derivadas, ja conseguimos escrever o primeiro termo da lagrangiana;
o termo de massa dos férmions, m () (z).

Agora, quando buscamos os termos com derivadas, a dificuldade comeca a surgir.
Como pode ser visto em (PESKIN, 2018), ele discute o problema de se olhar para a

transformagao de 0,1 e mostra que esta expressao ¢ mal definida para o que queremos.

I Do inglés quantum electrodynamics.
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A derivada subtrai dois campos que possuem transformacoes diferentes sob a simetria de

rotacao:

WO = lim = [ + en) — (). (5)

e—0 ¢

Dessa forma, precisamos definir uma quantidade que compensa essa diferenca de um ponto

ao outro e colocamos no que chamamos de derivada covariante:

0 Dytb = lim [ (z + en) — V( + en, 2)ib() . (6)

e—0 €

Escrevendo de forma infinitesimal, temos
V(z+en,z) =1 —ieen A, (x) + O(e?), (7)

em que e surge como uma constante arbitraria finita (sé posteriormente interpreta-se esta

com a carga elétrica fundamental). Assim, a derivada covariante é dada por

Dyip(x) = Ouip(x) + te Ay (x) . (8)
Além disso, tendo a transformacao de V(y, x),

V(y,x) — POV (y, z)e 0@ 9)

podemos obter a lei de transformacao de A, (z) substituindo V (y, z), na expressao acima,

por sua forma infinitesimal (7). Isso resultara em:
A(2) = Ae) = 0,60). (10)

Com isso, podemos verificar que a transformacao da derivada covariante atuando no

campo ¢é dada por:
Dyb(z) — @D (x), (11)

que se assemelha a transformacao de 1(z).
Portanto, agora fica facil escrevermos mais um termo invariante pela transfor-
magao; que consiste em multiplicar a derivada covariante por ¢(x) e v* para manter a

invariancia de Lorentz. Nos deparamos entao com a seguinte expressao:

P(x) (" Dy — m)ip(z), (12)

que ¢é a lagrangiana de Dirac com uma derivada covariante.
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Percebemos entao que a derivada covariante e a prépria existéncia do campo A,
surge como consequéncia do postulado da simetria de rotacao. Porém, dado que temos
a adigdo de um novo campo (A,), precisamos achar o termo cinético atrelado a este
campo, ou seja, um termo que depende somente de A, e suas derivadas. Uma maneira
simples de fazer isso é analisando o comutador de derivadas covariantes, pois se a derivada
covariante de ¢ se transforma da mesma forma que o campo, entao o produto de derivadas

covariantes também vai seguir a mesma transformacao:
[D,, D,Jb(z) — @D, D,Ju(x). (13)
Portanto, o comutador das derivadas covariantes nao é uma derivada:

[D,, D,|¢(x) = [0, + ieA,, 0, + ieA,](x)
= [aw ol + ie([a;m A — [0y, Au])@b - GZ[A;M Al
=ie(0,A, — 0,A,)Y. (14)

Assim, definimos o tensor F),, como sendo
[D/u sz] = ieF;w 5 (15)

e podemos perceber, através da transformagao (13), que o comutador é invariante.

Finalmente, para mantermos a invariancia de Lorentz da densidade lagrangiana,
tomamos o quadrado de F),, e assim obtemos o termo cinético para o campo A, (dado
pela lagrangiana de Maxwell) e, juntando com o outro termo que achamos na equagao
(12), geramos a conhecida langrangiana da QED? (1).

Apesar da QED descrever muito bem elétrons e fétons, ela nao é suficiente para
descrever todas as interagoes das particulas elementares. Isto se da pois estamos lidando
com transformacoes de calibre que comutam, em outras palavras, estamos lidando com o
caso abeliano, ou seja,

—ieGe—ieQ’ _ et —ieG' (16)

€ (& (&

Porém, no caso mais geral, podemos ter transformagoes ndo comutantes (ndo abelianas):

<

() = Ulx)(z),
U(@) = d(@)U'(2), (17)

2 Com essa andlise, também seria possivel a adicio de um termo proporcional a eaﬁ””FaﬁFﬂu, porém
este termo nao respeita as simetrias P (paridade) e T (inversao temporal), sendo entdo descartado.
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em que, no caso do grupo SU(N), podemos escrever
U(z) = exp(igh(z)T*), [T, T =if*T°, UU' =1, (18)

sendo g uma constante de acoplamento, T® os geradores do grupo e f®° a constante de
estrutura do grupo. Além disso, no caso do grupo SU(N), os indices a, b, ¢ e etc vao de
1 até N2 —1.

Da mesma forma que fizemos com o caso abeliano, precisamos definir a derivada

covariante. Tomando os devidos cuidados, podemos chegar nas seguintes relagoes:

Dy, = 8, —igA, = 8, — igT" A%, (19)

A, = UAU+ ;UT((?MU) . (20)
Ou entao, a partir da forma infinitesimal:

A, — (1—z‘gQ“T“)AZTb(1+igHCTC)+;(1—z‘gé’“T“)@M(l%—ngbTb)

= A, — (8,0°)T* — gf™ AT,
Al o AL —(0,0%) — g ALGC . (21)

Assim, podemos escrever o termo mais geral envolvendo o campo ¥ que seja inva-

riante de calibre:

P(@) (" Dy — m)ip(z), (22)

cuja forma é identica a (12), porém, com D, sendo dado por (19).
Mais uma vez, seguimos os passos da teoria abeliana e precisamos escrever o termo
invariante de calibre que s6 depende de A}, e suas derivadas. Para isso, construimos o

andlogo do tensor eletromagnético e montamos o comutador das derivadas covariantes:

[Dy, Dol = [0 — igAy, 0, — igAyJb
= (04, 0¥ — i9([04, A = [00- A — g°[ Ay, AJW
— —ig(8,A, — 8,A, —iglA,, A))
= —ig(0, AL — 9, AL + gf** A AC) = —igFy, . (23)

Vemos que agora na equagao (23) o termo [A,,, A, ] ndo zera pelo fato de estarmos lidando
com teorias nao-abelianas, porém, o comutador continua nao sendo uma derivada e sim

um fator multiplicativo atuando em . Uma outra consequéncia da generalizagdo nao
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abeliana é que a lei de transformacao do tensor F),, é agora dada por:

F., — UFLU. (24)

Assim, para gerarmos o termo invariante de calibre e escalar de Lorentz, nao podemos
simplesmente fazer F),, F'* (inclusive pelo fato de F},, ser agora uma matriz). Precisamos

entao tirar o trago desta operacao, pois,

tr[ABC] = tr[CAB] = tr[BCA], (25)
logo,
tr[F*F,,] — wUF"UUF,U] = a[U'UF™F,] = tt[F*F,]. (26)

Como podemos notar, temos agora o termo que s6 depende de A, e suas derivadas e ¢

invariante de calibre. Reunindo tudo isto na lagrangiana, temos, entao,
1 — 4
L= ~1 tr[F*F,,] 4+ ¢ (2) (i Dy — m)y(x) (27)

em que o primeiro termo, quando integrado em todo o espaco-tempo, gera a chamada de
agio de Yang-Mills® (YM),

1 4 v 1 4 apy e
SYM:—itr/dxF” FW:—Z/dxF“F (28)

pv

sendo que, na ultima passagem, usamos a normalizagao

tr[T°T") = ; 5 (29)

1.2 Método de Faddeev-Popov

Quando vamos tratar da quantizagao de uma teoria de campos, podemos optar pela

quantizagao por integracao funcional dos campos (ou integrais de caminho de Feynman).

3 A rigor, esta seria a chamada agdo de Yang-Mill pura, por envolver apenas os campos de calibre,
deixando de lado o setor de matéria. Porém, ao longo do texto, iremos nos referir a esta acao como,
simplesmente, acdo de Yang-Mill.
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Trabalhando a partir de agora no espaco quadridimensional euclidiano*, define-se, para

um campo escalar, a seguinte fungao de particao:
Z=N / [dgle519). (30)

Nesta, [d¢] a medida funcional que nos diz que a integracao é feita sobre todas as configu-
racoes do campo ¢; o termo exponencial, e”1¢l, tem a funcao de um peso de Boltzmann;
e S[¢] é a acdo classica do modelo. A partir da fun¢ao de partigdo é possivel extrair as
fungoes de n-pontos, que sao fundamentais em teoria de campos.

Porém, quando estamos lidando com a quantizacao de teorias de calibre (sejam
elas abelianas ou nao), ndo podemos fazer uma substituigdo ingénua do campo ¢ pelo

campo de calibre A, na equacao (30), ou seja,
Z=N / [dA]e=SA) (31)

pois, como dito anteriormente, a integragao em [dA] nos diz que ela esta sendo feita sobre
todas as configuragdes do campo A, e existe um conjunto de transformgoes (20) que

geram representacoes equivalentes, ou seja,

S[AY] = S[4], (32)
em que

i
AT =UTAU + gUfl(aﬂU) : (33)

E natural introduzirmos entdo o conceito de 6rbita de calibre @4 de uma dada

configuragao A,:
U -1 [
0 ={vs Al v tau + v} (34)
g

que consiste justamente nas configuragoes equivalentes que podem ser obtidas com a trans-
formacao de calibre de A,. Em principio, para eliminar essa supercontagem dos campos
equivalentes, seria necessario selecionar apenas um representante de cada érbita. Esse
procedimento restringe o espago para o que chamamos de Regiao Modular Fundamental.

Porém, nao temos a nossa disposi¢do uma maneira pratica de implementar esta regiao a

4 Neste espaco o tensor métrico é uma delta de Kronecker, 0., pPortanto, as quatro coordenadas deste
espago sao, de fato, espaciais, ndo havendo assim uma coordenada temporal. Dessa forma, nado ha
mais distingdo entre vetores covariantes e contravariantes, logo, adota-se a notagdo com todos os
indices subescritos. A passagem entre os espacos de Minkowski e Euclides se d4 pela chamada rotacéo
de Wick (GREINER; REINHARDT, 2013)



16

integral de trajetoria. O método que temos para nos manter o mais perto possivel desta
regiao é o chamado método de Faddeev-Popov (FADDEEV; POPOV, 1967) que consiste
em estabelecer uma fixacao de calibre.

O que a fixacao de calibre faz é impor uma condicao adicional para o campo A,

ou seja, peguemos o exemplo do calibre de Landau:
O, A, =0. (35)

Para que esse calibre seja capaz de selecionar apenas um representante de cada orbita,

significa que a seguinte equagao
U -1 e
9,AU = 9, <U AU+ U ((%U)) =0 (36)

nao possui solugoes para U (exceto as triviais; U = constante). Porém, um trabalho
de Gribov (GRIBOV, 1978) mostrou que a equagao (36) possui solugoes nao-triviais,
chamadas de copias de Gribov. Mais tarde, Singer conseguiu estabelecer que o problema
de Gribov nao era particular da escolha do calibre de Landau (SINGER, 1978), concluindo
entdo que as copias de Gribov sao caracteristicas do procedimento de fixacao de calibre.
A existéncia das copias de Gribov ainda sdo um problema em aberto nas teorias de Yang-
Mills no regime nao-perturbativo. No entanto, no regime perturbativo (ultravioleta) elas
nao desempenham um papel relevante, por isso, para desenvolver o método de Faddeev-
Popov, consideraremos esse regime.

Tendo toda essa discussao em mente, aplicamos o método de Faddev-Popov e

reescrevemos (31) da seguinte forma:

Z=N / [dA]6(G[A]) det (W) e Svm (37)

em que Sy € a acao de Yang-Mills euclideana,

1
Syw =7 / d'z Fo Fo . (38)

prvsopy

G“[A] é um funcional relacionado ao campo A,; 6(G*[A]) é uma “funcdo delta de Dirac
3G[AY ()]
500 (")

sociado ao jacobiano das transformagoes de calibre quando é colocado a condi¢ao imposta
pela delta funcional na integral de trajetéria (SORELLA, 2020).

Dentre os calibres mais comuns podemos mencionar os seguintes (CAPRI, 2009):

funcional”, que impée a condigdo G*[A] = 0 como um vinculo; e det ( ) estd as-

« Calibre de Landau: J,Aj; =0 ;

« Calibres lineares covariantes: J, A5 = h*(x) ;
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« Calibre de Coloumb: V - A% = 0 :

e Calibre Abeliano Maximal (MAG5): 8,“45 = gfPcAP A, 6MAZ =0.

o

Como podemos ver, o calibre de Landau é um caso particular dos calibres lineares cova-
riantes quando h%(z) = 0, para todo a = 1,..., N> — 1. E, no ultimo calibre mencionado
(MAG), os indices gregos indicam as componentes nao-diagonais e os indices latinos as
componentes diagonais do grupo interno de simetria.

Todos estes calibres sao bastante estudados por possuirem certas propriedades
especificas interessantes. No caso dos calibres lineares covariantes (incluindo o de Landau),
além das caracteristicas de linearidade e covariancia, indicadas pelo proprio nome, sao
também renormalizaveis. O calibre de Coloumb nao é covariante, o que compromete
sua renormalizabilidade, no entanto, este pode ser implementado na rede. Ja o calibre
denominado MAG é um calibre covariante e renormalizavel, embora nao seja linear; o
grande interesse no MAG esta no fato de este promover a separacao das componentes
abelianas do campo de calibre das demais, esta caracteristica faz com que ele seja o
calibre mais adequado ao estudo da chamada dominéancia abeliana.

O proximo passo na quantizagdo do campo de calibre utilizando o método de
Faddeev-Popov é “exponenciar” os termos delta e determinante. Para fazer isso, comega-

mos escolhendo, por simplicidade, o calibre linear covariante:
G[A(x)] = 0, A, (x) — h*(x). (39)

Agora, multiplicamos (37) por

[1an) exp( / d%— (h®) ) (40)

sendo A um parametro positivo constante, encontramos a seguinte expressao:

Z:N/[dA] det (W) exp( Syar — /d x— (9,A%) ) (41)

Uma maneira alternativa de se fixar o calibre, porém equivalente a esta (que serd
adotada daqui pra frente) é introduzir o campo auxiliar de Nakanishi-Lautrup (NAKA-
NISHI, 1966; LAUTRUP, 1967), b*(z), fazendo com que a acao de fixagao de calibre fique

da forma:

S b = — [l (zb“@ Ac 4 1A(b“) ) (42)

% Do inglés Mazimal Abelian Gauge.
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Assim, a eq. (41) fica:

Z =N [[dA][d) det (‘W) exp [—SYM ~ [ <b“8#AZ v ;A(bayﬂ L 43)

A equivaléncia de (43) com (41) é demonstrada em (GREINER; REINHARDT, 2013).
Agora, vamos para o termo do determinante; para exponenciar este termo precisa-
mos recordar um resultado conhecido (BAILIN; LOVE, 1993) que ¢é a integral funcional
sobre as varidveis de Grassmann (anti-comutantes). Aqui iremos introduzir os campos
¢® e ¢, que sao chamados de campos fantasmas (ou ghosts), pois estes nao descrevem

particulas fisicas:
/[dé] dc] exp (— /d4x d*a’ c“(a:)M“C(x,x’)cc(:U')) = det M*“(z,2). (44)

Portanto, escrevemos M® (operador de Faddeev-Popov) lembrando que (A”)% na

forma infinitesimal é dado por (21):

M (1) — 5G;£§Z,()x)] _ (500(295’) (B.(AV)3 () — h() = 8M5($i()z,()x>

= 0, [(0,0% + gf ™ AL) 6(x — o) | = 0, (Diro(w — o)) (45)
e substituimos em (44). Dessa forma, obtemos que
det (W) — [laellde) exp (= [ atoe @0, D a) ) (46)
Logo, juntando estes resultados, a equacdo (37) se torna
zZ= / [dA)[db][dd][de]e~SAbed (47)
com
S[A,b, ¢, d = Syar + / ' (b“@MAZ + ;A(b“)Q + c“@MDZbcb) . (48)

Podemos destacar o segundo termo como sendo a acao de fixacao de calibre®:
a a 1 a —=a a
Sy = [t <b OuAL + M)+ 8MDubcb) . (49)

Escolher o calibre de Landau (que costuma ser um calibre conveniente para se

trabalhar por sua simplicidade) é o equivalente a escolher A = 0. Assim, a agao final, no

6 Do inglés gauge fizing e por isso a sigla gf.
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calibre de Landau, assume a seguinte forma:

S[Ab,eel|, =Sy + / d'z (19,48 + 0, D). (50)

1.3 Simetria BRST

Devido a adicao dos ghosts e antighosts (¢* e ¢*, respectivamente) e do campo
auxiliar de Nakanishi-Lautrup (b%) pela quantizagao de Faddeev-Popov, vemos que a agao
final (50) nao é mais invariante pelas transformacoes de calibre (21), pois agora precisamos
de leis de transformacao para os novos campos. Essas novas leis de transformacao sao

chamadas de transformacoes de BRST":

sAj, = —Djc® = —0,c" — gf“bCAZcC, (51)
sc® = gf“bccbcc, (52)
st = ib?, (53)
sb® =0, (54)

em que s é o operador de BRST e tem a propriedade de ser nilpotente, ou seja, s? = 0.
Dessas leis de transformacoes alguns pontos interessantes podem ser analisados.
Primeiramente, para checar a nilpoténcia do operador s basta aplicé-lo nas equagoes (51

— 54) e conferir que esta propriedade é consequéncia da identidade de Jacobi:
fabCfcmn + famc]ccnb + fanc]ccbm = 0. (55)

Outro aspecto interessante das transformagoes de BRST é observar que a trans-

a
I

ao invés do parametro 6, agora usamos o ghost ¢*. Essa mudanca pode ser interpretada

formagao de A%, eq. (51), tem a mesma forma que a transformacao de calibre (21), s6 que
como se a partir de agora o parametro 8% ganhasse dinamica. Como a transformacao de
BRST do campo de calibre é idéntica a transformacao de calibre, naturalmente sSyj; = 0.
Temos também que as tranformacoes dos campos b* e ¢*, por terem suas transfor-
macoes interligadas, elas formam o chamado “dubleto de BRST”.
Outro ponto importante a ser mencionado é observar que podemos reescrever a

acao S,¢ de tal forma que esta seja a transformacao de BRST de uma outra expressao:

1 1
s (c“@MAZ + 2Ac“b“) = 0,48+ SAMY) 4+ (2)0, DI, (56)

7 Bechi, Rouet, Stora e Tyutin
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dessa forma, a invaridncia de X[A, b, ¢,¢] pelas transformagoes de BRST pode ser obser-

vada de forma trivial, pois a acao agora pode ser escrita da seguinte forma:
— 4 —a a 1 —ara
E[A,b,c,c]_SYM—i—s/dx(c 8uA”+2Acb> . (57)
Aplicando o operador s, temos:
1
T (caa“Ag + 2Acab“> 0, (58)

lembrando da propriedade de nilpoténcia de s.
Uma forma conveniente de escrever o termo da agao de fixagao de calibre é observar

que a equacao (56) pode ser escrita como:

1 1
s (&auA; + 2Ac“b“) =5 [ca (@A;‘; + 2Aba)} ! (59)

em que o termo que ¢® estd multiplicando é justamente a escolha do calibre (no caso,

linear covariante), portanto, podemos escrever S,r sendo:

Sy =5 / d'z @G A(x)] . (60)
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2 O CALIBRE ABELIANO MAXIMAL E A ADICAO DO TERMO
MASSIVO INVARIANTE

Como ja mencionado no capitulo anterior, um calibre conhecido e bastante utili-
zado é o calibre abeliano maximal (MAG), sendo este de grande interesse por ser renor-
malizavel e promover a separacao das componentes abelianas do campo de calibre das
demais, fazendo com que seja um calibre adequado para o estudo da chamada dominan-
cia abeliana (EZAWA; IWAZAKI, 1982; SUZUKI; YOTSUYANAGI, 1990; HIOKI et al.,
1991). Esta ultima é um dos ingredientes principais para o mecanismo de supercondutivi-
dade dual para o confinamento de cor (MANDELSTAM, 1976; HOOFT, 1982), segundo
o qual a teoria de Yang-Mills no regime de baixas energias deveria ser descrita por uma
teoria abeliana efetiva na presenca de monopolos (CAPRI et al., 2010). Além disso, o
MAG foi o segundo calibre no qual se pode estudar o problema de Gribov, que comen-
tamos no capitulo anterior. O primeiro foi calibre de Landau, através dos trabalhos de
Gribov e Zwanziger. A razao disso, como veremos mais a frente, é que o operador de
Faddeev-Popov é hermitiano no caso do MAG, tal como ocorre no calibre de Landau. O
tratamento do problema de Gribov em outros calibres, como os lineares covariantes, so
pode ser feito com a introdugao de um campo composto invariante de calibre, A, que

também veremos no decorrer deste capitulo.

2.1 Introducao

Como mencionado anteriormente, o MAG estabelece uma distin¢ao entre as com-
ponentes abelianas e nao abelianas do grupo, portanto, antes de entendermos o calibre

precisamos entender com se dd a decomposi¢do do campo de A,(z) e os geradores do

grupo:
Ay = AT = AST + AT, (61)

em que T sdo todos os (N?—1) geradores do SU(N), enquanto T sdo os geradores nao-
diagonais e T? os geradores diagonais. Aqui, fizemos uma mudanca de notacio em relacio
ao capitulo anterior. A partir de agora, os indices latinos maiisculos {A, B, C, ...} vao
de 1 até N2 — 1, que sao os indices da representacdao adjunta do grupo; os indices latinos

mindsculos {a, b, ¢, ...} representam apenas as componentem diagonais; e, finalmente, os
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indices gregos {a, 3,7, ... } representam as componentes nao diagonais®.

Para termos uma visao mais concreta dessa decomposicao, tomemos como exemplo
o grupo SU(2). Neste, os geradores, na representacao fundamental, sdo proporcionais as

matrizes de Pauli:

1 0
T = T3 = (62)
0 —1

N | —
)
(@) —
N | —
o~

(@n)

N | —

Logo, podemos perceber que duas matrizes sao nao diagonais e uma matriz é diagoal. J&
na representagao fundamental de SU(3), os geradores sdo proporcionais as oito matrizes

de Gell-Mann, dos quais apenas os geradores T2 e T® sdao diagonais:

X 1 0 0 ) 10 0
T3 == - , TP=—2 , 63
2 R (O ”

enquanto os outros seis sao nao-diagonais. Em SU(5) hd quatro geradores diagonais e
vinte nao-diagonais. Assim, podemos inferir que, em geral, o indice latino mintsculo
(componente diagonal) vai de 1 até N —1 e o indice grego (componente nao-diagonal) vai
de 1 até N(N — 1), totalizando os N? — 1 geradores de SU(N).

A respeito dos geradores do grupo, temos as seguintes relacoes de comutagao:

[TA’TB] = fABOTO

[, 7] =0,

[T, T%) = —if*"T7,

[T, TP =i fP7 T i fooeTe. (64)

A segunda equacdo de (64) nos faz concluir que f*¢ = f = () para manter a comutacio
das matrizes diagonais. De fato, de acordo com (FERREIRA, 2018), a 4lgebra represen-
tada pela segunda equagao de (64) é a chamada subdlgebra de Cartan de su(N) e sendo
esta tdltima uma algebra semisimples (tal como o préprio grupo SU(N)) a élgebra de
Cartan é a maxima subélgebra de su(N). A dimensao da subdlgebra de Cartan é igual
ao rank da algebra de su(N), ou seja, N — 1.

As constantes de estruturas restantes nao nulas f*#7 e f*%¢ sdo totalmente antis-

8 Notemos que os indices referentes as coordenadas no espaco euclideano também sdo indices gregos
mintsculos. Porém, os indices espaciais estarao sempre subscritos, equanto que os indices das compo-
nentes nao diagonais do grupo interno se simentria estardo sempre superescritos. Além disso, sempre
que possivel, vamos reservar os indices {«, 3,7, d, €} para o setor ndo diagonal de SU(N) e {u,v,o,p}
para indices vetoriais
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simétricas na troca dos indices e respeitam as seguintes identidades:

0= faBCfﬁVd + Jccuﬁdfﬁc'y7
0= fa67f75e + foaé”/fveﬂ + foze'\/fw,é’ﬁ7
0= faB’YfWSG + foeﬁc]ccée + fozévaeﬁ + fa&cfceﬁ + foesvf’yﬁzS + focec]cc,B(S ) (65)

O préximo passo é fazermos a separagao dos setores para as transformacoes de
BRST (51-54):
S48 = — (B + g0 A5,
SAZz — —(Dgﬁcﬂ + gfaﬂcAﬂcc + gfaﬁ"’Aﬁcv) 7
sct = gfm“cﬁc”,

sc® = gfaﬁccﬁcc + gfaﬁvcﬁcv’

s¢t =ib®,

sc* = 1b”,

sb* =0,

sb* =0, (66)

em que Dl‘j‘ﬁ ¢ uma derivada covariante com respeito a componente abeliana, isto é,
D3P = §°P0), — gf AL (67)

E por ultimo escrevemos a acao de Yang-Mills explicitando a forma do tensor F),,

com a separacao das partes diagonal e nao-diagonal:

Syar = i / d'z (Fo,Fo, + Fo,FL,) (68)

pr py pr py
com

Fi, = 0,A; — 9,A% + g faaﬁAgA{j ,
Fo, = DAL — DP AL + g f*PT AV A (69)

2.2 Calibre Abeliano Maximal

Como visto no primeiro capitulo, o método de Faddeev-Popov consiste em estabe-
lecer uma fixacao de calibre na funcgao de particao para uma teoria de campos de calibre

e, como mencionado na secao anterior, adotaremos o MAG como calibre a ser fixado de
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acordo com método de Faddeev-Popov. O MAG é construido de tal forma que cada se-
tor (abeliano e nao ableiano) grupo tem uma condigao de calibre distinta. A condigao

imposta aos campos nao diagonais é obtida através da extremizacao do funcional:

A acl ] = [ d'o Az Az, (70)
ou seja,
5 [ dte Az Az =0, (71)

A expressao (71) acima nos dé que o setor nao-diagonal respeita a seguinte equacao:

9.A =g faﬁCAgA;, (72)
ou ainda,
DAL =0, (73)

Para o setor diagonal, impomos a seguinte condigao:
o, A;, = 0. (74)

A escolha dessa condigao, que é idéntica a condicao de calibre de Landau, é feita por
esta ser a mais simples possivel, nao estando ligada a condicao de extremo de nenhum
funcional®.

Se quisermos ir além e impor uma condicao de minimo, teriamos que impor a
condicdo 6243, 4[4] > 0, o que equivale a dizer que o operador
M = —DYDIP — g fATDY — g O [P AT A (75)
conhecido como operador de Faddeev-Popov no MAG, seja positivo, ou seja, que seus
autovalores sejam positivos. Essa condicao impoe uma restricao extra e define a chamada
primeira regidao de Gribov, que pode ser implementada com a teoria definida num espaco
euclideano, em que o operador acima ¢é hermitiano. Estudos sobre as propriedades desse
operador e do problema de Gribov no MAG foram feitos em (CAPRI et al., 2005; CAPRI
et al., 2009; CAPRI et al., 2010).

Portanto, tendo agora especificadas as condigoes de calibre pelas equagoes (73) e

9 A auséncia de um funcinal auxiliar nos permite pensar em escolhas diferentes para o setor diagonal.
Uma possibilidade é apresentada em (DUDAL et al., 2005), dando origem ao chamado MAG modificado.
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(74), podemos escrever como fica a agao de fixagao de calibre lembrando da equagao (60):

SMAG = S/d4$EAGA[A]
—s / 'z ( 6C“G“[A] + 0 GA))

=5 / d'z [ (DgfA9) + 2 (9,4%)] (76)
sendo
G[A] = DsPAY . GUlA] = 0,45 (77)
Desenvolvendo a expressao de Sy;aq, temos:

SMAG = /d4x

ib* DEP AL — e MPe 4 gl (DAY

b0, AL + 20, (e + g AR } . (78)
Temos entao que a acao de Yang-Mills no MAG se encontra da seguinte formas:

S1 = Sym + Smac (79)

porém, por razoes de renormalizabilidade ligadas a nao linearidade do calibre, precisamos

adicionar mais um termo a esta acgao:
S, = ——s/d x (zc — gfoPedf e — gfo‘ﬁ”cacﬁﬁ)
2
=5 /d4ZB <b°‘bo‘ + 2ig fOPDE e 4 ig fPDE T + %fO"BC]‘M"S‘:E‘)‘Eﬁc”c‘S
g2
fo‘ﬁ”fa‘SC Al + faﬁvfa‘secﬁcwc‘sf) , (80)

em que « é um parametro de calibre que, ao final, pode ser tomado como zero, recuperando

o calibre original. Assim, a a¢do entao toma a seguinte forma:
So = 51+ So = Sym + Suag + Sa - (81)

Como veremos no proximo capitulo, devido as transformacoes de BRST nao lineares,
serd necessario introduzir a agdo Sy termos com operadores compostos de campos através
de fontes externas. Ademais, na préxima secdo, vamos apresentar um termo massivo
invariante de calibre que ir4 compor, juntamente com a acao S, o modelo final que

iremos estudar nesta dissertacao.
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2.3 Operador composto de dimensao dois invariante de calibre

Para construir-se uma teoria de calibre para a interacao fraca, ou, ainda mais
geral, para a teoria eletrofraca, a massa dos bésons de calibre devem ser necessariamente
introduzidas, apesar da simetria de calibre da teoria ser, em geral, destruida (GARCIA,
2021). Uma solucao para o problema de massa foi eventualmente encontrado através da
introdugao do mecanismo de quebra espontanea de simetria, o chamado mecanismo de
Higgs. Mesmo antes da descoberta experimental do béson de Higgs, o mecanismo de
Higgs era ja bem difundido e aceito na comunidade académica, porém, isso nao significa
que nao haja possibilidade de se introduzir outros objetos massivos numa teoria de calibre
que coexistam com o mecanismo de Higgs e que tenham relevancia no estudo de teorias
de calibre em baixas energias.

Tendo isso em mente, apresentaremos, nesta secao, um operador local composto
invariante de calibre e que pode ser introduzido na acado com um parametro massivo.
Antes, porém, faremos uma breve revisao historica dos modelos de Proca e de Stueckelberg
e do operador A% | que é um operador nio local invariante de calibre de dimensao dois.

Como veremos, o trabalho de Stueckelberg serviu de inspiracao para que fosse possivel
2

escrever o operador A; . em uma forma local e assim pudéssemos estuda-lo. Também
veremos a importancia do MAG nesse estudo, embora estejamos tratando de um objeto

invariante de calibre.

2.3.1 Modelo de Proca

Para comecarmos a falar a respeito da adi¢cao de um termo massivo nas teorias
de calibre, precisamos comegar pelo modelo de Proca (PROCA, 1936), pois este foi o
primeiro modelo apresentado que visava dar massa a um campo vetorial, tendo entao
uma importancia histérica muito grande. O modelo de Proca ¢ uma modificacao simples
da teoria de Maxwell com o intuito de gerar uma teoria nao interagente, ou seja, sem
acoplamento com nenhuma corrente, de particulas de calibre massivas de spin 1, similar
as teorias livres de Klein-Gordon e de Dirac, sendo definida, no espago de Minkowski, por:

1 2

Liroon = =7 Fu I + - A2V (82)

em que m é um pardmetro massivo. A equagao de movimento que se origina de (82) é:

O™ +mPAY =0. (83)
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Aplicando 0, a equacdo acima, obtemos imediatamente que 9,0, F*" = 0, pois trata-se
de uma contracdo de um objeto simétricos (9,0,) com um antissimétricos (F*). Assim,

obtemos a condicao adicional de transversalidade:
0, A" =0. (84)

Com a transformcao de A, dada por (10) vemos que a adi¢ao do termo massivo quebra a
simetria de calibre. Além disso, o propagador de Feynman desta teoria perde a covariancia
de Lorentz, embora isto possa ser contornado em calculos perturbativos (GREINER;
REINHARDT, 2013).

2.3.2 Modelo de Stueckelberg

Como continuacao do modelo de Proca, temos o modelo de Stueckelberg (RUEGG;
RUIZ-ALTABA, 2004) que conta com a introdu¢do de um campo escalar de dimensao
zero para escrever uma teoria de calibre abeliana massiva (a extensdo nao abeliana serd
descrita mais a frente) e, ao contrario do modelo de Proca, este é construido de tal forma,

que preserve a invariancia de calibre:

1 2
EStueck - _ZFNVFMV + %(Au - a,u»é.) (AM - aug)v (85)

onde £(x) é o campo escalar de Stueckelberg de dimensao zero e se transforma da seguinte

forma:

§ = £-0(x), (86)

garantindo a invariancia do termo massivo.

Podemos ainda escrever (85) na forma de um modelo U(1), introduzindo a varidvel:
h(z) = &), (87)
portanto, o termo de massa é agora reescrito como
Lo = ”;2 (A# + Zh*(@m)) (A“ + Zh*(&ﬂh)) , (88)
sendo

A, - A#+£UT(8“U),
ho— U (89)
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U = e’ (90)

Dessa forma, a generalizacao deste termo para o caso nao-abeliano fica mais direta.
Lembramos da equagao de transformagao de A, (20) e que agora temos os geradores em

h e U, ou seja,

h= 9T (91)

U(x) = exp(igh*(z)TH). (92)

Notemos ainda que o termo (AH + éhT(auh)>, que aparece na equacao (88), deve ser

reescrito, na sua versao nao abeliana, como

Al = hT A, + ;hf(aﬂh) : (93)
no qual trocamos a constante de acoplamento e por g e fizemos a mudanca

A, —hTAh, (94)

que é redundante no caso abeliano. Assim, vejamos como fica a transformagio de (93)

em sua versao nao abeliana:
) 1 )
hTA,h + ;hT((‘)Mh) — (WD) <UAMUT + Z,gU*(@U)) (UTh) + ;(h*U)au(UTh)

= WALk + ShHO,U)UTh + hia,h+ “hi U(0,U") h
g g g
—(8,U)Ut

= B Ah + ZhT(8,h) . (95)
g

Ou seja, o termo AZ, definido por (93), é invariante. Logo, o termo de massa pode ser

escrito através de AZ tomando-se o trago do produto matricial AZA’W, isto é,

7 7
Sy = m? tr / d'x <hTA#h + —hf (8uh)> <hTA“h + hT(a“h))> : (96)
g g
Percebe-se ainda que os campos h e h' sdo expansdes em série de poténcias de £,
gerando entdo um ntmero infinito de termos de interagao envolvendo o campo escalar
de Stueckelberg, fazendo com que o caso nao abeliano se torne bem mais complicado.

Apesar deste modelo garantir a invariancia de calibre, a teoria nao é renormalizavel. No
2

entanto, esse modelo sera a inspiracao para a localizagao do operador A; . que passaremos

a descrever a seguir.
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2

main.

2.3.3 Operador Invariante A

Continuando pela busca de um termo massivo que pode ser adicionado na agao,

2 . Este operador foi amplamente analisado ao

longo dos ultimos 30 anos em (ZWANZIGER, 1990; DELL’ANTONIO; ZWANZIGER,
1989; DELL’ANTONIO; ZWANZIGER, 1991; BAAL, 1992; CAPRI et al., 2005; CA-
PRI et al., 2016; CAPRI et al., 2017) e serd um dos principais objetos de estudo desta,

dissertacao.

iremos falar agora do chamado operador A

A importancia desse operador surge dentro do contexto do estudo das teorias de
Yang-Mills em baixas energias, com o intuito de se obter algum entendimento dessas
teorias num regime dito nao perturbativo'®, no qual ocorre o fenémeno do confinamento.

Dito isto, comegamos definindo o funcional f4[U] num espago euclideano:

fall] = tr/d%; AV AV = tr/d% (UTAMU + ;UT(GMU)> (UTAMU + ;UT(aMU)> .
(97)
Para uma determinada configuracao A, do campo de calibre, f4[U] é um funcional

definido na orbita de calibre de A,. Seja A o espago de conexdes Aj; com a norma de

Hilbert finita, ou seja:
1
JAJ? = tr / d's A, A, = 5 / d'z AMAY < 4oo (98)

e seja U o espago das transformagoes de calibre local de U de forma que a norma de
Hilbert |UTOU| também seja finita, ou seja,

|UTOU|? = tr / d'z (U9, U)(UT,U) < +00. (99)

Isto garante que, para A, € A e U € U, fa[U] é convergente. Nessas condicoes, é
possivel mostrar que o funcional f4[U] atinge seu minimo absoluto na orbita de calibre de
A,,. Isso foi mostrado em (ZWANZIGER, 1990; DELL’ANTONIO; ZWANZIGER, 1989;
DELL’ANTONIO; ZWANZIGER, 1991; BAAL, 1992), indicando que existe um h € U

10 Embora se esteja interessado no regime nao-perturbativo, a questdo da renormalizacdo, que é um
problema de correcao de divergéncias em cédlculos perturbativos, ainda é importante, pois é esperado
que um teoria fundamental tenha como pré-requisito ser renormalizdvel. Além disso, eventualmente
podemos estar interessados em uma certa escala de energia na qual a teoria de perturbagao ainda é
valida.
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tal que

dfalh] =0 (condigao de extremo), (100)
82 falh] >0 (condi¢ao de minimo), (101)
falh] < falU], VYU €U (condigdo de minimo absoluto). (102)

Define-se entdao o operador A% a partir do funcional f4[U] quando este atinge

n

seu minimo absoluto, ou seja, para U = h:
Az = falh] = tr/d4a: Al AR = m1ntr/d4x ATAT (103)

Como uma transformagao de calibre, a partir de uma configuracao de partida A,, ¢ uma
transformagao que leva A, a uma outra confirguragao pertencente a prépria 6rbita de

A, essa transformacio, quando feita sobre A2 = recai no mesmo minimo absoluto da

min)
érbita de A, e, portanto, este operador é, por construcao, invariante por transformacoes
de calibre.

Notemos ainda a semenhanca entre o operador A%. | eq. (103), e o termo massivo

min’
invariante do modelo de Stueckelberg (96), inclusive a notagdo adotada ja sugere isso.
Porém, no modelo de Stueckelberg nao se leva em conta as condigdes de extremo (100),
minimo (101) e minimo absoluto (102). Além disso, o termo massivo de Stueckelberg é
local, enquanto que o operador A2, é, a principio, um operador ndo local em A,,.

A condigao de extremo (100) implica que AZ é transverso, ou seja,
9. Al =0, (104)
enquanto a condi¢do de minimo relativo (101) implica que
—0,D,(A") > 0. (105)

As demonstragoes de (104) e (105) podem ser encontradas em (CAPRI et al., 2005). O

vinculo de transversalidade é satisfeito para

Al = (%-%?”) (A,, [a DA A} ' [828/1 0 84 +O(A3)) . (106)

ou seja, uma série infinita e nao local em A,. E possivel mostrar ainda que o operador AZ
dado por (106) é invariante de calibre ordem a ordem. Assim, para introduzir o operador

A% na agao, devemos escrevé-lo numa versao local. Para isso, podemos primeiramente

localizar Ah e, por conseguinte, A2 . lancando mao do campo de Stueckelberg e introduzir

min?

o vinculo de transversalidade na acao de maneira off-shell, de uma forma muito similar ao

que é feito na introdugao do vinculo de fixacdo de calibre no método de Faddeev-Popov
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através do campo de Nakanishi-Lautrup.

Dessa forma, consideremos a seguinte acao invariante

Sime = Syaries[A,b, ¢, 8 +m2A2, [AJA, €] + / d'z (T4 0, AL + i1t 9, DB AP) |
(107)

em que Sy g4, b, ¢, ¢ é a agdo de Yang-Mills com o calibre fixado, que é, portanto, um
funcional do campo de calibre (4,), do campo de Nakanishi-Lautrup (b) e dos ghosts de
Faddeev-Popov (¢, ¢); o operador local composto A2, [A[A,£]] é a versdo local de (106),

man

dada por

A2 A€ =t [ e AL A, = ;tr [ Ala (108)
com

Au[A, €] = AJA, T = WA h + ;m d,h (109)
e

h=exp(ig'T?),  hl = exp(—ig¢*TH); (110)

e, finalmente, os campos (7,7,7) promovem a introdugdao do vinculo de transversalidade
de A, sendo 7 andlogo ao campo de Nakanishi-Lautrup (b) e os campos grassmannianos
(n,7) andlogos ao ghost (¢) e ao anti-ghost (¢) de Faddeev-Popov, respectivamente. De
fato, este ultimo termo é uma inovacao em relacdo ao modelo de Stueckelberg exercendo
um papel fundamental na renormalizacdo. Naturalmente, o operador local composto

AZ

min

[A[A, &]] é invariante pelo conjunto de transformagoes de calibre
A, = UTAU+ ;UT((?MU) ,
h — Uth,

A — WU (111)

Por outro lado, uma vez que a a¢do S;,, tenha ji o calibre fixado (embora nao tenhamos
especificado qual calibre), esta perde a invariancia de calibre, porém, é ainda invariante
pelas transformacoes de BRST, que agora devem estender-se aos campos recém introdu-

zidos (&, 7,m,7). Entao, podemos escrever que

$Sime =0, (112)
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com
sAA = —D;?BCB,
g
s — 7fABCCBCC,
2
set = ib?t,
sbd =0,
. AmA
shi; = —igc” T hyj

shZTj = ighj-k cAT,é ,

s¢h = g"PlE] ”,

sT4 =0,
syt =0,
st =0, (113)

em que os indices (4, j, k) que aparecem nas transformacoes de h e h' sdo da representacio
fundamental de SU(N), indo de 1 até N e o funcional g*Z[¢], que aparece na transfor-
macio do campo tipo Stueckelberg 4, é uma série infinita am &, cujos primeiros termos

Sa0:
gAB[g] _ _§AB ngBcgc _ f;fACDfCBEngE 4 0(53) ' (114)

De fato, o operador local composto A, é também uma série infinita em &:

;3

A=A, =Dt = L D68+ L D& E.+ T (D£8.6.6+0€), (113

ou ainda, em componentes da representacao adjunta do grupo,

2
A _ A AB¢B Y9 fACD+C DB¢B Y  AED ;CEN +C¢D NB¢B 4

A discussao que apresentamos nesta secao nos levou a acao BRST invariante S;,,,
dada por (107), porém, ndo nos preocupamos em especificar qual o calibre adotado. A
partir da préxima se¢ao, adotaremos explicitamente o MAG e veremos o que este calibre

pode nos oferecer de interessante para essa discussao.
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2.4 Acao massiva invariante no MAG

Uma propriedade importante do operador A, = A;‘TA é que todas as suas com-

ponentes sao invariantes de calibre independentemente, ou seja,
sAL =0, VA e{l,...,N*—1}. (117)

Isto significa que cada termo da soma AﬁAZ‘ ¢ invariante independente dos demais, ou

seja,

N2-1
s(A;‘A;‘) =s ( Z Af}A;‘)
A=1

N2_1
Azl S(ALAL) = s(ALAL) + s(AZAZ) 4 4 (AN LAY
- -0 -0 -0

=0. (118)

Dessa forma, poderiamos escrever o termo de massa de uma maneria bem geral,

N2_1
S omd ARAL = m ALAL i A2A2 4 me AN TIAN (119)
A=1

com N? — 1 parAmetros massivos m? diferentes entre si. Porém, para um calibre que
preserva a covariancia do grupo interno de simetria (como o calibre de Landau, ou os
calibres lineares covariantes, ou o de Curci-Ferrari e etc), a agao é invariante pela atuagao

do operador

5
A _ 4,. tABC B
W —/dxf gef:cb 50 (120)

com F sendo o conjunto de todos os campos envolvidos na teoria:
F={Au,bcc.& it (121)

E, nesse caso, o termo de massa generalizado é invariante apenas se as massas m? forem to-
das iguais. Esta invaridncia da agdo é a chamada simetria rigida e significa, simplesmente,

que mantem-se a covariancia na contragao dos indices do grupo interno de simetria.
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De fato, pode-se verificar ordem a ordem que'!

WAAD = [A5C AT (122)
logo,

WAATAT) =0, (123)
ou ainda,

R}

— = m2a (124)

Il
3

N2-1
wA ( > omi, AfAf) =0 << m]
B=1

Nesse contexto, o MAG surge justamente como um contraexemplo de calibre no
qual a simetria rigida é quebrada. No entanto, esta é apenas parcialmente quebrada, pois
nesse calibre ocorre a chamada simetria U(1)V 1 residual. Dessa maneira, a acao fixada

no MAG ¢ invariante pela atuagao do operador diagonal

W = /d%f‘mﬁ R (;gﬁ' (125)

decF

Dadas as componentes diagonais e nao diagonais de A;‘,

a a a g ax o
Al =A% — N& — 5f PeeMT + 0(&7), (126)
Aff :Ai _ Mﬁu + gfaaﬂgaMg . gfaﬁvgﬁMl _ gfaﬂagﬂNs 4 0(53) : (127)
sendo
Mg = DEP¢? — gf M ATe? + g feol Alee, (128)
N = 0,8" — gf*“PAle, (129)

pode-se mostrar ordem a ordem!? que

WOAS = [P AL (130)
WAL =0, (131)

11 Conferimos explicitamente até a ordem &3.

12 Conferimos explicitamente até a ordem &2,
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portanto,
WA (ASAS) = 2f**PAYAD =0, (132)
WAL AY) =0 (automaticamente). (133)

Tais resultados nos indicam que as massas das componentes nao diagonais devem

ser todas iguais. As massas das componentes diagonais podem, a principio, ser diferentes,

N-1

pelo menos pelo critério de invaridncia pela simetria U(1) residual, porém, iremos

consideréd-las iguais e, com isso, o termo de massa que iremos considerar sera

2 2
— mdiag 4 a ga moff 4 a fo
Smass = 20 [ e A A+ L [ dle A A, (134)
assumindo, a principio,
Miiag 7 Mo - (135)

Assim, como resultado dessa discussao, chegamos a seguinte a¢do massiva no MAG:
Sy = Sy + Spnass + / d'z (74 0,A% + 7" 9, D [Aln”) | (136)

com Sy e Spass dadas, respectivamente, por (81) e (134). No préximo capitulo, vamos
fazer uma andlise das simetrias da agdo S3 e dos operadores locais compostos que devem
ser levados am conta e entao poderemos determinar o contratermo mais geral compativel
com o conjunto de simetrias da acdo e como absorvé-lo através da renormalizacao de

campos e parametros.
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3 RENORMALIZACAO DA ACAO

3.1 Acao de partida

Antes de comegarmos o processo de renormalizacao e analise das simetrias do mo-
delo, precisamos definir a nossa acao de partida. Neste modelo temos as transformacaoes
nao lineares de BRST dos campos (A;‘, e, ¢1), que sdo operadores compostos de cam-
pos, e temos ainda a introducao de outros operadores locais compostos, em particular, o
operador AZ‘, equagao (116). Para que possamos escrever a identidade de Slavnov-Taylor
e outras identidades de Ward nao lineares, precisamos introduzir esses elementos na acao
de partida. Isso é feito através de fontes externas associadas a esses operadores. De um

modo geral, podemos escrever o seguinte termo de fonte externa:

e:):t /d4 Z JA (137)
em que J, sdo as fontes externas e O os operadores compostos definidos por:

(0, 04,048,008, 04,) = (sAl, sc*, ¢, AL, DIP[AR? ). (138)

1m0

Todos estes operadores sio BRST invariantes, portanto as fontes J4 também serdo, ou
seja, sJ4 = 0. Ajustando & notacio usual que se encontra na literatura referente ao

assunto, vamos renomear as fontes JZ' da seguinte maneira:

{47 20 Y3 Y4 s = )=
(2, st g, Jf, ) = (o, Lt KA g ED) (139)

I

e dessa forma o termo de fontes externas escreve-se como:

Seat :/d4x _Qﬁ(sA;‘) + LA(sc™) + K4 (%) + Jlf‘Af + E;‘ D;‘B[A]UB
_ / diz [0 (A7) + Q2(sA2) + Lo(sc%) + Lo(s¢) + KA(s€4)

+ JAAL + 2, DIE[A”

= / dz | — QL (O™ + ng“’“Aﬁc”’) — Q5 (ijﬁcﬁ + gfo‘ﬁcAﬁcC + gfaﬁVAQCV)
+ gfﬁ“’“Lac*Bc7 + L* (gfo"ﬁccﬁcC + ‘gfo‘mcﬁc”) + K4 gAB[f] P

+E4 DA [A]nB} : (140)

Um ponto que devemos destacar aqui ¢ que os operadores compostos que devem ser

levados em conta na acdo de partida é definido pelas identidades que podemos escrever,
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ou seja, nao sao definidos a priori, mas sim depois de uma anélise prévia da acao, ainda
sem a introducao das fontes externas. Isto constitui uma tarefa que exige observacao e
certa experiéncia, nao sendo de forma alguma um trabalho 6bvio ou automatico. Um
exemplo disso, é o operador D;‘B [A]n®, cuja introducio é, a principio, contraintuitiva,
porém, sua introducdo é fundamental para se estabelecer a equacio do antighost 7* como
uma identidade de Ward, como iremos ver mais adiante.

Entao, até o presente momento, temos a seguinte ac¢ao:
S4 = 83 + Se:ct . (141)

No entanto, existe ainda um termo extra a ser considerado. Tal termo foi “descoberto” no
decorrer dos calculos do contratermo mais geral, que s6 apresentaremos na préxima secao.
Porém, concluimos que apresenta-lo aqui nesta secao, durante a construcao da acao de
partida mais geral, deixaria nossa exposicao mais clara. O referido termo surge da nao

linearidade da condicao de calibre nao diagonal, sendo dado entao por

S =5 [ At (i, 071"+ ity (€] )

:/d4$ (mQ a¢a[§] gAB[f]CBéa +im3iag 1/)04[5]1)01

diag 8€A
a (o]
iy S et iy o), (192

em que Y°[¢] e ¢¥[€] sdo funcionais de &4

¢a[€] = goc + Yo fozﬁaéﬂga + 73()1ABC£A€B€C + ,YZXABCDgAngCgD 4. 7 (143)
¢a[€] — 51 ga +62 foaﬁafﬁga + 5§ABC£A§B£C + BEABCDSAfBgch .. (144)
Os coeficientes {y§ABY gABCD | yadidzAn ' 1 agsim como os 378, ndo sdo comple-

tamente livres, mas obedecem a identidades de Jacobi generalizadas devido a simetria

U(1)N=1 residual. Algumas dessas identidades sdo'®:

0 = foPang % 4 froanghicq polaygiey pebansn®s, (145)
0 = foPang"% 4 freqgoh 4 et (146)
0 = fefoqyhe 4 frleggte, (147)
0= foftnge, (148)

13 Em (CAPRI; TERIN; TOLEDO, 2019) ocorre algo muito similar no contexto de supersimetria.
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0= faﬂa,yf’ﬁew + fwﬁa,yzﬁéew + féﬁa%rfﬁfﬁew + feﬁa%rfwﬁﬂ + fﬂﬂa,yzzv&ﬁ’ (149)
0 = fadanBrbeb | pyfaapbeh | rdfarBeb | pebaandpb (150)
0 = forayiote y prieqgitte g potaygaite, (151)
(152)
(153)

0= fafayiet 4 proaqgited, 152
0= faﬁa’beCde 153
e assim por diante. A tftulo de exemplo, tomemos os coeficientes 7§4P¢ e vejamos algumas

possibilidades que eles representam:

ﬁw 5a55767 5a75567 5&6567;

aABC

V3 —

—
%c)zﬁm . faﬁ&f&'ya, faﬁbfbfyaw“ ; (154)
—

,Y?ﬂab (')‘aﬁ(sab :

,Ysaabc N fa,B'nya (Sfébefce'y7 o

Assim, combinacoes lineares de todas essas possibilidades formam os coeficientes da série
Y[¢] e o mesmo argumento vale para os coeficientes 32ABCD- da série ¢[€].

Considerando este termo extra, nossa agao fica agora da seguinte maneira:
S5 - 84 —|— Se:ptra . (155)

Finalmente, faremos uma redefinicao conveniente de certos campos e parametros

da teoria:

(A;M ba 57 Q, T, mzmga mgffa ’yna 571)
— (g_lAuv gb7 g_lga 9_2057 gT? QQmZiaga g2m¢2)ff> gn_S/Yna gn_gﬁn) . (156)
Esta redefinicdo nos permite escrever o contratermo na chamada forma paramétrica. As-

sim, obtemos definitivamente nossa acao de partida completa com todos os termos neces-

sarios ao estudo das identidades de Ward:

E = 55 redefinida pelas transformacdes (156) 9 (157)
o que é equivalente a

1 — 92 4 a 1a o o
T [ e (B + FoFa)loer (158)
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ou ainda, mais explicitamente,

1 1
2= [d l“FG Fo, 4 5 FF% 4 b0, A% + 20, (0" + fPeAleT)
9

oS g ga Tt
+ib DT AL + 2D DI — R frioeed AL AY + e D (f70 AL )
+ fobee (Dﬁ'YAZ) 4+ g(babo‘ + 21 fOPbEP € 4 i fOPNOE
1 afc pydec=a=B 4 1 afy pade=B—=y 0 ¢ 1 afy rade=B—=y 0 €
+§f freere’ e +§f f cc%c—i—zf Tt e

m

2 2
Myia a Aa o a o A A 74 A

+ 2 g.A,u-A,u + foA,uAu +7 a,LLA,LL + n aﬂDﬂB[A]nB

B QZ(@LC“ 4 fﬁfyaAﬁc’Y) _ Qz(Dﬁﬁcﬁ + faﬂCAﬁcc + faﬁ’YAiC'Y)
1 1

+ §fﬁvaLacﬁ(ﬂ + L* (faﬁccﬁcc + 2fa5”c[’07> + K4g"P[g]e?

_ gur i e
TS EADIAY i, S P b i, 0l

8 o
oy SO e iy i, (150)

com
D = 59P9, — fore AL
Fo, = 0,A% — 0,A% + f*PAYAY
Fo, =D AD — DOPAD + foP1ADA]
D:?B[A] — (5ABau _ fABCAg,
1 1
AZ‘ — AZX o D;XBgB o §fACD£CDfL)B€B o éfAEDfCENé&CgDDZLVBgB + 0(54) 7
1 1
gAB [5] — _5AB + 5fABC’gC _ EfACDfCBEé;DgE + 0(63) ) (160)
Para analise futura, encontra-se na Tabela 1 os chamados nimeros qudnticos (di-

mensao de massa e nimeros de ghost) e a natureza (comutante ou anticomutante) dos

campos e fontes envolvidos na acao (159).
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Gampos e fontes |, | 4 | | - elrlnlalalo|xlg]s=
N.°% quéanticos
Dimensao de massa 11202 ]0]2|0] 2 3 4 4 | 3| 3
N.° de ghost ¢ o(of{1{-1{0}0]0] 0 |—-1|-2|-1]01]0
N.° de ghost n O(0[O0O] O |OJO]1]|=1]O0 0 0 |0]-1
Natureza CIC/IA|A|C|CIAJA| A  C|]A|C|A

Tabela 1 - Numeros quanticos e natureza, comutante (C) ou anticomutante (A), de campos
e fontes.
Fonte: O autor, 2021

3.2 Identidades de Ward

Agora vamos estudar uma maneira conveniente de escrever as simetrias da agao sob
a forma de equacdes funcionais de vinculo compativeis com o principio de acio qudantica'*
(VANDERSICKEL, 2011). Estes vinculos irdo corresponder as chamadas identidades de
Ward!® na aproximacao ao nivel arvore, ou seja, & ordem zero na expansao em loops
da acao efetiva. Em particular, estamos interessados em uma identidade denominada
identidade de Slavnov-Taylor que representa a simetria de BRST.

Se um determinado funcional F[p] é invariante sob a transformagcao dp(z) do

campo ¢(z), podemos entao escrever que

0F ]
dp(x)

SFp] = / d'z 6 (z) —0, (161)

que podemos também pensar da seguinte maneira:

/ &'z 8(x) ” “" - ( / &'z 6(x) i$)>]:[<p] — WFg] =0, (162)

14 Em poucas palavras, estabeleceremos identidades em termos do funcional gerador 1PI, que a ordem
zero corresponde & acdo. Essas identidades podem eventualmente ser nao lineares, como é o caso da
simetria BRST. Porém, as equagdes compativeis com esse principio devem ser lineares quando escritas
em termos de algum funcional gerador. Assim, as identidades néo lineares em termos do funcional 1PI
apresentam-se lineares em termos de outro funcional, como o funcional gerador das fungbes de Green
conexas, obtido por uma transformacao de Legendre.

15 As identidades de Ward sdo comumente conhecidas como relacdes entre funcdes n-pontos da teoria.
Aqui elas serao apresentadas de uma outra forma, que também é conhecida na literatura. A partir das
relagdes que serao apresentadas aqui, é possivel extrair as relagdes entre as fungoes de correlagao da
teoria.
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ou seja, como a atuacdo de um operador funcional

W= / 'z 5p(z) (163)

dep(x)
sobre o funcional F[y|, que nada mais é que uma simetria deste funcional escrita sob a
forma de uma equagao funcional, ou seja, como uma identidade de Ward.

No caso da agao (159) existe a simetria associada a invaridncia com relagdo as

transformc¢ades de BRST e assim, podemos escrever que
0%
S(x) = / d'e S (sg) o= =0, (164)
v 0

em que a soma se estende a todos os campos e fontes envolvidos na teoria, ver Tabela
1, ou seja, ¢ = A, b,c,C,. ... Esta identidade é conhecida como identidade de Slavnov-
Taylor e traduz a simetria de BRST numa linguagem funcional. No entando, a maneira
que escrevemos nao esta ainda completa, devido as transformagoes nao lineares. Porém,

a maneira como construimos a a¢ao X nos permite escrever

5% 5% 5% 5% 5%
= Aa = AO{ = @ = « i — A 1
sz "M Sag TS GLa T Gra = Gra =% (165)

e assim, substituindo as transformacoes nao lineares pelas derivadas funcionais da acéo

com relagao as fontes correspondentes, escrevemos a expressao (164) de forma explicita

como'®

Oz 92 042 | el e 2 o=
60 6 Az T 502 3As | 0Ledcn | GLadea ' oot | Geo | GKA oA

=0. (166)

S(E%:/d%(az ROV V) SE) VI VR o) SR> SR SR> > 52)

Sao também compativeis com o principio de ag¢do quéantica, equagoes funcionais
que tenham quebras lineares nos campos, as chamadas quebras cldssicas. Dessa forma,
a equacao de movimento do campo auxiliar b%(x), que da a condi¢ao de calibre do setor

diagonal, é também uma identidade de Ward:

0X

% - ZaﬂAZ . (167)
Esta identidade ird garantir que o contratermo serd independente do campo b%(x).
Além dessa ultima, temos ainda outras equagoes de movimento que podem, com

o auxilio das fontes externa previamente introduzidas, ser escritas como identidades de

16 Note-se que, assim escrita, essa identidade seria linear em termos do funcional conexo.
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Ward locais. Vejamos, primeiramente, a equagao de movimento do campo de antighost

diagonal ¢, que pode, facilmente, ser escrita como

0% 0%

= = 168
5za+“593 ’ (168)

que implica que o campo ¢ e a fonte QZ s6 aparecem na ac¢ao (e consequentemente no

contratermo) através da combinagao
Q,=Q,+ 9, (169)

Analogamente, para o campo auxiliar 74, temos,

0% 0%

-~ = 1
o4 8“5.7;;4 0, (170)

A

assegurando que o campo 74 e a fonte J# se combinam através da relacao

Th=T4— 0,7 (171)

E da mesma forma, temos a equacdo de movimento do antighost 7

0% 0%
O =x=0, (172)
onA M(S:f}

que expressa uma relacao entre o campo 7 e a fonte Eﬁ:

2 =249, (173)
Também temos a equacao integrada do ghost n:
52 (52 0%
g ABC 7B 0 ABC =B —-0. 174

N-1

Por fim, ndo podemos esquecer de listar a simetria U(1) residual, da qual

tratamos no capitulo anterior:

(52 0X 0 02 52 0X 0 02
aaf3 d4 AY = 4 o 047
WAE) =1 / < o Tt e 556 S
o 52 0X 0% 0x X
e o fe% e fe% = ) . 1
i B+QM5Q5 L+ K 4 st “555) 0 (175)

Na teoria original de Yang-Mills fixada no MAG, temos ainda a equagao local do
ghost diagonal ¢* e a simetria U(1)V~! residual apresenta-se na forma local. Até o mo-

mento, nao conseguimos mostrar essas identidades para a acao 2, embora a possibilidade



43

de que elas, de fato, existam nao esteja ainda descartada. Para tal, é provavel que outros
operadores locais compostos tenham que ser levados em consideragao. No entanto, o con-
junto de identidades que temos a disposicao é suficiente para provar a renormalizabilidade

do modelo.

3.3 Renormalizacao da Acao

Agora que temos as simetrias estabelecidas, nosso objetivo é perturbar a acao
classica adicionando a esta o contratermo mais geral compativel com o conjunto de iden-
tidades'” Ycr; que é um polindmio local nos campos e nas fontes de dimensao candnica

4, ntimeros de ghosts 0 e integrado no volume quadridimensional euclideano R*:

r=> w1, (176)
n=0
[ =Y+ h¥cr + O(R?), (177)

sendo I' o funcional gerador 1PI, ou ac¢do qudntica, T'© =¥ e TM = M.

Como as identidades (166-174) precisam se manter a todas as ordens'®, temos:

S(E+ h¥er) = O(R?). (178)
Assim,
S(S + hScr) =
[ (8B4 hSer) (8(2+ hSer) §(Z+ hScr)\ (8(S + hSer)

/ x[( 59 )( 54 >+( 5 )( 5Ag )

(X +h¥or)\ (0(X+ h¥cr) 0(X+ h¥eor)\ (6(X+ h¥cor)
+< 5L )( Seo >+< SLo )( Seo )
+ib (5@ ;ZECT)> +ibe (5(2 EZECT)>

S(E+hSer)\ (0 +2er)\ ] o
+< MAC )( 6£AC )]—O(h) (179)

17 Embora tenhamos adicionado o contratermo & ordem zero, como uma correciao de ordem £, este pode
ser introduzido a todas as ordem na série perturbativa, pois o método de renormalizacao algébrica é
recursivo. Assim, se absovermos as divergéncias até a ordem A", podemos introduzir o contratermo
para absorver as divergéncias até a ordem A”T! e assim sucessivamente.

18 Nao havendo anomalias.
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e portanto,
S(X + h¥er) = S(E) + hps(Zer) + O(R?) (180)
em que
§Y\ 6§ Y\ 8 52\ 6§ 52\ 6
o 4
o= [ “”[ (6%) A (Mz) sz " (5%) 5Az " <5Ai‘f> 50
AR AN O N EOA N AN
oLe | deo oc* | 6L@ 0L ) deo oc* ) 6L~
5 b} 2\ & Y\ 0
b — + b — 181
e (5ca+<5KA> 5gA+<5§A> 5KA]’ (181)

que é chamado de operador linearizado e possui a propriedade de ser nilpotente, ou seja,

(Bs)? = 0, tal como o préprio operador de BRST.

Nosso problema entao, resume-se a resolver a equagao
P (Xer]A by, e,m,n,7,Q LK, J,Z]) =0, (182)

dados os vinciilos (168 — 174) que se estedem automaticamente para Yo7 e a equagao de

fixagdo de calibre diagonal (167) que implica em

0Xcr
obe

=0. (183)

A solucao da equagao (182) é a cohomolgia do operadro linearizado para um es-
paco dos polindmios integrados de dimensao quatro e nimeros de ghost iguais a zero. O

contratermo Yo7 podera ser escrito em duas partes:
Sor = A+ BeACY (184)

devido a propriedade de nilpoténcia de fBx.. O primeiro setor, denotado por A, é chamado
de setor nao trivial da cohomologia, nao podendo ser escrito como a atuacao do linea-
rizado sobre um determinado funcional. O segundo setor é dito como o setor trivial da
cohomologia, pois resume-se a atuacao do operador linearizado sobre A1 (um polindémio
integrado nos campos de dimensao quatro e numero de ghost ¢ igual a —1) e assim, este
setor é evidentemente uma solugao de (182). Como podemos perceber, A possui as mes-

mas dimensoes de Yo7, portanto, montamos uma expressao para ele com as combinacoes
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que respeitam suas dimensoes e levando em consideragao as equagoes (169, 171, 173):

4g2 vt

A= / d'x [GOFA Fioy 4 b1 (3, A45) (0,AL) + by (9,47 (9,.A7)

+ by [APC(0, AN ADAS + 01 PP ALATACAD + b5 21 O

& PICEIPEOA L+ TAGHA. €+ " A+ M riag], (s
em que {ao, by, by, by, b3P9P bs} sdo coeficientes constantes e FiH[A, €], Gi[A, €], H[A, (]

e I[A, €] sdo funcionais de A, e £ com dimensoes de massa iguais a 1, 1, 2 e 2, respecti-

vamente. Mas, como fsA = 0, vemos que

B F A €] = BeGLlA €] = BoH[A, €] = Bol[A,€] =0, (186)

cujas solugoes sdo encontradas em (CAPRI - a local and renormalizable framework for

the gauge...) e sao dadas por

FC[A €] = bs A (187)
Gi[A, €] = br Asy, (188)
HI[A, €] = bg AL A% + by AZA (189)
I[A, €] = big ALAY + by ASAS, (190)

com {bg, b7, bs, by, b1g, b11 } sendo coeficientes constantes.

~1)

Com relacdo ao termo dito trivial da cohomologia S5, A"Y, podemos construir

A1 levando em conta que este deve ser independente de b* devido ao vinculo (183) e
deve respeitar as combinagoes entre campos e fontes estabelecida pelos vinculos (168 —

174). Assim, o termo mais geral dadas essas restrigoes é:

A = [ata{ pplgee + L + L + 1O + AR

+ R0 AL + fPEQR AL + fEIQN AL + f5 €100 AL

+ £ a0, 6100 + f11 (0,600 + fi5 [l AL AT + fi €] AL ASE

+ [ AS A + fi8 10, €] A%E” + f1L,[0, €] ASE” + fiP[€](9,AL)E]
+ [0, A2 + 15 [€1AL(0,2°) + o [€1A%(0,2°)

+ [SPEe + fy [0 + [ (€]l e

+ [5EeT + f55,00, 60,8 + f35]07, €]

2, e +m3iagf;8[f]ca). (101)
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Resta-nos ainda atuar a equagao de ghost n (174):

0 —r 0 0
fde ( + B fKLMnL> Ser

onk HogM oM
:/d4x <(mi(+fKLME£(5%\4+fKLMnL£\4> (A+52A(_1))
— [d'a <5775K + fKLMEfL(S;Iy + fKLMnL(SfM> A
_ / d'2(bs + br) FABCEEAC = 0, (192)
da qual tiramos que:
by = —bg . (193)

Portanto,

A= / d'z [GOFA Fo + b1 (0, A7) (0,A0) + ba (0,4, (0,.A2)

4g2" m

+ by AP0, AR AL AT + 0 PP AL AT AT AD + b5 25y 0,m*

2
= 7 my, a fa a fa
—br fAPOE P AL + 0T A+ 2 (b A A+ b AGAT)
m2ia a ga a fo
+ ;g(bloAMAwLbnAuAN)}. (194)

f 2 02 _ qA _—A _ A
Quando fizermos o limite mg,, = my,,, = J* = Z; = K* = 0, devemos recuperar
a teoria de Yang-Mills no MAG, assim como suas simetrias. Com isso, podemos comparar
o contratermo que obtivemos com o da teoria original no MAG. O setor nao trivial é,

simplesmente,
ap (Y A A
Muac = 15 [ wFAEL. (195)

Ja& o setor trivial da teoria usual sem massa pode ser encontrado em (DUDAL et al.,
2004)19:

Ag\/_[i‘)g = /d4:r; <a1Laca + axf2) A + aay T (0 + i fPeh ) + agéaDﬁBAﬁ—i—

+ z% f”‘ﬁwcacBa) . (196)

19 Equagdo (38) dessa referéncia fazendo A=0e g = 1.
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Assim, comparando os termos temos, para o setor nao trivial,
by = by = bg = b8P =0 (197)
e ainda devemos fixar
bs = b7, (198)

para que se possa integrar os campos {7, 7,7} na teoria sem massa. J& para o setor trivial,

temos,

0= f%le] = £5°1€] = £ = f£21€] = F7°1€] = f1E] = Fio,ul0. €] = fi1,.00.€]
= (€ = (€ = fi5.00.€6 = fi2.00,€ = [F1E] = f5 €]

= f3o [€] = far [€] = £55,,(0,€) = f35[¢€] (199)
(§]
271E] = ar6°? (200)
571¢] = ax6°?, (201)
59 (6] = aay 0™ (202)
53 °[€] = iaag fo7°, (203)
W€ = az6*?, (204)
€] = asgf, (205)
o oay .,
e = (206)
Portanto, A e ACD agora sao escritos da seguinte forma:
a —_
A= / d'z Lg(gFij + bs (nAa“(D;‘B [Aln®) + Z2DAP[Aln” + T AL+
A A m?)ff a pa a fja mgiag a Aa
TA0AL) L (AL b ATAT) + R (g A A
+ bHAﬁAZ‘)] (207)

e
ALY = / d'z [alL“ca + a0 AG + a5t DY AL + aay (b7 + ig foP e e+

+i [T ) A KA+ S+ i SRl (208)
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Com isso, podemos escrever a acao dos contratermos Ycor da seguinte maneira:

Yor = — aog g% + 2 (ag — ag) agz + (b éff + blomzmg> 87781;@
+<b9 ;ff+bumzmg> +/d4 (—bw 5214—195:“;;3
o b 5jzA alcagcza B 82:555] K g+ R [6];;
+ alLa;LEa — agQi‘;é;y + azAfj;j + asbo‘gbza + agc“gz;)
+/ d4x[ or 8@& 9P [€1e7e + imgy £ €07 + Mg 6@5] g*7[g)e%e
+ im?iz‘agfgs [€]0" — a3mc2)ff ag;gﬂ QAB [g]CBCa - a3lmoff¢a(§)ba
— agM,, 816/;; ,Lg] g P[] e — agim,, 0 [€]b°
+ (bsmzf it blomfzmg) (_8252‘5] g P[¢lcP e —igp” [ﬁ]ba>
+ (bgm?)ff + bllmgiag) (_8;&;[‘5] g P [E]cPe — Wa[f]ba) 1 ; (209)

que é quase a forma paramétrica que desejamos obter. Ainda nos falta escrever a tltima
integral em (209) através das derivadas dos coeficientes das séries 1*[¢] e ¢p*[¢], dadas por
(143) e (144), respectivamente. Para tanto, vamos, primeiramente escrever f$-[¢] e f[€]

como séries:

Foil€] = €1 £ + o fOPEPE - §ABOLALBEC (210)
Fosl€] = di €% + dy fOPUERET 4 dGABCEALBEY 1 (211)



e assim, a tltima integral em (209) podera ser escrita como:

/ dz lm

2
= Z { (I3 + bg) 5 bg’}/z] g? [ i blOBz‘ - (CLg + bll) ’VZ] 62}

o Of5lEl ap 2 OfRIE] ap

of f (%A g [f]]cBéa—|—z’mgfff2a7[£]ba+mdmg (%A g [5]0350‘
0
¥ g FRIEIE" = s gg/[f]g Ble)cPe® — agim?, ;¢°[€]b°

2 8wa[£] AB B«

— A3Myjg 8£A g c’c —agzmdmgwa[é‘]ba

9¢°[¢]

+ b8m3ff + bwmzmg) <_ oEA gAB [5]0350‘ — i¢a[€]ba>

(
(i + b <_ag§£§] AP cPe wa[f]ba> ] _

;i

=1

+ Z {[ A1A2 (a3 _|_ bg) BAlAQ b A1A2 A:| az

> W
)y
[dAlAz — by BAlAQ (a3 + bll) e di } a,yAlM,} )

Logo, o contratermo em sua forma paramétrica é escrito como:

, 0% ox m? mi., o
Ser =—a0g’— +2(as — az) a— + (bg I 4 pyg—2 g)

ECT —

8 2 Oa 2 2 8m5iag
o ina E 52
+ <bg 2” + b1y ; g) +/d4 <_ bsT7" oA — b= u(;HA
5% 5% W08 OfMNE 4 08 0%
B A A . e 5 A A _
bsT i b5 T 5jA ac® = oED K SKB /5 [€] 5eA
L 0% , 0% W 0% 0 02 Y
+ a1 L 5Ie 29“5904 +a2A“5Aﬁ + asb %4—@30 5a>
oz 2
+ Ci_a+b Bz b i Z_b Z_a+b Z}
> Ar1Ag. Ay A1As... A1A2 A 872
+ Z [Ci (ag + bg) /3 b :| A1As. A,
2 ap;
o
{dAlAQ — b, BA1A2 (&3 1 by ) Ar1As.. Ay } 87141142141} .

Esta tltima expressao para o contratermo também pode ser vista como

RY,

49

(212)

(213)

(214)

(215)

(216)
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em que R é um operador linear atuando em 3,

0 d m) M, 0
R:—GogQaigz‘i‘2<CL4—a3>Oéi+ (bg ff+b10 d g)

a 2 2 am?liag
2 2
Moy Miq 0 )
+<9 9 +b11 29>am +/dx<—b57] 5714_[75 “5,_‘14
5 5 5 OfAlE ., 6 5
A A (e 5 A A
_b57— (STA _b5\7/_L 5j/;4 — aic @_ afB K 5KB +f5 [6]55‘4
) 6 5 5 5
Tkt e e azA“dA T asbiae Fast (50“)
0
+ Z { (as +bs) Bi — byi] 77 85 + [d; — biofi — (a3 + bi1) i 87} (217)
=1 1 7
= 0
+ Z {|: A1A2 (a3 _'_ bg) /8A1A2 b 7A1A2 LA, :| y IO P
i=3 85% '
. 0
+ {dl,AlAz...z‘\Z — bloﬁiAlAz..- — (as +b11)7; A1 As... } W} . (218)

Com isto, sera possivel escrever de maneira relativamente simples as renormalizagoes de
campos, fontes e parametros da teoria. Porém, vamos inicialmente definir uma variavel

® representando todas essas quantidades, isto €,

O =Ab,¢,¢.&7,m,0,0 LK, J,E, g0, Mg Mas s, 71,72, Va7, Br, B, B4 (219)

Assim, as quantidades “nuas” ®; (nio renormalizadas) estao relacionadas com aquelas

renormalizadas ® através da seguinte relagao
$y =D+ hip +O(R?), (220)

em que (g ¢, de um modo geral, tomado como um funcional local nos campos. Essa
consideragao é necessaria em vista da possibilidade de renormalizagdes nao lineares e/ou
matriciais. A partir disto, a agdo classica nua X[®¢] relaciona-se com a renormalizada
X[®] como

Y[®g] = B[® + his) = T[P)] +h§¢£1)+0(h2), (221)

em que a “derivada” d/d® é uma derivada parcial quando ® representa um pardmetro
(0/0g) e é uma derivada funcional integrada quando ® representa um campo ou uma

fonte ([ d*z §/5¢). Esta tltima expressio pode ser comparada com

Y[®o] = X[®] + AZcr + O(A?) = B[®] + ARE + O(h?), (222)
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que vem de (216). Como resultado desta comparacao, conclui-se que

d
R =(o—. 223
s (223)
Logo, o contratermo (215) pode ser absorvido na a¢do de partida (159) pelas renormali-
zacoes?’
Py = (1+AR)® + O(R?). (224)

Explicitamente, temos:

o Componetes diagonais

(Ao = Ay (225)
be = b° (226)
ey =c", (227)
Gy =c", (228)
(€0)y, = €24, (229)
Ly =L". (230)

« Componentes nao diagonais
(Ao)y = (1 + has)Ay, (231)
= (1 + haz)b®, (232)
= (1 - hay)c”, (233)
— (1+ hag)e®, (234)
(o) = (1 — ha)y, (235)
= (1+hay)L®. (236)

20 Uma analise muito parecida é feita em (CAPRI; TERIN; TOLEDO, 2019).
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« Campos ligados a localizagao de A,

& ="+ n e, (237)
mo =", (238)
o = (1= hbs)i*, (239)

= (1 —hbs)r", (240)

K = <5AB —h 8£§£5]> KB, (241)
(Jo)y = (1= hbs) T, (242)
(Eo)ﬁ =(1- 555)53. (243)

o Parametros

go=(1—"hay)g, (244)
= [1 —2h(a4 — a3)]a, (245)
h
(m?liag)o = mgiag + 5 (bg m?)ff + blo m?liag) ) (246)
h
(m off)O gff + 5 (bo mgff + bu m?liag) ; (247)
(Bo)i = Bi + h[ci — (ag +bs) Bi — bovi] , (i =1,2) (248)
(V0)i = %‘ +h [d' — (as + bn) Yi — bifil (i =1,2) (249)
(Bo)fte = gt b e — (ag + b )5 A byt (i>2) (250)
(o)t = b b [df A — b B — (ag + b)) (6> 2). (251)

Nesta parametrizacao alguns campos nao se renormalizam, como € o caso das componentes
diagonais de (A4, b, ¢, ¢). Algumas renormalizacdes sdo nao lineares, como a do campo tipo
Stueckelberg ¢4 e da fonte K4. Este é um resultado esperado devido a dimenséao zero desse
campo. Ocorrem também algumas renormalizagoes matriciais entre alguns pardmetros.
Por fim, podemos ainda estabalecer algumas rela¢oes entre os “fatores Z” de renor-
maliza¢do. Definindo as renormalizagoes de campos (¢y), fontes (pg) e pardmetros (Ag)

respectivamente como:

¢ =29, (252)
— (253)
No = ZyA, (254)
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Morpo | _ | Zmogsmors  Zmogmaiag | | Moss

2 2
mdzago Zmdiagmoff Zmdiagmdiag mdiag

€
Bio _ Zﬁiﬁi Zﬁi%‘ Bi =19
- (Z - ) ’

Yio Z’Yz‘ﬁi Z'Yi'Yi Vi

estabelecemos as seguintes relacoes:

ZN2 = 75t =1+ has,
Zg=1—hay,

Zo =142h(ay —a3) ,

Zy? = 722 =1+ has,

ZMP =77 =1—-hay,

2 =77 = Zea = Zga =1~ hbs,

T

A

MoffMof f

Z

MoffMdiag

14 hbg/2  Tibyy/2

b A={g,a},

MdiagMof f Zmdiagmdiag hb9/2 1+ hb11/2
Zsp: Zpi | |1+ h(—a3 —bs+ci/Bi) —hby
Zyipi Loy —hbio 1+ h(—as — b +d;i/v)
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(255)

(256)
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CONCLUSAO

Foi abordada nesta dissertacao os procedimentos necessarios para a renormalizacao
algébrica de uma teoria. Fizemos uma abordagem em que comecamos apresentando a
quantizagao da teoria de Yang-Mills utilizando o método de Faddeev-Popov, mostrando
que a teoria passa a respeitar a chamada simetria de BRST

No capitulo 2 escolhemos um calibre especifico que promove a separacao das com-
ponentes abelianas do campo de calibre das demais (Calibre Abeliano Maximal - MAG),
fazendo com que este seja adequado para o estudo da dominancia abeliana. Fizemos uma

breve contextualizacao historica da introdugao do termo de massa a teoria para podermos
2

falar do operador invariante A; . . Ao final do capitulo vemos como o calibre de MAG
quebra parcialmente a simetria rigida nos permitindo separar as massas diagonais e nao
diagonais.

Por fim, no utlimo capitulo conseguimos demonstrar a renormalizacao da acao.
Para isso, tivemos que construir a acdo completa, tendo que adicionar os termos de fontes
externas, operadores compostos e um termo extra devido a nao linearidade da condicao
de calibre nao diagonal. Em seguida os campos foram redefinidos de forma conveniente
em que o parametro g fosse absorvido, para mais tarde podermos escrever a agado do con-
tratermo na forma paramétrica. Por dltimo, fizemos as analises das simetrias e seguimos
os passos da renormalizacao algébrica para construgao da acao dos contratermos e even-
tual andlise de seus coeficientes. Percebemos que no final tivemos uma renormalizagao
matricial e uma renormalizagdo nao linear dado que o campo de Stueckelberg possui uma
peculiaridade de poder se renormalizar consigo mesmo pelo fato de ser um campo de
dimensao zero.

Futuramente alguns trabalhos podem ser feitos a partir deste; em primeiro lugar, é

importante ressaltar que o trabalho feito nesta dissertagao foi feito sem levar em conside-
2

min?

racao a regiao de Gribov, apenas utilizamos da condigdo de extremo do operador do A
o que significa que trabalhos implimentando a regiao de Gribov com uma funcao horizonte
podem ser feitos. Em segundo lugar, um estudo sobre a equagdo de movimento do ghost ¢
como uma identidade de Ward poderia ainda ser feito, uma vez que esta identidade existe
no caso da teoria de Yang-Mills pura no MAG.

E importante destacar que esse modelo de adi¢do de massa nao é uma alternativa a
teoria de Higgs, mas sim um modelo que pode ser estudado em conjunto com o de Higgs.
Uma outra ideia seria generalizar este trabalho no superespaco, uma vez que existem as
versoes supersimétricas tanto do MAG quanto do operador composto A[A, £], ver (CAPRI;
TERIN; TOLEDO, 2019) e (CAPRI et al., 2018). Outro possivel desdobramento seria
utilizar os resultados na rede e eventualmente dar uma estimativa para os valores das

massas.
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