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RESUMO

COSTA, Janaina Imbiriba. Inicializagcdo Global Topogrdfica aplicada a problemas de
autovalores e de otimizagio com restricoes mistas. 2022. 119 f. Tese (Doutorado em
Modelagem Computacional) - Instituto Politécnico, Universidade do Estado do Rio de
Janeiro, Nova Friburgo, 2022.

Os métodos matematicos classicos, desenvolvidos a partir da analise no R", sdo
amplamente empregados na solugdo de diferentes problemas da matematica, fisica e en-
genharias. Em geral, esses métodos realizam uma busca local a partir de uma estimativa
inicial. Esse fato, pode apresentar grandes dificuldades, pois em muitos casos, pontos
iniciais adequados nao estao disponiveis na formulacao dos problemas. Nesse contexto, a
Inicializacao Global Topogréafica é um método eficiente para a selegdo de estimativas ini-
ciais adequadas. Para isso, o método faz uso de conceitos da teoria de grafos para refinar
um conjunto de pontos amostrais uniformemente gerados no conjunto vidvel. Entretanto,
existem casos em que o ponto amostral mais préximo de uma solu¢ao nao é selecionado
devido ao fato de um dos seus vizinhos mais proximos se encontrar em um pequeno vale.
Para contornar essa dificuldade, no presente trabalho propomos uma modificagdo no pro-
cesso de selegao das estimativas iniciais. Tal modificagao permite ainda, em certos casos, o
uso de menos pontos amostrais. Utilizando a Inicializacao Global Topografica Modificada
resolvemos os problemas de autovalores de matrizes reais simétricas, autovalores comple-
mentares e de minimizacao com restrigoes de igualdade e desigualdade. Para verificar
a eficiéncia da Inicializagdo Global Topografica Modificada na selecao de pontos iniciais
para os métodos de busca local, foram realizados testes numéricos utilizando problemas
descritos na literatura. Em todos os testes, inclusive os que apresentam varias solucoes,

a metodologia aqui apresentada se mostrou robusta no calculo das solugoes.

Palavras-chave: Inicializagao Global Topografica Modificada. Problema de Autovalor.

Otimizacao restrita. Complementaridade mista.



ABSTRACT

COSTA, Janaina Imbiriba. Topographic Global Initialization applied to eigenvalues and
optimization problems with mized constraints. 2022. 119 f. Tese (Doutorado em
Modelagem Computacional) - Instituto Politécnico, Universidade do Estado do Rio de
Janeiro, Nova Friburgo, 2022.

The classical mathematical methods, developed from the R™ analysis, have widely
been usedin the solution of different problems in mathematics, physics and engineering. In
general, these methods perform a local search based on an initial estimate. This fact can
present great difficulties, because in many cases, adequate starting points are not available
in the formulation of the problems. In this context, the Global Topographic Initialization
is an efficient method for selecting suitable initial estimates. For this, the method makes
use of graph theory concepts to refine a set of sample points uniformly generated in the
feasible set. However, there are cases in which the closest sample point to a solution is not
selected due to the fact that one of its nearest neighbors is in a small valley. To overcome
this difficulty, in the present work we propose a modification in the selection process of the
initial estimates. Such modification also allows, in certain cases, the use of fewer sample
points. Using the Modified Topographic Global Initialization we solve the eigenvalues
problem of real symmetric matrices, complementary eigenvalues and minimization with
equality and inequality constraints. In order to test the Modified Topographic Global
Initialization performance in selection of initial estimates for the local search methods, we
have carried out computational experiments using problems described in the literature.
In all tests, including those with several solutions, the methodology presented here proved

to be robust in calculating the solutions.

Keywords: Modified Topographic Global Initialization. Eigenvalue Problem. Constrained

Optimization. Mixed Complementarity.
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INTRODUCAO

Ao estudar algum aspecto particular de um problema do mundo real, muitas vezes
recorre-se ao uso de modelos matematicos. Tais modelos, sdo expressos por equagoes que
descrevem as leis e restrigoes fisicas. Em geral, somente em situagoes particulares, simpli-
ficadas, se pode obter uma soluc¢ao analitica para essas equagoes (CHAPRA e CANALE,
2010). Assim, por vezes, é mais favoravel definir o modelo do que resolvé-lo.

Para contornar essa dificuldade, recorre-se ao uso de métodos numeéricos. Tal
abordagem pode ser entendida como um conjunto de técnicas pelas quais os problemas
matematicos sao formulados para que possam ser resolvidos com operacoes aritméticas
(CHAPRA e CANALE, 2010). Utilizando esses métodos podemos resolver varias classes
de problemas, como por exemplo, minimizagao de fungoes sujeitas a restrigoes (LUEN-
BERGER, 1984), resolucao de sistemas de equagoes nao lineares (ISMAILOV e SOLO-
DOV, 2009), solugao de equagoes diferenciais (EPPERSON;, 2013), etc.

Os métodos numéricos que derivam do célculo diferencial, como os métodos tipo
Newton, sao geralmente muito eficientes e realizam uma busca local a partir de um dado
ponto inicial (NOCEDAL e WRIGHT, 2006). Entretanto, pontos iniciais adequados nem
sempre estao disponiveis na formulagao dos problemas, o que é uma limitagao para o uso
desses métodos. Tal limitagao ¢ ainda mais evidente para problemas de otimizacao, onde
podem existir varias solugoes locais (problemas multimodais). Nesse caso, o método pode
convergir para solucoes locais e nao globais.

Uma forma natural para solucionar o problema dos pontos iniciais, é gerar uma
quantidade suficientemente grande de pontos amostrais que serao utilizados como estima-
tivas iniciais para o método de busca local. Entretanto, tal metodologia pode apresentar
um expressivo custo computacional, pois um grande nimero de buscas locais serao reali-
zadas. Além disso, podemos ter varios dados iniciais conduzindo a uma mesma solugao,
ou ainda, podem haver pontos para os quais o método nao convergira.

Assim, vé-se a necessidade de refinar as amostras, ou seja, obter dentre os pon-
tos amostrais aqueles que estdo suficientemente préximos das solugoes. Dessa forma, o
objetivo é selecionar pontos amostrais adequados para os quais o método de busca local
convergira para diferentes solugoes, e ao fim do processo espera-se que todas as solugoes
tenham sido obtidas.

Nesse contexto, a Inicializagdo Global Topografica, descrita pelo algoritmo TGO
(Topographical Global Optimization), ¢ um método eficiente para a tarefa de refinamento
das estimativas iniciais, ver Torn (1986, 1990) e Henderson et al. (2015). Nesse método,
um ponto amostral P é selecionado como estimativa inicial se o valor de uma determi-
nada fungdo ¢ em P é menor ou igual aos valores que essa fun¢do assume nos k pontos

amostrais mais proximos de P, onde k é um inteiro maior ou igual a 1. Note que a Inicia-
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lizacao Global Topografica deve ser empregada antes da etapa de busca local, ou seja, ela
inicia o processo de resolucao. Por esse motivo, utilizamos o termo “Inicializacao”. Por
simplicidade, algumas vezes vamos nos referir a esse método apenas por TGO.

Dada uma quantidade N de pontos amostrais, quanto maior o valor do pardmetro
k menos estimativas iniciais sdo obtidas pela Inicializacao Global Topografica. Por outro
lado, quanto menor o valor de & mais pontos iniciais sao obtidos, alguns destes convergindo
para a mesma solucao. Estes fatos mostram a importancia do parametro k para uma boa
performance desse método de refinamento. Por esse motivo, em Henderson et al. (2015)
os autores propuseram uma féormula para o calculo do parametro k, obtendo na maioria
dos seus experimentos os valores 4 e 5.

Recentemente, a Inicializagao Global Topografica foi empregada na solucao de
uma variedade de problemas, como por exemplo, na solu¢ao de problemas de otimizacao
restritos e irrestritos, ver Henderson et al. (2015), Costa (2016) e Henderson et al. (2018).
Esse método também foi utilizado na resolucao de sistemas de equagodes nao lineares, ver
Henderson, Sa Régo e Imbiriba (2016).

Apesar da eficiéncia demonstrada pelo TGO na selecao dos pontos iniciais para
resolucao de diferentes tipos de problemas, existem casos em que um ponto mais préximo
de uma solugao nao ¢ selecionado devido ao fato de um dos seus vizinhos mais proximos
se encontrar em um pequeno vale, apresentando um valor menor para a funcao ¢. Tal
problema pode ser contornado gerando mais pontos amostrais.

No presente trabalho, propomos uma solugdo alternativa para esse problema,
modificando o processo de sele¢ao das estimativas iniciais. Tal modificacao estabelece que
um ponto que esteja bem proximo da solucao nao seja penalizado pelo fato de um dos seus
vizinhos se encontrar em um pequeno vale. Em certos casos, essa abordagem, chamada
de Inicializacao Global Topografica Modificada, denotada por MTGO, possibilita o uso

de menos pontos amostrais.

Objetivos gerais

Utilizar a Inicializacado Global Topogréafica Modificada na solu¢ao do problema
de autovalor para matrizes reais simétricas (GANDER, 2008), no célculo de autovalores
complementares (FERNANDES et al., 2014a), (FERNANDES et al., 2014b) e na reso-
lugdo do problema de minimizacao com restrigoes de igualdade e desigualdade (COSTA,
2016).
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Objetivos especificos

Os objetivos especificos desta tese incluem:

1. Modificar o processo de selecao das estimativas iniciais na Inicializacao Global To-
pogréfica, visando a melhor selecdo das estimativas iniciais e a reducdo do nimero

de pontos amostrais necessarios.

2. Obter os autovalores de matrizes reais simétricas sem calcular os coeficientes do
polinémio caracteristico. Para isso utilizaremos o MTGO para selecionar pontos
iniciais para o método de busca local Newton-Maehly (STOER e BULIRSCH, 1993).

3. Reescrever o problema de autovalores complementares utilizando uma variavel au-
xiliar. Resolver tal problema empregando o MTGO para gerar estimativas iniciais

adequadas para o método de diregoes vidveis descrito em Mazorche (2007).

4. Reescrever o problema de minimizacao de uma funcao sujeita a restri¢oes de igual-
dade e desigualdade utilizando uma variavel auxiliar. Solucionar tal problema uti-
lizando o MTGO para gerar estimativas iniciais para o método de ponto interior

proposto em Herskovits (1998).

Contribuigoes

Como contribuicoes desta tese, temos:

1. A Inicializacdo Global Topografica Modificada (MTGO) é uma proposta inédita,

sendo uma importante contribuicao cientifica.

2. O uso do MTGO na resolugao dos problemas de autovalores de matrizes reais simé-
tricas, autovalores complementares e do problema de minimizagao com restrigoes de
igualdade e desigualdade, esses dois ultimos utilizando uma variavel auxiliar, é uma
abordagem nao encontrada na literatura, tendo sido desenvolvido pela primeira vez

no presente trabalho.
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Organizacao da tese

Este trabalho esta organizado da seguinte forma:

No Capitulo 1 sao apresentadas as notacoes e defini¢bes importantes que serdao
utilizadas nos demais capitulos.

No Capitulo 2 é feita uma revisao da Inicializacao Global Topografica. Também
é descrita a modificagdo do processo de selecao das estimativas iniciais. Em seguida, é
descrito o gerador de amostras uniformes chamado de sequéncia de Sobol (SOBOL, 1967).
Para concluir o capitulo, é apresentado o Algoritmo MTGO.

No Capitulo 3 é descrito o problema de autovalor de matrizes reais simétricas.
Em seguida é descrita a transformagao de Householder (POOLE, 2011), o método de
Newton para solugao de sistemas de equagdes nao lineares (ISMAILOV e SOLODOV,
2009) e o método de busca local Newton-Maehly. Nesse mesmo capitulo, é apresentada a
fatoragao LU e a diferenciagao algoritmica (GANDER, 2008). Por fim, sdo apresentados
os resultados dos testes numéricos aplicando o MTGO na sele¢ao das estimativas iniciais
para o método Newton-Maehly.

No Capitulo 4 é apresentado o problema de autovalor de complementaridade e
a sua reformulacao utilizando uma variavel auxiliar. Também é descrito o método de
diregoes vidveis, com busca linear de Armijo (ISMAILOV e SOLODOV, 2009). Por fim,
sao apresentados os resultados da aplicacdio do MTGO na resolucdao de alguns proble-
mas testes, onde a busca local foi realizada pelo método FDA-MNCP (Feasible Direction
Algorithm-Mized Nonlinear Complementarity Problem), ver Mazorche (2007).

No Capitulo 5 é descrito o problema de minimizacdo de uma funcao sujeita a
restrigoes de igualdade e desigualdade. Também é apresentada a reformulacao desse pro-
blema utilizando uma variavel auxiliar. Em seguida, é apresentado o método Quasi-
Newton BFGS. Para finalizar, é descrito o método FDIPA (HERSKOVITS, 1998) e os
resultados dos testes numéricos obtidos empregando o MTGO no refinamento das esti-
mativas iniciais.

Por fim, tem-se a conclusao deste trabalho, além de se apresentar as referéncias

bibliogréaficas e os apéndices.
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1 PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentamos algumas defini¢des e notacgoes para facilitar a leitura

e o entendimento dos assuntos que serao abordados no desenvolvimento do trabalho.
1.1 Conceitos Basicos

Todos os vetores sdao considerados aqui como vetores colunas. Denota-se por ||z]|

a norma do vetor x no espac¢o Euclidiano n-dimensional, isto é,

] = (Z) ()

onde z € R" e x; € R é a 1-ésima componente do vetor x.
O produto interno usual no espago Euclidiano n-dimensional entre dois vetores

x,y € R" é denotado por 27y, ou ainda (x,%), e corresponde ao ntimero real dado por
37Ty = szyz (2)
i=1

Como consequéncia da defini¢io anterior temos que ||z = 27z
A Inicializacao Global Topografica Modificada, que serd apresentada no Capitulo
2, faz uso dos conceitos de grafos para selecionar pontos iniciais adequados para os métodos

de busca local. Por esse motivo, definimos a seguir o conceito de grafo direcionado.

Defini¢ao 1: Um grafo G consiste de um conjunto finito VG de elementos chamados
vértices, um conjunto finito AG de elementos de ligagdo chamados arestas (arcos) e uma
funcdo de incidéncia ¥G que associa a cada aresta a de G um par de vértices, nao
necessariamente distintos, chamados de extremos de o (BOLLOBAS, 1998). Na Fig. 1,
temos um exemplo de grafo, com VG={A, B, C, D}, AG={1, 2, 3, 4, 5, 6} e vG(1) =
[A, B}, vG(2) = {B,C}, $G(3) = {A, C}, vG(4) = {A, D}, ¥G(5) = {C, D} e vG(6) =
{C, D}.
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Figura 1 - Grafo G.

A 1 B
4 $ 2
5
D 6 C

Legenda: Os vértices sao indicados por {A, B, C, D}. As arestas sao
indicadas como {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Fonte: A autora, 2022.

Definicao 2: Se a funcao de incidéncia ¥ G associa a cada aresta o de G um par ordenado
de vértices de G, sendo o primeiro a extremidade inicial do arco e o outro a sua extremidade

final, entdo o grafo G é dito direcionado (BOLLOBAS, 1998). Na Fig. 2, temos um
exemplo de grafo direcionado.

Figura 2 - Grafo direcionado G.

A 1 B
5 2
3

C
D 4

Legenda: Os vértices sdo indicados por {A, B, C, D}. As arestas
(arcos) sdo indicadas como {1, 2, 3, 4, 5}.

Fonte: A autora, 2022.
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A seguir, apresentamos algumas defini¢oes da Algebra Linear, que serdo utilizadas
no estudo dos problemas de autovalores e de otimizagao restrita. Tais defini¢oes referem-se

aos casos especiais de matrizes, determinantes e as relagoes entre matrizes.

Definicao 3: Uma matriz A € C™*™ diz-se simétrica se coincidir com sua transposta, ou
seja, A = AT, No caso particular em que A é uma matriz real, temos que A é simétrica

se, e somente se, (Az,y) = (z, Ay), para todo z,y € R™.

Definicdo 4: Uma matriz simétrica A € R™*" é semidefinida positiva se, d’ Ad > 0 para
todo d € R™\ {0} . Quando d"Ad < 0 para todo d € R™\ {0}, diz-se que a matriz é

semidefinida negativa.

Definicao 5: Uma matriz simétrica A € R™*" ¢ definida positiva se d” Ad > 0 para todo
d € R\ {0}. Quando d' Ad < 0 para todo d € R™ \ {0}, diz-se que a matriz ¢ definida

negativa.

Defini¢ao 6: Uma matriz quadrada A € R™" com todas as entradas acima da diagonal
principal nulas é denominada triangular inferior, e uma matriz quadrada com todas as

entradas abaixo da diagonal principal nulas é denominada triangular superior (ANTON

e RORRES, 2012).

Definicao 7: Se a matriz quadrada A € R"*" é simultaneamente triangular inferior e
superior, entao A é denominada matriz diagonal. Além disso, se A é diagonal com a; = 1,

i =1,...,n, entdao A é chamada de matriz identidade, denotada por I,,.

Definicao 8: Diz-se que a matriz A € R"*" esta na forma de Hessenberg superior se
a;; = 0 para todos ¢,j com ¢ > j+ 1 (ANTON e RORRES, 2012). Por outro lado, se
a;; = 0 para todos 7, j com j > i + 1, diz-se que a matriz A estd na forma de Hessenberg

inferior.

Definicao 9: Se A € R™™" esta na forma de Hessenberg superior e, ao mesmo tempo, na
forma de Hessenberg inferior, entdo A é dita uma matriz tridiagonal (BURDEN; FAIRES;
BURDEN, 2015).

Defini¢ao 10: O determinante de uma matriz A é o niimero definido como

det (A) = a;;Cy;, para algumi=1,...,n. (3)
j=1
Aqui, Cy; é 0 (i, §) - cofator de A, dado por Cj; = (—=1)"*7 det (A;;), onde A,; é a submatriz
da matriz A obtida deletando a linha i e a coluna j (POOLE, 2011).
Do ponto de vista computacional, utilizar a expansao em cofatores da Eq. (3)

para o calculo do determinante de matrizes grandes, pode apresentar um elevado custo.
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Por esse motivo, uma alternativa é recorrer aos métodos numéricos baseados na redugao
por linhas. Tais métodos fazem uso das operagoes elementares, a saber: multiplicacao de
uma linha por uma constante nao nula ¢, troca de duas linhas entre si e a soma de uma
linha a uma outra linha previamente multiplicada por uma constante c.

De acordo com Poole (2011), uma operagao elementar pode ser feita utilizando
a multiplicacao matricial. Para isso, utiliza-se a matriz elementar F obtida da matriz
identidade I, efetuando a operacao elementar sobre linhas. Assim, quando a matriz A é
multiplicada a esquerda por uma matriz elementar F, o efeito é o de efetuar uma operagao
elementar com as linhas de A.

Se B ¢é a matriz que resulta de A quando esta é multiplicada a esquerda por uma
sequéncia de matrizes elementares, entdo a matriz A poder ser recuperada de B efetuando
a multiplicacao por uma sequéncia de matrizes elementares, ou seja, existe uma segunda
sequéncia de matrizes elementares, que sendo aplicada a B, recupera A. Nesse caso, as
matrizes A e B sao ditas equivalentes por linhas (ANTON e RORRES, 2012). No capitulo
3, serd apresentado um método de reducao por linhas, utilizando operagoes elementares,

para o calculo do determinante de uma matriz.

Definicao 11: Se A € R™" for uma matriz quadrada e se pudermos encontrar uma
matriz A~ € R™", tal que AA™! = A~'A = I, entdo diremos que A é invertivel e que
A7! ¢ a inversa de A. Além disso, a matriz A™! existe se, e somente se, det (A) # 0
(ANTON e RORRES, 2012).

Definicao 12: Dizemos que uma matriz quadrada A € R™*" é ortogonal se sua transposta

for sua inversa, ou seja, se A~! = AT,

Definicao 13: Se A e B forem matrizes quadradas, dizemos que B é semelhante a A se

existir alguma matriz invertivel P tal que B = P71AP.

As matrizes semelhantes tem muitas propriedades em comum, por exemplo, a
igualdade dos determinantes. Em geral, dizemos que uma propriedade de matrizes é
invariante por semelhanga ou que a propriedade ¢ um invariante de semelhanca, se ela
for compartilhada por quaisquer duas matrizes semelhantes (ANTON e RORRES, 2012).
No capitulo 3, veremos uma outra propriedade invariante, chamada de autovalor.

Para solucionar os problemas de autovalor, autovalor complementar e de otimi-
zagao restrita faremos uso de métodos de busca local desenvolvidos a partir da andlise
matematica classica. As defini¢oes a seguir serao muito tteis no estudo desses métodos e

na analise dos problemas.
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Definicao 14: Uma funcao f : R — R é dita diferenciavel em z € R” se existe um vetor
Vf(z) € R" e uma funcdo ¢ : R" — R tal que €(d) — 0 quando ||d|| — 0 e para todo
deR"

fla+d) = f(z) + Vf(x)"d+|dl(d). (4)

O vetor V f(x) é o gradiente de f em z definido como

e ey 5

Vf(x)z( oo o,

9 . - . .. . .
#, 1 =1,2,...,n, sdo as derivadas parciais de primeira ordem
n

onde as componentes
da funcao f. Se as derivadas parciais de f sdo todas continuas, entdao a funcao f é dita

continuamente diferenciavel. A classe das fungoes com tal propriedade é representada por
CL.

Definigao 15: A Hessiana de f em x é a matriz pertencente ao espago R"*"™ definida por

9% f(x) L 9% f(x)
83:% OrnT1
Vife)y=1] + . i, (6)
Pfx) .. f(®)
0T1Tn ox2

onde os elementos sdo as derivadas parciais de segunda ordem da funcao f. Se as de-
rivadas parciais de segunda ordem de f sdo todas continuas, entdao f é dita duas vezes
continuamente diferenciavel e a classe das fungoes com tal propriedade é representada por
C?. Além disso, se f € C? entdao V2 f(z) é uma matriz simétrica (LIMA, 2010).

Definicao 16: A funcao f : R®™ — R é dita duas vezes diferenciavel em x € R" se o
vetor gradiente e a matriz Hessiana de f em x estiverem definidos e existir uma funcao

e : R® — R tal que para todo d € R",
1
fe+d) = f2) + V(@) d+ 5d"Vf(x)d + |d] =(d), (7)
onde (d) — 0 quando ||d|| — 0.

Definicao 17: Seja g : R" — R™ uma aplicagao diferenciavel em x € R", ou seja, as
fungoes ¢g; : R" — R, ¢ = 1, ..., m, satisfazem em x a Definicao 14. A matriz Jacobiana

de g ¢ definida como,

o01(z) .. 9gi(z)
ox1 Oxn
Jg=1| : (8)
Ogm(z) .. Ogm(z)

81‘1 Oy
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Definicao 18: Um conjunto C' C R™ é chamado de cone se contém todos os miiltiplos

positivos de seus elementos, ou seja,
deC =tdeCVteR,. (9)

Na Fig. 3 temos dois exemplos de cones no R?.

Figura 3 - Exemplos de cones.

Gy
td

(a) (b)

Legenda: (a) Exemplifica um cone convexo e (b) um cone nao convexo.

Fonte: A autora, 2022.

O conjunto das possiveis solucoes dos problemas de autovalores e de otimizacao
com restri¢oes mistas, estudados no presente trabalho, é chamado de conjunto viavel. A
definicdo a seguir, apresenta um conjunto vidvel contido num hipercubo e definido por

restrigoes de desigualdade.

Definicao 19: Definimos o conjunto viavel geral 2, como

Q={zreScR"|g(x) <0}, (10)
onde g : S — R™. O conjunto S é o hipercubo dado por

S = [a1,b1] X [ag, bo] X ... X [an, by, (11)

com [a;, b)) CR, i =1,...,n. Note que se m =0, entdao Q2 = S.
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Definicao 20: O vetor d € R", d # 0, é uma dire¢ao de descida de f : Q@ CR" — R em
z* € Q, quando existe t5 > 0 tal que f (z* + td) < f (z*) para todo t € (0,ts]. Denota-se

por € (z*) o conjunto de todas as direcoes de descida de f em z*.

O teorema a seguir, cuja demonstragao pode ser encontrada em Ismailov e Solodov
(2009), estabelece as condigbes necessaria e suficiente para uma direcdo d € R™ ser de

descida para f em x* € Q.

Teorema 1: Seja f : R” — R uma fungao diferenciavel em x* € R" e d uma diregao no
R™ com d # 0. Entao:

(a)d € Q(x*) = (Vf(2*),d) <O.
(b) Se d € R™ satisfaz (V f(z*),d) < 0, entdo d € Q(z*).

Na Defini¢ao 20, vimos que se d ¢ uma dire¢ao de descida de f em x* € 2, entao
f(z*+td) < f(z*). Entretanto, 2* 4+ td pode nao pertencer a 2. Por este motivo, é

necessario estabelecer o conceito de diregoes viaveis, cuja definicao é dada a seguir.

Definicao 21: O vetor d € R" é uma direcao viavel em relagdo ao conjunto 2 no ponto

x* € €, se existe t5 > 0 tal que para todo ¢ € [0, t;]
v+ td € Q. (12)

O conjunto das diregoes vidveis em relacao a {2 no ponto xz* € €2, denotado por Vp, (z*),

¢ chamado de cone das dire¢oes viaveis.
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2 INICIALIZACAO GLOBAL TOPOGRAFICA MODIFICADA

Suponhamos que para calcular numericamente as solugdes de um determinado
problema, utilizaremos um método de busca local. Tal método realizara, a partir de um
ponto inicial adequado, uma pesquisa no conjunto viavel €2, descrito na Eq. (10). Ao
fim de um nimero finito de iteracoes, espera-se obter um ponto em {2 que satisfaca as
equagoes que descrevem o problema, ou ainda, os critérios que definem as solugoes. Note
que partimos da premissa que o ponto inicial é conhecido. Entretanto, na pratica isso nem
sempre acontece, pois tais pontos nem sempre sao fornecidos na formulacao dos problemas.
Nesse contexto, a Inicializacao Global Topografica ¢ um método eficiente para selecionar
pontos iniciais adequados em ). Isso é feito avaliando o valor de uma determinada fungao

¢ em um conjunto de pontos amostrais gerados uniformemente.
2.1 Descricao do método

O primeiro passo na Inicializacao Global Topografica consiste em gerar, de modo
uniforme, N pontos no hipercubo S. Aqui, esse processo é feito usando uma sequéncia
com baixa discrepancia (GENTLE, 2003), conhecida como sequéncia de Sobol, ver Sobol
(1967). Observe que os pontos amostrais podem nao ser todos vidveis, ou seja, apenas
N pontos amostrais pertencem a 2 C R*, N < N. Os N pontos amostrais vidveis sao
denotados por P;, i« = 1,2,..., N. Para cada ponto P;, uma lista de indices de pontos
¢ construida. Isso é feito listando os outros (N — 1) pontos de acordo com a menor
distancia. Assim, para P;, o j-ésimo elemento na lista é o j-ésimo ponto de amostra mais
proximo.

Essa lista é ainda complementada pela atribuicdo de um sinal em cada indice 7,

da seguinte forma:

i { +j, se (Py) = ¢(P) (13)

_j7 s€ ¢(]D]) < ¢(Pz) ’

onde a funcao ¢ : R — R é definida de forma que seja possivel quantificar o quanto um
ponto amostral deve ser priorizado no processo de escolha das estimativas iniciais. No
caso do problema de otimizagao, ¢ é a propria fungdo a ser minimizada.

RNVN*(N=1) chamada matriz

As N listas de referéncia constituem uma matriz em
topografica de ¢, denotada por ¢t — matriz. Tal matriz pode ser representada por um
grafo direcionado. Se +j ¢ um indice positivo da linha 4, entao P; ¢ a extremidade final

do arco cujo ponto de partida é P; (TORN e VIITANEN, 1992).
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Dado um inteiro k, com 1 < k < (N — 1), se considerarmos apenas os primeiros
k vizinhos mais proximos, obtemos uma submatriz da ¢t — matriz. Essa submatriz é

denotada como k —t — matriz e o grafo correspondente é chamado de k™ — topografo.

Definigao 22: O ponto amostral P; é dito minimizador local de ¢ no k* — topografo,
se a i-¢sima linha da k —t — matriz ¢ uma linha positiva, ou seja, todos os elementos da

1-ésima linha sdo positivos.

Definicao 23: Dizemos que um ponto amostral P; tem uma referéncia positiva na k —
t — matriz, se existir j # ¢ tal que: (a) A j-ésima linha da k —t — matriz é uma linha

positiva, e (b) O ntimero +i é um elemento desta j-ésima linha da k —t — matriz.

Definigao 24: O ponto amostral P; é dito minimizador global de ¢ no k™ — topografo,
se P; ¢ um minimizador local de ¢ no k™ —topografo e, além disso, P; nao tem referéncia

positiva na k —t — matriz.

A selegdo dos pontos iniciais pela Inicializacao Global Topografica pode seguir
dois modelos distintos. No primeiro modelo somente os minimizadores globais de ¢ no k™ —
topogra fo sao selecionados para a busca local. Por sua vez, o segundo modelo estabelece
que todos os minimizadores locais de ¢ no k* — topografo devem ser selecionados como
estimativas iniciais.

Um cédigo computacional baseado no primeiro modelo é resumido em cinco pas-
sos: (i) sao gerados N pontos amostrais vidveis (ii) constréi-se a k —t — matriz, (iii)
verifica-se a positividade das linhas dessa matriz, (iv) seleciona-se os pontos amostrais P
tais que a i-ésima linha da k — ¢ — matriz é uma linha positiva e (v) verifica-se todas as
possiveis referéncias positivas na k —t — matriz.

Por outro lado, um codigo computacional baseado no segundo modelo, realiza
somente as tarefas dadas nos itens (7), (i7), (i7i) e (iv). Este fato faz com que o segundo
c6digo seja mais facil de programar, o que o torna mais atrativo. Uma vez obtidos os
minimizadores locais de ¢ no k™ — topografo, tais pontos serao utilizados como pontos
iniciais para o método de busca local.

Para ilustrar os passos da Inicializacdo Global Topografica, consideremos o se-

guinte problema: obter x € {2 que minimiza a fungao

¢ (z) =10 (z; —2)° +0.1 (xg - 1)2 + cos® (mx5) + 100 ’xlxg -2/, (14)

onde Q={z €[-2, 4 x[-2, 4;91 (x) =21+ 29+ 25 -5 <0 ¢ hy (v) = 2125 — 2 < 0}.

Inicialmente, foram gerados N = 22 pontos amostrais na caixa [—2, 4] x [—2, 4]
utilizando a sequéncia de Sobol. Em seguida, verificando a viabilidade desses pontos,
observou-se que 10 deles nao sao viaveis, a saber: (—0,5; 2,5), (3,25; 3,25), (1,75; —1,25),
(2,125; 2,875), (3,625; —1,625), (2,875; 2,125), (3,8125; 1,5625), (1,5625; 3,8125), (0,0625;
2,3125) e (—1,625; 3,625).
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Os N = 12 pontos restantes que pertencem a {2 sdo apresentados na Tabela 1

com os respectivos valores da funcao objetivo ¢.

Tabela 1 - Doze pontos amostrais viaveis gerados pela sequéncia de Sobol,

com os respectivos valores da funcao objetivo ¢.

i P = ($1,$2) ¢($1,$2)
1 (—2; —2) 1161,9
2 (1; 1) 111

3 (2,5; —0,5) 140,056
4 (0,25; 0,25) 229,65
) (—1,25; 1,75) 689,363
6 (—0,875; —0,125) 284,974
7 (0,625; 1,375) 100,968
8 (—0,125; —0,875) 255,586
9 (1,375; 0,625) 150,379
10 (—1,4375; 0,8125) 413,764
11 (3,0625; —0,6875) 66,8746
12 (0,8125; —1,4375) 46,3578

Fonte: A autora, 2022.

Na Fig. 4, sao exibidas as curvas de niveis da fung¢ao objetivo na caixa S =

[—2,4]x[—2,4]. Também é apresentada a localiza¢ao dos pontos amostrais em 2. Olhando

para as curvas de niveis, pode-se notar duas bacias de minimos da funcao ¢, onde se

encontram as solugoes globais do problema. Observe também que existem alguns pontos

amostrais vidveis (P, P3, Pr, Py, P11 e Pj3) localizados nessas bacias.
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Figura 4 - Curvas de niveis da fungao objetivo ¢ na caixa S.

o(xl,xz)

-1 6000

= 5000
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Legenda: A regiao acinzentada indica a regiao viavel do problema. A curva
amarela é formada pelos pontos que satisfazem a igualdade g1 () = 0. A curva
tracejada rosa é formada pelos pontos que satisfazem a igualdade hq(x) = 0. Os
pontos vidveis, dados na Tabela 1, sdo representados pelos circulos vermelhos.
Os quadrados brancos indicam os pontos amostrais ndo vidveis. A escala de
cores mostra a magnitude de ¢. As cruzes brancas representam as solugoes
globais do problema, a saber (2,1) e (2, —1).

Fonte: A autora, 2022.

O proximo passo é obter a matriz topografica. Para este exemplo, a t — matriz
tem dimensao 12 x 11, onde cada linha corresponde a um dos doze pontos amostrais

viaveis.



[ 8 —6
-7 9
—11 9
-2 =7
—-10 -6

t—matriz = -8 10
2 9

6 —12

-2 =7

5) —6

9

—12

-7
10
6
5
—12
1
3
—7

EN I SN

-9
—12
10
-3

—12
-3
10

—12
10

—11

—11

—11

5
5
-3
5
10

—11
—11

—11

—11
1
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. (15)

Note que na t —matriz, os elementos de cada linha sdo ordenados de acordo com

a ordem dos vizinhos mais proximos e recebem o sinal de acordo com o valor de ¢. Por

exemplo, na linha 2 nés temos que a distancia entre os pontos P, e P; é menor ou igual

que a distancia entre os pontos P, e Py. Além disso, o elemento 7 tem sinal negativo, pois

P(Pr) < o(P).

Analisando apenas k = 2 vizinhos mais proximos, obtemos a submatriz 2 — t —

matriz, formada pelas 2 primeiras colunas da t — matriz.

2—t—matriz =

© 00 3 O Ut = W N =

A A

—_ =
(NI

Por outro lado, se k = 4 obtemos a submatriz 4 — t — matriz dada por

(16)



4 —t — matriz =

© 00 N O Ot = W N =

A

—_ =
(NI

-6 —10
4
9 12
-7 6
-6 =7
10 -4
9 4
—-12 -4
-7 4
-6 -4
—12
3

—12
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(17)

Geometricamente, a 4 —t —matriz pode ser representada por um grafo orientado,

chamado de 4% — topografo conforme a Fig. 5 a seguir.

Figura 5- O 47— topografo de ¢ .

Legenda: Os pontos de amostra que apresentam os menores valores de ¢ (z1, z2)
entre os 4 primeiros vizinhos na 4 — ¢ — matriz, sdo aqueles que enviam 4 arcos.

Neste caso, P; e P1o. Esses pontos sdo os minimizadores locais de ¢ neste grafo.

Fonte: A autora, 2022.

Note que as linhas 7 e 12 sdo as unicas linhas positivas da 4 — ¢t — matriz.

Consequentemente, os pontos P e Pjg, sdo os minimizadores locais de ¢ no 47 —topogra fo.
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Como ilustrado na Fig. 5, os nés correspondentes a esses pontos, sao os tnicos pontos dos
quais partem 4 arcos. Além disso, nao ha referéncia positiva para esses pontos na 4 —t —
matriz. Logo, tais pontos sao também minimizadores globais de ¢ no 47 — topografo.

No presente trabalho, utilizaremos o segundo modelo para selecao das estimativas
iniciais, ou seja, todos os minimizadores locais de ¢ no k™ —topogra fo serao selecionados.
Entretanto, ao utilizar o modelo 2 deve-se analisar o custo computacional associado, pois
o niimero de minimizadores locais de ¢ no k™ — topogra fo é maior ou igual ao niimero de
minimizadores globais neste grafo (HENDERSON et al., 2015). Dessa forma, tal modelo
pode levar a um significativo custo computacional no passo de busca local, sem contribuir
de forma significativa.

Para superar este problema, basta que o parametro k escolhido seja suficien-
temente grande, reduzindo assim o nimero de minimizadores locais de ¢. De fato, no
exemplo anterior, quando k = 2, existem 3 estimativas iniciais (Pr, Pi; e Pi2) e quando
k = 4 existem apenas duas (P;e Pis).

Portanto, a escolha de k constitui um passo importante para o uso da Inicializacao
Global Topogriéfica. Por esse motivo, em Henderson et al. (2015) os autores determinaram
uma férmula para estimar o valor de k£ a fim de reduzir o nimero de estimativas iniciais
sem descartar aquelas que levarao as solugoes do problema da Eq. (14). Na maioria dos
testes realizados em Henderson et al. (2015), foram obtidos os valores k = 4 ¢ k = 5. Por
simplicidade, no presente trabalho utilizaremos estes valores como referéncia.

Ao utilizar a Inicializagdo Global Topografica para refinar as estimativas iniciais,
pode ocorrer de algumas amostras serem excluidas devido ao fato de um dos seus vizinhos
mais proximos possuir o valor de ¢ “excessivamente” menor. Esse fato é ilustrado na Fig.
6, onde temos o grafico de uma funcao ¢ : R — R, e seis pontos amostrais no seu dominio,
a saber: P, Py, P3, Py, P5 e F.
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Figura 6 - Grafico da funcao real ¢.
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Legenda: Os pontos Py, Ps, P3, Py, P5 e Pg sdo os pontos amostrais. O
minimizador global encontra-se entre os pontos Ps e Py.
Fonte: A autora, 2022.

Note que existem cinco bacias de minimos. Além disso, temos ¢ (P») < ¢ (P3)<
O (Ps) < p(Py)< ¢(Ps) < ¢ (P1) ead—t—matriz é dada por

1 - [ -2 -3 —4 —5]
2 — 1 3 4 5
, 3 = | -2 4 1 )
4 —t—matriz = (18)
4 - | -3 =5 =2 6
5 — 4 6 -3 -2
6 — | =5 -4 =3 =2

Assim, se avaliarmos os 4 vizinhos mais proximos, o inico minimizador local de
¢ no 4T —topogra fo serd o ponto P5, que nao se encontra na bacia do minimizador global
da funcao ¢. Dessa forma, selecionando o ponto P, como estimativa inicial para o método
de busca local, sera obtida uma solucao local, mas nao global. Por outro lado, o ponto
P35 que se encontra na bacia do minimizador global serda descartado pois ¢ apresenta um
valor “excessivamente” menor em P,. Para contornar esse problema, no presente trabalho
propomos a Inicializagdo Global Topografica Modificada (MTGO).

Seja N o numero de pontos amostrais viaveis obtidos. Se N > k + 1, entao o
MTGO verifica quais linhas da k —t —matriz apresentam ao menos k — 1 valores positivos.

Os pontos associados a essas linhas sdo chamados de semiminimizadores locais de ¢ no
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k* — topografo e devem ser utilizados como estimativas iniciais para o método de busca
local. Caso contrario, se N =k + 1, entao o MTGO selecionara como estimativas iniciais
os minimizadores locais de ¢ no k* — topografo.

No exemplo ilustrado na Fig. 6, temos N > k + 1 e existem dois semiminimiza-
dores locais de ¢ no 4T —topografo, a saber P, e P3. Logo, tais pontos serao selecionados

pelo MTGO.

Teorema 2: Dada uma quantidade N de pontos amostrais, sejam ny; e ng os niimeros
de minimizadores e semiminimizadores locais de ¢ no k™ — topografo, respectivamente.
Entdo, para essa quantidade N de pontos, temos ny; < ng.
Demonstracdao: Suponhamos n,; > ng. Logo, existe pelo menos um minimizador local
de ¢ no kt — topografo que nao é semiminimizador local de ¢ no k* — topografo, o que
contradiz a definicao de semiminimizador local. Portanto, ny; < ng. [ |
Como consequéncia do Teorema 2, temos que o MTGO permite ainda o uso de
um nimero menor ou igual de pontos amostrais. Tal fato, ¢ fundamental para a solucao
de problemas restritos, cujas restricoes sejam muito rigidas, especialmente problemas
com muitas varidveis e um grande nimero de restrigbes de desigualdades. No exemplo
descrito na Eq. (14) foram utilizados inicialmente N = 22 pontos amostrais. Entretanto,
utilizando o MTGO esse nimero pode ser reduzido para 10 pontos amostrais, resultando

em 6 pontos viaveis listados na Tabela 2.

Tabela 2 - Seis pontos amostrais viaveis gerados pela sequéncia de Sobol,

com os respectivos valores da funcao objetivo ¢.

i P = (5171,1'2) ¢(513'1,$2)
1 (—2; —2) 1161,9

2 (1; 1) 111

3 (2,5; —0,5) 140,056

4 (0,25; 0,25) 229,65

) (—1,25; 1,75) 689,363

6 (—0,875; —0,125) 284,974

Fonte: A autora, 2022.

Analisando a 4 — t — matriz descrita a seguir, vemos que os pontos P, e P3 sao

os semiminimizadores locais de ¢ no 4% — topografo associado aos 6 pontos vidveis.



33

1 = [ -6 4 -5 —2
2 — 4 3 6 5
4 —t — matriz = A (19)
4 - | -2 6 o5 =3
5 — | -6 -4 =2 1
6 — | -4 5 -2 1

De acordo com Henderson et al. (2015), a uniformidade da distribuicdo dos
pontos amostrais no interior do conjunto viavel {2 C R™ é um aspecto importante para
o sucesso do TGO e, portanto, do MTGO. Descrevemos, a seguir, o gerador de amostras

uniformes usado neste trabalho, a chamada sequéncia de Sobol.

2.2 Gerador de Amostras Uniformes

Seja S, o hipercubo unitario dado por S,, = [0, 1] x [0, 1] x ... x [0, 1]. Uma vez
que ¢é sempre possivel obter um hipercubo S C R™ a partir do hipercubo unitéario, entao
podemos discutir o processo usado para gerar 1 pontos em .S5,.

A medida do desvio da uniformidade de uma dada sequéncia de pontos, distri-
buidos dentro de um conjunto de pontos, é chamada de discrepancia. Aqui, é suficiente
considerar a discrepancia de B = { Py, P,, ..., P,} C S,,, onde o j — ésimo componente do
ponto P; € B serd denotado por z;;, de forma que, P, = (x;1, 2, ...,xi,n)T, ver Joe e
Kuo (2003). A discrepancia D,, (B) de B C S, é definida como

Dy (B) = Supy [F (V) = M (V)] (20)

onde V' C S, é o subcubo dado por V' = [0, ¢1] x [0, ¢2] X ... x [0, g»], com ¢; € [0, 1],
j=1,..,n. O termo F, (V) é o ntimero de pontos contidos em B NV divido por 1. Por
sua vez, M (V') é o hipervolume de V', veja Gentle (2003). A sequéncia B ¢é considerada de
baixa discrepancia, se para n suficientemente grande, D, (B) torna-se pequeno. Observe
que a magnitude |F, (V) — M (V)| representa o tamanho relativo da fra¢do de pontos de
S contidos em V.

Para estudar a sequéncia de Sobol, precisamos ver inicialmente o conceito de
polinémio primitivo. Seja Zy = {0, 1} o conjunto (anel) de todas as classes de congruéncia
médulo 2, onde @+ b =a + b e a.b = a.b, com @,b € Zy, veja Shokranian et al. (1999) e
Garcia e Lequain (2012). O conjunto de polinémios com coeficientes em Z,, é denotado

por Zs|z]. Um polinémio p(z) € Zs|z], de grau n, é dito um polindémio irredutivel sobre
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Zs se a decomposigao p(z) = a(z)B(z), com «a(z) e f(z) em Zs|z] , ocorre se, e somente
se a(z) ou B(z) tem grau 7. Neste caso, a(z) ou §(z) tem grau zero. Além disso, se o
menor inteiro positivo n para o qual p(z) divide z" + 1, é dado por n = 2" — 1, entdo p(z)
¢ dito ser um polinémio primitivo.

A sequéncia de Sobol é uma sequéncia com baixa discrepancia, veja Gentle (2003),
em que o componente x;; do ponto F; na sequéncia de Sobol, é dado pela seguinte

expressao:

xi,j = Blvl,j o, 521)27]‘ P 63”3,j I, ceey (21)

onde [y é o £ — ésimo bit da direita para a esquerda, quando i é escrito em binario, ou

seja, i = (...036251),.
Os ntmeros vy, ;, chamados de "ntimeros de direcao’, sao definidos por
ME,j

Vk,j = ok (22)

onde os valores my ; sao inteiros positivos impares menores que 2% Tais valores sao

determinados através da relacao de recorréncia
2 s;j—1 S
My = 200,511, D270 M2, B . B2V Qg 1M1, B2 Mg, BMp—s, j, (23)

com k > s; + 1. Os valores iniciais m; ;,myj, ..., ms, ; podem ser escolhidos livremente
de modo que cada my; satisfaga 0 < my; < 2% para todo k = 1, ..., s;. Os valores
subsequentes Mg, 41,5, My, 42j,. - -, 540 determinados pela férmula dada na Eq. (23).

O simbolo @ denota o operador bit a bit, tal que 10 =0p1=1e1p1 =
0@ 0 = 0. Por sua vez, as constantes aqj, ..., s, 1,; sao os coeficientes do polinémio

primitivo p; (z) € Z [z], dado por
pi(2) =2% + ;2% + a2+ (24)

onde s; é o grau de p; (z). Existem varias tabelas destes polinémios disponiveis na litera-
tura, veja por exemplo Press et al. (1992).

Um cédigo Gray é uma func¢ao G (i) definida nos inteiros nao negativos, de modo
que a representacgao binaria de G (i) e G (i + 1) se diferem em exatamente um bit (GEN-
TLE, 2003). Usando um cédigo Gray particular, Antonov e Saleev (1979) mostraram que

a sequéncia de Sobol na Eq.(21) pode ser escrita na seguinte forma equivalente
xi,j = glvl,j @ ggvgd‘ EB 93’037]‘ @ ceey (25)

onde (...g3g201), € a representacao bindria do cédigo Gray usado por Antonov e Saleev
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(1979) avaliada em 4, dada por

G (i) = (--939291)5 = ---B35251 © ...3433 B2 (26)

Das Eqgs. (25) e (26), a sequéncia de Sobol mostrada na Eq. (21) pode ser gerada

de forma recursiva
Tij = Ti-1,j D Urj, (27)

onde zp; = 0. Na Eq. (27), o nimero r é tal que /3, é o bit zero mais a direita na
representagao binaria de i—1. De acordo com Galanti e Jung (1997), a formula modificada
de Antonov e Sallev (1979), Eq.(27), leva a uma implementagao cerca de 20% mais rapida,
do que a férmula original de Sobol, dada na Eq. (21).

Algumas implementacoes da sequéncia de Sobol estao disponiveis na literatura,
ver Bratley e Fox (1988) e Press et al. (1992). No presente trabalho, vamos utilizar uma
modificagao do cédigo conhecido como Algoritmo 659 (JOE e KUO, 2003). A Fig. 7
mostra os pontos gerados dentro de um quadrado unitario usando o gerador Sobol, onde

foram gerados 100 pontos.

Figura 7 - Pontos gerados a partir da sequéncia Sobol.

Legenda: Os circulos indicam as posigoes dos pontos gerados. Os espagos vazios
na caixa sao pequenos devido a uniformidade da distribuigao.
Fonte: A autora, 2022.

A Fig. 8 mostra os resultados obtidos realizando o mesmo procedimento, mas
agora usando o gerador de nimeros aleatorios "Mersenne Twister”, proposto por Matso-
moto e Nishimura (1998). A sequéncia Sobol fornece os pontos que estdo melhor distri-

buidos na caixa.
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Figura 8 - Pontos gerados a partir do gerador Mersenne Twister.
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Legenda: Os circulos indicam as posigoes dos pontos gerados. Os espagos vazios
na caixa sao grandes devido a distribui¢do ndo uniforme.
Fonte: A autora, 2022.

2.3 Algoritmo MTGO/Busca Local

No Algoritmo 1 constam os principais passos da Inicializacao Global Topografica

Modificada, que visa determinar pontos amostrais adequados no conjunto limitado €2 C
R", dado pela Eq. (10), com QY # ().

Algoritmo 1- MTGO/Busca Local

Passo 1. Utilizando a sequéncia de Sobol, gerar N pontos amostrais no hipercubo S.
Passo 2. Escolher N (< N) pontos vidveis, dentre os N pontos gerados no Passo 1.
Passo 3. Usando esses N pontos, e o parametro k escolhido, obter o conjunto de todos
0s s semiminimizadores locais de ¢ no k™ — topografico.

Passo 4. Utilizar cada semiminimizador 2% como estimativa inicial para o método de
busca local. Obtendo um z*% € Q para cada 2%¢, i =1, ..., s.

Passo 5. Dentre todos 2** € Q, obtidos no Passo 4, selecionar aqueles que solucionam o
problema.
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3 METODOS NUMERICOS PARA O CALCULO DE AUTOVALORES

O célculo dos autovalores de uma matriz ¢ um problema que possui destaque na
Algebra linear, sendo a sua resolucdo necessaria em problemas nas mais diversas dreas
da Fisica, da Quimica, da Biologia, da Engenharia e da Economia (ANTON e RORRES,
2012). Na engenharia, por exemplo, os autovalores podem ser aplicados na resolucao
de sistemas de equagoes diferenciais que descrevem a flexao de uma viga, ou ainda, as
vibragdes de um edificio (LEON, 2011). Na Termodindmica, mais precisamente no es-
tudo dos estados criticos de misturas termodinamicas, os autovalores sao utilizados para
caracterizar os pontos multicriticos de uma mistura multicomponente, ver Henderson et
al. (2013). Na teoria dos ntimeros, os autovalores podem ser utilizados para obter uma
formula fechada para a sequéncia de Fibonacci, que por sua vez pode ser empregada no
estudo do crescimento de plantas (POOLE, 2011).

Assim, em vista do amplo campo de aplicagdes dos autovalores, faz-se necessério
o estudo adequado de tal problema. Em geral, para solucionar o problema de autovalor,
recorre-se aos métodos numeéricos, cujas caracteristicas dependem da abordagem utilizada.
Nesse contexto, varios trabalhos ja foram desenvolvidos com o objetivo de elaborar e es-
tudar métodos numéricos eficientes, ver Francis (1961), Wilkinson (1965), Parlett (1980),
Saad (1992), Gander (2008), Watkins (2010) e Burden; Faires e Burden (2015).

No presente trabalho, utilizaremos o MTGO para obter estimativas iniciais ade-
quadas para um método de busca local, baseado no método de Newton, que sera empre-

gado no calculo de autovalores de matrizes reais simétricas.

3.1 Descrigao do problema de autovalores

Seja A € C"™™ a matriz, na base candnica, do operador linear complexo A : C" —
C", onde C™ é o espaco das listas v = (21, ..., z,) de n nimeros complexos (LIMA, 2014).

Um vetor v # 0 em C" chama-se um autovetor da matriz A quando existe A € C tal que
Av = . (28)

O nimero A € C, por sua vez, chama-se autovalor da matriz A quando existe um vetor nao
nulo v € C” tal que Av = A\v. Diz-se entao que o autovalor A corresponde ao autovetor v
e, vice-versa, que o autovetor v também corresponde ao autovalor A (LIMA, 2014).

Pela Eq. (28) temos que

Av— v =(A—-A,)v =0, (29)
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onde I, € C™*" é a matriz identidade de ordem n. Assim, o nimero complexo A é um
autovalor de A se, e somente se, existe v # 0 em C" tal que a Eq. (29) é satisfeita. De
acordo com Hoffman e Kunze (1971), (A — AI,) v = 0 se, e somente se, det (A — AI,,) = 0,
onde det (A — A\I,,) é um polinémio de grau n em \. Esse polinémio, indicado por pa ()
é chamado de polindmio caracteristico da matriz A e as raizes complexas da equagao
pa (A) = 0 sdo chamadas de raizes caracteristicas e coincidem com os autovalores de A.
O conjunto dos autovalores de A, denotado por sp (A), é chamado de espectro de A.
Lembre-se que existe uma relagao bijetiva entre os nimeros complexos z = a+bi €
C e os pares ordenados (a, b). Assim, o nimero complexo z € sp (A) pode ser representado
geometricamente por um ponto no plano de Argand-Gauss, ver Evans (2006). Esse fato
nos permite definir os chamados circulos de Gerschgorin (GERSCHGORIN, 1931). Tais

circulos, denotados por R;, possuem centro a; e raio r;, e sao dados por

Ry ={z€C|lz —au| <ri} (30)
onde
ri=y_ llagll,i=1,....n. (31)
=1
j#i
Aqui, ||.|| é a norma do ntimero complexo.

O teorema a seguir nos permite restringir a localizagao dos autovalores de uma
matriz num circulo contido no plano de Argand-Gauss (GERSCHGORIN, 1931).

Teorema 3: Dada a matriz A € C"*", o conjunto sp (A) estd contido na reuniao R; U
...UR, dos circulos R; descritos na Eq. (30).

Demonstragdo: Ver Wilkinson (1965).

Corolario 1: Seja r o valor maximo das somas r;+ ||a;;|| , 4 = 1,..., n. Entdo, o conjunto
sp (A) esta contido no circulo R de raio r e centro na origem do plano Argand-Gauss.
Demonstragao: Pela defini¢do de R temos que R; C R, i =1,..., n. Portanto, R; U
...UR, C R. Logo, pelo Teorema 3 temos que sp(A) C R. B

Consideremos, por exemplo, a matriz A dada por

34+4i 1 2
) 3 2 |. (32)
1 -1 1—3

A

Os autovalores dessa matriz sao A\; = 3, 57678+ 3,07323i, Ay = 1,76413+1, 23042
e A3 = 1,65909 — 1,30363i. Pela Eq. (31) temos ; = 3, ro = 4 e r3 = 2. Nesse caso,

r=r+ ||a11|| = 8.
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Na Fig. 9, temos os circulos R;, Ry e R3 para a matriz A. Observa-se que
Ry U Ry U R3 C R, o que implica em Aj, Ay, A3 € R. Tal resultado esta em concordéancia

com o Corolario 1.

Figura 9 - Circulos de Gerschgorin para a matriz A.

Legenda: O circulo Ry (em amarelo) tem raio r; = 3 e centro a1; = (3,4). O circulo
Ry (em azul) tem raio ro = 4 e centro ass = (3,0). O circulo Rz (em verde) tem
raio 3 = 2 e centro azz = (1, —1). O circulo R (em vermelho) tem centro na origem
e raio r = 8. Os autovalores A1, Ao e A3 sdo representados pelas cruzes vermelhas.
Fonte: A autora, 2022.

Para solucionar o problema descrito na Eq. (28), existe uma ampla variedade de
métodos, cujas caracteristicas dependem da abordagem utilizada. O mais antigo desses
métodos remonta ao trabalho de Jacobi em meados do século XIX, que utilizando uma
sequéncia de rotagoes planas busca reduzir uma matriz simétrica real a forma diagonal.
Entretanto, por se tratar de um problema essencialmente mais complicado do que resolver
sistemas lineares, foi somente por volta de 1950 que, impulsionado pelo surgimento do
computador eletrénico, houve um desenvolvimento altamente significativo de métodos
numéricos para calcular os autovalores de matrizes (GOLUB e VORST, 2000).

De acordo com Golub e Vorst (2000), o método mais simples para obter auto-
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valores e autovetores ¢ o Método da Poténcia. Tal técnica iterativa busca determinar o
autovalor dominante da matriz, ou seja, o autovalor com o maior médulo. Uma vez obtido
o autovalor dominante, utiliza-se as técnicas de deflagdo para a obtencao das aproximacgoes
dos outros autovalores. Uma caracteristica ttil nesse método é que ele produz o autovalor
e um autovetor associado. Por esse motivo, por vezes esse método é empregado para
determinar um autovetor para um autovalor determinado por outro método. Entretanto,
o Método da Poténcia tem a desvantagem de que nao se sabe, no inicio, se a matriz tem
ou nao um autovalor dominante. Além disso, o processo de deflagao é suscetivel a erros
de arredondamento (BURDEN; FAIRES; BURDEN, 2015).

Alguns dos métodos para o calculo de autovalores, utilizam transformagdes ma-
triciais, que permitem obter a cada iteragao uma nova matriz semelhante a matriz original
A, ou seja, a cada iteracdo é obtida uma nova matriz mais simples (varios elementos nulos)
e que possui os mesmos autovalores de A. Apds um nimero finito de iteragoes, obtém-se
uma matriz cujos elementos da diagonal principal sao aproximagoes dos autovalores da
matriz A.

Dentre os métodos que utilizam essa abordagem, um dos métodos mais conhecidos
é dado pelo Algoritmo QR (GOLUB e LOAN, 1996). De acordo Burden; Faires e Burden
(2015), o primeiro passo ao aplicar o método QR, é transformar a matriz inicial A numa
matriz semelhante na forma de Hessemberg superior. Particularmente, se a matriz A
é simétrica, entdo a matriz transformada serd tridiagonal. Feita tal transformacao, o
método QR decompde a matriz A = A; no produto A; = Q1 R, onde ()7 é uma matriz
ortogonal (QTQ, = I,) e Ry é uma matriz triangular superior. Em seguida, o processo
de decomposicao é aplicado a matriz Ay = R, resultando na matriz Ay = Q2 Rs.
Continuando com esse processo, temos que a sequéncia {A}, com Ay = Ry 1Qx—1 =
Qx Ry, converge para uma matriz triangular superior cujos elementos da diagonal principal
sdo os autovalores da matriz A (POOLE, 2011).

Outra abordagem para o problema (28), consiste em obter as raizes do polindémio
caracteristico p4 (\) associado a matriz A . Entretanto, os zeros do polinémio podem ser
muito sensiveis a pequenas mudancas nos seus coeficientes, ou seja, o problema de determi-
nar os autovalores de uma matriz A utilizando os coeficientes do polinémio caracteristico
pa (M) é mal condicionado (WILKINSON, 1994).

Para contornar essa dificuldade, uma alternativa é calcular os zeros de py (M),
sem representar explicitamente os coeficientes. Algoritmos desse tipo sao estaveis, no
entanto, muitas vezes necessitam de um grande esforco computacional, principalmente no
caso de matrizes de maior dimensao, devido o calculo de determinantes. Por outro lado,
o avanc¢o da tecnologia e o desenvolvimento de processadores modernos, permite o uso
de tais métodos. Além disso, através de operagoes elementares é possivel obter matrizes
mais simples para o calculo do determinante (ANTON e RORRES, 2012).

No presente trabalho, vamos calcular os autovalores de uma matriz simétrica
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A € R™™ utilizando o polinémio caracteristico sem representar explicitamente os seus
coeficientes. Nesse caso, as raizes caracteristicas do polindémio p4 (A) sdo valores reais.

Com efeito, suponhamos que A seja um autovalor de A com autovetor correspondente

a; + bl?,

a2+bQi
V= .

£ 0. (33)
an + byt

Pela definicao de autovalor temos,

Av = Av = Av = \v = A1, (34)
onde ¥ é o conjugado de v e A é a matriz conjugada de A, ou seja, @;; = @;;, com
ih,j=1,..., n.

Além disso, como a matriz A é simétrica, obtemos:

7 A=70"AT = (40)" = (X@)T =’ (35)
Logo,
A (@Tv> =77 (W) =77 (Av) = (4v)" v = (UTA> v = (X@T) v=2A\ (@Tv) , (36)
ou seja,

(A=X) (") =0. (37)

Como 77w # 0, temos A — A = 0 < X\ = \. Portanto, A é um nimero real. Observe que
nesse caso, o circulo R descrito no Corolério 1, é reduzido a um intervalo nos reais.

A seguir, passamos a descrever a metodologia aqui empregada para o calculo dos
autovalores de matrizes reais simétricas. Visando simplificar o calculo do determinante,
o primeiro passo é transformar a matriz A em uma matriz semelhante mais simples.
Tal transformacao sera feita utilizando o método desenvolvido por Alston Householder

(BURDEN; FAIRES e BURDEN, 2015).
3.2 Meétodo de Householder

O método Householder aplicado a uma matriz A resulta em uma matriz A Hes-

senberger superior semelhante a matriz A. No caso particular de A ser simétrica, a matriz
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A é tridiagonal. Note que se A € R?*2 entao A = A. Para melhor compreensao deste
método precisamos definir o que é a transformacao de Householder, também conhecida

como Refletor de Householder (POOLE, 2011).

3.2.1 Transformagao de Householder

A transformacao de Householder H : R® — R” faz corresponder a cada = € R”
o vetor Hx € R", que ¢é a reflexdo de z em torno do hiperplano {w}l perpendicular a w,

T

onde w € R™ é tal que ||w||* = wTw = 1. A matriz H € R™" da transformacio H, na

base canonica do R", é dada por
H =1, - 2ww’. (38)
Logo, para z € R™ temos
Hr = (I, —2wwh)z = v — 2ww’z = 2z — 2(w' 2)w, (39)

onde Pr = (w'z)w é a projegao ortogonal de z em w (GOLUB e LOAN, 1996). Note
que ||Hz|| = ||z||, ou seja, a transformacao de Householder preserva a norma.

Suponhamos que T = x + ¢ € R" é uma aproximacao do vetor x € R". Se
€ € R" é o erro cometido nessa aproximacao, temos que HTt = Hx + He, onde o erro
He cometido na aproximagao do vetor Hx por HZ, é tal que ||He| = ||€||. Isso indica
que a transformacao de Householder é estavel em relagdo ao aumento de tamanho do erro
(HANSEN, 1990).

Observe que a matriz H € R™" é simétrica e ortogonal. De fato, pela definicao
de H temos

HT = (I, - 200")" = I, =2 (") 0’ = I - 200" = H, (40)
ou seja, H é simétrica. Por outro lado,
HH" = HH = (I, — 2ww") (I, = 2ww”) = I, = H™' = H", (41)

isto é, H é ortogonal. Na Fig. 10 temos uma ilustracao da transformacgao de Householder.
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Figura 10 - Transformacao de Householder

Legenda: Hzx é a reflexdo de x em torno do hiperplano {w}J‘, representado pela linha
tracejada vermelha. O vetor Pz é a projecio ortogonal de z em w, onde w”w =1
Fonte: A autora, 2022.

3.2.2  Algoritmo de Householder

No caso da matriz A ser simétrica, as transformacoes H podem ser utilizadas
para zerar, de modo estavel em relagdo ao erro de arredondamento, blocos de elementos
nas colunas de A de tal modo que ao fim de n — 2 passos, obtém-se uma matriz simétrica
tridiagonal semelhante a A (BURDEN; FAIRES e BURDEN, 2015).

De acordo com Burden; Faires e Burden (2015), o primeiro passo é determinar a
matriz HO = I, - 20 (w®)", com (w®)" w® =1, tal que A? = HVAHD ¢ uma

matriz cujos elementos aﬁ) = ayy, aﬁ) =0,7j=3,..., n. Note que H ¢é a matriz da
transformacao de Holseholder H™". Portanto, por simetria temos ag) =0,7=3,..., n.

)

Se w? = 0, temos que aﬁ) = ay;. Assim, a matriz H") deve satisfazer a igualdade
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a1 i
21 «
HY | az | =| 0 |, a€R. (42)
L a’?’bl - L 0 B

Seja H : Rl 5 Rl g transformacao de Householder, cuja matriz H e

- T
Rr—1xn-1 & dada por H = I, | — 2@@T’ onde 0 = [ wgl) wél) wél) c R 1,
T
Definindo y = [ (o1 A31 ... Qp } € R"1 a Eq. (42) pode ser reescrita como
r - [ a1 ]
aii
. AR T
a
H(l) asq = | ...... = 0 y (43)
Qp
L %nl | 0
com
[ a1 —27“21]51) ]
anr — 2D @
31 T3 0
Hj= (I —200")g=75-2(a"g) d=| an—2rw’ |=| |, (44)
0
| ap — 2rwl) |

onde r = w'7. Portanto,

2rw§1) = a9 — (45)

2rw§1) = aj;, para cada j = 3,4,...,n. (46)
(1)
J

determinar r e a. Isso pode ser feito elevando ao quadrado ambos os lados das Eqgs. (45)

Para obter os valores w;”’, 7 = 2, ..., n, utilizando as Eqgs. (45) e (46) é necessario

e (46) e somando membro a membro, de onde resulta

4y (w§1))2 = (a9 — @)* + > a?l = o’ — 2009 + Y a?l. (47)
j=2

Jj=3 Jj=2
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2 T
Note que Y7, (wﬁ”) = 1, pois (w(1)> w® =1ewl =0. Além disso, da

ortogonalidade de H temos
o \T s~ n
o’ = (Hy) (Hj)=§"H' Hj=5"5=3 a’. (48)
=2
Assim, podemos reescrever a Eq. (47) como

2r7 =Y a?l — Qa9 . (49)

i=2

Observe que 2r* = o (a — as;). Logo, 2r2 = 0 se, e somente se, & = 0 ou a — ag; = 0.

De acordo com Burden; Faires e Burden (2015), para garantir que 2r* = 0 somente

se (o1 = ag; = ... = a,; = 0, deve-se escolher
n
o = —sinal (az1) | > a2 (50)
j=2
Assim, se ag; = a3 = ... =ap =0, entdor =0e A® = A.

T
Em resumo, para encontrar a matriz HY = I,, — 2w® (w(l)) , deve-se obter «

conforme a Eq. (50). O vetor w™") € R" é entao definido por

0
o1 — X

asy
W= 51
v 2r aq41 ’ ( )

L anl -
onde
1

r=1/3 (a2 — aagy). (52)

T
De modo andlogo, as matrizes H® = I,, — 2w®) (w(k)) ,k=2,3,..n—2, podem

ser obtidas definindo wgk) =..= w](f) =0,

(k)

(k) Ay — &
_ 53
wk+1 27,, ? ( )
€
alk)
wh) = 2% k42 k43, .0, (54)

J 2r



onde r = \/% (02 — aayi1x) €

1
o = —sinal (aé?17k) . ( Zn: (aﬁ))?) .

j=k+1

Dessa forma, obtém-se a matriz simétrica e tridiagonal A™~1) dada por

A=Y — g=2g0=3)  gOAg®  gO=3) gn-2)

com A*+D = H*) A®) ) (BURDEN; FAIRES e BURDEN, 2015).
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(56)

O Algoritmo 2 apresentado a seguir, descreve os passos do método de Householder

para matrizes simétricas.

Algoritmo 2- Método de Householder

Dados: k=1, A®) = A ¢ R,
Enquanto k < n — 2, faga.
P _\n (k))2
asso 1. ¢ =230 (%’k) .
Passo 2. Se aﬁffrl’k =0, entao a = —,/q.

Caso contrario, faca

CL
k
o = \/_ +1 K .
D)
Akt1.k

- (k) -
Passo 3. Faca 7 = o® — aqy,, ;, onde r = /T/2
~ (k) (k)
Passo 4. Facav; =0, j =1,k o1 = apq, —e vy =ay, j=k+2,.

Passo 5. Para j =k, k+1,...,n faca

= (7) 2

i=k+1

Passo 6. Faga o = 371", 1 viu;
Passo 7. Para j =k, k+1,...,n faca z; = u; — (%) (U
Passo 8. Paral=k+ 1,k + 2,...,n — 1 execute os Passos 9 e 10.

Passo 9. Para j=[1+1,...n fa(;a a( Y a;’;) — Uz — vy e aSH) = a;]fl)
Passo 10. Faca a;lﬂ) = agl) — 2uy2.

Passo 11. Faca a( R a:f,i — 20,2,

Passo 12. Para j =k + 2,...,n faca a< = <k+1> =0.

Passo 13. Faca a;cill)k ;ﬁlk — U412k € a;c,,:rl = ;’iﬁk

Fim

Retornar a matriz A=Y simétrica, tridiagonal e semelhante a A.
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1
2r

Note que pelo passo 4 do Algoritmo 2, temos w = ( ) v = %v. Logo,

1 1 1

Assim, utilizando a Eq. (57), vé-se que nos Passos 6 e 7, temos

1
I U T (k)
p=viu= v A%y (58)
e
1 1 1
Z=EuU— viuw = u — wwTu = ~A®w — wwT =AWy, (59)
r r r

Portanto, a matriz A®*Y dos Passos 9-13 pode ser escrita como
ARHD — AR _ 2T T = (]n - 2wa) AWK (In — waT> : (60)

De acordo com Burden; Faires e Burden (2015), para aplicar o Algoritmo 2 a

uma matriz A € R™*"™ arbitraria, as seguintes modificagdes devem ser feitas:

i) No Passo 5, para faga

1 L k 1 L k
= () £ dten= () £ b

i=k+1 i=k+1

ii) No Passo 7, para j = 1,2,...,n faga z; = u; — (%) ;.

iii) No Passo 8, para l = k + 1,k + 2, ..., n execute os Passos 9 e 10.

B+1) (K (B+1) (k)

iv) No Passo 9, para j = 1,2,....k faca a;; ~ =ay —wvzjeaqa; =a; —uy;.

(k+1) (k)

v) No Passo 10, para j =k +1,...,n faca a;; ~ = a; —viz; — vy

Obtida a matriz A, o préximo passo é calcular os autovalores. Para isso, vamos
utilizar um método de busca local baseado no método de Newton para solucao de sistemas
de equagoes nao lineares. Por esse motivo, antes de descrever a metodologia aqui utilizada,

vamos revisar o método de Newton.



48

3.3 Método de Newton

O método de Newton classico é introduzido para o problema de se determinar
um y € 2 C R”, tal que

F(y) =0, (61)

onde F :  C R"™ — R” é uma aplicacao diferencidavel no R", ver Ismailov e Solodov
(2007) e Luenberger (1984).
Seja y* € ), uma aproximacio de alguma solugao y* da Eq. (61). Em torno de

y* podemos aproximar F' pela sua linearizacdo, obtendo
F(y*) + Jr(y") (" =) = 0. (62)

A Eq. (62) é chamada de iteracdo do método de Newton. Definindo dj, = y*** —y*, temos
y**1 = y* + dj,, onde o vetor dj, é chamado de direcdo de Newton. O ponto y**! é obtido
tomando um passo unitario na direcdo de Newton, partindo de y*.

A seguir, é descrito o algoritmo do método de Newton.

Algoritmo 3- Método de Newton

Dados: 3° € Q, k = 0.

Passo 1. Calcular y**! € Q utilizando a féormula descrita na Eq. (62).
Passo 2. Se o critério de parada foi satisfeito. Pare.

Passo 3. Caso contrario faca k = k + 1 e retorne ao Passo 1.

Suponhamos que F': R"— R" é diferenciavel em uma vizinhanca de y* € {2, com
derivada continua neste ponto e det (Jg (y*)) # 0. Entdo, para qualquer ponto inicial
y" € Q suficientemente préximo a y*, o método de Newton descrito no Algoritmo 3, gera,
uma sequéncia {yk} bem definida que converge para y* (ISMAILOV e SOLODOV, 2007).

Definindo F' : R C R—R como F (\) = pz()), podemos utilizar o método de
Newton para calcular as raizes caracteristicas do polindémio px(\), ou seja, para calcular
os valores A* € R C R tais que pz (\) =0, onde R C R ¢é o intervalo definido conforme o
Corolario 1.

Nesse caso, a iteracao de Newton é dada por

pz(xc) H&(Mﬁ) AT A =0, k=0,1,..., (63)
ou ainda,
)\k-f—l — )\k _ Pz (Ak>’ k= 0, 1’ (64)
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Pelo que vimos anteriormente, se A\’ € R é uma estimativa inicial suficientemente
proxima a \*, a sequéncia {)\k} gerada pelo método de Newton converge para \*. Note que
se pz (A) possui n raizes caracteristicas distintas, serdo necessarias no minimo, n estimati-
vas iniciais, pois ao aplicar sucessivamente o método de Newton com essas n estimativas,
pode-se obter raizes ja calculadas, ou seja, o método pode nao convergir para algumas
raizes, enquanto outras podem ser obtidas mais de uma vez. Nesse contexto, o Método

de Newton-Maehly, que sera apresentado a seguir, busca contornar essa dificuldade.
3.4 Meétodo de Newton-Maehly

Suponhamos que ja foram computados m autovalores A\;, Ao, ..., \,,. Nesse caso,
as raizes restantes de pz(\) correspondem as raizes do polinémio deflacionado de grau

n —m, dado por

pa(A)

A=A =A2) ... (A=)’ (65)

Pn-m (A) =

Assim, para evitar a avaliacdo dos zeros ja calculados, podemos aplicar a iteracao
de Newton ao polinémio p,_,, (A) (GANDER, 2008), ou seja,

k
AL gk M (66)
Ph—m (A")
A derivada de p,_,, (A) em relagdo a A é dada por
(N px(A
P (V) = 2 - A, (67)

A=) - (A=2n) (A=) ... (A=)

onde r : R—R é dada por

() =i [ M o- m] | (68)

i=Li#j

Assim, a Eq. (67) pode ser reescrita como

Prn—m -

/ - (M) rad) -
()\)_()\—)\1)?4-'()\_/\7") ()\—)\1>f4..()\_)\m)z

1
(A=)

j=1
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Pelas Egs. (65), (66) e (69), temos:

AL — b P ()‘k) — : (70)
R
ou ainda,
N ];Eig T @ | "
A [1 — PQ(A'“)' jgl ()\k)\])]

A Eq. (71) é chamada de iteragdo de Newton-Maehly (STOER e BULIRSCH,
1993), que encontra uma nova raiz A, suprimindo as m raizes ji computadas. Esse
método pode ser aplicado na determinacao dos zeros de uma funcao diferenciavel f : R —
R qualquer.

Uma grande vantagem do método Newton-Maehly é a convergéncia (local) qua-
dratica para A\,.1. Além disso, o célculo de \,,.1 nao é sensivel aos erros incorridos no
calculo das raizes anteriores (STOER e BULIRSCH, 1993).

Note que, na Eq. (71), deve-se obter o valor do polindmio caracteristico e da
sua derivada em um determinado ponto A\*. Entretanto, conforme foi dito anteriormente,
nao vamos calcular de forma explicita os coeficientes de p7. Em vez disso, vamos avaliar

de forma implicita o valor de pz em A* utilizando para isso a chamada fatoracio LU
(GANDER, 2008).

3.5 Fatoragao LU

Considere a transformacéo linear My : R — R” cuja matriz M), € R"*™, na base

canonica, ¢ dada por

1 0O 0 --- 0
o ... 1 0O --- 0

My =1, —Tej = , (72)
0 ~Tpp1 1 - 0
o - -7, 0 --- 1

onde e, € R™ é o k-ésimo vetor da base canonica do R" e 7 € R™ é um vetor cujos

primeiros k componentes sao zeros e 7; = x;/xy, t = k+ 1, ..., n (GOLUB e LOAN,
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1996). Observe que a matriz My, definida na Eq. (72), é invertivel com M) = M;'. Além

disso, para z € R" temos

_]. 0 0 O— [ I ] _(L’l—
0 ... 1 0 --- 0
Myx = S R e (73)
0 ~Tgt1 1 - 0 Tht1 0
0 oo =1 0 - 1| | @ 0

ou seja, a transformacao M, aplicada no vetor z tem por funcio zerar os componentes ;,
i=k+1,...,n.

Por praticidade, vamos adotar as seguintes notagoes: C' (a : b, ¢ : w) indica a ma-
triz cujos elementos sao ¢, 1t = a, ..., be j =¢q, ..., w,com 1 < a < b<ne
1 <gqg<w<n. Sea=Db, temos a matriz linha C (a,q : w). Por sua vez, 7 (r : s), denota
o vetor cujos componentes sao os elementos 7;, ¢ =1, ..., s, com 1 <r < s <n.

Assim, dada uma matriz C' € R™*", o produto matricial M;C é tal que
MC = (I, —7e}) C =1, =7 (efC) = C = 7C (k,1:n). (74)

Note que no produto M;C', somente C' (k+1:n,1:n) é modificada. Portanto, a atuali-

zacao C' = MyC pode ser feita linha por linha utilizando a férmula
C,1:n)=C(i,1:n)—7C(k,1:n),i=k+1,...,n. (75)

Suponhamos que existam matrizes My,. .., M, _; tais que M,_1 M, _o. . ... M,C =

U, é triangular superior. A matriz U pode ser obtida utilizando o seguinte algoritmo.

Algoritmo 4- Eliminacao de Gauss - Célculo da matriz U.

Dados: k=1, C* = C € RV,
Enquanto (C’k (k, k) # 0) e (k<n-—1), faca

C* 1 (k,1:n)=C*(k,1:n)
T(k+1:n)=CF(k+1:nk)/C*(k k)
Chlk+1:n1:n)=C*k+1:n,1:n)—7(k+1:n)C*(k,1:n)
E=k+1

Fim

Faca U = C™.
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Observe que no Algoritmo 4, as matrizes M) sao dadas por

1 ... 0 0 --- 0
0 --- 1 0 --- 0 (76)
Ck(k+1,k) :
— oo 1 --- 0
C*(n,k)
|0 —Tmn Y 1]

Nesse caso, faz-se necessario que os elementos C* (k, k), chamados de pivos, sejam verifi-
cados para evitar uma divisao por zero.

Definindo L = M "Myt ... M|, temos que

n—1»
C=LU, (77)

onde L é uma matriz triangular inferior cujos elementos da diagonal principal sdao iguais
al

1 0 ---0
ly 1 --- 0
L=|" (78)
: .0
lnl ln2 -1

A decomposigao descrita na Eq. (77) é chamada de fatoracao LU, ver Golub e
Loan (1996). Em resumo, dada uma matriz C' € R"*", dizemos que as matrizes L e U

formam uma decomposicao LU para a matriz C' se:
i) L e U sao matrizes quadradas e C' = LU.
ii) U é uma matriz triangular superior.

iii) L é uma matriz triangular inferior com os elementos da diagonal principal iguais a

1.

O teorema a seguir estabelece uma condigao suficiente (mas nao necesséria) para

a existéncia e unicidade da decomposicao LU.

Teorema 4: Seja C, = C(1:k,1:k), k =1,...,n— 1. A matriz C € R™" possui
fatoragao LU se det (Cy) # 0. Se além disso ocorrer det(C') # 0, entao tal fatoracao é
tnica e det(C) = uyy -+ - Upp.-

Demonstragdo: Ver Golub e Loan (1996).
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Note que a exigéncia C* (k, k) # 0 na Eq. (76), nem sempre pode ser satisfeita,
violando assim as condigoes do Teorema 4. Além disso, o calculo dos valores 7 (k + 1 : n)
na k-ésima iteracao do Algoritmo 4, pode apresentar instabilidade numérica se o valor
C* (k, k) estiver muito préximo de zero (RUGGIERO e LOPES, 2000). Para contornar
essas dificuldades, deve-se adotar uma estratégia de pivotemanento, que consiste num
processo para a escolha adequada do pivo em cada iteracao.

Aqui, utilizaremos a estratégia do pivoteamento parcial que consiste em:

i) A cada iteracdo, escolher para pivo o elemento C* (i, k) de maior médulo, onde
1=k, k+1,...,n.

ii) Se i # k, entdo deve-se permutar as linhas k e i da matriz C*.

A priori, ndo se sabe quais sdo (nem mesmo se serdo necessarias) as transposigoes
de linhas durante o processo de Elimina¢ao de Gauss de uma matriz C'. Entretanto, depois
de efetuado o processo, dispomos da relacao de todas as transposigoes feitas. Efetuando,
na mesma ordem em que foram feitas, todas essas transposi¢oes nas linhas da matriz iden-
tidade, obtemos uma matriz M € R™*", chamada de matriz de permutacao. O produto
MC corresponde a efetuar sobre a matriz C', antecipadamente, todas as transposicoes de
linhas que seriam necessarias durante o escalonamento (LIMA, 2014). Portanto a matriz
MC' pode ser escrita na forma LU, ou seja, MC' = LU.

Utilizando a Eliminacdo de Gauss com pivoteamento parcial para decompor a
matriz C = A — \I,,, obtém-se

M(N)C(N) = LINU(N), (79)

onde M(\) é uma matriz de permutagao, L(A) é uma matriz triangular inferior, e U(\) é
uma matriz triangular superior (GANDER, 2008). Pelas propriedades de determinantes

temos,
det M(\) - det C(N\) = det L(\) - det U(N) = w11 - Uz - - . . * Upp, (80)

com det L(A\) =1 e det M(\) = £1. Portanto, o polinémio pz(\) é dado por
px(A) = det C(A) = £1 [ w;;(N). (81)
j=1

O Algoritmo 5, descrito a seguir, detalha o calculo de px(A) utilizando a Elimi-

nacao de Gauss com pivoteamento parcial.
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Algoritmo 5- Calculo de pz()).

Dados: k=1,C*=C e R™™ >0, f =1.

Enquanto £ <n —1

Passo 1. Faca ¢4, = maior dos valores ’Ck (k:n, k)‘ € mae @ linha correspondente ao
maior valor.

Se Cmax = 0, faga pz(A\) = f = 0. FIM

Passo 2. Se i,,,, # k entao

Faca a transposicao das linhas 4,4, € k da matriz C*.

Defina f = —f.
Passo 3. Calcule f = f.C* (k, k).
Passo 4.

T(k+1:n)=CF(k+1:nk)/C*(k k)
CHlk+1:nk+1:n)=C*k+1:nk+1:n)—7(k+1:n)CFk k+1:n)

Passo 5. k=k+1
Fim

Faca pz(\) = f = f.C" (n,n).

No método Newton-Maehly, apresentado na subsecao 3.4, faz-se necessario o cal-
culo ndo somente de pz(A) mas também de sua derivada pZ()). Para essa tarefa, no
presente trabalho utilizamos a Diferenciacao Algoritmica, também chamada de Diferenci-
acao Automatica que calcula a derivada de uma funcgao a partir de uma série de operacoes
elementares (GANDER, 2008).

3.6 Diferenciagao Algoritmica

A derivada de pz(\) pode ser calculada utilizando a férmula de Jacobi
Pa(A) = det (C' (V) tr (C7H (M) C' (V) - (82)

Entretanto, o uso dessa férmula exige o célculo da matriz inversa de C' (\) a cada avaliagao
de p’x()), o que incorre em um expressivo custo computacional (GANDER, 2008).

Por outro lado, utilizando a Eq. (81), temos que a derivada de pz(A) é dada por
pr(A) = £1 [uf; (N).uxw(N). ... Unn(A) + ..o+ ugr (V) uge (). . ... ul,, (N)], (83)

ou ainda,
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) = £1 Y (), (5

Nesse caso, para determinar p’(\) utilizando a Eq. (85), faz-se necessario calcular
as derivadas w};, dos elementos da diagonal de U(A). Entretanto, obter uma férmula
explicita para essa expressao nao é possivel.

Visando contornar as dificuldades apresentadas para o calculo de p’z(/\), vamos
recorrer ao procedimento de Diferenciagao Algoritmica (GANDER, 2008), que aplica as
regras de derivagdo (produto e quociente) em cada passo do Algoritmo 5. Tal procedi-

mento ¢ descrito no Algoritmo 6.

Algoritmo 6- Célculo de pz(A) e p(A) - Diferenciagao Algoritmica.

Dados: k=1,Ctk=C e R Csk =" (\) = -1, e R f =1, fs = 0.

Enquanto £ <n —1

Passo 1. Faga ¢, = maior dos valores ‘C’k (k :n, k)‘ € Imar @ linha correspondente ao
maior valor.

Se Cmaz = 0, faca pz(A) = f =0 e p(N) = fs = 1. FIM

Passo 2. Se i,,,, # k entao

Faca a transposicdo das linhas i,,.; € k das matrizes C* e Cs*.

Defina fs=—fse f=—f.

Passo 3. Calcule fs = fs.C* (k,k) + f.Cs* (k,k) e f = f.C* (k. k).

Passo 4.

Cs*(k+1:n,k)C*(k k) —C*(k+1:n,k)Cs* (k, k)

ts(k+1:n)= Ck (k, k) .C* (k, k)

T(k+1:n)=C*(k+1:nk)/C*(kk)
CsP 'V (k+1:nk+1:n)=Cs*(k+1:nk+1:n)—7s(k+1:n)C*(k,k+1:n)
—7(k+1:n)Cs*(k,k+1:n)
Cktlk+1:nk+1:n)=C*k+1:nk+1:n)—7(k+1:n)C*(k;k+1:n)
Passo 5. k=k+1
Fim

Faga p:(\) = fs = fs.C" (n,n) + f.Cs" (n,n) e pz(A) = f = f.C" (n,n).

O Algoritmo 6 pode ser utilizado em cada iteragdo do método Newton-Maehly
para determinar a direcao de Newton d = ?EX = % Entretanto, para matrizes
Py

maiores, existe o risco de overflows (GANDER, 2008). Tal problema pode ser contor-

nado empregando-se o logaritmo complexo de pz(\). Assim, em lugar de computar
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f = f.C*(k, k), deve-se obter

Lf =1f +log (c’f (k, k:)) : (86)

onde [ f indica o log (f).
Note que,

d

el \) =

Ty log (2 (A)) N (87)
ou seja, fs = log (px (N)) é o inverso da dire¢do d. Além disso, temos

lfs=1fs+ (88)

O Algoritmo 7, descrito a seguir, utiliza as Eqgs. (86) e (88) para calcular a dire¢ao
d utilizada pelo método Newton-Maehly.

Algoritmo 7- Célculo de d = pf&;
A

Dados: k=1,CF=C e R Csh =C"(\) = —I, e R™" [ fs = 0.
Enquanto £ <n —1

Passo 1. Faga ¢, = maior dos valores ‘C’k (k:n, k)‘ € Imaz @ linha correspondente ao
maior valor.
Se Cpar = 0, faca d = 0. FIM
Passo 2. Se i,,,, # k entao
Faca a transposicdo das linhas i,,., € k das matrizes C* e Cs*.

kk
Passo 3. Calcule Ifs = Ifs + SrED.
Passo 4.
Cs*(k+1:n,k)C*(k, k) —C*(k+1:n,k)Cs" (k, k)

CF (k,k).C* (k, k)

7s(k+1:n)=

7(k+1:n)=C*(k+1:nk)/C* (k k)

CsP M (k+1:nk+1:n)=Cs*(k+1:nk+1:n)—71s(k+1:n)C*(k,k+1:n)
—7(k+1:n)Cs*(k,k+1:n)

C*" ' (k+1:nk+1:n)=C"k+1:nk+1:n)—7(k+1:n)C"(k,k+1:n)
Passo 5. k=k+1
Fim
Fa(;alfSZZfs—I—% ((

n) 1
)ed—lTs

Para utilizar o método Newton-Maehly é necessario o uso de pontos iniciais ade-

quados. Nesse contexto, o uso do MTGO ainda nao é possivel, pois conforme descrito no
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Capitulo 2, o MTGO seleciona pontos amostrais na bacia dos minimos de uma funcao
objetivo ¢, ou seja, pontos que estejam suficientemente préximos dos minimizadores de ¢.
Entretanto, para resolver o problema dos autovalores, devemos obter pontos iniciais em
2 = R que estejam préximos dos zeros do polinémio caracteristico pz. Para contornar

essa dificuldade, vamos utilizar a fun¢do auxiliar descrita a seguir.

3.7 Funcao auxiliar para o MTGO

Consideremos a fungao polinomial definida pela regra px (A) = A* — 5\ — 2, cujos

_ 1 3
zeros \y = —0,37 e Ay = 5, 37, correspondem aos autovalores da matriz A = A = 5 4l
definidos no intervalo de Gerschgorin R = [—6,6]. O minimizador de py é A=25e,

portanto, o MTGO ira priorizar os pontos amostrais proximos de A
Na Fig. 11 temos o grafico de pz;. Note que a regiao de minimo encontra-se
no parte central do intervalo [—0,37;5,37]. Portanto, o MTGO ird priorizar os pontos

amostrais localizados nessa regiao.
Figura 11 - Grafico da funcao polinomial p.

Y pa(A) =X —51—2

Legenda: A curva em bordd descreve o grafico da funcdo polinomial p. Os autova-
lores A1 e Ay sdo representados pelos circulos verdes.
Fonte: A autora, 2022.

Para contornar essa dificuldade, uma possibilidade ¢ utilizar uma fungao auxiliar

f7 cujos minimizadores coincidem com os zeros de pz. Nesse caso, uma forma natural é
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definir f5 = ’det (Z — )\In> ‘ . Entretanto, para matrizes maiores, existe o risco de overflow
(GANDER, 2008).

Conforme vimos anteriormente, o determinante de A — \I,, sera calculado como
um produto, onde os fatores serao obtidos de forma iterativa utilizando a eliminacao de
Gauss com pivoteamento parcial, conforme a Eq. (81). Isso nos permite definir f5 como
fa = i
reduzir o valor de cada fator na multiplicacdo.

Na Fig. 12, é apresentado o grafico da fungao f4(\) = \/’det (Z — )\In)’ para a
3

det (Z — /\In) ‘ Nesse caso, a cada iteracao a raiz n-ésima tem como objetivo

matriz A = . Também ¢ ilustrada a curva |pz|. Observe que o grafico de fz())

apresenta picos menores no intervalo [—6, 6].

Figura 12 - Grafico da funcao auxiliar f5.

ga(A) = [A* — 52 — 2|

Legenda: A curva em azul descreve o gréifico da funcdo médulo de p7z. A curva
em vermelho descreve o grafico da fungao raiz quadrada do moédulo de py. Os
autovalores A\ e Ay s@o representados pelos circulos verdes.

Fonte: A autora, 2022.

O valor da funcao f4 () pode ser calculado utilizando o Algoritmo 5. Para isso,
no Passo 3 deve-se calcular f4 = f4.{/|C* (k,k)| e no fim ¢ = f5 = f1.{/|C" (n,n)|.
Dessa forma, é possivel empregar o MTGO na obtencao de estimativas iniciais adequadas
para o método Newton-Maehly, sendo tal método denotado por MTGO/Newton-Maehly.

O fluxograma a seguir, mostra o funcionamento desse método.
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MTGO/ Newton-Maehly

Obter a matriz A utilizando o método
de Householder (Algoritmo 2)

Determinar o intervalo de Gerschgorin
para a matriz A (Lema 1)

5 5 4 Sl A Utilizar o Algoritmo 5
Selecionar as estimativas iniciais i
para avaliar a fun

utilizando o MTGO (Algoritmo 1) auxiliar fz(4)

Fatoracio LU com

Empregar o Método de Diferenciacio Algoritmica
i para o cilculo de pg () /p'z(2)
Newton-Maehly utilizando o Logaritmo de pz(21)

(Algoritmo 7)

3.8 Testes numéricos

Para avaliar o desempenho da metodologia aqui proposta, foram selecionados
22 matrizes testes, cujas dimensoes variam de 5 a 200. Os resultados numéricos foram
obtidos utilizando um computador equipado com processador Intel® Core™ i7-4510U, 8
GB de RAM, sistema operacional Ubuntu 15.04. O cédigo foi programado em MATLAB.

As matrizes simétricas A € R™ " aqui utilizadas, tem autovalores 1, 2, ..., n
(GANDER, 2008). Tais matrizes foram obtidas utilizando o Algoritmo 8.

Algoritmo 8- Matriz simétrica randémica.

Dado inicial: n > 1, n € Z.

Passo 1. Definir z = (1,2,. .. ,n)T.

Passo 2. Gerar uma matriz randémica nao singular ¢, € R™*".

Passo 3. Obter uma base ortonormal 3 dos vetores colunas de (); € R"*". Os vetores
de 5 definem as colunas de uma matriz ortogonal ) € R"*".

Passo 4. Calcular a matriz simétrica A € R™" utilizando a férmula A = QD,Q*, onde

D, € R™" é a matriz diagonal D,,, = z;,1 =1,...,n.

Nas tabelas a seguir, n indica a dimensao da matriz, o nimero minimo de pontos
amostrais necessarios para obter os autovalores de cada matriz é denotado por N,,in, O
nimero de semiminimizadores locais de ¢ no k™ — topogra fo é indicado por N,. Por sua
vez, t* representa o tempo (em segundos) necessario para resolver cada problema.

Os primeiros testes resolvidos pelo método MTGO/Newton-Maehly, foram rea-

lizados utilizando k = 4 vizinhos mais préximos. Neste caso, para que um ponto seja
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selecionado como estimativa inicial, basta que ele seja melhor que 3 desses vizinhos mais

proximos. A direcao de Newton foi obtida utilizando o Algoritmo 7. Os valores N,,;n, N

e t* para esses testes sao apresentados na Tabela 3.

Tabela 3 - Numero minimo de pontos amostrais utilizados pelo MTGO (Nin),

o nimero de semiminimizadores locais de ¢ no k™ — topografo (Ny)

e o tempo t* necessario para resolver cada problema utilizando o mé-

todo MTGO/Newton-Maehly com k = 4.

n Nin N, t*(s)

13 5) 0,0019
10 34 10 0,0029
15 50 15 0,0045
20 71 20 0,0082
25 7 25 0,0108
30 102 30 0,0147
35 129 35 0,0208
40 137 40 0,0276
45 145 45 0,0328
50 158 50 0,0399
59 210 55 0,0532
60 216 60 0,0610
65 213 66 0,0666
70 233 70 0,0748
75 266 75 0,0923
80 276 80 0,1035
85 279 85 0,1199
90 286 90 0,1335
95 309 95 0,1604
100 318 101 0,1669
150 513 150 0,3749
200 651 206 0,7723

Fonte: A autora, 2022.

Note que para n € {65,100,200} o niimero de semiminimizadores locais de ¢ no

kT —topografo é superior ao niimero de autovalores. Por esse motivo, ao utilizar a iteracao

de Newton-Maehly descrita na Eq. (71), deve-se verificar para cada nova estimativa, a

ocorréncia da igualdade ()\k — )\j) =0,7=1,...,m, onde A\; é o j-ésimo autovalor ja

computado.
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Em seguida, realizamos os testes utilizando & = 5. Neste caso, para que um
ponto seja selecionado como estimativa inicial, basta que este seja melhor do que 4 dos
seus vizinhos mais préoximos. Na Tabela 4, temos os valores N,,;,, Ns; e t* para esses

testes.

Tabela 4 - Numero minimo de pontos amostrais utilizados pelo MTGO (Nnin),
o niimero de semiminimizadores locais de ¢ no k™ — topografo (Ny)
e o tempo t* necessario para resolver cada problema utilizando o mé-
todo MTGO/Newton-Maehly com k = 5.

n Noin N, t*(s)

19 5) 0,0016
10 42 10 0,0031
15 66 15 0,0059
20 92 20 0,0086
25 102 25 0,0140
30 133 30 0,0175
35 164 35 0,0243
40 164 40 0,0288
45 190 45 0,0381
50 203 50 0,0449
%) 244 55 0,0579
60 269 60 0,0658
65 262 65 0,0735
70 284 70 0,0859
75 322 75 0,1007
80 339 81 0,1172
85 341 86 0,1282
90 402 90 0,1481
95 404 95 0,1664
100 407 101 0,1830
150 580 150 0,4056
200 808 201 0,8267

Fonte: A autora, 2022.

Observe pelas Tabelas 3 e 4 que, em geral, conforme a dimensao da matriz au-
menta, o nimero minimo de pontos amostrais necessarios também aumenta. Além disso,
em todos os problemas testes, o niimero minimo de pontos amostrais necessarios para

obter os autovalores de cada matriz ¢ menor quando utilizado k = 4. Tal resultado ja era
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esperado, pois conforme o ntimero de vizinhos aumenta o nimero de semiminimizadores
locais de ¢ no k* — topografo diminui.

Com o objetivo de comparar o desempenho do MTGO /Newton-Maehly, os testes
foram repetidos utilizando o método Newton-Maehly equipado com o TGO. Tal método é
denotado por TGO /Newton-Maehly. Os resultados obtidos quando k = 4, sdo descritos na
Tabela 5, onde o nimero minimo de pontos amostrais necessarios para obter os autovalores
de cada matriz é denotado por T'N,,;,, o nimero de minimizadores locais de ¢ no k* —
topografo é indicado por T'Ny e tI representa o tempo (em segundos) necessario para

resolver cada problema.

Tabela 5 - Numero minimo de pontos amostrais utilizados pelo TGO/Newton-
Maehly (T'N,,i,) com k = 4, o nimero de minimizadores locais de ¢

no k™ — topografo (T Ny) e o tempo t4 utilizado.

n T Npin TN, t5(s)

20 5 0,0018
10 52 10 0,0033
15 104 15 0,0066
20 117 20 0,0094
25 137 25 0,0141
30 209 30 0,0227
35 233 35 0,0295
40 361 40 0,0476
45 376 45 0,0548
20 281 50 0,0484
95 360 55 0,0687
60 712 60 0,1376
65 465 65 0,0982
70 492 70 0,1179
I6) 745 75 0,1801
80 713 80 0,1788
85 681 85 0,1808
90 741 90 0,2005
95 824 95 0,2422
100 881 100 0,2764
150 1329 150 0,6336
200 2040 200 1,3306

Fonte: A autora, 2022.
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Comparando os resultados descritos na Tabela 5 com os resultados da Tabela 3,
temos Nyin < T Npin em todos os testes. Esse fato esta de acordo com a proposta do
MTGO, que busca evitar a exclusdo de bons pontos iniciais, resultando na diminuig¢ao
dos pontos amostrais necessarios.

Em seguida, realizamos os testes utilizando o TGO /Newton-Maehly para k = 5
vizinhos mais proximos. Na Tabela 6, temos os valores T'N,,;,, T'Ns e t}. para esses
testes. Comparando esses resultados com os apresentados na Tabela 4, temos novamente

Npin < T'N,in em todos os testes.

Tabela 6 - Nimero minimo de pontos amostrais utilizados pelo TGO/Newton-
Maehly (T'N,,i,) com k =5, o nimero de minimizadores locais de ¢

no k* — topografo (T'N;) e o tempo t4 utilizado.

n TN, in TN, t5(s)

24 5) 0,0017
10 57 10 0,0034
15 104 15 0,0063
20 117 20 0,0104
25 177 25 0,0158
30 220 30 0,0250
35 316 35 0,0372
40 361 40 0,0478
45 377 45 0,0541
50 344 50 0,0554
55 420 55 0,0719
60 840 60 0,1662
65 497 65 0,1028
70 504 70 0,1198
75 873 75 0,2055
80 984 80 0,2490
85 873 85 0,2253
90 869 90 0,2419
95 936 95 0,2868
100 881 100 0,2741
150 1329 150 0,6372
200 2040 200 1,3271

Fonte: A autora, 2022.

Na Subsecao 3.6 vimos que, para matrizes maiores, existe o risco de overflows
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quando se utiliza p4 (\) para determinar a direcao de Newton. Por esse motivo, recorre-
se ao uso do logaritmo complexo de pz (), conforme a Eq. (86). Nas Tabelas 7 e 8, sao
apresentados os resultados obtidos utilizando o MTGO/ Newton-Maehly, sem o uso do

logaritmo de pz (), para k =4 e k = 5, respectivamente.

Tabela 7 - Numero minimo de pontos amostrais utilizados pelo MTGO (N,pin),
o nimero de semiminimizadores locais de ¢ no k% — topografo (Ny)
e o tempo t* necessario para resolver cada problema utilizando o mé-
todo MTGO /Newton-Maehly com k = 4, sem o uso do logaritmo de

pa(A).
n Npin N, t*(s)
13 5 0,0016
10 34 10 0,0030
15 50 15 0,0046
20 71 20 0,0081
25 84 26 0,0115
30 102 30 0,0162
35 129 35 0,0235
40 137 40 0,0283
45 145 45 0,0339
50 158 50 0,0392
55 210 55 0,0533
60 216 60 0,0635
65 213 66 0,0684
70 233 70 0,0797
75 266 75 0,0998
80 276 80 0,1084
85 279 85 0,1208
90 286 90 0,1448
95 309 95 0,1687
100 318 101 0,1683
150 513 150 0,3791
200 overflow

Fonte: A autora, 2022.
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Tabela 8 - Niimero minimo de pontos amostrais utilizados pelo MTGO (Npin),
o niimero de semiminimizadores locais de ¢ no k™ — topografo (Ny)
e o tempo t* necessario para resolver cada problema utilizando o mé-
todo MTGO/Newton-Maehly com k = 5, sem o uso do logaritmo de

pa ().
n Noin N, t*(s)
19 5 0,0017
10 42 10 0,0032
15 66 15 0,0054
20 91 20 0,0095
25 102 25 0,0135
30 133 30 0,0187
35 164 35 0,0233
40 164 40 0,0285
45 190 45 0,0381
50 203 50 0,0503
55 244 55 0,0575
60 269 60 0,0678
65 262 65 0,0765
70 284 70 0,0931
75 322 75 0,1031
80 339 81 0,1211
85 341 86 0,1353
90 402 90 0,1529
95 404 95 0,1720
100 407 101 0,1812
150 581 151 0,4183
200 overflow

Fonte: A autora, 2022.

Observe pelas Tabelas 3 e 7, que para k = 4 o nimero minimo de pontos amostrais
foi 0 mesmo, exceto para a matriz de dimensao n = 25. Por sua vez, pelas Tabelas 4 e
8, vé-se que para k = 5 o nimero minimo de pontos amostrais é diferente apenas nos
casos com n = 20 e n = 150. Isso indica que o uso do logaritmo complexo de pz (), ndo
afeta de forma expressiva o niimero de pontos amostrais necessarios. Entretanto, quando
n = 200 ocorreu overflow, o que justifica o uso do logaritmo.

Pelas tabelas anteriores, temos que o método MTGO/Newton-Maehly foi eficaz

no calculo dos autovalores das matrizes testes, sendo que o melhor resultado foi obtido
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empregando o método MTGO/Newton-Maehly com k = 4 vizinhos mais préximos e

utilizando o logaritmo complexo de pz ().
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4 PROBLEMA DE AUTOVALOR COMPLEMENTAR

O Problema de Autovalor Complementar pode ser encontrado em varias apli-
cagoes importantes nas engenharias e na fisica, por exemplo, na simulagao de circuitos
elétricos, processamento de sinais e no estudo da instabilidade de sistemas na presenca
de obstaculos com atrito, ver Costa et al. (2004), Costa e Seeger (2010) e Adly e Ram-
mal (2013). Tal problema tem sido estudado por vérios autores que utilizaram diferentes
abordagens para obter as suas solugoes, por exemplo: Adly e Seeger (2011), Ma (2012),
Fernandes et al. (2014a) e Fernandes et al. (2014b).

Aqui, utilizaremos um método de diregoes viaveis denominado FDA-MNCP ( Fe-
asible Direction Algorithm-Mized Nonlinear Complementarity Problem). FEsse método,
proposto por Mazorche (2007), serd equipado com a Inicializacdo Global Topogréfica
Modificada. Para avaliar a performance da metodologia utilizada aqui, serao realizados

experimentos computacionais com 12 problemas testes.
4.1 Descricao do problema

Seja Q@ : R® x R — R uma aplicacao de classe C!' em R™ x R definida por
Q(z,\) = (X, z;) — 1. O problema de autovalor complementar consiste em encontrar
um escalar A € R, chamado de autovalor complementar, e um vetor correspondente

z € R"/{0} denominado autovetor complementar, tal que,
F(z,\) =0 (89)

onde F(x,)\) = (A — AB)z é uma fungdo definida no R"™! e A, B € R™" sdo matrizes
dadas, com B definida positiva (ADLY e RAMMAL, 2013). Aqui, “e” denota o produto
de Hadamard (STYAN, 1973) definido como

371?1 (.T, )\)
re F(x,\)= : . (90)

rnFp(x, \)

Note que Q (z,\) = 0 e 0 < z; implicam que z; < 1. Por outro lado, se B =

I, € R™ " entao o intervalo [y, u,] C R no qual a varidvel A\ € R estd definida, pode ser
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obtido da seguinte forma,
I =—min{[| A, [Asc[} < X <min{[[As]], | Ao} = ua, (91)

onde [[A]| = mazi<jen {0, lagl} e [Ascll = mazicica {S)y lay|} (FERNANDES
et al., 2014b). Além disso, de acordo com Costa e Seeger (2010), existem no maximo
8, =n2""1 — (n — 1) autovalores complementares no intervalo [Iy, uy].

Definindo o conjunto 2 = {(x, AN eR™LO<z <1, F(z,\) > O}, cujo interior
¢ o conjunto nao vazio, denotado por {2y, temos que solucionar o problema descrito na

Eq. (89) significa determinar os pontos em ) que satisfazem o sistema de equagoes

T . (92)

{ re F(z,\)=0
Q(z,\)=0

Assim, utilizando uma estimativa inicial viavel adequada, podemos empregar um
método de busca local, como o FDA-MNCP, para obter (z,)\) € Q que satisfaz a Eq.
(92). Entretanto, dependendo da quantidade de solugoes e da rigidez das restrigdes, para
o MTGO obter pontos vidveis proximos o suficiente de cada solugao, podem ser necessario
gerar muitos pontos amostrais Sobol. Por esse motivo, vamos reescrever o problema de
autovalor complementar utilizando uma varidavel auxiliar, que tem por fungao relaxar as
restricdes do conjunto €, permitindo o uso de menos pontos amostrais.

Seja @ : R" x R x R — R a aplicacao de classe C' em R" x R x R definida por
Q (r,2,\) = Q (x,\) + 2, onde z € R é uma varidvel auxiliar definida em [0,%] C R, com

z > 0. Consideremos entao o problema de encontrar (z,z, \) € R"2 tal que,

H(z,z,\)=XeoF(z,z2,\) =0
Q(z,2,A) =0 (93)
X 20,F(x,2,A) 20

com

(A= AB)z + Z

F(z,z,\) = .

, (94)

onde X = (2,2) e R" xRe Z=(z,...,2) € R". O produto X e F(z,z,\) é dado por

$1.F1
X o F(z,2,)) = : . (95)
z,. F,

Z-FnJrl

Observe que z.F, 1 = z.1 = 0 se, e somente se, z = 0. Assim, estamos buscando
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pontos do tipo (x,0,)) € R” x R x R. O teorema a seguir mostra que podemos resolver
o problema descrito na Eq. (89) solucionando o problema da Eq. (93). Além disso, a

reciproca também é verdadeira.

Teorema 5: O ponto (z,\) € R” x R é solugao do problema da Eq. (89) se, e somente
se, (£,0,)\) € R" x R x R é solu¢ao do problema descrito na Eq. (93).

Demonstragdo: Suponhamos que (x,\) seja solu¢ao do problema da Eq. (89), temos
que @ (z,z,A) = z. Definindo z = 0, resulta Q (z,z,A) =0, X > 0e F(z,z,\) > 0.
Como z @ F(z,)\) = 0 entdo X e F(x,2,\) =0, ou seja, (x,0,)) é solucio da Eq. (93).
Por outro lado, suponhamos que (z,0, A) seja solu¢do do problema descrito na Eq. (93),
¢ imediato que z > 0, F'(z,\) >0, z e F(z,\) =0 e Q (z,\) = 0 pois z = 0. Logo, (z,\)
satisfaz a Eq. (89). O

Assim, para resolver o problema de autovalor complementar descrito na Eq. (89),
basta encontrar as solugdes do problema apresentado na Eq. (93). Note que a varidvel
z da Eq. (93) estd definida no intervalo [0,Z] C R. Para determinar a extremidade z,

propomos o Algoritmo a seguir.

Algoritmo 9- Calculo de z.

Dados: s =0, ny = 0.

Passo 1. Gerar uma quantidade N* > k de pontos Sobol no hipercubo A C R**! dado
por

A=10,1] x [0,1] x ... x [0,1] x [Ix,us],

onde k é quantidade de vizinhos utilizados no MTGO e [, u,] C R é o intervalo no qual
a variavel A € R esta definida.

Passo 2. Verificar para cada i = 1,...,n e para todo ponto Sobol (x,\) € A.
Se F; (x,\) <0, entdo faga s = s — F; (z,\) e ny = ny + 1.
Passo 3. Se ny = 0, faga X = x e resolva o problema descrito na Eq. (89).

Caso contrario, faca Z = -* e resolva o problema descrito na Eq. (93).
F

Definido o intervalo [0, z], utilizaremos 0 MTGO para selecionar estimativas ini-
ciais no hipercubo S = [0,1] x [0,1] x ... x [0,1] x [0,Z] X [lx,u,] para o método de
busca local FDA- MNCP proposto por Mazorche (2007). Tal método utiliza a iteragao
de Newton para solucionar o seguinte sistema de equagoes

P(X,\) = [ (96)
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4.2  Algoritmo FDA-MNCP

Seja ¢ (X, ) = f(X,\) + Q*(X,\), com f(X,\) = XTF(X,)\), uma funcio
definida no conjunto Q = {(X,\) € R"™: X >0, F (X,)\) > 0}. Partindo de um ponto
inicial, o algoritmo FDA-MNCP gera uma sequéncia monoétona decrescente contida em
Q0. que converge para uma solugdo do problema descrito na Eq. (93) (MAZORCHE,
2007). Aqui, QY denota o interior da regidao compacta Q. = {(X,\) € Q;¢ (X, ) < ¢},
com Q0 # . Por hipétese, para todo (X,\) € QY temos X; > 0 e F;(X,\) > 0,
=1, ..., n+1.

Aplicando uma iteracdo do método de Newton ao sistema de equagdes descrito
na Eq. (96) temos:

Tp(XF, A)dg = =P (X \F), (97)
onde Jp(X* \F) é a Jacobiana de P, avaliada em (Xk, )\k), dada por

VyH (Xk, A’f) Dy Vo F (Xk, Ak)

JP(Xk, )\k) = V10 (Xk, )\k) V,0 (Xk, )\k>

, (98)

com VxH (Xk, )\k) = DF(Xk,Ak) + DxeVxF (Xk,/\k). Aqui, DF(Xk,,\k) e Dxr sa0 matri-
zes diagonais definidas, respectivamente, por Dpxk yry,, = Fy(X* \F) e Dy = XE. para
todo? =1,...,n+ 1. Por sua vez, VxF (Xk, )\k) ¢ a matriz das primeiras derivadas de
F em relacao a X, avaliada em (Xk, /\k> e V\F (Xk, )\k) é o vetor da derivada de F' em
relacao a .

O vetor d¢ € R™2 ¢ uma diregao de descida para ¢ (z,\) que pode ou nao ser
viavel (MAZORCHE, 2007). Para garantir a viabilidade utiliza-se um vetor df € R+
que tem por funcao causar uma deflexao no vetor dj no sentido do interior de 2. Para

calcular df € R™"2 deve-se resolver o seguinte sistema linear
Tp(X*, \)dy = pE, (99)

pof (XEAR)

onde £ = (1,..,1,0) € R*"2 pr = —

€ (0,1) e g e (1,2].

Somando membro a membro as Egs. (97) e (99), obtemos

€ (0,1) e pp = amin{l,cﬁ%l}, com

Tp(XF ) (d +dy) = —P (X" \}) + p"E. (100)

Assim, resolvendo o sistema da Eq. (100) obtemos dj, que é uma direcao vidvel e
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de descida para ¢ (X, ), dada como
dp = dS + dy. (101)

Os passos do FDA- MNCP sao descritos no Algoritmo 10. No passo 3, é per-
formada uma busca linear inexata que obedece ao chamado critério de decréscimo de
Armijo (NOCEDAL e WRIGHT, 2006), cujo objetivo é computar um comprimento de
passo na direcao d que resulta em um decréscimo suficiente da funcao ¢ em relacao ao
valor ¢ (Xk, )\’“).

Algoritmo 10- FDA-MNCP

Pardametros: ¢,e > 0,a,v,m € (0,1),5 € (1,2].

Dados: k=0, (X% A% um ponto interior de 2 tal que ¢ (Xk, )\k) <ec.

Passo 1. Caleule ¢ (X5 \F) = f (X%, \F) 4+ Q? (X*,0F) .

Passo 2. (Calculo da dire¢ao de busca) Calcule dj resolvendo o sistema linear descrito
na Eq. (100).

Passo 3. (Busca linear) Calcule ¢, o primeiro nimero da sequéncia {1,v,v% 13 ...}
satisfazendo

XFtthdy, >0,i=1,...,n+1,
F (X5 NF) 4 thd, ) > 0,

& (XN +5dy) < 6 (XK NF) 4 Vg (XX d.
Passo 4. (Atualizagoes)
4.1 Faca (Xk+1, )\k+1) = (Xk, )\k) + thd,,.
4.2 Faca ¢ (Xk—i—l’ )\k—H) = f (Xk—i-l’ )\k—i—l) + Q2 (Xk—i-l’ )\k+1> .
Se ‘gb (Xk“, /\kﬂ)‘ < g, pare. Caso contrario, faca k = k + 1 e volte para o passo 2.

O método de ponto interior descrito no Algoritmo 10 realiza uma busca local a
partir de um ponto inicial obtido pelo MTGO. Aqui, o método FDA-MNCP equipado
com o MTGO ¢ indicado por MTGO/FDA-MNCP. O fluxograma a seguir, mostra o

funcionamento desse método.
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MTGO/ FDA-MINCP

Determinar o intervalo da
variavel auxiliar z (Algoritmo 9)

Selecionar as estimativas iniciais
utilizando o MTGO (Algoritmo 1)

Empregar o Método FDA-
MNCP (Algoritmo 10)

4.3 Testes numéricos

Para avaliar o desempenho da metodologia aqui proposta, foram selecionados
12 problemas descritos na literatura, ver Ma (2012), Fernandes et al. (2014a), Costa e
Seeger (2010) e Adly e Rammal (2013). As matrizes A destes problemas encontram-se no
apéndice A, e em todos testes utilizou-se B = I,, € R™". O numero de solugoes varia de
3 a 57, entretanto em alguns casos os autovalores complementares nao estao descritos na
literatura.

Foram utilizados os seguintes parametros no FDA-MNCP: ¢ = 10719, 8 = 1,4,
a=0,05,7=05ev=5/Tec=¢(X°A). Os resultados numéricos foram obtidos
utilizando um computador equipado com processador Intel® Core™ i7-4510U, 8 GB de
RAM, sistema operacional Ubuntu 15.04. O cédigo foi programado em linguagem C++.

Na Tabela 9 sao descritos os valores de Z obtidos para cada teste utilizando o
Algoritmo 9. Em todos os 12 testes definimos N* = 50000. Também sao apresentados
os limites inferiores [, e superiores u, dos intervalos dos autovalores complementares e o

numero n, de autovalores complementares em cada intervalo.
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Tabela 9 - Limite superior Z do intervalo no qual a variavel auxiliar z esta definida
em cada teste. Limite inferior [, e superior u) do intervalo dos autovalo-

res complementares. Numero n, de autovalores complementares em cada

teste.

Problema z Ix Uy 5\
1 0,737001 -9 9
2 1,78593 -13 13
3 73,154 -340,18 340,18
4 24,0778 -112 112
5 80,5598 -375 375 23
6 504,092 | -2129,27 2129,27 21
7 111,124 -480 480 15
8 3160,26 | -12991,63 | 12991,63 45
9 475,139 -1984 1984 31
10 60,4411 -226 226 9
11 74,7294 -300 300 17
12 942,389 -2541 2541 57

Fonte: A autora, 2022.

Nas Tabelas 10-21 sao descritas as solugoes dos problemas testes obtidas utili-
zando o método MTGO/FDA-MNCP. Aqui, (\*) indica os autovalores complementares

calculados e (X*) denota os respectivos autovetores (z, z).

Tabela 10 - Solugoes obtidas utilizando o MTGO/FDA-
MNCP na resolucao do problema 1.

A* X*

5 (0,25 0,75; 0)
7 | (0,505 0)
8 (1; 0; 0)

Fonte: A autora, 2022.



Tabela 11 - Solugoes obtidas utilizando o MTGO/FDA-MNCP

na resolucao do problema 2.

¥ X*
413397 (0; 0,78868; 0,21133; 0)
4,60208 (0,14497; 0,7825; 0,07249; 0)
5 (0,25; 0,75; 0; 0)
5.86603 (0; 0,21133; 0,78868; 0)
6 (0; 0; 1; 0)
7 (0,5; 0,5; 0; 0)
8 (1; 0; 0; 0)
9,39792 | (0,47572; 0,28642; 0,23786; 0)
10 (0,66667; 0; 0,33333; 0)

Fonte: A autora, 2022.

Tabela 12 - Solugoes obtidas utilizando o MTGO/FDA-MNCP

na resolucao do problema 3.

A* X*
12,3081 | (0,82542; 0,05061; 0,12397; 0)
12,36431 (0,84977; 0; 0,15023; 0)
18 (0,5505; 0,44949; 0; 0)
24 (0,44949; 0,55051; 0; 0)
36 (0; 1; 0; 0)
209,6357 (0,15023; 0; 0,84977; 0)
216 (0; 0; 1; 0)
245,692 | (0,11066; 0,25782; 0,63152; 0)
252 (0; 0,2899; 0,7101; 0)

Fonte: A autora, 2022.
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Tabela 13 - Solugoes obtidas utilizando o MTGO/FDA-MNCP

na resolucao do problema 4.

¥ X

4 (1; 0; 0; 0)

16 (0; 1; 0; 0)

20 (0,33333; 0,66667; 0; 0)
64 (0; 0; 15 0)

68 (0,2; 0; 0,8; 0)

80 (0; 0,33333; 0,66667; 0)
84 | (0,14286; 0,28571; 0,57143; 0)

Fonte: A autora, 2022.

Tabela 14 - Solugoes obtidas utilizando o MTGO/FDA-MNCP na

resolugao do problema 5 (continua).

A* X*
26,28229 (0,43143; 0,0762; 0; 0,49237; 0)
26,41492 | (0,45581; 0,036779; 0,05812; 0,4493; 0)
28,71137 (0,45273; 0; 0,19135; 0,35593; 0)
29,1341 (0,22658; 0,24915; 0; 0,52428; 0)
32,60802 (0; 0,44613; 0; 0,55387; 0)
32,86353 (0,4258; 0; 0,28443; 0,28974; 0)
37.57671 (0,22382; 0; 0,77618; 0; 0)
41,01624 (0,12414; 0,06809; 0,80777; 0; 0)
46,46815 (0; 0,17708; 0,8229; 0; 0)
49,14347 | (0,1561; 0,15887; 0,48744; 0,19759; 0)
66,97002 (0; 0,34289; 0,45656; 0,2006; 0)
77,4251 (0,78144; 0; 0,0009868; 0,21757; 0)
7745751 (0,78229; 0; 0; 0,2177; 0)
99,42329 (0,96896; 0; 0,03104; 0; 0)

100 (1; 0; 0; 0; 0)
107,501 (0; 0,51321; 0,30194; 0,18485; 0)
127,392 (0; 0,76743; 0; 0,2326; 0)
148 5319 (0; 0,7171; 0,2829; 0; 0)

158 (0; 15 0; 0; 0)
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Tabela 14 - Solugoes obtidas utilizando o MTGO/FDA-MNCP na

resolugao do problema 5 (conclusao).

197,173

(0,34149; 0,42379; 0,11547; 0,11925; 0)

204,5836

(0,38741; 0,48201; 0: 0,13057; 0)

226,2813

(0,39347; 0,48876; 0,1178; 0; 0)

231,9223

(0,44552; 0,55448: 0: 0: 0)

Fonte: A autora, 2022.

Tabela 15 - Solugoes obtidas utilizando o MTGO/FDA-MNCP na

resolucao do problema 6.

Ic X
12,04706 | (0,9171; 0,008775; 0,02149; 0,05265; 0)
12,04819 (0,92354; 0; 0,02217; 0,05429; 0)
12,0548 (0,92769; 0,01033; 0; 0,06198; 0)
12,05634 (0,93573; 0; 0; 0,06427; 0)
12,3081 (0,8254; 0,05061; 0,12397; 0; 0)
12,3643 (0,84977; 0; 0,15023; 0; 0)

18 (0,55051; 0,44949; 0; 0; 0)

24 (0,44949; 0,55051; 0; 0; 0)

36 (0; 1; 0; 0; 0)
209,6357 (0,15023; 0; 0,8498; 0; 0)

216 (0; 0; 1; 0; 0)
245,692 (0,11066; 0,25782; 0,6315; 0; 0)

259 (0; 0,2899; 0,7101; 0; 0)
1289.944 (0,06427; 0; 0; 0,9357; 0)

1296 (0; 0; 0; 1; 0)
1325,945 (0,05558; 0,13492; 0; 0,8095; 0)

1332 (0; 0,14286; 0; 0,85714; 0)
1505,952 (0,04644; 0; 0,27643; 0,67712; 0)

1512 (0; 0; 0,2899; 0,7101; 0)
1541,953 | (0,04173; 0,10141; 0,2484; 0,60846; 0)

1548 (0; 0,10583; 0,25922; 0,63496; 0)

Fonte: A autora, 2022.
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Tabela 16 - Solugdes obtidas utilizando o MTGO/FDA-MNCP na

resolucao do problema 7.

A* X

4 (1; 0; 0; 0; 0)

16 (0; 1; 0; 0; 0)

20 (0,33333; 0,66667; 0; 0; 0)

64 (0; 0; 1; 0; 0)

68 (0,2; 0; 0,8; 0; 0)

80 (05 0,33333; 0,66667; 0; 0)

84 (0,14286; 0,28571; 0,57143; 0; 0)
256 (0; 0; 0; 1; 0)

260 (0,11111; 0; 0; 0,88889; 0)
272 (0; 0,2; 0; 0,8; 0)

276 (0,09091; 0,18182; 0; 0,72727; 0)
320 (0; 0; 0,33333; 0,66667; 0)
324 (0,076923; 0; 0,30769; 0,61539; 0)
336 (0; 0,14286; 0,28571; 0,57143; 0)
340 | (0,06667; 0,13333; 0,26667; 0,53333; 0)

Fonte: A autora, 2022.

Tabela 17 - Solugoes obtidas utilizando o MTGO/FDA-MNCP na resolugao do

problema 8 (continua).

A* X
12,007737 | (0,96329; 0,00152; 0,00372; 0,00912; 0,02234; 0)
12,007767 | (0,964624: 0: 0,0037437; 0,009170; 0,022462; 0)
12,007921 | (0,96613; 0,001561; 0; 0,009366; 0,022942; 0)
12,007952 (0,967516; 0; 0; 0,009417; 0,023067; 0)
12,008980 |  (0,9678; 0,001774; 0,004346; 0; 0,026078; 0)
12,009029 (0,96939; 0; 0,0043732; 0; 0,026239; 0)
12,009238 (0,97127; 0,00183; 0; 0; 0,026897; 0)
12,009281 (0,97293; 0; 0; 0; 0,027068; 0)
12,04706 | (0,91708; 0,0087752; 0,02149; 0,052651; 0; 0)
12,048194 (0,92354; 0; 0,022166; 0,054295; 0; 0)
12,054797 (0,92769; 0,010329; 0; 0,061976; 0; 0)
12,056341 (0,93573: 0; 0; 0,064266; 0; 0)




Tabela 17 - Solugoes obtidas utilizando o MTGO/FDA-MNCP na resolucao do

problema 8 (conclusao).

12,308098 (0,82542; 0,050611; 0,12397; 0; 0; 0)
12,364307 (0,84977; 0; 0,15023; 0; 0; 0)
18 (0,55051; 0,44949; 0; 0; 0; 0)
24 (0,44949; 0,55051; 0; 0; 0; 0)
36 (0; 1; 0; 0; 0; 0)
209,63569 (0,150228; 0; 0,84977; 0; 0; 0)
216 (0; 0; 1; 0; 0; 0)
245,6919 (0,11066; 0,25782; 0,63152; 0; 0; 0)
252 (0; 0,2899; 0,7101; 0; 0; 0)
1289,9437 (0,064266; 0; 0; 0,93573; 0; 0)
1296 (0; 0; 0; 1; 0; 0)
1325,9452 (0,055583; 0,134917; 0; 0,8095; 0; 0)
1332 (0; 0,14286; 0; 0,85714; 0; 0)
1505,9518 (0,04644; 0; 0,27643; 0,67712; 0; 0)
1512 (0; 0; 0,2899; 0,7101; 0; 0)
1541,9529 (0,04173; 0,10141; 0,2484; 0,60846; 0; 0)
1548 (0; 0,10583; 0,25922; 0,63495; 0; 0)
7769,9907 (0,02707; 0; 0; 0; 0,9729; 0)
7776 (0; 0; 0; 0; 1; 0)
7805,9908 (0,025387; 0,062089; 0; 0; 0,91252; 0)
7812 (0; 0,063707; 0; 0; 0,93629; 0)
7985991 (0,02329; 0; 0,13953; 0; 0,83718; 0)
7992 (0; 0; 0,14286; 0; 0,85714; 0)
8021,991 (0,022035; 0,053893; 0,13201; 0; 0,79206; 0)
8028 (0; 0,05511; 0,13498; 0; 0,80991; 0)
9065,992 (0,019369; 0; 0; 0,28428; 0,69635; 0)
9072 (0; 0; 0; 0,289898; 0,710102; 0)
9101,9921 (0,018492; 0,045237; 0; 0,27142; 0,66485; 0)
9108 (0; 0,046089; 0; 0,27654; 0,67737; 0)
0281,0922 | (0,017354; 0; 0,10399; 0,25472; 0,62394; 0)
9288 (0; 0; 0,10583; 0,25922; 0,63495; 0)
9317,9923 | (0,01665; 0,04073; 0,09975; 0,2443; 0,59853; 0)
9324 (0; 0,04141; 0,10144; 0,24848; 0,6087; 0)

Fonte: A autora, 2022.
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Tabela 18 - Solugoes obtidas utilizando o MTGO/FDA-MNCP na resolugao
do problema 9.

A X

4 (1; 0; 0; 0; 0; 0)

16 (0; 1; 0; 0; 0; 0)

20 (0,33333; 0,66667; 0; 0; 0, 0)

64 (0; 0; 1; 0; 0; 0)

68 (0,2; 0; 0,8; 0; 0; 0)

80 (05 0,33333; 0,66667; 0; 0; 0)

84 (0,142857; 0,285714; 0,571429; 0; 0; 0)
256 (0; 0; 0; 1; 0; 0)

260 (0,11111; 0; 0; 0,88889; 0; 0)

272 (0; 0,2; 0; 0,8; 0; 0)

276 (0,09091; 0,18182; 0; 0,727273; 0; 0)
320 (0; 0; 0,33333; 0,66667; 0; 0)

324 (0,076923; 0; 0,30769; 0,615385; 0; 0)
336 (0; 0,142857; 0,285714; 0,571429; 0; 0)
340 (0,06667; 0,13333; 0,26667; 0,53333; 0; 0)
1024 (0; 0; 0; 0; 1; 0)
1028 (0,058824; 0; 0; 0; 0,941176; 0)
1040 (0; 0,11111; 0; 0; 0,88889; 0)
1044 (0,052632; 0,105263; 0; 0; 0,84211; 0)
1092 (0,047619; 0; 0,19048; 0; 0,7619; 0)
1104 (0; 0,0909091; 0,18182; 0; 0,7273; 0)
1108 (0,043478; 0,086957; 0,173913; 0; 0,695652; 0)
1280 (0; 0; 0; 0,33333; 0,66667; 0)
1284 (0,04; 0; 0; 0,32; 0,64; 0)
1088 (0; 0; 0,2; 0; 0,8; 0)
1296 (0; 0,076923; 0; 0,30769; 0,61538; 0)
1300 (0,037037; 0,07407; 0; 0,2963; 0,59259; 0)
1344 (0; 0; 0,142857; 0,285714; 0,57143; 0)
1348 (0,034483; 0; 0,137931; 0,275862; 0,551724; 0)
1360 (0; 0,066667; 0,13333; 0,266667; 0,53333; 0)
1364 (0,03226; 0,06452; 0,129032; 0,258065; 0,51613; 0)

Fonte: A autora, 2022.
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Tabela 19 - Solugoes obtidas utilizando o MTGO/FDA-MNCP na

resolucao do problema 10.

A* X
-44,5908 | (0,255001; 0,531518; 0,21348; 0)
-38,1664 | (0,440145; 0,53979; 0,020063; 0)
-37,3528 (0,460889; 0,53911; 0; 0)
8,35279 (0,704; 0,296 0; 0)

34 (1; 0; 0; 0)
36,67275 (0; 0,09118; 0,90882; 0)

45 (0; 0; 1; 0)
98,75721 | (0,373839; 0,10175; 0,52441; 0)
115,0927 (0,41699; 0; 0,583012; 0)

Fonte: A autora, 2022.

Tabela 20 - Solugoes obtidas utilizando o MTGO/FDA-MNCP na resolucao
do problema 11.

A* X*
-51,9024 | (0,040683; 0,496934; 0,13284; 0,32955; 0)
-37,3528 (0,46089; 0,53911; 0; 0; 0)
-37,9223 | (0,447247; 0,53972; 0,00024; 0,012793; 0)
8,35279 (0,704; 0,296; 0; 0; 0)

34 (1; 0; 0; 0; 0)
36,3939 (0; 0,083031; 0; 0,91697; 0)
36,67275 (0; 0,09118; 0,90882; 0; 0)

44 (0; 0; 0; 1; 0)

45 (0; 0; 1; 0; 0)

92,39614 (0; 0,057998; 0,53457; 0,40744; 0)
98,75721 |  (0,373839; 0,101753; 0,524408; 0; 0)
99,0379 (0,375872; 0,098769: 0; 0,52536; 0)

102,846 (0; 0; 0,56126; 0,43874; 0)
114,941 (0,41744; 0; 0; 0,58256; 0)
115,0927 (0,41699; 0; 0,58301: 0; 0)
165,9022 | (0,26605; 0,062836; 0,36182; 0,309297; 0)
181,1699 (0,282693; 0: 0,38438; 0,33293; 0)

Fonte: A autora, 2022.



Tabela 21 - Solugoes obtidas utilizando o MTGO/FDA-MNCP na resolugao

do problema 12 (continua).

A* X*
1,02707 (0,40571; 0,31899; 0,2753; 0; 0; 0)
68,5186 (0,34311; 0,27093; 0,23239; 0,15356; 0; 0)
86,9134 (0,34074; 0,2687; 0,23242; 0; 0,15814; 0)
159,951 (0,29229; 0,23167; 0,19905; 0,13758; 0,13942; 0)
170,1649 (0,55801; 0,44199; 0; 0; 0; 0)
246,06 (0,4334; 0,34537; 0; 0,2212; 0; 0)
2621 (0,43657; 0,34728; 0; 0; 0,2161; 0)
346,577 (0,34922; 0,27988; 0; 0,191; 0,17987; 0)
618,656 (0,60187; 0; 0,39813; 0; 0; 0)
685,127 (0,48122; 0; 0,31659; 0,20219; 0; 0)
692,76 (0; 0,5289; 0,4711; 0; 0; 0)
698,314 (0,47896; 0; 0,3187; 0; 0,20231; 0)
762,019 (0; 0,40229; 0,35485; 0,24286; 0; 0)
774,886 (0,389979; 0; 0,25803; 0,17965; 0,17234; 0)
780,2769 (0; 0,3968; 0,35641; 0; 0,24678; 0)
788 (1; 0; 0; 0; 0; 0)
862 (0; 1; 0; 0; 0; 0)
864,3796 |  (0; 0,30925; 0,27471; 0,21164; 0,204387; 0)
874,326 (0,64376; 0; 0; 0,3562; 0; 0)
878,1878 (0,67926; 0; 0; 0; 0,32074; 0)
955,8078 (0; 0,54396; 0; 0,45604; 0; 0)
965,253 (0; 0,5807; 0; 0; 0,419297; 0)
995,095 (0,452671; 0; 0; 0,3084; 0,23893; 0)
1158,91 (0; 0,29534; 0; 0,42181; 0,28285; 0)
1181,945 (0; 0,2795; 0; 0,43921; 0,28131; 0)
1266,45 (0,25868; 0; 0; 0,50933; 0,23199; 0)
1295,819 (0,085625; 0,11419; 0; 0,5795; 0,22068; 0)
1299,01 (0; 0,15227; 0,11688; 0,50837; 0,22248; 0)
1308 (0; 0; 1; 0; 0; 0)
1308,1022 (0; 0,20068; 0; 0,79932; 0; 0)
1309,115 | (0,070435; 0,10068; 0,05151; 0,57297; 0,2044; 0)

81



Tabela 21 - Solugoes obtidas utilizando o MTGO/FDA-MNCP na resolugao

do problema 12 (conclusao).

1311,67

(0,17658; 0; 0,10369; 0,52722; 0,19251; 0)

1315,674

(0,22818; 0; 0; 0,77182; 0; 0)

1324,238

(0,069243; 0,11546; 0; 0,8153; 0; 0)

1326,802

(0; 0,15105; 0,082363; 0,76659; 0; 0)

1328,41

(0,062192; 0,108175: 0,02776: 0,80187; 0; 0)

1329,14

(0; 0; 0,83883; 0,16117; 0; 0)

1331,69

(0,17518; 0; 0,08113; 0,74368; 0; 0)

1355,04

(0; 0: 0,716688; 0; 0,28331; 0)

1363,57

(0; 0; 0,67908; 0,05001; 0,27091; 0)

1380,87

(0; 05 0,60154; 0,39846; 0; 0)

1395,33

(0; 0; 0,5683; 0,1937; 0,23799; 0)

1418,747

(0; 0,20436; 0; 0; 0,79564; 0)

1424977

(0,046413; 0,157128: 0; 0; 0,79646; 0)

1431,81

(0,228794; 0; 0; 0; 0,77121; 0)

1450,33

(0,002496; 0,07193; 0,26627; 0; 0,6593; 0)

1450,65

(0; 0,07207; 0,27108: 0; 0,65685; 0)

1458,646

(0,068485; 0; 0,29528; 0; 0,63624; 0)

1461,0395

(0,056137; 0; 0,31878; 0; 0,62508; 0)

1461,069

(0: 0,035669; 0,3499: 0; 0,6144; 0)

1461,351

(0,001429; 0,03392; 0,35084; 0; 0,61381; 0)

1462,915

(0,00181; 0,02797; 0,36219; 0,01087; 0,59716; 0)

1463,06

(0; 0,02835; 0,36474; 0,01442; 0,59248; 0)

1465,526

(0,031769; 0; 0,36336; 0,02811; 0,57676; 0)

1467,551

(0; 0,01277; 0,3944; 0,06732; 0,52546; 0)

1467,918

(0,01906; 0; 0,3854; 0,06085; 0,534696; 0)

1467,972

(0,00268; 0,009967; 0,39497; 0,06967; 0,5227; 0)

Fonte: A autora, 2022.
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Note que alguns dos problemas aqui estudados apresentam solugoes distintas

com autovalores complementares muito proximos. No problema 8, por exemplo, temos
as solugoes (0,97127; 0,00183; 0; 0; 0,026897; 0; 12,009238) e (0,97293; 0; 0; 0; 0,027068,;
0; 12,009281). Por sua vez, no problema 11 temos (0,46089; 0,53911; 0; 0; 0; -37,3528) e
(0,447247; 0,53972; 0,00024; 0,012793; 0; -37,9223). Em problemas como esses, os métodos

que dependem de pontos iniciais apresentam dificuldades no calculo das solugoes, devido

a proximidade entre elas. Para contornar essa dificuldade é fundamental a selecao de

estimativas iniciais suficientemente proximas de cada solugao. Aqui, o MTGO foi eficiente
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em selecionar as estimativas iniciais adequadas.

Na Tabela 22 mostramos o nimero minimo N M z de pontos amostrais necessarios
para obter as solugoes descritas nas Tabelas 10 - 21 utilizando o MTGO. A quantidade
de pontos viaveis obtidos utilizando os N M z pontos amostrais e o nimero de estimativas

iniciais selecionadas pelo MTGO sao denotados, respectivamente, por NMz e N M z.

Tabela 22 - Nimero minimo de pontos amostrais utilizados pelo MTGO
(NM=z), com as respectivas quantidades de pontos amostrais

vidveis (NMz) e de estimativas iniciais (N M zy) selecionadas.

Problema NMz NMz NM z
1 14 12 5)
2 97 79 29
3 112 75 26
4 65 46 16
5 879 565 184
6 850 550 160
7 433 291 91
8 4740 2902 794
9 1326 837 278
10 293 170 52
11 3529 2168 831
12 31012 13627 4237

Fonte: A autora, 2022.

Note que nos problemas 8, 11 e 12 a quantidade de pontos iniciais selecionados
pelo MTGO é muito superior ao nimero de solugdes. Tal fato pode ser explicado pela
proximidade entre algumas solugoes. Além disso, a ocorréncia de regides de atracdo em
torno de alguma solugdo pode exigir mais pontos amostrais, o que por sua vez pode
resultar no aumento do nimero de pontos iniciais. No problema 11, por exemplo, existe
uma regido de atragdo em torno da solugao (0,040683; 0,496934; 0,13284; 0,32955; 0;
-51,9024), pois das 831 estimativas iniciais, o método convergiu para tal solugdo em 457.

Na Tabela 23 é apresentado o nimero de avaliagoes (Avalygr;) da funcdo ¢ ne-
cessarias para solucionar cada problema teste utilizando as quantidades minimas NMz
descritas na Tabela 22. Também é apresentado o tempo tyrgo (em segundos) necessario

para solucionar cada um dos problemas testes.
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Tabela 23 - Nimero de avaliagoes Avaly;; da funcao ¢ e o tempo de

CPU (em segundos) necessario para resolver cada proble-

ma teste utilizando as quantidades N M z.

Problema Avalyyr t(s)
1 182 0,008
9 1215 0,025
3 2552 0,024
4 881 0,018
5 19485 0,096
6 22486 0,104
7 6149 0,056
8 150077 0,740
9 29703 0,215
10 5329 0,027
11 68554 0,473
12 482396 10,445

Fonte: A autora, 2022.

Comparando o niumero de avaliagoes, observa-se que nos problemas 8, 11 e 12

foram necessarias muitas avaliagdes da funcao ¢. Isso pode ser explicado pelo grande

numero de estimativas iniciais. Além disso, os problemas 8 e 12 apresentam mais solugoes.

Observe ainda que o problema 12, que apresenta 57 solugoes, foi solucionado em 10,445

segundos, ou seja, o tempo médio para obter cada solucao foi 0,18 segundos.

Esses resultados indicam que o MTGO/FDA-MNCP é uma ferramenta que pode

ser utilizada para solucionar o Problema de Autovalor Complementar.
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5 PROBLEMA DE OTIMIZACAO RESTRITA MODIFICADO

Nosso objetivo ¢ utilizar a Inicializacao Global Topografica Modificada para obter
estimativas iniciais adequadas para o método de busca local FDIPA (Feasible Direction
Interior Point Algorithm), que serd empregado na resolugdo do problema de otimizagao
com restrigoes de igualdade e desigualdade. Tal problema sera reescrito utilizando uma
variavel auxiliar, visando relaxar as restrigoes que definem o conjunto viavel, facilitando

a obtencao de pontos amostrais viaveis.
5.1 Formulagdo do problema

Seja D C R"™ o conjunto viavel definido como
D={yeA ri(yy<0es;(y)=0,i=1,....,m, j=1,...,q}, (102)

onde A C R" é o hipercubo dado por A = [ay, b1] X [ag, ba] X ... X [ay,by]. O problema

de otimizacao restrita considerado neste trabalho pode ser definido como
minimize ¢ (y) sujeito a y € D, (103)

onde as funcoes ( : R = R, r; : R¥ — R e s; : R” — R sao por hipdtese funcoes suaves,
diferencidveis, mas nao necessariamente convexas (HERSKOVITS, 1998).

Diz-se que y* € D é uma solugdo local (minimizador local) do problema da Eq.
(103), se existe € > 0 tal que ((y) > ((y*), para todo y € D\ {y*} e ||y — y*|| < €. Por
outro lado, se ((y) > ((y*), para todo y € D \ {y*}, entdo y* € D é a solucao global
(minimizador global) do problema descrito na Eq. (103) e ((y*) é o valor 6timo.

Note que para solucionar o problema descrito na Eq. (103) devemos avaliar
as informacoes tanto da fungao objetivo ( como das restricdes. Por esse motivo, neste
trabalho vamos recorrer a fungao Lagrangiana (LAGRANGE, 1788). Tal fungao agrega
informagoes da funcao objetivo e das restrigbes do problema. Além disso, a condigao

classica de otimalidade é dada em termos da Lagrangiana.

Defini¢do 25: Sejam y € R¥, A € R™ e 1 € R%. A funcdo Lagrangiana associada ao
problema (103) é a funcdo L, : R x R™ x R?— R, definida como

Le (v, A7) = C(y) + X (y) + s (y), (104)

onde \ e 7 sao chamados de multiplicadores de Lagrange associados ao ponto y.
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Defini¢ao 26: O gradiente da fungao Lagrangiana descrita na Eq. (104) é a aplicagao
VL: RY xR™ x RI— R", dada por

VL (y, N 7)) = VC () + Vr (y) X+ Vs (y) 7. (105)

Definigao 27: A Hessiana da fungdo Lagrangiana da Eq. (104) é a fungao H : RY X
R™ x R?9— R“*" definida por

. . mo q
H(y, M) = V2Ly, (. N 11) = V2 () + NV (y) + D1, V285 (), (106)
i=1 Jj=1

onde V2 (y), V?r; (y) e V2s; (y) correspondem as matrizes hessianas de ¢, r; e s;, re-

spectivamente.

Defini¢ao 28: Um ponto y € D é dito regular se para todo i tal que r; (y) = 0, os vetores

Vri(y), i =1,..., m, sdo linearmente independentes.

O teorema a seguir, provado por William Karush, Harold Kuhn e Albert Tucker,
ver Karush (1939) e Kuhn e Tucker (1951), estabelece as condigbes necessarias para um

ponto y ser solugdo local do problema descrito na Eq. (103).

Teorema 6: [Condigao necessaria de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)] Se
um ponto regular y € D é uma solugao local do problema da Eq. (103), entao o seguinte

sistema de equacoes e inequagoes é satisfeito,

VC(y) +Vry) A+ Vs(y)m=0, (107)
R(y)A=0, (108)
si(y)=0,j=1,...,¢q (109)
ri(y) <0,i=1,...,m, (110)
A>0,i=1,...,m, (111)
onde R (y) € R™™ ¢ uma matriz diagonal, com R;; (y) = r; (y), para todo i = 1,...,m,

A e i sdo as variaveis duais associadas as restri¢oes de desigualdade e igualdade, respec-

tivamente. Este sistema é chamado de sistema de Karush-Kuhn-Tucker.

5.2 Reformulagdao do problema utilizando uma variavel auxiliar

Para resolver problemas como o descrito na Eq. (103), métodos como o FDIPA,

que sera apresentado ainda neste capitulo, fazem uso de um conjunto vidvel formado
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apenas por restricoes de desigualdade. No caso do problema (103) o conjunto vidvel D

assume a forma
D={ye A ry)<0es;(y)<0,i=1,....,m, j=1,...,q}. (112)

Para obter determinada quantidade N de pontos y € 2, podemos utilizar um
gerador de amostras aleatorias, por exemplo, a sequéncia de Sobol. Tais pontos sao
gerados no hipercubo A. Em seguida, verifica-se quais dos pontos satisfazem as restri¢oes
de desigualdade. Dependendo da rigidez das restri¢oes r; (y) < 0 e s; (y) <0, a tarefa de
obter pontos amostrais viaveis demanda um grande nimero de pontos amostrais.

Para ilustrar esse fato, consideremos o conjunto {2 definido pelas seguintes de-

sigualdades:

1 (y = _357 82 + Oa 222y10 + by9 S 07
2 (y) = 133 — 3y7 + ayio < 0,
T3 (y :35,82—0, 222y10—by9—yg(1/b—b) S 07

)
)
)
74 (y) = =133 + 3yr — ayio — y10(1/a — a) <0,
75 (y) = —1,12y1 — 0,13167y1ys + 0,00667y1y3 + ays < 0,
re (y) = —57,425 — 1,098ys + 0, 038y§ — 0,325y + ay7 <0,
r7 (y) = 1,12y, + 0, 13167y,ys — 0,00667y1y2 — ays — ya(1/a — a) <0,
rs (y) = 57,425 + 1,098ys — 0, 038y2 + 0, 325ys — ayr — y7(1/a — a) <0,
s1(y) = 1,22y —y1 —y5 < 0, (113)
52 (y) = (98000y3)/ (yaye + 1000y3) — ys < 0,

s3(y) = (Y2 +ys5)/y1 —ys <0,

0,00001 < y; < 2000,0;0,00001 < o < 16000, 0;
0,00001 < y3 < 120,0;0,00001 < 44 < 5000, 0;
0,00001 < ys5 < 2000,0; 85,0 < y5 < 93, 0;

90,0 < y7 < 95,0;3,0 < ys < 12,0;

1,2 < yg < 4,0;145,0 < y10 < 162, 0;
a=0,99:b=0,9.

Utilizando a sequéncia de Sobol, é necesserario gerar 563683 pontos amostrais
para obter o primeiro ponto vidvel em (2. Para obter 5 pontos vidveis sdo necessdrios
1571473 pontos amostrais. Tal exemplo, mostra que restricoes muito rigidas exigem que
muitos pontos amostrais sejam gerados. Para contornar essa dificuldade e relaxar as
restri¢oes 7; (y) < 0 e s; (y) < 0 propomos o uso de uma variavel auxiliar.

Seja S C R™ o hipercubo definido por S = A X [a,,b,], onde n =w+ 1, b, =0
e a, < 0. Vamos definir as funcoes f : R” = R, g; : R = R e h; : R” — R da seguinte
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forma:

gi (@) =71 (y) +z,, i=1,....,m,
hj(z)=s;(y)+z,, j=1,...,q, (114)

Tn, l=q+1,
F@) =Cl),

onde z = (y,z,) € R". Note que r;(y) < 0= g;(z) <0es;(y) <0= hj(x) <O0.
Por outro lado, a reciproca nao é verdadeira. De fato, podemos ter g; (z) < 0 mesmo
quando 7; (y) > 0. Para isso, basta tomar x, < —r; (y). De forma andloga, temos que se
s; (y) > 0, entdo h; (x) < 0 para todo z,, < —s; (y).

Pela Eq. (114) temos que o vetor gradiente de f, denotado por Vf (z) é dado

por

V( (y)

Vi@ = |

(115)

Por sua vez, as matrizes Vg () € R"*™ das primeiras derivadas parciais de g e Vh (x) €

R™*! das primeiras derivadas parciais de h sdo dadas, respectivamente, por {

Vg (x) = { Vg () ... Vgm(x) } = Vﬁl(y) VT,; ) ] (116)
Vh(z)=| Vhi(x) ... Vi(2)]= Vsll@ VSz—ll( ) (1)] 7 (117)

onde O € R™! ¢ o vetor nulo.
Utilizando as funcoes f : SCR* =R, g: SCR* =R™eh:S CR" — R

vamos definir o seguinte problema de otimizacao
minimize f (z) sujeito a g; () <0eh;(x)=0,i=1,....m, j=1,...,1. (118)
Sob certas hipdteses de regularidade, o teorema a seguir tem como consequéncia

que para toda solugao do problema (118) podemos obter uma solu¢ao do problema (103).

Teorema 7: Seja (z,\, 1) € R® x R™ x R! um ponto que satisfaz as condi¢des KKT
do problema descrito na Eq. (118). Entao o ponto (y,x, ﬂ) € R x R™ x R-!, com
y=(r1,.. ,Tn1), A\=Ae @i = (u1,..., 1), ¢ um ponto KKT do problema (103).
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Demonstragdo: Como (z,)\, 1) € R® x R™ x R! satifaz as condigoes de otimalidade
de primeira ordem de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) do problema descrito na Eq. (118),

entao

Vi(x)+Vg(x)A\+Vh(z)p=0, (119)
G (z) A =0, (120)
hj(z)=0, j=1,...,1, (121)
gi () <0,i=1,...,m, (122)
N0, i=1,....m, (123)
onde G (z) € R™™ ¢ uma matriz diagonal, com Gy; (z) = ¢; (z), para todo i = 1,...,m,

A e u sdo as variaveis duais associadas as restrigoes de desigualdade e igualdade, respec-
tivamente.

Utilizando as Eqs. (114)-(117), podemos reescrever a Eq. (119) como
\% UL \%s =t Vs;
{ Co(y)]+z)\i r<y)]+2ﬂj|: Sjl(y)
; =

_l’_
1 H
o que implica,

0]
| ] — 0, (124)

-1

V((y)+ i NV (y) + > 1 Vs; (y) = V¢ (y) + Vr (z) A+ Vs (z) 5 = 0, (125)

= j=1

onde y = (z1,...,Tn_1), B= ({1, ., fli_1) € X = \.
Por sua vez, pela Eq. (121) temos

s1(y) + zp 0

h(z) = : = = 2, =0
si-1 (y) + xp 0
Ty 0

s;(y)=0,j=1,...,1—1, (126)

ri(y)=gi(x) <0, i=1,...,m, (127)
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Pelo teorema 7, podemos obter uma solu¢ao global do problema (103), a partir

de uma solugao global do problema (118). Por outro lado, o teorema a seguir tem como

consequéncia que para toda solu¢do do problema descrito na Eq. (118), pode ser obtido

utilizando uma solugao correspondente da Eq. (103).

Teorema 8: Seja (y,x, ﬁ) e R x R™ x R~! um ponto KKT do problema descrito na
Eq. (103). Entao o ponto (z,\, u) € R* x R™ x R! | com z = (y,0), A = X e u = (J1, ju1),
pp=—A —...— Ay — 41 — ... — 1, ¢ um ponto KKT do problema (118).

Demonstrag¢do: Como (y, A, ﬁ) € R" ! x R™ x R~ satifaz o sistema descrito nas Egs.

(107)-(111), entao definindo z,, = 0, temos de imediato que

s1(y) + @y, 0
sw ] o 1(w) ,
s1-1 (y) + o 0
si-1 (y) 0
Tn 0
gi(x)=ri(y) +xo=1i(y) <0, i=1,...,m, (130)
€
r (y) + x, 0
G(z)\ = : : A=0. (131)
0 T (Y) + T
Por fim, py = —A\i — ... = An — iy — - .. — My, S€, € somente se, A\; + ...+ A\, +

iy + ...+ + = 0. Temos, entdo, pelas Eqs. (107) e (115)-(117),

m -1
V(@) + YNV (@) + 3 1, Vhy (2) + Vi (2) =0, (132)
ou seja,
Vfi(z)+Vg(x)A\+Vh(z)p=0. (133)
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Para definir o hipercubo S C R", utilizou-se o intervalo [a,, 0] no qual a variavel

x, esta definida. Para calcular o valor a,,, propomos o Algoritmo 11 a seguir.

Algoritmo 11- Célculo de a,,.
Dados: s, =0, s, = 0, ng, = 0 e a quantidade k£ de vizinhos utilizados no MTGO.

Passo 1. Gerar uma quantidade N* > k de pontos Sobol no hipercubo A dado por
A= [al, bl] X [GQ, bg] X ... X [an_l,bn_l] .

Passo 2. Verificar para cada ¢ = 1,..., m e para todo ponto Sobol y € A.
Se 1; (y) > 0, entao faga s, = s, +1; (y) € ngn, = ng, + 1.

Passo 3. Verificar para cada j = 1,...,¢ e para todo ponto Sobol y € A.
Se s; (y) > 0, entao faca s, = s, + s (y) € ngy = ngn + 1.

Passo 4. Se (Si;r:h) > 1037 faca a, = —« (s:;;ﬂ;ish)7 g; (x) = ag; (@7 i=1,....me
h; (x) = ahj(z), j=1,...,1 —1, onde a é uma constante tal que o (%) <1.
Caso contrario, se (%) < 103, faca a, = — (sgs;)

Caso contrério, se ng, = 0, faca n = w e resolva o problema descrito na Eq. (103).

Uma vez obtido o valor a, utilizaremos o MTGO para selecionar estimativas
iniciais no hipercubo S para o método de busca local FDIPA. A seguir apresentamos o

método FDIPA para solugdo do problema descrito na Eq. (118).

5.3 Método de busca local FDIPA

O método FDIPA foi desenvolvido para resolver problemas de otimiza¢ao nao
lineares e diferencidveis com restri¢oes de igualdade e/ou desigualdade (HERSKOVITS,
1998). Como as restrigoes de igualdade devem estar ativas na solucao, o FDIPA faz uso

da func¢ao de penalidade ¢, dada por,
!
¢ () = f(x)+>_cilh (@), (134)
j=1

onde ¢; > 0, j = 1,...,l. Neste caso, existe ¢ € R! tal que o valor minimo de ¢ sujeito
apenas a restrigdes de desigualdade ocorre na solugao do problema descrito na Eq. (118).
No entanto, embora nao existam parametros de penalidade indefinidamente crescentes,
a funcao ¢ nao possui derivadas em pontos onde as restri¢oes de igualdade estao ativas
(HERSKOVITS, 1998).

Para superar essa limitacao e permitir o uso da funcao de penalidade ¢, as res-

trigoes de igualdade sdo redefinidas de forma que todas tenham o mesmo sinal (nédo
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positivo). Assim, o conjunto vidvel do problema assume a forma
2 = {zef;9(x)<0eh(x)<0,i=1,....m, j=1,...,1}, (135)

Aqui, o interior de {2 ¢ denotado por £2°.
Conforme descrito em Herskovits (1998), em relagao ao problema (118), as seguintes

hipoteses deverao ser observadas.

Hipétese 1: Existe um numero real a tal que o conjunto Q, = {x € 2; f () <a} é

compacto e tem um interior QV.

Hipotese 2: 2 € Q) = ¢, (x) <0, i=1,...,m.

Hipdtese 3: As funcgoes f, g e h sao continuamente diferencidveis em €2, e tém derivadas

que satisfazem a condicao de Lipschitz, ou seja, existem constantes positivas K, L; e M;

tais que
IVf () =Vf()| < K2 ==z, (136)
IVgi (') — Vg (2)|| < Li ||’ — x| ,i=1,...,m, (137)
e
Ik, (&) = Vhs (2)] < My ! — i =1, L (138)

Hipétese 4: (Condicdo de Regularidade) Para todo = € 2, e para todo ¢ tal que

gi () =0, os vetores Vg; (z) sao linearmente independentes.

Sob essas hipéteses, Herskovitz demonstrou que dado um ponto zy € §2°, o
método FDIPA gera uma sequéncia de pontos {z;} C 29 tal que ¢ (z411) < ¢ (x1)
(HERSKOVITS, 1998). Esta sequéncia converge para um ponto que satisfaz as condigoes
de otimalidade de primeira ordem de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) do problema descrito
na Eq. (118).

A k-ésima iteracdo de Newton para resolver as Eqgs. (119)-(121) é definida na

forma matricial como

Bk Vg (l’k> Vh (Ik) Le+1 — T
A VgT (z) G () 0 Akt1 — Ak
VAT () 0 0 [ok+1 — [k

Vf (C(Jk) + Vg (C(]k) )\k + Vh (xk.) M

onde Ay € R™ ™ é a matriz diagonal com Ay; = A\;, i =1,...,m, e By = H (xg, A, pix). No

entanto, devido ao alto custo computacional para calcular H (xy, Ag, itx), podemos definir
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By, como uma aproximagao quasi-Newton de H ou a matriz identidade (HERSKOVITS,
1998).
Seja df a diregdo no espago primal definida por dff = xp11 — x;. O sistema da

Eq. (139) pode ser reescrito como

Bydy; + Vg (xx) Ay + Vh (x) iy = =V f (1) , (140)
AV gT (z) dY + G (z1) A = 0, (141)
VAT (z1) dY = —h (24), (142)

onde A} = Agy1 e puf = 1. Observe que o sistema definido pelas equagoes (140)-(142)
¢ independente do valor atual de p.

De acordo com Herskovits (1998), o vetor df é uma diregdo de descida para ¢,
mas pode ndo ser vidvel em relacao a (2. De fato, se g;(z) — 0, para algum i = 1,...,m,
entdao pela Eq. (141) temos Vg! (zx)df — 0, ou seja, df tende a uma dire¢io tangente
ao conjunto vidvel. Da mesma forma, se hj(x) — 0, para algum j = 1,...,[, entdo pela
Eq. (142) obtemos VA (x;)d — 0.

Para garantir a viabilidade da direcao de busca, utiliza-se o vetor d’,f € R" para
desviar o vetor di € R" para o interior da regiao viavel. O vetor df ¢ obtido resolvendo

o seguinte sistema linear

Bidy + Vg () X, + Vh (x4) 1l = 0, (143)
AVg" () d + G () N = —Apw?, (144)
VAT (z1) df = -, (145)

onde w? > 0 e w" > 0 sdo fatores de deflexdo associados a restricdes de desigualdade e
igualdade, respectivamente.
Assim, obtemos di que é uma direcao viavel e de descida, definida como uma

composicao das diregoes dj e df,
dp = d + prdy. (146)

O escalar p; > 0 determina o grau de deflexdo no sentido do interior da regiao
viavel, garantindo que d, seja também uma direcao de descida para ¢. Isso é feito im-
pondo limites superiores para p; (HERSKOVITS, 1998). Com efeito, se Vo' () d < 0,
obtemos Vo' (z3) dj, < 0 impondo VT (x1,) dy < EV@T (z1) dg, com € € (0,1). Assim,
usando a Eq. (146) obtemos pr < (£ — 1) Ve (an)df

VoT (zx)de A seguir, descrevemos o algoritmo
FDIPA.
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Algoritmo 12- FDIPA

Parametros: Escolher € >0, ¢ >0,£ € (0,1),n€ (0,1) ev € (0, 1).

Dados: k=0, 2, € Q, 0 < M eR" 0<ceR, 0<w e R, 0< wh eR e
By € R™" simétrica e definida positiva.

Passo 1. Calcular VL, (zg, A\, pix) = Vf (xx) + Vg (xx) A\ + VR (21) pu,.

Passo 2. Calculo da direcao de busca dj..

2.1. Calcular df e A} resolvendo o seguinte sistema linear

Bydy + Vg (x) Ay + VR () pjp = =V f ()
Akng (l’k) dg +G (CCk> )\% =0
VhT (z3) d2 = —h (x3) .

Caso ||d]| < e, pare.

2.2. Calcular df e /\f resolvendo o seguinte sistema linear

Bidy, + Vg (zx) Ny + Vh (z) 1y, = 0
A VT () df + G () Ny = —Agw?
VhT (z) d) = —w"

2.3. Se ¢; < 1,2u3, entao faca ¢; = —2u3, j =1, ..., L.
2.4. Se VT (z3) df > 0, faca

pr = min{o [ dF|*; (6 = DV" (x1) di V" (2x) dy}.
Caso contrario, faca

Pk = ¢ Hd%\|2 :
2.5. Calcule a direcao de busca

dy = d3 + prdy

e
Xk = )\g -+ pk)\g

Passo 3. (Busca Linear) Calcule ¢, o primeiro nimero da sequéncia {1,v,v% v3,...} que

satisfaz

¢ (1 + tedy) < ¢ (1) + Vo' (wy) dy,
hy (o4 tedy) <0, 5 =1, o, 1,

gi (z + tedy) < 0, se Ag, > 0,

gi (x + trdi) < gi (1), se A, < 0.
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Algoritmo 12- FDIPA (continuacao)

Passo 4. Atualizagoes.
4.1 Faca xp1 = xp + trdk.
4.2. Faga

VL (xri1, My pre) = VI (@k11) + Vg (Trg1) M + VA (@41) i,

7= VLw ($k+17 >‘k7 :uk) - VLZC (:L‘ka )‘ka Mk) s

0= tkdk,
1, se 01y > 0,267 BLo
¢ = T T ST T T g
(o, ) Bkd) / (5 By§ — 6§ 7) . se 6Ty < 0,207 Byd

0 =¢y+ (1 —¢)Bf,

B,66" By, n ool
6T B0 6o’
4.3. Para todo i =1, ..., m, faga Apy1, = —1/9 (Tg41).

Biy1 = By, —

Se Ap41, > 1, entao faga A\pyq, = 1.
4.4. Faca k = k + 1. Volte para o Passo 2.

Observa-se que para a selegdo do comprimento do tamanho do passo (no Passo
3), neste algoritmo realiza-se uma busca linear inexata que obedece a condi¢ao de Armijo.
Assim, no Passo 4.1, o novo ponto é determinado por zp,1 = wxp + trdg, onde t é o
comprimento do passo.

No Passo 4.2, a matriz B (simétrica e definida positiva) é atualizada usando a
formula de atualizacdo quasi-Newton BFGS. Para garantir B definida positiva, a atuali-
zacao BFGS utiliza a chamada condicao de curvatura 67y > 0, que pode nio ser satisfeita
quando a fun¢ao objetivo é a Lagrangiana. Para solucionar esse problema, em Herskovits
(1998) recomenda-se o uso da férmula BFGS com a modificagdo de Powell, Powell (1978),
conforme descrito no Passo 4.2.

Por outro lado, no Passo 4.3 as variaveis duais associadas as restrigdes de de-
sigualdade sao incrementadas conforme a restricao correspondente tende para zero. Desta
forma, em lugar da direcao de busca apontar para a fronteira da restri¢ao, ela desliza ao
longo da fronteira, tornando os passos mais longos e consequentemente melhorando a
eficiéncia do algoritmo (HERSKOVITS, 1998). A atualizacao de A deve garantir con-
vergéncia aos multiplicadores 6timos na solugao, preservando desta forma a convergéncia
global. Por sua vez, a atualizacao das variaveis duais associadas as restri¢oes de igualdade,
i, nao é considerada, uma vez que o sistema de equagoes (140)-(142), independe destas

variaveis.
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O método de pontos interiores descrito no Algoritmo 12, realiza uma busca local
a partir de um ponto inicial. No presente trabalho, as estimativas iniciais foram obti-
das utilizando a Inicializagdo Global Topografica Modificada e o método é denominado

MTGO-FDIPA. O fluxograma a seguir, mostra o funcionamento desse método.

MTGO/ FDIPA

|

Determinar o intervalo da variavel
auxiliar x,, (Algoritmo 11)

|

Selecionar as estimativas iniciais
utilizando 0 MTGO (Algoritmo 1)

|

Empregar o Método
FDIPA (Algoritmo 12)

5.4 Testes numéricos

Resolvemos 18 problemas testes, onde 7 deles possuem mais de uma solucgao, veja
Apéndice B. Os primeiros 15 problemas apresentam restri¢oes de igualdade e desigualdade
e foram escolhidos para avaliar a eficiéncia do método MTGO-FDIPA na resolucao de
problemas com diferentes caracteristicas, como o nimero de variaveis, a linearidade, o tipo
e a quantidade de restrigbes. Por sua vez, os problemas 16-18, sao casos particulares do
problema descrito na Eq. (103), com restrigoes apenas de desigualdades. Tais problemas,
de importancia na engenharia, foram escolhidos para comparar o desempenho do MTGO-
FDIPA com o de outros métodos descritos na literatura.

Primeiramente, analisamos os problemas 1-15 que apresentam restricoes gerais.
Para solucionar tais problemas foram utilizados os seguintes parametros no método FDIPA:
e =102 = 0,8 & = 0,7, n = 0,1 ev =5/8 N = (1,...,1), ¢ = 100,
w = (1,...,1) e R", w" = (1,...,1) € Rl e By = I, € R™". Em todos os testes
definimos N* = 5000. Os resultados numéricos foram obtidos utilizando um computador
equipado com processador Intel® Core™ i7-4510U, 8 GB de RAM, sistema operacional
Ubuntu 15.04. O cédigo foi programado em linguagem C++.

Nas Tabelas 24-26 sao descritas as solucoes dos problemas testes obtidas utili-
zando a varidvel auxiliar z,,. Nessas tabelas, (2*) e ¢ (z*) denotam, respectivamente, os
minimizadores globais e o valor 6timo obtido pelo MTGO-FDIPA. O limite inferior do

intervalo da variavel x,, é dado por a,. Os resultados obtidos para os problemas 1-8 sao
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apresentados na Tabela 24.

Tabela 24 - Solugoes obtidas utilizando o MTGO-FDIPA na resolugao dos problemas 1-8.

Problema an x* o(z*)
1 -635,898 (679,942;1026,07;0,11888; —0, 39623; 0) 5126,5
2 76,4133 (0; 100; 0; 100; 0; 0; 100; 200; 0, 01; 0) -400
3 -90,14 (0,82288;0,91144;0) 1,39495
4 -0,734218 (0;0;0,99991;0) 1
5 -2.83266 (1;4,743; 3,8212; 1, 3794; 0) 17,014
6 -1,15571 (0,63552;0;0,3127;0,05178;0) 29,8944
(1698, 09; 15817, 8; 54, 1055; 3031, 22; 2000;

7 -580,75 -1768,8069
90, 1158;95; 10,4929; 1, 56164; 153, 535; 0)

8 -599,157 | (776, 159;925,195;0,0511089; —0, 428891; 0) 5174,41

Fonte: A autora, 2022.

Os problemas 9-12 sao modificagbes de problemas multimodais sujeitos a restri-
¢oes de desigualdades apresentados em Hock e Schittkowski (1981) e Li et al. (2020).
Para isso, foram adicionadas restri¢oes de igualdade, que correspondem as condigoes de
otimalidade de primeira ordem de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) dos problemas com res-
trigoes de desigualdade (ISMAILOV e SOLODOV, 2009). Na Tabela 25 apresentamos os
resultados obtidos pelo MTGO-FDIPA para esses problemas.

Tabela 25 - Solugoes obtidas utilizando o MTGO-FDIPA na resolugdo dos problemas
9-12.

Problema ay, x* o(z*)
(4; 2,82843;2;0,70711; O),
9 -9,51959 (—4; —2,82843;2;0,707110), 2926274
(4; -2, 82843; —2: 0, 70711; 0)

(—4; 2,82843; —2;0,70711; 0)

(3,14159; 2, 275 0; 0; 0), (—3, 14159; 12, 275; 0; 0; 0),
10 -39,9991 0,397887

(9,42478;2,475;0;0;0)

(0, 089842; —0, T12656; 0; 0; 0; 0)
(—0, 089842; 0, 712656; 0; 0; 0; 0)

12 -33,234 (0;0;0;1;0,0625;0), (0;0;0; —1;0,0625; 0) 1

?

11 -19,6559 -1,03163

Fonte: A autora, 2022.

Por fim, na Tabela 26 apresentamos os resultados obtidos para os problemas

13-15. Tais problemas sao reformulagoes dos problemas de autovalores complementares
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descritos em MA (2012). Conforme mostrado na Tabela 26, tais problemas tém até 23

solugoes globais.

Tabela 26 - Solucoes obtidas utilizando o MTGO-FDIPA na resolugao dos problemas 13-

15.
Problema an x* o(x*)
(0,43143;0,076204; 0; 0, 49237; 26, 2823; 0)
(0,455806; 0,03678; 0,05812; 0,449297; 26,4149; 0)
(0,45273;0;0, 19135; 0, 35593; 28, 7114; 0)
(0, 22658; 0, 24915; 0; 0, 52428; 29, 1341; 0)
13 -45,7688 1

(0;0,44613;0;0,55387; 32,608; 0)

(0, 42583;0; 0, 28443; 0, 28974; 32, 8635; 0)
(0,22382; 0; 0, 77618; 0; 37, 5767; 0)
(0,12414; 0, 06809 0, 80777; 0; 41, 0162; 0)
(0;0,17708; 0, 82292; 0; 46, 4681; 0)
(0,1561;0, 15887; 0,487439; 0, 19759; 49, 1435; 0)
(0; 0, 342887; 0, 456563; 0, 20055; 66, 97; 0)
(0,78144;0;0,000987;0,21757; 77,4251;0)
(0,78229;0;0;0,21771;77,4575;0)

(0, 96896; 0; 0, 031045; 0; 99, 4233; 0)

(1;0;0; 0; 100; 0)
(0;0,513208;0,301942; 0, 18485; 107, 501; 0)
(0;0,76743;0;0,23257; 127, 392; 0)
(0:0,7171; 0, 2829; 0; 148, 532; 0)

(0;1;0;0; 158;0)

(0, 341489; 0, 423788; 0, 115468; 0, 119254; 197, 173; 0)
(0,387412;0,482014; 0; 0, 130574; 204, 584; 0)
(0,393472;0,488755;0,117773; 0; 226, 281; 0)

(0, 445524;0,554476; 0; 0; 231, 922; 0)
(0;0,788675;0,211325;4,13397;0),
(0,144971; 0, 782543; 0,0724857; 4, 60208; 0),
(0,25;0,75;0;5;0),

14 -8,3324 (0;0,211325;0, 788675; 5,86603; 0), 1
(0;0;1;650),(0,5;0,5;0;7;0), (1;0;0; 8; 0),
(0, 475718 0, 286423 0, 237859 9, 39792; 0),
(0, 666667; 0; 0, 333333; 10; 0)

15 -0,464482 (0,25;0,75;5;0),(0,5;0,5;7;0),(1;0;8;0) 1

Fonte: A autora, 2022.
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Buscando analisar o desempenho do MTGO-FDIPA na resolugao dos problemas
testes 1-15, utilizamos ainda duas outras abordagens. A primeira, chamada de TGO-
FDIPA, consiste no emprego do TGO com busca local feita pelo FDIPA. Na outra abor-
dagem, empregou-se o método FDIPA para realizar a busca local a partir dos pontos
iniciais vidveis sem o uso do método topografico. Tal método é indicado por NFDIPA.

Na Tabela 27 mostramos o ntimero minimo NMz de pontos amostrais necessa-
rios para obter as solucoes descritas nas Tabelas 24-26 utilizando o MTGO-FDIPA. A
quantidade de pontos vidveis obtidos utilizando os N Mx pontos amostrais e o niimero de
estimativas iniciais selecionadas pelo MTGO, sao denotados, respectivamente, por NMx e
NMz,. Para comparacio, também apresentamos o niimero minimo N7z de pontos amos-
trais necessarios quando utilizado o TGO-FDIPA, com a respectiva quantidade NTx de
pontos vidveis e o nimero N7z de estimativas iniciais. O ntimero minimo de pontos
amostrais necessarios ao utilizar o NFDIPA é denotado por NSz e o nimero de pontos

viaveis é dado por NSx.

Tabela 27 - Ntimero minimo de pontos amostrais utilizados pelo MTGO-FDIPA (N Mz)
e TGO-FDIPA (NTz), com as respectivas quantidade de pontos vidveis
(NMzx) e (NTz), e de estimativas iniciais (NMxg) e (NTzp). Namero mi-
nimo de pontos amostrais (N Sz) utilizados pelo NFDIPA com o respectivo

nimero de pontos vidveis (NSz).

Problema | NMxz | NMx | NMzo | NTz | NTx | NTxzy | NSz | NSx
1 86 5) 1 86 ) 1 20 1
2 377 5) 377 1 257 3
3 5) 1 8 1 2 1
4 5 1 7 5 1 2 1
5 6 1 16 13 3 2 1
6 26 5) 1 26 5) 1 8 1
7 89 6 3 116 2 36 3
8 86 5) 1 86 1 20 1
9 65 18 7 137 38 8 37 11
10 59 17 9 105 32 10 59 17
11 95 36 12 165 62 9 12 5
12 20 7 3 74 25 4 20 7
13 3812 | 2268 908 9698 | 5788 | 1172 | 3511 | 2086
14 99 93 40 346 308 41 55 52
15 13 10 4 41 26 5 4 4

Fonte: A autora, 2022.
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Observe ainda que para todos os problemas temos NSz < NMx < NTzx. Tal
resultado ja era esperado, pois tanto o TGO quanto o MTGO exigem pelo menos k +
1 pontos amostrais. Note ainda que no problema 13 a quantidade de pontos iniciais
selecionados pelo MTGO é muito superior ao niimero de solugoes globais. Esse fato pode
ser explicado pela ocorréncia das regioes de atragao em torno de uma solucao. De fato,
na ocorréncia de uma regiao de atracao o método tende a convergir para determinada
solucao.

Tal dificuldade pode ser contornada obtendo-se um ponto suficientemente proé-
ximo de cada solucdo, o que é feito aumentando o valor NMz resultando no aumento de
N Mxy. Além disso, quando dois minimizadores estao muito préximos, pode ser necessario
o uso de mais estimativas iniciais para haver convergéncia para ambas solucoes. No pro-
blema 13, a distancia euclidiana entre as solugoes (0, 78144; 0; 0, 000987; 0, 21757; 77,4251; 0)
e (0,78229;0;0;0,21771;77,4575;0) é 0,032.

Para mostrar a importancia do uso da varidvel auxiliar x,, apresentamos na
Tabela 28 o ntimero minimo N M de pontos amostrais necessarios para o MTGO-FDIPA
solucionar os problemas 1-15 sem o uso da variavel auxiliar x,,. Também apresentamos o
nimero minimo N7 de pontos amostrais necessarios quando utilizado o TGO-FDIPA e

o nimero minimo NS de pontos amostrais necessarios para o NFDIPA.

Tabela 28 - Ntimero minimo de pontos amostrais quando nao se utilizou

a variavel auxiliar x,. NM, NT e NS indicam, respectiva-
mente, o nimero minimo necessario para o MTGO-FDIPA,

TGO-FDIPA e NFDIPA (continua).

Problema NM NT NS
1 7302 7302 142
2 22097 25217 1905
3 1260 1260 332
4 7 7 2
5) 13 13 2
6 313 313 97
7 1571473 | 1571473 | 1571473
8 32526 32526 3686
9 838 3150 662
10 315787 | 400011 | 230571
11 588 1436 588
12 7577 11269 2801
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Tabela 28 - Ntimero minimo de pontos amostrais quando nao se utilizou

a variavel auxiliar x,. NM, NT e NS indicam, respectiva-
mente, o niimero minimo necessario para o MTGO-FDIPA,
TGO-FDIPA e NFDIPA (concluséo).

13 1475977 | 1475977 | 1475977
14 99349 220196 | 37957
15 36 61 8

Fonte: A autora, 2022.

Note que nos testes 1-15 temos NMx < NM, NTx < NT e NSx < NS. Esses
resultados mostram a importancia do uso da variavel auxiliar para reduzir a quantidade
de pontos amostrais necessarios.

Para mostrar a importancia de utilizar o MTGO, apresentamos na Tabela 29

o numero de avaliagoes da funcdo ¢ necessarias para solucionar cada problema teste

utilizando as quantidades NMxz, NTx e NSz, descritas na Tabela 27. Aqui, Evaly;
denota o nimero de avaliacoes de ¢ para N Mz pontos, utilizando o MTGO-FDIPA. Por
sua vez, Evalys, e Evalyg, indicam o nimero de avaliagoes de ¢ utilizando os métodos
TGO-FDIPA e NFDIPA, para as quantidades N7z e NSz, respectivamente.

Tabela 29 - Ntmero de avaliagoes Evalyg, Evalyr, e Evalyg, da funcao ¢ necessarias
para solucionar os problemas 1-15, utilizando os métodos MTGO-FDIPA,
TGO-FDIPA e NFDIPA, respectivamente (continua).

Problema Evalsm Evalyr Fvalyg;
1 7984 7984 3337
2 4081 4081 8510
3 151 151 201
4 14331 14331 14900
5 6330 1786 7879
6 523 523 619
7 368438 661503 1515971
8 2909 2909 5050
9 902 1378 1559
10 1087 4478 1903
11 4730 5582 1218
12 55 92 187
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Tabela 29 - Ntmero de avaliacoes Evalyg, Evalyr, e Evalyg, da funcao ¢ necessarias
para solucionar os problemas 1-15, utilizando os métodos MTGO-FDIPA,
TGO-FDIPA e NFDIPA, respectivamente (conclusio).

13 172840 235891 343184
14 59537 6664 7313
15 220 403 241

Fonte: A autora, 2022.

Note que Fvalyg, foi o menor apenas nos problemas 1 e 11. No caso do problema
11, temos NSx < NMxg e NSz < NTzg, o que significa que mais buscas locais foram
realizadas quando se utilizou o refinamento, justificando assim o ntiimero maior de avali-
acoes de ¢. Por outro lado, nos demais problemas, o uso de pontos de partida obtidos
utilizando refinamento foi mais adequado do que o uso dos pontos de amostrais viaveis
obtidos sem o uso de refinamento.

Nos problemas 7 e 13 foram necessarias muitas avaliacoes da fungao de penalidade.
No problema 13, isso ocorreu devido ao grande niimero de estimativas iniciais. Por sua
vez, o problema 7 apresenta o efeito Maratos (HERSKOVITS, 1998), necessitando de
muitas avalia¢oes da funcao de penalidade ¢ apesar de possuir apenas uma tnica solugao.

Note que, com excegao do problema 5, temos Fvalyz; < Evalys,. Isso ocorre
mesmo nos casos onde NTxqg < NMzxy. Nesses casos, o MTGO selecionou pontos que
o TGO descartou e que exigiram menos do método de busca local, ou seja, os pontos
de partida sao distintos e aqueles obtidos pelo MTGO foram mais adequados do que os
pontos selecionados pelo TGO.

Aqui, avaliamos também o tempo de CPU (em segundos) necessario para obter as
solucoes descritas nas Tabelas 24-26. Na Tabela 30 sao apresentados os tempos necessarios
para os métodos MTGO-FDIPA e NFDIPA determinarem os minimizadores globais dos
problemas 1-15. Note que, o MTGO-FDIPA necessitou de menos tempo em 86,67% dos

15 problemas considerados.
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Tabela 30 - Tempo (em segundos) necessirio para obter as solugdes descritas nas
Tabelas 24-26 utilizando os métodos MTGO-FDIPA e NFDIPA.

Problema MTGO-FDIPA (s) NFDIPA (s)
1 0,066 0,031
2 0,12 0,235
3 0,006 0,009
4 0,102 0,14
5 0,04 0,063
6 0,01 0,016
7 11,923 65,153
8 0,018 0,023
9 0,023 0,028
10 0,032 0,037
11 0,042 0,021
12 0,009 0,011
13 3,176 5,098
14 0,131 0,156
15 0,007 0,015

Fonte: A autora, 2022.

Na Tabela 31 sao descritas as solugoes obtidas pelo MTGO-FDIPA para os proble-
mas 16-18. Para obter tais solugoes, foram utilizados os seguintes parametros no método
FDIPA: e = 10713 0 =0,8, £ = 0,5, 7 =0,1 e v = 10/19, Ao = (10,...,10), ¢; = 100,
wl=(1,...,1) e R™", " = (1,...,1) € Rl e By = I,, € R™". Além disso, nos proble-

mas 16 e 17 utilizou-se N = 200 pontos amostrais Sobol e no problema 18 foi utilizado

N = 100.

Tabela 31 - Solucoes obtidas utilizando o MTGO-FDIPA na resolugdo dos problemas

16-18.
Problema an x* o(x*)
16 -0,45067 | (0,20573;3,47049;9,03662;0,20573;0) | 1,7248523
17 -0,76974 (0,0516575; 0, 355959; 11, 3336; 0) 0,012665
18 -8,09234 (0,788674;0,40825;0) 263,895843

Fonte: A autora, 2022.

Para avaliar o desempenho do MTGO-FDIPA, comparamos o presente método,

com 6 métodos robustos, que foram usados anteriormente com sucesso para determinar
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as solugoes dos problemas 16-18, a saber: (1) MVDE (Multi- View Differential Evolution)
(MELO e CAROSIO, 2013), (2) CMA-ES (Covariance Matriz Adaptation Evolution Stra-
tegy) (MELO e IACCA, 2014), (3) IAPSO (Improved Accelerated Particle Swarm Optimi-
zation) (GUEDRIA, 2016), (4) IABC-MAL (Improved Artificial Bee Colony with Modified
Augmented Lagrangian) (LONG et al., 2018), (5) C-ITGO (Constrained Iterative Topo-
graphical Global Optimization) (FERREIRA; ROCHA; NETO e SACCO, 2018) e (6)
DAPSO-GA (Dynamic Adaptive Particle Swarm Optimization and Genetic Algorithm)
(ZHU; HU e ZHU, 2019).

Na Tabela 32 mostramos o nimero de avaliacoes da fungao objetivo para o método
MTGO-FDIPA e para esses 6 outros métodos modernos. No caso dos métodos CMA-ES e
C-ITGO os valores apresentados correspondem ao nimero médio de avaliagoes da funcao

em diferentes execugoes.

Tabela 32 - Numero de avaliagoes da fungao objetivo necessarias para solucionar os pro-
blemas 16-18 utilizando o MTGO-FDIPA e 6 outros métodos.

Métodos Problema 16 Problema 17 Problema 18
MVDE 15000 10000 7000
CMA-ES 4659 194449 1706
IAPSO 12500 2000 -
IABC-MAL 15000 15000 15000
C-ITGO 940,68 535,08 136,48
DAPSO-GA 13356 2000 7131
MTGO-FDIPA 678 404 120

Fonte: A autora, 2022.

Observe que para a configuragao utilizada, o método MTGO-FDIPA realizou
menos avaliacoes da funcao objetivo para resolver cada um dos problemas testes 16-18,
seguido pelo método C-ITGO. Isso indica que o MTGO foi capaz de fornecer bons pontos
iniciais para o método de busca local FDIPA, que por sua vez, se mostrou eficaz na solugao

desses problemas.
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CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Neste trabalho, utilizamos a Inicializagao Global Topografica Modificada para ge-
rar pontos iniciais adequados para os métodos de busca local, utilizados aqui para resolver
os problemas de autovalores de matrizes reais simétricas, autovalores complementares e
minimizacao de fungoes sujeitas a restrigoes de igualdade e desigualdade.

Para obter os autovalores de matrizes reais simétricas foi utilizado o método
MTGO/Newton- Maehly. O problema de computar os autovalores a partir dos coefi-
cientes de polindmio caracteristico é mal condicionado. Tal dificuldade foi contornada
avaliando o polinémio caracteristico de forma direta sem representar explicitamente os
coeficientes. O primeiro passo, foi modificar a matriz inicial através da transformacao de
Householder. Os autovalores foram, entao, calculados utilizando a iteracao de Newton-
Maehly, a partir de pontos iniciais gerados pelo MTGO. Para a avaliagdo da direcao de
Newton utilizou-se a Eliminacdo de Gauss com pivoteamento parcial, empregando tam-
bém a diferenciacao algoritmica. Essa abordagem do problema de autovalor utilizando
o MTGO/Newton-Maehly, ndo é encontrada na literatura, e constitui uma importante
contribuicao do presente trabalho. Para avaliar o desempenho dessa metodologia foram
utilizadas 22 matrizes com diferentes dimensoes e em todos os experimentos o método
obteve todos os autovalores.

Em seguida foi estudado o problema de autovalores complementares. O problema
original foi reescrito utilizando uma variavel auxiliar permitindo a obtencao de mais pon-
tos amostrais viaveis. Para obter as solugoes desse problema, foi utilizado o método
MTGO/FDA-MNCP. Tal abordagem mostrou-se muito adequada, sendo uma importante
contribuicao deste trabalho. Para avaliar a performance foram estudados 12 problemas
descritos na literatura que possuem até 57 solugoes. Em todos os testes o MTGO/FDA-
MNCP foi capaz de obter todas as solugoes.

Por fim, para calcular as solugoes do problema de minimizacao de uma funcao
sujeita a restri¢oes de igualdade e desigualdade, foi utilizado o método MTGO-FDIPA.
Para isso, o problema foi reescrito utilizando uma varidvel auxiliar. Em geral, para uma
certa quantidade de pontos amostrais, tal abordagem permitiu obter um niimero maior
de pontos amostrais vidveis para serem refinados pelo MTGO. Para avaliar a eficiéncia
do MTGO-FDIPA, foram realizados 18 testes numéricos, e em todos o método obteve as
solugoes globais.

Assim, em vista dos resultados obtidos, concluimos que o trabalho atingiu seus
objetivos, mostrando que o uso da Inicializacao Global Topografica Modificada para gerar
estimativas iniciais adequadas para os métodos de busca local é uma metodologia com

potencial na resolugao dos problemas aqui estudados.
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Perspectivas futuras

Como perspectivas futuras imediatas, tem-se utilizar a Inicializacao Global Topo-
grafica Modificada na solug¢ao do problema de autovalor para matrizes reais nao simétricas.
Ja para o caso do problema de autovalores complementares, tem-se o objetivo de
utilizar a matriz B diferente da matriz identidade (I,,) e realizar aplicagbes na area de

Termodinamica.
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APENDICE A - Matrizes para o problema de autovalor complementar

Problema 1
-1

A= 8 )

3 4
Problema 2

8 -1 4
A=13 4 0,5

2 —-0,5 6
Problema 3

2 ¢ st
A= =3 st & |,

—st §5 S0
onde s = /6.
Problema 4

4 8 16
A=1] 8 16 32

16 32 64
Problema 5

100 106 —18 —81
92 158 —-24 —-101

A=
2 44 37 -7
21 38 0 2
Problema 6
2 g3 st §
3 4 5 6
A 3 ost s |
—st §5 8 T
s 8 &7 S8
onde s = /6.

Problema 7



4 8
8 16
16 32
32 64

Problema 8

onde s =/6.

Problema 9

4 8
8 16
A=1|16 32
32 64

Problema 10

34 —61
A=130 —63
98 —83

Problema 11

34 —61

30 —63
A=

98 —8&3

99 —&4

Problema 12

16 32

32 64

64 128
128 256

16 32 64
32 64 128
64 128 256
128 256 512

o8
10
45

28 58
10 9

45 74
46 44

64 128 256 512 1024

[ 788 780 256 —156
548 —862 190  —112
A=| 456 548 —1308 —110
292 374 14 —1402
304 402 66 —38

—191

—143

—119
—28

—1522
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APENDICE B - Problemas de otimizacio com restricoes mistas

Problema 1
C(y) = 3y1 + 0,000001y3 + 2y, + (0,000002/3)y3
1 (y) = —ya +y3 — 0,55 <0,
r2(y) = —y3 +ya — 0,55 <0,
s1 (y) = 1000sen (—ys3 — 0,25) 4+ 1000sen (—ys — 0,25) + 894,8 — y; = 0,
sy (y) = 1000sen (y3 — 0,25) + 1000sen (y3 — ys — 0,25) 4+ 894, 8 — y5 = 0,
s3 (y) = 1000sen (ys — 0,25) + 1000sen (ys — y3 — 0,25) 4+ 1294,8 = 0,
0 < y1,y2 < 1200; —0,55 < ys3,y4 < 0,99.

Problema 2

C(y) = —9ys — 15ys + 6y1 + 16y2 + 10 (ys + y7)
71 (y) = yoyz + 0.02ys — 0.025y5 < 0,

72 (y) = yoya + 0.02y7 — 0.015ys < 0,

si(W) =y +y2—ys—ya=0,

52 (y) = 0,03y; +0,01y2 — yo (y3 + ya) = 0,
s3(y) =ys +ys — ys =0,

$4(Y) =ya+yr —ys =0,

1,92, Y6 < 300;0 < ya, ys < 200;

3, Y5, y7 < 100; 0,01 < yg < 0,03.

o O

<y
<Y

Problema 3

Cy) = (y1 —2)* + (g — 1)°
ri(y) = 0,25y +y5 — 1 <0,
s1(y) =11 —2y2+1=0,
—10 < y;,y2 < 10

Problema 4

Cy) = (1 +3y2 +y3)* +4 (11 — )
1 (y) =3+ y} — 6y2 — dys <0,
s1(y) =1—wm —y2—ys =0,
0<wyi,y2ys <1
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Problema 5

C(y) = y1ya (1 +v2 +y3) + 3

1 (y) = —y1y2y3ys + 25 <0,

s1(y) =ui +uy5 +y5+yi—40=0,
1< y1,92,y3,94 <5

Problema 6

C(y) = 24,55y, + 26, 75y, + 39y3 + 40, 5y,
r1(y) = —2,3y1 — 5,6y — 11,1y — 1,3y, + 5 <0,
(y) = 1,645,/0,28y% + 0, 19y3 + 20,593 + 0, 6297 — 12y, — 11,9y, — 41, 8y
52, 1y, + 21 < 0,

T2 (Y

si(y)=m+y2+ys+uya—1=0,
0<wyi,y2,y3,y24 < 1

Problema 7

C(y) = 5,04y, + 0,035y, + 10y3 + 3, 36ys — 0, 063y4y;
r1(y) = —35,82 4 0,222y19 + byy < 0,

72 (y) = 133 — 3y7 + ayo <0,

73 (y) = 35,82 — 0,222y10 — byy — yo(1/b —b) <0,

= —1,12y; — 0,13167y;ys + 0,00667y;y2 + ays < 0,

ry(y) = —133 + 3y7 — ay10 — yio(1/a —a) <0,

r —

re (y) = —57,425 — 1,098ys + 0, 038y2 — 0,325y + ays < 0,

r7 (y) = 1,12y, + 0, 13167y 98 — 0,00667y1y2 — ays — ya(1/a — a) <

)
)
)
)

5 (Y)
)
) 0,

rs (y) = 57,425 + 1,098ys — 0, 038y2 + 0, 325ys — ay; — y7(1/a — a) <0,

s1(y) =1,22ys —y1 — y5 <0,

s2 (y) = (98000y3)/ (yaye + 1000y3) — ys < 0,

s3(y) = (2 +us5)/y1 —ys <0,

0,00001 < y; < 2000;0,00001 < o < 16000;

0,00001 < y3 < 120;0,00001 < y4 < 5000;

0,00001 < y5 < 2000;85 < yg < 93;

90 < y7 < 99;3 < ys < 12

1,2 < yg < 45145 < gy < 162;

a=0,99;b=0,09.
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Problema 8

C(y) = 3y1 + 0,000001y% + 2y, + (0,000002/3)y3

r1(y) = —ys+ys — 0,55 <0,

r2(y) = —y3 +ya — 0,55 <0,

s1(y) = 1000sen (—ys — 0,25) 4+ 1000sen (—y4 — 0,25) + 894,8 — y; = 0,
sy (y) = 1000sen (y3 — 0,25) + 1000sen (y3 — ys — 0,25) 4+ 894, 8 — y5 = 0,
s3 (y) = 1000sen (y4 — 0,25) + 1000sen (yq — y3 — 0,25) + 1294, 8 = 0,

0 < g1, s < 1200; —0,55 < y3,y4 < 0, 55.

Problema 9

C(y) = —11%2ys

r1(y) = yi + 2u5 + 43 — 48 <0,
= —Yy2ys + 2y1y4 = 0,

= —y1ys + dyoys = 0,

v2)
~
—~
<
|
<
o~
~—~
<
—
_l’_
[\
<
[OFN)
_l’_
.
<
(%)
o
(0.]
S~—
(@]

2a (Yo — by? + cy1 — 1) + ysy1 +ys = 0,

Y3 (Y12 — 23.5) =0,

ya (Y1 +y2 — 15) =0,

U<y <101 < yp < 13:0 < ys, 44 < 5.
a=1;b=5.1/(4r?);c=5/mr =6;s =10;t =1/ (87).

(y)
(y)
s51(y) = 2a (y2 — byi +cyr — 1) (20y1 +¢) — s (1 —t) sen (y1) + ysyz2 + ya = 0,
(y) =
(y) =
(y) =
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Problema 11

Cy) = (4= 2,197 +yi/3) i + 1y + (4y5 — 4) 3

1 (y) = yiys <0,

ra(y) =y —y5 <0,

T3 (y) = y1+y2+2y2—3<0

s1(y) = 8y1 — 8.412 + 2y5 + o + y3ys + 3yay? +ys = 0,
s2(y) =y — 8y2 + 16y5 + 3y195y3 — 2y2ys + Y5 (2y2 +2) =0
s3(y) = ys (n193) = 0,

s4(y) = ya (Yt —43) = 0,

85 (y) = ys (y1 + 3 +2y2 — 3) = 0,

B<y <3;-2<y2 <20 < y3,Ys,y5 < O

Problema 12

Cy) =y +y5+ 95 +vi
1 (y) = —yi — 4y3 — 9y3 — 16y; + 16 < 0,
51(y) = 2y1 — 2u1ys = 0,
(y) = 2y> — 8yoys = 0,
(y) =
(y) =
()

52

V2]

y) = 2ys — 18ysys = 0,

S4(y) = 2ys — 32y4y5 = 0,

s5(y) = ys (—yi — 4y3 — 9y3 — 16yF + 16) = 0,
=5 < y1,Y2,Y3, Y1 < 5;0 < ys < 2.

3

Problema 13

71 (y) = — (100 — y5) y1 — 106y + 18ys + 81y, <0,
) = =92y, — (158 — y5) y2 + 24y3 + 101y, <0,
)= —2y1 —4dys — (37 — y5) Y3 + Tya < 0,
74 (y) = —21y1 — 38ya — (2 — y5) ya < O,
) = — (100 — y5) 47 — 1063192 + 18y1y3 + 81y1ys = 0,
52 (y) = —92y1y2 — (158 — y5) y3 + 2412y3 + 101324 = 0,
) = —2y1ys — 44yoys — (37 — ys5) Y5 + Tysys = 0,
) = —21y1ys — 38yays — (2 — y5) yi = 0,
)
Y




Problema 14

ri(y) =—@8 -y y1 +y2 —dys <0,

r2(y) = =3y1 — (4 —ya) y2 — 0,5y3 <0,
r3(y) = —2y1 +0,5y2 — (6 — ya) y3 <0,

) = — (8 —va) ¥ +11y2 — 441y = 0,
s2(y) = —3y1y2 — (4 — ya) y5 — 0, 5yay3 = 0,
s3(y) = —211ys + 0,512y3 — (6 — y4) y5 = 0,
ss(y) = +yatys—1=0,

Y1, Y2, ys < 1; =13 < yy < 13.

Problema 15

((y) =1

r1(y) = =8yr + y1ys +y2 < 0

T2 (y) = —3y1 — 4ya +1y3 <0
s1(y) = =8y + yiys + yiy2 = 0,
s2(y) = —3y1y2 — 4y3 + y3ys = 0,
s3(y) =y +y2—1=0,

Problema 16
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Esse problema da engenharia, presente nos projetos de vigas soldadas, é frequen-

temente usado para testar a eficiéncia de diferentes métodos de otimizacao. O objetivo é

encontrar o custo minimo para fabricacao da viga soldada sujeita as restrigdes de tensao

de cisalhamento, tensao de flexdao, carga de flambagem, deflexdo final e restricdo lateral

(RAGSDELL e PHILLIPS, 1976). As fungoes desse problema sao dadas a seguir.

C(y) = 1,10471y3ys + 0,04811y3y4(14 + yo)
rl(y)—T—tmaxg()
72 (Y) = 0 = Smar < 0,
r3(y) =y —ys <0,
ry(y) = 0 104712 + 0, 0481 1y3y4(14 + y3) — 5 < 0,
75 (Y) = 0 — dmae <0,
r¢(y) =P — P. <0,
0,125 <y <2;0,1 <o, y3 <10;0,1 < gy < 2.
onde
M=P(L+%) \/0 25 (33 + (1 +95)"): J = 2v2p10 [ + 0,25 (31 + ws)°]

P = 6000; L — 14: P, — (43013E) . (1 _ yWE/H); 5 SPL., _ P, _ MR,

6xL+L 4L

vays? 1T Vo 2 J

I
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T = \/t% 4 btz 4435 = APLO B — 300000005 tnae = 13600; Symax = 30000;

Eyay3?
Amaz = 0,25 ¢ H = 12000000.

Problema 17

Esse problema da engenharia, consiste em minimizar o peso de uma mola de tragao
ou compressao, sujeita a restrigoes de tensao de cisalhamento, frequéncia de surto, deflexao
minima e do didmetro externo (GUEDRIA, 2016).

C(y) = yiyo (ys +2)
ri(y)=1- % <0,
o (y) = 12?2(23%2152?;;1 + 51018yf —1<0,
r3(y) =1-— % <0,
ra(y) =22 -1<0,
0,05 <y S 0,2;0,25 <yy <1,3;0,2 <y3 < 15.

Problema 18

Nesse problema o objetivo é minimizar o volume da estrutura de um trelica de trés
barras, sujeita a restrigoes de tensao (RAY e SAINI, 2001). A formulagdo matemética é

apresentada a seguir.

C(y) = 200\/—91 -+ 100y,

\fy1+y2 _
m(y) = fy1+2y1y2 2=0,

2y2 o
2 (y \/§y1+2y71y2 2 S Oa

)=
3 (y) fy2+y1 —2 S 0’
Y1,

0<wyi,y2,y3 < 1.

<

<






