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RESUMO

CERQUEIRA JUNIOR, José Ricardo da Silva. Simulacdo de transientes térmicos com
condutividade dependente da temperatura. 2022. 62 f. Disserta¢ao (Mestrado em
Engenharia Mecéanica) — Faculdade de Engenharia, Universidade do Estado do Rio de
Janeiro, Rio de Janeiro, 2022.

Neste trabalho, simulagoes da equagao do calor em regime transiente sao condu-
zidas levando em consideracao as variagoes da conductividade térmica e da difusividade
térmica em funcao da temperatura. A transformada de Kirchhoff é usada para linearizar
o termo associado a distribuicao espacial de calor dentro do sistema levando em conta a
variacao da condutividade com a temperatura e fazendo a equagao do calor assumir seu
formato classico porém com o termo transiente nao linear. Um esquema semi-implicito
é usado para aproximar uma solu¢cao numérica da equacgao com o valor da difusividade
térmica sendo atualizado a cada passo de tempo, dessa forma, levando em conta a depen-
dencia da difusivade em relacao a temperatura. Algumas simulagoes foram feitas para
comprovar a validade do método utilizando os valores das propriedades do Carbeto de
Silicio (6H-SiC).

Palavras-chave: transferéncia de calor nao linear. transformada de Kirchhoff.

condutividade térmica dependente da temperatura. equacao do calor.



ABSTRACT

CERQUEIRA JUNIOR, José Ricardo da Silva. Simulation of thermal transients with
temperature-dependent conductivity. 2022. 62 f. Dissertacao (Mestrado em Engenharia
Mecénica) — Faculdade de Engenharia, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio
de Janeiro, 2022.

In this work, simulations of the transient-state heat equation are performed taking
into account the variations of the thermal conductivity and the thermal diffusivity as
functions of the temperature. The Kirchhoff transformation has been used to linearize
the term associated with the spatial distribution of heat inside the system, taking into
account the variation of the conductivity with the temperature and making the heat
equation assume its classical form but, with a nonlinear transient term. A semi-implicit
scheme is employed to approximate a numerical solution for the equation with the value
of the diffusivity being updated at each time-step, consequently, taking into account the
dependency of the diffusivity on the temperature. Some simulations have been performed
in order to prove the validity of the method, using the values of the properties of the
Silicon Carbide (6H-SiC).

Keywords: nonlinear heat transfer. Kirchhoff transformation. temperature-dependent

thermal conductivity. heat equation.
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INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho é simular problemas transientes de transferéncia de calor
sujeitos a grandes variagoes de temperatura, condicao na qual nao é possivel desprezar a
dependéncia da condutividade térmica e da difusividade térmica em relagdo a tempera-
tura.

A equacao do calor é amplamente utilizada para calcular a temperatura interna
de um material cuja fronteira é exposta a um fluxo de calor. Tal conhecimento é de
grande valia em projetos térmicos como por exemplo o calculo da integridade estrutural
de um material sélido (célculo de tensoes térmicas), otimizacao da espessura de paredes
isolantes, definicao da microestrutura esperada para uma peca submetida a tratamento
térmico, entre outros. A equacao do calor, que é valida para sélidos rigidos isotropicos em
repouso, é dada por, (GAMA; CERQUEIRA; GAMA, 2020), (BERGMAN et al., 2014)

pc%—{ =div(kVT)+q (1)

Uma hipotese que geralmente é empregada visando facilitar a obtencao da fungao
T(x,t) é linearizar o problema, definindo que a condutividade térmica e a difusividade
térmica nao dependem da temperatura, ou seja sao constantes. Nesse caso, a distribuicao
de temperaturas ao longo do tempo em um corpo §2 inicialmente a uma temperatura Tj
e cuja fronteira 02 é mantida a uma temperatura constante Tg # Ty, pode ser obtida

resolvendo a equagao (supondo que nao ha geragao interna de calor),

1or
aa—le(VT)
T=TyinQ t=0 (2)

T=Tsono t>0

Entretanto, sabemos que ambas as hipdteses sao falsas, ambas as propriedades va-
riam e desprezar esse fato pode levar a resultados equivocados, principalmente no regime
nao estaciondrio, no qual as temperaturas (e consequentemente a difusividade e a conduti-
vidade) sao alteradas com o passar do tempo. Nesse caso, além de o tempo calculado para
um determinado ponto atingir uma determinada temperatura ser impreciso, podemos dar
origem a uma aproximacao que se afasta da realidade conforme o tempo evolui.

Uma forma de tornar a equagao (2) aproximadamente linear é usar a Transformada

de Kirchhoff para reescrevé-la em funcao de uma outra varidvel que inclua k e 1" eliminando
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a nao linearidade correspondente ao termo div(kVT),

1 Ow .
aa—le(V(ﬂ)
w=wp in Q, t =0 (3)

w=wgond), t>0

O passo seguinte é implementar um esquema numérico no qual o valor de « é
atualizado constantemente, gerando resultados mais precisos, a seguir, alguns problemas
serao resolvidos para testar o método proposto.

Durante a obtencao e manipulacao das equacoes, todas as vezes em que for ne-
cessario empregar um sistema de coordenadas neste trabalho, usaremos o sistema re-
tangular Cartesiano, como estamos trabalhando com materiais isotropicos, os valores
das propriedades consideradas sao independentes da direcao em que esteja sendo feita a
analise.

Este trabalho foi dividido da seguinte forma:

O proposito do capitulo 1 é resumir alguns conceitos basicos de mecanica do
continuo que serao uteis no capitulos seguintes.

O capitulo 2, tem por objetivo mostrar algumas equacoes de transporte de massa
e energia que serao usadas no modelo matematico do problema.

No capitulo 3, os conceitos apresentados nas secoes anteriores serao utilizados para
definir um corpo rigido.

O objetivo do capitulo 4 é demonstrar como obter a equacao do transporte de calor
dentro de um corpo rigido isotrépico em repouso.

O propodsito do capitulo 5 é demonstrar as limitacoes do modelo linear que geral-
mente é empregado em problemas de conducao de calor.

No capitulo 6 descreveremos o procedimento para aproximar a equacao diferencial
nao linear mostrada nos capitulos anteriores como uma equacao algébrica linear.

E no capitulo 7, descrevemos a Transformada de Kirchhoff, um método matemaético

empregado para superar a nao linearidade da equacao do calor causada pelo termo
div(EVT).
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1 CINEMATICA DE CORPOS CONTINUOS

A Mecanica do Continuo é uma ciéncia na qual um material é tratado como se
fosse distribuido continuamente sobre o espaco que ocupa. Apesar do fato de que a
matéria é formada por dtomos ou moléculas, geralmente estamos interessados em analisar
problemas fisicos usando um ponto de vista macroscépico, ou seja, observando o efeito
global do fenémeno considerado sobre a estrutura como um todo ao invés de estudar
cada particula que compoe o corpo. Esse tipo de abordagem ¢ possivel porque em geral,
as distancias interatomicas sao muito pequenas se comparadas ao nosso ponto de vista
experimental (BILLINGTON; TATE, 1981).

1.1 Movimento

Um corpo pode ser definido como um conjuto de particulas no qual cada uma
pode ser associada em uma correspondéncia um para um a ponto em uma certa regiao
no espaco. A regiao ocupada por um certo corpo em um instante de tempo, conveniente-
mente escolhido (ndo precisa ser no instante inicial), e que serd usada para comparagoes
é chamada configuracao de referéncia X, enquanto a posicao ocupada em qualquer outro
instante ¢ é a configuragao atual x. A configuracao atual em qualquer instante esta conec-
tada a de referéncia através de um dependéncia funcional, que define o movimento de um
corpo, ou seja as mudancas de configuragao ao longo do tempo, como vemos na equacao
(4) e estd ilustrado na figura 1 (GAMA, 2012), (GURTIN, 1982), (BILLINGTON; TATE,
1981).

x = x(X, 1) (4)
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Figura 1 - Um corpo €2 em dois instantes de tempo diferentes e

suas respectivas configuragoes (GAMA, 2012)

o0,

X(X.9

0Q__ N\ - "

Configuragéo de
Referéncia

Configuragéo
Atual

O campo de velocidades é a funcao que define a velocidade de qualquer particula

pertencente ao corpo. E dado pela derivada parcial no tempo da funcao posicao, equacao

(4),

0 0x
v=—x(Xt)]=—— 5)
S 1) = = )
Considerando que a velocidade de um tnico ponto material é uma funcao de sua
posicao que por sua vez é funcao do tempo, em outras palavras, é dada por uma funcao

composta tal qual a seguinte,

v =v(z(t),y(t), 2(t)) (6)

Entao o campo de aceleracoes é dado por,

8V@ 8V% 8V% 8v_8v ov ov ov

a:%dt+a—ydt+adt+§—%1}x 8_yvy+$%+a (7)

Que é exatamente a derivada material da velocidade, Dv/Dt, ou seja, a varia¢ao

da velocidade no tempo de qualquer ponto material pertencente ao corpo,

Dv ov
a=gr= (grad v)v + — (8)

ot
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1.2 Gradientes de Velocidades e de Deformacoes

Um tensor de segunda ordem S, pode ser definido como uma transformagao linear
que conecta um vetor u a um vetor w = Su de mesma dimensao, respeitando, (GAMA,
2017) , (GURTIN, 1982)

S(u+b)=Su—+Sb

(9)
S(b) = /(Sb)

O tensor de segunda ordem dado pelo produto tensorial (a ® b) é definido pelos
vetores de mesma dimensao a e b através da seguinte relacao,
(a®@b)ec=a(b-c) (10)

Considerando que um tensor de segunda ordem pode ser expresso como uma soma

de produtos tensoriais, o tensor gradiente de velocidades é dado por,

adv = Ova i®i+ Ova i®ij+ Ova iok+ vy ® i+
sracv =1\ "oz oy )1 o )
vy, ov ov, . v, ) ov,
(G )izie (5 )*’®k+(ax)k®‘+(ay)k®”(a Jxeox

E o tensor gradiente de deformacoes é expresso como,

B [0z oz or \ . dy y
F_Gradx_(8X>l® —i—(ay)l@J—i—(aZ)l@k—i-(aX),]@ +(8Y)‘]®J
Jy 0z 0z 0z
+<aZ> ®k+<ax)k® +(ay>k®J <aZ>k®k (12)

Os tensores gradiente de velocidades e gradiente de deformagoes estao conectados

de modo que,

gradv = (Gradv)F ! = FF~! (13)
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A equagao (13) pode ser facilmente verificada, primeiro, devemos considerar o

tensor gradiente de deformacoes inverso que é dado por,

0X 0X 0X oY oY

oY\ . 0z ] 0z . 0z

A taxa de variagao ao longo do tempo do tensor gradiente de deformacoes que é

dada por,

- [ Ove . _ . Oovg\ . . vy \ . vy \ . . vy \ . .

F—GradV—(6X>1®1+(ay)1®J+(8Z>l®k+<a—X)_]®l+(a—Y),]®_]
vy \ . dv, . [ Ov ., [ Ov:

+(3_Z)J®k+(aX)k®l+(8Y)k®J+(8Z>k®k (15)

E a seguinte igualdade, valida para quaisquer vetores a, b, ¢ e d (desde que tenham

a mesma dimensao),

(a®@b)(c®d)=(b-c)(a®d) (16)

Além disso, considerando que o traco de um tensor a ® b é igual ao produto a - b,
observando a equacao (11), é facil ver que o traco do tensor gradiente de velocidades é o

divergente do campo de velocidades, ou seja,

divv = tr (grad v) = tr (FF7}) (17)

Em mecanica, o determinante do tensor gradiente de deformagoes é sempre maior

que zero, portanto o tensor ¢ inversivel. O determinante varia no tempo de acordo com a

relagao, (GAMA, 2012),

det F = det F divv (18)
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1.3 Tensores Vorticidade e Taxa de Deformacgao

De acordo com o teorema da decomposicao polar, o gradiente de deformagoes pode

ser expresso em qualquer uma das duas seguintes formas,

F=RU (19a)
F=VR (19b)

O significado fisico das equagoes (19a) e (19b) é o seguinte, o tensor Rotagao
R, é um tensor préprio ortogonal (det R = +1) responsavel por girar o corpo até sua
posicao final enquanto o tensor simétrico e positivo-definido U ou o tensor simétrico e
positivo-definido V causa a deformagao do corpo até seu formato final, (GAMA, 2012),
(BILLINGTON; TATE, 1981).

Considerando a equagao (19a), a taxa na qual o gradiente de deformagoes varia no

tempo é,

F=RU+RU (20)

Considerando a equagao (13) temos,

gmv:(RU+RUyRUY1 (21)

Sabemos que R é ortogonal (R™! = R”) e ambos R e U sio inversiveis (RU) ™" =
U 'R™!), assim, resolvendo a multiplicagao na equagao (21) e organizando os termos
obtemos o gradiente de velocidades decomposto em uma parcela anti-simétrica (primeiro
termo no lado direito da equagao (22)) e uma parcela simétrica (segundo termo), o tensor

vorticidade e o tensor taxa de deformacao respectivamente,

gradv=RRT+RUU'R” (22)



Portanto, o tensor vorticidade W, é dado por,

. 1
W =RR’ = 5 [gradv — (grad v)"]

E o tensor taxa de deformagao é dado por,

. 1
D=RUU!'R? = 5 [grad v + (grad V)T]

16

(23)

(24)
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2 EQUACOES DE TRANSPORTE

Em mecanica, um corpo em movimento pode transportar massa e energia. Neste
capitulo mostraremos algumas equagoes de conservacao as quais um corpo continuo pode

estar sujeito.

2.1 Tensor Tensao

Um corpo continuo pode estar sujeito a dois tipos de forga: forgas de corpo (de
campo), que atuam em cada particula pertencente ao conjunto como a gravidade e, forgas
de contato (ou de superficie) que atuam apenas sobre as pontos materiais pertencentes a
superficie, como a forca de atrito.

A forga de superficie agindo sobre a fronteira 9€) de um corpo continuo é dada por,

Fg = / TndsS (25)
o0

Sendo n o vetor unitario exterior normal a superficie 02 e T o Tensor Tensao de

Cauchy que pode ser expresso em forma matricial como,

T= |1, o4 T (26)

Na equagao (26), os elementos da diagonal principal indicados por o;; s@o as tensoes
normais, geradas por forcas que tendem a esticar ou comprimir o corpo, dependendo do
sentido da forga aplicada. Os outros elementos, indicados por 7;; sao as tensoes cisalhantes,
geradas por forgas que tendem a cisalhar (rasgar) a superficie do corpo.

O tensor tensao para um fluido Newtoniano incompressivel, pode ser calculado

usando a seguinte equagao (GAMA, 2012),

T = —p1+ plgradv + (gradv)’] (27)

Onde, p é a pressao sobre o fluido e p é sua viscosidade. Examinando a equagao
(27), podemos ver que para um fluido ideal (néo viscoso) o Tensor Tensao ¢ um miltiplo

da matriz identidade e isso nos leva a entender a principal diferenca entre fluidos e sélidos
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no que diz respeito a resposta a tensoes. Como o tensor T é simétrico, um sélido rigido
(ndo deformavel) tende a resistir a deformagcao devido a tensdes cisalhantes opostas que
equilibram as forcas aplicadas enquanto um fluido ideal tende a se deformar-se escoando.
Entretanto, fluidos reais sao viscosos e tendem a a resistir em algum grau a tensoes
cisalhantes, enquanto solidos elasticos sofrem deformacao proporcional a tensao aplicada.
Ainda que os dois casos sejam idealizagoes (sélido rigido e fluido ideal), eles servem para
ilustrar a diferenca entre um fluido real e um sélido elastico isotrépico devido a magnitudo

da resisténcia do material em cada caso.

2.2 Teorema do Transporte

Seja €2, a configuracao atual de um corpo que transporta uma certa propriedade ¢.
Em qualquer instante de tempo, sendo a quantidade ¢ continuamente distribuida dentro

da regiao €, a quantidade ¢ pode ser definida como,

p= [ pdV (28)

Q¢

Essa mesma quantidade pode ser expressa na configuracao de referéncia como,

¢ = godethV:/ odV (29)
Qo Q¢

A taxa de variagdo de ¢ ao longo do tempo é obtida derivando a equagao (28),

entretanto, como a regiao () ¢ arbitraria é conveniente reescrever a integral considerando

a configuragao de referéncia, dada pela regiao €2y, que é fixa. Nesse caso, os limites de

integracao nao dependeriam do tempo e a taxa de variacao de ¢ poderia ser expressa

como,
dé  d B

—_— = — dV = —(pdet F)dV 30
=gl [ Giteder) (30)

Resolvendo a derivada dentro da integral no lado direito, a equacao (30) é reescrita

como,

4 pdV = / [(pdet F + p(det F)divv]dV (31)
dt R Q0
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A equacgao pode ser reescrita usando-se a definicao de derivada material e, como os
dois termos sao multiplicados pelo determinante do gradiente de deformacoes, a equacao
pode ser expressa novamente considerando a configuracao atual e dessa forma, obtemos

o Teorema do Transporte de Reynolds,

d

D¢ .
— dV = — d dV 2
% thp V Qt(Dt—l—go 1VV) (32)

2.3 Equacao da Continuidade

Seja M a massa de um corpo que ocupa a regiao {2; em qualquer instante de tempo.

Considerando que a massa do corpo nao varie no tempo, podemos dizer que,

d d
M= pav =0 33
dt dt/Qtp (33)

Se o Teorema do Transporte (32) for aplicado na equagao (33) temos,

d d Dp .
=2 pav=[ (2L4pdivv)av = 4
% dt/ﬂtp 1% /Qt(Dt+p 1VV> V=0 (34)

Como a regiao {2, é arbitraria, a integral deve ser nula independentemente dos
limites de integracao, e através disso, obtemos a forma diferencial da equacao da conti-

nuidade,

Dp

— divv =0 35

D TP (35)
A forma integral dessa equacao é obtida desconsiderando o principio da conservagao

de massa. Aqui, a taxa de varia¢ao da massa contida dentro de uma regido fixa R (volume

de controle) é igual ao balango de massa cruzando sua fronteira JR, ou seja,

d

— pdV:—/ pv-ndS (36)
dt Jr OR
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2.4 Conservacao do Momentum Linear e do Momentum Angular

Os axiomas de Euler sao utilizados para definir as condigoes de equilibrio de um
corpo estabelecendo as taxas de variagao do momento linear e do momentum angular. De
acordo com o primeiro axioma, a taxa na qual o momentum linear de um corpo varia no

tempo em relacao a um referencial fixo, é dada pela soma das forcas de corpo e de contato
atuando sobre o mesmo, ou seja (GAMA, 2012), (BILLINGTON; TATE, 1981),

d
— [ pvdV = TndS—i—/ pgdV (37)
dt Jg, o0 o

Se o Teorema do Transporte, equacao (32), é usado no lado esquerdo da equacéo

(37) temos o seguinte,

Dv

— vdl = — oy ZE divv || dv
; tp V4 /t {,0 - + ( t+p 1 )] (38)

Em seguida, para satisfazer a forma diferencial da Equacao da Continuidade,

equagao (35), o termo no lado direito entre parénteses deve ser igual a zero, portanto,

D
/ (p—v)dV:/ TndS+/ pgdV (39)
o, \ Dt o, ot

Considerando a seguinte forma do teorema da divergéncia para tensores,

/ TndS— [ divTdV (40)
BQt Qt

A equagao (39) se torna,

D
/ (p—v)dV:/ dideV+/ pgdV (41)
Q4 Dt Qy Q4

Como em um mesmo instante de tempo, as integrais devem ser calculadas conside-
rando a mesma regiao €2;, podemos desconsiderar as integracoes e assim, obtemos a forma

diferencial da equacao de balanco do momentum linear,

D
pD—: =divT +pg (42)
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De acordo com o segundo axioma de Fuler, a taxa de variagao no tempo do mo-
mentum angular de um corpo em relagao a um referencial fixo, é dada pelo somatorio dos

torques aplicados sobre o mesmo, ou seja, (GAMA, 2012),

d
— rXdeV:/ rx(Tn)dS+/ rx (pg)dV (43)
dt Jq, ot Q

Na equagao (43) o vetor r é a distancia do ponto em que a forca é aplicada a um
ponto fixo convenientemente escolhido. Considerando a densidade constante e aplicando

o Teorema do Transporte, equagao (32), a integral no lado esquerdo obtemos,

% Qtr><pvdV:/Qt (p%jv)]-k(rxv)%—i—(rxv)pdivv) dv (44)

Em seguida, a forma diferencial da Equagao da Continuidade equagao (35), deve
ser satisfeita e como o vetor r é a distancia entre dois pontos fixos (médulo constante)

podemos escrever,

Consequentemente, a equacao do balangco do momentum angular assume a forma,

/Qt(prx%)dV:/mtrx(Tn)dS+/ﬂt(pr><g)dV (46)

Reorganizando os termos, podemos utilizar a seguinte identidade, na qual a ¢

qualquer vetor arbitrario,

ax(bxc)=(b®c—c®b)a (47)

Assim, a equacdo (46) pode ser reescrita como,

/m {Pr® (%‘t[—g)] - K%‘;—g) ®pr] dV:/mt r® (Tn)— (Tn)®r]dS (48)
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E se for utilizada a seguinte forma do teorema da divergéncia para tensores,

/ r®(Tn)dS:/ [r®divT+T"]dV (49)

Podemos reescrever a equagao (48) como,

D
/{r®(p&—pg)1+{(—p—v+pg)®r}dV:/ [r®divT + T —divI ®@r — T| dV
Q Dt Dt 0

(50)

Substituindo a equagao (42) do balango do momentum linear, na equacao (50)

obtemos,

/ﬂ [T" = T]dV =0 (51)

Portanto, como a regiao €); é arbitréria, a integral deve ser sempre nula indepen-
dentemente dos limites de integracao e consequentemente o Tensor Tensao de Cauchy é

igual ao seu transposto, o que assegura a sua ja mencionada simetria.
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3 MOVIMENTO DE UM CORPO RIGIDO

Seja ) um corpo continuo que quando sujeito a acao de uma forca, sofre uma
deformagao desprezivel do ponto de vista macrocopico. Neste caso, podemos dizer que
a distancia entre dois pontos materiais pertencentes ao corpo permanece constante ao
longo do tempo. Por exemplo, vamos imaginar que, se duas particulas que ocupam as
posicoes X e Xg na configuragao de referéncia, apés um intervalo de tempo ¢, ambas
estarao nas posigoes X e Xg respectivamente. Como o médulo do vetor distancia entre os
pontos deve permanecer o mesmo nas duas configuragdes, podemos dizer que, (GAMA,

2012),(BILLINGTON; TATE, 1981),

[IX = Xol| = [[x = %ol (52)

Podemos dizer que R, um tensor ortogonal préprio (det R = 41) que nao depende

da posicao, transforma esse vetor posicao na configuracao de referéncia de modo que,
X —Xp = R(X — Xo) (53)

Se a distancia entre X e Xo é muito pequena, a seguinte igualdade é vélida, (qual-

quer que seja o tensor gradiente de deformagoes F desde que seja independente da posigao).

x —xp = F(X — X)) (54)

Comparando as equacoes (52) e (54) concluimos que,

|IX = Xol| = F[[X = Xo| (55)
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O que nos leva a concluir que o tensor gradiente de deformacoes F assim como o
tensor rotacao R deve ser ortogonal. Como o determinante do gradiente de deformagoes é
constante, o movimento de corpo rigido ¢ isocérico, ou seja o volume do corpo é indepen-
dente do tempo, além disso, como o determinante é unitario, a configuracao de referéncia
coincide com a atual em algum instante de tempo. Dessa forma, considerando a equacao

(54), o movimento de um ponto genérico pertencente a um corpo rigido é dado por,

x=RX-RX,+x9, R=R(t) (56)

Como o tensor R, é dependente do tempo, entao, o fungdo movimento para um

corpo rigido tem a forma,

~

x=f(t) + R(t) X (57)

Adicionalmente, como o tensor F é ortogonal (F~! = FT), combinando as equagoes

(13) e (24), o tensor taxa de deformagao é,

D= % (FF—l + (FF‘1>T) = % (FF"+FTET) = % (FFT) =i=0 (58)

Portanto, em um movimento de corpo rigido, como o parte simétrica do gradiente
de velocidades é nula, o tensor é formado apenas pela sua parcela anti-simétrica gradv =
W. Como o tensor R é ortogonal (R™! = R”), se lembrarmos das equacoes (13), (22) e
(58),

gradv=RRT+RUU'RT=RR"=RR !=FF! (59)
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Figura 2 - Um corpo rigido na configuracao de referéncia e na

configuragao atual apés um intervalo de tempo

Configuracéao de Configuracéao
referéncia atual apos um
tempo t
QO
—»

O que prova que em um movimento de corpo rigido, o tensor rotagao R e o gradiente
de deformacoes F sao iguais, além de confirmar a hipdtese de o tensor R ser ortogonal e
proprio. Além do mais, se lembrarmos do teorema da decomposi¢ao polar, (19a) e (19b),
vemos que os tensores U e V devem ser iguais ao tensor I, e o significado fisico disso
é que um corpo rigido em movimento é girado até sua posicao final porém mantém o
seu formato (nao sofre deformagcao). Um movimento de corpo rigido é esquematizado na
figura 2, na qual temos um corpo em sua configuracao de referéncia {2 e sua configuragao

atual €; apds ser deslocado.
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4 EQUACAO DA ENERGIA

Primeiramente vamos definir a primeira lei da termodinamica como um axioma
que estabelece o seguinte: A taxa na qual a quantidade de energia de um corpo (cinética
+ interna) varia no tempo é igual a taxa de trabalho mecanico realizado sobre este corpo
no tempo (poténcia mecanica da forgas atuando sobre o corpo) somada a taxa de energia
transmitida em forma de calor (calor cruzando a fronteira + geragao interna de calor)
(GAMA, 2012), matematicamente,

d 1
— p{u+—v~v} dV:/ (Tn)~vdS—|—/ pg~vdV—|—/ —q~ndS+/ ¢dV (60)
dt Jg, 2 o9, o pioy ot

O Teorema do Transporte, equagao (32), pode ser usado para reescrever a integral

do lado esquerdo da equagao (60),

d 1 D 1 1

T Qtp{u—irﬁv-v}dv—/gt{ﬁ {p(u—l—iv-vﬂ—|—p(u+§v-v>divv}dV
Dp 1 D 1 1 )

_/Qt {Ft <u+§v-v>+pD—t(u+§v-v)+p<u+§v-v)dlvv1 dVv

Dp 1 D 1
= =L v _ v 1
/Qt{(Dt—i—pdlvv) (u+2v v>+th<u—|—2v V)]dV (61)

Como estamos trabalhando com um meio continuo, a forma diferencial da Equagao

da Continuidade (35), é valida e por essa razao a Equagao da Energia (61) se torna,

D 1
/ {p— [u%——v-v}}d‘/:/ (Tn)-vdS—l—/ pg-vdV+/ —q-ndS+/ gdV
o, L Dt 2 o0 o a9 o

(62)

Devido a simetria do Tensor das Tensoes a proposi¢ao (T n)-v = (T v)-n é verda-
deira. Consequentemente, o Teorema de Divergéncia para Tensores, equacao (40), pode

ser usado para transformar as integrais de superficie em integrais de volume,

D 1
/ p— |u+=v-v dV:/ div(Tv)dV+/ pg-vdV—/ div(q)dV+/ qdV
Qt Dt 2 Qt Qt Qt Qt

(63)

Como todas as integrais devem ser calculadas considerando a mesma regiao €2, os
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limites de integracao sao os mesmos e a forma diferencial da Equacao da Energia é dada

por,
D 1 . : .
PDr <u+§V-V):dlv(Tv)+pg-v—dlvq+q (64)
Através do uso das seguintes identidades,
div(Tv) = (divT) - v+ T - gradv (65a)
D /1 Dv
— | Zv. - —_. 65b
Dt <2V V) Dt ¥ (65b)
A equagao (64) pode ser reescrita como,
Du Dv . . .
pﬁ+pﬁ-v— (divT)-v+T-gradv+pg-v—divq+4g
Du Dv _ . .
=Dy + <pﬁ — (divT) — pg) -v=T-gradv—divq+¢ (66)

Por ser um corpo continuo, a equagao (42) do Balango de Momentum Linear é

valida, e a Equacao da Energia é reescrita como,

D
p—u:T-gradv—divq+(j (67)
Dt
Levando em conta que,
T - gradv = tr(T” - grad v) (68)

Lembrando do Tensor das Tensoes é simétrico (T = T7T),

T-gradv =tr(T - gradv) = tr[T- (D+ W)| =tr(T-D+ T - W)
=tr(T-D) +tr(T-W) =tr(T-D) =T -D (69)

E usando a definicao de derivada material, podemos reescrever a forma diferencial
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da Equacao da Energia (70) como,

p<%+Vu~v):—divq+T~D+q' (70)

Uma vez que estamos trabalhando com corpos rigidos, o Tensor Taxa de De-
formagao D ¢ nulo bem como o campo de velocidades, este por o corpo estar em repouso.
Por ser um corpo rigido, o determinante do Tensor Gradiente de Deformagoes F é unitario,
portanto, nao ha variagao de volume independentemente de como a pressao interna varia,
consequentemente, a energia interna depende apenas de temperatura, e sua variagao ao
longo do tempo pode ser expressa em funcao do calor especifico a volume constante (que
s6 depende da temperatura). Por tltimo, podemos substituir o vetor fluxo de calor q,
usando a Lei de Fourier (q = —kV T),

pc%—:: =div(kVT)+¢ (71)

Dessa forma, obtemos a equacao geral para a difusao de calor dentro de um corpo
solido rigido isotropico em repouso. E necessirio que as condigoes iniciais e de contorno
sejam corretamente definidas quando essa equacao é utilizada em um problema fisico
(GAMA, 2012).

Podemos caracterizar matematicamente um problema de conducao de calor nao es-
tacionario pela presenca da derivada da temperatura com respeito ao tempo, nao nula, no
lado direito da equacéo (71), indicando mudancas de temperatura conforme o tempo evo-
lui. Do ponto de vista da fisica, um problema nao estacionario surge quando um corpo em
equilibrio térmico é exposto a um estimulo externo que altera a temperatura na superficie
e cria uma tendéncia de mudanga de temperatura (difusdo de calor) dentro do corpo
conforme o tempo avanca. Com respeito ao dominio do tempo, o problema pode ser clas-
sificado como periddico (fluxo de calor periddico no contorno) ou transiente(BERGMAN
et al., 2014), (ARPACI, 1966).

Como o instante inicial da analise de um problema transiente é convenientemente
escolhido, podemos assumir que o estado do corpo {2 no inicio é conhecido e por essa razao
podemos prescrever a temperatura como condicao inicial. Portanto, no instante inicial

t = 0 temos,

T=TyemQ, t=0 (72)

Nesse trabalho estamos lidando com problemas estacionarios transientes e conside-

ramos que o equilibrio térmico é rompido antes que o tempo avance de t = 0 para t + At,
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ou seja o corpo estava em equilibrio antes do inicio da anédlise e a temperatura da fronteira
¢ alterada ainda no instante inicial quando os novos dados no contorno (temperatura na
superficie) sdo sobrepostos sobre os iniciais (temperatura inicial).

Existem trés tipos de condicao de contorno que geralmente sao impostas a fronteira
de problemas de difusao de calor transientes. A primeira, consiste em prescrever um valor

constante Ts para a temperatura na superficie 92 (problema de Dirichlet), ou seja,

T=Tsem 0, t>0 (73)

A segunda possibilidade é prescrever um fluxo de calor constante qg, sobre a fron-

teira do corpo Jf2 (problema de Neumann),

—(kVT)n=qsem 092, t>0 (74)

E a terceira opcao, consiste em empregar um fluxo de calor dependente da tempera-
tura local na superficie (problema de Robin). Se a temperatura na superficie for alterada
por um fluxo de calor convectivo, a lei do resfriamento de Newton (¢ = h(Ts — T )) pode

ser usada para calcular o valor absoluto do vetor fluxo de calor q, (GAMA, 2018)

—(kVT)n="h(Ty —Ty)on 092, t>0 (75)
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5 UM PROBLEMA DE CONDUCAO DA CALOR LINEAR

Nosso objetivo neste capitulo é demonstrar que mesmo que a abordagem linear
para problemas de difusao de calor seja valida sob determinadas condigoes, caso exista um
gradiente de temperaturas significativo, a solucao obtida para o problema sera dependente

dos valores escolhidos para as propriedades (condutividade e difusividade).

5.1 Separacao de Variaveis

Separacao de variaveis é um método matematico usado para resolver problemas
modelados com a equagao do calor, sujeita as condigoes iniciais e de contorno mostradas no
capitulo anterior, se a condutividade térmica k e a difusividade térmica o forem assumidas
como constantes.

Para exemplificar, considere o seguinte problema: Um eixo, de material homogéneo,
com comprimento L, em equilibrio térmico a uma temperatura 7Ty, totalmente isolado
da vizinhanca ao longo de sua extensao, repentinamente tem a temperatura nas duas
extremidades alterada para uma temperatura T e mantida constante ao longo do tempo.

Como o eixo nao troca calor com a ambiente, podemos dizer que o gradiente de
temperaturas atua apenas em uma direcao, a axial e portanto a temperatura interna é
dada por T'= f(z). O calor serd difundido ao longo da dire¢ao x enquanto o tempo evolui
e 0 nosso objetivo é encontrar a distribuicao interna de temperaturas ao longo do tempo.
Esse problema esté ilustrado esquematicamente na figura 3. Sua formulagao matematica

¢ a seguinte,

10T 0T

S ===, 0 L

adt 0z’ ST

T ="1Tg, emzrz=0eemx=1L (76)

T = f(x), parat =0
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Figura 3 - Um eixo sujeito a condigoes de contorno de

temperatura constante

I —— — -
/ \ \
\—'—\/—'/

E conveniente escrever esse problema na forma adimensional usando as seguintes

quantidades, sendo @ a difusividade de referéncia,

X = % (77a)
at
T—-Tg
9 —
P (77¢)
a
A=— 77d
a (77d)
Portanto, a equacao (76) se torna,
100 0%
6=0, em X =0eem X =1 (78)
Tg
Cuja solugao exata é uma funcao do tipo,
0(X, 7) =p(X) - g(7) (79)

Substituindo a equagao (79) na equagao (78) e separando as varidveis, temos o
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seguinte,

1 0 1 o2 )
A () 5[9(7)] = 2(X) ox2 [p(X)] =~

(80)

O sinal negativo na constante ¢ é necessario para assegurar que o solugao obtida
para equacao diferencial atendera as condigoes iniciais e de contorno impostas.

Se ¢ fosse nulo, terfamos o seguinte,

L lgm) =0 an
() =0 s10)

Nesse caso, terfamos p(X) = aX + b e devido a condigao de contorno, a tnica
solugao possivel para a equagao (81b), é a trivial (a e b iguais a zero) o que atenderia as
extremidades mas néo a regiao interna da barra. Além disso, a solugao da equagao (81a)
impoe que a temperatura seja constante e nula ao longo do tempo.

Se o sinal de ¢ fosse positivo, as equagoes seriam,

2 o)~ Aglr) = 0 (822)
(X)) — ¢ p(x) = 0 (820)

Nesse caso, a solugao do problema temporal seria, g(7) = exp (¢*A7) o que significa
que a temperatura cresceria conforme o tempo avanca, entretanto, o comportamento
esperado para a temperatura no problema proposto é que ela decresca quando o tempo
tende ao infinito. Adicionalmente, a solu¢do no espago teria a forma, p(X) = aexp (pX)+
bexp (—pX) e novamente, as constantes a e b teriam que ser nulas.

Portanto, a tnica opgao 1til é trabalhar com as seguintes equacoes,

8% lg(N)] +@*Ag() =0 (83a)
A (X)) +¢*p(X) =0 (83b)

0X?
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Cujas solucoes sao,

g(1) = Crexp (—A T %) (84a)
p(X) = Cysin (pX) + Cs cos (pX) (84b)

Como p(0) = p(1) = 0, a constante C3 tem que ser nula e ¢ deve ser um miltiplo
natural diferente de zero de w. Desse modo, como C; and Cs sao constantes arbitrarias,
considerando a equacao (79) e o principio da superposigao, a solugao exata da equagao

diferencial parcial (78) é,

0= Zan exp (—A (n7)?7) sin (nm X) (85)

Na qual a,, é dada por,

i =2 /0 1 (w) sin (n 7 X)dX (86)

Consequentemente, as equagoes (85) e (86) podem ser modificadas para a forma
dimensional e através disso obtemos a solugao exata da equagao diferencial parcial (72)
(WYLIE, 1975),

T = ni% UOL (f(x) — Ts)sin (?)dm} exp (—a ("%)215) sin ("%a:) YTy (87)

A equagao (85) deixa claro que as alterac¢oes na temperatura ao longo do tempo sao
influenciadas pelo valor da difusividade. Nesse casos seria necessério resolver n (infinitas)
integrais, proceder as respectivas multiplicacoes para obter cada termo 6, e somar o
conjunto infinito de termos para obter (X, 7). Essa tarefa ndo é pratica ou possivel de
ser concluida e por essa razao simulacoes numéricas sao largamente empregadas neste tipo

de problema.
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Figura 4 - Temperatura adimensional ao longo do tempo adimensional

(a) Em uma posigao fixa X = 1/2 (b) Em uma posigao fixa X =1/3
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A premissa de que a difusividade é dependente da temperatura pode ser apoiada
pela figura 4, que mostra algumas solugdes numéricas da equacao (78). Nela temos a
temperatura adimensional 6, variando ao longo do tempo adimensional 7 em algumas
posicoes fixas como X = 1/2, X = 1/5 e X = 1/8 considerando f(z) = 275. Essas
imagens nos levam a concluir que quanto maior o valor adotado para a difusividade,
menor sera o tempo necessario para atingir uma determinada temperatura.

Além disso, na figura 5 podemos ver como a temperatura varia em toda a extensao
do eixo ao longo do tempo. Observando esses gréficos, fica evidente mais uma vez que
as taxas de alteracao da temperatura ao longo do tempo sao fortemente influenciadas
pelo valor da difusividade térmica e por essa razao, uma escolha arbitraria de um valor

inadequado para a difusividade constante poderia invalidar todo um projeto.



Figura 5 - Distribuicao espacial de temperaturas

(a) 6 ao longo de X em 7 = 0.0001
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(e) 6 ao longo de X em 7 = 0.02
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(b) 6 ao longo de X em 7 = 0.002
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(d) 6 ao longo de X em 7 = 0.01
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6 UM ALGORITMO SEMI-IMPLICITO

Neste capitulo mostraremos como aproximar adequadamente uma solucao para

equagao do calor. Considere a forma clédssica da equagao do calor unidimensional sujeita

a condicoes de contorno de temperatura prescrita,

o _ i
adt  Ox2
0 = conhecido em 0f2, t>0 (88)

0 = conhecido em 2, t=20

O primeiro passo é discretizar os dominios do tempo e do espaco. Ou seja dividir
em n — 1 partes (ou elementos) o dominio do tempo, sendo n o nimero de nds (instantes
nos quais o corpo terd sua temperatura avaliada), e dividir em N — 1 partes o dominio do
espago, sendo N o nimero de nés (pontos pertencentes ao corpo que terao sua temperatura
calculada). Os nimero n e IV, naturais diferentes de zero, sdo arbitrarios e portanto podem
ser iguais ou nao. Uma representacao esquematica de discretizacoes no dominio do tempo

e do espago é mostrada na figura 6.
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Figura 6 - Representacao esquematica de
discretizagoes do dominio do tempo

e do espaco
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Em seguida, vamos usar a série de Taylor para expandir a quantidade 8 em um

instante de tempo arbitrario j + 1 indicado pelo sobreescrito a direita da varidvel.

. (00’ PO\ A2 [P0\ A (949 At
J+1 _ pi -7 7y = 7y = __7 )y =
0 6 +<at> At+<8t2) 5 +<at3) 5 +(at4> 5g T (89)
Reorganizando os termos obtemos,
0\ _ - [0V AL PV AR 00\ a0 o)
ot) At otz ) 2 o) 6 o) 24 7

No lado direito da equagao (90) temos uma aproximagao por diferengas finitas para
a derivada de € com respeito ao tempo em um instante j, somada ao erro de truncamento
(entre colchetes), uma soma de infinitos termos que serao desprezados quando o esquema
numérico for implementado.

A ordem de acuracia da aproximacao é dominada pelo termo no erro de trunca-
mento que multiplica o menor expoente de At, porque o erro tende a zero quando At
tende a zero, (HIRSCH, 2007). Consequentemente, usar valores menores de At gera uma
melhor aproximacao da realidade.

Podemos utilizar mais de uma expansao para montar uma aproximacao em dife-
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rencas finitas, e dessa forma geramos uma aproximagcao de ordem de acuracia mais alta.

Por exemplo, considere a expansao de # em um tempo t = j — 1,

| NI 20\’ A2 (330N [ AP 80\’ At
Gt = ¢ — | (—At — | — — - — ] —+.. 1
() o0+ (Ge) T (Ge) () + () e @
Combinando as equagoes (89) e (91), obtemos uma aproximagao de segunda ordem

para a derivada no tempo da quantidade 6 em um tempo 7,

90\’  itt —gi-t PO A2 (9 At
— ) =— =) — =] —— .. 2
(at) N (at3> 6 (8t5> 120 (92)
Usando o mesmo expediente de combinar expansoes da temperatura em séries de

Taylor, podemos aproximar a derivada de segunda ordem de temperatura no espago em

ponto arbitrario i, pertencente ao dominio (conjunto €2), indicado pelo subescrito a direita

de 0,

829 0i+l — 291 + Qi_l 640 A.CE2
(6), =+ [ (5), 52 %)

Como os intervalos At e Az devem tender a zero para atenuar os erros de trunca-

mento, quanto maior o nimero de elementos em que um dominio limitado seja dividido
maior precisao obtida na aproximagao. Entretanto, valores de varidveis discretas tendendo
a zero podem introduzir erros de arredondamento. Esse tipo de erro é causado porque
computadores trabalham com um ndmero limitado de digitos para representar um valor,
assim, em uma operacao aritmética, um nimero muito pequeno, cujo valor absoluto seja
tao proximo de zero que esteja abaixo da precisao de maquina do computador, seria ar-
redondado para zero (HIRSCH, 2007). Portanto os valores de At e Az nao podem ser
excessivamente pequenos.

Uma aproximagao em diferencas finitas para a equagao (88) é obtida se substituir-
mos as derivadas no tempo e no espago por equagoes como a (91) e a (93) respectivamente,
desprezando os erros de truncamento. Para cada instante j no tempo teridmos a seguinte

equacao a ser aplicada em cada ponto i (excluindo-se os nés das extremidade que tem seu
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valor prescrito pela condi¢do de contorno),

7 6] _ (01 — 200" + 005
aAt Ax?
. 94
71 = conhecido, xz€0Q, t>0 (94)
¢’ = conhecido, €, t=0

Podemos aumentar a acuracia do esquema levando em conta as variacoes da difu-
sividade térmica v com a temperatura. Uma modo de fazer isso ¢ calculando o valor de
a, em cada ponto em funcao da temperatura inicial que é conhecida e atualizando esses
valores a cada passo de tempo com base nas novas temperaturas calculadas. Nessa apro-
ximagao, como o valor prescrito da difusividade térmica nao varia em um mesmo ponto
durante o intervalo de tempo considerado, evitamos que exista um produto de variaveis no
lado direito da equacao que tornaria o sistema nao linear. Consequentemente, a equagao

(94) pode ser reescrita na seguinte forma,

_ O (L 2 N\ 0
oAt Ax? oAt Aa?) Az?
. 95
¢t = conhecido , z € 99, t > 0 (95)
¢’ = conhecido, z€Q, t=0

O sistema linear gerado a partir da aplicagao da equacao (95) nos pontos internos
do corpo, pode ser convenientemente escrito em forma matricial, na qual temos um vetor
(n x 1) de temperaturas conhecidas no instante inicial, uma matriz n x n de coeficientes
conhecidos e um vetor de incégnitas (nx 1) formado pelas temperaturas a serem calculadas

apos o intervalo de tempo,

R ] }

9; 1 0 0 0 0

J » . L

0 < §i§t> <1 T zz%ﬁt) < Xiﬁt) 0 0

J o At 207 At —ad At
ol | (52) (1+22) (+52)
en—l

o 0 0 0 0 1 |
- n -

-1
th
j+1
0

Jj+1
03

J+1
0n72

J+1
en—l

j+1
07" ]
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Sabemos que se,

Ax1) = Mnsn) Bnx (97)

E verdadeira a igualdade,

M'A=M'MB=IB=B (98)

Em outras palavras, resolver esse sistema é uma tarefa relativamente simples, basta
multiplicar o vetor de temperaturas iniciais pela matriz de coeficientes inversa para en-
contrar as temperaturas ao final do intervalo de tempo.

Esse procedimento pode ser aplicado a problemas nos quais o gradiente de tempe-
raturas é significativo em mais de uma dire¢ao. Por exemplo o problema tridimensional

a seguir,

100 o' 0 6
Aor  9X?2 QY2 972

0, (X,Y,2)edQ, >0 (99)
1, (X,v,2)eQ, 7=0

)
)

Pode ser aproximado como,

N At AX? AY? AZ?

i i j+1 j+1 j+1 j+1 j+1 j+1 j+1 j+1 j+1
Ot — e _ (@gjl — 207" +@zf1> . (9211 — 207" +@gt1> . (@311 — 20/ 1 o/t

et =0, (X,Y,2)edQ, 7>0
=1 (X,V,2)€Q, 7=0
(100)

)
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7 A TRANSFORMADA DE KIRCHHOFF

Neste capitulo mostraremos a Transformada de Kirchhoff. Nos casos em que a
dependéncia da condutividade térmica em relagao a temperatura nao pode ser despre-
zada, tal transformacao pode ser usada para reescrever a equacao diferencial com essa

dependéncia embutida em uma nova variavel, eliminando dessa forma a nao-linearidade
associada ao termo div(kVT)(GAMA; CERQUEIRA; GAMA, 2020), (GAMA, 2017),
(ARPACI, 1966) .

7.1 Definicoes

Seja a Transformada de Kirchhoff definida como a funcao w tal que,

w = /T k©)de,  k=k() (101)

Tref

Se k é uma funcao integravel no intervalo [T}, T, podemos dizer que,

dw -

— =k(T 102

L = k) (102)
E se o material é isotrépico, podemos escrever (em um sistema Cartesiano retan-

gular),

. ) or. JT, 8T 5’ oT oT 8 oT

L9
8
0 (Ow 0 (Ow 0
_ 9 (W), 9 (ow) 9 _ 1
8x(8x> o ( ) o ( > div(Vw) (103)
As equacgoes (101), (102) and (103) para reescrever a equacao do calor e suas

condicoes iniciais e de contorno na sua forma cléssica. Por exemplo, a equacgao diferencial

abaixo,

oT
& Giv(kVT) +
ey div(kVT) + ¢

T = conhecido em 02, t>0 (104)
T = conhecido em (2, =0
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E transformada em,

dT Ow . .
P = div(Vw) + ¢
T
w= / k(&)d¢ = conhecido em 012, t>0 (105)
TTEf

T
w= / k(£)d¢ = conhecido em €, t=0

Simplificando a equagao acima temos,

1 0w ) ]

T div(Vw) + ¢

w = conhecido em 02, t>0 (106)
w = conhecido em (2, t=20

A difusividade térmica a exemplo da condutividade também é dependente da tem-

peratura, e por essa razao pode ser expressa em funcao de w,

a=&(T) = a(w) (107)

Semelhantemente, um problema submetido a condicao de fluxo térmico constante

prescrito na superficie, poderia ser espresso como,

1 0w
a Ot
— Vw - n = conhecido em 052, t>0 (108)

= div(Vw) + ¢

w = conhecido em (2, t=20

Nesse caso, um vetor fluxo térmico é prescrito na superficie. O moédulo de tal vetor
pode ser usado para calcular o valor local da Transformada de Kirchhoff com o auxilio da
equagao (103).

Por tltimo, um problema sujeito a condi¢oes de contorno de fluxo dependente da
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temperatura poderia ser expresso como,

1 0w . .

aa = dl’U(VUJ) +q

—Vw-n=h(s"w] —Ty) nem 09, t>0 (109)
w = conhecido em (2, t=20

Mais uma vez, a intensidade do vetor fluxo térmico na superficie é dada pela
equacao (103) entretanto, nesse caso, como estamos trabalhando com um fluxo convectivo
sobre a superficie, a intensidade do vetor fluxo térmico pode ser calculada a cada instante
usando a lei do resfriamento de Newton com o coeficiente convectivo h e a temperatura

do fluido T, conhecidos.

7.2 O Exemplo do Carbeto de Silicio (6H-SiC)

Se observarmos a figura 7, que mostra a condutividade térmica e difusividade
térmica do Carbeto de Silicio, fica evidente que existe uma relacao de dependéncia entre
cada uma dessas quantidades e a temperatura, de fato, as duas quantidades podem ser
aproxidamente calculada pelas equagdes (110a) e (110b) (NILSSON et al., 1997),



44

Figura 7 - Condutividade térmica e difusividade térmica do Carbeto de Silicio (6H-SiC) para
temperaturas entre 250 K e 2500 K

(a) Condutividade térmica (b) Difusividade térmica
Condutividade Térmica do Carbeto de Silicio Difusividade Térmica do Carbeto de Silicio
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400 0.00030

0.00025

300 Z 000020
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E E

= T 0.00015

Z 200
0.00010

100 0.00005
0.00000 i i ] ] i
| | | | | 500 1000 1500 2000 2500
500 1000 1500 2000 2500 TiK}
T(K}
61100
k=——"—1\ 2500K >T>250K  (W/mK) (110a)
T —115
0.0146

Vamos supor que as relagoes de dependéncia da condutividade térmica e da difu-

sividade térmica com a temperatura de um dado material sejam equagoes semelhantes

a,
A
e 111
k T8 (111a)
A
T-B
Portanto, a Transformada de Kirchhoff w é dada por,
A T-B
k|T :w:/ —dd)zA[ln(—)] 112
[T . 6B T, — B (112)

E a Transformada inversa x~w] é,

kW] = T = B + (T — B) exp (%) (113)
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Usando a equagao (113) na equagdo (111b) obtemos a em fungao w,

A
““B_B+ (Thef — B) exp (w/A)

(114)

Considerando o caso do Carbeto de Silicio com T,.;r = 250K, as equagoes (112),

(113) e (114), tornam-se respectivamente,

T-115
— 61100 |in [ ——2 115
o= 6100 [ (7-—555) s
w
T—115+1 (—) 115b
5+ 135exp 51100 (115b)
0.0146

“ T 92+ 135 exp (w/61100) (115¢)

Vamos resolver um problema para ilustrar a diferenca de algumas possiveis solugoes
de um problema de transferéncia de calor tratando a difusividade e a condutividade como
constantes e a abordagem na qual a dependéncia de ambas em relagao a temperatura
¢ consideragao e o caso em que ¢ considerada apenas a variacao da condutividade com
a temperatura. Neste problema, uma barra de comprimento igual a 1.89 m mantida a
250 K tem a temperatura em suas extremidades repentinamente alterada para 2500 K
e mantida constante por 5775s. Os resultados foram obtidos usando uma discretizagao
com n = 101 nos.

Uma situacao na qual a difusividade e a condutividade variam em funcao da tem-
peratura (curva vermelha) é comparada a uma na qual a Transformada de Kirchhoff é
aplicada porém a difusividade adimensional é mantida incondicionalmente constante e
igual a 0.15 (curva preta) e, uma terceira situagdo na qual ambas as propriedades sao
constantes, nesse caso, a difusividade novamente é igual a 0.15. As temperaturas em toda

a extensao do corpo em alguns instantes de tempo sao mostradas na figura 8.
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Figura 8 - Distribuicao espacial da temperatura.

(a) Distribuigdo de temperaturas ao longo da (b) Distribui¢do de temperaturas ao longo da

barra em um instante de tempo barra em um instante de tempo
7 =0.0163(t = 171.53 s) 7 = 0.1413(t = 1486.63 s)
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5001 — A=Aw), k=£(T) 001 — A=Aw), k=£(T)
— A=0.15 — A=0.15
2000 — A= 015 k=E(T) 2000 1 — A=D15 k=K(T)
1500 1 1500 4
- -
1000 1 1000 1
500 500 -
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
X X

(c) Distribuicao de temperaturas ao longo da (d) Distribuigdo de temperaturas ao longo da

barra em um instante de tempo barra em um instante de tempo
7 =0.2935(t = 3087.62 s)) 7 =0.5489(t = 5775.0 s)
Distribuicdo da temperatura em um instante de tempo fixo Distribuicdo da temperatura em um instante de tempo fixo
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E na figura 9 vemos a evolugao da temperatura no tempo em algumas posigoes

fixas.



Figura 9 - Temperatura ao longo do tempo em algumas posicoes fixas.

(a) Distribuigdo de temperaturas em um
ponto fixo X =1/2(z =0.945 m )

Temperatura em X = 1/2

(b) Distribuicao de temperaturas em um
ponto fixo X = 1/4(z = 0.4725 m )
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(d) Distribuicao de temperaturas em um
ponto fixo X = 1/10(z = 0.189 m )

(c) Distribuicdo de temperaturas em um
ponto fixo X = 1/5(z = 0.378 m )
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Na figura 10 alguns resultados para temperatura ao longo do tempo em posicoes
fixas, obtidos usando n = 41 nds, sao mostrados. Aqui alteramos a difusividade adimen-
sional constante para 0.05. Considerando todo o dominio (range de temperaturas) das
equagoes (110a) e (110b) a difusividade adimensional pode variar de aproximadamente
0.0188 até 1, ou seja de um valor até outro mais de 50 vezes maior. Justamente devido a
tal variacao (causada pelo grande gradiente de temperaturas nesse problema) é uma ta-
refa muito complicada escolher arbitrariamente um valor para a difuividade constante que
possa ser usado para aproximar corretamente o em diferentes instantes. Eventualmente,
conforme avangamos no tempo, o valor escolhido para « sera tao diferente do valor real
em um dado ponto do espaco (ou em vérios), que distorcera as taxas de transferéncia de

calor calculadas gerando valores de temperatura divergentes da realidade.
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Figura 10 - Temperatura ao longo do tempo

(a) Distribuigdo de temperaturas em um (b) Distribuicao de temperaturas em um
ponto fixo X =1/2(z =0.945 m ) ponto fixo X = 1/4(z = 0.4725 m )
Temperatura em X = 1/2 Temperatura em X = 1/4
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Adicionalmente, ainda que em alguns casos, a dependéncia da difusividade em
relagdo a temperatura possa ser desprezada se comparada com a da condutividade, (AR-
PACI, 1966), como poderia ocorrer na figura 8 por exemplo, dependendo do grau de
precisao desejado, podemos concluir olhando a figura 10 que devido ao grande gradiente
de temperaturas as dependéncias de ambas as propriedades devem ser levadas em consi-
deracao, caso contrario o método numérico pode dar origem a uma representacao inexata
da realidade. Nesse exemplo, quando A = 0.05 usar a Transformada de Kirchhoff em
div(kV T) e manter a difusividade constante gera uma aproximacgao pior que o método

linear largamente empregado.

7.3 Aproximacao Constante por Partes

No exemplo apresentado na tltima secao, a Transformada de Kirchhoff w e sua

inversa xk~!(w) foram facilmente obtidas, entretanto, em alguns casos, devido a uma m4
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Figura 11 - Esquema de uma aproximacao constante por
partes para a condutividade como funcao da
temperatura e a Transformada de Kirchhoff
(GAMA, 2017)

\J

escolha para a representagao da dependéncia funcional da condutividade com a tempera-
tura, algumas dificuldades podem surgir, como por exemplo uma fungao l%(é“ ) na equagao
(101) cuja integragao seja extremamente trabalhosa ou cuja Transformada inversa nao seja
possivel devido a restrigoes matematicas. Em casos como esse, para fornecer facilmente
a Transformada w e assegurar a existéncia e unicidade da inversa £~ '(w) ¢é interessante
utilizar uma aproximagcao constante por partes para a condutividade térmica dependente
da temperatura, como a esquematizada na figura 11 e representada matematicamente na

equagao (116), (GAMA, 2017).

ki, To<T<T)
N ]CQ, T <T<T
k(T) = (116)
ks, To <T <Tj

ky, T3 <T <T,
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Considere a aproximacgao constante por partes esbocada na figura 11. Em casos
como esse, a Transformada de Kirchhoff (considerando todo o dominio da fungao), w
pode ser encontrada calculando-se a area sob a curva, como uma integracao numérica
da fungao, obviamente, quanto mais partes forem usadas para aproximar a fungao k(7),
maior a precisao do céalculo, enquanto a Transformada de Kirchhoff w,, em uma tempera-
tura especifica n, é encontrada calculando a area hachurada.

Esse procedimento é conveniente uma vez que, em geral, os valores da condutivi-
dade térmica de um material sao obtidos de forma empirica em diferentes temperaturas e
ajustados em uma relacao funcional. Nesse caso os valores conhecidos podem ser usados
para aproximar a funcao constante por partes, pulando essa etapa de ajuste da funcao.

Equacgoes gerais para a Transformada de Kirchhoff, o valor de w em uma certa
temperatura e a para a Transformada inversa em casos deste tipo sao dadas respectiva-

mente pelas equagoes seguintes, onde N indica o niimero de partes usadas para aproximar
a funcao k( ), (GAMA, 2017)

N
1
W = 5 ((/{?1 + kN)T + Z(k’z - k?z_l)(|T - T;_1| - T‘i—1>> (117&)
=2
wi=Y ki(Tj=Tiy), 1<i<N—1, Ty=0 (117h)

=3 ()= 2

Considere o exemplo a seguir no qual a aproximacao constante por partes com

) (lw = wiz1| = Wi—l)) (117c)

N = T representada na figura 12, foi usada para resolver o mesmo problema resolvido na
segao anterior. Essa aproximagao foi feita usando os valores obtidos da equagao (110a) e

da equagao (110b). Alguns resultados sao mostrados nas figuras 13 e 14.
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Figura 12 - Aproximagao constante por partes
para a condutividade térmica do
Carbeto de Silicio (6H-SiC) para
temperaturas entre 250 K e 2500 K
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A figura 13 mostra a temperatura ao longo do tempo em algumas posicoes fixas,
comparando a abordagem na qual a condutividade é constante por partes com o caso em

que é dependente da temperatura.



Figura 13 - Comparagao entre as abordagens envolvendo condutividade

dependente da temperatura e constante por partes

(a) Posicao fixa X =1/2 (b) Posigao fixa X = 1/4
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E a figura 14 apresenta a distribuicao da temperatura em funcao da posi¢ao em

alguns instantes de tempo.
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Figura 14 - Comparagao entre as abordagens envolvendo condutividade

dependente da temperatura e constante por partes

(a) Tempo fixo 7 = 0.0109 (b) Tempo fixo 7 = 0.0247
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Observando a figuras 13 e a figura 14, vemos que os pontos que formam as duas
curvas em cada grafico sao muito proximos, ainda que tenhamos utilizado uma apro-
ximagao grosseira para condutividade térmica (N = 7), o que fornece evidéncias de que a
aproximagao constante por partes é uma aproximagao vélida da realidade (condutividade

dependente da temperatura).

7.4 Alguns Exemplos Unidimensionais

Para ilustrar como é vantajoso utilizar a Transformada de Kirchhoff em problemas

de difusao de calor, vamos considerar o seguinte problema adimensionalizado,

100 _ 0%
AOor  0X?
Op=0,em X =0e X =1, T7>0
O=1lem0< X <1, 7=0

+4q
(118)
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Se a quantidade ¢ for conhecida e independente do tempo, esse mesmo problema

no regime estacionério (se o termo transiente fosse nulo), teria a seguinte solugao,

0=-(X-X? (119)

DO [

Vamos usar a equacao (119) como uma fungao geragao de calor e obter as tem-
peraturas ao longo de uma barra de 11 m cujo interior estd a 250 K quando a superficie
tem a temperatura subitamente alterada para 2500 K e mantida constante por 5400 s. A
temperatura de referéncia arbitrariamente adotada aqui é igual a 442 K. Os resultados
para algumas posicoes fixas ao longo do tempo sao mostrados na figura 15 onde sao com-
paradas as solugoes do problema utilizando a difusividade adimensional constante e igual
a 0.201 e a difusividade adimensional dependente de w.

Esse exemplo ressalta a importancia de levar em consideragao a variacao de ambas
as propriedades com a temperatura. O caso em que apenas a dependéncia da difusividade
térmica ¢é desprezada (curva verde) fornece uma aproximagao pior que abordagem linear

usual (curva azul).



Figura 15 - Temperatura ao longo do tempo em algumas posicoes fixas
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Vamos resolver um problema agora com outras condigoes de contorno. Considere
que uma barra de 12.34 m em equilibrio térmico a 250 K seja atingida por um fluxo de
calor constante de intensidade ¢ = 70 W/m? nas duas extremidades fazendo a temperatura
da superficie mudar. Tal fluxo é mantido durante 1 A apds o instante inicial. Nao ha troca
de calor ao longo da barra apenas nas extremidades. Este é um problema de Neumann.
Usando a lei de Fourier (¢ = —kVT), a cada instante de tempo a temperatura Ts em

ambas as superficies é dada aproximadamente por:

A
Ts = % + T (120)

Sendo Ax a distancia entre o né da superficie e o segundo né da discretizacao, e T
a temperatura do segundo né. A temperatura de referncia é arbitrariamente definida como
550 K. A curva com difusividade variavel é comparada a uma difusividade adimensional
constante de igual a 7.97. Os resultados em algumas posicoes fixas sao mostrados na

figura 16.



Figura 16 - Temperatura ao longo do tempo em algumas posicoes fixas
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Figura 17 - Temperatura na superficie ao longo

do tempo

Temperaturaem X =0eX =1

— A=Aw), k=E(T)
—_— =797, k =const.

450

400

350

300

250

0.0000 0.0002 00004 0.0006 0.0008 00010
T=a'tiL?

A evolugdo no tempo da temperatura superficial é mostrada na figura 17, com
a condutividade térmica constante (curva azul) avaliada & temperatura de referéncia e
aproximadamente igual a 104,46 W/(m.K). Para o problema dependente da temperatura,
a condutividade térmica na superficie é dada pela equacao (110a) e atualizada a cada passo
de tempo.

Por tultimo, vamos resolver um problema de Robin, ou seja com condigoes de
contorno dependente da temperatura local. A mesma barra do problema anterior, a
250K tem seu equilibrio rompido por um fluxo de calor de convecgao livre gerado pelo
movimento microscopico do fluido, alterando a temperatura nas duas extremidades a cada
passo de tempo.

A lei do resfriamento de Newton (¢ = h(Ts — T)) pode ser usada para calcular
o fluxo térmico, com o coeficiente convectivo h e a temperatura do fluido T, conhecidos
enquanto a temperatura na superficie é encontrada pela equacao (120). Neste problema
usamos h = 200 W/(m?K) e T, = 775 K. A difusividade adimensional ¢ igual 3.85. Os

resultados sao mostrados na figura 18
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Figura 18 - Temperatura ao longo do tempo em algumas posicoes fixas
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Figura 19 - Temperatura na superficie ao longo

do tempo
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Vale a pena fazer uma ressalva nesse caso, como a equagao do calor é vélida apenas
para objetos estaticos nao poderia haver conveccao uma vez que o coeficiente convectivo
é em geral fortemente influenciado pela velocidade do fluido e nesse caso, para nao des-
respeitar a fisica, a velocidade do fluido em relagao ao corpo deve ser nula. Entretanto,
embora fisicamente impreciso, esse problema é interessante para demonstrar matematica-
mente como é importante levar em conta as variagoes da difusividade e da condutividade
neste tipo de equagao, em outras palavras aproximar uma varidavel como constante pode
levar a resultados imprecisos.

Na figura 19 vemos que ha um limite para a temperatura da superficie do corpo:
a temperatura do fluido, entretanto, ha uma diferenca nas duas abordagens, o tempo
necessario para que tal equilibrio seja atingido. Este grafico assim como o da figura
17 demonstram a importancia de usar o valor correto para a condutividade térmica em

problemas de conducao de calor.
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CONCLUSAO

Neste trabalho, o método de diferencas finitas foi usado para aproximar um sistema
de equagoes diferenciais nao lineares, gerado a partir da equacao do calor, como um
sistema de equacoes algébricas lineares muito mais facil de ser resolvido. Foi provado
que na presenca de gradientes de temperatura significativos, o tempo calculado para que
uma regiao atinja uma determinada temperatura nao corresponde a realidade, o que
torna inadequado o procedimento usual de linearizagdo (aproximar a condutividade e
a difusividade arbitrariamente como constantes) que visa facilitar a implementagao de
esquemas numeéricos.

Através do uso da Transformada de Kirchhoff a equacao do calor foi alterada de
modo que levasse em conta a dependéncia da condutividade térmica em relacao a tempe-
ratura, superando a nao linearidade causada pelo termo div(kVT). Se trabalhassemos no
regime estacionario este procedimento seria o suficiente para linearizar a equagao, entre-
tanto, como estamos lidando com problemas transientes, o termo na esquerda da equacao
do calor é nao nulo e é formado pelo produto de por a(w) e (Ow/dt), duas quantidades
dependentes de w, uma incoégnita, o que causa outra nao linearidade e dificulta a solugao
do problema.

Simulagao numérica é uma boa opgao para aproximar uma solucao para problemas
térmicos superando a nao linearidade do termo transiente. Nesse caso utilizamos um
esquema, semi-implicito no qual os valores de difusividade térmica sao atualizados a cada
passo de tempo com base nos valores da Transformada de Kirchhoff obtidos no instante
anterior. Desse modo, temos uma aproximacao melhor do que randomicamente escolher
um valor constante para a propriedade, uma vez que a difusividade témica varia com a
temperatura (e consequente com a Transformada de Kirchhoff) e tratd-la como constante
distorceria as taxas de transferéncia de calor.

Esse método deveria ser amplamente utilizado uma vez que solucoes numéricas e
analiticas para esse tipo de problema, encontradas na literatura, sao obtidas considerando
a difusividade e a condutividade incondicionalmente constantes, o que nao ocorre na vida
real. O uso da Transformada de Kirchhoff aliada a métodos numéricos torna possivel a
aquisicao mais veloz de dados mais préoximos da realidade, o que pode acelerar e diminuir
o custo do desenvolvimento de projetos térmicos.

Trabalhos futuros podem ser desenvolvidos com o objetivo de calcular a distri-
buicao interna de temperaturas de corpos deformaveis, anisotropicos, em movimento, com
geometrias nao-regulares e sujeitos a condig¢oes de contorno dependentes da temperatura

local estimuladas por radiagao térmica ou convec¢ao na superficie.
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