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RESUMO

CARDOSO, J. M. P. Supercondutividade na presenca de interacoes multipolares. 2022.
61 f. Dissertacdo (Mestrado em Fisica) — Instituto de Fisica Armando Dias Tavares,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2022.

Neste trabalho nés abordamos a introducao de interagoes multipolares, de ordem
monopolar, dipolar e quadrupolar, aos modelos pré-existentes para a transicao metal-
supercondutor. E analisamos possiveis efeitos destas interagoes dentro das quantidades
ja conhecidas da supercondutividade. Duas abordagens sao consideradas, a primeira ¢é
uma abordagem fenomenoldgica, que se baseia no modelo de Landau-Ginzburg para tran-
sicoes de segunda ordem, e essa abordagem serd usada para considerar a ordem dipolar e
quadrupolar. A segunda abordagem é a abordagem microscépica, que se baseia na teoria
BCS, adicionando-se a esta, um novo termo interativo de ordem de densidade (monopo-
lar). Conseguimos neste trabalho analisar graficamente alguns diferentes efeitos causados
pela introducao dessas interacoes no sistema.

Palavras-chave: Supercondutividade. Férmions. Landau.



ABSTRACT

CARDOSO, J. M. P. Superconductivity in the presence of multipolar interactions. 2022.
61 f. Dissertacao (Mestrado em Fisica) — Instituto de Fisica Armando Dias Tavares,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2022.

In this work we address the introduction of multipolar interactions, of monopolar,
dipolar and quadrupolar order, to pre-existing models for the metal-superconductor tran-
sition. And analise possible effects in well known quantities of superconductivity, caused
by these interactions. Two approaches were considered, the first one is a phenomenological
approach, based on the Landau-Ginzburg model for second order phase transitions, and
this was used to consider the dipolar and quadrupolar interactions. The second approach
was the microscopic one, which was based on the BCS theory, adding a new interactive
term, of density (monopolar) interaction, to the original hamiltonian. We were able to
graphically analyze some curious effects caused by introducing those interactions to the
system.

Keywords: Superconductivity. Fermions. Landau.
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INTRODUCAO

E s6 o comeco.
Lenine

A supercondutividade foi um fendmeno observado pela primeira vez em 1911 por
Heike Kamerlingh Onnes na medigao da resisténcia de fios metélicos (mercurio) em baixas
temperaturas (em torno de 4K). Ao medir a resisténcia destes fios, Kammerlingh Onnes
observou que estas caiam subitamente para zero abaixo desta temperatura. Percebeu-se
que esta nova propriedade do material se tratava de uma nova fase da matéria, e que aquilo
que ocorrera com o metal, tratava-se de uma transicao fase, que veio a ser chamada pos-
teriormente de transicao metal-supercondutor. Esta descoberta levou Kamerlingh Onnes
a ser condecorado com o prémio Nobel de 1913 (DELFT; KESS, 2010).

Entre a descoberta desta nova fase da matéria até os primeiros modelos bem su-
cedidos para descrever a supercondutividade foram mais de 20 anos. Em 1933, os fisicos
alemaes Walther Meissner e Robert Ochsenfelf descobriram uma propriedade fundamen-
tal dos supercondutores que diz respeito ao diamagnetismo dos mesmos. Este efeito ficou
conhecido como efeito Meissner-Ochsenfeld (TINKHAM, 1996). Apds a descoberta, o
primeiro modelo com sucesso a descrever a supercondutividade foi desenvolvido pelos ir-
maos London (1935). O modelo descreve, de forma diferente de modelos anteriores para
condutividade, a relacdo de um campo magnético externo com a corrente dentro do mate-
rial supercondutor. Descrevendo assim, pela primeira vez, o efeito Meissner (LONDON;
LONDON, 1935).

Outros modelos posteriores surgiram para tentar descrever a transicao metal-
supercondutor. O modelo fenomenolégico de Landau-Ginzburg descreve as propriedades
termodinamicas do material supercondutor em temperaturas proximas a temperatura cri-
tica. Além disso, o modelo se mostrou bem-sucedido em reproduzir a equagao proposta
pelos irmaos London na introduc¢ao de uma intera¢ao com um campo magnético. Além
de mostrar, com certa simplicidade, que a transicao estudada é uma transicao de segunda
ordem (ANNETT, 2004).

Entre a equacao proposta pelos irmaos London e o modelo de Landau até uma des-
cricao microscopica do comportamento dos elétrons, foi novamente mais de uma década.
Em 1956, Leon Cooper demonstrou que uma interacao atrativa em um gas de férmions
degenerado formava um estado ligado dos elétrons, o qual poderia descrever o comporta-
mento destes dentro do material no estado supercondutor (COOPER, 1956). Este estado
ligado dos elétrons veio a ser conhecido como par de Cooper.

Em 1957, Leon Cooper, John Bardeen e John R. Schrieffer descreveram com sucesso

uma teoria microscopica para a transi¢ao metal-supercondutor (BARDEEN; COOPER,;
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SCHRIEFFER, 1957). A teoria se baseia em um gés de férmions no qual uma interacao
atrativa, mediada pelos fonons da rede do material, traria a proliferacdo dos estados
ligados de singletos (pares de Cooper), e isto causaria entao a transi¢ao de fase. Por causa
desta descri¢do microscopica, Bardeen, Cooper e Schrieffer foram também condecorados
com o prémio Nobel de 1972. Sua teoria descrevia ndo s6 o comportamento microscopico
de um supercondutor, como ainda respondia a pergunta sobre um efeito observado em
supercondutores ainda nao explicado teoricamente, o efeito isétopo. Este efeito é dado
pelo fato de que a temperatura de transicao para um dado material seria dependente da
massa do isétopo do material usado (MAXWELL, 1950).

Em 1959, Lev Petrovich Gor’kov demonstrou a partir da descri¢cdo microscopica a
validade das equagoes fenomenoldgicas, anteriormente propostas por Landau e Ginzburg,
nas proximidades da criticalidade (GOR’KOV, 1959).

Como antes comentado, os modelos para supercondutividade partem de um modelo
de um gas de férmions, cuja tnica interagao considerada é uma interagao atrativa, causada
pelas vibragoes da proépria rede cristalina do material. Sao desconsideradas, assim, toda
e qualquer interagao de origem eletromagnética entre os elétrons do material.

Este trabalho tem como objetivo analisar, tanto no regime do modelo de Landau-
Ginzburg, quanto na teoria BCS, possiveis efeitos e consequéncias da introdugdo destas
interagoes. A introducao destas interacoes sera feita a partir de termos aditivos e intera-
tivos nas equacoes originais.

No caso de Landau-Ginzburg, termos a mais serdao adicionados a expansao da
densidade de energia-livre, estes termos tem como objetivo reproduzir possiveis efeitos dos
termos de interacao nas proximidades da criticalidade do sistema. E por consequéncia, ja
neste limite, mostrar possiveis alteracoes nos resultados originais do modelo "puro".

No caso da teoria BCS, um novo termo interativo sera adicionado a hamiltoniana
da teoria, e pela mesma aproximagao usada na teoria original (campo-médio) serdo tam-
bém analisados os possiveis efeitos causados por tais interagoes no gap de energia, e na
temperatura critica da transicao.

As interagoes introduzidas no modelo microscopico se basearam em uma expansao
multipolar da hamiltoniana de interacao dos liquidos de Fermi, e esta parte do trabalho
serd limitada a andlise apenas do termo monopolar (densidade). Os termos dipolares
(corrente) e quadrupolares (nemdtico) serao expostos, mas sua solugdo é um objetivo para
futuros trabalhos. As solugoes realizadas nos termos de densidade serao tanto analiticas,
as quais necessitam de aproximagoes para serem possiveis de realizar, quanto numeéricas,
as quais sao mais "exatas'e que serviram tanto para andlise quanto para compara¢ao com

as solugoes analiticas.
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1 TRANSICOES DE FASE

Transicoes de fase sdo processos em materiais que se baseiam na alteracao das
propriedades macroscopicas e estruturais desse material, sem mudar a sua estrutura mo-
lecular ou atomica. Os exemplos mais simples, e talvez os mais conhecidos de transicao
de fase, sdo a fusdo de um sélido (ou a solidificagdo de um liquido) e a ebulicdo de um
liquido (ou a condensagao de um gés). No primeiro exemplo: ao esquentarmos um sélido
até sua temperatura de fusdo é possivel observar que este comeca a fazer a transicao
(fus@o) para o estado liquido e suas propriedades estruturais e macroscépicas mudam ao
final da transicao. Este novo estado da matéria que ¢é alcancado tem uma nova densidade
e por consequéncia, a mesma massa deste material ocupa um volume diferente, e diversas
outras propriedades termodindmicas deste material vao ser alteradas apés a transicao.

Os exemplos citados anteriormente sao os exemplos mais conhecidos de uma tran-
sicao de fase. Outro exemplo conhecido é a transicdo ferromagnética. Alguns outros
exemplos menos conhecidos sdo: a transi¢ao isotrépica-nematica (cristais liquidos), a
transicao de superfluidos e a que serd o foco principal deste trabalho, a transicao metal-

supercondutor.
1.1 Conceitos basicos sobre transicoes de fase
Transicoes de fase sdao caracterizadas na termodinamica a partir de descontinuida-

des presentes nas derivadas dos potenciais termodindmicos (YEOMANS, 1992). Conside-

rando os seguintes potenciais

U(S,V,N),
H(S,P,N) = U+ PV,
F(T,V,N) = U-TS,
G(T,P,N) = U+ PV —TS,
®(T,V,) = U—TS — puN, (1)

que sdo chamados respectivamente de energia interna, entalpia, energia livre de Helmholtz,
potencial de Gibbs e grande potencial termodindmico (STANLEY, 1971). As suas pri-

meiras derivadas tém a forma
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sendo que T, S, P,V,u e N sao a temperatura, entropia, pressao, volume, potencial qui-
mico e numero de particulas respectivamente. Descontinuidades nestas derivacoes carac-
terizam um tipo de transicdo de fase. No exemplo do congelamento da adgua had uma
descontinuidade no volume antes e depois da transicao. Esta primeira classe de transi¢oes
de fase é chamada de transi¢oes de primeira ordem (justamente pela ordem da derivagao
na qual a descontinuidade esté presente).

Além das primeiras derivadas, existem também as segundas derivadas dos potenci-
ais, alguns exemplos destas derivadas sao o coeficiente de expansao, as compressibilidades

e o calor especifico, como abaixo

_1(8V)
“ = vier|
P
R__1<8V)
= “ylor]

T

o _1<3V)
S = “yvlop])
S
a8
CV N T(W>V’ (3)

e assim como antes, descontinuidades nestas derivacoes caracterizam uma outra classe de
transicoes, estas sao chamadas transi¢coes de segunda ordem.

Existem diferencas significativas entre transi¢coes de primeira e segunda ordem.
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Talvez a mais notavel destas diferencas seja a chamada coexisténcia de estados. Numa
transicao de primeira ordem é possivel que, no momento em que a transi¢cdo ocorre, os
dois (ou mais) estados da matéria desta transigao coexistam. Um exemplo claro disto é na
fusdo de um sélido, onde este transiciona para o estado liquido gradualmente, mantendo
uma parte sélida enquanto "derrete".

A mesma coexisténcia nao existe nas transi¢coes de segunda ordem. Nesta, ou
o material estd em um estado da matéria, ou no outro. Um bom exemplo disso ¢é a
transicao ferromagnética. Nesta transigdo ou o material estd magnetizado (tem campo
magnético proprio), ou nao esta (ndo tem campo magnético proprio). A transigdo metal-
supercondutor é uma transicao de fase de segunda ordem, e por conta disto, o foco do
trabalho vai estar neste tipo de transicao.

Exite ainda um tipo de transicao que nao se enquadra em nenhuma das defini¢oes
dadas anteriormente, estas transi¢oes sao chamadas de transi¢coes topoldgicas e nao estao
relacionadas com descontinuidades nas quantidades termodinamicas, e sim com a topo-
logia do material. O trabalho nao vai ter nenhum exemplo nem explicacao destas, pois

fugiria completamente do escopo de estudos realizados para o mesmo.

1.2 Modelo de Landau para transicoes de fase de segunda ordem

O modelo de Landau para transicoes de fase se baseia em principios razoavelmente
basicos. Considerando as simetrias presentes num dado sistema no qual ocorre a transicao,
escreve-se um funcional de energia-livre em termos de um, ou mais, parametros de ordem
e da temperatura (OLMSTED, 2015)

Flo] = [ d'aF(6), (4)

sendo que F é a densidade de energia-livre, e é uma expansao polinomial (até a ordem
adequada) em torno de ¢;, que é o(s) parametro(s) de ordem.

Um exemplo bem conhecido é o ferromagnetismo uniaxial, a simetria considerada
é a Zy, o parametro de ordem ¢é a prépria magnetizacao do sistema, sendo assim a energia-
livre fica na forma (RIED et al., 1991)

a

QT) M2+ bM‘*] , (5)

FIM] = /dx ;

sendo a e b sao parametros fenomenologicos.

A forma matematica do pardmetro é dada pela minimizacao da energia livre com
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relagdo ao mesmo, ou seja,

5F
0i

0. (6)

Se o valor de ¢; apds a minimizacao for nulo (¢ = 0) isto quer dizer que o sistema estd
numa fase desordenada (a transi¢do ainda nao ocorreu). No caso do ferromagnetismo, a
fase desordenada (M = 0) é uma fase ndo magnética.

Caso a transicao ocorra, ha uma quebra espontanea na simetria do sistema e os
minimos sdo deslocalizados (¢; # 0). Com isto o sistema vai para uma fase ordenada.
No caso do ferromagnetismo (M # 0), ha magnetizagdo esponténea do sistema. Esta
magnetiza¢do ocorre abaixo de uma certa temperatura critica (7¢).

Para introduzir uma possivel dependéncia da posicao, que diz respeito a mudancas
locais dentro do sistema, é necessario adicionar um termo de expansao nas derivadas, ao

modelo de Landau. Este termo em geral é adicionado da forma

Flg = [ d' [fw) +al Ve[|, (7)

sendo a um novo parametro fenomenolégico. Com essa extensao é possivel obter novas
quantidades do modelo, como, por exemplo, a fun¢ao de correlagdo de um dado sistema.

O modelo de Landau é muito util e importante na descri¢ao de transi¢oes de fase
de segunda ordem. Aplicado da forma correta, muitos resultados de uma dada transicao
podem ser obtidos. Sua limitagao estd no fato de que este é uma expansao em torno
da criticalidade do sistema, ou seja, o limite de sua validade estd nas proximidades da

transicao de fase (T — T¢).

1.3 Supercondutividade

1.3.1 Supercondutividade

Em 1911, Heike Kammerlingh Onnes fazendo experimentos com fios de merct-
rio em baixas temperaturas, percebeu que ao resfriar o mercirio a uma temperatura de
aproximadamente 4K a resisténcia do fio (ou seja, a resistividade do material) caia su-
bitamente para 0, ao contrario do que seria esperado pelo modelo de Drude (ANNETT,
2004).

Na figura 1, a linha tracejada é o que seria esperado pelo modelo de Drude, que
descrevia a condutividade de materiais. A linha sélida é aproximadamente o que foi

observado.
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Figura 1 - Resistividade em termos da temperatura

p $ Non-superconducting

S/ Superconducting

T

c

Fonte: ANNETT, 2004, p. 49.

Este evento foi a primeira vez que um supercondutor foi observado. Com isto foi
a descoberta desta nova transicao de fase da matéria. Esta transicdo que é atualmente

chamada de metal-supercondutor.

1.3.2 Efeito Meissner-Ochsenfeld

Em 1933, Walther Meissner e Robert Ochsenfeld observaram que na interacao de
supercondutores com um campo magnético, estes apresentavam um diamagnetismo per-
feito. De forma que independente se o campo fosse aplicado antes ou depois da transicao,
quando o material estava na fase supercondutora o campo era imediatamente expulso do
seu interior. Diferentemente do caso de condutores ideais de modelos anteriores tal como
mostrado na figura 2 (KETTERSON; SONG, 1999)

Este novo comportamento descoberto nos supercondutores é conhecido como efeito
Meissner (ou efeito Meissner-Ochsenfeld). E ele é um comportamento fundamental em
supercondutores.

"Hoje em dia o fato da resistividade ser zero, p = 0, ndo é considerada a verdadeira
definicdo de supercondutividade. A prova fundamental que a supercondutividade ocorre
em um dado material é a demostragao do efeito Meissner-Ochsenfeld."(ANNETT, 2004)
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Figura 2 - Efeito Meissner

Perfect conductor  Superconductor Perfect duct Super

e O O | [0

(O 1O ] [0 1O

Fonte: KETTERSON; SONG, 1999, p. 2.

1.3.3 Equagdo de London (London-London)

Dois anos apds a descoberta do efeito Meissner em 1935, os irmaos Fritz e Heinz
London propuseram uma equagao fenomenoldgica para o efeito Meissner (e por consequén-
cia supercondutores). Eles consideram que num supercondutor uma parte dos elétrons
do material seria responsavel pela "superconducgao’, e outra parte seriam elétrons normais
que sofreriam efeitos de uma resisténcia do material. Como parte dos elétrons se move-
riam dentro do material (gerando corrente) sem sofrer efeito de uma resistividade, estes
seriam os Unicos responsaveis por qualquer corrente.

Além disso, a equagao dos irmaos London mudava a ideia dos modelos antigos em
que a densidade de corrente seria sempre proporcional ao campo elétrico (implicando numa,
corrente proporcional a uma diferenga de potencial elétrico) aplicado ao material. Esses
proporao que a densidade de corrente fosse proporcional ao potencial vetor magnético A.
A equagao de London, na forma explicada, é escrita (LONDON; LONDON, 1935)

Fo_

4, (8)

sendo e a carga do elétron, n, a densidade de elétrons que superconduzem e m, a massa
do elétron.

Essa equacao pode gerar a principio uma certa estranheza, pois esta aparentemente
quebraria a simetria de calibre proveniente do eletromagnetismo. Isto porque o lado
esquerdo da equacao ¢ uma quantidade fisica observavel, densidade de corrente, e o lado
direito é proporcional ao campo A que é definido no eletromagnetismo a menos de um
gradiente de uma funcdo continua (transformacao de calibre). Na préxima segao sera
demostrado que a equacao de London de uma forma mais geral é, na verdade, invariante

de calibre, e que esta versao da equacgao estd o calibre fixado (calibre de Coulomb).
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Usando a equagao (8) e a lei de Ampeére é possivel mostrar que essa se torna

I
VB =B, (9)

sendo que A = \/m,/ugnse?, que é conhecido como comprimento de penetragao de London.
No caso mais simples possivel, com um campo magnético na forma B = B, (z)7, é possivel
mostrar que a solugdo convergente para essa equagao ¢ na forma,

B,(x) = B,(0)e” %, (10)

esta solugdo mostra que A define o quanto o campo consegue "penetrar'o supercondutor

antes de tender a nulidade, e dai vem o nome da quantidade.

1.3.4 Supercondutores tipo II

O efeito Meissner é observado em supercondutores num certo limite de campo
magnético externo aplicado. A partir de uma certa intensidade de campo magnético a
supercondutividade é quebrada e o material volta ao estado metélico (resistividade nao
nula) mesmo em baixas temperaturas. Supercondutores que apresentam apenas o diamag-
netismo até o campo limite e, para campos mais intensos, saem do estado supercondutor
sao chamados de supercondutores do tipo I. A magnetizacao de um supercondutor tipo
I pelo campo é descrita por uma fungao vetorial H=-M , sendo Ho campo magnético
externo aplicado e M a magnetizacdo do material. Graficamente, esse comportamento
fica na forma da figura 3, sendo H¢ a intensidade maxima de campo magnético do campo

suportado pelo supercondutor (campo critico) (ANNETT, 2004).

Porém, uma parte dos supercondutores nao apresentam esse comportamento com
campo externo. Esta outra parte permite, a partir de uma certa intensidade de campo
(Hcq), um certo nivel de penetragdo do campo magnético. Até que, a supercondutividade
é quebrada em um segundo valor critico de campo magnético (Hgs). Esse segundo tipo
de supercondutor é chamado de tipo II, e o comportamento grafico da magnetizacao desse
tipo é ilustrado na figura 4. Como é possivel observar, estes supercondutores tipo II nao
apresentam diamagnetismo perfeito (efeito Meissner) da mesma forma.

Posteriormente Alexei Abrikosov conseguiu explicar este efeito de penetracao de
campo magnético em supercondutores. Ele demonstrou que esta penetracao se da na

forma de vortices, e que o fluxo de campo magnético é quantizado a partir de um quanta



Figura 3 - Magnetizagdo em fungdo do campo magnético
aplicado em supercondutores do tipo I

A HC

Fonte: ANNETT, 2004, p. 57.

Figura 4 - Magnetizagdo em fungdo do campo magnético
aplicado em supercondutores do tipo II

H H.,

cl C

Fonte: ANNETT, 2004, p. 57.
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de fluxo ®y = h/2e. Estes vortices sao uma regido de estado metélico comum dentro do

supercondutor que permite esta penetragao do campo (ABRIKOSOV, 2004).

1.4 Modelo Landau-Ginzburg para supercondutividade

Para um supercondutor homogéneo, a energia-livre de Landau vai ser na forma

PR, 0] = [ e |a(T = Topous + o). (1)

o parametro de ordem neste caso é ¥ que é complexo, e a simetria presente nesta energia
livre é a simetria de calibre global. As outras quantidades T e T¢ sao a temperatura
e a temperatura critica respectivamente, e @ e b sdo os parametros fenomenoldgicos do
modelo.

Graficamente a densidade de energia-livre é ilustrada pela figura 5 para regimes
diferentes da temperatura. A quebra espontidnea de simetria ocorre exatamente quando
T < Te, no caso de uma transformacio de calibre (mudanca de fase) ¢ — e? o valor do
parametro de ordem, e por consequéncia o estado, difere, mesmo que o valor da energia-
livre nao tenha sido alterado.

A equagao que minimiza a energia livre (11) é §F/0¢* = 0 que fica
a(T —Te)p + by =0 (12)
resolvendo esta equagao para |1)| = 1y é possivel mostrar que

W(Te —T)

do =/ T, (13)

para T' < Tx. No caso de T' > T entao 1y = 0 é a tnica solugao real.
A solugao apresentada pela equagao (13) é a solugao mais simples possivel de ser
encontrada no modelo e ¢ valida para um caso de um supercondutor homogéneo.
Considerando um caso nao homogéneo é necesséario introduzir um termo depen-

dente das derivadas do parametro de ordem, neste caso a energia-livre vai ficar

Flp,¢7) = [ d% [’”_‘QW (T~ ToJow* + o (")’ (14
; = o c 7 ;

onde a escolha dos parametros é feita de forma proposital, e m* é um pardmetro com

unidade de massa.
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Figura 5 - Densidade de energia-livre em fun¢ao do
parametro de ordem

.I'

Re[y]

Fonte: O autor, 2022.

Neste caso é possivel mostrar, com a minimiza¢ao da energia-livre, que a equagao

para o parametro de ordem vai ser

h2

2m*

V2 + (a(T — Te) + bly )y = 0, (15)

que é uma equacao diferencial parcial nao linear, que estd acoplada com a sua conjugada
complexa. Encontrar uma solugao analitica e exata da equagao acima seria extremamente
complicado, porém, um caso especifico pode ser util para se estudar o modelo.

Considerando um sistema de interface unidimensional metal-supercondutor, tal que
a fase é metdlica se x < 0 e supercondutora se, x > 0 como mostra de forma ilustrativa a
figura 6.

A solucao de [¢(x)| = ¥(x) para este caso unidimensional pode ser escrita como

(x) = 1o tanh [\/_"’” , (16)

28(T)

sendo £(T) = (h?/2m*a(Te — T))'/? Esta quantidade & é conhecida como comprimento

de coeréncia (ou correlacdo) do supercondutor. Este comprimento de coeréncia é uma
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Figura 6 - Interface metal-supercondutor

Metal normal | Supercondutor

Fonte: O autor, 2022.

importante quantidade do modelo, que sera discutida novamente mais a frente no trabalho.
Para se analisar um supercondutor na presenca de um campo magnético é necessa-
rio introduzir a interagdo com o campo via acoplamento minimo, isto é V — V —ie*/hA

e, além disso, um termo de energia do préprio campo magnético, com isto a energia livre

w5

Aqui, a simetria de calibre global é trocada pela simetria de calibre local, logo, as transfor-

fica

2

(T~ Te)os' + L) + 5 B[ (17)

2110

magdes que deixam a energia-livre invariante sio da forma ¢ — e®@gpe A — ff—l—}ﬁ@(aj)

Além da equagao (15) que neste caso fica

h?
Com*

(5— A) U+ (a(T = Te) + byl*)y = 0, (18)

tem-se, também, outra equagdo de minimizagao, que é 0F/ §A = 0, esta equacao tem a

forma

9 B ==Ly = ey -y, (19
Considerando apenas a lei de Ampere V x B = ,uoj do lado esquerdo da equacgao e o
primeiro termo do lado direito, esta fica semelhante a equacado de London com as rela¢oes
m* = 2m, |¢|* = n,/2 e a carga é e¢* = 2¢. Estas relagoes entre constantes, vindas das
escolhas bem direcionadas dos parametros fenomenoldgicos, nao sao por acaso. Isto por-
que, como sera comentado posteriormente, o estado supercondutor vem da proliferacao dos
chamados pares de Cooper (pares de elétrons interagentes), e as quantidades relacionadas
sao exatamente a massa, a densidade e a carga dos pares de Cooper respectivamente.

Considerando v no estado de minimo do potencial e que a interagao com o campo
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altera a fase do pardmetro supercondutor, isto é, um parametro de ordem na forma
Y = 1pe’®@) | a equacio (19) fica

2eh
m*

2e)? , - -
- By A + 2 iv0(a), (20)

se considerarmos o calibre de Coulomb V.4 = 0 a equagao fica

1~ = 2¢)?
—VxB:—<€)
Mo m*

VoA, (21)

sendo que agora a 'igualdade" com a equacao de London é bem mais clara. E neste
caso o comprimento de penetracao de London tem a forma em termo dos parametros
fenomenolégicos A = (m*b/(2e)?uoa(Te — T))Y/2.

Considerando a equacao (20), ao se integrar toda a equagao numa linha fechada

qualquer bem interna ao supercondutor é possivel mostrar que a integracao fica

1 e (207 5 p o o= 2, fo o
— B).dl = — Adl + — dl. 22
B Lk Adl+ 0 § (V) (22)

O primeiro termo, por depender apenas do campo magnético interno ao supercondutor
vai a zero, no segundo usa-se o teorema de stokes e o fato de VxA= B, e o ultimo
termo € a integral numa linha fechada do gradiente de uma fase, como fases sdo fungoes
multi-evaluadas (sao definidas a menos de um miultiplo inteiro de 27) é possivel mostrar

que a equagao (22) fica

S h
o= /B.dS =, (23)
isto é, o fluxo de campo magnético pelo supercondutor é quantizado como foi demonstrado
por Abrikosov.

A partir das quantidades & e A, é possivel definir uma constante adimensional
Kk = A&, esta constante é conhecida como pardmetro de Abrikosov e define qual o tipo
do supercondutor, isto ¢, o supercondutor vai ser do tipo I se x < 1/v/2 e do tipo II se
x> 1/v/2 (ABRIKOSOV, 2004).

Isto é o que precisaremos do modelo Landau-Ginzburg para o prosseguimento deste
trabalho. No capitulo 3 uma alteracao neste modelo vai ser feita para introduzir de forma

fenomenoldgica as interagdes que nao sao consideradas no modelo microscépico (BCS).
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2 INTERACOES ENTRE FERMIONS

2.1 Teoria BCS

A teoria microscopica que explica a supercondutividade é conhecida Teoria BCS,
nomeada a partir dos fisicos que a desenvolveram John Bardeen, Leon Cooper e John
Robert Schrieffer. A teoria associa o estado supercondutor a proliferacao de estados

ligados de pares de elétrons interagentes (COOPER, 1956). Estes pares de elétrons estao

em um estado de dupleto, | T, >, e sofrem uma interacao atrativa mediada pelos fonons
(vibragoes da rede) do material supercondutor. Estes estados ligados sdo conhecidos como
pares de Cooper.

A hamiltoniana da teoria BCS é uma hamiltoniana interativa de férmions que
considera a interagao atrativa entre os pares de elétrons com momenta opostos, a forma

desta hamiltoniana é (FERNANDES, 2015)

. k? 1
- e £ =N Venel of .
H kg (2 ) u) Cp Cip T N ,;g,;, R C_p O SRy (24)

sendo que k ¢ a coordenada de momentum, o spin, p é o potencial quimico do sistema,
que define a superficie de Fermi p = e = k%/2m,, N é um fator de normalizacio, m. é a
massa dos elétrons, c e ¢' sdo respectivamente os operadores de aniquilacdo e criacao dos
elétrons. A intensidade da interacao entre os elétrons ¢ representado pelo termo Viz,, que
é o parametro de acoplamento da interagao.

Como é possivel perceber, a hamiltoniana (24) é aquela de um gés de elétrons
com a adicao de uma interagao. Esta interagao é devida as vibragoes da rede do proprio
material. As interagoes usuais provenientes, por exemplo, da repulsao eletroestatica entre
os elétrons nao sao consideradas, pois se assume que estas sao suficientemente fracas em

um supercondutor.

2.1.1 Campo médio

A hamiltoniana (24) é quértica nos operadores dos elétrons, trazendo um impedi-
mento de encontrar solugoes analiticas para uma equacao de autovalor e autoestado do

tipo

PJ’BCS> - A]BCS), (25)
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onde ‘BC’S > ¢ a funcao de onda do estado BCS. Para contornar esta situagdo a aproxi-
macao que serda usada é uma aproximagao conhecida como, campo médio o (CHAIKIN;
LUBENSKY, 1995).

A aproximagdo de campo médio se baseia na ideia de que o valor de um dado
operador (neste caso o operador dos pares de Cooper) é uma flutuagao do valor esperado

deste mesmo operador no vacuo da teoria, isto é neste caso representado na forma

CITZTCT_MC—E%CE’T - <CIE'¢CT—E¢>C—E'¢CM + cf 1€ k¢< K Ck’?> <C£TCT—E¢><C—’3'¢C’5/T>’ (26)

com esta aproximagao, e aplicando a mesma a hamiltoniana (24), o operador H fica na

forma
i K A v i Pt
- Z 21m, — | Che T 7 Z kk’(<c ¢ ;g¢>cfE'¢CE'T+C,5TC_,;¢<C,,;/¢C,;,T>+
ko

B <CIT2¢CT—E¢><QE'¢CE%>)' (27)

Aqui, os novos termos que surgem do tipo <]3> sao médias dos operadores, isto é, sao
ndimeros e nao atuam mais sobre o estado BCS na equacgao (25).

A nova hamiltoniana obtida é quadratica, e a principio agora pode ser resolvida.
A maneira que vamos resolver esta equacao é primeiro renomeando os termos cujo valor

esperado estd presente, isto é
Ak = —i Z ka/<c_k/¢ck/1~>7 (28)
N 4

esta nova quantidade vai ser chamada daqui para frente de gap de energia (o motivo disto
vai ser explicado ainda nesta se¢do), ou entdao de pardmetro de ordem, pois esta nova
quantidade tem relacao direta com o parametro de ordem ¥ do modelo Landau-Ginzburg,
apresentado no capitulo anterior.

Assim, a hamiltoniana pode ser reescrita como
N k2 t
H:ﬁ — = cEUckg—Z(A oL +Ack¢ckT>+ZA< el ¢> (29)
ko

e como é possivel notar de forma mais simples nesta equacao, o operador H depende de
diferentes composicoes dos operadores de criagao e aniquilagao de elétrons, isto é, ele nao
é diagonalizado na base dos operadores. A diagonalizacdo deste operador é um passo
essencial para encontrar uma solugdo para a equagao (25), entdo o préximo passo sera
diagonalizar H.

O processo de diagonalizagao do sistema comega pela seguinte ideia, o primeiro

passo é fazer uma transformacdo linear nos operadores c e ¢!, conhecida como transfor-
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macao de Bogoliubov (OKABAYASHI; TANABE; YAMADA, 1964)

kA AT
Cho = Ui VEe T VR 5,

T AT *
Cry = UEV5y T Vi k-0 (30)
onde up = u_j e vy = —v_p sao os parametros da transformacao que vao ser fixados a

partir das condigoes necessarias para a diagonalizagdo do operador H. Além disso, para
que a transformacao seja linear, e mantenha as relagoes de anticomutacao de operadores
fermidnicos, uma condi¢ao tem que ser respeitada, isto é, sendo T a matriz de transfor-
magao, entdo T7T = I (identidade), isto significa det(TTT) = 1, esta condicio se traduz

em termos dos parametros
Jugl® + lvgl* = 1. (31)

Esta equagao é um vinculo entre os parametros e serd necessaria na hora de determinar
relacoes tteis entre os mesmos.

Aplicando esta transformacao em (29), a nova hamiltoniana fica

T
I

Pylgaryga +

qar
) (2m - M) (lupl® = vg)?) — Ajupvy — Azugoy
ko L

(K 2 A2 | b ot
k L

kQ k% k ok *
+ (2 (2m = ,u) uzvy — Atu % + Apv %) VBT

k2 9
+ 2 (2m = ,u) [vg]® — Agupvr — Aruzop + A<CETC&>] : (32)
E possivel observar que, a primeira linha da hamiltoniana acima é diagonal e a quarta
linha é constante (logo também é diagonal), a segunda e terceira linhas sdo a parte nao
diagonal do operador. Impondo que este operador seja diagonal, ou seja, que as linhas

centrais sejam nulas leva a

k? .
2 (2m — ,u) UgUg — A,;u% + AEUI% =0, (33)

utilizando esta condigdo e o vinculo (31) as relagbes necessérias entre os pardametros da,
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transformacao ficam

)

Com a hamiltoniana (32) e com as relagoes (34) é possivel entdo, com as manipu-

lacoes algébricas adequadas, mostrar que

. k2
H= > (2m - #> R

ko

© S (] = () 1 )| )

o que mostra que, apés a aproximacao do campo médio e a diagonalizagao, a hamiltoniana

BCS se torna uma hamiltoniana de um géas de férmions (Bogoliubons) com dispersao e; =

\/(k2/2m — )%+ |Ag]2. Aqui é possivel notar que, mesmo no nivel de Fermi k%/2m =
(= €p, o espectro de energia do supercondutor tem um gap de energia de valor |Az| e
dai vem a razao de chamarmos esta de funcao de gap.

Considerando o estado )BCS > como o estado de vacuo da nova hamiltoniana, ¢é
possivel entao resolver a equagao (25), a solu¢do pode ser obtida de uma equagdo mais

simples que é

) =0, (36)

ko

e essa equacao tem solugdao em termos do vacuo dos elétrons ’O> A solucgdo para esta

equagao se baseia que o estado BCS seja na forma

|BCS) = N{I 10

0), (37)
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ou seja, na criacao de pares de Cooper sobre o vdcuo de elétrons, sendo que N é um
pardmetro de normalizagdo. Com isto é possivel mostrar, apds certas manipulagoes (uti-
lizando as relagoes de anticomutagao de férmions, e o principio de exclusdo de Pauli), que

o estado BCS tem a forma

‘BCS> - H (u,; + v,;c%cim) ‘O>’ (38)
i

O que vai ser mais importante para o desenvolvimento deste trabalho, na verdade,

é as solugoes existentes da equagao (28), pois esta informa se no sistema analisado existe,

ou nao, supercondutividade. Considerando o caso em que os férmions do sistema estao a

uma temperatura nao nula 7', e que o valor esperado de termos nao diagonais compostos

por 7 e v sdo nulos (por conta do processo de diagonalizagao), ¢ possivel entdo mostrar

que a equacao de gap fica

Ap=—é§:%@@—K7%¢LM>—<ﬁ4WQ) (39)

i

como a dispersao para —k e k sdo iguais e nao dependem do spin, substitui-se os valores
esperados pela distribuicao de Fermi-Dirac para os bogoliubons e os dois termos sao iguais.

Com isto é possivel mostrar que a equacao do gap fica na forma

Aw— —— 4

1 Ve Ag tanh (\/(k2/2m — )%+ |AE|2)
v 2y/(R2/2m — p)? + | AP ’

as solugoes para esta equacao diz como se comporta o parametro de ordem como uma fun-
¢ao da temperatura. O primeiro passo necessario para solucionar esta equagao € escolher o
tipo de potencial atrativo que serd usado. Usualmente escolhe-se o potencial atrativo mais
simples Vi = —Vj nas proximidades da superficie de Fermi (entre os valores ep & hwp)
e nulo para regioes mais distantes, e como sera observado esta escolha serd mantida nos
passos futuros deste trabalho. Além disso, outra escolha é de um parametro de ordem real
que nao muda com a direcao de E, e com isto Ap = A. fazendo estas escolhas ¢ possivel

mostrar que a equagao acima fica na forma

Vo 1 V(2 /2m — p)? + A
IZENE: ).

tanh
z \/(k2/2m — 1) + A2 ( 2kgT

(41)

Apesar da clara simplificacao causada na equacao com as escolhas do potencial e
do parametro de ordem, esta ainda nao tem uma solucao exata para qualquer valor de 7.
As solugdes que sao possiveis de serem encontradas de forma analitica para esta equagao

sao solugoes para dados valores da temperatura.
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Para encontrar as solu¢oes analiticas possiveis da equacao do gap sao considerados
dois extremos, estes sendo T' — 0 e T' — T, e é considerado também o limite termodina-
mico 1/N Y, — [d%. Além disso, exite um porém, com relacio a regido de integraco.
Sabendo-se que o potencial quimico p define a superficie de Fermi p = ep = k%/2m,
sendo €p a energia de fermi e kr o momentum de Fermi, a regido de integragdo vai ser
uma pequena faixa no entorno desta superficie, sendo que a variagdo entorno desta su-
perficie vai ser dada pela excitagao as particulas causada pelos foénons (vibragoes da rede)
isto é, em termos da energia os limites de integracao vao de ex — hwp e €x+ hwp, onde wp
¢ a frequéncia de Debye que tem justamente a ver com as vibragoes da rede do proprio

material. Colocando a situagdo em temperatura 7' — 0 na forma integral a equacao fica

1
=% / dk , (42)
20k f2m — )+ AF

fazendo a transformagao de coordenadas de integracio de k — € = k?/2m, e sendo o
Jacobiano da transformacao a densidade de estados nas proximidades da superficie de
Fermi pp, é possivel mostrar que a equagao acima tem solugao, com boa aproximacao,

para Ay que é
AO = 27?/,()[)67%. (43)

No caso do limite T' — T é esperado que a supercondutividade do sistema acabe,
ou seja, que o pardmetro de ordem seja nulo. Considerando entao o caso A — 0 a equagao

fica

1 2/9m —
LYY (PN S L Ty (44)
2 k2/2m — p

usando novamente a transformagao de coordenadas para energia é possivel solucionar esta
equacao, com boas aproximagoes, para T, sendo assim a solu¢ao desta equacao para a
temperatura critica fica

e

E 1
k’BTC = 2th7€7 Vorr, (45)

7

Esta solucao depende como pode ser observado de um novo valor v = 0,577, este valor
¢ conhecido como constante de Euler-Mascheroni.
A partir destas duas solugdes nos limites é possivel mostrar que existe (para su-

percondutores BCS) uma relagao fundamental

Ag
~ 1,76.... 46
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Os calculos, que serao feitos na secao posteriores deste trabalho, serdao baseados nos célcu-
los feitos até aqui na teoria BCS. Outras quantidades importantes podem ser deduzidas a
partir da teoria BCS, como, por exemplo, o gap do calor especifico (transi¢do de segunda,
ordem), ou até mesmo o efeito Meissner-Ochsenfeld na inclusdo de um campo magnético

interagindo com a teoria. Estes calculos nao serdao reproduzidos aqui.

2.2 Liquidos de Fermi

A hamiltoniana que se propoe em reproduzir as outras interagoes (provenientes do
eletromagnetismo, por exemplo) presentes dentro de um material é também uma interagao
de quatro férmions da seguinte forma (BAYM; PETHICK, 1991)

1 P
Hint = IN Z fEE/CEO'CEO'CEIO'/CE/O'/’ (47)
kk' oo
neste caso, a quantidade que "computa'a interagdo ¢ o parametro fzz. Um exemplo
seria considerar uma interacao do tipo Coulomb de longo alcance, esta interacao pode ser

representada pelo pardmetro de acoplamento na forma de

P T (48)

para o desenvolvimento deste trabalho esta interagao nao serd usada. Porém, a maneira de
considerar novas interagoes dentro deste trabalho vai ser a conhecida expansao multipolar
do parametro fi;,.

A expansao multipolar, nos que sao conhecidos como parametros de Landau nos

liquidos de fermi, ¢ feita da seguinte forma

fi = > fie, (49)
l=—o0

sendo 6 o angulo entre os momenta k e k' (HAVENS-SACCO; WIDOM, 1980). Pode se

notar ja aqui que a expansao estd sendo feita em 2D, isto é dado ao fato que a escolha

das analises realizadas por este trabalho foi a de um supercondutor bidimensional. Caso

a escolha de 3D fosse feita, esta expansao poderia ser feita em harmonicos esféricos.

Considerando o caso simétrico f; = f_; (Landau), a expansao fica

oo = fo+ 3 2ficos(16). (50)
=1
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A expansao acima inclui, no infinito, todas as possibilidades da expansao multipo-
lar, fy representa o monopdlo (ou interagdo de densidade, como serd chamada ao longo
deste trabalho), f; o dip6lo (ou interagdo de corrente), fy o quadrupdlo (ou interagao
nematica). Este trabalho estd limitado a considerar estas trés interagoes, porém outras
poderiam ser consideradas, mas nao serao, dadas as complexidades dos termos que seriam
incluidos na hamiltoniana.

Considerando entao os trés termos que serdo analisados, o termo de interaciao da

hamiltoniana fica

1

Hine = IN > (fo+2ficos(8) + 21> cos(29))cTEUc,;ac£-,a,c,;,a/, (51)
kk'oo’

como na secao 2.1, os elétrons que sao excitados sao aqueles com energia mais proxima
a de Fermi (aproximadamente €r) sendo assim a funcao cosseno pode ser reescrita como
cos(f) = k.k'/k% com esta consideracio é possivel, com manipulacio algébrica, mostrar

que o termo quadrupolar vai ficar

2 f, cos(20) :4f2kl2(k:ikj kFa ),{}2 (k:k kFcS ) (52)
F

o termo dipolar é mais simples e é tirado diretamente da relacdo do cosseno com os

momenta. Com isto os termos separadamente ficam

Hoow = — Z foc ckock, ,Chrors
kk’ao
k + K
Hdip = NT Z flck, kf ko— k/ /k; k/ /9
kk’o(f’
Hpad = — kikj — kFa cl kK — kFa 53
quad — Z f2ck k‘2 ij | CioC ko /k2 ij | Crror ( )
kk’oa

Estes serao os termos utilizados ao se tentar incorporar interagoes nao BCS, no modelo,

como serd visto no capitulo 4.
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3 MODELO LANDAU-GINZBURG NA PRESENCA DE INTERACOES
MULTIPOLARES

A primeira abordagem que vai ser usada neste trabalho para analisar possiveis
efeitos das interagoes multipolares, introduzidas na secao 2.2, é adicionar termos fenome-
nolégicos no modelo Landau-Ginzburg estudado na se¢ao 1.4. A forma matematica destes
novos termos vai ser escolhida de forma que estes respeitem a simetria da energia livre,

mas que tenham as formas equivalentes as hamiltonianas mostradas no capitulo anterior.

3.1 Enmergia-Livre

O comeco entao sera pela energia-livre. Os novos termos que serao adicionados
serdo termos que visam estudar ja na fenomenologia, os possiveis efeitos das interagoes.
A interacdo de monopdlo nao sera considerada neste capitulo ja que essa nao traz diferenca
na quantidade de parametros.

O termo que vai representar o dipdlo na energia-livre vai ser um termo vetorial, da

forma (¢/2)J.J, sendo que (NG; TSE, 2007)
7 i * = %
T = SV — o), (54

e o termo que vai representar a interagao de quadrupolo vai ser um termo nematico na

forma (d/2)Q;;Qi;, e o tensor pode ser escrito de duas formas (AQUINO; BARCI, 2020)

Oii
Qij =~ (Vivj - ;VQ)% (55)
ou entao
1 - o
Qij = i(VﬂﬂVﬂ/}* + viw*vjw — 2(5UV1/1.V¢*). (56)

Os calculos realizados foram feitos com ambas as formas do tensor, e os dois deram
o mesmo resultado, entdo por praticidade os calculos vao seguir com o tensor escrito
na forma da equagdo (56). As escolhas foram feitas desta forma, pois, o momento de
quadrupdlo, como os termos mostrados na equacao (53), sdo um tensor simétrico de trago
nulo e tem que ser invariante de calibre.

Com estas informagoes a energia-livre de Landau-Ginzburg é entao reescrita na

forma
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. b L= d
P, = [d| o V0P +a(T = To)ow™ + 2 (o) + S 1T+ 5QuQu|. (57)

c
2
Onde c e d sao os parametros fenomenoldgicos relacionados as interagoes dipolar e quadru-
polar, respectivamente. Como comentado anteriormente, toda analise deste trabalho sera

feita em supercondutores bidimensionais, daf a integral em d?x. Utilizando a minimizacio

(6) é possivel mostrar que a equacao fica

h2

2m*

V2 + (a(T — Te) + bly*)y —

[TV + V()] — dVi[(V4)Qy] = 0. (58)

>0

A nova equacao para o parametro de ordem é bem complicada, e com novas nao-linearidades,
que trazem uma grande complexidade para obtencao de solugoes analiticas. Com isso, a
tentativa direta de obtencao de uma solucao nao é viavel. O método que sera utilizado
para a obtencao de uma solugao serd uma aproximacao. Sendo claro que, mesmo com oS

novos termos, a solu¢do homogénea (13) permanece inalterada pelas novas interagoes.

3.1.1 Comprimento de coeréncia

Para calcular o comprimento de coeréncia o método que vai ser usado vai ser um
método de "aproximagao variacional'. Considerando a nova energia-livre (57), e uma

solugdo da mesma forma da solugao (16)

x
Y =g tanh | —=———1, (59)
V2¢(T)
coloca-se entao esta solucao dentro da nova energia-livre e integra-se
x
Fl,¢*] = F (Y tanh | ————| |, 60

com isso, o funcional de energia-livre vira uma fung¢ao do novo comprimento de coeréncia
¢(T), logo F(£(T)). A partir da nova expressao, minimiza-se a nova energia-livre em

termos do comprimento de coeréncia

dF

=0 (61)

Ao seguir os passos anteriores é possivel mostrar que o novo comprimento de coe-
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réncia pode ser escrito em termos do original da seguinte forma

2 36 dm*1)}
2 _ S SV SIY 0
&2 = 2(1+ L+ 5 ) (62)

como é possivel ver a interacao dipolar nao traz efeitos no novo comprimento de coeréncia.
Este é representado por uma 'renormalizagao" do comprimento de coeréncia original &
causada pela interagao nematica.

O novo comprimento de coeréncia, como pode ser observado, é uma nova funcao
um pouco mais complicada da temperatura, ja que, ¢y e £ sao fungoes de T'. Porém, é
possivel observar de forma razoavelmente simples que no limite 7" — T o comprimento
& — &, isto é, nas proximidades da criticalidade as interagoes tendem a zero.

Reescrevendo a equagao (62) de forma apropriada, é possivel mostrar que

§(r? 1
(02 2(1-T/T¢)

(1+1+a(-T/Tc)?), (63)

sendo o = (72dm*?a*T2)/(35bh*). Como é possivel notar, para valores de a < —1 proble-
mas comecariam a aparecer nas solugoes do comprimento de coeréncia, ja que para certos
valores de temperatura este seria um nimero complexo, o que nao faz sentido. Logo, a es-
colha dos valores de « vai ser limitada. A partir desta equacao, é possivel fazer uma anélise
grafica do comportamento do novo comprimento de coeréncia em termos da temperatura
para diferentes valores de a. Considerando valores —0,5 < o < 0, 5, a forma gréafica desta
funcao fica na forma da figura 7, e como ¢é possivel perceber, uma interacao quadrupolar
repulsiva o > 0 causa um leve aumento no valor do comprimento de coeréncia, isto é uma
supercondutividade "mais forte'com relacao a original. E o contrario também é verdade,
uma interacao quadrupolar atrativa a < 0 traz ao modelo um comprimento de coeréncia
com valor menor que o original, ou seja, um "enfraquecimento'da supercondutividade.
Este conceito da "forca'da supercondutividade fica mais clara ao analisar o parametro de

Abrikosov na interagdo com campos magnéticos.
3.2 Interagao com campo magnético externo
A interacao com o campo magnético pode ser introduzida na energia-livre, assim

como no primeiro capitulo, a partir da troca V=V —i2 / hA. Tomando o cuidado que

todas as derivadas dentro dos novos termos também sejam trocadas. Assim a energia
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Figura 7 - Comprimento de coeréncia comparado, da equagao (63)

(i)
2'5:

2.0/ =
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Fonte: O autor, 2022.

livre fica
12 9 ?
« 1 2 = lae o o 2
Flowt A= [d | (v hA)w +alT = To) |yl +
© Yt CHALTA) + 2Qu(ADQu(d) + LB (64)
2 2 ' 2" “ 29 |

a minimizacao desta energia em termos do potencial vetor da a equacao equivalente a

equacao de London. Esta equagao tem a forma

V xB= —[(26)21/;(2) _ o)

hQ

d(2e)*

A+ 2

2
4 4 A12A. 65
o Yo Vol Al (65)

Mo

Como ¢ possivel perceber, a equagdo acima ¢é, na verdade, duas equagoes diferenciais
parciais, nao lineares e acopladas sem nenhum tipo de solucao analitica aparente. Todas
essas caracteristicas dificultam qualquer tipo de andlise direta. Por isso sera necessario

fazer consideracOes para extrair algum tipo de informacao desta equacao.

3.2.1 Resposta Linear: Comprimento de penetracao de London

A consideragao que serd feita para uma andlise da equacao (65) vai ser que os
termos nao lineares nao fazem diferenca no comportamento do campo magnético. Isto

se da, inevitavelmente, por conta da incapacidade de achar solugoes analiticas a equacao
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de London nao linear. As soluc¢oes "analiticas" encontradas para essa equacao foram
solugoes perturbativas, que além de extremamente complicadas, nao aparentavam nenhum
tipo de novo comportamento do campo magnético. Talvez porque o fato da solucao ser
perturbativa ji traz a necessidade de considerar o termo (d(2e)?/h?); suficientemente
pequeno.

Entéao, desconsiderando o termo nao linear na equagao (65) é possivel reescrever a

equacao de London como

A, (66)

1 - = 2¢)? c(2e)?
WB:_[( 2y - 0

aplicando o operador rotacional nesta equagao, é possivel entao chegar a
V x (VxB)=—-—58. (67)

Como é possivel notar, a equagdo acima é exatamente a mesma que a equagao (9), sé que
com um novo comprimento de penetragao, este novo comprimento sendo, em termos do

'original"

-1
A2 = )2 (1 . C;;szg) , (68)

ou seja, na resposta linear, a interagao dipolar "renormaliza"o comprimento de penetragao
de London, e traz uma nova dependéncia da temperatura para o mesmo. Reescrevendo

(68) da mesma forma que foi feito com (63) é possivel mostrar que

NAT) 1
\2(0)  1-T/T¢

(1-B(1-T/Tc))™, (69)

sendo 3 = (em*aTx/h*b). Assim como no caso do comprimento de coeréncia, valores de
B > 1 trazem problemas para a solu¢ao do comprimento de penetragao, ja que em certas
temperaturas este serd negativo ou até mesmo vai divergir, fora da criticalidade (onde a
divergéncia deste ja é esperada). Entao, a andlise vai ser limitada a valores semelhantes
ao caso do comprimento de coeréncia (63).

O comportamento grafico da equagao (69) para diferentes valores de 5 é demons-
trado pela figura 8. Como ¢é possivel perceber, o comportamento da interacao dipolar
é "contrario'ao comportamento da interagao quadrupolar, tendo em vista que interagoes
dipolares atrativas, isto é § < 0 fortalecem a supercondutividade, ou seja, permitem me-
nos penetracao de campo magnético no supercondutor. Ja interagoes dipolares repulsivas

B > 0 enfraquecem o supercondutor, permitindo cada vez mais a penetracao de campo
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Figura 8 - Comprimento de London comparado, da equacao (69)
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Fonte: O autor, 2022.

magnético.
Com a equagao (66) é possivel também, incluindo os termos de fase, calcular o

fluxo de campo, isto é

2eh c(2e)
m* h

(2¢)* 5 c(2e)

R ve, (70)

Yo | A+ w2

o

e realizar uma integracao em uma linha fechada interna ao supercondutor, da mesma
forma que (22), fazendo as mesmas consideragdes. Assim, o fluxo de campo magnético

fica

& =n—. 1
n2e (7 )

Ou seja, permanece inalterado pela presenca da interacao dipolar.
Com o que foi descrito até aqui, é possivel entdo saber possiveis efeitos causados

pela interacao dipolar em um supercondutor, ao menos nas proximidades da criticalidade.

3.2.2 Parametro de Abrikosov

Conhecendo os efeitos das interagoes analisadas no comprimento de coeréncia de
um supercondutor, e no comprimento de penetragao do campo magnético, é possivel
entdo analisar também o que estas interagoes causam no parametro de Abrikosov dos

supercondutores.
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As andlises vao ser feitas nos mesmos valores de o e 3 das segoes 3.1.1 e 3.2.1.
Isto é, os valores analisados serdo primeiramente |a| = |5| = 0,1. Depois o caso de uma
interagdo dipolar dominante, isto é |5| = 0,5 e |a] = 0,1. Por tltimo, uma interagao
quadrupolar dominante || = 0,5 e |3] =0, 1.

A equacao geral para o pardmetro de Abrikosov vai ser entao

-1

- (1 +y/1+a(l - T/Tc)2)> h <1 — B(1 - T/Tc)> , (72)

12
2 A

g

K

sendo k o parametro original do modelo de Landau-Ginzburg. Sendo assim o é possivel

plotar o grafico da seguinte funcao

2 -1

22:2<1—|—\/1—|—a(1—T/T0)2)>_ (1—6(1—T/Tc)> : (73)

para os diferentes valores dos parametros a e 3.
O primeiro caso que serd analisado serd o caso de parametros iguais. Neste caso,

o plot fica como na figura 9, e é possivel perceber que a interagao dipolar é fundamental-

Figura 9 - Pardmetro de Abrikosov para |a| = |f] = 0,1
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Fonte: O autor, 2022.

mente dominante, ainda que os parametros estejam iguais em modulo. De forma que uma
interagao dipolar repulsiva (§ > 0) faz o supercondutor tender mais a um supercondutor
do tipo II. Enquanto a interacao quadrupolar repulsiva segura um pouco esta tendéncia
e a atrativa colabora com esta tendéncia. J& uma interagao dipolar atrativa (8 < 0) faz
com que o supercondutor tenda mais ao tipo I. A interacdo quadrupolar repulsiva, neste
caso, colabora com a tendéncia, reduzindo o valor do parametro ainda mais, enquanto
quando atrativa, esta segura um pouco esta tendéncia ao tipo I.

Aqui ja é possivel perceber que as interagoes dipolares e quadrupolares trazem
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comportamentos inversos ao parametro de Abrikosov. Quanto menor o valor de um
parametro de Abrikosov mais "forte"é a supercondutividade, e mais esta tende apresentar
unicamente o efeito Meissner-Ochsenfeld. Logo, interagdes dipolares atrativas reduzem o
valor do parametro de Abrikosov, enquanto repulsivas aumentam os valores do mesmo. Ja
as interagoes quadrupolares atrativas aumentam o valor do parametro, "enfraquecendo’a
supercondutividade, enquanto as repulsivas diminuem este valor.

Seguindo para o segundo caso, que é de uma interagdo dipolar dominante sobre a
quadrupolar, ja é esperado que o comportamento geral ndao mude e continue como o da
figura 9. O que muda neste caso sao os valores do parametro de Abrikosov comparado

com o original. O comportamento é mostrado na figura 10.

Figura 10 - Pardmetro de Abrikosov para |a| = 0,1 |5| = 0,5
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Fonte: O autor, 2022.

O 1ltimo dos casos a ser analisado é entdo o caso de uma interagao quadrupolar
"dominante"sobre a dipolar. Apesar de dominante significar, neste caso, uma interagao
quadrupolar cujo médulo do parametro é maior que o médulo do parametro dipolar, é
possivel ver que o comportamento nao reflete uma dominancia da interacdo quadrupolar,
isto é, se comporta como na figura 11. Neste caso, apesar de o comportamento do parame-
tro de Abrikosov ser muito estranho em baixas temperaturas, é necessario se lembrar que
o modelo de Landau-Ginzburg, do qual estes resultados sao provenientes, s6 é aplicavel
nas proximidades da criticalidade. Analisando entao o grafico em temperatura proximas
a temperatura critica, é possivel notar que o comportamento grafico continua semelhante
aos casos anteriores, o que diferencia sao as inclinagoes das curvas que levam ao ponto
critico.

Entao, mesmo com uma interacao quadrupolar "dominante", é possivel perceber
que a interacao dipolar é verdadeiramente mais significativa nos efeitos causados pelas

interacoes nos supercondutores.
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Figura 11 - Pardmetro de Abrikosov para || = 0,5 |3] = 0,1
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Fonte: O autor, 2022.

Os valores escolhidos para a analise estao na forma mostrada, pois, como comen-
tado anteriormente, valores com moédulos maiores que estes podem causar problemas nas
solucoes do comprimento de coeréncia e penetracao. Estes problemas podem ser desde
divergéncias fora da criticalidade, ou até mesmo no caso do comprimento de coeréncia, va-
lores complexos para este em determinadas temperaturas. Por isto estes valores pequenos
para tais interagoes foram escolhidos.

O préximo passo agora ¢ estudar o modelo microscépico da supercondutividade,
incluindo nele as interagoes comentadas. No caso do modelo Landau-Ginzburg a interagao
de densidade (monopolo) nao foi considerada, pois esta, que teria a forma [ |*, nao traria
diferengas notaveis para energia-livre.(NG; TSE, 2007) Por consequéncia, nao conhecendo
a relacao do parametro fenomenolégico da interacao de densidade com os parametros mi-
croscopicos, nao seria possivel obter resultados diferentes do modelo original provenientes

desta interacao. Mas, esta interagao sera estudada no proximo capitulo.
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4 BCS NA PRESENCA DE INTERACOES MULTIPOLARES

Neste capitulo parte-se entao de uma nova hamiltoniana, que é a soma da hamilto-
niana (24) e dos novos termos de interagao (47). Esta soma serve para incluir, no modelo
BCS original, as interagoes provenientes de outras fontes. Neste caso a hamiltoniana vai

ficar na forma

2
H= Z (ka - EF) CZ*C,CEJ + ]1[ Z VEIQ,CETCJL&C_EwCE,T + 2;[ qz f,;,;,cggc,;gc%o,c,;,a,, (74)
Kk kK oo’

onde ja foi considerado o fato de que . = ex. Como é possivel notar, assim como antes, esta
hamiltoniana é uma hamiltoniana interativa com termos quarticos. Qualquer tentativa
de solucao da equacao de onda com esta hamiltoniana seria provavelmente mal sucedida.
Para lidar com este empecilho é util utilizar as mesmas técnicas descritas no capitulo 2.

Essas técnicas, utilizadas anteriormente para o caso BCS "puro", vao ser utilizadas
para cada uma das interagoes neste caso. A aproximagao de campo médio (26) vai ser
reutilizada no termo BCS e, além disso, uma nova aproximacao de campo médio sera feita

no terceiro termo da hamiltoniana (74), sendo esta aproximagao na forma

oo o/ TooNg L T
Cr CrioChioiChror = CooChio\ChrosChror )+ ChCho ) Crros Ciror — €y i )\ Crs Ciiror ) - (75)

Sendo assim, considerando a aproximacao acima e renomeando os valores esperados <CTCT>

e <cc> igual & (28) é possivel mostrar que a hamiltoniana fica

A k2
H = Z (Qm — EF) C%,,Cka - Z<AECIT3TCT—E’¢ + Afc_g cpp) +
ko k
1
+ YA p) Ty X fawch, i)
k kk'oo’
1
N ﬁ Hﬂz fEEI<C£JCEU><C£’U/CEIU,>' (76)
kk'oo’

E ainda possivel reescrever esta hamiltoniana, separando os somatoérios de forma a ficar

mais claro o que cada termo esta fazendo, apds a separacao de tais somatoérios é possivel
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mostrar que a hamiltoniana fica na forma

N k2
H= Z (2_€F+kak/< Cro Clro '>)c£’gcﬁa+

ko k'o!

— Z(A*CET —l—A 2C_kiCiy) —l—ZA <% 1>+

—

k

- Z fkk’<c Cka><C;Tg/o./cE'a'>' (77)
kk’oo
A partir desta separacdo dos somatorios, fica perceptivel que, apds a aproximacao de
campo médio, as interagoes que de liquidos de Fermi fazem um papel aditivo no termo de
dispersao e potencial quimico do gés de elétrons. Este fato faz com que a diagonalizagao
da teoria fique muito semelhante ao caso BCS, apenas trocando o potencial quimico por
W+ interacao.

O préximo passo entdo é diagonalizar a hamiltoniana (77). Seguindo exatamente
0s mesmo passos que o capitulo 2, comegando pela mudanga de varidveis (30), sendo
que os parametros ugp e vp seguem as mesmas condigdes que anteriormente, como, por
exemplo, o vinculo (31) é possivel realizar a diagonalizagdo da hamiltoniana. Sendo

assim, a hamiltoniana ja diagonalizada fica na forma

. k2 2
H= 2. (2?71 —er + (1/N) kak'<c* CE'U>) +lad, 7k0+ZA < k¢>+

ko ko'

1
T T
B ﬁ Z fEEI<CEUCE‘7><CE’U’CEIU/>' (78)
kk' oo
Como é possivel perceber, a dispersao dos bogoliubons (férmions ) foi alterada pelas
interagoes e, por consequéncia, a equacao do gap (28) também serd alterada, e terd termos

que incluem essas interagdes que podem, ou nao depender da coordenada de momentum

—

k.
Fazendo as consideracoes feitas no capitulo 2, isto é |Az| = A e Vi, = —Vp é

possivel reescrever a hamiltoniana na forma

R 2

2
ie X (fi—w+zm<m>) g+
LS el cduren), o

ko
kk"ao

A equacao de gap para este caso é alterada, e pode ser reescrita de forma bem
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semelhante & (41)
% :
2N \/(k2/2m —er + 1N S S ) + A2

\/ (k?/2m — ep + 1IN S0 frch, cprp))? + A
X tanh ’
k5T

1=

X

(80)
e como ¢é possivel perceber, na hamiltoniana (79) e na equagao (80) um novo valor es-
perado surge dentro destas equagoes. A partir daqui, a andlise vai ser feita caso a caso,
considerando os termos da expansao (53).

4.1 Interagdo de densidade (monopélo)

Considerando apenas o termo de monopolo da expansao (53), é possivel mostrar

que a hamiltoniana (79) e a equacao (80) podem ser reescritas como

A k2 1 . 2 iy AQ
H= X \gm ot 3 2 Dol |+ 8005 + v

ko ol

1
~ v o folck ez ){ch, cim), (81)
kk'oo’

(§]

Vo 1

1= — ) X
2N 7 \/(k2/2m —er +1/NY¥p, f0<c£-,ac,;/a>)2 + A?

\/(k2/2m —er +1/N g, f0<0,2,0012/a>)2 + A2
X tanh :

82
2kgT (82)
Assim como foi feito em (28), neste caso é possivel renomear os termos da equagao

para resolver o novo valor esperado que surge dentro das equagoes, de forma que
p = N 2 <CL~O_CE0_>. (83)
ko

Novamente, ao se escrever ¢ e ¢/ em termos dos bogoliubons e fazer a consideracio de
temperatura finita e distribuicdo de Fermi-Dirac. Assim, é possivel mostrar que a equagao

(83) fica na forma

:@Z 1 k?/2m —ep +p tanh \/(]{52/2771—6‘1!«“-l-,O)Q—i-A2
N V2/2m — ep + ) + A2
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e que a equagao (82) é reescrita como

_ W 3 ! tanh \/(k2/2m —er TS AT (85)

Além disso, a nova hamiltoniana pode ser reescrita como

2
. k2 AN p’N
A=Y (zm‘“”) M T &)
ko

Com as equagdes (85) e (84), é possivel entdo comegar a tentativa de solugdo para
este conjunto de equacoes acopladas.

Os limites de integracao aqui serao semelhantes aos limites da se¢do 2.1. Com o
adendo de que o termo da interacao monopolar p nao pode superar o valor de hw, isto

fica mais claro ao se realizar as integrais. Com isto as equagoes (84) e (85) ficam

] /27r / 6F+hw k
p— X
\/2m(ep—Hhw) \/(k2/2m —er+p)?+ A2
k2/2m — ep + p)? + A2
< tauh (W fom = cr ) ) (87)

2kgT
(§]
27r Qm(eF—l—ﬁw) ark |1
p= fO/ \/ 2m(ep—hw) +

2 — k%/2m — ep + p)? + A2
- K2/2m = er 0 tanh(\/( / Pt ), (88)

\/(k2/2m — e+ p)? + A2 2kgT

sendo que aqui, diferentemente da secao 3.1, as integrais estdao sendo feitas diretamente
no espac¢o de momentum, mas os limites de integracao sao os mesmos. Estas sao equacoes
autoconsistentes acopladas, e suas solugoes sdo o principal objetivo desta se¢ao. A partir
de solugoes para equacao (87) é possivel obter o pardmetro de ordem supercondutor e
a temperatura critica, de forma semelhante as obtidas no caso BCS, no capitulo 2. J&
a equagao (88) é proveniente da interacdo introduzida neste capitulo, e a solugdo desta
traz como p depende da temperatura e do acoplamento da interacao fy, além de tornar
possivel posteriormente determinar o comportamento de A como funcao de fy, utilizando
a solucao de p.

Comecando pela solucao de p, tem-se que a integragao é possivel de ser realizada

analiticamente e a mesma fica

(89)

V(hw + p)2 + A V (hw — p)2 + A
=2 2hw — 2kpT' | 1 h —1 h
P Wmfol hw — 2kp ( 1 COS ST N coS ST
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Alguns limites aqui devem ser tomados para um resultado final desta equacao, os primeiros
limites sdo o limite |hiw £ p| >> A, e |fw = p| >> kT que devem ser tomados ja na
equacao de BCS, mas sem o termo interativo p. Com estes limites, é possivel fazer as

aproximacoes A%/(hw 4 p)? — 0 e coshz = exp (x/2) caso x >> 1, e assim a equagao fica
p = 2mm fo[2hw — ([hw + p| = |hw — pl)], (90)

aqui é necessario escolher iw > p, pois, outra escolha traz problemas nas solugoes poste-

riores. Assim, o resultado da integral (88) para estes limites, fica na forma

47rmf0

A solugao (91) nao é valida para regides onde 4mmfy — —0,5. Isto se dd, pois,
nesta regiao |hw + p| — 0, o que estd em desacordo com o limite tomado para a equagao
(90). Com isso, a divergéncia que ocorre em 47m fy — —1 ndo se torna uma preocupagcao.
Como sera mostrado, a supercondutividade para a regiao 4mm fy < —0,5 é completamente
suprimida, e esta regiao nao é de interesse para andlise.

Com o resultado e as consideragoes feitas para p é possivel entao encontrar solugoes
para a integral (87), o primeiro limite que seré considerado serd o de T' — 0 assim como

no caso BCS. Neste caso a equagao para A fica

27r 6p+hw k
- . (92)
/ \/;/27)1(6}7' hw) \/<k2/2m —€p +p)2 + A%

Esta integral tem solucao exata e fica na forma

L [Pt hw el p— hw
sinh ( A, ) sinh ( A, )

para solucionar esta equagao para 4y é necessario tomar os mesmo limites tomados no

1 =mnVj ) (93)

caso da equacio de p, e assim é possivel mostrar que sinh™'(z) = In(2z), com isto é

possivel mostrar que

Ay = 24/ RPw? — erfﬁ, (94)

considerando entao a solugao (91) é possivel mostrar que a solugao para Ay em termos

da interacao de monopdlo fica

L+ 2(4mmfy) __a
Ay = 2hw 2mmVo 95
0 1 —+ 47Tmf0 € ’ ( )

E possivel perceber que existem dois limites para os quais Ay é nulo, estes sdo os limites
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drmfy — —0,5 e dmmfy — +o0o0. Para valores de 4mmfy < —0,5 os termos dentro da
raiz de (95) ficam negativos, e por consequéncia a raiz fica imaginaria, e como Aq é uma
solugao para o modulo do parametro de ordem, valores imaginarios nao representam uma
possibilidade.

Para o limite T" — T¢, isto é A — 0, a equagao fica na forma

27 2m(ep+hw) 2/9m —
1= Y0 e C dk b fany [ FL2m = er £ 0 ) (96)
2 Jo \/ 2m(ep—hw) k’2/2m —€rpt+p ZkBTC

esta integral tem uma solugdo (com as aproximagoes) muito semelhante a BCS original
(FERNANDES, 2015), mas novamente Aw — /h?w? — p?, sendo assim a equagdo para

temperatura critica fica

YE 1

kpTo = 2/12w? — 25 e 7mms | (97)
T

Colocando entao a solugao (91) dentro da raiz, a solugao para a temperatura critica fica

erE 1+ 2(dmmfy) _
kT = 2hw’— T 08
Bro T 14+4mmf, c " (%8)

e aqui é mais claro que valores menores que —0, 5 resultariam em uma temperatura critica
imaginaria, o que nao faz sentido. Com isto é possivel observar que, para interacoes
atrativas para valores do acoplamento 4mm fy < —0, 5, a supercondutividade é suprimida.
E possivel, entdo, mostrar que a relacio (46) continua intacta, ou seja, nao é
alterada pela interacao monopolar.
Com as solugoes para gap, temperatura e a interagao é possivel fazer uma analise

grafica das solugoes acima. Considerando a primeira solu¢cdo normalizada, isto é

p x

ho 1+

(99)

sendo x = 4mmfy. Sendo assim a forma grafica desta solugao fica na forma da figura
12 sendo que, na figura, a linhas retas representam as assintotas vertical e horizontal da
solucao (99). A equagao tem valor limitado para interagoes repulsivas fy > 0, sendo que
esse valor nunca ultrapassa o valor da excitagao hw.
As solugoes que dizem mais a respeito da supercondutividade sdo as (95) e (98).
Na forma normalizada
Ay V1+2z

_ 100
ABCS 1+z (100)

neste caso, a forma gréafica desta é descrita pela figura 13 como é possivel perceber, e

ja havia sido comentado antes, o parametro de ordem é nulo para valores de x < —0, 5.



Figura 12 - p normalizado como fucao de x = 4mm f,
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Fonte: O autor, 2022.
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Figura 13 - Ay normalizado como fun¢ao de x = 4wm fy
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Isto implica que para estes valores a supercondutividade é completamente suprimida pela
interacdo monopolar.
Onde é possivel perceber este mesmo comportamento é observado, como esperado,

na temperatura critica. A forma normalizada da solucao para temperatura critica é

TC \/1+2.T

TESS T 1+4a

(101)

neste caso, o grafico é exatamente o mesmo que na figura 13, com o eixo vertical renomeado
pela temperatura.

Estas solugoes trazem um estranho comportamento para diferentes valores da inte-
racao monopolar. Implicando que, possivelmente, materiais com interagdes de monopolo
atrativas fo < 0 muito fortes em baixas temperaturas, nao poderiam apresentar a transi-
¢ao metal-supercondutor.

Apesar da importancia de todas as solugoes analisadas até aqui, todas elas de-
pendem fortemente de aproximacoes consideraveis para poderem ser realizadas, e nao é
possivel em nenhum caso encontrar uma solugao analitica dependente da temperatura
para A. Logo, é 1util partir para andlises numéricas, tanto pela questdo comparativa,
quando para questao de possiveis andlises. (LOPES et al., 2021)

Para solucionar as equagoes integrais (87) e (88) numericamente ¢ necessario algu-
mas consideragoes com relacao aos parametros das equagoes. As consideracoes feitas para
tal método sao Vo =1, m =1, ep =1e kgT =T e por fim deve-se definir uma regiao de
integracao, para isto usou-se hiw = 0,1. Com estas consideracoes é possivel realizar uma
analise numeérica das equagoes.

Utilizando um método de solugao iterativo para equacoes autoconsistentes, é pos-
sivel entao encontrar a solucao de A e p como fungao da temperatura.

A solugao geral para A fica na forma da figura 14. A separacao de cores dada na
figura é a separacao entre a regiao atrativa e repulsiva da interacao monopolar. A curva
formada pela parte superior do diagrama, no corte 1" = 0, representa a solucao equivalente
a (100), enquanto o corte em A = 0 equivale a (101). Mas para fazer a comparagiao de
forma mais direta é necessario analisar os cortes normalizados.

Diferentes cortes de fy podem ser feitos na solucao 14. O gréafico destes diferentes
cortes fica na maneira da figura 15 e assim como na solugao (100) é possivel observar que a
interagao monopolar abaixa os valores do gap e da temperatura critica, "enfraquecendo"a
supercondutividade, sendo atrativa ou repulsiva.

Outra solugao possivel é a de p, esta tem a forma da figura 16. A forma de p para
interacao repulsiva é bem proxima da solugao analitica anteriormente descrita. Porém, é
possivel observar o surgimento de uma ponta no grafico, esta surge exatamente nos limites
em que A — 0. Como vai ser possivel ver no corte de A, valores nestas regides nao sao

importantes para a supercondutividade, ja que esta nao é mais existente nessas regioes,



Figura 14 - Solu¢ao numérica de A
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Figura 15 - Cortes em fy de A x T
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Figura 16 - Solu¢ao numérica para p
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assim como observado nos resultados analiticos.

Para comparagao com os resultados analiticos anteriores, os graficos 14 e 16 podem
ser normalizados e os devidos cortes devem ser retirados dos mesmos. Assim, o primeiro
corte que sera analisado serd o de p normalizado. Este grafico é representado na figura
17. Nesta figura fy é equivalente a = nas equagoes (99), (100) e (101). Como é possivel
perceber, no momento que fy &~ —0, 5 aparece uma ponta no grafico. A regiao —1 < fy <
—0,5 ¢é a regiao na qual a supercondutividade é suprimida, dada pelo fato que abaixo
deste valor A = 0.

O comportamento do grafico 17 é, pelo menos na regiao "atil"para analise, seme-
lhante ao comportamento analitico descrito pela funcao (99).

O préximo gréafico a ser analisado é o grafico do corte de Ag, este grafico é re-
presentado na figura 18, comparando o comportamento grafico com o da fungao (100), é
possivel perceber que os resultados numéricos e o resultado analitico tem comportamento
funcional semelhante, com a supercondutividade sendo suprimida para valores da intera-
¢do fo ~ —0,5 no caso numérico, e com o maior valor sendo no ponto fo = 0 que é o caso
BCS puro. As bordas da regiao colorida neste grafico representam os valores do gap para
diferentes valores da interacao.

O grafico da temperatura, representado na figura 19 também tem o mesmo com-
portamento, indicado pelas solu¢oes analiticas anteriormente demonstradas. Este grafico

é também um diagrama de fase, no qual a regiao colorida ¢é a regiao que o material esta no



Figura 17 - Corte de p normalizado
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Figura 18 - Corte de A normalizado
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Figura 19 - Corte de T" normalizado
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estado supercondutor (o pareamento de Cooper é possivel) enquanto a regiao externa é
a regido na qual o material se comporta como um metal (os elétrons se comportam como
um liquido fermi6nico, sem pareamento de Cooper).

Uma diferenca essencial entre os graficos da temperatura e do gap, é que para
valores maiores de fy, apesar de o comportamento ser semelhante ao caso analitico em
ambos os casos, o grafico numérico do gap normalizado cai de forma mais rapida do que
o gréfico da temperatura critica. Fazendo uma anélise rapida da solugao analitica (100)
para x = 2 é possivel notar que o grafico do gap se assemelha mais aos valores encontrados
na solugao analitica.

Consegue-se analisar a partir das solucoes analiticas e numéricas encontradas, que
a presenca de um interacdo de densidade (monopdlo), muda consideravelmente as quan-
tidades associadas ao supercondutor, podendo alterar desde a temperatura critica e o
diagrama de fase da supercondutividade, mas também alterando o gap de energia que
surge, na transicao de um metal para um supercondutor.

Como foi observado nas solugoes analiticas, a relacdo fundamental entre o gap e a
temperatura critica (46), nao era alterada ao nivel das aproximacoes utilizadas. Porém,
a diferenga de comportamento das solugoes numéricas 18 e 19 faz com que esta relagao
se mantenha apenas para valores fy préoximos da nulidade. Para interagoes repulsivas

mais fortes, por exemplo, este valor deve ser reduzido do original de acordo com as so-
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lugoes encontradas, ja que a relagdo To(fo)/TEY® é numericamente maior que a relacio
No(fo) /AT,

A alteragao de valores, como a temperatura critica e o gap de energia causada pela
interacao, causam mudancas também nas quantidades termodinamicas da teoria BCS ori-
ginal. Um exemplo, ao se calcular o gap do calor especifico de um supercondutor na teoria
BCS, ¢ possivel mostrar que este gap possui uma dependéncia no valor da temperatura
critica do supercondutor. Com a alteracao desta temperatura critica, causada pelas inte-
racoes, é esperado que o valor deste gap seja alterado ao se comparar com a teoria BCS
original, se ¢ que a dependéncia do gap de calor especifico com T continuaria da mesma
forma apods a introdugao de termos interativos. Caélculos relacionados a isto nao foram

feitos para este trabalho, mas podem vir a ser incluidos em outros trabalhos futuros.

4.2 Interagao de corrente (dipdlo)

Assim como no caso do monopdlo, aqui sera considerada apenas a interacao dipolar.
Como é possivel ver pela equacao (53) a interagao dipolar envolve termos vetoriais, o que,
como serd observado, dificulta consideravelmente a tentativa de qualquer tipo de solucao
analitica do sistema.

No caso da interacao dipolar a hamiltoniana fica na forma

2

N k2 R t A*N
H = ,%U (2m —er + (2f1/NkE) 502 k'k/<clg/001€'a>) + AZ”V,;UVEU + 7 +
S SRR t
- Nk%‘ ik oo’ k'k,<CEaCEU><CE/U’CE/UI>7 (102)

assim como no caso no monopolo é possivel definir

jo 2 >Rl er,) (103)

e por consequéncia as equagoes (85) e (86) ficam

v 1 - (\/(kQ/Qm —ep + ko Jkp)? + A2
2N L \/(k:2/2m—eF+Ej/k‘F)2+A2 QkBT

1=

><;m4>

AN J*N

Vo Afi

2
2 L

ko
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E a equacao para J fica na forma

V2 /2m — ep + kT kp)? + A2
- <\/(k:2/2m —ep kT kp)? + A?)

1
2kgT (106)

Neste ponto ja fica evidente que o novo termo k.J dentro da equacgao de gap (104)
acaba com a simetria rotacional da integral. Este fato faz com que possiveis solucoes
analiticas para esta equacao sejam muito dificeis, ou até mesmo impossiveis, de serem
encontradas, mesmo com varias aproximacoes consecutivas sobre a equacdo. As solu-
¢Oes numéricas para o caso do dipolo na teoria microscopica nao serao abordadas neste
trabalho. As possiveis solugoes para as equagoes acima serdao deixadas para futuros de-

senvolvimentos, devido a dificuldade de trabalhar com as integrais.

4.3 Interagao nemética (quadrupdlo)

Assim como no caso do dipolo, as equacoes incluindo as interagdes nematicas na
microscopia também nao terao solugao exposta aqui neste trabalho, e sao um objetivo
para projetos futuros. Mas por questdao de expor a razao da dificuldade que impede
simples solugoes destas equagoes, aqui serao expostas estas na forma de somatorio.

Considerando a equagao (80) e a hamiltoniana (79), e apenas o termo quadrupolar

da parte interativa (53) as equagoes ficam na forma

. k2 . 2 T A2
H= — i (k A2~1 A

%} o er + Qijqij(k) | + Vi Vie T T +

4 - S

_ N q_Z fQC]ij(k)<CIJ%UCEU>C]U(k’><c;%/a,clg,g/>, (107)
kk'oo’
e a equacao para o gap fica em uma temperatura finita
1 k2/2m — i )2 + A2
1= 50 i tanh(w J2m = er + Quan(9) + )(108)
2N \/(k2/2m —er + Quqij(k))? + A? 2kpT

sendo

- 1 0;i
qz’j(k?) = g (kikj - 2]7?%)7 (109)
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o ; B2/2m — ep + Quay
Qij = WQ > aii(k) [1 - / - 2] 5
K V#2/2m — ep + Qijgiy)? + A

X tanh (\/(kQ/Qm —er + Qijgi;)* + AQ)

11
2kgT (110)

Apesar de os novos termos tensoriais complicados, internos a integral, as dificul-
dades de se tentar encontrar uma solugao para as equacoes que incluem a interagao qua-
drupolar sao semelhantes a do caso dipolar. E, como comentado anteriormente, encontrar

estas solugoes é um objetivo para futuros trabalhos de continuacao deste.
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CONCLUSAO

Aqui chegamos, enfim.
Lenine

No primeiro capitulo foi descrito desde a definicao da transicao de fase, tanto de
primeira, quanto de segunda ordem, de um ponto de vista dos potenciais termodinamicos.
Foi descrito também o modelo de Landau para transi¢oes de segunda ordem, que se ba-
seia na expansao entorno de uma quantidade, chamada parametro de ordem, que indica
em qual fase o material estd. Depois foi introduzido o conceito de supercondutividade e
citadas as descobertas e modelos fenomenolégicos referentes a essa nova transicao. Um
desses modelos é o modelo de Landau-Ginzburg para a supercondutividade. Este modelo
tem a capacidade de reproduzir a equagdo proposta pelos irmaos London (e por con-
sequéncia o efeito Meissner), além de deduzir quantidades importantes nas proximidades
da criticalidade.

No segundo capitulo o foco foi expor a maneira na qual, na microscopia, é descrita
a interacao entre férmions. Primeiro expondo a interacao responsavel pela supercondutivi-
dade, na hamiltoniana de BCS. A hamiltoniana de BCS descreve uma interacao atrativa
entre os elétrons do material, esta interacao sendo consequéncia dos fonons, ou seja, é
proveniente da prépria rede cristalina do material. Depois, ¢ descrito a partir de um novo
termo interativo as interagoes desprezadas em BCS, interacoes de origem eletromagné-
tica. Apds isto, é exposto uma maneira de expandir os novos termos interativos, esta é a
expansao multipolar, que no capitulo 4 traz a possibilidade de uma anélise, pelo menos
na primeira ordem de expansao.

O terceiro capitulo parte de uma modificacado do modelo fenomenolégico LG, para
se conseguir, assim, analisar, nas proximidades da criticalidade, os efeitos que as novas
interagoes podem exercer sobre a supercondutividade. Neste capitulo é mostrado como
diferentes regimes das interagoes de dipolo e quadrupolo podem mudar o comportamento
das quantidades associadas ao supercondutor. Essas alteragoes sao sempre dependentes
da temperatura, e tendem a nulidade no limite T — T. Além disso, fica claro a partir
das analises graficas feitas no capitulo que a interacao dipolar tem um certa dominancia
sobre a quadrupolar quando consideradas juntas. De forma que, na proximidade da
criticalidade, mesmo que a interacao dipolar seja mais "fraca"que a quadrupolar, ela rege
o aumento ou a diminui¢ao do valor do parametro de Abriskosov k, enquanto a interacao
quadrupolar pode exercer um auxilio neste aumento ou nesta diminui¢ao do valor.

No quarto capitulo é feita uma abordagem microscopica para as interacoes, adici-
onando os novos termos de interagao na hamiltoniana BCS é possivel a partir da aproxi-

macao de campo médio mostrar que, para uma interagao qualquer, as interacoes fazem
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um papel aditivo na dispersao. Ao se fazer a expansao multipolar, uma nova equacao
surge para cada uma das interacoes, além da equacdo de gap de BCS. E possivel entdo
se encontrar tanto solugoes analiticas aproximadas para o caso monopolar, como solucoes
numeéricas.

As solugoes para o caso do monopolo mostram que a interagao tem papel de reduzir
os valores do gap e da temperatura critica da supercondutividade. E nos limites p ~ +hw,
sendo que estes limites equivalem em termos do acoplamento aos limites 47wm fy — 400
e 4mmfy — —0,5 a supercondutividade é completamente suprimida. Ou seja, no caso de
materiais com ordem de densidade muito "fortes" é possivel que tais materiais nao possam
apresentar a transicao metal-supercondutor.

Os casos microscopicos da ordem dipolar e quadrupolar sdo um interesse para
futuros estudos. Provavelmente as quebras na simetria de rotacao nas equacgoes de gap e
interagao para ambos os casos poderao gerar resultados novos curiosos, mas a dificuldade
analitica referente a esses dois casos traz a necessidade de um estudo imediatamente

numérico dessas interagoes.
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