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RESUMO

FREITAS, Wilton dos Santos. Controle Populacional do Protozoario Giardia lam-
blia com Resultados Experimentais. 2022, 61 f. Dissertagao (Mestrado em Engenharia
Eletronica) - Faculdade de Engenharia, Universidade do Estado do Rio de Janeiro (UERJ),

Rio de Janeiro.

Giardia lamblia é um protozoario intestinal flagelado com distribuigao global cau-
sador da doenca conhecida como giardiase. Este parasito é responsavel por 35,1% dos
surtos de diarreia causada por dgua contaminada e acomete principalmente criangas nas
quais pode causar comprometimento fisico e cognitivo. Nesta Dissertacao, considera-se um
modelo de dinamica populacional baseado na teoria de jogos evolutivos para representar
o comportamento da Giardia lamblia in vitro, levando-se em consideracao a caracteristica
do protozoario de resistir a acdo do farmaco metronidazol. Diferentemente do que se en-
contra na literatura, persegue-se como objetivo de controle a exterminacao do protozoario
considerando-se que os parametros do sistema sao incertos e apenas a medi¢ao parcial do
vetor de estado esta disponivel. Sob essas hipdteses, uma lei de controle é projetada tais
que provas de convergéncia sao rigorosamente demonstradas para o sistema em malha
fechada. Resultados de simulacoes sao apresentados para ilustrar o comportamento da

malha fechada.

Palavras-chave: Sistemas Biolégicos. Sistemas Nao-Lineares Incertos. Realimentacao de

Saida. Convergéncia Assintotica. Convergéncia em Tempo Finito.



ABSTRACT

FREITAS, Wilton dos Santos. Population control of the protozoan Giardia lamblia with
Ezperimental Results. 2022, 61 f. Thesis (Master Degree in Electronic Engineering) -
Faculdade de Engenharia, Universidade do Estado do Rio de Janeiro (UERJ), Rio de

Janeiro.

Giardia lamblia is a flagellate intestinal protozoan with global distribution causing
the disease known as giardiasis. This parasite is responsable for 35.1% of outbreaks of
diarrhea caused by contaminated water which and mainly affects children in whom it can
cause physical and cognitive impairment. In this dissertation, we consider a model of
population dynamics based on evolutionary game theory to represent the behavior of G.
lamblia in vitro, taking into account its characteristic of resisting the action of the drug
metronidazole. Different from what is found in the literature, it is pursued as the control
objective the extermination of the protozoan considering that the parameters of the model
are uncertain and only the partial measurement of the state vector is available. On these
assumptions, a control law is designed such that proofs of convergence are rigorously
demonstrated for the closed-loop system. At the end, simulation and experimental results

the benefits of the proposed population control methods of Giardia lamblia.

Keywords: Biological Systems. Uncertain Nonlinear Systems. Output Feedback. Asymp-

totic Convergence.
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INTRODUCAO

As infeccoes parasitarias por helmintos e protozoarios intestinais constituem ainda
um sério problema de saide publica. A falta de saneamento bésico, condi¢bes socioe-
conomicas e medidas de educacao em saude ptiblica tém um papel fundamental no combate
e controle dessas infecgoes causadas por esses parasitas (ORLANDINI; MATSUMOTO,
2010).

Criangas de zero a seis anos de idade estao mais suscetiveis a estas doengas para-
sitarias pois encontram-se em fase de exploracao oral, habitos de higiene em formacao,
inicio da locomocao independente e sistema imune pouco estimulado, e quando nao trata-
das trazem como principais complicagoes: anemia, desnutri¢ao, baixo rendimento escolar,
diarreia e baixo pondero-estatural. Estas consequéncias podem ser atribuidas principal-
mente as altas cargas parasitarias, bem como constantes reinfecgdes (PINHEIRO, 2011).

O parasito intestinal Giardia lamblia causador da doenga giardiase apresenta dis-
tribuicao global e é mais frequente em criancas no Brasil. De acordo com Nunes et al.
(2016) o patdgeno é um protozodrio de alta prevaléncia que impacta o estado nutricional
de criancas em paises em desenvolvimento.

No continente americano estao concentrados 33% desses surtos (Figura 1) e o
Brasil é responsavel por 1% dos surtos no mundo (BALDURSSON; KARANIS, 2011),
entretanto, e, provavelmente, estes dados encontram-se subestimados, pois esta infeccao
nao faz parte de uma lista de de doengas de notificagao compulséria por parte do Ministério
da Satde Brasileiro. Veja PORTARIA GM/MS N° 420, DE 2 DE MARCO DE
2022.

W Continente Australiano

Continente Europeu

= Contii fo Asisti

Figura 1: Distribuicao dos surtos causados por protozoarios nos anos de 2004 a 2010 por
continente. Fonte: Grafico feito pelo autor segundo (BALDURSSON; KARANIS, 2011).
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Estima-se que 35,1% dos surtos de diarreia sao ocasionados por dgua contaminada
(BALDURSSON; KARANIS, 2011), fazendo com que a infec¢@o por este parasito esteja
intimamente relacionada a transmissao hidrica. Aproximadamente 15% dos casos de
giardiase sdo provocados pela ingestao de alimentos contaminados (TORGERSON et al.,
2015). Giardia spp juntamente com Cryptosporidium spp sao os principais responsaveis
por surtos de transmissao hidrica. Segundo Silva et al. (2017), por se tratar de uma
zoonose, o contato com animais domésticos também pode se caracterizar como um fator
de risco para a infeccao por G. lamblia.

Nesta Dissertacao sao desenvolvidas novas estratégias de controle para eliminar
este parasito considerando um modelo matematico para sistemas bioldgicos sujeitos a
dinamicas que exibem comportamentos de mutacao baseado na Teoria de Jogos Evolutivos
(Evolutionary Game Theory) inspirado no trababo de Li, Lenaghan e Zhang (2013).

Nesta trabalho é proposto uma lei de controle com objetivo de introduzir o medi-
camento metronidazol para exterminar este parasito. Teoremas e provas de estabilidades

sao apresentados no decorrer deste estudo.

BREVE HISTORICO

O controle populacional, em uma visao mais ampla, tornou-se objeto de estudos em
diversas areas do conhecimento, tais como: economia, agronomia, biologia, engenharia de
controle, dentre outras. Neste sentido, a modelagem matematica serviu de base sélida para
descrever o comportamento do crescimento populacional ao longo dos anos (BELTRAO
et al., 2009).

Em 1798, o economista Thomas Malthus, iniciou um estudo voltado para o controle
populacional. Segundo Malthus, o crescimento populacional em ritmo acelerado, traria
como consequeéncias a escassez de muitos recursos, alimentos por exemplo, o qual traria
fome e miséria para o mundo. Mediante suas premissas, Malthus propos um modelo ma-
tematico para descrever o crescimento populacional, e, este ficou conhecido como modelo
malthusiano (ALVES, 2002).

A modelagem de Malthus, embora criticada socialmente, foi a precursora de diver-
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sos outros modelos que viriam anos apds. Neste caminho, o matematico Pierre Francois
Verhulst publicou em 1838 um artigo que foi além do modelo de Malthus. Verhulst acres-
centou uma fun¢do a mais na modelagem malthusiana. Este previa que a populagao
cresceria indefinidamente sem se preocupar, por exemplo, com as limitacoes de espaco,
suprimento de comida ou de outros recursos que de alguma forma reduziria a taxa de
crescimento exponencial (ANGELINI, 1999).

O modelo de Verhulst ou equacao logistica como ficou conhecida, permitiu a mode-
lagem de muitas outras populagoes tais como: animais, plantas, insetos, virus, bactérias
e dentre outras (SOUZA; FILHO, 2020).

Diversos cientistas e estudiosos foram além da equacao logistica proposta por
Verhulst. E foi neste contexto matematico que os cientistas Lotka e Volterra desen-
volveram seus estudos para lidar com diversos problemas ocasionados pelo crescimento
populacional desordenado de espécimes diferentes como presa e predador por exemplo
(PATA et al., 2017). Havia uma batalha sendo travada pela sobrevivéncia entre presa e
predador no qual a luta pela existéncia era a melhor recompensa.

Os estudos da modelagem de presa e predador (BAR, 2021), contribuiram e muito
para o desenvolvimento de outras modelagens matematicas com o objetivo de compreen-
der, aprimorar e controlar populacoes de muitas outras espécimes. O fato curioso desta
época, por exemplo, é que Lokta e Volterrra (RAFIKOV, 2003) nao se conheciam e muito
menos os trabalhos um do outro. No entanto, suas modelagens, estudos e resultados para
o caso de presa e predador, se concluiram quase que ao mesmo tempo.

Do ponto de vista da luta pela existéncia entre presa ou predador, a competicao
entre espécies diferentes pode ser vista como um jogo no qual a luta pela sobrevivéncia dos
mais aptos, significa a perpetuacgao da sua espécie. De acordo com o livro a Teoria de Jogos
Evolutivos (Evolutionary Game Theory) publicado por Vincent e Brown (2005), toda a
vida é um jogo e a evolugao por selegao natural nao é excecao. Os jogos tém: jogadores,
estratégias, recompensas e regras. No jogo da vida, os organismos sao os jogadores, seus
tracos hereditarios fornecem estratégias, seus nascimentos e mortes sao as recompensas,
e o ambiente define as regras. A Teoria de Jogos Evolutivos desenvolvida fornece as
ferramentas necessarias para a compreensao de muitos dos mistérios da natureza. Estes
incluem coevolugao, especiacao e extin¢ao, bem como as principais questoes bioldgicas

sobre ajuste de forma e fungao, diversidade de vida, procissao de vida, distribuicao e
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abundancia de vida. A matematica para o jogo evolutivo é desenvolvida com base nos
postulados de Darwin (ENCARNACAO et al., 2019).

De acordo com Sartini et al. (2004), a teoria dos jogos é uma teoria matemadtica
criada para se modelar fendomenos que podem ser observados quando dois ou mais agentes
de decisao interagem entre si. Ela fornece a linguagem para a descricao de processos de

decisao conscientes e objetivos envolvendo mais do que um individuo.

OBJETIVO DO TRABALHO

O objetivo deste trabalho é apresentar novas estratégias de controle para a eli-
minacgao da populacao do patégeno Giardia lamblia. Para isso, um modelo matematico
inspirado em Li, Lenaghan e Zhang (2013), é utilizado como referéncia. Entretanto, neste
modelo, mesmo exterminando-se toda a populacao do protozoario, ainda assim era admi-
tido a mutagao deste parasito. Nesta Dissertacao propoe acabar com este problema de

mutacao e garantir as mesmas propriedades do modelo inspirado.

METODOLOGIA

A metodologia utilizada neste projeto segue os seguintes passos:

e Trabalho com base em um modelo matematico para sistemas biolégicos baseado na

Teoria de Jogos Evolutivos;

e Andlise da curva de crescimento de trofozoitos de G. lamblia (modelo biol6gico)

expostos ao metronidazol;
e Desenvolvimento de novas estratégias de controle para exterminar o protozoario;

e Demonstracao das propriedades de estabilidade das leis de controle através de teo-

remas e suas respectivas provas;

e Apresentacao de simulacoes para ilustrar o comportamento das variaveis do sistema

em malha fechada;

e Validacao experimental das estratégias de controle propostas.
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ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

O Capitulo 1 apresenta o ciclo bioldgico, transmissao e tratamento da Giardia
lamblia.

O Capitulo 2 apresenta a modelagem da planta, seus parametros e hipdteses.

No Capitulo 3 é projetado um observador da norma com objetivo de se obter um
majorante para a variavel nao mensuravel do estado diante das dificuldade imposta ao
projeto. E desenvolvida e apresentada uma lei de controle. As propriedades de estabili-
dade desta lei é demonstrada através de teoremas e suas respectivas provas.

No Capitulo 4 ¢ apresentado o controle da dosagem do medicamento metronida-
zol, além de sua convergeéncia assintotica.

No Capitulo 5 sao apresentados os resultados, as simulagoes e os experimentos
realizados em laboratério com cultivo de trofozoitos em cultura.

No Capitulo 6 conclusoes sao apresentadas nas quais sao destacadas as contri-
buigoes e sugestoes para trabalhos futuros. Os apéndices A e B trazem detalhes ma-
tematicos dos modelos populacionais existentes na literatura, assim como o passo a passo

do protocolo experimental utilizado.
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1 CICLO BIOLOGICO, TRANSMISSAO E TRATAMENTO

Giardia lamblia é um enteroparasito com distribuicao global, de cardter zoonético,
transmissivel por via hidrica ou contato direto intra e interespecifico (SILVA et al., 2017),
causador e responsavel pela doenca giardiase. Este protozoario ¢ dividido em espécies de
acordo com as caracteristicas morfolégicas e moleculares de infecgao ao seu hospedeiro.
A espécie G. lamblia (sinonimia Giardia intestinalis, Giardia duodenalis, lamblia intes-
tinalis) é responséavel pela doenca giardiase nos mamiferos, animais domésticos e seres

humanos.

1.1 Ciclo Bioldgico e Transmissao de Giardia lamblia

O parasita G. lamblia tem duas formas evolutivas: cisto e trofozoito. A infecg¢ao
comeca pela ingestao de cistos presente na agua ou em superficies de alimentos contamina-
dos. Este cisto, ao passar pela regiao do estomago, inicia um processo de desencistamento
e nas primeiras porcoes do intestino delgado assume a forma trofozoita. Os trofozoitos
proliferam (por divisao bindria) e colonizam o duodeno. Quando transportados pelo fluxo
intestinal, iniciam o encistamento e sao liberados nas fezes na forma de cisto ja infectante
(CARRANZA; LUJAN;, 2010).

A infecgao por G. lamblia tem distribuigao global e nos paises em desenvolvimento,
as taxas de transmissao estao intimamente relacionada com as mas condigoes de sanea-
mento basico de acordo Guimaraes e Sogayar (2002), Junior, Kaiser e Catisti (2013).

Os sintomas mais frequentes da giardiase sdo consequéncia de diarreia aguda ou
cronica, como colica abdominal, flatuléncia, desidratagao, nauseas, vomitos e fadiga
(THOMPSON; REYNOLDSON; MENDIS, 1993; FENG; XIAO, 2011).

Estima-se que 35,1% dos surtos de diarreia por meio de dgua contaminada sao
devidos a infecgoes por G. lamblia (BALDURSSON; KARANIS, 2011). Além disso, a
exposicao prolongada ao parasita pode causar atraso no desenvolvimento fisico e cognitivo,

além de provocar déficits nutricionais (FARTHING, 1996; BERKMAN et al., 2002).



16

Na Figura 2 é apresentado o ciclo biolégico da Giardia lamblia e suas formas

evolutivas.

2 3 w2
Ingestao de cistos @H *l Desencistamento
0 |
e\ @ gsosnzs B
clstos ! dos trofozoitos -
*w 3
I 5 * 45
eptéo do mosinodogado @ X 67
Cisto infectante 8 @ o o
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Estigio tardiodo | ;_ -
encistamento e Estagio precoce

6 do encistamento

Figura 2: Ciclo biolégico de Giardia lamblia

Fonte: Adaptado de www.dpd.cdc.gov/dpdx

G. lamblia, criptosporideo e rotavirus sao os principais responsaveis por surtos de
diarreia em frequentadores de creche no mundo, sobretudo em menores de dois anos de
idade, podendo levar a desidratacdo (ORGANIZATION et al., 1997). Sua transmissao
é favorecida por ambientes de aglomeracao, e, neste sentido, as creches recebem des-
taque. Nestas institui¢oes o contato interpessoal (crianga-crianga, crianga-funciondrio,
funciondrio-funcionario) quando associado a condigoes precérias de saneamento bdsico,
estrutura fisica inadequada e funcionarios mal treinados, podem facilitar a disseminacao
desta infeccao (SEMPERTEGUI et al., 1995). Além disso, criangas pré-escolares consti-
tuem um grupo de alta susceptibilidade em virtude de caracteristicas intrinsecas da sua
faixa etaria, como a fase de exploracao oral, dependéncia higiénica e um sistema imune

pouco estimulado (FRANCO; CORDEIRO, 1996).
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1.2 Tratamento da infeccao por Giardia lamblia

A infeccao por G. lamblia é assintomatica na maior parte dos casos, o que dificulta
o diagnoéstico e o tratamento dos individuos infectados. O tratamento de casos assin-
tométicos ainda é muito discutido e nao ha consenso sobre o tema (HUANG; WHITE,
2006). Todavia, a tendéncia é que tanto pacientes sintométicos quanto assintomaticos
devam ser tratados, uma vez que ambos podem eliminar cistos no ambiente e disseminar
o protozoario (TB; DR, 2001; NASH et al., 2001; WRIGHT, 2012).

Existem medicamentos disponiveis no mercado para o tratamento da infeccao por
G. lamblia (Stover et al. 2012). Entretanto, nenhum destes farmacos foi idealizado e
desenvolvido para o tratamento da giardiase.

O principal grupo de medicamentos utilizados sao os derivados dos nitroimidazois,
que incluem tinidazol, ornidazol, secnidazol e, o mais amplamente utilizado, metroni-
dazol (HILL, 1993; FARTHING, 1996). O albendazol também é largamente utilizado,
principalmente no Brasil, pois, junto ao metronidazol, é disponibilizado nos postos de
saude. Outras investigacoes estao em andamento a fim de verificar o potencial giardi-
cida principalmente de outros anti-parasitarios, assim como plantas e outros produtos
naturais (EDLIND; HANG; CHAKRABORTY, 1990; LEMEE et al., 2000). O uso da
nitazoxanida tem crescido em virtude do seu efeito em um amplo espectro parasitario. A
paromomicina, quinacrina e furazolidona podem ser adotados como tratamento alterna-
tivo (ESCOBEDO; CIMERMAN, 2007).

O metronidazol é o medicamento mais usada no mundo para o tratamento da
giardiase. Esse é o medicamento de primeira escolha recomendado pelo Ministério da
Satude no Brasil. Na maioria dos casos, o tratamento é eficaz, no entanto, o nimero de
casos de infecgao persistente apos o uso do farmaco tem crescido (NABARRO et al., 2015;
FANTINATTI et al., 2020). Neste contexto, mais estudos precisam ser realizados para
elucidar os reais efeitos da acao do farmaco sobre o parasita, auxiliando na compreensao

dos casos refratdarios ao tratamento.
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2 MODELAGEM MATEMATICA

Em Li, Lenaghan e Zhang (2013), um modelo matematico para sistemas biolégicos
sujeitos a dinamicas que exibem comportamento de mutacao foi desenvolvido baseado na
Teoria de Jogos Evolutivos. Além disso, uma estratégia de controle 6timo foi desenvolvida
e validada para a entrega de drogas usando o patégeno em questao como um caso teste.
O modelo obtido para G. lamblia é validado experimentalmente e retrata muito bem o
comportamento do protozoario in vitro. No entanto, a lei de controle empregada neste

estudo, assume que todos os parametros e variaveis de estado sao conhecidas.

2.1 Formulacao do Problema

O modelo matematico descrito pelas equagoes (2.1) - (2.4), que descreve o compor-
tamento populacional de G. lamblia, leva em consideragao a resisténcia a droga (mutagao
parasitdria) e dosagem da droga (metronidazol) (LI; LENAGHAN; ZHANG, 2013). O
crescimento de G. lamblia é afetado por diversos fatores: a taxa de crescimento r(t) e a
capacidade de suporte K que vem da limitagao de recursos no caso do nao uso de dro-
gas. Este por ultimo é definido como nivel limiar da popula¢do (UPCROFT; UPCROFT;
BOREHAM, 1990; UPCROFT, 1998; MOONEY; SWIFT, 2021).

O estado da planta z € R?, é definido por:

r =[x xQ]T

iy = r(t)z ( 12 ) (2.1)

Sendo:

I a taxa de concentragao da populagao de G. lamblia dado em [Células/ml];
e 1, a concentracao da populacdo da G. lamblia dado em [Células/ml];

e 7(t) a taxa de crescimento populacional;

k a limitagao de recursos.
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A varidvel de mutacao dinamica xo(t) dada é:

jjg = —O'QBmZL‘Q(t) +

aQﬁmT\/mewp (_xi(t)) 1(t) (2.2)

m

sendo:

e iy a taxa de mutacao dinamica;
e I, a mutacao dinamica;

e 1, a concentracao da populacdo da G. lamblia dado em [Células/ml];

Bm 0 coeficiente de resisténcia a drogas;

o a velocidade de mutagcao;

e wy,, o coeficiente de mutacao.

A saida da planta y(t) € R é definida como:

y(t) = 1, (2.3)

A populagao de G. lamblia z1(t)[Células/ml] é fortemente influenciada pela taxa

de crescimento variavel no tempo dada por:

r(t) = ro%}{(:t) + Bmxa(t)exp (—%(t)

) ~ Bault), (2.4

m

sendo:

e 1y a taxa de crescimento natural.
e [, o coeficiente de eficiéncia de medicamento; e

e u(t) a entrada de controle € R.

Como discutido em Li, Lenaghan e Zhang (2013), a taxa de crescimento natural
ro > 0, representa o caso de nenhuma mutacao e nenhuma droga. A varidvel zo(t) € R é
a resisténcia ao medicamento por mutagao, enquanto que 3, > 0 é a taxa de resisténcia
as drogas. O sinal de entrada é a dosagem de metronidazol u(t) € R [ug/ml] e a constante
Bq > 0 representa a eficiéncia do farmaco.

A seguir, trés hipdteses serao considerada.
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2.2 Hipoteses

(A1) Todos os parametros da planta (2.1) — (2.4) sao incertos. Na prética, os sistemas
biologicos podem variar significativamente seus parametros durante o processo experimen-
tal. Assim, a hipotese (Al) é importante para garantir a robustez ao sistema em malha
fechada. Além disso, o projetista deve ficar atento para evitar uma superestimacao, o
qual levaria o controle a um maior esforgo.

(A2) Apenas a saida y(t) estd disponivel para realimentagdo no projeto de controle. De-
vido a restrigdes financeiras e/ou fisicas, a medi¢ao do estado raramente é possivel. Por
exemplo, neste trabalho, a varidvel de estado x(t) representa um comportamento de
mutacao de uma populacao de protozodarios que obviamente nao pode ser medida na
pratica.

(A3) O projeto de controle deve levar em conta a natureza estritamente positiva do pro-
blema, ou seja, u(t) > 0 para todo instante de tempo t. Como o sinal de controle é o

farmaco fornecido a um organismo, nao se pode considerar acoes de controle negativa.

Nesta Dissertacao, o objetivo é projetar uma lei de controle via realimentacao
de saida para o sistema nao-linear incerto (2.1) — (2.4), tal que para o sistema em
malha fechada, a saida y(t) convirja para zero. Para superar a nao-medi¢ao do estado,
na préxima se¢ao o projeto de um limitante superior para o médulo da variavel xa(t) é

apresentado.
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3 OBSERVADOR DE NORMA DA VARIAVEL NAO MEDIDA

O observador de norma é uma ferramenta importante no processo de obtencao de
um limitante superior para norma de uma variavel indisponivel a priori. A ideia bésica
¢ fornecer uma estimativa a partir dos sinais disponiveis e dos limitantes inferiores e
superiores dos parametros desconhecidos do modelo.

Geralmente é obtido por uma filtracao apropriada da norma de sinais disponiveis
e assim os observadores de norma sao também comumente chamados de Filtros de Apro-
ximagao de Primeira Ordem (first order approzimation filters) (CUNHA; COSTA; HSU,
2008).

3.1 Observador de norma da varidvel nao medida xo(t)

O Lema 1 a seguir mostra como o observador de norma apresenta um limitante

superior para a norma instantanea da varidvel nao medida z5(t). Logo, a solucao de:

By = —Aia(t) + Y|y(t)], (3.1)

KV?2
absoluto da variavel de estado z5(t), tal que:

2
com escalares A € (0, 028,) ey € <L o —l—oo) ¢ um limite superior para o valor

|zo(t)| < Zo(t) + w(t), WVt > 0, (3.2)

sendo 7(t) um termo exponencialmente decrescente dependendo das condigoes iniciais
x9(0) e 22(0), com x4(t) sendo a solucdo de (2.2).

Lema 1. Considere o sistema (2.1) — (2.4) satisfazendo (A.1) — (A.3). Assim,
usando o observador de norma (3.1), é possivel encontrar o limite superior dinamico #5(t)

para xo(t) tal que a desigualdade (3.2) é garantida.

Demonstra¢ao. Prova. Considere a seguinte fungao de Lyapunov:

Ve = 23, (3.3)
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Tomando-se sua derivada temporal da equagao (3.3), segue:

Vi = 225 ()i (1), (3.4)
= alay(r) 220 (3.5)

— (1) {—UQﬂmxz(t) + UQ@”TMW (-”33(’5)) "’"1“)} , (3.6)

) [—U2ﬁmx§(t) + %T;/@mg(t)exp (—xifj)) “T(t)} . (3.7)

Uma vez que exp <—@) € [0,1] e (“T(t)> € [0,1], a equacao (3.7) é um

Wm

limitante superior satisfazendo

; 2 2 0B/ Wm
v, <2 [—a Bra(t) + k—ﬁm(tmxz(t)@ ,

2 26m\/(«‘)_m
< Ao |~ alt) + T2 (o). 39

Por comparacio de (3.5) e (3.8), e usando os escalares A € (0,0%6,,)) e 7 €

2
<U’BI’("—\[ V;m, +oo>, ¢é possivel encontrar o seguinte limitante superior:

o
™0

% < —02 B xa(t)] +

< =AMz ()] + A ly(t)]. (3.9)

Entao, invocando o Lema da comparacao (KHALIL, 2002), a solugao de Z5(t) em
(3.1) é um limitante superior para |zs(t)| uma vez que

Subtraindo-se (3.1) de (3.9), tem-se a seguinte desigualdade diferencial

& a(t)] = 2a(1)) < ~Alla(t)] — 22(1) (3.10)

Agora invocamos o Lema da comparagao cuja demonstragao pode ser vista no

Apéndice C.2 (KHALIL, 2002).



Tomando-se:

v(t) = (Jz2(t)] — 22(2))

logo, substituindo-se v(t) na equacao (3.10) ficamos com:

o(t) = —Xu(t).

Vemos que a solucao da EDO linear de primeira ordem u = —Au é dada por u = upe™

Assim, pelo Lema da comparacao tem-se que v(t) < u(t), isto é ,

|2(t)] — 2(t) < upe™

Em particular, se

|22(0)] — 22(0) < uo,

conclui-se que

|w2(t)] = 22 (t) < e (|22(0)] — 2(0)).

Assim sendo, obtem-se

|22(t)] < @2(t) + e (Ju2(0)] = |22(0)]),

(1)

completando a demonstragao ao se notar que

m(t) = e (|22(0)] — [2(0)]

¢ um termo exponencialmente decrescente que completa a prova.

23

At

(3.11)

(3.12)
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4 CONTROLE DE DOSAGEM DE MEDICAMENTOS

Como discutido nos capitulos anteriores, o metronidazol é o medicamento mais
comumente usado no tratamento de giardiase em todo o mundo (TB; DR, 2001). Ensaios
clinicos empregam dosagem convencionais (geralmente 250 mg/dose) duas ou trés vezes
ao dia (por cinco a dez dias), em curta dura¢do (por um a trés dias), com terapia didria
de dose tnica (2,0 ou 2,4 g/dose) (GARDNER; HILL, 2001). Nos esquemas de cinco a
dez dias, a eficdcia varia de 60% a 100% em pacientes adultos, com mediana de 92%. Para
criangas submetidas a doses entre 15 e 22,5 mg/kg/dia para regimes de cinco a dez dias,
a eficdcia oscila entre 80 a 100% com uma eficdcia mediana de 92%.

Por outro lado, os tratamentos de dose tunica e de curta duragao (uma dose alta ad-
ministrada diariamente) foram propostos para melhorar a adesao sem sacrificar a eficicia.
Eles foram usados em adultos e criangas. Estes regimes sao geralmente menos eficazes,
particularmente se apenas uma dose de metronidazol é administrada. A eficidcia da tera-
pia de dose tnica varia de 36 a 60% se a droga for administrada por um dia, sobe para

67 a 80% se a droga for administrada por dois dias e 93 a 100% por trés dias de tratamento.

As Tabelas de 1 a 4 resumem as informacoes citadas acima.

Paciente | Dosagem diaria | Duragao em dias | eficacia eficacia mediana
Pediétrico | alta dose por dia | 1 dia 36% a 60% | baixa
Adulto alta dose por dia | 1 dia 36% a 60% | baixa

Tabela 1: Dosagem Unica de Metronidazol para Pacientes Pedidtricos e Adultos

Paciente | Dosagem diaria | Duragao em dias | eficacia eficacia mediana
Pediatrico | alta dose por dia | 2 dia 67% a 80% | média
Adulto alta dose por dia | 2 dia 67% a 80% | média

Tabela 2: Dosagem Curta de Metronidazol para Pacientes Pediatricos e Adultos
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Paciente | Dosagem diaria | Duragao em dias | eficacia eficacia mediana
Pedidtrico | alta dose por dia | 3 dia 93% a 100% | alta
Adulto alta dose por dia | 3 dia 93% a 100% | alta

Tabela 3: Dosagem Curta de Metronidazol para Pacientes Pediatricos e Adultos

Paciente | Dosagem diaria Duracao em dias | eficacia eficacia mediana
Pedidtrico | 15 e 22,5mg/kg/dia | 5 a 10 dias 80% a 100% | 92%
Adulto 250 mg de 2 a 3 dias | 5 a 10 dias 60% a 100% | 92%

Tabela 4: Dosagem Convencional de Metronidazol para Pacientes Pedidtricos e Adultos

A resisténcia clinica e a falha no tratamento frente a infecgao por G. lamblia ao
farmaco antiparasitdario metronidazol tém sido relatados em até 20% dos casos (FARTHING,
1996) com taxas de recorréncia tao altas quanto 90% (ZAAT; MANK; ASSENDELFT,
1997).

De fato a resisténcia ao metronidazol pode ser facilmente induzida in wvitro por
trofozoitos em crescimento em uma concentracao sub-letal da droga (BOREHAM; PHIL-
LIPS; SHEPHERD, 1988).

Ainda neste capitulo, estratégias para o controle de dosagem do farmaco metroni-
dazol serao empregadas para estudo da dinamica populacional de G. lamblia in vitro . A

Subsegao 4.1 trata da convergéncia assintética da variavel y(t) enquanto que na Subsegao

4.2 a convergéncia do vetor completo z(t) é garantida.

4.1  Convergeéncia Assintotica

Nesta subsecao, a seguinte lei de controle é proposta com a finalidade de assegurar

a convergéncia assintética para zero da varidvel de saida y(t) da populacao de G. lamblia:

o — Toly()] + Bml#a2(t)] + 1
B, ’

n > 0.

(4.1)

onde B> B, Ba<Bs e

To 2 To,
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A lei (4.1) é capaz de garantir a estabilizacao de saida y(t) de tal forma que:
y(t) < Cre™™ | >0 (4.2)

Com C e d; sendo constantes positivas. Os resultados principais sao resumidos
no teorema a seguir.

Teorema 1. Considere o sistema (2.1)-(2.4), a lei de controle u em (4.1), observa-
dor de norma para a G. lamblia (3.1) e as hipéteses (A1) - (A3) sejam satisfeitas. Entao,
o sinal de saida (2.3) converge para zero exponencialmente tal que (4.2) é verificada e o

estado x(t) é uniformemente limitado.

Demonstracao. Prova. Considere a seguinte fungao de Lyapunov:

Va(t) = 2y(t)y(t), (4.4)

) ﬁduu))) . (1 - %) |

t 23 (1)
<9 (7“0%;( ) JrBm|‘,152|6—( 2

z3(t)
De (A1), lembrando-se que e~ ) < 1, e definindo as constantes positivas 7y > ,
B > B € B, < Ba é possivel escrever:
y — 2 2 y(t)
Va(t) < 2 (7oly(t)] + Bulwa(t)| = Bau(t)) y* (1 - i (4.5)

Usando o observador de norma (3.2) para estratégia da G. lamblia , a desigualdade

(4.5) é majorada por:

Va(t) < 2 (Foly(6)] + B (#2(t) + m(t)) — Byu()) (1 _ % ) |

Tome uma constante positiva n suficientemente grande tal que esta mesma constante

satisfaca 1 > B |22(0)] + Bin|22(0], por exemplo 1 = B|22(0)] + Bim|E2(0)] + 6, onde § é
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uma constante positiva pequena. Entao, usando a lei de controle (4.1), pode-se encontrar:

Va(t) < 2 (Roly(t)] + B (22() + 7(t)) = Ba) (Foly(D)] + Buda(t) + 1) o ( - %) ’

Va(t) <2 (Bum(t) — )y ( - %) ,

m(t) = e (|22(0)] — [22(0)]

Substituindo 7 e 7 na parcela §3,,7(t) — n com isso:
Bmﬂ-(t) —-n= Bme_kt|x2(0)| - Bme_At|:%2(O)| - Bm|x2<0)’ - Bm|£2(0>| -0

As parcelas em destaque no lado esquerdo da desigualdade a seguir, assumem que ambas
sao < 0e

Bula0)] (¢ = 1) = Bula(0)] (¢ +1) =6 < 5

-~ -~

logo —6 < —4, assim

Ve < —205%(t) (1 - %) . (4.6)

Comparando-se (4.6) com (4.4), é claro que:

y< e (1-42) (47)

Portanto, aplicando-se o Lema de Comparacao (KHALIL, 2002), um limite supe-

rior ¢, para y ¢ obtido pela solucao do sistema dinamico:

i=-ao (1-22) ez 0. 90 = o). (15)
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A equagao diferencial nao linear (4.8) é uma equagao de Riccati cuja solugao é

dada por:
?J(O) — 5t
y(©0) (st ¢

y(t) = , t>0. (4.9)

Como (t) é um majorante para y(t), temos que, y(t) < 4(t), e consequentemente

Assim, a prova do Teorema 1 estd finalizada. n

4.2 Propriedade Input-to-State-Stability (ISS) do Sistema em Malha Fechada

Coroldrio 1. Considere a planta (2.1)-(2.4), a lei de controle u em (4.1), o
observador de norma para a G. lamblia (3.1)-(3.2) e que as hipoteses (A1)-(A3) sejam
satisfeitas. A partir do Lema 1, o limitante superior &5(t) para o estado nao-medido z5(t),
dada pela solugao de (3.1), é ISS em relagao a x;(t).

Assim a partir do Teorema 1 a varidvel de estado x;(t) converge exponencialmente

a zero. Entao, xo(t) também vai a zero exponencialmente.
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A Figura 3 apresenta um diagrama de blocos da planta, do observador de norma

Dinamica Populacional de Giardia lamblia

e a acao do controlador por meio de realimentacao de saida.

Observador de Norma

d=rt)e( 1-%)

0By /0 2 T =1
iy = ~0*B1at) + 5’\%_’”65617 (— jfj)) lk(t) >
Y=o

Controlador

iy = ~Malt) + Alylt)

_ Toly(t)+Bulta(t) 1

(!
d

Figura 3: - Controle por realimentacao de saida.
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5 RESULTADOS, SIMULACOES E EXPERIMENTOS

Neste capitulo sao apresentados os resultados de simulagao obtidos para o sistema
em malha fechada constituido pela planta (2.1)-(2.4) e a lei de controle (4.1).
Em todas as simulagoes apresentadas, considerou-se os valores dos parametros da

planta como os que serao apresentados na Tabela 5.

Parametros da Simulagao | Valores da Simulagao
x1(0) condigoes iniciais 10°células/ml

22(0) condigoes iniciais 4,80

Z9(0) condigoes iniciais 11,25

k 6,596 x 107células/ml
T 0,179527

70 3x107?

B 0,04162605

Bun 0,05

B 0,000874109

Ba 0,007

Wi 45,8677

o 0,52947229225

5 0,024

A 1,14 x 102

¥ 1,70 x 107

Ui 0,024

Tabela 5: Parametros da Simulagao.

5.1 Comportamento da Populacao de G. lamblia na Auséncia de Metronidazol

Nesta secao, apresenta-se resultados de simulacao numérica sem qualquer medica-
mento adicionada a cultura. As Figuras 4 e 5 apresentam o crescimento dos trofozoitos e
seu processo de mutacao.

Observa-se o aumento exponencial sem a administracao do farmaco na simulacao.

Depois de um certo tempo, a populagao de G. lamblia y(t) = z1(t) atinge o valor da



capacidade de carga k e a varidvel de estado x,(t) tende para /2.

7
10 X1O T T T T T T T

x1(t) [celulas/ml]

O Il Il Il Il Il Il Il
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Tempo [horas]

Figura 4: Crescimento populacional livre - sem medicamento.

N
N ol
T T

-y
(6]
T

xo(t) [celulas/ml]

0 Il Il Il Il Il Il Il
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Tempo [horas]

Wimn,

Figura 5: Mutagao dinamica com limite /=
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5.2  Comportamento da Populacao de G. lamblia na Presenga de Doses Constantes de

Metronidazol

Agora, o farmaco é fixado representando a estratégia de dosagem constante a cada
instante de tempo. E facil verificar que, se todos os pardmetros da planta (2.1)-(2.4)

forem conhecidos, é possivel observar que a lei de controle

u(t) = T0+5mf+n LVt >0, (5.1)

garante, em malha fechada, que y(t) < y(0)e® para todo ¢t > 0.

Observa-se que na Figura 6, a populacao de G. lamblia diminui rapidamente

quando a dosagem do farmaco é administrada pela lei (5.1).

1

0.9
0.8
0.7
0.6
S
205
=

0.4
0.3
0.2

0.1

0 1
0 5 10 15 20
Tempo [horas]

Figura 6: Populacao Giardia lamblia normalizada com administracao de farmaco.
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Na figura 7 é apresentado o sinal de entrada de controle u(t) com dosagem fixa em

micro molar (1pg/ml ~ 5,8425uM).

400 T T T T T

350 r .

300 r .

250 r .

0 Il Il Il Il Il
0 10 20 30 40 50 60

Tempo [horas]

Figura 7: Sinal de Entrada: dosagem de drogas em micro molar (1ug/ml ~ 5,8425uM).
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5.3 Comportamento da Populacao na Presenca de Doses Varidveis de Metronidazol

Na Figura 8 é ilustrado que, nesta situacao de doses variaveis no tempo, 10 horas
apés o inicio do tratamento, a populacao do protozodrio ja é inferior a 10% do seu valor

inicial.

0 5 10 15 20
Tempo [horas]

Figura 8: Populacao Giardia lamblia normalizada com administracao de farmaco.
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Na Figura 9 é apresentado o sinal de entrada de controle u(t) com dosagem varidvel

utilizando a lei de controle (4.1).

350 T T T T T T T

300

250

100

50

0 | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Tempo [horas]

Figura 9: Sinal de Entrada: dosagem de drogas em micro molar (1ug/ml ~ 5,8425uM).
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Na Figura 10 os resultados da simulacao sao apresentados para a populagao de

Giardia lamblia nao-normalizada.

5
10 X10 T T T T T

9 L .

y(t) [celulas/ml]

O 1 L L |
0 10 20 30 40 50 60
Tempo [horas]

Figura 10: Populacao Giardia lamblia nao-normalizada.
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Na Figura 11 é apresentado o comportamento do observador de norma versus a variavel

de estado nao medida z(?).

1 2 T T T T T T T

.1‘2(1:) — {fjg (t)

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Tempo [horas]

Figura 11: Observador de norma versus a variavel nao-medida.

5.4 Experimento com Cultivo Axénico de Trofozoitos de Giardia lamblia e Exposigao ao

Metronidazol

Foi realizado o cultivo de trofozoitos de G. lamblia da cepa WB ATCC50803 em
meio TYT-S-33 [15] com pH 7, suplementado com 10% de soro bovino inativado, em tubos
de centrifuga com capacidade de 15 ml. Durante a fase estacionédria de crescimento do
parasita (107células/ml), foram realizadas passagens de trofozoitos para manutengao das
células.

Os tubos contendo os parasitas foram centrifugados a 840 g por 5 minutos a 250°C,
os flutuantes foram descartados e 10 ml de meio de cultura foi adicionado. Para inibir a
absorcao dos parasitas, os tubos foram incubados em gelo por 20 minutos e agitados com
o auxilio de um vortex. Um total de 50ul de cultura original foi adicionada em trés tubos
de centrifuga contendo novo meio de cultura com 10% de soro fetal bovino com volume

de 10ml. Apés a elevacao, os tubos foram incubados em um forno a 37°C.



Figura 12: Trofozoito de G.lamblia visto Microscépio Eletronico.
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Apés este cultivo, mais quatro experimentos foram realizados simultaneamente.

Uma concentracao de 10° células por ml foi exposta a diferentes concentracoes do medi-

camento metronidazol até completar 60 horas. A cada periodo de 24h, as células foram

contadas em uma camara de Neubauer e o nimero de células em cada experimento foi

estimado. No momento da contagem, e, respeitando as condigoes ideais para o cultivo de

trofozoitos (meio de cultura e soro fetal bovino), uma nova exposigao ao medicamento foi

realizada.

As concentracoes de drogas utilizadas em cada experimento e nos seus respectivos

tempos de analise sao apresentadas na Tabela 6 abaixo:

Oh 24h 48h
Experimento 1 | 320 uM | 240 pM | 180 puM
Experimento 2 | 320 uM | 240 pM | 160 pM
Experimento 3 | 320 uM | 160 pM | 80 uM
Experimento 4 | 320 uM | 80 uM | 40 uM

Tabela 6: Concentracao de metronidazol para exposicao de Giardia lamblia.

Na figuras 13 e 14 sao apresentados os resultados experimentais de concentracoes

da populagao y(¢). E na figura 15 o sinal de controle u(t) .
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Figura 13: Controle de populagao Giardia lamblia.
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Figura 14: Controle de populacao Giardia lamblia com aproximagao.
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Figura 15: Sinal de Entrada: dosagem de drogas em micro molar (1ug/ml ~ 5,8425uM).

5.5 Discussao

A giardiase é uma doenca infecto-parasitaria que tem incidéncia de aproximada-
mente 280 milhoes de casos a cada ano (LANE; LLOYD, 2002; LALLE, 2010). O trata-
mento de escolha para o tratamento da giardiase consiste do uso de drogas 5-nitroimidazol,
principalmente metronidazol (GARDNER; HILL, 2001). O tratamento da doenca com
metronidazol é geralmente eficaz a 90% (TEJMAN-YARDEN; ECKMANN, 2011), no en-
tanto, o aumento dos casos de persisténcia parasitaria apos o tratamento foram relatados
em paises desenvolvidos e em desenvolvimento (NABARRO et al., 2015; FANTINATTI et
al., 2020). Os casos refratarios observados podem ser resultado de reinfecgao, resisténcia
parasitaria ou até mesmo de dosagem inadequada de medicacao.

Deve-se notar que, embora a metodologia de contagem de células no Neubauer
tenha suas limitagoes, a escala de concentragao observada ainda é muito alta.

Neste experimento, doses de exposicao extremamente altas foram utilizadas quando
comparado com as doses utilizadas no tratamento clinico. Dentro desses experimentos,
uma dose inicial mais alta (320puM) foi utilizada e em 24 horas a dose foi reduzida (em-
bora ainda considerada alta). A légica da metodologia prévia informa que: uma maior

dose inicial na cultura seguida de uma reducao nas doses seguintes, poderiam eliminar
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exponencialmente a presenca dos trofozoitos.

Para simular o que ocorre naturalmente no intestino do ser humano, ao longo do
experimento, os trofozoitos nao foram privados de nutrientes de modo estratégico, com
isso foi possivel excluir a possibilidade de mortes parasitarias devido a falta de condigoes
ideais, e, assim, analisamos o efeito exclusivo da droga.

A estabilizagao da G. lamblia ocorre de forma exponencial e uma redugao significa-
tiva nos trofozoitos foi observada quando exposta a altas concentragoes de metronidazol.
Em outros estudos (LOPES-OLIVEIRA; FANTINATTI; DA-CRUZ, 2020), no final do
tempo de andlise (60h) ainda foi observado um nuimero elevado de células.

Os achados deste estudo apontam para dados alarmantes, uma vez que doses muito
altas de metronidazol podem ser ineficientes para eliminar completamente o parasita em
intervalo de 60h. Com isso, os protozoarios remanescentes se reproduzirao por divisao
binaria levando a recolonizacao do intestino delgado. Este fato é preocupante, visto que
o contato prolongado do parasita com o hospedeiro pode levar a um quadro de giardiase

cronica.
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6 CONCLUSAO

O controle populacional da G. lambila apresentado nesta dissertacao foi inspirado
no estudo de (LI; LENAGHAN; ZHANG, 2013). Contudo, a lei de controle empregada no
trabalho citado assumia que todos os parametros e variaveis de estado eram perfeitamente
conhecidos.

Neste trabalho, diferente do que foi feito por (LI; LENAGHAN; ZHANG, 2013),
o problema de controle populacional de G. lamblia foi abordado considerando que os
parametros da planta sao incertos e apenas a variavel de saida estava disponivel para
realimentacao. Este problema de nao-medicao do vetor de estado foi contornado com a
utilizagao de um observador de norma, que é uma ferramenta importante no processo de
obtencao de um limitante superior para norma de uma variavel indisponivel.

Através deste estimador foi possivel encontrar um majorante para o valor absoluto
da variavel que representa a mutacao do protozoario. Assim, com auxilio dos limitantes
paramétricos conhecidos foi possivel projetar uma estratégia de controle cujo a estabili-
dade foi rigorosamente demonstrada através de Teoremas e suas respectivas Provas.

Por fim, apresenta-se os resultados de simulagoes para ilustrar o comportamento
do sistema em malha fechada, assim como os experimentos realizados em laboratorio com
cultivo de trofozoitos em cultura. Futuramente ensaios adicionais serao realizados com

intuito de validar experimentalmente as leis de controle em tempo real.

Trabalhos Futuros

O mundo vivenciou e vivencia a pandemia provocada pela COVID-19 desde 2019, e
neste contexto, a engenharia de controle pode contribuir e muitos com novos estudos para
o controle populacional de microrganismos patogeénicos que provocam doencas infecto-
contagiosas por exemplo. H& de se propor trabalhos futuros nesta area da engenharia
de controle tao pouco inexplorada, como o que foi abordado nesta dissertagao. Investir
esforgos(estudos e pequisas) para combater essas doengas pode ter como recompensa a

perpetuacao da espécie humana atual e futura.
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Producao Cientifica

Esta dissertacao produziu um artigo cientifico durante o mestrado que foi submetido ao

IFAC 2023 (RODRIGUES et al., 2023).



APENDICES

44



45

APENDICE A

Revisao matemaética dos modelos populacionais proposto por Malthus, Verhulst e
Loka - Volterra ; os quais impulsionaram novas ideias para o surgimento de outros mode-

los populacionais.
Crescimento Exponencial

Seja y = ¢(t) a populagado de uma determinada especie no instante t. A hipé6tese
mais simples em relagao a variacao de populacao é que a derivada temporal de y é pro-

porcional ao valor atual de y (BOYCE; DIPRIMA, 1985); ou seja:

dy _

— 1
o =Y (6.1)

onde r é a taxa de crescimento ou decrescimento populacional. Para r» > 0 tém-se que
a populacao esta crescendo e se r < 0 a populacao esta decrescendo. Como a Equacao

(6.1) é uma equacao diferencial separdvel, com isso obtém-se:

[ = [ v
Y

In|ly| =rt+ C,
|y| — ert+c — €Tt€c,
y = 1yoe", (6.2)

em que yo ¢ uma constante arbitraria. Para interpretar yo, observe que a Equagao (6.2)

resulta em:

y(0) = yoe™ = wo.

Portanto, yo é o valor inicial da funcao. O que torna aqui a solu¢ao do problema de valor

inicial, como sendo:
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dt - y7
y(0) = vo,
y(t) = yoe™. (6.3)

A Equagao (6.3) é razoavelmente adequada para muitas populagoes, pelo menos por
periodos limitados de tempo. Entretanto, é claro que tais condicoes ideais nao podem
continuar indefinidamente pois em algum momento, as limitacoes de espago, suprimento
de comida ou de outros recursos, reduzira a taxa de crescimento e com isso terminara o

crescimento exponencial ilimitado (BOYCE; DIPRIMA, 1985).

Na Figura 16 ¢ ilustrado o crescimento exponencial, proposto pelo modelo Malthusiano

para varias populagdes segundo Alves (2002).
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Figura 16: Crescimento Exponencial: y em Fungao de ¢ para dy/dt = ry.
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Crescimento Logistico

O matemaético belga Pierre Frangois Verhulst fez adaptagoes no modelo de Malthus,
criando um modelo em que a taxa de crescimento depende diretamente dos recursos
disponiveis, este modelo foi chamado logistico e sua solucao é denominada de fungao
logistica sendo sua representacao grafica conhecida como curva logistica (SOUZA; FILHO,
2020).

Para levar em consideragao o fato de que a taxa de crescimento da populacao
depende, de fato, da populagao, substituimos a constante r na Equagao (6.1) por uma

fungao h(y) e obtivemos, entao, a equacao modificada (BOYCE; DIPRIMA, 1985):

dy _

o = M)y (6.4)

Devemos escolher h(y) com as seguintes propriedades:
e h(y) = r >0, quando y é pequeno
e h(y) <0, quando y é suficientemente grande
e h(y) diminui quando y aumenta

A funcao mais simples que atende as propriedades acima é:

h(y) =r —ay. (6.5)

Substituindo (6.5) em (6.4) fica:

dy y
Y r(1- —) , 6.6

a ( x)Y (6.6)
onde k = T, sendo a uma constante positiva e k o nivel de saturagao ou capacidade de

sustentacao ambiental.

Resolvendo a Equagao (6.6) para saber o nimero de elementos da populagao em
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um determinado instante, temos:

dy Yy
(=)
—2 = 7dt.
-5y

Usando expansao em fragoes parciais a esquerda do sinal de igualdade, obtém-se:

(1 :
-+ )dy:rdt.
y 1-7%

Integrando ambos os lados da equagao acima:

Assim sendo, obtém-se:

Inly| — In|1 — %\ —rt+C. (6.7)

onde C' é uma constante arbitraria de integracao a ser determinada pela condigao inicial
y(0) = yo. Observa-se que, se 0 < yo < k, entdo y permanece nesse intervalo para todo
o tempo. Entao, nesse caso podemos remover as barras de médulo da Equagao (6.7)
e calcular a exponencial de todos os termos desta equagdo (BOYCE; DIPRIMA, 1985),
vemos que:

Y —cet, (6.8)

1-(%)

sendo C' = ¢°. Para que a condigao inicial y(0) = yo seja satisfeita, precisamos escolher:

o Yo
C = @y (6.9)

Usando C' na Equagao (6.9) e resolvendo para y, obtém-se:

_ yol<
Yo+ (K —yo)e™™

y (6.10)

Assim, a solugao (6.10) sob a hipdtese de que 0 < y < k. Se yg > k . Finalmente,
note que esta Equagdo também contém as solugdes de equilibrio y = ¢1(t) =0 e y =
¢o(t) = k correspondendo as condigdes iniciais yo = 0 e yo = k, respectivamente segundo

(BOYCE; DIPRIMA, 1985).
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A Figura 17 apresenta o crescimento logistico para muitas populagoes com condigoes

iniciais diferentes. Todas elas tendem para a capacidade de suporte de carga k.
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Figura 17: Crescimento Logistico para Muitas Populagoes.

Assim, para cada yo > 0 a solugao tende a solucao de equilibrio y = ¢o(t) = k
assintoticamente quando t — oo. Portanto, a solugao constante ¢o(t) = k é dita uma
solugdo assintoticamente estdvel da Equacdo (6.6), ou o ponto y = k é dito um
ponto de equilibrio, ou ponto critico, assintoticamente estavel. Depois de muito tempo
a populacao esta préoxima de seu nivel de saturacao k, independentemente do tamanho
inicial da populagao(veja figura 16), desde que seja positivo. Outras solugoes tendem
a solucao de equilibrio mais rapidamente quando r aumenta de acordo com (BOYCE;
DIPRIMA, 1985).

Por outro lado, a situagao para a solugao de equilibrio y = ¢,(t) = 0 é bem dife-
rente. Mesmo solugbes que comecam muito proximas de zero crescem quanto ¢t aumenta
e, como vimos, tendem a k quando t — co. Dizemos que ¢1(t) = 0 é uma solugao de

equilibrio instavel ou que y = 0 é um ponto de equilibrio, ou ponto critico, instavel.
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Isso significa que a uinica maneira de garantir que a solugao permaneca proxima de zero

é fazer com que seu valor inicial seja exatamente igual a zero.

O Modelo de Lotka - Volterra

Alfred James Lotka (1880-1949), em 1925, e Vito Volterra (1860-1940), em 1926,
desenvolveram equacoes que sao utilizadas para interpretacao matematica das relagoes
entre duas espécies, onde uma das espécies se alimenta da outra espécie. Em termos
ecoldgicos, essa interacao é do tipo predador-presa ou hospedeiro-parasitoide. No segundo
tipo, o parasitoide é a espécie que vive em contato préximo ou no interior da outra espécie,
hospedeiro, com a finalidade de extrair do hospedeiro os nutrientes necessarios para a sua
sobrevivéncia e consequentemente levando muitas vezes o hospedeiro a morte.

O parasiticismo é similar ao parasitismo exceto que o hospedeiro é morto, muitas
vezes antes de estar apto a reproducao, enquanto que no parasitismo os danos provocados
no hospedeiro nao o impede de reproduzir e pode levar a uma existéncia desarmonica
onde o parasita se beneficia da relagdo segundo Santos et al. (2012). O modelo logistico

presa e predador proposto por Lotka - Volterra é apresentado a seguir:

Z—‘; =z (a—py), (6.11)
ilz_?i =y(~b—&x). (6.12)

Tais equagoes foram construidas a partir das seguintes hipdteses:

1da:

. 9 =axr , com a > 0 quando y = 0.

2. fl—f:—by,comb>0quandoxzo.

3. Os termos pury e —&yx, com p > 0 e & > 0, representam as interagoes entre as

dy

4 » enquanto o termo —&yx diminui o

duas duas espécies. O termo pxry aumenta

dx
termo R
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No item 1, a falta de predadores/parasitoides faz com que a populagao de pre-
sas/hospedeiros aumente proporcionalmente a atual populagao; “a” representa a taxa de
crescimento de presas/hospedeiro.

No item 2, a falta de presas hospedeiros faz com que a populacao de predadores
parasitoides seja extinta; “b” a taxa de mortalidade dos predadores.

No item 3, cada interacao entre as duas espécies favorece o crescimento da po-
pulagao de predadores/parasitoides e impede o crescimento da populagao de presas hos-

pedeiros; i e € sao as constantes que medem as interacoes entre as espécies de acordo com

Santos et al. (2012).

A Figura 18 ilustra o modelo de presa-predador proposto por Lotka - Volterra:
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Figura 18: Modelo Logistico Presa Predador por Lotka - Volterra.
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